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EXTRACAO DE FE}(;()ES EM DADOS IMAGEM COM ALTA DIMENSAO
POR OTIMIZACAO DA DISTANCIA DE BHATTACHARYYA EM UM
CLASSIFICADOR DE DECISAO EM ARVORE *

Denis Altieri de Oliveira Moraes

Orientador: Prof. Vitor Haertel Ph.D.

Neste trabalho € investigada uma abordagem para extracdo de feicdes
baseada na otimizacdo da distancia de Bhattacharyya em um classificador hierdrquico
de estrutura bindria. O objetivo é mitigar os efeitos do fendmeno de Hughes na
classificacdo de dados imagem hiper-espectrais. A utilizagdo de um classificador em
multiplo-estagio, analisando um sub-conjunto de classes em cada etapa ao invés do
conjunto total, permite modos mais eficientes para extrair as feicdes mais adequadas em
cada etapa do procedimento de classificagio. Em uma abordagem de arvore bindria,
somente duas classes sdo consideradas em cada etapa, permitindo a implementagdo da
distdncia de Bhattacharyya como um critério para extracdo de fei¢cdes em cada n6 da
arvore. Experimentos foram realizados utilizando dados imagem do sensor AVIRIS. A
performance da metodologia proposta ¢ comparada com métodos tradicionais para

extragdo e selecdo de feigoes.

* Dissertacdo de Mestrado em Sensoriamento Remoto, Centro Estadual de Pesquisas em
Sensoriamento Remoto e Metereologia, Curso de Pds-Graduacdo em Sensoriamento
Remoto da Universidade Federal do Rio Grande do Sul. Porto Alegre/RS, (98 p.). Julho
de 2005.
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FEATURE EXTRACTION IN HIGH DIMENSIONAL IMAGE DATA BY
OPTIMIZING THE BHATTACHARYYA DISTANCE IN A TREE
STRUCTURED CLASSIFIER"

Denis Altieri de Oliveira Moraes

Advisor: Prof. Vitor Haertel Ph.D.

In this work we investigate an approach to feature extraction based on the
optimization of the Bhattacharyya distance in a tree structured classifier. The aim is to
mitigate the effects of the Hughes phenomenon in hyperspectral image data
classification. The use of a multi-stage classifier, analyzing one sub-set of classes at
each stage rather than the full set at once, allows for a more efficient way to extract the
most adequate features at each step of the classification procedure. In a binary tree
approach, only two classes are considered at each node, allowing the implementation of
the Bhattacharyya distance as a criterion for feature extraction at each tree node.
Experiments are performed using AVIRIS image data. The performance of the proposed
methodology is compared against more traditional methods for feature selection and

extraction.

* Master of Sciences Dissertation in Remote Sensing, Center for Remote Sensing and
Meteorology, Graduate Program in Remote Sensing at Federal University of Rio
Grande do Sul. Porto Alegre/RS, (98 p.). July 2005.
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1 INTRODUCAO

Uma grande 4rea de interesse em sensoriamento remoto € a classificagdo de
padrdes contidos em imagens digitais. Sejam localizados em plataformas orbitais ou
aéreas, atualmente existem vdrios sensores coletando informagdes sobre a Terra. Com o
propésito de investigar toda a informacdo disponibilizada por tais sensores, diversas
técnicas de classificacdo de padrdoes tém sido utilizadas, tais como o uso de
classificadores supervisionados, ndo-supervisionados, em estdgio unico e multiplo-
estigio. Classificadores em multiplo-estigio também sdo conhecidos como

classificadores hierdrquicos, ou classificadores de decisdo em arvore.

Nas duas ultimas décadas, com o advento dos sensores hiper-espectrais -
sensores com centenas de bandas - surgiu também a necessidade de elaborar métodos
eficientes para diminuir a dimensdo dos dados sem uma perda significativa de
informacdo. Um exemplo desses sensores é o AVIRIS, com 224 bandas espectrais, o

qual utilizaremos na secio dos experimentos.

Para tais sensores, a redu¢@o de dimensdes € necessaria e tem trés propdsitos
basicos: 1) minimizar o efeito do fenomeno de Hughes, 2) aumentar o grau de acuricia
da classificacdo e, 3) otimizar o tempo de processamento e as limitagdes

computacionais decorrentes do grande volume de dados.

O uso desses sensores ¢ muito ttil quando as classes em estudo possuem
caracteristicas espectrais muito similares entre si. A classificacio de dados em
agricultura, como a discriminacdo da mesma espécie de milho tratada com trés tipos
diferentes de manejo do solo, € um exemplo dessas aplicacdes. Nesses casos, diferencas
muito sutis entre classes, que dificilmente poderiam ser verificados por sensores multi-
espectrais - como exemplo citamos o sensor Landsat TM que possui sete bandas de
larga amplitude e descontinuas - tornam-se evidentes quando analisadas sob a visdo
hiper-espectral, a qual cobre praticamente toda a regido do espectro visivel com
centenas de bandas adjacentes, captando muito mais informagdo do espectro

eletromagnético.

Quanto as técnicas de classificacdo supervisionadas em estdgio tnico, o

classificador Bayesiano é otimo no sentido de minimizar a esperanca do risco. O

classificador da Maxima Verossimilhanga é um caso particular do anterior quando se



assume valores 0 ou 1 para a funcédo custo e probabilidades a priori iguais para todas as

classes.

O método do classificador em estigio dnico é largamente utilizado,
entretanto ocorrem problemas quanto a estimacdo dos parimetros das funcdes de
densidade de probabilidade condicionadas, vetores de média e matrizes de varidncia e
covariancia. O problema de estimacdo de uma grande quantidade de pardmetros deve-se
ao fato de que na medida em que a dimensdo dos dados aumenta, e mantendo-se
constante o numero de amostras de treinamento, o que geralmente acontece em
situacdes reais, a estimacdo dos pardmetros vai se tornando menos estatisticamente
significante e conseqiientemente menos acurada. Esse fato se traduz na diminui¢do no
valor da acurécia de classificagdo final a partir de uma determinada dimensdo dos dados.
Tal efeito € conhecido como fendmeno de Hughes, autor do artigo que pela primeira vez

exp0s o problema.

Quanto aos classificadores hierdrquicos, uma das técnicas conhecidas desde
a década de 1970 é o Classificador de Decisdo em Arvore (CDA). Nessa abordagem, o
problema global envolvendo todas as classes simultaneamente é particionado em
problemas menores — subconjuntos de classes - ao longo dos ramos e niveis da arvore.
Além disso, os CDA’s também proporcionam selecionar um subconjunto N de fei¢des
de um total de L fei¢cdes (N < L) para classificar os subgrupos de classes. Dado que o
tamanho amostral € sempre limitado, tais procedimentos minimizam os efeitos do
fenomeno de Hughes, pois em cada nd, teremos um niimero menor de classes a serem

comparadas e também um nimero menor de feicdes para estimar os parametros.

Dessa forma, com o uso do classificador hierdrquico, o problema de selecio
ou extrag¢do de feicdes resulta mais eficiente adotando-se um subconjunto das fei¢Ges
mais adequadas aquele particular subconjunto de classes. Esta abordagem permite, em
principio, obter probabilidades de erro ainda menores do que no caso do classificador

em estigio Unico de Bayes.

O objetivo desse trabalho € entdo, investigar métodos para extragdo de
feicoes através do uso de CDA’s, de forma a se obter uma acurédcia de classificagdo

superior aquela fornecida pelo classificador em estdgio tinico de Bayes.

Nesta dissertacdo, inicialmente € apresentada no capitulo 2 a Revisao

Bibliografica, localizando o assunto do problema de estimagao de parametros em dados



hiper-dimensionais no campo de reconhecimento de padrdes e o estado da arte das
técnicas envolvidas. No capitulo 3, Metodologia, serd revisada a teoria envolvendo a
metodologia de classificadores hierdrquicos, especialmente os algoritmos de decisdo em

drvore bindria e os métodos para selecdo e extracdo de feicoes.

O primeiro método para extracio de fei¢des que explicaremos brevemente é
a técnica tradicional de Andlise de Discriminante Candnica. O segundo método é a
otimizagdo da distancia de Bhattacharyya para os diversos casos especiais, concluindo
com o método proposto nos experimentos, que ¢ a otimizacdo dessa distincia para

diferencas predominantes entre matrizes de covariancias.

Assim, serd aplicada no capitulo 4, sobre os resultados dos Experimentos, a
metodologia proposta para extra¢do de feicdes em conjunto com o CDA. A maior parte
dessa dissertacdo estd concentrada no estudo e aplicacdo desses métodos em dados do
sensor AVIRIS, bem como a comparagdo dos mesmos com a metodologia usual para
selecdo de feigdes, aplicada em um classificador de estdgio tinico. No capitulo 5, sobre a
Conclusao, ¢ apresentado um resumo dos principais resultados. Em particular,
verificamos que o uso do CDA em conjunto com a Andlise de Discriminante Candnica
mostrou-se superior no caso de pequenas amostras devido sua eficiéncia computacional
e grau médio de acurécia. Por outro lado, o CDA em conjunto com a otimizacio da
distdncia de Bhattacharyya otimizada para diferengas predominantes entre matrizes de

covariancia é conveniente no caso de tamanhos de amostras moderados a grandes.

Desse modo, o capitulo 2 iniciard abordando alguns dos fatores que
explicam a importancia da busca pela melhor otimizagdo dos métodos em
reconhecimento de padrdes para extracio de feicdes no caso de dados hiper-

dimensionais, conforme veremos a seguir.



2 REVISAO BIBLIOGRAFICA

Devido a grande diversidade de sensores com capacidades e aplicacdes
especificas, varios métodos em reconhecimento de padroes vém sendo desenvolvidos
com vistas a aprimorar a classificacdo dos dados obtidos em sensoriamento remoto. No
caso de dados em dimensdo muito alta (da ordem de 100 a 300 varidveis) como aqueles
obtidos por sensores hiper-espectrais, surgem novos desafios a serem transpostos a fim
de tornar possivel explorar todo o potencial da informagdo obtida. Como veremos, tais
desafios ndo podem ser superados utilizando procedimentos tradicionais como aqueles
desenvolvidos originalmente para dados fornecidos por sensores multi-espectrais com
cerca de uma dezena de bandas ou menos. Ao analisar dados em alta dimensdo além de
lidar com uma tarefa computacionalmente maior, é conveniente observar se o

significativo incremento no numero de varidveis, ndo implica no surgimento de

problemas adicionais ndo enfrentados anteriormente.

Embora a complexidade decorrente do aumento no valor da dimensdo dos
dados tenha sido explorada ao longo das dltimas trés décadas, seu impacto varia de um
campo de aplicac@o para outro. Por exemplo, em processos de otimiza¢do combinatdria
¢ sabido que o esforco computacional cresce exponencialmente na classificacdo de
dados em alta dimensdo. Em Estatistica, tal complexidade se manifesta quando é
necessdrio estimar parametros ou fungdes densidade de probabilidade de varidveis
aleatorias, pois dados em alta dimens@o apresentam caracteristicas que necessitam ser
enderecadas adequadamente. Nesse capitulo sdo revistas as principais caracteristicas

dos espacos em dimensdo alta (hiper-espacos) e suas implicagdes no processo de

classificagcdo de dados.

2.1 As propriedades do hiper-espaco

Inicialmente, é necessério dizer que nossas percepgdes relativas ao espago
tri-dimensional, freqiientemente ndo podem ser extrapoladas para espagos em
dimensdes mais elevadas. A distribuicio dos dados nas fungdes densidade de
probabilidade normais ou uniformes, por exemplo, apresentam caracteristicas que se

contrapde as percepcdes mais intuitivas (Landgrebe, 2003).



Nas secdes seguintes serdo examinadas algumas caracteristicas de natureza
geométrica e estatistica pertinente a dados em hiper-espagos, as quais sio relevantes ao

processo de classificacdo empregando dados imagem em altas dimensoes.

2.1.1 O volume de um hiper-cubo se concentra nos vértices
Com o aumento das dimensdes, foi mostrado por D. W. Scott (1992) que o
volume de uma hiper-esfera de raio r e dimensao d é dado pela equacao:
4
2r! ;2

Vs == a2

E o volume de um hiper-cubo em [—r,r]d ¢ dado por:
Ve(r)=(@2r)*
Assim, a fracdo do volume da hiper-esfera inscrita no hiper-cubo de mesmas

dimensoes é:

d
Vi _ =
Vo(r) d27'T(d/2)

fdl

Onde, d representa a dimensao do espaco. A Figura 2.1 mostra como a razao

fa1 decresce enquanto a dimensdo aumenta. Note que lim f,, =0, o que implica que o
d—>c0

volume do hiper-cubo estd cada vez mais concentrado nos vértices a medida em que d

aumenta.

Figura 2.1 Fracao do volume de uma hiper-esfera inscrita em um hiper-cubo de dimensao d

(Landgrebe, 2003)



2.1.2 O volume de uma hiper-esfera se concentra na camada externa

Sendo €uma fragdo do raio r, Scott (1992) e Wegman (1990) mostram que a

fracdo do volume definido pela esfera de raio r-& inscrita dentro da esfera de raio r é:

V,(r) r’ r

fYan-Ve-e) r' —(r—g)" :1_(1_£J2

A Figura 2.2 ilustra o caso £ = r/5. Nota-se que enquanto a dimensdo

aumenta, o volume da esfera de dimensao d concentra-se na superficie mais externa.

Figura 2.2 Volume contido na camada externa de uma hiper-esfera para um £=r/5 e dimensao d

(Landgrebe, 2003)

Note que (llim f.» =LVe>O0, implicando em que a maior parte do volume
—>o0

da hiper-esfera estd concentrado na sua camada externa.

2.1.3 O volume de um hiper-elipséide se concentra na camada externa

Os resultados anteriores também podem ser generalizados para um hiper-

elipsdide. A equacdo de um hiper-elipséide em d dimensdes pode ser escrita como:

E o seu volume ¢ calculado pela expressio (Kendall, 1961):

d
ZH&' 72
Ve(ﬂ“i) == "
d T(d/2)



O volume de um hiper-elipséide definido pela equacio:

X; X2 4 X
(/L—ﬁlz (4, - (/1 —5)

Onde, 0< 0, < A para todo i € calculado por:

d
2H(/1i _51) 72
Ve (/ll _5l) = =
d I'(d/2)

Assim, a fragdo do volume V,(4,—0,) inscrito no hiper-elipséide com

V.(4) é:

[TA-6)
fon="—"F—"" = H[ j
S

Seja 7. =min(5i//1 ), entdo:
d d 4
fd3 H[l__J H _7min):(1_7min)
i=1 ,- i=1
Utilizando o fato de que f,; 20, conclui-se que leim f4; =0, demonstrando

assim que o volume do hiper-elipséide concentra-se na sua camada mais externa quanto

maior o seu numero de dimensoes.

2.2 Resultados gerais do hiper-espaco

Através do que foi descrito, pelo menos duas importantes conseqiiéncias
relativas ao emprego de dados em alta dimensdo no contexto desta dissertagdo sdo

descritas a seguir.

2.2.1 Um hiper-espaco esta praticamente vazio
A primeira conseqiiéncia diz respeito ao fato de que um hiper-espago €

. . . . . . d -
praticamente vazio. Isso implica em que os dados multivariados em R estdo na verdade



em uma estrutura dimensional menor. Como conseqiiéncia, dados em alta dimensao
podem ser projetados num subespago reduzido sem perda significativa de informacédo
em termos da separacdo entre as diferentes classes estatisticas. A segunda conseqii€ncia
¢ que os dados normalmente distribuidos possuem a tendéncia de se concentrar nas
caudas da distribui¢do multivariada. Similarmente, dados uniformemente distribuidos
irdo igualmente concentrar-se nos extremos, fazendo assim a estimagdo das
distribui¢cdes uma tarefa mais dificil. Assim, vizinhangas locais sdo geralmente vazias,
produzindo perda na estimac¢do detalhada da funcdo densidade em espacos hiper-

dimensionais.

E conhecido que distribui¢des normais apresentam forma simétrica de sino e
que a maior parte dos dados concentra-se préximo da média. Como pode ser entdo
verdade que dados normais em alta dimensdo concentrem-se nas caudas da distribuicdo,
dado que para as fungdes gaussianas os valores que possuem maior probabilidade sdo
aqueles que estdo proximos da média e ndo das caudas? Conforme Landgrebe (2003),
esse paradoxo foi explicado pela primeira vez por Pi-fuei Hsieh, tal como exposto a

seguir.

Primeiramente, note pela Figura 2.3 o que acontece com a magnitude da
funcdo densidade gaussiana com média zero enquanto a dimensio aumenta. E sabido
que enquanto a forma da curva se mantém em forma de sino, sua magnitude se torna
cada vez menor com o aumento da dimensdo, pois o volume total precisa permanecer
igual a 1. Assim, a magnitude decresce exponencialmente enquanto aumenta o raio r em

relagdo a média.

0.4 n=1

n: dimensdo

T

0.3

0.2
2

o]

3
4

Densidade de Probabilidade de X

0 S NEE—
0 1 2 3 4 5

Diatéincia r em relago & média da classe

Figura 2.3 Magnitude da densidade gaussiana em func¢io da distincia da média para varias

dimensdes (Landgrebe, 2003)



A seguir, considere como o volume varia com a dimensdo do espago. O

volume da hiper-esfera de raio r como fun¢@o da dimensdo dos dados é dado por:

d dl2

V¢ (S) =volume da hiper-esfera = 2Lﬂ-—
d T'(d/2)

Assim, o volume em uma camada diferencial como fun¢do do raio r é:

v_ 2o
dr T'(d/2)

A Figura 2.4 ilustra o volume diferencial na superficie de uma hiper-esfera

em funcdo da distincia ao seu centro para diferentes valores na dimensdo do espago.

80
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T T 1
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Distancia r em relagio & média da classe
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Superficie da Hiper-esfera

RN

0

Figura 2.4 Volume da superficie diferencial de uma hiper-esfera em func¢io da distancia ao centro e

da dimensao d (Landgrebe, 2003)

Nota-se que o volume existente em uma camada diferencial de raio r
aumenta rapidamente, na medida em que a dimensdo do espago aumenta. Entdo, a
massa de probabilidade como uma funcio do raio r pode ser mostrada como:
d-1_—(r12)

fr(r)zzwz)_l—r(d/z)

Essa fung@o estd ilustrada na Figura 2.5. Pode ser mostrado que o pico dessa

funcdo ocorre em vd —1.
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Figura 2.5 Massa de probabilidade em funcio da distancia da média, para densidades gaussianas

em varias dimensdes (Landgrebe, 2003)

Devido ao volume de uma camada diferencial em uma hiper-esfera
aumentar muito mais rapidamente com o raio r do que a diminui¢do da fungdo
densidade, o efeito liquido desse aumento apresenta um comportamento como O
ilustrado na Figura 2.5. Assim, nota-se que o pico da massa de probabilidade afasta-se
da média enquanto a dimensdo dos dados aumenta, indicando que a maior parte dos
dados concentra-se nas caudas da fun¢do densidade, mesmo para dados normalmente

distribuidos.

Para elucidar essas caracteristicas dos dados multivariados, Hsieh gerou
amostras com distribui¢do normal (&) e uniforme (U) para o experimento descrito a
seguir. As varidveis sdo independentes e identicamente distribuidas, cujos parametros

sdo respectivamente N(0,1) e U(-1,1).

Através desse exemplo, nota-se que a média e o desvio-padrio dessas

varidveis aleatdrias sdo func¢des do nimero de dimensdes. Hsieh (Landgrebe, 2003)

d
calculou a média e o desvio padrdo das varidveis aleatérias r = }fo e R= Zx.z , €

i=1 i=1
as Figuras 2.6 e 2.7 ilustram seus histogramas. Essas varidveis sdo fungdes de vetores

normais e uniformes para diferentes dimensoes.
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Distribuigdo normal, dimenséo = 1
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Distribuigéio normal, dimenséio = 10
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Distribuigéio normal, dimenséo = 220
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Figura 2.6 Histogramas das funcdes de variaveis aleatérias normalmente distribuidas para varias

dimensdes (Landgrebe, 2003)

Nota-se que com o aumento da dimensdo, a distdncia das duas varidveis em
~ ., el e 2
relacdo a coordenada zero aumenta. A varidvel R tem distribuicdo %~ com d graus de

liberdade, onde os x;'s sdo amostras de uma distribuicdo N(0,1).

Sao resultados conhecidos da probabilidade (Sharf, 1991) que a média e
varidncia de R sao E(R) = d, Var(R) = 2d.
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Distribuigéo uniforme, dimenséo =1
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Distribuigéo uniforme, dimenséo = 10
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Figura 2.7 Histogramas das funcdes de variaveis aleatérias uniformemente distribuidas para varias

dimensdes (Landgrebe, 2003)

Sob essas circunstancias, seria dificil implementar qualquer procedimento

para estimacdo das funcdes densidade e obter resultados precisos. Geralmente as

abordagens ndo-paramétricas em alta dimensdo enfrentam problemas ainda maiores que

as abordagens paramétricas, sendo assim o seu uso nesses casos impraticdvel.

2.2.2 As diagonais sao aproximadamente ortogonais a todos os eixos coordenados

Scott (1992), mostra que o cosseno do angulo entre qualquer vetor diagonal

e um eixo coordenado euclidiano é:

cos(d,) =

1
+—
Jd

A Figura 2.8 ilustra como o angulo 6,, entre a diagonal e as coordenadas se

aproxima de 90° com o aumento da dimensio. Note que gim cos(8,)=0, o qual implica
—o0
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que, em espacos de alta dimensdo, as diagonais possuem tendéncia a se tornar

ortogonais as coordenadas euclidianas.

[0 S S T T T S W B B B

1 3 5 7 9 20 40 60 80 100300 500 700 900
Dimenséo d

Figura 2.8 Angulo (em graus) entre uma diagonal e o eixo coordenado euclidiano em funcéo da

dimensao d (Landgrebe, 2003)

Essa observacdo é importante porque a projecdo de qualquer agrupamento
de feicdes em qualquer diagonal, por exemplo, fazendo a média das feicdes, poderia
destruir a informacdo contida nos dados hiper-dimensionais. Para elucidar isso, tome
agiag cOmo qualquer diagonal em um espaco d-dimensional. Tome também ac; como a i-
ésima coordenada desse espaco. Qualquer ponto no espaco pode ser representado pela

forma:

d
P= Zaiaci
i=1

A projecgdo de P sobre agiag, Paiag €:

d
— T _ T
P =P ag,Jag, = zai (ac;a,)a,
i1

T . .
Mas enquanto d aumenta, ac; agias =~ 0, 0 que implica que Pgias = 0. Como
g g
uma conseqiiéncia, Pgiag €std sendo projetado sob a coordenada zero, perdendo assim

informacdo sobre a sua localizag¢do no espaco d-dimensional.
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2.2.3 O tamanho amostral

Outro ponto importante a ser observado € como o nimero necessdrio de
amostras para os métodos de classificacdo supervisionados aumenta como funcio da

dimensao.

Fukunaga (1990) prova que a quantidade de amostras necessdrias para
treinamento aumenta linearmente em relacdo a dimensdo para um classificador linear e
quadraticamente para um classificador quadratico. Esse fato ¢ muito importante,
especialmente porque os experimentos demonstram que existem circunstincias em que
as estatisticas de segunda ordem s@o mais relevantes que as de primeira ordem para
discriminar dados em alta dimensdo (Choi, 2002). Nesse caso, a utilizacdo de
procedimentos ndo-paramétricos torna o processo ainda mais severo. Foi estimado que,
enquanto o nimero de dimensdes aumenta, o tamanho da amostra precisa aumentar
exponencialmente para que as funcdes densidade sejam estimadas com eficiéncia (Scott,

1992).

-

E razodvel esperar que dados em alta dimensdo contenham maior
informacdo, de forma que mais classes possam ser diferenciadas com maior acuricia.
Ao mesmo tempo, as caracteristicas mencionadas acima mostram que as técnicas usuais
baseadas em cdlculos na dimensdo total podem ndo trazer vantagens, a menos que o
nimero de amostras de treinamento seja substancialmente grande. Isso foi provado por
Hughes (1968), o qual demonstrou que a partir de um determinado momento, com um
numero limitado de amostras de treinamento, hd uma penalizacdo na acuricia de

classificagdo enquanto o nimero de fei¢des aumenta.

2.2.4 Projecoes lineares de dados em alta dimensao tendem a se distribuir

normalmente em baixa dimensao

Pode-se mostrar (Scott, 1992) que para a maioria dos dados em alta
dimensdo, suas projecdes em baixas dimensdes possuem tendéncia a ser normais, ou
uma combinacdo de distribui¢des normais, enquanto a dimensdo aumenta com
probabilidade aproximadamente igual a 1. A normalidade nesse caso implica em uma

distribuicdo normal ou uma combinagéo de distribuicdes normais.
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Figura 2.9 Dados simulados de uma classe com distribui¢ao uniforme projetada de um espaco d-

dimensional para um espaco de dimensio unitaria (Landgrebe, 2003)

A literatura relata experimentos diversos neste topico, utilizando dados reais
e simulados. Nesse experimento, os dados foram projetados desde um espago de alta
dimensdo para um sub-espaco de dimensdo igual a unidade. O comportamento dos
dados projetados foi examinado usando dimensdes originais iguais a 1, 10 e 100. O
método utilizado para as projecdes foi o de multiplicar por um vetor normal com
angulos aleatdrios as coordenadas. Através de um histograma pode-se ver o
comportamento da distribui¢do dos dados. Uma funcdo com densidade normal foi

projetada sobre os histogramas para compara-los (Landgrebe, 2003).

Pode-se observar através da Figura 2.9 que dados que no espaco original
apresentam uma distribuicao nao-normal, no sub-espaco projetado tendem a apresentar
uma distribuicdo normal. A Figura 2.10 ilustra dados hiper-espectrais obtidos pelo
sistema AVIRIS, apresentando uma distribuicdo normal. Na medida em que o nimero
de dimensdes no espaco original aumenta, o histograma dos dados projetados tende a se
aproximar cada vez mais da distribui¢do normal. Note que os dados de ambas

distribuicoes (Figura 2.9 e 2.10) t€ém comportamento similar.
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Figura 2.10 Classe espectral com distribuicao normal projetada de um espaco d-dimensional para

um espaco de dimensao unitaria (Landgrebe, 2003)
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Figura 2.11 Duas classes espectrais simuladas com distribui¢ées normais projetadas de um espacgo

d-dimensional para um espaco de dimensao unitaria (Landgrebe, 2003)

Esse resultado sugere que os dados podem ser assumidos como normais ou
uma combinagdo de distribui¢cdes normais no espago projetado sem maiores problemas.
Outros experimentos mostram que uma mistura de distribui¢des normais, onde cada
uma representa uma classe estatistica diferente, poderia colapsar em uma distribuicio

normal, o que poderia implicar em perda de informacao.



As Figuras 2.11 e 2.12 mostram a repeticdo do experimento para o problema
de duas classes. Ambas ilustram o risco de degradar a informacao, tal como a separacéo
entre classes, quando projetados em um sub-espago. No caso da Figura 2.12 os dados

sdo do sensor AVIRIS, sendo uma das classes, milho, e a outra soja.
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Figura 2.12 Duas classes espectrais simuladas com distribuicdes normais projetadas de um espaco

d-dimensional para um espaco de dimensao unitaria (Landgrebe, 2003)

Em todos esses casos se podem perceber as vantagens em desenvolver
algoritmos capazes de estimar as proje¢des que melhor separam classes distintamente
definidas, realizando os processos de classificacdo em um espaco de dimensdo menor.
Os vetores calculados irdo separar as classes e, a0 mesmo tempo, as classes definidas
irdo apresentar comportamentos convergindo para distribuicdes normais. As suposi¢des
de normalidade também serdo mais consistentes em um sub-espaco do que na dimensdo

total.

Estatisticamente, as fei¢des originais podem ser resumidas em um nimero
mais reduzido por meio de transformagdes, lineares ou ndo, que transportam o conjunto
de dados originais para outro sistema de coordenadas espaciais. Tal fato é possivel
porque as bandas dos sensores hiper-espectrais apresentam alta correlacdo entre si,
sendo assim vantajoso trabalhar com um nimero menor de feicdes. Além disso, outra
vantagem da reduc@o de dimensdes € que geralmente os processos de classificagdo sdo

muito dispendiosos em termos de tempo de processamento, especialmente os métodos
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de classificacdo hierdrquicos. Desse modo, a reducdo de dimensdes também acelera o

tempo de processamento final.

2.3 Propriedades assintéticas das estatisticas de primeira e segunda ordem

Nessa secdo, € revisto o uso das estatisticas de primeira e segunda ordem no
processo de classificacdo. Os resultados estdo baseados no comportamento assintdtico

dos dados em alta dimensao.

E razoavel assumir que enquanto o nimero de feicdes cresce, a informacio
potencial contida nos dados hiper-espectrais também aumenta. Em processos de
classificacdo supervisionada, esse aumento de informacdo permite a separacdo de
classes que apresentam caracteristicas muito similares. Nos exemplos mencionados na
literatura e aqui reportados, a distdncia de Bhattacharyya é usada como uma medida de
separacdo entre classes. Essa medida prové um limite de erro para a acuricia de
classificagdo tendo em conta as estatisticas de primeira e segunda ordem. Pode-se
interpretar a distancia de Bhattacharyya como a soma de duas componentes, uma
baseada principalmente na diferenca entre médias e outra baseada na diferenca entre

covariancias.

A distancia de Bhattacharyya, sob a suposi¢do de normalidade é calculada

através da expressao:
X +X,
L2 |
=[]

T+,
2

In

N | —

-1
1

Bzg(Mz_Ml)T{ :l (Mz_M1)+

Onde M;e M, sdo os vetores média e X, e X, sdo as matrizes de covariancia

das classes.

Neste estudo € utilizada a notacio B = Bhatt Mean + Bhatt Cov, onde Bhatt
Mean, estima a separagéo entre duas classes devido a diferengas entre os vetores média

enquanto Bhatt Cov estima a separag@o devido as matrizes de covariancia.

Dois experimentos ilustrando essas caracteristicas da distdncia de
Bhattacharyya sao relatados em Landgrebe (2003). No primeiro caso, a separagio entre
as classes € devida principalmente as diferencas entre as estatisticas de segunda ordem

(matrizes de covariincia), enquanto no segundo experimento a separacdo ¢ devida

18



principalmente as estatisticas de primeira ordem (vetores de média). O primeiro, em
condi¢des onde as estatisticas de segunda ordem sdo mais relevantes na discriminacéo
entre as classes e o segundo experimento, apresentando condi¢cdes favordveis a

predominancia das estatisticas de primeira ordem.

Experimento 1

Nesse experimento, os dados foram simulados para duas classes. Ambas
possuem distribuicdes normais com médias e covaridncias diferentes. Cada classe
dispde de 500 amostras de treinamento. Seus parametros (vetor média e matriz de

covariancia) respectivos sdo:

u4,=[0 0 000000 0 0

4, =[5 15 0 0 0 0 0 0 0 0]

r a7 r -7

1 0 1.5 0
1 1.9

Os dados foram classificados usando trés classificadores diferentes, o
classificador da Maxima Verossimilhanca (ML), o classificador ML sob a restri¢do de
utilizar somente a diferenca entre covaridncias (ML Cov) e o classificador da Minima
Distancia Euclidiana (Min Dist). Os resultados sdo mostrados na Figura 2.13. Observe
que o classificador ML Cov torna-se mais acurado que Min Dist quando sio utilizadas

mais que duas dimensdes.
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Figura 2.13 Acuracia de classificacdo para dados simulados - Diferenca predominante nas

estatisticas de segunda ordem (Landgrebe, 2003)

Para demonstrar as caracteristicas das estatisticas de primeira e segunda
ordem das componentes da distancia de Bhattacharyya (Bhatt Mean, Bhatt Cov e Total
Dist = B), as mesmas foram calculadas por Hsieh e ilustradas na Figura 2.14. A razéo

entre Bhatt Mean/Bhatt Cov € ilustrada na Figura 2.15.

1.4 T T T 1 L
1| —+—Bhatt Mean ||
.o 12 —— Bhatt Cov _{4
Q. || ——Total Dist £ o
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Bos el
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wm s
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0 |

1 3 5 7 9 11 13 15
Namero de feigles

Figura 2.14 Distancia de Bhattacharyya, componentes de média, covaridncias e a soma das duas -

Diferenca predominante nas estatisticas de segunda ordem (Landgrebe, 2003)
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Figura 2.15 Razdo entre a componente de média sobre a componente de covariancia - Diferenca

predominante nas estatisticas de segunda ordem (Landgrebe, 2003)

Ambas as figuras exibem o relacionamento entre a predominincia das
estatisticas de segunda ordem e a relevancia do termo Bhatt Cov. Enquanto o nimero de
dimensdes aumenta, a razdo entre o termo Bhatt Mean/Bhatt Cov decresce
significantemente e o classificador ML Cov torna-se mais efetivo que o Min Dist. Isso
mostra que se enquanto a dimensao aumenta, a razao Bhatt Mean/Bhatt Cov diminui, as
estatisticas de segunda ordem sdo mais relevantes em dados de hiper-dimensionais

mesmo se essa situacdo nao for verdadeira em baixa dimensao.

Experimento 2

Esse experimento € similar ao anterior, com a diferenca da predominancia
das estatisticas de primeira ordem. Os parametros (vetor média e matriz de covaridncia)

das duas classes sdo:

4,=[o 0 00 00 00 00

4, =15 15 0 0 0 0 0 0 0 0]
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Os resultados de classificagdo sdo ilustrados na Figura 2.16. Observe que o
classificador Min Dist torna-se mais acurado que ML Cov para dimensdes acima de seis.
As componentes da distidncia de Bhattacharyya para a média (Bhatt Mean), covariancia

(Bhatt Cov) e suas somas (Total Dist) foram calculadas e ilustradas na Figura 2.17.
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Figura 2.16 Acuracia de classificacdo de dados simulados - Diferenca predominante das estatisticas

de primeira ordem (Landgrebe, 2003)

A razdo de Bhatt Cov/Bhatt Mean esta ilustrada na Figura 2.18. Nota-se que
enquanto o nimero de dimensdes aumenta, a razdo Bhatt Cov/Bhatt Mean diminui,
mostrando que as estatisticas de primeira ordem sido mais relevantes para classificar esse

tipo de dados.
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Figura 2.17 Distancia de Bhattacharyya, componentes de média, covaridncias e a soma das duas -

Diferenca predominante das estatisticas de primeira ordem (Landgrebe, 2003)

Esses resultados indicam diretamente que a predominancia das componentes
de média ou covariancia na distancia de Bhattacharyya se relaciona com as estatisticas

de primeira ou segunda ordem em termos da acuricia de classificagdo.
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Figura 2.18 Razdo entre a componente das médias sobre a componente de covariincia - Diferenca

predominante das estatisticas de primeira ordem (Landgrebe, 2003)

2.4 Implicacgoes da alta dimensao na classificacao supervisionada

Baseados nas caracteristicas observadas sobre os dados em alta dimensio,
tais como o volume de hiper-cubos concentrando-se nos vértices, € o volume de hiper-
elipsdides nas camadas externas, torna-se evidente que os espacos em alta dimensao sdo

em grande parte vazios, estando assim os dados hiper-dimensionais geralmente em
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estruturas de dimensdes menores. Como conseqii€ncia, teoricamente € possivel reduzir a

dimensao dos dados sem perdas significativas de informacao e separacgao.

Devido as dificuldades para estimar fungdes densidade com abordagens
ndo-paramétricas, é esperado que uma versdo paramétrica dos algoritmos produza
melhores resultados em casos onde somente um ndmero limitado de amostras

conhecidas estd disponivel para suprir as informagdes necessdrias a priori.

2.4.1 O fendémeno de Hughes

Como ja mencionado anteriormente, uma das principais conseqiiéncias do
problema de estimagdo de parametros, frente ao numero limitado de amostras, é a
diminui¢@o no valor da acuricia da classificacio a partir de uma determinada dimensdo
dos dados (Richards, 1998). Tal efeito € conhecido como fendmeno de Hughes (1968),

o qual € ilustrado na Figura 2.19.

70 4

50 4 Fendmeno de Hughes

40

Acuricia de classificagao (%)

T
[ 10 20 30 40
Nimero de feigies

Figura 2.19 Fenomeno de Hughes: decréscimo na acuracia de classificacio com o aumento da

dimensao (Richards, 1998)
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2.5 Principais abordagens de pesquisa para classificacio de dados hiper-espectrais

Dentre os atuais processos para mitigar as conseqiiéncias na classificacio
dos dados hiper-espectrais, destacam-se trés vias principais: a andlise de Discriminante
Regularizada (Aeberhard, 1994), a técnica de amostras semi-rotuladas (Shahshahani,
1994) e os processos para reducdo de dimensdes através de selecdo de feicdes ou
extracdo de feicdoes (Tadjudin, 1998). Nesse trabalho, serd tratada somente da ultima
linha de pesquisa: uma metodologia para extracio de fei¢cdes com o intuito de encontrar
o melhor subconjunto de combinagdes lineares das feicdes originais, conforme um

determinado critério de optimalidade.

Outra forma de complementar com uma contribuicdo significativa ao
aumento da acurécia de classificacdo € a metodologia dos classificadores hierdrquicos -
ou classificadores de decisdo em arvore (CDA) - ao invés dos classificadores de estiagio
unico. Esta abordagem, em conjunto com os métodos para extracdo de feicdes permite,
em principio, obter probabilidades de erro ainda menores do que no caso do

classificador em estdgio unico de Bayes.

Dentre os vérios métodos que t€m sido propostos para o delineamento da
estrutura do CDA, destacam-se principalmente trés formas: fop-down (topo para baixo),

bottom-up (base para cima) e a unido destes dois, 0 método hibrido.

O método bottom-up inicia com todas as classes reunidas no mesmo no raiz.
Entdo, tomando-se alguma medida de dissimilaridade, as classes mais distantes entre si
sdo separadas em nés descendentes distintos ao longo da drvore. As demais classes sdo
entdo classificadas em algum dos ndés descendentes até que sejam alcancados os
terminais da arvore, onde o processo termina. O método fop-down inicia nos terminais
da arvore, com todas as classes separadas entre si. Entdo, a partir de uma medida de
similaridade, as classes mais semelhantes sdo agrupadas ascendentemente até que todas

pertencam a um tnico né terminal no topo da drvore.

O método bottom-up foi o primeiro proposto por Breiman et al. (1984)
incorporado em um algoritmo conhecido como Classification and Regression Trees
(CART). O procedimento CART se resume em testar uma combinagdo linear de fei¢des
de forma que essas feicoes sejam obliquas no espagco. A idéia fundamental em
particionar as classes de um n6, é a de que os dados de cada um dos nds descendentes

sejam mais "puros" que os dados do grupo original. Uma maneira de realizar essa tarefa
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¢ definir uma funcio de impureza i(f). Supondo-se que para o né ¢ exista uma possivel
divisdo S que divide este né em dois nds descendentes, esquerdo (L) e direito (R) tal que
uma fracdo p; dos casos vai para f;, e uma fragdo pg para fgz. Pode-se entdo definir a

qualidade dessa divisdo pelo decréscimo na fun¢do de impureza do n6 original:
Ai(S,0) =i(t) —i(r,) p, —i(tg) g

O critério para divis@o consiste em selecionar uma divisdo S que maximize

Ai(S,t) . Uma das formas conhecidas para o indice de impureza é o indice de Gini

(Breiman et al., 1984), definido como:

i)=Y pi/Hp(jl1)

i

Onde p(i/t) é a probabilidade de uma amostra aleatdria X pertencer a classe i,

dado que estd no no ¢, enquanto p(j/f) é a probabilidade dessa amostra pertencer a classe
J-
A segunda etapa consiste em definir um critério de parada no processo de

divisdo dos nos, isto é, um critério de término no processo. Um possivel critério consiste

em definir um limiar > 0 e declarar o né como terminal se:

max Ai(S(t),1) < B

A terceira etapa consiste em estimar a acuricia a ser obtida no processo de
classificagcdo. Essa estimativa € normalmente obtida por meio de amostras disponiveis,
empregando procedimentos como holdout e leave-one-out (Fukunaga, 1990), ou ainda
por resubstituicdo da taxa de erro de classificacio de uma arvore 7, definida por

Breiman et al. (1984) como:

R(T) =2 r)p@) =2 R(®)

teT teT
Tal que,
R(T): taxa de erro de classificacdo de uma arvore T;
r(f): taxa de erro de classificacdo em um no ¢ pertencente a T;
p(t): probabilidade de uma amostra pertencer ao no t.

Algumas desvantagens do CART sdo, primeiramente, que o procedimento

permite o uso de uma tnica feicdo ou uma combinagdo linear de fei¢des a cada nd.
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Segundo, o CART € computacionalmente pesado, pois requer a criacdo de multiplas
arvores auxiliares. Finalmente, e talvez o mais importante, embora seja selecionada uma
arvore final da familia paramétrica de sub-drvores, a drvore 6tima no sentido de melhor

acurdcia final de classificacdo, pode ndo estar contida nessa familia.
Na literatura so citados ainda outros métodos para delineamento de CDA’s.

You e Fu (1976) sugerem uma arvore linear bindria, a qual combina classes

em dois subgrupos disjuntos a cada n6 usando estatisticas das classes.

Gelfand et al. (1991) propdem um algoritmo interativo de ramo e poda
dividindo os dados em dois grupos aproximadamente iguais e interativamente gerando
um ramo da drvore com um dos subgrupos e podando com o outro subgrupo, apds isso
sucessivamente inverter os papéis. Esse algoritmo de poda € uma simples e intuitiva
abordagem fop-down. Os autores provam a convergéncia do seu algoritmo e os
resultados experimentais em reconhecimento de ondas, com suporte tedrico, sugerem a

superioridade desse método sobre o método proposto por Breiman et al. (1984).

Outro método paramétrico é proposto por Kim e Landgrebe (1990) usando
uma abordagem mista bottom-up e top-down (abordagem hibrida) seqiiencialmente. O
método bottom-up calcula a distancia de Bhattacharyya entre cada par de classes e as
duas classes com a menor distincia sdo agrupadas, formando um novo grupo, até que
restem apenas dois grupos no topo da drvore. Entdo, calcula-se o vetor média e a matriz
de covariancia para cada grupo e essa informagao € utilizada em um algoritmo top-down
para gerar dois novos grupos. Cada grupo é verificado para ver se ele contém apenas
uma classe. Se sim, esse nd € rotulado como um terminal, se ndo, o procedimento

anterior € repetido.

Destaca-se, finalmente, o método branch-and-prunning (ramo e poda), o
qual foi desenvolvido para obter solu¢des Otimas para problemas combinatdrios sem
que seja necessdrio recorrer a buscas exaustivas, garantindo que o subconjunto de
feicdes selecionadas seja o melhor dentre todas as combinagdes possiveis. Nesse
método, dado que ¢ é um né em uma arvore 7, define-se como ramo da arvore T em ¢, ao
segmento de 7; formado pelo né ¢, e todos os seus descendentes; Podar um ramo 7;
consiste em remover da drvore T o né ¢ e todos os seus descendentes, de forma que a

arvore final seja formada por T - T;. O principal problema desse método € que o niimero
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de arvores a ser testado é geralmente muito grande, sendo que a melhor drvore pode

mesmo nem existir.

No capitulo 3 é apresentada a metodologia do CDA utilizado nessa
dissertacdo em conjunto com o método para extracdo de feicdes baseado em um caso
especial da otimizacdo da distdncia de Bhattacharyya. A seguir, ¢ dada uma breve
explanagdo sobre o processo de extracdo de feicdes através da Andlise de Discriminante
Canonica, a qual € utilizada em conjunto com o CDA proposto. Também é abordado um
processo para seleg¢do de fei¢des em conjunto um classificador de estdgio tinico. Assim,
essas duas técnicas sdo utilizadas nos experimentos finais com o objetivo de comparar a

metodologia proposta com os métodos mais convencionais de classificagao.
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3 METODOLOGIA

3.1 Introducao

Em sensoriamento remoto, imagens obtidas por sensores hiper-espectrais
produzem um conjunto de medidas em diferentes regides do espectro eletromagnético
(bandas espectrais) que exprimem, em termos de radiincia, a energia eletromagnética
refletida e/ou emitida pelos elementos de cobertura do solo na cena imageada. Nos
dados imagem, os valores de radidncia espectral em cada pixel individual podem ser
convenientemente organizados na forma de um vetor de observagdes com dimensio
igual ao numero de bandas espectrais disponiveis no sistema. O processo de
classificacdo consiste em rotular cada pixel individual, definido pelo seu vetor de
observagdes, atribuindo-o a uma das classes existentes. Deve-se notar que o referido
vetor de observagdes € uma varidvel aleatéria, com uma distribuicdo descrita por uma
fungdo densidade de probabilidade multivariada. Os pardmetros nessa fungdo densidade
devem ser estimados para cada classe individualmente, e o problema de reconhecimento

de padrdes torna-se um problema cléssico de teste de hipoteses.

Neste capitulo, é inicialmente revisto o problema de decisdo envolvendo

duas classes, o qual pode ser posteriormente estendido para o problema multi-classe.

3.2 O Classificador de Bayes

Dado um vetor de observacdes X, a regra de classificacdo de Bayes fornece
um critério de decisdo para fins de aloca¢ido de um individuo a uma determinada classe.
Uma regra de decisdo baseada simplesmente nas probabilidades de X pertencer a cada

uma das classes w; pode ser escrita da seguinte forma (Fukunaga, 1990):

Xew se  p@/X)>p@/X) Vi#] (D

Onde p(@ /X) é a probabilidade a posteriori de @ dado X.

A probabilidade a posteriori p(w/X) pode ser obtida de uma forma

conveniente, utilizando o teorema de Bayes:
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p(X/w)P(w,)

(@, /X)=
P p(X)

Onde p(X) é a funcdo densidade ponderada das duas classes, ou funcdo
mistura de densidade, P(@) é a probabilidade a priori da classe @ e p(X/a») € a
probabilidade condicional de X dado que pertence a classe @. Nesse caso, a regra de

decisdo (1) pode ser escrita como:

p(X/®)P@) _ pX/®,)P(®,)

X
=@ e () p(X)

2

Caso contrario, X € .

Como p(X) € positiva e comum a ambos os lados da desigualdade (2), a

regra de decisdo pode ser simplificada para:
Xea o pXie)Pw@) > pX/e,)Pw,) 3)
Caso contrario, X € a».
A regra de decisdo (3) pode ser expressa de uma outra forma por:

riX/o) _ P@,)

Xea e 1% X)) Po)

“

Caso contrario, X € .

O termo /(X) é denominado de razdo de verossimilhanga e é a quantidade
basica no teste de hipdteses. Nesta expressdo, a razdo entre as duas probabilidades a
priori faz a funcdo de um limiar (threshold) para a razdo de verossimilhanga no
processo de decisdo. As regras de decisdo (3) e (4) ndo serdo alteradas se ambos 0s
membros forem substituidos por funcdes monotonicamente crescentes dos mesmos.
Para o caso de dados apresentando uma distribuicdo normal multivariada, torna-se mais
prético, especialmente para fins computacionais, empregar a funcio logaritmo natural

(In) como mostrado abaixo.

Xem & In(l(X))=InpX/w)-InpX/w,) < nf@)
P(w,)

Para o caso multi-classe, assumindo-se probabilidades a priori iguais, esta

regra de classificacdo pode ser escrita como:
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Xew, & L(X)>1,(X) Vj#i (5)

O classificador em (4) implementa uma abordagem probabilistica ao

processo de classificagdo. A probabilidade de erro &€ neste caso pode ser estimada por:

£=P(w,) L p(X /®)dX + P(w,) L p(X /w,)dX = P(w,) €, + P(w,) €,

Onde L; e L, sdo as regides de dominio das classes @ e a», respectivamente.

O classificador Bayesiano € um classificador dJtimo no sentido de que
minimiza a probabilidade de erro. Esta probabilidade minima de erro é conhecida como
erro de Bayes. A Figura 3.1 ilustra o caso unidimensional dessa regra, onde o erro
bayesiano dado pelo limiar # é o menor possivel, conforme a figura, e=A+B+C.
Caso seja tomado qualquer outro limiar, digamos t’, a regido de erro sob as duas curvas

¢ aumentada pela quantidade D, sendo assim maior que o erro de Bayes.

L.I-d——l-i- Ly

[

Figura 3.1 A regra de decisdo de Bayes (Therrien, 1989)

A abordagem anterior, contudo, é baseada implicitamente no entendimento
de que a perda ou penalidade que se incorre por um erro de rotulagem de pixel seja
constante e igual para todas as classes. Para desenvolver o método geral, é necessdrio

introduzir o conceito de uma funcio de penalidade, ou func¢do perda:
AGk) L k=1,.M

Essa é uma medida de penalidade incorrida quando se rotula erroneamente

um pixel como pertencente a classe @ ; quando na realidade ele pertence & classe @ .

A fungdo perda total ou risco, estima a penalidade total que se incorre ao

rotular um pixel X na classe @:

Ailk)plw, 1 X)

Mk

Ly (wi):

>~
I
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Sendo M, o niimero total de classes no processo.

A funcdo risco pode ser expressa de uma forma mais adequada fazendo uso

do teorema de Bayes:

1 M
Ly(w)= —— > Alilk) p(X /o)) P, 6
(,) p(X);(z )p(X /o)) P@)) (6)

A regra de decisdo Bayesiana consiste em rotular X de forma a minimizar a
perda total (ou risco) Lx(a). A utilizagdo de (6) requer uma defini¢cdo com relagdo as
fungdes perda A(ilk). Uma escolha, freqiientemente sugerida na literatura, consiste em

atribuir um mesmo valor para todos os possiveis erros de rotulagem e zero para o acerto,

isto é:
Ailky=0 se k=i
Ailk)=1 se k#i
Nesta suposicdo a funcdo perda total (6) fica:

1 M
Ly(w)= WZ p(X/®,) P@),)

J#i

A estratégia bayesiana consiste em minimizar Lx(@) ou equivalentemente

maximizar uma fungio decisdo Gji(X):

Gi(X) = - Lx(@)

Isto é, o rétulo para X € escolhido de forma a maximizar Gi(X). Sendo que

p(X) independe de @, a fun¢do decisdo pode ser escrita como:

G(X)= =3 p(X/w)P@)) (7)

j=1
j#i

Sendo o conjunto das M classes exaustivo, pode-se escrever em geral:

M

p(X)=) p(X/w,) P@;)=pX/w)P@)+ Y p(X/o)Pw,)
- (o

Entao:
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Y p(X /) P@,)=p(X)- p(X/w) P(w,)

j=1
j#i

Substituindo em (7) e lembrando que p(X) independe de @, pode-se

escrever a fungdo decisdo como:

Gi(X) = pX/ @) P(ax) ®)

7z

A funcio decis@o (8) € conhecida como fung¢do discriminante da mdxima

verossimilhanga.

Assim, a regra da maxima verossimilhanga atribui um vetor de observagdes
X a uma classe @, se e somente se, o valor da fungdo discriminante G;(X) for maior que

o valor de Gj(X), isto é:
Xew, o G(X)>G,/(x) Vv  j#i )
A expressdo acima é usualmente conhecida como a regra incondicional da
maxima verossimilhanca.

Sabe-se que dados imagem de cenas naturais podem ser adequadamente
modelados por distribui¢cdes gaussianas multivariadas. Neste caso, a func¢do densidade

de probabilidade assume a forma:

p(X 1,)= exp[—g(x—M,.fzf(x—M,.)}

(27[),1/2 |Zi |%

Sendo n a dimensdo dos dados (nimero de bandas espectrais), M; e X;

respectivamente o vetor média e a matriz de covariancia associados a classe @.

Assim, substituindo-se na fungdo discriminante Gi(X), o estimador

quadrético da Maxima Verossimilhanca Gaussiana na forma matricial € dado por:

G (x . CY X {—l X-M. TZ,“X—M} (10)
J(X) (27[)”,2|Zi|%e p 2( )z )

A decisdo do classificador (10) ndo serd alterada se for tomada como funcio

decisdo uma fun¢cdo monotonicamente crescente de G;(X):

G,(X)=n[P(@)]- Sl |~ (x 1, £ (x ~ 1) i
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A funcgdo (11) é a forma mais utilizada da fun¢@o de decisdo da Mdxima
Verossimilhanca Gaussiana. Na pratica, com freqiiéncia assumem-se iguais valores para

as probabilidades a priori P(a}). Nesse caso, a fungdo (11) torna-se:

G (X)=-Ig,|-(Xx -M,) 2" (x -Mm,) (12)

1

3.3 Estimacao dos parametros das func¢oes discriminantes

Os parametros em um classificador paramétrico sdo estimados a partir de
um conjunto de amostras disponiveis para cada uma das classes envolvidas, as quais sdo
denominadas de amostras de treinamento. No caso do classificador da mdxima
verossimilhanga gaussiana, a estimacdo da matriz de covariancia requer que o nimero
de amostras de treinamento seja no minimo igual & dimensdo dos dados mais um, caso
contrdrio, a matriz de covariancia resulta singular. Esse nimero minimo de amostras,
entretanto, produz estimativas pouco confidveis para os parametros do classificador, em
especial para a matriz de covaridncia. Uma regra simples proposta na literatura estipula
que o nimero de amostras de treinamento para cada uma das classes envolvidas deve
ser da ordem de dez vezes maior do que a dimensdo dos dados, para que as estimativas
amostrais dos parametros do classificador sejam aceitdveis. Na prética, entretanto, o
analista geralmente ndo dispde de um nimero suficiente de amostras para gerar boas
estimativas dos pardmetros em dados imagem hiper-dimensionais, sendo necessirio
recorrer aos métodos para reducdo de dimensdo dos dados que sejam mais eficazes,

como os que serdo abordados a seguir.

3.4 Métodos para reducao de dimensoes

Um problema freqiientemente encontrado no processo de classificagdo de
imagens digitais em sensoriamento remoto consiste no nimero muitas vezes insuficiente
de amostras de treinamento para a estimacdo dos parametros do classificador. A coleta
de amostras em campo tem um alto custo financeiro e em algumas vezes inviabiliza a
realizacio do projeto. E necessdrio assim, encontrar metodologias que produzam
melhores resultados de classificagdo frente a quantidade limitada de amostras e ao

nimero grande de pardmetros a serem estimados.

34



Existem duas abordagens gerais para fins de redu¢do da dimensao nos dados
de imagens. A primeira delas € por selecdo de feicdes e a segunda é por extragcdo de
feicdes. Nesta dissertacdo € investigada a utilizacdo do critério da otimizagdo da
distincia de Bhattacharyya (ODB) e de principios da Andlise de Discriminante
Canonica (ADC) para fins de extracdo de feicdes em um CDA em estrutura bindria. A
eficiéncia dessa metodologia para redu¢do da dimensdo dos dados € entdo comparada a
um processo cldssico de reducdo de feicdes via selecdo de fei¢des, o Sequential

Forward Selection (SFS).

3.4.1 Selecao de Feicoes

As técnicas para selecdo de feigdes geralmente empregam um algoritmo de
busca e uma funcio critério de decisdo. O algoritmo de busca gera e compara possiveis
solugdes, isto €, subgrupos de feicdes, aplicando uma fungdo critério de decisdo como
uma medida de adequacidade da solucdo. Segundo Serpico et al. (1995), é dito que
“uma busca exaustiva pela solucdo 6tima € proibitiva do ponto de vista computacional,
mesmo para um nimero moderado de feicdes”. Inicialmente sdo usadas todas as bandas
originais e, especificando-se um nimero desejado de fei¢cdes menor que a dimensdo
total, aquelas que ndo contribuem para a discrimina¢do das classes sdo removidas. Um
critério usualmente empregado € a separacdo entre as classes. Se a remocdo de uma
banda, ou de um conjunto de bandas, ndo diminuir o valor dessa medida de separagdo

substancialmente, entdo esta banda serd redundante.

3.4.1.1 Sequential Forward Selection

Dentre os vérios métodos para selecio de feicdes conhecidos, uma
metodologia simples e amplamente utilizada é aquela denominada de Sequential
Forward Selection (SFS). Suponhamos que se queira selecionar N bandas de um total
de M disponiveis. Na metodologia SFS, inicialmente € selecionada entre todas as M
bandas aquela que melhor discrimina as classes envolvidas, de acordo com alguma
medida de separagdo. Essa primeira banda ndo serd mais descartada e fard conjunto com
a proxima banda selecionada dentre as M-1 disponiveis, e assim por diante, até que

sejam selecionadas as N bandas desejadas. Nesse trabalho a medida utilizada foi a
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otimizagdo da distancia de Jeffries-Matusita para o problema multi-classe, a qual é dada

por (Serpico et al, 1995):

J b Ziz\/P(X/a)i)P(X/wj)J;

J>i

Deve-se considerar que a sele¢cdo 6tima de feicdes envolve uma busca
exaustiva envolvendo todas as feicdes, resultando em um alto custo computacional,

principalmente no caso de dados hiper-espectrais.

3.4.2 Extracao de Feicoes

A extragdo de fei¢des envolve a transformagdo das bandas originais em um
numero reduzido de fei¢des, enquanto mantém a separacdo das classes tanto quanto
possivel. Essa transformacdo € geralmente linear e baseada em algum critério de
otimizagdo. Na proxima secdo € abordada brevemente a metodologia para extragdo de
feicdes através da Andlise de Discriminante Canonica, e a seguir, a otimizagcdo da
distdncia de Bhattacharyya, sendo essa ultima explorada em detalhes para todos os

possiveis casos especiais.

3.4.2.1 Analise de Discriminante Canonica

A Andlise de Discriminante Canonica utiliza o quociente da matriz de

dispersdo entre-classes X, sobre a matriz de dispersdo intra-classes X como uma

func¢do de critério e calcula um vetor d que maximize:

d's,d
A’y d

Onde, X, é a matriz de dispersdo entre-classes, definida por:
= T
L, :Zai(Mi _M())(Mi _M())
i=1
Y., € amatriz de dispersdo intra-classes, tal que:
L
Z“w = ZaiZi
i=1
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Y,e @, sdo a matriz de covariancia e a probabilidade a priori da classe i,

respectivamente. L € o niimero total de classes e M, € o vetor média, definido por:

Embora a andlise de discriminante tenha uma performance boa para a maior
parte dos casos, o nimero de fei¢cdes fornecido por essa abordagem ¢ limitado e igual ao

minimo entre o nimero de classes menos um e o nimero de varidveis menos um, isto é:
Numero de fei¢des pelo método ADC = min(L-1, dim(M; -1))

Assim, para um problema envolvendo L classes e M fei¢cdes, com M > L,
podem ser extraidas somente (L-1) feicdes. Outro aspecto € que se os vetores de médias
sd0 muito préximos, ou iguais, a extracdo de feicdes ndo € possivel. Por tltimo, para o
caso multi-classe, se uma classe tem vetor média muito diferente das outras classes, a
matriz de dispersdo entre-classes é enviesada para essa classe, resultando em fei¢des

ineficientes.

3.4.3 Medidas estatisticas de separacio entre classes

Nessa se¢do, serd apresentada uma introdugdo sobre duas medidas de
separacdo entre classes relacionadas, conhecidas como Divergéncia e distdncia de

Bhattacharyya. Para essa tltima, é apresentada sua forma geral e gaussiana.

3.4.3.1 Divergéncia

A razdo de verossimilhanca pode ser considerada como uma estatistica,

sendo o logaritmo da razdo de verossimilhanga dado por:

X

AX) = n 2XT@)

p(X/@,)

Essa medida pode ser descrita com o par de fungdes densidade de

probabilidade ilustrados na Figura 3.2, conforme exposto por Therrien (1989). Em uma

regra de decisdo empregando o logaritmo da razdo de verossimilhanca, comparado a um
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limiar 7, a probabilidade de erro serd menor quando as func¢des densidade forem bem

separadas entre si, € maior caso contrario.

MAX )= hl—pI:Xfml ]
' (X /e, |
(X1 @) pa
! )
K I -2
U] r n A

—p—

Figura 3.2 Funcdes densidade tipicas para o logaritmo da razio de verossimilhanca (Therrien, 1989)

Uma medida de separacdo entre classes baseada na diferenca entre as
médias 7, e 7, , definida por D, estd ilustrada na Figura 3.2. Essa quantidade é

conhecida como Divergéncia. A Divergéncia é formalmente definida como a esperanca

da probabilidade condicional de X, dada uma classe i, de forma que:
D =E[A(X o |- EA(X |o,]

Entdo, substituindo-se A(X ) pela sua definicdo, a Divergéncia pode ser re-

escrita como:

b= [o (m —ig ;Z;))jP(X /@)dX ~ _£(ln I‘;g—;;:))jp(x /@, )dX
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3.4.3.2 Distancia de Bhattacharyya: Forma Geral

Outra medida de separagdo entre classes muito utilizada € a distancia de

Bhattacharyya, definida como:

B =—1nﬁ\/p(X/a)l)p(X/w2)dX

—o0

A Figura 3.3 mostra um par tipico de fungdes densidade p(X/w,) e
p(X/w@,). Para interpretar a distdncia de Bhattacharyya, note que se as funcgdes
originais estdo bem separadas e a probabilidade de X com respeito a classe i for alta, a
probabilidade de X com respeito a classe j serd muito préxima de zero. Assim, o produto

p(X /@) . p(X/w,) tenderd a zero e B a mais infinito, pois lin%(—ln(X )) =+co. Por
X =

outro lado, se as densidades se sobrepdem, entdo o produto das duas densidades tendera

a 1 e B a zero, pois %{in}(— In(X))=0.

p(X @)
plA @)

—

Fig 3.3 Exemplo tipico de separacio entre duas funcoes densidade (Therrien, 1989)

X

A distancia de Bhattacharyya € invariante frente a uma transformacao linear
do vetor X e também ¢é aditiva quando os componentes de X sdo independentes, isto &,
pode ser expressa como uma soma dos termos similares com cada termo envolvendo

somente uma das componentes de X. Em adi¢cdo a isso, se J, (@,,®,) representa a

distancia entre as duas classes baseada em uma feicdo X com m componentes, entdo as

seguintes propriedades métricas de uma fung¢éo distancia sdo apropriadas:
J (@,0,) >0, + 0,
‘]m(wl’wl) = ‘]m(wZ’wZ) = 0

‘]m(wl’wZ) = ‘]m (wZ’wl)
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Tais propriedades nao satisfazem a desigualdade triangular e, assim ndo
podem ser classificadas como fungdes verdadeiras de distancias. Contudo, ambas

satisfazem a propriedade adicional:

‘]m (wl 4 wZ) < ‘]m+1 (wl ’ wZ)

3.4.3.3 Distancia de Bhattacharyya: Forma Gaussiana

Embora ndo seja trivial, a forma da distdncia de Bhattacharyya, sob a
suposicdo de normalidade dos dados, pode ser obtida através da seqiiéncia de

procedimentos a seguir.

Considerando-se a funcdo densidade gaussiana e aplicando-a diretamente na

equacdo da distancia de Bhattacharyya, se obtém:

B=-In jp(x [w)"? p(X | w,)"?dX

I 1
—In (271')"'/2 > ‘1/4‘2 ‘1/4 28
o 1 2

e Lo pC S AR A PSR TA e

O termo exponencial pode ser expandido e reescrito como:

_% (X M, £ (X M)+ (X M, ) 55 (X - M,)]

1
= Z[XTEI"IX OMTEMX +MTEIM, + XS X —2M IS X + MM,

=%[XTE;1X—2M§E;X MM v C (14)
Onde,
5 = +x)
1

P

M, =%, (=M, +25'M,)

C= i(M{z;‘Ml +MIEIM, -2M "2 M ) (15)

40



Entdo, de acordo com (14), a equacdo (13) pode ser escrita como:

1/2

X T 1 -
B:_ln |Z ll/:||Z: |1/4 € ¢ '[(27[)”[/2 Z |1/2 exp|:_E(X _MP)TZPI(X _MP):ldX
1 2 i p
:C+lln |Zl|1/2|22|1/2
2

.|
Desde que sua integral seja igual a 1. Pode ser mostrado através de

manipulagdes algébricas que C tal qual definido pela equacdo (15) se reduz a:

-1
c =500, - (22 G, -r,)

2
E que:
1
|Z1|1/2|22|1/2 ) ‘2(21 +22*
|Zp| - |Z1|1/2|22|1/2

A forma fechada para a expressdo da distancia de Bhattacharyya para dados

com distribui¢do gaussiana pode entdo ser lida como:

1
5(21 +22*

1/2

=k

-1
B=%(M1—M2)T(¥j (MI—M2)+%ln (16)

Onde o primeiro termo da expressdo (16) a direita estima a contribuicio dos
vetores média na separacdo das duas classes e o segundo estima a contribui¢do das

matrizes de covariancia.

Note que quando as matrizes de covariincia para as duas classes sdo iguais,
a distdncia de Bhattacharyya (B), e a distancia da Divergéncia (D) sdo medidas

equivalentes, tal que:
D=8B=(M,-M,)'2"(M,-M,)

Essa quantidade é também reconhecida como a distincia de Mahalanobis

entre duas classes.
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3.5 Extracao de feicoes via otimizacao da distincia de Bhattacharyya

O método proposto para fins de extracdo de fei¢des, implementa uma
transformac@o linear cujo critério é o de otimizar a separagdo entre duas classes pelo
critério da distdncia de Bhattacharyya. A otimizacdo da distancia de Bhattacharyya,
entretanto, ndo € uma tarefa trivial, pelo fato de estarem presentes dois tipos diferentes
de fungdes: o traco e o determinante de matrizes. Dessa forma para esse estudo,
conforme Fukunaga (1990), sdo considerados casos sub-6timos de otimizacdo dessa

distancia.

3.5.1 As matrizes de covariancia de ambas as classes sdo iguais: ¥, =X,

Quando as matrizes de covariincia sdo iguais, a expressdo (16) pode ser

resumida ao primeiro termo:

Bl=%(M2—M1)T§'I(M2—M1) (17)

Note-se que o produto no membro da direita tem dimenséo (1x1) e, portanto:
B, :%tr{(Mz ML (M, —Ml)} (18)

Dadas duas matrizes A e B, sabe-se que tr(A.B) =tr(B.A) . Aplicando-se

em (18) tem-se:
-1
B, =%tr{2 (M, —M,)M, —MI)T} (19)

No membro da direita da equagdo (19), observa-se que

M,-M)M,-M I)T € uma matriz (n x n) gerada pelo produto de um vetor por si

proprio, tendo portanto rank = 1. Neste caso, z M,-M,)M,-M," também é uma

matriz (n x n) com rank = 1, isto é, apenas um autovalor distinto de zero:
A #0, AL=4=.=4,=0

Entao, de (8) tem-se:



=-1
ﬂ,,=(M2—M1)TZ (Mz_M1)
Portanto, no espaco das feicdes, B; estd alinhado segundo o primeiro

— . o <
autovetor e; de ¥ (M, —M,)(M,—M,)", associado ao primeiro autovalor. Esta &,

portanto, a direcdo da feicdo que maximiza B; entre duas classes.

Dado um vetor X no espaco das feicdes, com dimensdo (n x 1), a feicdo
6tima Y no sentido de mdxima separagdo entre duas classes pelo critério da distincia de

Bhattacharyya (B;) pode ser obtido projetando-se X sobre e;:

Y =¢ . X

(x) (1;;1) (nxl)

Y=(M,-M )T X

(Lan) (na)

A direcdo de e; pode ser obtida da seguinte forma: do problema geral de

autovalores/autovetores em uma matriz genérica M:
M., =e ./
No presente caso: M = E_l M,-M)M, —MI)T
Entdo:
(M, -M)M,-M) e, =e.(M,~M)Z (M,-M,)"
E, portanto:
e, =% (M,-M,)

Assim, a fei¢do otima é:

Y = (E‘l M, —Ml))f.x
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3.5.2 Os vetores média de ambas as classes sao iguais: 1, = i,

Somente o segundo termo da distdncia de Bhattacharyya permanece, a

contribuicdo das diferencas entre matrizes de covariancia.

Zix tZ0x
B =iml 2 |
SRR ey
B, :i[ln‘Z;XZIX + I Dy +21| - n In(4)] (20)

Onde, os subscritos 1 e 2 indicam as duas classes e o subscrito X indica que

a matriz de covariincia é estimada no espaco das fei¢des originais X.

O objetivo aqui consiste em encontrar uma transformagdo linear que
maximize a separacdo entre um par de classes. A forma geral de uma transformacio

linear € dada por:
Y=AX

Sendo, X o espago das feigcdes original, ¥ o espago transformado, e A uma
matriz ortogonal que realiza a transformacdo. Pode-se mostrar que a matriz de
covariancia no espago transformado (Xy) estd relacionada com a matriz de covariincia

no espaco original (Xx) por:
Y, =A"Z A
No espago transformado, a expressao (20) fica:

(B,), = [ln‘(ATZZXA)_I (a7z, A)+(a7g, A)' (4TS, A)+ 21‘ - nln(4)}

A transformacio linear A que maximiza B, pode ser obtida maximizando-se

0 termo:
J(n)= ln‘(ATZM A)'(aTz, A)+ a7z, A) (a7, A)+ 21‘
Ou retendo-se apenas m componentes (m < n):

Tom)=| a7z, 4) (472, A)+ (47, ) (72, A) 21,

| 1)

Maximizando-se J(m):
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oJ _ _ _ _ _ _ _
m) 2[*] 1[{22XA22;21Y22; _leAzz; }+ {ZIXAZI;ZZYZI; _szAZni }]: 0 (22)

A
Sendo,
[¥]= (472, A (A7E, A)+(A7E,, A) ' (47x,, A)
Para tornar 0J (m) nulo, deve-se anular ambas as parcelas no segundo
termo em (22):
Y, ALY Y X AY =0 (23)
L ALY, I -2, AX =0 (24)

Pré-multiplicando ambos os membros em (23) por X, e pés-multiplicando

por X,, , tem-se que:
ALY, =X E A (25)

Pré-multiplicando-se ambos os membros de (25) por X, e pos-

multiplicando-se por X, , tem-se que:
Az, )=, Ja o6
Sendo A ortogonal, A" =A™ e lembrando que:
Y, =A"E, A
Assumindo uma matriz de transformagdo A comum para ambos X, € X, :

Y, =A"S, AeX,, =A%, A 27)

2y =(A7z, 4] =475, A (28)
Multiplicando (27) por (28):
Eazy )= a7 5z, )
Conclui-se que a matriz A é a matriz de autovetores de X%, .

De uma maneira similar pode-se mostrar que:
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(Zgllley ): A (E;(ZIX )A
Isto é, A é a matriz de autovetores de XX, .

Assim, as condi¢des de (23) e (24) s@o satisfeitas pela mesma matriz A,

resultando que a matriz A satisfaz a condi¢ao de minimo (22).
Note que (2;\%,) e (Z%,,) sdo relacionadas na forma

- -1 - . .
(ZZQZIX) :(ZUI(ZZX). Ambas compartilham a mesma matriz de autovetores e as

correspondentes matrizes de autovalores sdo uma a inversa da outra.

Conclui-se que tomando A como a matriz de autovetores de (Z;;ZIX ), tem-

0J im) =zero. A

se um ponto de extremo, isto é, a condi¢do de minimo € atingida e

matriz A implementa uma transformagdo que maximiza a distancia de Bhattacharyya
entre duas classes no caso de vetores de médias idénticos. Nesse caso, a reducdo de
dimensdes pode ser atingida tomando-se um ndmero menor de componentes () no

espaco transformado.

Um primeiro caso para um problema n-dimensional, é quando ambas as

classes possuem mesmo vetor média, isto é, i, = u,. Primeiro selecione m (m < n)
autovetores de (Z;;Zl ¥ ) Entdo, a questdo a ser formulada € quais m < n autovetores de

(Z;;El X) devem ser selecionados.
Note que ;.2 =(Z1%,, )_1. Em geral,
ATTA=A e (a7'zA)" = A"
Assim,
AT'ZA=AT

Conclui-se que a matriz de autovetores de (Z;;Zl X ) ¢ a inversa da matriz de

autovalores de (Zl"}(Zz ¥ ) A funcio critério (21) pode entdo ser re-escrita como:
J(n)= ln{(AZZXA)_l (AT, A)+(A7E, A) (ATE,, A) (A, A)+ 21‘} (29)

=in{A"'E;L A4S A+ AT AA Y, A2}
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=In{S;L 5, + 518, +21]}
=infA+A" +21]}

= nfA| A + 21}

Como em uma matriz diagonal o determinante é igual ao somatdrio dos

elementos ao longo da diagonal, segue que:

J(n)= iln(ﬂi +%+ 2}
i=1 i

4

O objetivo aqui consiste em reduzir a dimensdo dos dados com perda
minima de informacdo. Adota-se entdo a estratégia de selecionar os m < n autovetores
A que geram os m maiores valores para a expressao acima de J(n), isto €, os m maiores

termos (21. + 1 + 2} .
A

1

3.5.3 Distintos vetores média e matrizes de covariancia: y, # i, e X, #X,
Para o caso geral, quando temos ambas as componentes da distdncia de
Bhattacharyya diferentes, isto €, u, # ,e X, # X,, ndo hd solugdo 6tima. Dessa forma

¢ necessdrio analisar qual dos termos apresenta diferengas dominantes e adotar um dos

seguintes procedimentos sub-6timos.

3.5.3.1 A diferenca dominante ocorre entre os vetores média 1, e i,

Nesse caso, pode-se propor uma abordagem implementando seletivamente
ambos os critérios anteriores. Este procedimento pode ser sumarizado pelas seguintes

etapas:

a) Extrair uma feicido contendo a contribui¢do devido a diferenca entre as

médias. Para isso, calcular os autovetores ¢, e autovalores A, de

—-1

)y (Mz_Ml)(Mz_Ml)T’
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onde somente A, #0.

Utilize o correspondente @, como a primeira fei¢ao y,, dada por:

= ¢1T X
Esta feicdo y; captura toda a separagdo disponivel pela diferenca entre os

vetores média.

b) Mapeie X na direcdo dos (n — 1) autovetores restantes
v=¢'X  i=23..n

Estas feicdes ndo contribuem para a separabilidade devida a diferenca entre
médias (B;), mas contém a contribui¢do devido a diferenca entre as matrizes de

covariancia (B,).
c¢) Otimize B, no espago (n—1)-dimensional, isto €, no espago Y, calculando

(Z;YZIY ) A seguir calcule seus autovalores e autovetores A,,¢,,com i=1,...,n—1.

d) Selecione os m autovetores ¢, que estdo associados com o0s maiores

(ﬂi+i+zj.
A

e) Mapeie Y em Z, tal que:

f) As (m+1) feicdes otimas segundo o critério da distdncia de

Bhattacharyya sdo, portanto: {y,,z,,2,,...,2,,}-

3.5.3.2 A diferenca dominante ocorre entre matrizes de covariancia X, e X,

Novamente aqui, pode-se propor uma abordagem que implementa
seletivamente ambos os critérios anteriores. Nesse caso, a idéia € utilizar estas dire¢des
para extrair as fei¢des, mas selecionando aquelas que apresentam ndo somente alto valor
para contribuicdo da componente B, mas também a contribuicdo de By, isto €, das

médias. Este procedimento pode ser sumarizado pelas seguintes etapas:

a) Calcular @, a matriz de autovetores de (Z;;Zl ¥ )
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b) Calcular a matriz de autovalores A de (Z;;Zl ¥ )

¢) Aplicar a transformagio ¥ =&’ X

d) No sistema Y, a distancia de Bhattacharyya é dada por:

B, =Y 1M+i{ln(&. +%+ 2]—ln(4)} 30)

' 4 1+ 4

1

Na equagdo (30), o segundo termo no membro da direita é o critério para
extracdo de feicdes com base na contribuicdio da diferenga entre covariancias e o

primeiro termo inclui a contribui¢@o da diferenca entre médias.

e) Selecionar os m autovetores de (Z;;ZIX) que correspondem aos m

maiores autovalores de By.

3.6 Classificadores em estagio uinico e miltiplo-estagio

A Figura 3.4 ilustra a metodologia tradicional utilizada para classificacdo de
padrdes. A fungdo de decisdo Gi(X) é estimada para cada uma das classes envolvidas no

processo, sendo entdo o vetor X atribuido a classe vencedora.

Figura 3.4 Classificador em estagio tinico

Esse classificador, que implementa a funcdo de decisao (12)
simultaneamente para todo o conjunto das classes envolvidas é denominado de
classificador em estdgio tnico. Nesta abordagem, o processo de classificacio ¢é efetuado
de uma forma global, isto é, considerando todas as classes em uma tunica etapa. Esse
fato tem uma conseqiiéncia direta no problema de selecdo das feicdes a serem
empregadas no processo de classificacdo, isto €, as feicdes selecionadas devem
satisfazer a um critério de otimizacdo global na performance do classificador,

considerando-se simultaneamente todas as classes envolvidas.
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Uma outra possivel abordagem para os casos multi-classe consiste no uso
dos classificadores hierdrquicos, onde o problema global é dividido em etapas,
envolvendo um nimero menor de classes a cada etapa. Nessa abordagem, no processo
de classificacdo de cada individuo, somente um subconjunto de classes é considerado a

cada etapa.

O Classificador de Decisio em Arvore (CDA) é um tipo especial de método
de classificacdo em estdgio mdltiplo, ou classificador hierdrquico. Uma das
caracteristicas desse classificador é que ele permite a rejeicdo de classes em estdgios
intermedidrios, simplificando a solugdo final do problema, pois cada padrdo s6 precisa
ser comparado com um conjunto reduzido de classes. No caso de dados em alta
dimensdo, como em imagens hiper-espectrais, esse aspecto assume especial relevancia,
pois permite selecionar a cada etapa o subconjunto de feicdes com maior poder
discriminante relativo ao subconjunto de classes consideradas. Esse processo também
permite otimizar o método de redugdo na dimensdo dos dados via selecdo ou extracdo

de feicdes, reduzindo os efeitos do fendmeno de Hughes.

nivel 0

nivel 1

nivel (m-1)

terminais
(rotulos das classes)

C(t) — subconjunto de classes no t-ésimo no

F(t) — subconjunto de feicdes no t-ésimo no

D(t) — regra de decisdo no t-ésimo no

Figura 3.5 Classificador de decisdo em arvore (Safavian, 1991)
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Safavian (1991), define a estrutura geral de um CDA conforme o esquema
apresentado na Figura 3.5. Nessa estrutura, a raiz da drvore é apresentada no nivel zero
por um unico nd, contendo todos os padrdes nao discriminados pertencentes as n classes.
Cada n6 t € composto por uma terna (C(t), F(t), D(t)), onde D(t) representa a regra de
decisdo que utiliza o subconjunto de fei¢des F(t) para discriminar os padrdes contidos
no no ¢ entre as C(t) classes. Esse processo € repetido ao longo dos ramos da drvore, até
que ndo seja mais possivel discriminar as amostras entre si. Neste caso, o nd torna-se

um né terminal e recebe um rétulo correspondendo a uma classe especifica.

Recentemente, Tadjudin e Landgrebe (1998) propuseram um algoritmo para
CDA na forma bindria, similar ao que serd adotado nessa dissertagdo. Diferentemente
do exemplo geral ilustrado na Figura 3.4, esse método considera apenas um par de
classes a cada nd, subdividindo todas as classes presentes em um né em apenas dois
subconjuntos de classes, similares ao par escolhido. Dessa forma, o CDA binario pode

ser resumido nas seguintes etapas:

a. Definir um critério para estimar o grau de separacdo entre pares de
classes;

b. Selecionar o par que apresentar a maior separagdo. Estimar o vetor
média e matriz de covariancia para estas duas classes e utilizd-los como estatisticas.
Estas estatisticas servirdo para definir os dois nds subseqiientes (esquerdo e direito).

c. Classificar as amostras em um dos dois nds utilizando a regra de

decisdo da Maxima Verossimilhanga Gaussiana (12):
G/(X)=-Ing|-(x-M,) =z (X-M,)
Entdo:
Xen, se G, (X)<G(X)
Onde,
i =n, e ng, representam o no esquerdo e direito, respectivamente;
X: amostra com p feicdes;

M ,: média amostral estimada do no i;

Y, : matriz de covariancia estimada no no i;
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d. Se desse processo de classificagdo resultar que o nimero de amostras
pertencentes a uma determinada classe supera um limiar previamente estabelecido, a
classe € considerada como pertencente a este né e a totalidade de suas amostras sio
atribuidas a este né. Caso contrério, a classe € atribuida a ambos os nés descendentes.
Esse processo continua até que os nds terminais sejam atingidos.

O método para delineamento do CDA descrito acima tem as seguintes

caracteristicas desejaveis:

i. Em se utilizando uma abordagem fop-down, na qual a raiz da 4rvore
consiste de um grupo pré-definido de classes, o CDA garante que as classes tém valor
informacional, isto é, 0s nds terminais corresponderdo a classes conhecidas;

ii. Separando-se primeiro as classes com maior distdncia, a ocorréncia de
sobreposicdes de classes pode ser reduzida, diminuindo-se assim o tamanho da arvore;

iii. Utilizando duas classes, ao invés de dois subgrupos de classes, evita-se o
problema de emparelhamento, que é a unido de duas classes em uma sé. Em adi¢éo a
isso, desde que as classes sdo assumidas como normalmente distribuidas, a regra de
classificagdo da Méxima Verossimilhanca Gaussiana pode ser prontamente aplicada
como uma regra de divisao do no;

iv. Na estrutura do CDA bindrio, somente duas classes sdo consideradas em
cada né. Essa estrutura apresenta a notdvel vantagem de permitir a utilizacdo direta de
distancias estatisticas como, por exemplo, a distdncia de Bhattacharyya, no processo de
selecdo de feicdes, a qual ndo seria vidvel no caso de multiplas classes.

No capitulo 4, serdo implementados os experimentos com a aplicacdo da
otimizagdo da distincia de Bhattacharyya para esse ultimo caso, onde a diferenca
predominante se d4 entre as matrizes de covariancias. Esse método serd usado em
conjunto com o CDA em estrutura bindria, de forma a possibilitar o uso da otimizacao

da distancia de Bhattacharyya entre pares de classes.

A escolha dessa otimizacdo especifica é devida as caracteristicas espectrais
das classes escolhidas para andlise, as quais possuem vetores de médias muito
semelhantes e matrizes de covariancias distintas. Dessa forma, utilizando dados hiper-
espectrais do sensor AVIRIS, procurou-se obter uma melhor separagdo entre as classes

com base na contribuicdo predominante das diferencas entre as matrizes de covariincias.
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4 EXPERIMENTOS

4.1 Introducao

Neste capitulo sdo descritos e analisados os experimentos realizados de
acordo com a metodologia proposta no capitulo 3, isto €, a classificacio de dados
imagem hiper-espectrais, empregando um classificador de decisdo em arvore (CDA)
com estrutura bindria e reducio na dimensdo dos dados em cada né por meio de um
processo de extracdo de fei¢cdes sob o critério de otimizacdo da distancia de
Bhattacharyya no caso especial de diferenca predominante entre as matrizes de
covariancias. Os experimentos foram desenvolvidos empregando-se dados imagem em
alta dimens@o, cobrindo uma 4rea teste no Estado de Indiana (USA). Na cena imageada
estdo presentes classes espectralmente muito semelhantes, isto €, classes que apresentam
vetores de média muito semelhantes entre si, sendo portanto de dificil separagdo. O
desenvolvimento desse capitulo inicia com a apresentacdo dos dados sobre a imagem hiper-
espectral utilizada. A seguir, sdo definidas as caracteristicas do CDA com estrutura bindria e

o critério de pertinéncia das classes em cada nd.

Inicialmente foi investigada a estrutura do CDA mais adequada aos dados
utilizados, isto €, aquela que produziu a acurdcia mais elevada. Nesse procedimento inicial,
foi empregada a cena inteira, com as seis classes disponiveis. Os demais experimentos
foram desenvolvidos em uma drea mais restrita utilizando cinco classes, devido ao fato de
uma das classes ndo possuir amostras suficientes para os testes com amostras de tamanho
igual a 500. Nesses experimentos foi empregado o mesmo nidmero limitado de amostras
para todas as classes, a fim de isolar possiveis fatores de variagdo na comparacido entre as
metodologias visando a reduc@o na dimensdo dos dados. O tamanho dos conjuntos de
amostras de treinamento utilizados foi igual a 500, 350, 150, 100 e 70. Com isso, buscou-se

verificar a evolug@o gradual do comportamento das metodologias de classificacao testadas.

A eficiéncia da metodologia proposta nesta dissertacdo € avaliada comparando-
se os resultados obtidos com aqueles produzidos por outros métodos bem conhecidos de
classificacdo para reducdo na dimensdo dos dados. Desta forma, os experimentos foram
repetidos empregando-se um CDA com extracdo de fei¢des em cada nd via técnicas de
Andlise Discriminante Candnica e também um classificador em estdgio tinico com redugio
na dimensao dos dados via selec@o de fei¢des. Nesse ultimo caso, foi empregado o processo

conhecido como Sequential Forward Selection (SFS).
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No final do capitulo sdo feitas as consideracdes sobre o tempo de

processamento das metodologias em fun¢@o da dimensao utilizada para classificacao.

Para a implementacdo de todos os experimentos, foi utilizada a linguagem do
aplicativo comercial MATLAB®, sendo que as rotinas desenvolvidas estio inseridas nos

anexos finais.

4.2 Dados sobre a imagem utilizada

Os experimentos foram realizados utilizando-se dados do sensor AVIRIS, o
qual captura 224 bandas espectrais com a largura 10nm cada, cobrindo uma regido do
espectro eletromagnético que se estende de 0.4 um a 2.5 wm em comprimento de onda ().
Os dados imagem sdo, portanto, dados em alta dimensdo (dados hiper-espectrais). A cena
compreende uma drea teste da Purdue University, mostrando uma regifo agricola no Estado
de Indiana, USA. As Figuras 4.1a e 4.1b ilustram respectivamente uma composi¢ao

colorida (RGB) produzida com trés bandas espectrais da imagem analisada e o mapa

tematico com a verdade terrestre.

Classes

Milho sem cultivo

[ Miho cuttiva limpo

Milha cultiva minima

S0ja sem cultiva

Soja cultivo minima

Figura 4.1a Imagem hiper-espectral Figura 4.1b Verdade terrestre das classes
AVIRIS

Em especial, cinco classes de culturas agricolas foram analisadas nesse trabalho
por apresentarem alta semelhanga espectral, constituindo-se em um desafio maior para o
classificador. A Figura 4.2 ilustra o alto grau de semelhanca entre as curvas de resposta
espectral das cinco classes, as quais se referem a trés tipos de manuseio do solo para o

plantio de milho e dois tipos de manuseio para o plantio de soja.
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6000 T T T T T T T

— Milho sem cultivo
—— Milho cultivo minimo
5500 - —— Milho cultivo limpo 1
—— Soja sem cultivo
—— Soja cultivo minimo

5000 -

4500

4000 —

3500 -

3000 -

Reflectancia Espectral Media

2500 -

2000 —

1500 -

1000 1 1 1 I 1 ! 1 1 I
0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200

Banda Espectral

Figura 4.2 Curva de resposta espectral média das cinco classes em estudo

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
21 22 23 24 25 26 27 28 29 30
31 32 33 34 35 36 37 38 39 40
41 42 43 44 45 46 47 48 49 50
51 52 53 54 55 56 57 58 59 60
61 62 63 64 65 66 67 68 69 70
71 72 73 74 75 76 77 78 79 80
81 82 83 84 85 86 87 88 89 90
91 92 93 94 95 96 97 98 99 | 100
101 | 102 | 103 | 104 | 105 | 106 | 107 | 108 | 109 | 110
111 | 112 | 113 | 114 | 115 | 116 | 117 | 118 | 119 | 120

121 [ 122 | 123 | 124 | 125 | 126 | 127 | 128 | 129 | 130
131 | 132 | 133 | 134 | 135 | 136 | 137 | 138 | 139 | 140
141 | 142 | 143 | 144 | 145 | 146 | 147 | 148 | 149 | 150
151 | 152 | 1583 | 154 | 155 | 156 | 157 | 158 | 159 | 160
161 | 162 | 163 | 164 | 165 | 166 | 167 | 168 | 169 | 170
171 | 172 | 173 | 174 | 175 | 176 | 177 | 178 | 179 | 180
181 | 182 | 183 | 184 | 185 | 186 | 187 | 188 | 189 | 190
191 | 192 | 193 | 194 | 195 | 196 | 197 | 198 | 199 | 200
201 | 202 | 203 | 204 | 205 | 206 | 207 | 208 | 209 | 210
211 | 212 | 213 | 214 | 215 | 216 | 217 | 218 | 219 | 220
221 | 222 | 223 | 224

Figura 4.3 Bandas utilizadas do sensor AVIRIS

Das 224 bandas, foram excluidas as que apresentaram ruido causado pela
presenca de vapor d’dgua na atmosfera, restando 190 bandas ilustradas na Figura 4.3. Apds
o processamento dos primeiros resultados, foi verificada alta correlacdo entre bandas

adjacentes (r =0.99), sugerindo assim a selecdo sistemdtica de um terco das bandas
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originais para o processamento dos resultados principais. Com apenas as 64 bandas, foi
possivel uma estimacao mais precisa dos vetores de médias e das matrizes de covaridncias,
minimizando dessa forma os efeitos do fendomeno de Hughes e aumentando
conseqiientemente a acurdcia final de classificacdo, além de reduzir expressivamente o

tempo de processamento.

4.3 Estrutura binaria do CDA

O primeiro passo no processo de escolha do modelo hierdrquico de
classificagdo, consistiu no estudo do algoritmo para o CDA. Essa fase inicial utiliza todas as
190 bandas disponiveis do sensor. A distancia de Bhattacharyya oferece um medida
conveniente de separacdo entre duas classes. Um processo de extracdo de feicdes com base
na otimiza¢do da distdncia de Bhattacharyya mostra-se portanto adequado. O CDA com
estrutura bindria apresenta, dessa forma, a vantagem de permitir em cada né uma extracio
otimizada de fei¢des. O método escolhido para a criacdo do CDA foi o top-down, conforme
descrito no capitulo 2. E importante considerar que existem muitas possibilidades de
subdivisdes em uma arvore bindria, tornando-se necessério introduzir a notagao ilustrada na

Figura 4.4.

Classificador de Decisio em Arvore Binaria
Otimizacio da distancia de Battacharyya ; 5 feigbes por nd; Limiar de verossimilhanga: 55%0

{12345}
Classes mais distantes 3,4 Classe mée --; Né (n) 1; N6 terminal (nt) --
{23} {1.4,5}
2,3 3n2 14 4n3
‘ {2} {3} ‘ {1} ‘ {45} ‘
ntd nts nth 4,5 4n7

‘ {4} {5} ‘

nt14 nt15

Legenda das Classes

{1} Soja sem cultivo {2} Soja cultivo minimo {3} Soja cultivo limpo {4} Milho sem cultivo {5} Milho cultivo minimo

Figura 4.4 Exemplo de CDA com estrutura binaria e cinco classes

Nesta figura, em cada n6 do CDA sao apresentadas as informacdes relevantes
do processo. Os nimeros no primeiro conjunto {1,2,3,4,5} se referem a legenda numérica
das classes a que pertencem as amostras nesse nivel inicial da drvore. O par 3,4 a esquerda,

expressa o par de classes que apresenta a maior separacdo entre si. O nimero situado a
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direita do n6 refere-se a classe cujos pardmetros (vetor média e matriz de covaridncia)
foram utilizados na selecdo das amostras que o compde. O algarismo inicial refere-se a
classe cujos pardmetros foram utilizados no processo de selecdo de amostras alocadas ao nd.
Esta convencdo ndo se aplica ao né inicial (classe mae). O ndmero que define o né

encontra-se indicado apds o simbolo ‘n’ e os nds terminais ficam identificados pelo simbolo

3 >

nt'.

4.4 Limiar de verossimilhanca (LV)

Para a defini¢do dos nds descendentes do CDA, um outro conceito que se
mostrou necessario nos experimentos € o do limiar de verossimilhan¢a (LV). O LV é um
pardmetro introduzido no estudo com a finalidade de definir o critério de pertinéncia de
uma classe aos nés descendentes. O LV estipula a fracdo dos individuos na amostra de
treinamento que devem ser alocados em um nd, para que a classe em questao seja alocada
unicamente a este nd. Os experimentos mostraram que diferentes valores para o LV
apresentam uma influéncia significativa na forma do CDA, isto é, na quantidade de nds
terminais, resultando em diferentes valores para a acurdcia produzida pelo classificador.

Este conceito é descrito mais detalhadamente por meio do exemplo que segue.

Suponha-se que num determinado né estejam presentes amostras pertencentes a
trés classes distintas, A, B e C, conforme ilustrado na Figura 4.5. Suponha-se ainda que o
par de classes B ¢ C apresenta o maior grau de separacdo entre todos os possiveis pares.
Todas as amostras dessas duas classes, portanto, serdo alocadas nos nds descendentes
direito e esquerdo, respectivamente. Devemos decidir agora em qual né descendente as

amostras da classe A serdo alocadas com base nos parametros das classes B e C.

Neste processo, trés possiveis casos podem ocorrer com relacdo as amostras
pertencentes a classe A: podem ser alocadas apenas no né descendente esquerdo (Figura 4.5,
Caso 1), apenas no direito (Caso 2) ou em ambos (Caso 3). Nos primeiros dois casos, a
classe A passa a pertencer ao conjunto de apenas um dos nés descendentes, o que tornaria o
outro n6, um né terminal. No terceiro caso, a classe A estaria presente em ambos nds
descendentes, de forma que o processo descendente continuaria no ramo esquerdo e direito

do CDA.

O LV define assim, a fracdo minima de amostras da classe A que precisa ser
classificada nos nés descendentes para que a classe seja considerada como pertencente a

esses nds. Nesse caso, a totalidade das amostras de A sdo entdo, atribuidas ao né
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descendente vencedor. Assim, por exemplo, se a fracdo das amostras pertencentes a classe
A, atribuidas ao n6 descendente esquerdo, for maior que o LV adotado, assume-se que este
né é o mais representativo para a classe A e conseqiientemente a totalidade das amostras
dessa classe sdao alocadas nesse nd, o que torna o n6 descendente direito, terminal (Caso 1).
Caso contrério, assume-se que nenhum dos dois nds descendentes seja suficientemente
representativo para a classe A, e suas amostras sdo, portanto, repetidas nos dois nds e o

processo de parti¢do se repete para ambos os nés descendentes (Caso 3).

Classificador de Decis&io em Arvore Binaria
Classes A,BeC

Caso 1
{A,B,C}
Classes mais distantes B,C Classe mde -- ; N6 (n} 1 ; No terminal {nt) -
‘ {A.B} ‘ {c} ‘
AB 2nB nt3
‘ {A} {B} ‘
nt4 nts
Classificador de Decis&o em Arvore Binaria
Classes A,BeC
Caso 2
{A,B,C}
Classes mais distantes B,C Classe mae -- ; No (n) 1 ; Nd terminal (nit) --
‘ (B} ‘ {AC) ‘
nt2 A,C 3nC
‘ {A} {c} ‘
nté m7
Classificador de Decisdio em Arvore Binaria
Classes A,BeC
Caso 3
{A,B,C}
Classes mais di B,.C Classemae -- ; N6 (n) 1 ; NG terminal (nt) --
‘ {AB} ‘ {AC) ‘
AB 2nB AC 3nC
‘ {A} {B} ‘ {A} {c} ‘
nt4 nts nt6 4n7

Figura 4.5 Formas de sub-dividir uma arvore binaria com trés classes A, B e C
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4.4.1 Experimentos do LV envolvendo seis classes

Conforme foi comentado na introducdo desse capitulo, os primeiros
experimentos foram desenvolvidos utilizando a totalidade dos dados imagem
disponiveis, isto é, toda a cena imageada. Seis classes sdo disponiveis conforme

1lustrado na Tabela 4.1.

Tabela 4.1 Total de amostras nos experimentos com seis classes

Codigo da classe Nome Amostras de treinamento
1 Milho sem cultivo 1.006
2 Milho cultivo minimo 656
3 Milho cultivo limpo 1.821
4 Soja sem cultivo 881
5 Soja cultivo minimo 1.671
6 Soja cultivo limpo 373

A estrutura do CDA produzido com LV igual a 55% e 99% ¢€ ilustrada nas
Figuras 4.6 e 4.8, respectivamente. As Figuras 4.7 e 4.9 mostram os resultados de
acuricia individual para cada uma das seis classes nas diferentes dimensdes e para os

dois niveis de LV.

Classificador de Decisao em Arvore Binaria
Otimizacdo da distancia de Battacharyya ; 5 feicdes por no; Limiar de verossimilhanca: 55%0

{123,456}
Classes mais distantes 3,4 Classe mie —; Né (n) 1; Né terminal (nt) -

| {2,3,6} | {1,4,5,6} |

2.6 3In2 1.4 4n3
| {2} | {36} | {1} | {456} |

ntd 3.6 3nd 1n6 4.5 5n7

| {3} {6} | | {4} {56}
nt10 nt11 nt14 5,6 5n15

{1} Soja sem cultivo {2} Soja cultivo minimo {3} Soja cultivo limpo {4} Milho sem cultivo {53 Milho cultivo minimo {6} ™Milho cultivo limpo

Legenda das Classes

Figura 4.6 Arvore de classificacio com seis classes e LV = 55% e 5 feicoes

Os experimentos evidenciaram (Figura 4.7) que com um LV igual a 55%, os
valores estimados para a acurdcia apresentam grandes variagdes entre as seis classes e
em uma mesma classe em func¢io da dimensido dos dados. Para dados com dimensdo
igual a 25, por exemplo, a acurdcia estimada para a classe soja cultivo limpo foi

proxima de 25%, enquanto para uma dimensdo igual a 30, a acuricia estimada dessa
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classe foi superior a 85%. Note-se que a estrutura do CDA (ntimero de nds terminais)

difere também para esses dois valores na dimensao dos dados.

Acuracia de Classificagio para N Feigies
Arvore Binaria com LV = 55%

5%, R
85%
75%
o 5%

£
3 55%
<

45%
3%
25%
16%

5 20 &5 100 130 5 20 &5 100 110 5 20 &5 100 120 5 20 &5 100 120 5 0 55 100 120 5 20 &5 100 120

Milho sem cultive Milheo cultivo minimo Milho cultivo limpo Soja sem cultive Soja cultive minimo Soja cultive limpo
Figura 4.7 Acuracia de classificacao das classes no CDA com LV igual a 55%
Classificador de Decisdo em Arvore Binaria
Otimizacdo da distancia de Battacharyya ; 30 feicdes por nd; Limiar de verossimilhanca: 9990
{1,2,34,56}
Classes mais distantes 2,6 nl
{12345} {1,345 6}
1.3 nz2 14 nl
‘ {1,256} ‘ {2,3,5,6} ‘ {1,256} ‘ {2,456} ‘
1.5 nd 25 nj 1.5 n6 45 ni
‘ {126} ‘ {2567 ‘ 236} ‘ {256} ‘ {126} ‘ {256} ‘ 246} ‘ 2567 ‘
1.6 ng 2,5 nd 2,6 nio 2,3 nti 1.6 niz 2.5 ni3 24 ni4 2,5 n1a

1.2} | {26} | {26} | {56} | {23} | {36} | {26} | {56} | {1.2} | {26} | {26} | {36} | {26} | {46} | {26} | {56}

1,2 6|26 n7)26 nid |56 n1% |23 n20 |36 n21 |26 n22 |56 n23 (1,2 n24 |26 n25)|26 n26 |56 n27 (26 n28 |46 n29 |26 n30 |56 n31

|[1} [ {2}|{5_}|{5} [ R R R () {5]|{5}|{5]|{ﬂ {2]|{'f3_} {63 {?3_}|[5_}|{5} (6} {2_}|[5__}][4_}|[fj}|{2} {5}|{5}|{5}‘

i |33 | ntdd | ntds | omtse | mdRT [ [ nfES | ntd0 [t | ntde [ nte | ntd | ntdS | ntE | o7 | ntds | ntdS | ntS0 | ntS1 [ ntS2 | ntS3 | ntSd4 | ntsS | ntSe | ntsT | ntss | ntSS | nted [ nfel | nied | nted

Legenda das Classes

{1} Soja sem cultivo {2} Soja cultivo minimo {3} Soja cultivo limpo {4} ™Milho sem cultivo {5} Milho cultivo minimo {6} Milho cultivo limpo

Figura 4.8 Arvore de classificacio com seis classes e LV = 99% e 30 feicoes

Os resultados do experimento implementando um LV igual a 99% encontram-
se ilustrados nas Figuras 4.8 e 4.9. Examinando a estrutura do CDA produzido por esse
nivel de LV (Figura 4.8), verifica-se que a mesma ndo € afetada pela dimensao dos dados,

resultando sempre em um nimero maximo de nds terminais. A Figura 4.8 ilustra a estrutura
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do CDA com um LV de 99% e 30 feicdes por nd, sendo que o nimero de nds terminais

permanece constante para valores diferentes na dimensao dos dados.

95% -
85% -
75% -
65% -
35% -
45% -
35% -
25% -

Acuracia de Classificacdo para N Feices
Arvore Binaria com LV = 99%

—

e
AN

15%
5

85%

80% - e —o-

< \g < g \g *r—e
75%
70%

65%

Acuracia Média

50%

45%

40%

60%

55%

20 65 100 130 5 20 55 100 130 5 30 55 100 120 5 20 £5 100 120 5 20 55 100 130 5 30 &5 100 120
Milho sem cultivo Milho cultivo minimo Milho cultivo limpe Soja sem cultive Soja cultivo minimo Soja cultivo limpo

Figura 4.9 Acuracia de classificaciio das classes no CDA com LV igual a 99%

Acuracia Média do Classificador para N Feicoes e LV de 55% e 99%

5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 55 60 65 70 75 80 85 90 95 100 105 110 115 120 125 130
Feicoes

—o—LV =99% —m—LV = 55%

Figura 4.10 Acuracia média entre as seis classes para o CDA com LV igual a 55% e 99%

A acuricia média de classificacdo envolvendo as seis classes, em funcio da

dimensdo e dois valores distintos para LV € ilustrada na Figura 4.10. Nota-se que o

CDA com LV igual a 99%, com a estrutura fixa igual a que € apresentada na Figura 4.8,

apresenta melhores resultados do que o CDA com estrutura varidvel, exemplificado na

Figura 4.6, para qualquer dimenséo utilizada.
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4.4.2 Experimentos do LV envolvendo cinco classes

Na segunda fase dos experimentos decidiu-se eliminar a classe soja cultivo
minimo devido ao pequeno tamanho do conjunto de amostras disponiveis para
treinamento do classificador. Da mesma forma que para os experimentos envolvendo
seis classes, foram inicialmente utilizadas todas as amostras e bandas disponiveis
(Tabela 4.2). Para o parametro LV, foram utilizados nestes experimentos trés valores,
(55%, 75% e 100%). Embora os resultados com LV igual 99% tenham sido satisfatérios
no caso anterior, os resultados com cinco classes evidenciaram que esse LV foi
insuficiente para gerar um CDA com nimero maximo de nds terminais. Como resultado
disso foram geradas drvores “incompletas”, sendo entdo necessario fixar o LV em 100%
para que fosse obtida sempre a maior estrutura possivel, ou seja, o nimero maximo de

nds terminais.

Tabela 4.2 Total de amostras nos experimentos com cinco classes

Caédigo da classe Classe Amostras de treinamento
1 Milho sem cultivo 530
2 Milho cultivo minimo 610
3 Milho cultivo limpo 566
4 Soja sem cultivo 1257
5 Soja cultivo minimo 1163

Analisando as Figuras 4.11, 4.12 e 4.13, observa-se que valores mais altos para
o LV produzem, uma menor variabilidade no valor estimado da acuricia de cada classe
individual, em funcdo da dimensdo dos dados. Dessa forma, conforme observado também
nos experimentos com seis classes, os resultados produzidos com LV igual a 100%

produziram estruturas maiores para o0 CDA, com o niimero mdximo de nds terminais.

Deve-se observar que, na estrutura do CDA proposta nesse estudo, somente o
nimero de fei¢cdes € idéntico em cada nd. As feicdes extraidas sdo peculiares a cada né em

particular, conforme a metodologia descrita no capitulo 3.
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Acuracia do CDA para M Felgdes
Arvore Binaria com LV = 55%
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minimo minimo

Figura 4.11 Acuracia de classificacio para o CDA com LV igual a 55%

Acuricia do CDA para N Feigies
Arvore Rinaria com LV = T5%
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Figura 4.12 Acuracia de classificacdo para o CDA com LV igual a 75%

Acuracia do CDA para M Feigies
Arvore Bindrk com LV = 100%
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Figura 4.13 Acuracia de classificacdo para o CDA com LV igual a 100%
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Acuracia média com trés niveis de LV
Todas as amostras disponiveis
5 CLASSES
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55% ——75% —=—100%

Figura 4.14 Acuracia média de classificacio para o CDA com LV igual a 55%, 75% e 100%

Analisando os valores estimados para a acurdcia média entre as cinco classes
(Figura 4.14), observou-se que o CDA com a estrutura ilustrada na Figura 4.15, apresentou
um padrdo de acurdcia bem definido e superior ao CDA com um ndmero inferior de nds
terminais. Decidiu-se entdo, optar pela estrutura do CDA que apresentou nimero miaximo
de nds terminais, ficando assim o trabalho resumido apenas em definir a dimensdo a ser

utilizada no processo de classificacao.

Classificador de Decisio em Arvore (CDA) para qualquer dimensionalidade
Método: Otimizagdo da Distancia de Bhattacharyya (ODB)

LV > 100%
{12,345}
Classes mais distantes 2,4 Classe mae --; N6 {n} 1; No terminal {nt) --
‘ {1,235} ‘ {1345} ‘
1.2 2n2 34 4n3
{135} {235} {135} {145}
15 ind 35 2n5 1.5 3nb 14 4n7
{1.3} {3.5} {23} {25} {1.3% {351 {15} {45}
13 ng 3.5 nd 23 3nl0 25 Snl 1.3 Inl2 3.5 Sn13 1.5 14 4.5 An15

|{1} | {3} | {3} | {5} ‘ {2} ‘ {3} ‘ {2} | {5} | {1} | {3} | {3} | {5} | {1} | {5} | {4y | {5} ‘

nt16 nti7 nt1g nt19 nt20 nt21 nta2 m23 m24 m25 nt26 w27 nt2g nt29 nt3o nt3l

Legenda das Classes

{1} Soja sem cultivo {2} Soja cultivo minimo {3} Soja cultivo impo {4} Milho sem cultivo {5} Milho cultivo minimo

Figura 4.15 Forma final da arvore de classificacio (LV = 100%)
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4.5 Numero de feicoes utilizadas no CDA com a ADC

O comportamento do CDA com diferentes niveis de LV foi testado também
com o método para extracdo de feicdes da ADC, o qual apresentou resultados similares aos
obtido pelo método da ODB. Dessa forma, optou-se também nesse caso pela utilizacdo da
estrutura para o CDA com o mesmo formato obtido via ODB, isto é, uma arvore bindria

com o maior nimero de terminais possivel, similar ao ilustrado pela Figura 4.15.

Entretanto, néo € vidvel neste caso empregar um nimero de fei¢des em cada
né idéntico ao dos experimentos envolvendo a abordagem ODB, devido as restrigdes
impostas pela ADC. Assim, a quantidade de fei¢des extraidas foi decrescendo ao longo
dos niveis da arvore, sendo c-1, c-2, ¢-3 e c-4, com ¢ igual ao nimero de classes em
cada né. Nesse caso, como inicialmente o conjunto de classes era igual a cinco, foram
utilizadas desde quatro fei¢cdes para o nd inicial, até uma tnica feicdo no pendltimo
nivel do classificador. Tal fato € devido a restricdo da ADC, que define o nimero de
varidveis candnicas como sendo o minimo entre o nimero de classes menos um e o

numero de varidveis menos um, conforme comentado no capitulo anterior.

Dessa forma, foi estipulado para o CDA em conjunto com a ADC utilizar
sempre o nimero maximo de feigdes possivel a cada nd. Para os experimentos com
cinco classes entdo, o nimero de feicdes extraidas nos niveis do CDA foi igual a quatro,

tré€s, dois e um, respectivamente.

4.6 Reducao sistematica das bandas originais

Concluida a anélise da estrutura definitiva do CDA em fungio do valor de
LV, procedeu-se ao estudo da possibilidade de redugdo sistemadtica das bandas originais.
Devido a alta correlacdo entre bandas adjacentes (r = 0.99 ), as bandas utilizadas foram
reduzidas a um ter¢o das 190 originais, sendo assim utilizadas 64 bandas. Tal reducio
sistemdtica de bandas proporcionou melhores estimativas para os parametros, frente ao
nimero limitado de amostras. Salienta-se que essa reducdo foi importante também
devido ao tempo de processamento necessario para gerar uma unica arvore com as
amostras de treinamento e classificar as amostras de teste. A titulo de exemplo, com 120
feicdes extraidas em cada n6, o CDA demandou um tempo superior 2 uma hora de

processamento. Como serd mostrado mais adiante, o tempo de processamento
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necesséario para o CDA em conjunto com a ODB aumenta exponencialmente com o

aumento da dimensdo utilizada.

4.7 Padronizaciao do nimero de amostras de treinamento

O prosseguimento das andlises seguiu com a padronizacdo do nimero de
amostras de treinamento em todas as classes, em todos os experimentos, com O
propédsito de isolar fatores externos e também tornar possivel a comparacdo das
metodologias, bem como testar a acuricia de classificacdo em situagdes cada vez mais
criticas, isto €, com um nimero de amostras de treinamento cada vez menor. A seguir,
s@o discutidos os resultados dos experimentos envolvendo a metodologia proposta para

reducdo de feicdes (ODB) e também com o método tradicional da ADC.

Também com o propésito de comparar a eficiéncia do classificador proposto
com um ndmero limitado de amostras, foi implementado outro classificador tradicional
em estdgio Unico, utilizando a técnica para selecdo de feicdes conhecida como
Sequential Forward Selection (SFS). Nesse processo foi utilizada a distancia de Jeffries-
Matusita (Serpico et al., 1995) como medida de separacdo entre todas as classes

conjuntamente.

4.7.1 Resultados utilizando conjuntos de amostras de treinamento de igual

tamanho para todas as classes

Inicialmente, o nimero de amostras de treinamento foi padronizado em 500
pixels por classe. Observou-se que com este nimero, o classificador CDA/ODB
produziu melhores resultados a partir da dimenséo igual a 10 fei¢des por né (74,4%),
conforme ilustrado na Figura 4.16. A curva representando o valor estimado para a
acurdcia em funcdo da dimensdo dos dados apresenta o padrdo esperado. Inicialmente
ocorre uma tendéncia de aumento na acuricia, na medida em que aumenta a dimensdo
dos dados, isto é, na medida em que informagdo adicional é acrescentada ao
classificador. O valor estimado para a acurdcia atinge eventualmente um maximo,

passando a declinar com o continuo aumento da dimensdo, numa clara caracterizagio do

fendmeno de Hughes.
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O classificador CDA/ADC, que utiliza no maximo 4 fei¢cdes no primeiro

nivel da drvore, produziu um valor estimado para a acurdcia média entre todas as classes

igual a 74,1%. Este classificador apresenta ainda a vantagem de ser mais eficiente em

termos de tempo de processamento do que o método da ODB. O método SFS no

classificador em estdgio Unico mostrou-se inferior ao uso do CDA em qualquer

dimensao, com sua melhor acuricia média observada com 55 fei¢des (74,5%).

Acuracia Média

85%

80%

75%

70%

65% 1

60% 1

55% -

50%

Acuracia Média dos Trés Classificadores para N Feicoes e 64 bandas

CDA+ADC
74,1% 74,4%

Numero de pixels igual em todas as classes (500)

788% 92%  794%  80,1% 790% 98% 795y  CDA+ODB
780% 78 ) o

76,4%

SFS

¢ o o ¢ ® ° @ ° .
® o 7a5%  142%
74,1% ,5%
7o T22% 715y T2,4% 7% T32% T T35%
68,0% 68,1%
¢
58,8%
5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 55 60
Numero de feicoes
o—SFS —&—CDA+ODB —e—CDA+ADC

Figura 4.16 Acuracia média dos trés métodos com N feicdes e amostras de tamanho 500

Reduzindo o tamanho da amostra de treinamento para 300 pixels, pode-se

observar através da Figura 4.17, que o método CDA/ODB inicia com produzindo uma

acurdcia superior aquela produzida pelo classificador SES e inferior ao CDA/ADC. A

partir da dimensdo igual a 10 fei¢des, o SFS supera a performance do CDA/ODB, mas

apresenta claramente o efeito do fendmeno de Hughes a partir de 25 fei¢des. Nota-se

que o método CDA/ODB evolui lentamente e chega a superar o SFS quando utilizadas

60 fei¢des, sugerindo ser mais robusto com respeito ao fenomeno de Hughes do que o

classificador em estdgio tinico empregando a técnica SFS.
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Acuracia Média dos Trés Classificadores para N Feicoes e 64 bandas
Numero de pixels igual em todas as classes (300)
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Figura 4.17 Acuracia média dos trés métodos com N feicdes e amostras de tamanho 300

Acuracia Média dos Trés Classificadores para N Feigdes e 64 bandas
Numero de pixelsigual em todas as classes (150)
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Figura 4.18 Acuracia média dos trés métodos com N feicoes e amostras de tamanho 150

Nos experimentos envolvendo amostras de treinamento com 150 pixels,
nota-se que o classificador CDA/ODB apresentou uma acurdcia média baixa, com um
crescimento lento na medida em que a dimensdo dos dados aumenta, vindo a igualar-se
ao SFS quando utilizadas 35 fei¢cdes. Novamente aqui, se percebe que a técnica
CDA/ODB ¢ mais robusta com relagdo ao efeito de Hughes. Observa-se também que o
método CDA/ADC apresentou acuricia média muito superior ao produzido pelo outros

dois classificadores, mesmo com o uso de poucas feicoes.
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Acuracia Média dos Trés Classificadores para N Feicoes e 64 bandas
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Figura 4.19 Acuracia média dos trés métodos com N feicoes e amostras de tamanho 100
A Figura 4.19 exibe os resultados com amostras de treinamento de tamanho
igual a 100. Analisando esses resultados, observou-se que a metodologia proposta é

sensivel a um nimero muito pequeno de amostras de treinamento. Conjuntos de

amostras de treinamento iguais a 100 pixels por classe produziram para o classificador

CDA/ODB uma acuricia média inferior aquela produzida pelo classificador em estdgio

Unico com a técnica SFS, se igualando somente na dimensdao maxima (60 feicdes).

Neste experimento, o classificador CDA/ADC exibiu novamente valores mais altos de

acurdcia média com o uso de poucas feicdes do que aqueles obtidos através dos outros

dois processos.
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Figura 4.20 Acuracia média dos trés métodos com N feicGes e amostras de tamanho 70
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Os experimentos com amostras de treinamento de tamanho igual a 70
(Figura 4.20), evidenciaram que o classificador CDA/ODB € muito sensivel a conjuntos
de treinamento com numero de amostras pequeno, isto €, um ndmero de amostras
proximo ao ndmero de pardmetros estimados. Esse fato se deve ao processo de
otimizagdo da distancia de Bhattachayya escolhido, no qual € priorizada a contribuicdo
das diferencas entre as matrizes de covaridncia determinada pela equacdo (30) do
capitulo 3. Enquanto isso, na ADC, a estimagdo das matrizes de covaridncia tem uma
importancia menor, pois a mesma prioriza as diferencas entre os vetores de médias e
utiliza uma estimacdo ponderada das matrizes de covariancia, isto €, a mesma matriz de

covariancia para as duas classes.

Tabela 4.3 Sintese comparativa dos trés métodos em relacio ao niimero de feicoes utilizadas e
amostras de treinamento

N¢ de Amostras de treinamento
Feicoes 500 300 150 100 70
5 CDA/ADC CDA/ADC CDA/ADC CDA/ADC SFS
10 CDA/ODB CDA/ADC CDA/ADC SFS SFS
15 CDA/ODB SFS CDA/ADC SFS SFS
20 CDA/ODB SFS CDA/ADC SFS SFS
25 CDA/ODB SFS CDA/ADC SFS SFS
30 CDA/ODB SFS SFS SFS SFS
35 CDA/ODB SFS CDA/ADC CDA/ADC SFS
40 CDA/ODB SFS SFS CDA/ADC SFS
45 CDA/ODB SFS SFS CDA/ADC SFS
50 CDA/ODB CDA/ODB CDA/ADC CDA/ADC SFS
55 CDA/ODB CDA/ODB CDA/ODB CDA/ADC CDA/ADC
60 CDA/ODB CDA/ODB CDA/ADC CDA/ADC CDA/ADC

A Tabela 4.3 exibe uma sintese comparativa da qualidade dos trés métodos
implementados em relacdo ao nimero de feicdes utilizadas no processo de classificagdo
e a quantidade de amostras de treinamento disponiveis. Nota-se que, se forem utilizadas
até 5 feigdes, o método CDA/ADC € mais vantajoso na maior parte dos casos, com
exce¢do ao uso de 70 amostras. Esse método também ¢é praticamente igual ao SFS
quando sdo utilizadas menos que 150 amostras de treinamento (cerca de duas vezes e
meia a quantidade de parametros estimada) e superior ao SES a partir de 35 fei¢des
quando sdo utilizadas menos que 100 amostras para treinar o classificador devido ao
efeito do fendmeno de Hughes sobre o método SFS. Enquanto isso, observa-se que a

metodologia CDA/ODB ¢ a mais eficiente dentre todas quando se dispde de um nimero
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razoavel de amostras de treinamento, ou entdo quando € utilizada uma quantidade

grande de feicdes.

4.8 Tempo de processamento em funcao da dimensao dos dados

Quanto ao tempo de processamento, foi observado que o classificador CDA
¢ muito mais penalizado do que o classificador em estdgio Unico. Essas conclusdes
podem ser verificadas através da Figura 4.5, a qual ilustra o tempo de processamento
para o caso de um conjunto de treinamento com 500 amostras. Enquanto o SFS
seleciona N feicdes no processo global de classificacdo, independentemente do nimero
de classes envolvidas, a estrutura de classificacdo em arvore exige o uso efetivo de um
nimero de feigdes superior a N em todo o processo de classificacdo, conforme o que

serd demonstrado a seguir.

Pode-se observar pela andlise da Figura 4.21, que o classificador que requer
maior tempo de processamento para qualquer dimensio dos dados é o CDA/ODB. Isso
€ principalmente devido a necessidade de procura das duas classes mais distantes entre
si e de extrair as feicdes para esse par de classes a cada n6. Em termos reais, o nimero
total de feicdes extraidas ao longo de todo o CDA varia de acordo com o nimero de
classes envolvidas e também com a dimensdo N escolhida em cada né. Sendo adotado
um ndmero de feicdes igual em cada nd, o total de fei¢cdes extraidas pelo método
CDA/ODB ¢ igual a:

2C
TF cpps0pp = 7 -1-N
Onde,

TF cpasopp: total de feicdes extraidas através do método CDA/ODB;
C: numero de classes;
N: dimensdo em cada no;

A Tabela 4.4 ilustra alguns exemplos da quantidade total de feicdes
extraidas pelo método CDA/ODB para C classes e N feicdes. Nota-se através desse
exemplo que com N igual a 60 fei¢des, num problema com 5 classes, o processo todo

estard selecionando, na verdade, 1800 feicoes.
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Tabela 4.4 Total de feicoes extraidas pelo método CDA/ODB em funcio da dimenséo e do niimero

de classes
Dimensao
N2 de Classes 5 30 60 130
2 5 30 60 130
3 15 90 360 390
4 35 210 840 910
5 75 450 1800 1950
6 155 930 3720 4030

Enquanto isso, como a dimensdo maxima utilizada pela ADC € limitada
primeiramente pelo nimero de classes, o nimero total de fei¢cdes extraidas ao longo do

CDA ¢ dado por:

c
TFcpsjanc = Z(C —i+1)

i=2
Onde,

TFcpampc: total de feigdes extraidas pelo método CDA/ADC;
C: niimero de classes.

Nesse caso, o total de fei¢des selecionadas através do método CDA/ADC, é
dado apenas em funcdo do nimero de classes envolvidas, conforme exemplificado na
Tabela 4.5. O tempo de processamento do método CDA/ADC, utilizando inicialmente 4
feicdes, foi semelhante ao tempo tomado pelo método CDA/ODB, quando utilizadas 5
feicdes por nd. Deve-se notar que esse tempo € ligeiramente inferior, pois o niimero
total de feicdes selecionadas no método CDA/ADC com cinco classes é na verdade 26,
enquanto o CDA/ODB, com cinco classes e dimensdo igual a cinco fei¢gdes por no,

seleciona 75 feicdes ao todo (Tabela 4.4).

O tempo de processamento utilizado pelo método SFS foi inferior, pois a
cada incremento no numero de feicdes, todas as feicdes selecionadas anteriormente
permanecem no conjunto, ndo sendo assim necessario re-processamento, mas apenas
testar qual dentre as bandas restantes mais contribui para a classificacdo. Como o
conjunto de bandas disponiveis a selecionar é cada vez mais reduzido, o tempo

necessério para a selecdo de uma nova feicdo também € menor.
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Tabela 4.5 Total de feicoes extraidas pelo método CDA/ADC em fun¢do do nimero de classes

Ne¢ de Classes Total de feigoes
2 1
3 4
4 11
5 26
6 57

Tempo Total de Processamento
Amostra de treinamento: 500 Teste: 500

o+ 107,08
100
90
80
70
60
50 -

segundos)

40 4
23,94 50,58

Tempo de Processamento (em

30 4 19,77 20,53
20 |
7,19 7,45
1 18,70 5,00 ’ ’
1 W4s 124 13 1% 180 220 B ° * °
e B e e e — ; ; ; ‘
5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 55 60
Feicoes
—a—CDA+ODB CDA+ADC o—SFS

Figura 4.21 Tempo de processamento dos trés métodos com 5 classes e amostras de tamanho 500

Como exemplo, observa-se que para uma dimensao de classifica¢do igual a
30, o método SFS seleciona apenas 30 fei¢des, enquanto o método do CDA/ODB
seleciona ao todo 450 feigcdes. Devido as suas restricdes, 0 método CDA/ADC néo pode
ser comparado diretamente com os demais, pois novamente nesse caso com cinco

classes, seleciona no maximo 26 feigcdes.

O método CDA/ODB proposto apresentou entdo, caracteristicas superiores e
inferiores em relacdo & combinacdo CDA/ADC e também ao classificador tradicional
em estigio unico combinado com o método SFS. Inicialmente, observou-se que o
conjunto CDA/ODB demandou maior tempo de processamento e apresentou acuricia
final de classificacdo inferior as demais metodologias testadas em casos criticos, isto &,

frente a tamanhos cada vez mais limitados de amostras.

No entanto, os experimentos demonstraram também que, a partir de
conjuntos de amostras oito vezes maiores que o nimero de bandas originais (500

amostras de treinamento e 64 bandas), o método proposto é consideravelmente mais
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eficiente que os métodos tradicionais. Outra caracteristica observada é que, mesmo para
tamanhos amostrais criticos, o0 método é robusto frente aos efeitos do fendmeno de
Hughes, apresentando uma acurdcia final de classifica¢do crescente com o aumento da

dimensdo utilizada.

Além disso, nota-se que a implementacdo de métodos para extracdo de
feicdes em conjunto com o CDA contribui para um ganho efetivo na acurécia final de
classificacdo. Embora a metodologia da ADC ndo tenha sido testada em um
classificador de estdgio tnico, a aplicagdo da mesma em conjunto com o CDA, sugere
que € possivel adaptar qualquer outro procedimento conhecido para extragio/selecdo de
feicdes em um classificador hierdrquico, obtendo resultados superiores aos obtidos
através do método de classificacido em estagio tinico. Assim, sendo que a maior parte do
trabalho desenvolvido consistiu na elaboracdo do algoritmo para a construcio do CDA
que produzisse resultados confidveis, o CDA por si s6 torna-se um dos resultados mais

importantes dessa dissertacdo, dadas suas potenciais aplicagdes.
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5 CONCLUSAO

Nesta dissertacdo € investigada a efici€ncia de um processo de extracdo de
feicdes com base no critério de otimizacdo da distancia de Bhattacharyya (ODB), para
fins de classifica¢do de dados imagem em dimensdo muito alta (dados hiper-espectrais).
Como a distancia de Bhattacharyya encontra-se definida para apenas duas classes de
cada vez, utilizou-se aqui um classificador de decis@o em arvore (CDA) em estrutura
bindria. Dessa forma, em cada né é considerado um tnico par de classes a cada vez, o
que permite a utilizagdo do critério acima. Para fins de comparag¢do, o processo de
classificagcdo empregando a estrutura em drvore bindria foi repetido, empregando-se
também o método tradicional de extragdo de fei¢des para fins de classificacdo,
conhecido como Analise de Discriminante Canoénica (ADC). A metodologia proposta
nesta dissertacdo para extracdo de feicdes é também comparada com um método
tradicional de classificagdo em estdgio tnico, implementando o conceito de selecdo de

feicoes (Sequential Forward Selection — SFS).

2

Na secdo dos experimentos, ¢ utilizada uma imagem do sensor hiper-
espectral AVIRIS, o qual disponibiliza 190 bandas espectrais (varidveis) cobrindo em
detalhes o espectro eletromagnético. A cena utilizada contém seis tipos de culturas
agricolas, as quais correspondem a seis classes com alta semelhanca espectral, sendo
assim um grande desafio ao classificador. Com a totalidade das bandas disponiveis e
essas seis classes, € obtido um dos principais resultados através do estudo do algoritmo
para a construcdo e definicdo do classificador em estrutura bindria. Esse estudo revela,
com a andlise de um pardmetro chamado de Limiar de Verossimilhanga (LV), que a
acurdcia de classificacdo em fungdo da dimensdo utilizada torna-se estivel somente
quando o CDA possui o niimero mdximo de nés terminais. E verificado que o CDA
com um numero reduzido de nds terminais produz resultados de classificagdo pouco
previsiveis e inferiores aos obtidos com o LV no seu nivel mdximo. Dessa forma, é

definida a forma do CDA adotada nos experimentos finais.

Com o propdsito de aumentar a precisdo das estimativas dos parametros,
especialmente na matriz de covariancia das classes, sdo tomadas duas medidas. A
primeira consiste na eliminacdo de dreas que apresentam excesso de solo exposto, que
aqui funcionou como ruido, restando assim cinco classes com nimero de amostras

suficientes para comparagdo. Devido a alta correlacdo entre as bandas adjacentes, a
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segunda medida € a redugdo sistemdtica das mesmas para um terco das originais,

restando 64 bandas.

Com o propésito de fixar possiveis fatores de variagdo externos ao processo
de classificacdo, a quantidade de amostras utilizadas para treinar o classificador é fixada
igualmente em 500, 300, 150, 100 e 70 para todas as classes. Esse procedimento permite
também verificar a evolucdo gradual do comportamento da acuricia de classificacio
entre todas as metodologias testadas. A andlise dos resultados finais revela que a
metodologia proposta (CDA/ODB) ¢ mais sensivel quando o niimero de amostras de
treinamento se aproxima ao numero de pardmetros estimados nas matrizes de
covariancias. Entretanto, esse método mostra-se mais robusto em relacao aos efeitos do
fenomeno de Hughes, apresentando um aumento gradual na acuricia de classificacdo
com o aumento da dimensdo utilizada. Enquanto isso, apesar do método SFS apresentar
valores mais elevados na acurdcia final de classificacdo, o mesmo também evidencia
claramente os efeitos do fendmeno de Hughes. Quanto ao método CDA/ADC, o mesmo
apresenta resultados medianos, com uma acurdcia final de classificagdo relativamente
alta frente a tamanhos amostrais criticos, dadas suas limitagdes quanto ao niimero

maximo de feigdes possiveis para extragao.

Destaca-se ainda que, conforme trabalhos realizados anteriormente
(Tadjudin, 1998), o caso especial da otimizacdo da distdncia de Bhattacharyya para
diferengas predominantes entre os vetores de médias apresenta resultados superiores aos
obtidos através do método proposto nessa dissertacdo (diferenca predominante entre as
matrizes de covaridncia). Todavia, os resultados aqui obtidos sdo inéditos e impossiveis

de serem previstos sem a experimentagido conduzida.

Outrossim, ¢ indicado que futuros trabalhos referentes a reducdo de
dimensdes em dados com um grande nimero de varidveis sejam aplicados em conjunto
com a metodologia do CDA proposto, pois 0 mesmo além de ser um possivel mitigador
do fendmeno de Hughes, sugere que existe um aumento na acurdcia de classificacdo
obtida através dos métodos tradicionais para extragdo de feicdes em classificadores de

estigio unico.
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ANEXOS

Algoritmos criados em MATLAB para execucio dos experimentos.

function w = treestats500(varargin)

% Calculo das estatisticas das classes.

% Run:

%
treestats500(train_soy_notill_190,train_soy_min_190,train_soy_190,train_corn_notill_190,train_corn_mi
n_190);

Inicio = clock; % Tempo de Inicio.

for k = 1:nargin

w(k).sample = varargin{k}; % Referéncia automdtica das amostras (este método duplica o espaco
utilizado).

w(k).filename = inputname(k); % Nomes dos arquivos das classes.

w(k).mean = mean(w(k).sample); % Vetor medias.

w(k).cov = cov(w(k).sample); % Matriz de covariancias.
end

% Nomes das classes.

w(1).name = 'Soja sem cultivo';
w(2).name = 'Soja cultivo minimo';
w(3).name = 'Soja cultivo limpo';
w(4).name = 'Milho sem cultivo';
w(5).name = 'Milho cultivo minimo";
% w(6).name = 'Milho cultivo limpo';

save w w;

% Gréafico comparativo dos vetores média das classes.

x =[1:65];
plot(x,w(1).mean,x,w(2).mean,x,w(3).mean,x,w(4).mean,x,w(5).mean)
legend(w(1).name,w(2).name,w(3).name,w(4).name,w(5).name)
xlabel('Banda Espectral');

ylabel('Reflectancia Espectral Media');

% Tempo total de processamento.

Fim = clock;
etime(Fim,Inicio)

% Criagdo do arquivo com a verdade terrestre.

img_GT =[];
fori=1:500

img_GT = [img_GT;1];
end
fori=1:500

img_GT = [img_GT;2];
end
fori=1:500
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img_GT = [img_GT;3];

end
fori=1:500

img_GT = [img_GT;4];
end
fori=1:500

img_GT = [img_GT;5];
end

save img_GT img_GT;
load img_GT img_GT;

function d = treebuild(dist,nfeat,T,w)

%
%
%
%
%
%
%
%
%
%
%
%
%
%

In

TREEBUILD gera uma arvore de decisao binaria para
classificacao de imagens hiperespectrais.

Sintaxe:
TREEBUILD(DIST,NFEAT,T,W)

DIST e a funcao discriminante entre classes, podendo

ser: 'eucl’' ou 'Euclidiana’ e 'batt' ou 'Battacharyya'.

NFEAT e” o numero de feigoes extraidas, NFEAT < numero de bandas.
T e” um limiar (threshold) usado para limitar o percentual

necessario de pixels para atribuir um pixel a uma determinada classe.
W e uma variavel estruturada contendo todas as estatisticas das

classes.

icio = clock;

nclasses = size(w,2);
par.maxdist = [];

%

Inicio da arvore.

for node = 1:31

if node ==

tree(node).nodes = [1:nclasses];
end
par.max = [];

% Distancias entre pares de classes .
if (size(tree(node).nodes,2) > 1)
for i = tree(node).nodes

d.par =[];
for j = tree(node).nodes
ifi==j
d.par(j) = NaN; % Evita que a distancia minima seja zero.
else
d.par(j) = treedist(dist,i,j,w); % Distancia entre todos os pares, i ~= j.
end
end
[val,pos] = max(d.par(:)); % ldentifica qual par (i,j) possui
par.max = [par.max; [val i pos]]; % a distancia maxima e salva na variavel estruturada 'par’.
end

[val,pos] = max(par.max(:,1));
% Extragdo de feicdes.

i = par.max(pos,2);
j = par.max(pos,3);
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fprintf(1,'Node%?2d: %1d %1d %1d %1d %1d %1d\t',node,tree(node).nodes);
fprintf(1,'Next pair: i = %1d j = %1d\t\r',[i j]);
par.maxdist = [par.maxdist; par.max(pos,2:3)]; % Maior distancia entre classes.

% Covariance dominant difference.
batt(node).matrix = inv(w(j).cov) * w(i).cov;
[V,L] = eig(batt(node).matrix);
batt(node).eigenvectors = V;
batt(node).eigenvalues =L;

% Compute each term of BD.

batt(node).b = [];

for n = 1:size(batt(node).eigenvectors, 1)

db = (1/4 * ((batt(node).eigenvectors(:,n)' * (w(j).mean - w(i).mean)")"2/(1 +
batt(node).eigenvalues(n,n)))) +...
(1/4 * (log(batt(node).eigenvalues(n,n) + inv(batt(node).eigenvalues(n,n)) + 2 ) - log(4)));

% db = log(batt(node).eigenvalues(n,n) + inv(batt(node).eigenvalues(n,n)) + 2); % APENAS
CONTRIBUICAO DE COVARIANCIAS.

batt(node).b = [batt(node).b; db];
end

% Selecting the highests eigenvectors that maximizes the BD
batt(node).b_temp = batt(node).b;
batt(node).evectors = [];
for k = 1:nfeat

[val,pos] = max(batt(node).b_temp);

batt(node).bposicao(k) = pos;

batt(node).b_temp(pos) = NaN;

batt(node).evectors = [batt(node).evectors batt(node).eigenvectors(:,pos)];
end

% The transformed features and statistics of the node.

for classe = tree(node).nodes
y(classe).y(node).sample = w(classe).sample * batt(node).evectors;
y(classe).y(node).mean = mean(y(classe).y(node).sample);
y(classe).y(node).cov = cov(y(classe).y(node).sample);
y(classe).y(node).T = - ((chi2inv(0.95,size(batt(1).evectors,2)))/2) - (1/2) *

log(det(y(classe).y(node).cov)) +...
log(1/size(y,2));
end

% Classificagao pela Maxima Verossimilhanca.
for k = tree(node).nodes
w(k).class_maxver = []; % Incializa a matriz que recebe a classificacdo dos pixeis.
for pixel = 1:size(y(k).y(node).sample,1) % Executa a classificacdo da imagem.
max_ver = [];
for classe = [par.maxdist(node,:)]
mv = maxima_verossimilhanca(k,pixel,classe,y,node);
max_ver = [max_ver;mv];
end
[valor,pos] = max(max_ver);
if pos ==
w(k).class_maxver = [w(k).class_maxver;par.maxdist(node,1)];
else
w(k).class_maxver = [w(k).class_maxver;par.maxdist(node,2)];
end
end
end
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% Classificacao geral.
tree(node*2).nodes = [];
tree(node*2+1).nodes = [];
for k = tree(node).nodes
fprintf(1,'Class%2d \t\r',k);
tabulate(w(k).class_maxver(:))
x= tabulate(w(k).class_maxver(:));
if (x(1,3)>T) 1 (k==1)
tree(node*2).nodes = [tree(node*2).nodes kJ;
elseif x(j,3) > T | (k ==j)
tree(node*2+1).nodes = [tree(node*2+1).nodes kJ;
else
tree(node*2).nodes = [tree(node*2).nodes kJ;
tree(node*2+1).nodes = [tree(node*2+1).nodes kJ;

end
end
fprintf(1,Node%2d: %1d %1d %1d %1d %1d %1d\t',node*2,tree(node*2).nodes);
disp(‘+++...");

fprintf(1,'Node%?2d: %1d %1d %1d %1d %1d %1d\t',node*2+1,tree(node*2+1).nodes);
disp('...+++");

% Terminal nodes.
else
par.maxdist = [par.maxdist; tree(node).nodes tree(node).nodes];
tree(node*2).nodes = [tree(node).nodes];
tree(node*2+1).nodes = [tree(node).nodes];
fprintf(1,'Node%?2d: %1d %1d %1d %1d %1d %1d\t \n',node,tree(node).nodes);

disp('=== Terminal node ===');
end
save tree tree;
end

% batt(node) = batt(node)extract2(nfeat,par,w);

save yy;
save batt batt;

save tree tree;

save w w;

save d d;

save par par;

Fim = clock;

TempoDeProcessamento = etime(Fim,Inicio)
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function y = treeclassifier(tree,y,par,batt,img)

% Classifica um pixel em determinada classe i ou j

% ao longo de uma arvore binaria ate os nos terminais.

% Classificadores: Maxima Verossimilhanca ('maxver') ou Mahalanobis (‘maha’).
% treeclassifier(tree,y,par,batt,img);

Inicio = clock;
img_class = [];
[lin,col] = size(par.maxdist(:,1));

for pixel = 1:size(img,1)
node = 1;
while (node <= lin)
%o node
max_ver = []; % Initialize maxver vector (witch contains two values).
i = par.maxdist(node, 1);
j = par.maxdist(node,2);
ifi==j % Terminal node.
img_class = [img_class;i];
node = lin+1; % Terminate loop.
else
pixel_reduced = img(pixel,:) * batt(node).evectors; % Compute pixel in the new coordinates.

for classe = par.maxdist(node,:)
% The transformed features: and statistics of the node.

mv = maxima_vero(pixel_reduced,classe,y,node); % Compute the pixel maxver.
max_ver = [max_ver mv];
end

[val,pos] = max(max_ver);

parentnode = node;

if (pos == 1) % Go to left node.
node = node*2;

% if ((size(tree(node).nodes,2)) == 2) & (val > y(par.maxdist(node,1)).y(node).T)
% img_class = [img_class;7];

% node = lin+1;

%o end

else % Go to right node.
node = node*2+1;

% if ((size(tree(node).nodes,2)) == 2) & (val > y(par.maxdist(node,2)).y(node).T)
% img_class = [img_class;7];
% node = lin+1;
%o end
end
end
end
end

save img_class img_class;
Fim = clock;
TempoDeProcessamento = etime(Fim,Inicio)
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function y = maxima_verossimilhanca(k,pixel,classe,y,node)

y = -log(det((y(classe).y(node).cov))) - (y(k).y(node).sample(pixel,:) - ...
y(classe).y(node).mean) * inv(y(classe).y(node).cov) * (y(k).y(node).sample(pixel,:) - ...
y(classe).y(node).mean)' + 2 * log(1/size(y,2));

% Script de automatizagdo de todo o processo de construcdo do CDA
% com as amostras de treinamento e utilizagdo do CDA para classificacdo das amostras de teste.

loaddata500;
treestats500(train_corn_notill_500,train_corn_min_500,train_corn_500,train_soy_notill_500,train_soy_m
in_500);

clear;

load w;

load img;

makegt500;

load img_GT;

for x = 5:5:60
X
for z =[100]
Inicio = clock;
z
treebuild('batt',x,z,w);
Fim = clock;
Tempobatbuild500(x,z) = etime(Fim,Inicio); % Elapsed time to treebuild('batt',x,y,w).
save Tempobatbuild500 Tempobatbuild500;
load par;
load tree;
trees100_5al15_500(x).trees(z).tree = tree; % Tree structure.
load y;
load batt;
Inicio = clock;
treeclassifier(tree,y,par,batt,img);
load img_class;
trees100_5a15_500(x).trees(z).crosstab = crosstab(img_GT,img_class); % Confusion Matrix.
trees100_5a15_500(x).trees(z).crosstab
Fim = clock;
Tempobatclass500(x,z) = etime(Fim,Inicio); % Elapsed time to treeclassifier(tree,y,par,batt,img).
save Tempobatclass500 Tempobatclass500;
Tempobattotal500(x,z) = Tempobatbuild500(x,z) + Tempobatclass500(x,z);
save Tempobattotal500 Tempobattotal500;
end
end
save img_class img_class;
save trees100_5a15_500 trees100_5a15_500;
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function d = treebuildcan_nfeat(dist,nfeat,T,w)
% Adaptacao do CDA para o metodo da Analise Discriminante Canonica

Inicio = clock;
nclasses = size(w,2);
par.maxdist = [];

% Inicio da arvore.
tree(1).nodes = [1:nclasses];
% par.maxdist = $(63,2);
for node = 1:63

par.max = zeros(6,3);

% Distancias entre pares de classes .
if (size(tree(node).nodes,2) > 1)
for i = tree(node).nodes

d.par =[];
for j = tree(node).nodes
ifi==j
d.par(j) = NaN; % Evita que a distancia minima seja zero.
else
d.par(j) = treedist(dist,i,j,w); % Distancia entre todos os pares, i ~= j.
end
end
[val,pos] = max(d.par(:)); % Identifica qual par (i,j) possui
par.max = [par.max; [val i pos]]; % a distancia maxima e salva na variavel estruturada 'par'.
end

[val,pos] = max(par.max(:,1));

% Extragdo de feicdes.
i = par.max(pos,2);
j = par.max(pos,3);
fprintf(1,'Node%?2d: %1d %1d %1d %1d %1d %1d\t',node,tree(node).nodes);
fprintf(1, Next pair: i = %1d j= %1d\t\r',[i]]);
% disp('");
par.maxdist = [par.maxdist; par.max(pos,2:3)]; % Maior distancia entre classes.

% Analise Discriminante Canonica.
can(node).cov_w = zeros(size(w(1).cov,2));
can(node).mean_zero = zeros(1,size(w(1).cov,2));
for k = tree(node).nodes
can(node).cov_w = can(node).cov_w + ((1/size(k,2)) * (w(k).cov));
can(node).mean_zero = can(node).mean_zero + (1/size(tree(node).nodes,2)) * (w(k).mean);
end
can(node).cov_b = zeros(size(w(1).cov,2));
for k = tree(node).nodes
can(node).cov_b = can(node).cov_b + ...
(1/size(tree(node).nodes,2)) * ((w(k).mean - can(node).mean_zero)' * (w(k).mean -
can(node).mean_zero));
end
can(node).matrix = pinv(can(node).cov_w) * can(node).cov_b; % Discriminant Matrix.
[V.D] = eig(can(node).matrix);
can(node).e = V; % Eigenvectors.
can(node).d =diag(D)"; % Eigenvalues.

% Selecting the highests eigenvectors that maximizes the CA
[values,index] = sort(can(node).d);

nfeat = size(tree(node).nodes,2) - 1;

can(node).eordered = zeros(size(w(1).cov,1),nfeat);
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for k = 1:nfeat
can(node).eordered(:,k) = can(node).e(:,index(1,size(index,2)+1-k));
end

% The transformed features and statistics of the node.

for classe = tree(node).nodes
y(classe).y(node).sample = w(classe).sample * can(node).eordered;
y(classe).y(node).mean = mean(y(classe).y(node).sample);
y(classe).y(node).cov = cov(y(classe).y(node).sample);
y(classe).y(node).T = - ((chi2inv(0.95,size(can(node).eordered,2)))/2) - (1/2) *

log(det(y(classe).y(node).cov)) + log(1/size(y,2));
end

% Classificagao pela Maxima Verossimilhanca.
for k = tree(node).nodes
w(k).class_maxver = []; % Incializa a matriz que recebe a classificacdo dos pixeis.
for pixel = 1:size(y(k).y(node).sample,1) % Executa a classificacdo de cada pixel da imagem.
max_ver = [];
for classe = par.maxdist(node,:) % Classifica o pixel em uma das duas classes mais distantes
entre si.
mv = maxima_verossimilhanca(k,pixel,classe,y,node); % Calcula a verossimilhanca do pixel
“as duas classes.
max_ver = [max_ver;mv]; % Armazena os dois valores de verossimilhanca.

end
[valor,pos] = max(max_ver);
if pos == 1
w(k).class_maxver = [w(k).class_maxver;par.maxdist(node,1)];
else
w(k).class_maxver = [w(k).class_maxver;par.maxdist(node,2)];
end
end

end

% Classificacao geral.
tree(node*2).nodes = [];
tree(node*2+1).nodes = [];
for k = tree(node).nodes
fprintf(1,'Class%2d \t\r',k);
tabulate(w(k).class_maxver(:))
x= tabulate(w(k).class_maxver(:));
if (x(1,3)>T) 1 (k==1)
tree(node*2).nodes = [tree(node*2).nodes k];
elseif x(j,3) > T | (k ==})
tree(node*2+1).nodes = [tree(node*2+1).nodes kJ;
else
tree(node*2).nodes = [tree(node*2).nodes kJ;
tree(node*2+1).nodes = [tree(node*2+1).nodes K];

end
end
fprintf(1,Node%2d: %1d %1d %1d %1d %1d %1d\t',node*2,tree(node*2).nodes);
disp('+++...");

fprintf(1,'Node%?2d: %1d %1d %1d %1d %1d %1d\t',node*2+1,tree(node*2+1).nodes);
disp('...+++");

% Terminal nodes.
else
par.maxdist = [par.maxdist; tree(node).nodes tree(node).nodes];
tree(node*2).nodes = [tree(node).nodes];
tree(node*2+1).nodes = [tree(node).nodes];
fprintf(1,Node%2d: %1d %1d %1d %1d %1d %1d\t \n',node,tree(node).nodes);
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disp('=== Terminal node ===');
end
save tree tree;
end

% batt(node) = batt(node)extract2(nfeat,par,w);

save yy;
save can can;

save tree tree;

save W w;

save d d;

save par par;

Fim = clock;

TempoDeProcessamento = etime(Fim,Inicio)

function d = sfs(nfeat,w)

% Sequential Forward Selection (SFS)

% Metodo para selecao sequencial de feigoes.

%

Inicio = clock;

classes = [1:size(w,2)];

d.bandas_disp = [1:size(w(1).sample,2);ones(1,size(w(1).sample,2))];
d.bandas_selecionadas = [];

for k = l:nfeat % Repete o processo para quantas bandas forem desejadas.
d.j_max = 0; % Zera o criterio maximo da ditancia de jefries-matusita.
for i = 1:size(d.bandas_disp,2) % Inicia a procura sequencial das bandas, da primeira a
ultima.
d.bandas_temporarias = [d.bandas_selecionadas];
d.j_ave =0; % Zera o distancia de jefries-matusita para a banda em questao.
if d.bandas_disp(2,i) == 1 % Utiliza somente se ela nao foi selecionada ainda.

d.bandas_temporarias = [d.bandas_selecionadas d.bandas_disp(1,i)] = % Incorpora a banda
temporariamente ao conjunto.
for ¢ = classes % Calcula as medias e covariancias com o conjunto temporario de bandas.
w(c).mean = mean(w(c).sample(:,d.bandas_temporarias));
w(c).cov = cov(w(c).sample(:,d.bandas_temporarias));
end
for c1 = 1:size(classes,2) - 1 % Calcula a distancia de bhattacharyya e j-m entre todos os pares de
classes.
for c2 = c1+1:size(classes,2)
d.bhatt(c1,c2) = (1/8) * (w(cl).mean - w(c2).mean) * inv((w(cl).cov + w(c2).cov)/2) *
(w(cl).mean - w(c2).mean)' + ...
(1/2) * (logdet((w(cl).cov + w(c2).cov)/2) - ((1/2) * (logdet(w(cl).cov) +
logdet(w(c2).cov))));
d.j(cl,c2) =2 * (1 - exp(-d.bhatt(c1,c2))); % Distancia de jefries-matusita entre os pares de
classes.
d.j_ave = d.j_ave + d.bhatt(c1,c2); % Distancia de jefries-matusita media (na verdade eh
apenas a soma) para o problema multiclasses.

end

end

end

if dj_ave > d.j_max % Testa se a nova banda supera o valor da banda anterior.
d.j_max =d.j_ave; % Caso positivo, substitiu o valor maximo pelo resultante dessa banda.
x_ast =1i; % Informa qual foi a banda que superou a anterior.

end

end % Salta para a proxima banda.

d.bandas_selecionadas = [d.bandas_selecionadas x_ast]; % Incorpora definitivamente a banda que
maximizou o criterio da dist. j-m.
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d.bandas_disp(2,x_ast) = 0; % Informa que a banda ja foi selecionada.
end
save d d;
save w w;
Fim = clock;
d.TempoDeProcessamentoSFS = etime(Fim,Inicio)

function y = classifier(img,d,w)

% Classificador em estdgio tnico para o algoritmo SFS.

Inicio = clock;

img_class = [];

classes = [1:size(w,2)];

for ¢ = classes % Calcula as medias e covariancias com o conjunto temporario de bandas.
w(c).mean = mean(w(c).sample(:,d.bandas_selecionadas));
w(c).cov = cov(w(c).sample(:,d.bandas_selecionadas));

end

for i = 1:size(img,1)
max_ver = [];
pixel = img(i,d.bandas_selecionadas);
for classe = 1:size(w,2);
mv = maxima_vero_sfs(pixel,classe,w);
max_ver = [max_ver mv];
end
[val,pos] = max(max_ver);
img_class = [img_class;pos];
end

save img_class img_class;

Fim = clock;
TempoDeProcessamento = etime(Fim,Inicio)
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