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“There 1s grandeur in this view of life,
with its several powers, having been
originally breathed into a few forms
or into one; and that, whilst
this planet has gone cycling on
according to the fixed law of
gravity, from so simple a beginning
endless forms most beautiful and
most wonderful have been, and
are being, evolved.”

— Charles Darwin,
On the Origin of Species.
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RESUMO

Neste trabalho, sao derivadas solugoes explicitas com respeito a varia-
vel espacial para o modelo de multigrupos de energia da adjunta da equacao de
transporte de particulas neutras, em geometria cartesiana unidimensional através
de uma metodologia analitica de ordenadas discretas (método ADO). Em geometria
cartesiana bidimensional, sao fornecidas solugoes explicitas com respeito as variaveis
espaciais para os fluxos médios da adjunta da equagao de transporte monoenergética,
por meio do emprego de esquemas nodais junto da formulacao ADO. Além disso, em
ambas as geometrias, sao derivadas expressoes explicitas para as taxas de absor¢ao
de particulas em detectores internos ao dominio do problema. A avaliagao das taxas
de absorcao permite testar as formulagoes obtidas através do conhecido problema
fonte-detector, o qual possibilita uma analise comparativa entre os resultados obti-
dos por meio tanto da adjunta da equacao de transporte, quanto pela equacao de
transporte. Nos testes numéricos, a configuracao fonte-detector apresentou resulta-
dos com excelente concordancia ao utilizar as expressoes explicitas para as taxas de
absorcao. Ainda, a formulacao é aplicada em um problema inverso de estimativa de
fontes isotropicas de particulas, em situacoes nas quais a geometria do meio, bem
como as propriedades fisicas dos materiais que o compoe sao conhecidas, e uma série
de leituras de detectores é disponivel. Para a resolu¢ao do problema inverso, sao
consideradas a regularizacao de Tikhonov, bem como a aplicacao de técnicas Bayesi-
anas. Sao estimadas fontes polinomiais e degraus a partir de medigoes de detectores
internos ao dominio do problema. De maneira geral, as estimativas das fontes foram
capazes de indicar a localizagao das fontes internas e, dependendo do nivel de ruidos
considerado nas medigoes, estimar a magnitude das fontes. Além disso, nos proble-
mas unidimensionais com fontes polinomiais e bidimensionais, os resultados obtidos
via método de Tikhonov iterado foram considerados mais satisfatorios, enquanto nos
problemas unidimensionais com fontes degraus o uso de técnicas Bayesianas tenham

se mostrado superiores.
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ABSTRACT

In this work, the analytical discrete ordinates (ADO) method is applied
to derive explicit solutions, with respect to spatial variables, for the discrete ordina-
tes approximation of the multigroup adjoint transport equation in one-dimensional
cartesian geometry, and, along with nodal schemes, to derive explicit solutions for the
averaged angular fluxes for the discrete ordinate approximation of the monoenergetic
adjoint transport equation in two-dimensional cartesian geometry. In addition, ex-
plicit expressions for internal detectors absorption rates are derived, which are used
to test the method through the well-known source-detector problem, which allows
a comparative analysis for absorption rates estimated either by the adjoint of the
transport equation or the transport equation itself. In numerical tests, the source-
detector problem showed excellent agreement when comparing the absorption rates
calculated using the adjoint equation with the values obtained by the transport
equation. Moreover, the formulation is applied to an isotropic source estimation
inverse problem, in situations where the geometry of the medium as well as the
physical properties of the materials are known. For this, using the source-detector
problem, a linear relationship between the coefficients of the source’s expansion on
some basis function and the detector readings is derived. Finally, in order to solve the
inverse problem, the iterated Tikhonov regularization and the Metropolis-Hastings
algorithm in the context of Bayesian inference are considered. To test the formula-
tion, polynomial sources and step sources are estimated from noisy measurements
of internal detectors. In general, the estimates were able to indicate the location of
internal sources and, depending on the noise level considered in the measurements,
to approximate the magnitude of the sources. In addition, in one-dimensional pro-
blems with polynomial sources and two-dimensional problems with step sources,
the results obtained through the iterated Tikhonov method were considered more
satisfactory, while in the one-dimensional problems with step sources, the use of

Bayesian techniques has been shown to be superior.



1 INTRODUCAO

Ao final do século 19, o fisico e fil6sofo austriaco Ludwig Boltzmann
propds, como consequéncia de seus estudos sobre a cinética dos gases rarefeitos, uma
equagao, posteriormente nomeada em sua homenagem [33|. O modelo proposto por
Boltzmann assume que as moléculas de um gas ideal sao particulas que obedecem as
leis da mecénica classica e visa fornecer uma descricao probabilistica destas migrando
em uma determinada regiao do dominio onde o problema esta definido, com uma
certa velocidade, em um dado instante de tempo [39, 80, 90]. Em adigdo a sua
versao nao linear, em problemas nos quais é possivel assumir que a interacao entre
particulas é inexistente ou desprezivel, pode ser considerada uma variante linear
da equagao de Boltzmann, também conhecida como a equacao de transporte, que,
embora ainda complexa, possui um tratamento mais simples que a equac¢ao nao

linear [39].

Os estudos relacionados a Equacao de Boltzmann nao permaneceram
restritos aos problemas da cinética de gases rarefeitos, fornecendo, também, modelos
matematicos importantes & modelagem do transporte de elétrons, presentes na teoria
de semicondutores [113]; a transferéncia radiativa, com aplica¢oes em problemas de
radiacao atmosférica [41] e de radiagao térmica [89]; e ao transporte de particulas
neutras em geral, como o de fotons [3] e o de néutrons [105]. Neste trabalho, a
énfase estd no transporte de néutrons, em decorréncia de suas potenciais aplicagoes
em ensaios nao destrutivos na identificagao de materiais, na seguranga nuclear com
a estimativa de fontes radioativas [69, 85, 120| e na teoria de reatores nucleares

30, 49, 105].

Foi ao lado de Niels Bohr, em 1921, que Ernest Rutherford, o pai da
fisica nuclear, teorizou sobre a existéncia do néutron [27, 108|. O néutron é uma

particula subatdémica de massa semelhante a do proton e eletricamente neutra, tendo



sido observado pela primeira vez apenas em 1932 por James Chadwick, fato que o

agraciou com o prémio Nobel da fisica [27].

O fato do néutron possuir carga resultante nula faz com que as suas
interagoes com os demais nicleos e/ou particulas nucleares em um meio se deem
majoritariamente através de colisoes. As colisdes sao caracterizadas pelo choque
entre néutrons e nucleos, geralmente seguidas pela absor¢ao ou pela emissao de
energia e outras particulas nucleares [49]. Nessas reagoes, uma dada particula é
geralmente considerada como um projétil que atinge outra particula-alvo. Dentre
as colisoes de interesse entre néutrons e nucleos estao a fissao nuclear, a absorcao e

o espalhamento [30, 49].

A fiss@o nuclear é um processo no qual um niicleo pesado é dividido em
dois nucleos menores. Na ocorréncia da fissao nuclear existe a liberacao de energia,
néutrons e outros subprodutos [30, 49, 105]. A absor¢ao, por sua vez, ¢ uma reagao
na qual um néutron incidente é absorvido pelo niicleo-alvo, deixa o nicleo em um
estado excitado. O nucleo excitado eventualmente decai para o seu estado inicial,
frequentemente emitindo raios v [49, 81]. Por fim, a reacdo de espalhamento pode
ser de dois tipos: elastica e inelastica. No primeiro caso, o néutron atinge o ntucleo
e ¢ desviado sem alterar o estado do nicleo, e, no segundo caso, inelastica, deixa o
nicleo em um estado excitado, havendo posterior emissao de raios v e decaimento

49, 81).

O interesse pratico no transporte de particulas neutras nao é novo, e
remete ao inicio do século XX [27, 108|. Entre as aplicagoes cientificas e tecnoldgicas
de maior impacto constam a analise e a modelagem de reatores nucleares |30, 50, 81,
82, 105], a detecgao de materiais nucleares [85, 88, 117, 119, 120], e a identifica¢ao
nao destrutiva de materiais, como nas anéalises tomograficas [1, 3, 4, 5, 48, 55, 61,

67, 72, 75, 76, 77| e na perfilagem de pogos de petroleo [9, 12].



Neste trabalho é estudada a equacao de transporte de néutrons em
sua forma integro-diferencial [30, 49, 82|, a qual, em sua modelagem, considera as
probabilidades de ocorréncia das reacoes de fissao nuclear, absor¢ao ou espalhamento
para a obtencao de um modelo com sete varidaveis independentes — trés variaveis
espaciais; duas angulares, as quais determinam a dire¢cao na qual as particulas estao
migrando; a energia cinética; e, por fim, o instante de tempo no qual o fenémeno
estd sendo analisado. Alternativamente, existe na literatura a forma integral da

equagao de transporte, contudo fora do escopo deste trabalho [30].

Na década de 60, Kenneth Case e Paul Zweifel [37] propuseram o cha-
mado método das solugoes elementares, que possibilitou a obtencao de solu¢oes para
a equacao de transporte baseada na expansao do fluxo de particulas em um con-
junto completo de autofung¢oes provenientes de equacgoes singulares obtidas a partir
da propria equacao de transporte. Tal metodologia foi capaz de fornecer solugoes
exatas para a equagao de transporte, porém, em um contexto bastante limitado
— problemas unidimensionais, sem dependéncia energética, em estado estacionario
e em meios com espalhamento isotrépico. Posteriormente, o método foi estendido

para meios com espalhamento anisotropico [86].

Para a modelagem de problemas mais proximos da realidade, sao neces-
sarias solucoes numéricas, uma tarefa que ainda se mostra bastante desafiadora, em
decorréncia do grande niimero de variaveis independentes a serem consideradas, bem
como a, muitas vezes, complexa geometria de tais problemas [9, 105]. Dessa forma,
existem duas classes de métodos empregados na resolugao da equagao de transporte:
os métodos probabilisticos e 0os métodos deterministicos. Nas abordagens probabi-
listicas, os métodos de Monte Carlo, em geral, tem como objetivo a obtengao de
solugoes aproximadas do problema exato de transporte. Tais métodos nao ape-
nas oferecem grande flexibilidade com relagao a complexidade do modelo para o

qual se busca solugoes, como também fornecem meios de incorporar as incertezas

dos problemas fisicos de interesse. Contudo, ¢ inerente aos métodos probabilisticos



a demanda de substancial esfor¢co computacional, uma vez que necessitam de um
longo processo iterativo para a obtencao de solugoes confiaveis do ponto de vista
estatistico [57, 59, 60, 105, 107, 132]. Neste trabalho, sdo consideradas apenas as
abordagens deterministicas, as quais enfatizam a obtencao de solucoes exatas de cer-
tas aproximacoes da equacao de transporte, estas, muitas vezes, dadas em termos

de discretizagoes de algumas das variaveis independentes da equagao de transporte.

Os métodos das ordenadas discretas e dos harmonicos esféricos sao duas
entre as abordagens usualmente aplicadas no processo de aproximacao da dependén-
cia angular da equagao de transporte. O método das ordenadas discretas (ou Sy),
proposto em 1943 pelo fisico Gean Wick [131], é mais conhecido pelos trabalhos
do astrofisico Subrahmanyan Chandrasekhar em transferéncia radiativa [40, 41]. O
método consiste na substituigao da dependéncia continua nas diregoes de migragao
das particulas através de um método de colocagao [105], fazendo o uso de nos e de
pesos de uma regra de quadratura para a aproximacao do termo integral da equagao

de transporte, obtendo, assim, um sistema de equacoes diferenciais.

O método dos harmonicos esféricos (ou Py ), que historicamente precede
a discretizacao em ordenadas discretas [51], consiste na expansao da dependéncia
angular da solucao da equagao de transporte em uma série de funcoes ortogonais
definidas na esfera unitéaria [42], os chamados harmonicos esféricos. Posteriormente,
é deduzido um sistema de equagoes diferenciais para os momentos da equacgao de
transporte cuja solugao deve ainda ser obtida por algum outro método [30, 50].
Adicionalmente, o método dos harmonicos esféricos exige aproximagoes para as con-
digdes de contorno da equagao de transporte [30, 105|, e pode, até mesmo, ser
numericamente instavel dependendo da geometria e da aproximacao utilizada para

o contorno [56].

De maneira geral, nao é conhecido método de aproximacao angular que
seja adequado para todos os possiveis problemas de transporte. No transporte mul-

tidimensional de néutrons, por exemplo, em situagoes nas quais a dinamica depende



fortemente das direcoes de migracao das particulas, como nos problemas com fontes
localizadas, a utilizagdo do método das ordenadas discretas faz com que a solugao
numérica da equacao de transporte apresente comportamentos oscilatorios nao con-
dizentes com a fisica do problema, um fenémeno conhecido como efeito-raio [91, 105].
Tal efeito é oriundo da discretizagao angular e pode ser mitigado com a utilizagao
de regras de quadratura mais refinadas, embora dificilmente seja eliminado. Ainda,
mesmo que o efeito-raio nao esteja presente no emprego dos harmonicos esféricos, tal
método é tampouco eficaz em representar a solugao de tais problemas [9, 91, 105]. De
fato, métodos capazes de minimizar, ou, qui¢é, eliminar o efeito-raio ainda motivam

os pesquisadores |9, 36, 66, 79].

Por sua vez, o tratamento da dependéncia temporal envolve a discre-
tizagao de um operador diferencial. Ha véarias formas de realizar a discretizagao
segundo a literatura, entre elas: os métodos cléssicos de diferencas finitas, como o
métodos de Euler implicito [9, 65, 82, 105]; os métodos como o de Galerkin descon-

tinuo [9, 130[; e os de Runge-Kutta [52].

Para a discretizagao da variavel energia, a abordagem mais utilizada é
a aproximacao multigrupos de energia [50, 82, 105|. Em tal aproximagao, é primeiro
escolhida uma particao em um intervalo finito do espectro de energia, fora do qual
o numero de néutrons seja negligenciavel. Na sequéncia, a equacao de transporte é
integrada em cada um dos intervalos da parti¢ao, formando, com isso, um sistema de
equagoes integro-diferenciais acopladas [105]. A principal dificuldade na aplicacao
da aproximacao multigrupos é a necessidade de estabelecer a forma com a qual os
néutrons migram de um grupo de energia para o outro, passo que requer o uso de

dados experimentais [50, 105].

A discretizacao espacial é aquela que possui a maior variedade de téc-
nicas disponiveis. Historicamente, foram considerados métodos baseados em apro-
ximagoes de diferencas finitas para as derivadas com respeito as variaveis espaciais,

o método conhecido como DD (sigla do inglés Diamond Difference) e a sua versao



ponderada, o método Weighted Diamond Difference |64, 70, 82|. Posteriormente, o
uso de metodologias mais sofisticadas envolvendo os métodos de elementos finitos
continuos [84, 123] ou descontinuos (94, 129] foram considerados, bem como técnicas
baseadas no método das caracteristicas [8]. Ainda, com respeito a discretizac¢do es-
pacial, para problemas multidimensionais, o uso de métodos nodais tiveram ampla
contribuicdo na resolucio de problemas de transporte [7, 10, 11]. E ressaltado que a
aplicabilidade dos métodos supracitados depende do tipo de discretizacao do domi-
nio empregada, sendo as técnicas baseadas em diferencas finitas e os métodos nodais
mais facilmente utilizados em malhas cartesianas, em contraste com os métodos de
elementos finitos e técnicas baseadas em caracteristicas que apresentam vantagens
em malhas nao cartesianas [105]. Ainda com respeito a discretizagdo da variavel
espacial, Ricardo Barros e Edward Larsen [23, 24| propuseram uma metodologia
inicialmente semelhante ao método DD, o chamado método SGF (sigla do inglés
Spectral Green’s Function). A aplicagdo do método SGF inicia com a tomada de
uma particdo do dominio fisico do problema e a aproximagao em ordenadas discretas
da equagao de transporte é reescrita em fungao das médias de sua solugao em cada
um dos intervalos da particao, o que resulta no surgimento dos chamados termos
de fuga transversais nas interfaces dos intervalos da particado. Como os termos de
fuga transversais sao desconhecidos, os autores propuseram para o seu tratamento
a introducao de equacoes auxiliares baseadas em fung¢oes de Green. Tal abordagem
requer, adicionalmente, que a malha seja varrida sucessivas vezes até a obtengao
de convergéncia, bem como o armazenamento na memoria de variaveis auxiliares.
Os autores afirmam, contudo, que a formulagao unidimensional é livre de erros de

truncamento com respeito a variavel espacial [23].

Foi Chandrasekhar quem propos a primeira solugao analitica com res-
peito a variavel espacial para a aproximacao em ordenadas discretas da equacao
de transporte, esta baseada na expansao da solugao da equagao em uma série de
autofungoes exponenciais que dependem da obtencao das raizes de um polindémio

caracteristico [41]. Uma abordagem alternativa a de Chandrasekhar, também ana-
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litica com respeito a variavel espacial, é o método LTSy (sigla do inglés Laplace
Transform Sy), proposto por Marco Vilhena e Liliane Barichello [17, 124, 125]. O
método LTSy se baseia na aplicagao da transformada de Laplace no dominio espa-
cial da aproximacao em ordenadas discretas da equacao de transporte, de onde é
obtido um sistema de equacoes algébricas. Apos a resolucao do sistema anterior, é,
entao, preciso realizar o calculo da transformada inversa de Laplace para a obtengao

da solugao da equagao de transporte [124].

Ainda entre os métodos que oferecem solugoes analiticas com respeito a
variavel espacial para a equacao de transporte, esta o método das ordenadas discretas
analitico (método ADO, sigla do inglés Analytical Discrete Ordinates), desenvolvido
por Liliane Barichello e Charles Siewert no final da década de 90 [14]. Inspirado
no método de Chandrasekhar [41], o método ADO faz uso da discretizagdo em
ordenadas discretas, considerando, contudo, uma regra de quadratura arbitraria,
a qual deve contemplar o semi-intervalo positivo de definicao da variavel angular,
sendo obtido, por reflexao, o intervalo completo. Nesse método, a solugao da equacgao
de transporte é escrita como uma combinacao linear de autofungoes exponenciais,
estas oriundas da resolugao de um problema de autovalores obtido a partir do sistema
de equacoes gerado pelo método das ordenadas discretas. Tal abordagem elimina as
dificuldades encontradas na necessidade de obtengao de raizes de polinémios, como
no método de Chandrasekhar. Além disso, em decorréncia da forma como a regra de
quadratura é considerada, o problema de autovalores possui como ordem a metade
do nimero de direcoes utilizadas, o que fornece uma grande vantagem em tempo
computacional. Ainda, o método ADO é livre de processos iterativos, e nao necessita
do uso de varreduras espaciais, o que nao apenas fornece vantagens com respeito ao
tempo de execugao, como também nao exige espago adicional para o armazenamento

de varidveis intermediérias, como é o caso dos métodos DD e SGF.

O método ADO foi inicialmente desenvolvido no contexto da transferén-

cia radiativa [14, 15, 16| e, posteriormente, foi aplicado em problemas de dinaAmica



de gases rarefeitos [18, 78, 111, 112|. Em tais aplicagoes, o método ADO evidenciou
maior generalidade e eficiéncia computacional que outras metodologias similares.
No ambito do transporte de néutrons, assim como o método de Case e Zweifel [37],
os primeiros usos do método ADO foram em problemas com apenas um grupo de
energia, em estado estacionario e em meio isotropico, com simetria azimutal. Posteri-
ormente, o método foi estendido para problemas com grau arbitrario de anisotropia,

sem simetria azimutal [13, 116] e dependentes da energia [115].

A partir da introdugao dos métodos nodais |7, 10, 11], surge a possibi-
lidade do uso de algumas técnicas desenvolvidas para problemas unidimensionais de
transporte em problemas multidimensionais. Para isso, a equagao de transporte em
geometria multidimensional é substituida por um sistema de equagoes unidimensio-
nais obtido através do uso de integracoes transversais. Entretanto, o uso das técnicas
nodais faz com que se perca a capacidade de obtencao de solugoes pontuais, sendo
obtidas, ao invés destas, médias em cada uma das variaveis dependentes. Além disso,
o processo de obtencao das equagoes nodais introduz termos de fuga transversal nos
contornos dos nos, os quais sao desconhecidos e requerem aproximacoes adicionais
para serem tratados. Os métodos nodais permitiram, por consequéncia, que tanto
o método SGF [25] quanto o método LTSy [63] fossem estendidos para a resolugao

de problemas multidimensionais.

O uso de técnicas nodais também possibilitou a aplicagao do método
ADO em problemas bidimensionais, o chamado método ADO-Nodal [19, 20, 21].
O método estabelece solucoes analiticas com respeito & variavel espacial para os
fluxos médios de particulas. Para o tratamento dos termos de fuga transversal,
foram consideradas aproximagoes proporcionais aos fluxos médios [19], combinagoes
lineares das solugoes dos problemas unidimensionais [106], constantes [44, 104, 122],
fungoes lineares [44] e fungoes exponenciais [44]. Além disso, foram consideradas
solugoes particulares constantes [104] e baseadas em fungoes de Green [106] para o

tratamento de termos fonte mais gerais. De forma geral, a formulagao ADO-Nodal



apresentou resultados superiores aos obtidos por outros métodos com malhas mais
refinadas [20], mantendo a vantagem de depender de problemas de autovalores cuja

ordem ¢é apenas a metade do ntimero de dire¢oes consideradas.

Intimamente relacionada com a equacao de transporte, a sua equagao
adjunta surge como uma importante ferramenta matematica que pode ser associ-
ada a resolucao de diversos dos problemas citados desde o inicio deste texto. Em
particular, na teoria de reatores nucleares, esta constantemente relacionada com os
problemas de criticalidade e de seguranca nuclear [30, 49, 110], e a sua solugao ¢é
frequentemente interpretada como a func¢ao importdincia da contribuicao de cada
particula para um detector interno ao dominio do problema [82, 105]. Dessa forma,
a solugao da adjunta faz parte da chamada formulagao fonte-detector [82, 105], a
qual visa estimar a taxa de absorcao de particulas oriunda de uma fonte interna ao

dominio e/ou fluxos incidentes nas fronteiras do dominio.

Em adigao, a adjunta da equacao de transporte tem sido utilizada em
técnicas computacionais relacionadas & estimativa de parametros [31, 32, 54, 93]
e fontes [68, 85, 88, 120|, sendo, portanto, uma ferramenta importante na classe
dos chamados problemas inversos. Entre as principais aplicacoes, destacam-se a
detecgao de materiais nucleares [31, 32, 85, 88|, a tomografia de néutrons [118] e a

reconstrugao de fontes de radiacao [68, 120, 128].

Para que se possa definir um problema inverso, é conveniente entender
primeiro o significado de um problema direto. Em um problema de modelagem ma-
tematica de um fenémeno fisico, tipicamente, hd um conjunto de dados que inseridos
em um sistema geram algum tipo de resposta. O sistema é o modelo matemaético que
relaciona os dados, ou parametros, de entrada com a resposta, ou a saida. Quando
se quer resolver uma equacao diferencial, por exemplo, a resposta do modelo mate-
maético é a solucao desta, enquanto o modelo em si consiste em operacoes algébricas,
diferenciais ou integrais que relacionam os parametros da equagao com a sua solu-

¢ao. Tal problema segue o fluro normal, ou o que é esperado, para obtencao de
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uma solucao em funcao dos parametros e do modelo, sendo, assim, um chamado
problema direto 6, 29, 92]. Mas, se por outro lado, a solugao da equagao diferencial
for conhecida e o objetivo for a obtencao dos parametros que a caracterizam? Ou,
ainda, se o objetivo for a obtencao do modelo matemético que relaciona a solugao
com os parametros? Nesse caso, tem-se o chamado problema inverso, o qual pode ser
definido como o problema que trata da obtengao dos dados de entrada e/ou modelo
do problema direto por intermédio dos dados de saida e/ou de grandezas obtidas a
partir destes [6, 29, 92]. Dessa forma, para M. Necati Ozisik e Helcio Orlande [96],
o objetivo de um problema direto é a obtencao de uma dada grandeza quando todas
as caracteristicas que a produzem sao especificadas; por outro lado, um problema
inverso é aquele no qual o objetivo é a estimativa de uma ou mais das caracteristicas
que causam a grandeza a partir de medic¢oes destas. Ainda, Albert Tarantola [121],
em seu livro sobre estimativa de parametros, classifica um problema inverso como
aquele no qual se faz o uso dos resultados de um modelo a fim de inferir os valores
dos parametros que o caracterizam. Em resumo, em um problema direto, as causas
sao dadas e os efeitos determinados; enquanto, em um problema inverso, os efeitos

s@o conhecidos e as causas sao estimadas [96].

Uma das dificuldades da resolucao de um problema inverso é que estes
sao tipicamente classificados como mal-postos. Para entender o significado de um
problema mal-posto, é preciso primeiro entender o que é um problema bem-posto. O
matematico Jacques Hadamard [58] cunhou o que é aceito atualmente para classifi-
car um problema como bem-posto. Segundo Hadamard, é necessario que o problema
goze de trés propriedades: (i) possua solugao (existéncia); (ii) a solugao seja tnica
(unicidade); e (iii) a solugdo dependa de maneira continua com respeito aos da-
dos (estabilidade). Nesse sentido, um problema é dito mal-posto quando nao for
bem-posto. Embora uma analise da fisica do fendmeno que se esté considerando
possa estabelecer até certo ponto a possivel existéncia de solugdes para um pro-
blema inverso [6, 96|, nem sempre isso pode ser garantido, dependendo do modelo

e de situagoes nas quais ha insuficiéncia ou excesso de dados [92]. Do ponto de
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vista matematico, a existéncia pode ser obtida através do aumento do espaco de
solugbes [6, 74]. Além disso, problemas inversos frequentemente possuem mais de
uma solug¢ao, onde um exemplo classico é o do campo gravitacional da Terra: dada a
distribuicao de massa do planeta, o campo gravitacional pode ser unicamente deter-
minado ao longo da Terra. Entretanto, se conhecido o campo gravitacional, existe
mais do que uma distribui¢ao de massa que fornega o mesmo campo |6, 121|. Dessa
forma, a falta de dados ou um modelo incompleto frequentemente leva a existéncia
de mais de uma solugao [92], sendo necessérias restrigdes adicionais ou uma maior
quantidade de dados [74]. A estabilidade é a propriedade mais importante de um
problema inverso |74, pois os equipamentos de medigao e as proprias técnicas com-
putacionais incluem ruidos que, na auséncia de estabilidade, podem fazer com que
a solucao obtida para o problema inverso seja fisicamente inverosimel [74]. De fato,
os problemas inversos tipicamente exigem que técnicas especiais sejam empregadas

para que seja possivel a obtengao de solugoes estaveis [6, 71, 92, 96, 127].

Nesse sentido, quando a solugao do problema inverso é expressa por
meio da minimizacao de uma fungao objetivo, técnicas como a regularizagao de
Tikhonov alteram o problema de minimizagao, o substituindo por um problema
bem-posto que seja capaz de aproximar satisfatoriamente a solu¢ao do problema
original de minimizagao [6, 71, 92|. Por outro lado, existem as técnicas de inferéncia
Bayesiana, as quais tem por objetivo a obtencao de uma distribuicao de probabili-
dade a qual pode ser utilizada para a determinacao de nao apenas estimativas, mas,
também, permitem a incorporacao das incertezas a respeito da solucao do problema
inverso e dos dados de entrada. Além do mais, tais técnicas permitem analisar a con-
fiabilidade das estimativas obtidas [71]. Assim, as técnicas de inferéncia estatistica
podem ser usadas para o tratamento do carater mal-posto do problema inverso, es-
tendendo o seu espago de solugoes para o dominio das distribuicoes de probabilidade

71].

12



Com respeito ao emprego da adjunta da equacao de transporte em pro-
blemas inversos, Joshua Hykes e Yousry Azmy utilizaram técnicas de minimizagao
de verossimilhanga [68] e inferéncia Bayesiana [69] para estimar a distribui¢ao de
fontes de particulas interiores ao dominio. A fim de estimar os restos de combustivel
nuclear apds o acidente em Fukushima, mais recentemente, Shinji Sugaya, Tomohiro
Endo e Akio Yamamoto utilizaram a adjunta da equacao de transporte conjunta-
mente com técnicas de inferéncia Bayesiana [120]. Ainda com respeito a aplicagao
da adjunta em problemas inversos, Keith Bledsoe, Jeffrey Favorite e Tunc Aldemir
utilizaram a adjunta da equacao de transporte para resolver problemas de identifi-
cacao de materiais nucleares e de localizacao de interfaces de protecao radiologicas

132].

Como pode ser visto, a importancia das aplicacoes discutidas anterior-
mente e que envolvem a adjunta da equacao de transporte justificam esforgos para
a obtencao de métodos rapidos e acurados para a sua solucao. Assim, Densmore e
Larsen [47] utilizaram o método de Monte Carlo para estimar o fluxo adjunto em
aplicagoes relacionadas a fissao nuclear, enquanto Vitali et. al. [126] aplicaram o
mesmo método em protecao radioativa. No ambito das técnicas deterministicas,
a semelhanca encontrada, em geometria cartesiana, entre a equagao de transporte
[105] e a sua adjunta sugere a possibilidade de extensao dos métodos empregados
na resolucao da primeira para a adjunta. Assim, Mansur et. al propuseram uma
extensdo do método Response Matriz para a equagao adjunta unidimensional [83].
Com respeito ao método SGF, Militao e Barros apresentaram, também, uma ver-
sao do método para a equagao unidimensional [87|, posteriormente, seguida de uma

versao em geometria cartesiana bidimensional [45].

No contexto da aplicagao do método ADO em problemas de transporte,
apenas recentemente passou-se a considerar o uso do método ADO para o calculo
do fluxo adjunto de particulas, tendo sido resolvido, inicialmente, apenas proble-

mas unidimensionais e monoenergéticos em meio isotropico [102]|. Posteriormente,
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o método ADO foi estendido para problemas em meio de grau arbitrariamente alto
de anisotropia [97, 103] e, na sequéncia, para problemas dependentes da energia,
através da aproximacao multigrupos de energia [99, 100]. Em testes numéricos, a
formulacao obtida foi comparada com a versao do método SGF para a equacao ad-
junta [87], onde obteve, para o mesmo numero de dire¢oes, maior precisao. Além
disso, a formulagao ADO foi aplicada na resolugao da equagao adjunta em proble-
mas inversos de estimativa de fontes de particulas, onde foram consideradas fontes
constantes por partes, polinomiais e exponenciais [97, 98, 101, 103], em situagoes
onde o uso de expressoes analiticas para resolver certas integrais relacionadas ao mé-
todo de estimava da fonte permitiram expressiva redu¢ao no tempo computacional,
contrastando com resultados obtidos com o uso de aproximagoes numéricas para as

mesmas integrais [100, 101].

O principal objetivo deste trabalho de doutorado é a extensao da for-
mulagao ADO para a adjunta da equagao de transporte no contexto dos problemas
unidimensionais dependentes da energia, bem como a obten¢ao de uma formula-
¢ao ADO-Nodal para a equagao adjunta em geometria cartesiana bidimensional
[82, 105|. Assim, o desenvolvimento de uma formulagao concisa e precisa para a ob-
tencao de solugoes de problemas adjuntos visa posteriormente a aplicacao da mesma
em problemas inversos de estimativa de fontes de particulas, os quais sao de grande

importancia na area nuclear [69, 85, 88, 118, 120].

Nesse sentido, no Capitulo 2 é apresentada a equacao de transporte, a
aproximacao multigrupos de energia e as simplificagoes geométricas para geometrias
cartesianas unidimensional e bidimensional, bem como as condi¢oes de contorno
consideradas. Na sequéncia, no Capitulo 3, é fornecida uma dedugao heuristica para
o o operador adjunto de transporte, por meio da introducao de um produto interno

adequado no espaco de fungoes do problema.

Posteriormente, no Capitulo 4, é desenvolvida uma formulagao ADO-

Nodal para o problema adjunto proposto em geometria cartesiana bidimensional,
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considerando um tnico grupo de energia e espalhamento isotrépico. Para isso, é in-
troduzida a projegao no plano da regra de quadratura LQy [82] para a obtengao da
aproximacao em ordenadas discretas da equacao adjunta, assim como sao propostas
duas indexagoes distintas para as diregoes, seguindo Barichello et. al. [19], a fim de
explorar certas simetrias nos passos posteriores da deducao do método. Na sequén-
cia, para a obtencao das equagoes nodais, é definida uma malha retangular para o
dominio fisico do problema, passo seguido pelo calculo dos fluxos angulares médios
em cada uma das variaveis. Dessa forma, sao obtidos dois sistemas unidimensio-
nais para os quais uma formulacao ADO semelhante aquela obtida para a equagao
adjunta unidimensional [103| é aplicada, levando em consideragao os ordenamentos
previamente definidos para a quadratura LQy. Como resultado, os fluxos médios
em cada uma das variaveis sao expressos por meio da expansao dos mesmos em uma
base de autofuncoes obtidas a partir das equagoes nodais homogéneas, superposta
por uma solucao particular. Os termos de fuga transversais que surgem do passo
de integragao sao aproximados como constantes, as quais acoplam os sistemas de
equagoes obtidos para cada uma das variaveis. As fontes internas de particulas sao
tratadas como constantes em cada uma das regioes da malha, de onde sao propostas
solugoes particulares constantes para as equagoes nodais. Por fim, para a obtencgao
dos coeficientes da expansao, sao aplicadas as condi¢oes de contorno do problema
adjunto. Apos, no Capitulo 5, é, brevemente, desenvolvida a formulagao ADO para

a aproximagcao multigrupos de energia da adjunta da equagao de transporte.

Continuando, no Capitulo 6, as formulacoes ADO e ADO-Nodal para a
adjunta da equacao de transporte sao testadas através do problema fonte-detector, o
qual permite o calculo das taxas de absor¢ao de particulas de detectores contidos no
interior do dominio por meio do uso da equacao de transporte e através da adjunta.
Além disso, com o objetivo de explorar a analiticidade dos fluxos médios obtidos com
as formulagoes ADQO, sao propostas expressoes analiticas para as taxas de absorgao,
o que remove a necessidade de regras de quadratura adicionais para a obtencao das

mesmas, contribuindo com a precisao do método e com o tempo computacional.
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O Capitulo 7 trata de um problema de estimativa de fontes de particu-
las. Nesse caso, sao estimadas fontes isotropicas de particulas através das leituras
ruidosas de diversos detectores de particulas situados no interior do dominio do pro-
blema. Para os testes, sao assumidas como conhecidas todas as propriedades fisicas
do meio onde as particulas estdo migrando, bem como o fluxo de particulas inci-
dente nas fronteiras. A adjunta da equagao de transporte é, entao, utilizada para
derivar um modelo linear que relaciona a taxa de absorcao de particulas de detec-
tores situados no interior do dominio, com os coeficientes da expansao da fonte (ou
aproximagao) em alguma base de fungoes. Para a estimativa dos coeficientes, sao
utilizadas duas técnicas: a primeira envolve a minimizac¢ao do funcional de Tikho-
nov |6, 29, 71, 96|; a segunda, utiliza técnicas Bayesianas para estimar a distribuicao
posterior dos parametros, usando o algoritmo de Metropolis-Hastings para MCMC

(sigla do inglés Markov chain Monte Carlo) |71, 95, 109, 121].

Finalmente, no Capitulo 8, sao discutidas algumas conclusoes, bem

como resultados publicados e projetos de continuidade para o trabalho.
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2 A EQUACAO DE TRANSPORTE DE
PARTICULAS

Neste capitulo, é apresentada a equagao integro-diferencial de trans-
porte de particulas no contexto do transporte de néutrons. Inicialmente seré reali-
zada a dedugao da equagao por meio de principios de conservagao. Na sequéncia, a
hipotese de estado estacionario é considerada e a aproximacao multigrupos de ener-
gia é aplicada & equagao resultante. Por fim, serao apresentadas simplificagoes do

modelo para as geometrias cartesianas bidimensional e unidimensional.

2.1 Derivagao da Equacao de Transporte de Néutrons

Nesta secao, é fornecida uma breve dedugao para a equacao de trans-
porte de néutrons baseada nos principios de conservacao. Para isso, uma série de
hipoteses a respeito das interagoes entre meio, niicleos e particulas devem ser consi-
deradas [50, 82|, entre elas:

(a) as particulas assumidas pontuais;

(b) as particulas descrevem uma trajetoria retilinea entre colisoes;

(c) a intera¢do néutron-néutron é negligenciavel,

(d) as colisbes entre néutrons e nicleos sdo instantaneas;

(e) as propriedades do meio material sao isotropicas e independentes do tempo;
(f) apenas o valor esperado ou médio da densidade de particulas é considerado.

Entre as hipoteses aqui consideradas, é a hipotese (c) que garante a li-

nearidade do modelo proposto. Adicionalmente, sao considerados aqui apenas meios
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materiais nao multiplicativos, isto é, meios nos quais nao ocorrem a reacao de fissao
nuclear, sendo desconsiderada, portanto, a desintegragao, espontanea ou nao, de

nicleos [49].

O transporte de néutrons é caracterizado no chamado espaco de fase,
composto pela posi¢ao da particula, pela direcao de migragao, pela energia cinética
e pelo instante de tempo considerado [30, 49, 105]. Em geometria cartesiana tridi-
T

mensional, a posi¢ao ¢ dada em termos do vetor r = [z y z]! no interior de uma

]T & um vetor unitario

regido convexa V' do espago; a diregao de migracao Q@ = [n & p

cujos cossenos diretores sao dados em coordenadas esféricas por [30, 105]

n=+1—p?cosp, &=+/1—pu%sen¢o, u=cosb, (2.1)

onde ¢ € [0,27) representa o angulo azimutal, medido a partir do eixo x, e 6 € [0,7]

é o angulo polar, medido a partir do eixo z, conforme a Figura 2.1.

-

Figura 2.1: Sistemas de coordenadas para a posicao r e diregao 2.

A velocidade de migracao das particulas é tipicamente escrita como
v =082, com v = |v|, onde |-| representa a norma euclidiana. Com isso, a velocidade

se relaciona com a energia cinética por meio da férmula [50]

1
E = §mn02, (2.2)
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onde m,, ~ 1.674929 x 1077 kg representa a massa do néutron [49].

Dessa forma, se N(r,Q,FEt) representar a densidade de néutrons no
espago de fase, entao o niimero provavel de néutrons em um instante de tempo fixo

t em um elemento infinitesimal dVdQdFE contendo (r,£2,F) é dado por
N(r,2,Et)dVdQdE, (2.3)

conforme a Figura 2.2, onde dV é um elemento de volume infinitesimal que contém

r e dQ2 é um elemento diferencial de angulo sélido em torno de 2 [30, 50].

X

Figura 2.2: Elemento de integracao.

Se for tomada por hipdtese que, em um intervalo de tempo At, todos
os néutrons que sofrem colisdes com nucleos deixam dVdQdE [30, 50|, é possivel
determinar o namero provavel de néutrons no instante ¢t + At adicionando aqueles:
(i) os néutrons que nao sofreram colisdo; (ii) os néutrons que vieram do exterior de
dVdQdE; e (iii) os néutrons oriundos de fontes internas a regiao dVdQdE |30, 50,
105].

Para isso, é preciso primeiro introduzir o conceito da secao de choque
macroscopica total, o(r,F) (medida em ¢m™'), a qual representa a probabilidade

de um néutron colidir com um nicleo por unidade de distancia percorrida [30, 105].
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Dessa forma, se vAt é uma aproximacao de primeira ordem no tempo da distancia
percorrida pelo néutron, entao o niimero provavel de néutrons que sofreram colisoes
com nucleos no instante ¢ + At em dVdQdE é dado por N(r,Q,E.t)o(r,E)vAt [30],
de onde

N(r, 2 Et) (1 —o(r,E)vAt)dVdQdE, (2.4)
representa o ntmero provavel de néutrons que nao sofreram colisoes.

E preciso destacar que nas aplicagoes em transporte de néutrons, nas
secoes de choque sao consideradas apenas a posicao, r, e a energia cinética, E, das
particulas, havendo pouca dependéncia da diregao Q e do tempo t [49, 50]. Além
disso, a secao de choque macroscopica total, como indicado pelo nome, contabiliza
as probabilidades de todos os possiveis tipos de colisao entre particulas e ntcleos.
Neste texto, sao consideradas apenas as colisoes que resultam em absorcao ou espa-

lhamento, sendo escrito, portanto,
o(r,E) = 04(r,E) + 04(r,E), (2.5)

onde o,(r,E) representa a probabilidade de ocorréncia de absorcao e o4(r,E) a pro-
babilidade de ocorréncia de espalhamento (o subindice a vem do inglés absorption

— absorgao — e o subindice s vem de scattering — espalhamento).

Na sequéncia, é necessério considerar a chamada se¢ao de choque dupla-
mente diferencial, a qual visa descrever a probabilidade de néutrons emergentes de
uma colisdo assumirem determinada dire¢do ou energia [30, 82|. A secdo de choque

duplamente diferencial é definida por
os(r, ¥ E' — QF)=0(,E)f(r,¥E — QEF), (2.6)

onde f(r; ¥ E — Q,E)dQUE representa a probabilidade de emergirem néutrons
em dQdE em torno de (2,F) no caso de néutrons migrando da dire¢ao €2’ com

energia cinética F’ sofrerem colisdo [30, 49, 105].
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Com isso, a contabilizacao dos néutrons que migraram para a regiao
dVdQdFE a partir de todas as diregoes €' e de todas as energias cinéticas F’ é dada

por
{ / / oy (r, ¥ E' — QE)(E)N (1, ,E t)dVdE' | dVdQdEAL, (2.7)
0 S

onde, assim como na Equacao (2.4), vAt é aproximagao de primeira ordem no tempo
da distancia percorrida pelo néutron e S representa a casca esférica unitéria em R?

centrada em r.

Ainda, os néutrons oriundos de fontes internas a regiao dVdS2dE no

intervalo At sao dados por

S(r,Q,E t)dVdQdEAL (2.8)

Dessa forma, a partir das contabilizacoes feitas nas Equagoes (2.4),

(2.7) e (2.8), ao eliminar dVdS2dE, ¢ obtida no instante de tempo ¢ + At a equagao
N(r+ QuAt, Q, E t + At) = N(r,Q,E.t)(1 — o(r,E)vAt)
+ /Oo/sas(r,ﬂ',E’ — QE)u(E")N(r,Q E' t)dQYdE At (2.9)
0
+ S(r,LE )AL,

Na sequéncia, a Equagao (2.9) é reordenada e ambos os lados da mesma

sao divididos por At. Com isso, no limite At — 0, a Equagao (2.9) é reescrita como

%N(r,ﬂ, E t)+ o(r,E)0(E)N(r,Q, E,t)
z/ /as(r,ﬂ’,E’ — QE)u(E")N (v, QY E t)dQVdE' (2.10)
o Js

+ S(r,Q,E ).
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A partir da aplicagao da regra da cadeia [43], é possivel reescrever o

termo diferencial da Equagao (2.10) como

%N(r,Q,E,t) = EN(I‘, Q Et) + %r -VN(r,Q, E,t)
= gN(r,Q,E,t)—i—v-VN(r,Q,E,t) (2.11)
= %N(r, Q Et)+0v2-VN(r,Q, E,t),
o qual pode ser utilizado para reescrever a Equagao (2.10) como
;N(r QE ) +vQ-VN(r,Q, E t)+o(r,E)oN(r,Q, E,t)
/ /05 r,. QY E — QFE)u(E")N(r, QY E t)dYdE' (2.12)
+ S(r, Q2 E ).

No contexto das aplicacoes em transporte de néutrons, é usual reescre-

ver a Equagao (2.12) em termos do fluxo angular de néutrons [30, 82, 105]
¢(I‘,Q,E,t) :U(E)N<I'7Q,E,t>, (213>

0 que resulta em

1; (1, QLE, 1) + Q- Vi(r,Q, B, 1) + o(r,E)i(r, Q, E, 1)
:/ /as(r,ﬂ’,E'—> Q,E)(r, Y, E' 1) dYdE' (2.14)
S
+ S(r,Q,E ).

Nos problemas considerados neste trabalho, bem como em diversas apli-
cagoes relacionadas ao transporte de néutrons [30, 49, 105], o interesse esta centrado
no caso estacionario, no qual nao hé dependéncia sobre a variavel temporal. Assim,

a Equagao (2.14) pode ser simplificada para
Q-VyY((rQ,E)+o(r,E)Y(r,Q, E)
/ / o (0. E — Q,E)b(r, B )dQdE (2.15)
+ S(r, QL F).
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Para a completa descricao do modelo do transporte de néutrons, é ne-
cessaria a especificacao de condi¢oes de contorno. Para isso, s@o impostas restrigoes

nas direc¢oes incidentes da fronteira V' de V' dadas por

@Zj(r’ Qinv E) = wb(gin’ E) + p(I‘)’gD(I‘, Qout’ E)v (2'16)

onde r € 9V, 1, representa o fluxo de particulas prescrito nas diregoes incidentes da
fronteira e p € [0,1] é o coeficiente de reflexdo especular. O termo €2;, representa as
dire¢oes de fluxo incidente na fronteira, isto é, as dire¢oes para as quais €2;, -n < 0,
onde n é um vetor unitario a fronteira 0V, no sentido exterior. Por outro lado, €2,,:
representa as direcoes de fluxo emergente na fronteira, isto é, as direcoes para as
quais €;,-n > 0. E destacado que, nos problemas tipicos do transporte de néutrons,

¢ comum tomar p =0 ou p = 1 (30, 50].

2.2 Aproximacao Multigrupos de Energia

A aproximagcao multigrupos de energia é a técnica mais empregada no
processo de discretizagao da dependéncia energética da equagao de transporte de
néutrons |9, 30, 50, 105]. Para o uso dessa técnica, é necesséaria a identificagdo de
um intervalo, [Ein, Ema:] C [0,00), fora do qual a densidade de particulas migrando
seja negligenciavel. O intervalo [Eyin, Fmaz] €, entdo, dividido em um namero finito
de subintervalos, os chamados grupos de energia. E comum, na literatura [30, 105],
enumerar os grupos de energia de maneira ascendente, a partir do zero, com o
decrescimento da energia. Dessa forma, em um problema onde sao considerados G
grupos de energia, o primeiro grupo de energia ¢ aquele reservado para os valores
mais elevados de energia. Por outro lado, o tltimo grupo de energia se destina para

os menores valores de energia, como pode ser visto na Figura 2.3.
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Figura 2.3: Diagrama da aproximacao multigrupos de energia.

A partir da divisao da dependéncia energética em grupos de energia, é

possivel reescrever a Equagao (2.15) como

Q-VyY(rQFE)+o r,E)w(r QO F)
G B,
Z o,(r,Q E' — Q.E)(r, Y E)dQYdE (2.17)

/:1 l S

Q

+ S(r,Q.F).

Na sequéncia, pode ser deduzido um sistema de equagoes a partir da
Equagcao (2.17). Para isso, é definido o fluxo angular de néutrons do g-ésimo grupo

de energia por meio da expressao

By
hy(r,02) :/ »(r, 2 E)dE, (2.18)

EQ
para g € {1,...,G}. A ideia ¢ integrar a Equagao (2.17) com respeito a variavel

energética em cada um dos subintervalos [E,,E,_1]. Assim, para cada g é obtida

uma equagao da forma

/Egl o(r,E)i(r, Q, B)dE

Q- Vi (r,Q) + | Zp y(r, )
/ U(r,Q, E)dE
Eg
Eg1 By,
/ / os(r,.Q¥,E' — Q.E)dE'dE (2.19)
Ly ’

Wy (v, ) dSY

=Z/

+5,(r,92),

Eq/—l
/  Y(r,Q, E)dE
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onde os denominadores sao simplesmente as defini¢oes de 1), e ¥, respectivamente,
e Sy ¢é definida por
Eg 1
Sy(r,2) = / S(r, Q2 E)dE. (2.20)

Eyq

A fim de simplificar a notagao na Equagao (2.19), s@o introduzidas,

para g € {1,...,G}, a se¢ao de choque macroscopica total do grupo g,

Ey_1
/  o(r,E)Y(r,Q, E)dE

0y (r Q) = “— , (2.21)
/ (. Q, E)dE
Eg
e a secao de choque de espalhamento do grupo ¢’ para o grupo g,
Eg—1 By
/ / os(r, Y E — Q E))(r Q) E)dE'dE
O ,9(r, 2, Q) = = v (2.22)

Ey_,
/ b(r,Q, B)dE'

Eg/

Assim, por meio das Equagoes (2.21) e (2.22), a Equagao (2.19) pode

ser reescrita como

Q- Vi), (r,Q2) + o,(r,Q2),(r, )

G (2.23)
- Z /Us,g/,g(r,ﬂ/,ﬂ)i/}g/(I‘,Q/)dﬂl + Sg(r79>7
g=178

para g € {1,...,G}.

O sistema de equagoes apresentado na Equagao (2.23) é equivalente a
Equagao (2.17), sendo livre, portanto, de aproximagoes adicionais. Contudo, a Equa-
¢ao (2.23) apenas esconde a dependéncia energética nas Equagdes (2.21) e (2.22).
Além disso, a secao macroscopica total do grupo g passa a depender da direcao de
migragao das particulas, uma dificuldade adicional ausente na Equagao (2.15). Uma
aproximagao comum na literatura [50, 105] é a hipotese de separabilidade entre a

energia e a direcao de migracao das particulas. Dessa forma, é suposta a existéncia
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de uma funcao v, dependente apenas da posi¢ao e da energia, e outra funcao f,

dependente apenas da posicao e da direcao, tais que

W(r,QE) = Y(r, E)f(r,Q). (2.24)

Com isso, os termos dependentes da diregao nas Equagoes (2.21) e (2.22)
podem ser cancelados. Assim, a se¢ao de choque macroscopica total do grupo g pode

ser reescrita como

/ " (e E)e(r, B)E

Eyq

o,(r) = (2.25)

/Egl S EVIE

Eq

e a se¢ao de choque de espalhamento do grupo ¢’ para o grupo g toma a forma

Ey 1 Eg/71
/ / o (v VB — Q.E)b(r.E)dE'dE
Ey o

0379/79(1'79/ — Q) = B I_q 3 (226)
/ Y(r, E)dE'
Eg/
sendo, com isso, reescrita a Equagao (2.23) como
Q- Vihy(r,Q) + 04(r)1y(r, 2)
(2.27)

G
=> / s gg(1, Q2 — Q) (r,2)dQY + S, (r,Q).
g=178

Cuidadosa inspegao das Equagoes (2.25) e (2.26) revela ainda que as
mesmas continuam a necessitar do fluxo angular dependente da energia e do co-
nhecimento de func¢do f introduzida na Equacdo (2.24), a qual pode ser bastante
complexa. Nesses casos, é tipica a utilizacao de dados experimentais, usualmente

compilados em grandes bibliotecas [30, 50, 82, 105].

Um caso especial da aproximacao multigrupos de energia ¢ aquele no
qual se considera apenas um grupo de energia, o chamado caso monoenergético.

E tipico nos problemas de transporte monoenergéticos a remocao do subindice g,
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sendo reescrita, com isso, a Equagao (2.27) como

Q- V(. Q) + o(r)d(r, Q) = / oo (r. Y = Qe )Y + SE.Q).  (2.29)
S

Ainda, as condig¢oes de contorno apresentadas na Equagao (2.16) pre-

cisam, também, ser integradas com respeito a energia em cada um dos intervalos

[Ey,Eq4_1]. Assim, sao obtidas como condigdes de contorno da aproximacao multi-

grupos de energia

Vg(r, Qin) = Upg(Qin) + p(r) 10y (1, Lour), (2.29)
parar € 0V ege {1,...,G}.

A seguir, sao feitas uma série de hipéteses com respeito ao meio fisico

a fim de apresentar simplificagoes adicionais para o modelo.

2.3 Equacao de Transporte em Geometria Cartesiana

Mesmo sob a hipotese de estado estacionario e da aproximagao multi-
grupos de energia, ainda existem cinco variaveis independentes na Equagao (2.27),
mostrando-se, este, um problema bastante desafiador do ponto de vista computacio-
nal [82, 105]. Dessa forma, é preciso explorar qualquer propriedade adicional que se
saiba a respeito do espaco de fase, a fim de reduzi-lo a um ntimero menor de varia-
veis independentes. De fato, em grande parte dos codigos computacionais em uso,
sao consideradas apenas uma ou duas dimensoes espaciais e sao exploradas certas
simetrias para reduzir o nimero de varidveis utilizadas para descrever a direcao de
migracao dos néutrons |9, 82, 105]. Neste trabalho, sdo considerados problemas de

transporte em geometrias cartesiana bidimensionais e unidimensionais.
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2.3.1 A Equagao de Transporte em Geometria Cartesiana
Bidimensional

Entre os problemas classicos da teoria de transporte, podem ser en-
contrados aqueles nos quais uma das varidveis, por exemplo z, possui intervalo de
variacao muito maior que as demais, ou mesmo infinito. Dessa forma, uma simpli-
ficagdo comum na literatura [50, 82, 105] é considerar o dominio fisico do problema
infinito com respeito a variavel z. Assim, se assumido que (i) r = [zy 2|7 é tal que
(z,y) € D, com D convexo e limitado; (ii) z € R; (iii) as segoes de choque, as fontes
internas e as condig¢oes de contorno nao dependerem de z; e (iv) o fluxo incidente
prescrito na fronteira for simétrico e uma funcao par de p, entao o fluxo angular
de néutrons sera, também, uma fun¢ao independente de z e par com respeito a
p (30, 82, 105]. Além disso, se suposto que o meio fisico admite apenas espalha-

mento isotrépico, isto é, o, independe da diregao, entao a equacao de transporte de

néutrons pode ser reescrita como

0 0
n%%(%ym,ﬁ) + éa—y%(%ym,ﬁ) + 0 (2,9)0g(7,y,m,8)

G (2.30)
=) / sg,(T:y.1 8 )y (2.1, )dn'dE’ + Sy(x,y.m.8),
g=1"%

onde (z,y) pertence ao interior de D e S’ = {(1,£) € R?*|n* + & < 1}.

A fim de simplificar a notacao, neste trabalho, a partir deste ponto, é
assumido que r = [z y|*, Q = [ &7, Vi, = [0¢,/0x O, /Oy)T e dQ = dnd€ para

rescrever a Equagao (2.30) como

Q- Vihy(r, Q) + 0y (r),(r, €2)

G (2.31)
=y / o g (1,2 = Q) (1, X)dQY + S, (r, Q).
g=1"%

Além disso, no contexto deste trabalho, o conjunto D é um retangulo

no plano, com lados paralelos aos eixos ordenados, isto é, D = [0,X] x [0,Y], para X
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e Y nimeros reais positivos. Ainda, apenas sao considerados problemas monoener-

géticos, aqueles nos quais todas as se¢oes de choque sao independentes da energia e

todas as particulas migram com a mesma energia cinética. Dessa forma, a equagao

de transporte em geometria cartesiana bidimensional é reescrita como [30, 50, 105]
Q- V@Z)(I‘, Q) + O'(I')@Z)(I‘,Q)

(2.32)
_ / 04 (r,8Y = Q) (r,Q)dQ + S(r,Q).
.,

2.3.2 A Equagao de Transporte em Geometria Cartesiana
Unidimensional

Se o dominio fisico do problema puder ser considerado infinito nas va-
ridveis = e y, com z € [0, 7], e, se ainda, as se¢oes de choque, a fonte interna, as
condicoes de contorno forem independentes das varidveis x e y, e, ademais, hou-
ver simetria com respeito ao angulo azimutal, entao a aproximacgao multigrupos de

energia da equacao de transporte de néutrons pode ser reescrita como

0
CPR DR AQUACHD)
G (2.33)
=2 /1 Osq,(2 0 = )by (2,17)dp" + Sy(2,0).
/_1 -

Ainda, a dependéncia entre a variavel espacial, z, e a direcao, u, em
05,49 Pode ser descrita a partir de uma expansao em polinomios de Legendre da

forma [30, 50, 82, 105]

Osg.9(2 0 — ) Zas,g,gl JP(1) Pr(p), (2.34)

onde P, é o [-ésimo polinomio de Legendre. A expansao proposta na Equagao (2.34)

é, entao, truncada em algum nimero natural L, a fim de escrever

Osg.9(2. 0 — ) ng,g,gl JP(1) Pr(pe).- (2.35)
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O nimero L representa o grau de anisotropia do espalhamento e, quando L = 0, é

dito que o meio possui espalhamento isotrépico.

Com isso, a equacao de transporte assume a forma

G L 1 (236)
=Y > Teggi(2)Pp) /_ P Yy (2 ) gt + Sy(2,),

1
para g € {1,...,G}.
Para as aplicagoes consideradas neste trabalho, é conveniente reescrever

o sistema de equacgoes obtido para a aproximacao multigrupos de energia de maneira

vetorial. Com isso, a Equagao (2.36) pode ser reescrita como

M%’J’(WHU(ZW(Z,M)
L 1 (2.37)
=3 R [ PGB + Se0),

onde o vetor de G componentes 1 é definido como

’l,b(Z,LL) = [wl(znu’) ¢2(z7/~b) to ¢G<Z7/“L)]T' (238>

Na Equacao (2.38), o € uma matriz diagonal de ordem G e possui, como
g-ésimo elemento de sua diagonal, a se¢ao de choque total do grupo g. Por sua vez,
paracadal € {1,...,L}, o, ¢ uma matriz de ordem G cujo g-ésimo elemento da ¢'-
ésima linha ¢ a segao de choque o, 4 4;. E, por fim, S é um vetor de G componentes

dado por
S(Znu) = [Sl<'z>ﬂ) ‘5'2('27”) e SG(ZNM)]T' (239)

No préximo capitulo é apresentada uma dedugao para a adjunta da

equacao de transporte de néutrons.
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3 O OPERADOR ADJUNTO DE
TRANSPORTE

Neste capitulo sao apresentadas deducoes heuristicas para a adjunta
da equacao de transporte de néutrons nos contextos do modelo monoenergético em
geometria cartesiana bidimensional, definido na Equagao (2.32) do Capitulo 2, e
da aproximacao multigrupos de energia em geometria cartesiana unidimensional, de

acordo com a Equagao (2.37).

3.1 A Adjunta da Equacao de Transporte em Geometria

Cartesiana Bidimensional

A equacao de transporte monoenergética em geometria cartesiana bi-

dimensional, discutida no Capitulo 2, pode ser escrita como
Ly =S5, (3.1)
sujeita as condicoes de contorno nas dire¢oes de entrada, €2;,,

Y(r, Qi) = p(r,2in) + ph(r, Qow), (3.2)

conforme descrito na Equacdo (2.16). Na Equagao (3.2), a funcdo 1 representa o
fluxo angular de néutrons, S é um termo fonte e £ é o operador de transporte,
definido por

/31/1(1'79) =Q- V?/J(IHQ) + U(r)w<r7ﬂ)

. 1ot 1ot / (33)
os(r, Y E" — Q)(x,Q E)dY,

para (z,y) € D, um conjunto convexo e limitado do plano, e S’ = {(n,£)|n*+&* < 1}.

Dado um operador linear £ e um par de funcoes v e ', integraveis

e suficientemente suaves para que as operagoes fagam sentido, com condig¢oes de
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contorno apropriadas, o operador adjunto de £ é definido como o operador L tal

que
(Lot = (w.LM1) (3.4)

onde (-,-) é o produto interno definido no espago de fase por

(f.9) :/,/Vf(r,ﬂ)g(r,ﬂ)d\/dﬂ. (3.5)

A Equagao (3.4) apresenta uma heuristica para a obtengao do operador
adjunto: (i) multiplicar £ por '; (ii) integrar em r € D e € S’ para obter
<£¢,77/}T>; (iii) realizar as operagoes necessarias a fim de obter <@Z),£T¢T>, onde 1) esté

livre; (iv) utilizar £7" para definir o operador adjunto de L.

Com a finalidade de simplificar a notacao, é utilizada a linearidade do

operador de transporte £, definido na Equagao (3.3), para que o mesmo seja escrito

conforme

L=L~+Ly— L3, (3.6)
onde L, é tal que

'Cll/} =Q- v¢<r79)7 (37)
Lo € definido por

Eﬂb = U(I'W(I‘,Q), (38>
e, por fim, L3 é escrito como

L3) = | o4(r)Y(r,Q2)dsY. (3.9)
S/

O objetivo é a obtencao dos operadores adjuntos de Ly, Lo e L3, de
maneira a formular o operador adjunto de L através da bilinearidade do produto

interno definido na Equagao (3.5).
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Inicialmente, para a determinagao de EI ¢, primeiro, realizada a troca

na ordem de integracao para que se obtenha
A t
(ewt) = [ [ Lol cmavio
= / / Q- Vi (r,Q)yi(r,Q)dVdQ (3.10)
S J D
- [ [ @ Vo) vicina.
D JS

Do calculo vetorial [43], é aplicada a identidade
V- Q) = (V- Q) + (- V)l + (2 V) 2, (3.11)
para reescrever o termo (2 - V) ¢! na Equacio (3.10) como
(- Vo)l =V - (Qyyh) — (- Vo) v, (3.12)
e, por consequéncia, obter
(LyppTy = /D /S (92 VY(r,9)) Yl (r,Q)dQdV
= /D i V- (QY(r, Q)Y (r,Q)) d2dV (3.13)
— /D 3 (- Vi(r,)) ¢(r,)dQav.

Na sequéncia, ¢ utilizado o Teorema da Divergéncia [43] a fim de escre-

ver

/ V- (Q(r, Q) (r,Q)) deV:/ /n-w(r,n)w(r,n)dndn (3.14)
D JS oD J§'

onde m representa o vetor normal ao bordo dV de V, no sentido exterior. Assim,

ao definir o operador adjunto de £; como
Liyh = - Vyi(r,Q), (3.15)

e o funcional

Plpt] = /W /S n - Qb (r, Q)Y (r,Q)dQdr, (3.16)
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¢ possivel, apos trocar, novamente, a ordem das integrais, reescrever a Equagao (3.13)

Cco1mo

<£1¢7¢T> =

= Plf] + /D S/w(r,ﬂ)ﬁw(r,ﬂ)dndv

Pl y'] + /D /S (—Q - Vi(r,Q)) ¢(r,Q)ddV

(3.17)

=Pl + [ [ veocll o
= Plyat) + (v,L16")

Os operadores L5 e o seu adjunto de E; sao idénticos. Tal fato pode

ser verificado ao alterar a ordem do produto dentro das integrais em

(Lo Ty = / / Lo(r, Q)1 (r,2)dV d
// (r, Q)" (r,Q)dV d (3.18)
// Y (r,Q)o(r)y! (r,)dVds.

Se definido o operador adjunto de £, como

Lyt = o)yt (), (3.19)

¢ possivel reescrever a Equagao (3.18) como

(Lol = //¢ (r,Q)o(r)y (r,Q)dVdQ
- / / P (r,Q) LI (r,Q)dVdQ (3.20)
= (v.lyt).
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Finalmente, para que o operador adjunto de L3 seja obtido, é aplicada

a troca na ordem de integragao para escrever

(ea') = [ [ et c)avae

_ /S /D ( /S | as(r)¢(r,Q’)dQ’) O (r,2)dVdQ
_ /S /D D(r, ) ( /S | Us(r)z/)T(r,Q)dQ> AV dsy
_ / /D (e, Q) ( /S | as(r)w(r,n')dsz’) 4V de.

(3.21)

onde, na ultima igualdade da Equagao (3.21), as variaveis mudas Q e €' tém os seus

rotulos alternados.
Se definido o operador adjunto de £3 como
£t = [ owuieae.
a Equagao (3.22) pode ser reescrita como
(L") = /S / /V L3 (r, Q)Y (r,2)dV dQ
= / , /V W(r,Q) Ll (r,.Q)dVdQ
= (v.clyt).

(3.22)

(3.23)

Vale destacar que, conforme estabelecidos pelas Equagoes (3.9) e (3.23),

os operadores L3 e E; sao idénticos, sendo essa relagao valida apenas para o caso

monoenergético [30, 50, 105].
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Por fim, pela bilinearidade do produto interno definido na Equagao (3.5),
é obtida
(L") = (L1 + Lo = La)p") = (L19 + Lot — L,y
= (L") + <£2w,w*> — (Ls9p,yT)

= Pl + (4,£101) + (0,£301) — (,.Lly") 324)
= P[] + (¢, w*+£ o — Lly')
= Py’ + (,(£] + £5 — Lhyh)
= P01 + (,L107),
estabelecendo, com isso, o operador £ por
LTI (r,Q) = —Q - Vi (r,Q) + o(r)y(r,Q)
(3.25)

—/%@Mmﬁﬂwﬂ
o

onde ¢! é o fluxo angular adjunto. E destacado que a relacdo estabelecida na
Equagao (3.24) difere daquela buscada na Equagdo (3.4), uma vez que o termo

P[¢,41], definido na Equagao (3.16), ndo é necessariamente nulo.

Dada uma fonte interna ST, a ser posteriormente definida nas aplicacoes,

a adjunta da equacao de transporte de néutrons é, entao, definida como

Liypt = ST, (3.26)

Adicionalmente, sdo impostas como condi¢oes de contorno da adjunta
da equacgao de transporte uma variagao homogénea das condi¢oes de contorno apre-
sentadas na Equacao (2.16), na qual s@o alternadas as dire¢oes de entrada e saidas

de particulas. Assim, é escrita a equagao

1/}T(r7 Qout) — pr(r7 an) (327)

Tal imposi¢ao permite simplificar o termo P[¢,3'] definido na Equagao (3.16). Para

isso, é preciso destacar que para cada dire¢ao de entrada €2, o seu oposto, —€2, é
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uma direcao de saida. Com isso, inicialmente é separada em uma adicao a integral

sobre as dire¢oes em €2 nas dire¢oes de entrada e saida, conforme
Pl = [ [ n-Qur)u!codoar
ov Js
= / / n - Qi (r,Q)Y (r,Q)dQdl (3.28)
oV JQ2-n<0
+/ / n - Qi (r, Q)Y (r,Q)dQdr,
oV JQ-n>0

onde, devido as hipoteses estabelecidas no Capitulo 2, as diregoes de entrada sao
aquelas nas quais 2 - n < 0, com n vetor unitario normal & dV, e as diregoes de

saida sao tais que €2-n > 0.

Para as direcoes de entrada, é possivel aplicar as condi¢oes de contorno

da equagao de transporte, definidas na Equacao (3.3), para escrever

/ / n - QY (r, Q)Y (r,Q)dQdl = / / n - Qy(r,Q)" (r,0Q)dQdl
oV J Q2-n<0 oV JQ2-n<0 (329>

Q — f(r,0)dQdr.
+p/w/ﬂn b(r, — Q) (r 2)dQdr

n<0

Por outro lado, para as dire¢oes de saida, é possivel utilizar as condig¢oes
de contorno da adjunta da equagao de transporte, definidas na Equagao (3.27), para
escrever

T — T _
/BV/Qn QY (r,Q)y! (r,Q)dQdl = p/av/ﬂn Qu(r Q)i (r, — Q)dQdT. (3.30)

n>0 n>0

A partir da mudanca de variaveis ' = —€Q, é possivel reescrever a

Equagao (3.30) como

Qi (r, Q)Y (r,Q)dQdl = — QY(r, — Q)i (r,Q)ddr. (3.
/8/71 »(r, Q)Y (r,Q)dQdl’ p/av/n )T (r,Q2")dQ'dl. (3.31)

Q-n>0 ’-n<0

A substitui¢ao da Equagao (3.31) na Equagao (3.28) permite reescrever
o termo P[,%7] como

Pl = /a § /ﬂ n - Qi (r,Q) 1 (r,0Q)dQdr . (3.32)

n<0
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Na proxima secao, é obtida a adjunta da equacao de transporte no
contexto da geometria cartesiana unidimensional dependente da energia. Os passos
para a sua obtencao sao essencialmente os mesmos aplicados no caso bidimensional,

com cuidados adicionais em decorréncia da aproximagao multigrupos considerada.

3.2 A Adjunta da Equagao de Transporte em Geometria

Cartesiana Unidimensional

Assim como no caso anterior, a aproximac¢ao multigrupos da equacgao
de transporte em geometria cartesiana unidimensional, conforme desenvolvida no

Capitulo 2, pode ser escrita como
L =8, (3.33)
sujeita as condicoes de contorno nas dire¢oes de entrada

P(0.) = Fr(1) + (0, — p), (3.34)

Tj;(Zv - H’) = fQ(:u) + p2¢(zv#)v (335)

para 1 € (0,1], conforme estabelecido na Equagao (2.16). A fungdo vetorial v

representa o fluxo angular de néutrons

1/)<Zvﬂ) = [wl(znu) ¢2(Zvﬂ) e QpG('z?y’)]T? (336)

onde, para g € {1,...,G}, 1, representa o fluxo angular de néutrons do g-ésimo

grupo de energia, S é um termo fonte dado por

S(Znu’) = [51<Z,M) SQ<Z7/~L) T SG(ZHU“)]T7 (337>

onde Sy é o termo fonte do grupo g.

O operador do transporte £ é definido por
L 1

L4 = g pea) + o (0en) = 3 R [ PGOBERGL  (3:3)

1=0 -1
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para z € [0,Z] e p € [—1,1].

De maneira analoga ao procedimento realizado para a obtenc¢ao da ad-
junta do modelo monoenergético em geometria cartesiana bidimensional, seré con-

siderada uma funcéo v definida por
¥l (zn) = [ (z) Wi(2p) - WG], (3.39)
e sera buscado um operador L' tal que
(LYt = (. LTypT), (3.40)

onde o produto interno (-,-) serd definido de maneira diferente ao do caso bidimen-

sional, conforme [117]

G 1 pZ
) =3 [ [ fematadsn (3.41)

De forma semelhante ao caso bidimensional, o operador L é particio-

nado conforme

L
L=Lr+Ly=) Ly, (3.42)
1=0
onde L, é tal que
0

por sua vez, Lo é definido por

Lotp(z,u) = o (2)(z,u), (3.44)
e, por fim, paral =0,...,L, L3, é da forma
1
Lable) = BW)oa(=) [ P o (3.45)
-1
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Com isso, é possivel obter L'I utilizando trocas nas ordens de integracao

e integragao por partes, conforme

(Lypap’) = Z/ / ( )W ) dzdu
—Z / / (z,40) [ (z,p0) | dzdps

ZE/_ <uw( DN - O/wg Z, < —wT( ,u))dz)du

—i/lﬂwg ENDIEENT) du+2/ ﬂ ,u( u—%(zau))dzdu

— Pl + <w,£1¢’f> ,
(3.46)

onde o funcional P[ap,ap'] é definido por
G 1
P = [ 00000 + vy(Zui(Za] du (347
g=17"1
e EI é o operador adjunto de L, escrito como

Cigp" () = —p5- O (). (3.48)

Assim como no caso bidimensional, o operador E; é idéntico a L5, uma

vez que

G 1 Z
(Lop Ty =3 / 1 / 100 (2)0y (2 )0 (210) sl

G 1 rZ
-3 || vl (349)
= (w.chu').
Com isso, o operador L, é escrito como
LIyl (z,0) = a(2)9" (z.1). (3.50)
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Para | € {0,...,L}, o operador adjunto de L3; requer alguns cuidados
com respeito a ordem dos indices das se¢oes de choque de espalhamento. Assim, é

possivel escrever

M a

<£3¢7¢T>

1

ias,ggg,z(@ /0 ) /_ 11 /_ 11Pl(u) <Pz(u’)¢gf(z,u’))wg(z,u)du’dudz

r—1

ias,gng,z@) /0 ) /_ 11 /_ 11Pz(u’) (Pl(u)w;(z,u))z/zgf(w’)dudu’dz

=1

/_1 /OZ(B<M>/ZG:1 Os.g',91(2) /_11 Pl(ﬁ)%’(Z,ﬂ’)dﬂ’) Wl (2, p)dzdp

1

Q
Il

M a

1

Q
I
Q

M2

!

Q
I
—_

Q

@

/OZ Yy (z,1") (Pl(//) éas,g/,g,l(z) /_11 B(N)wg(z,u)du> d=dyl

!

Q
I
—

IIMQ

/.
1.

A G 1
[ e (B0 Y i) [ RGO i)z
g'=1 B

Q

S

.Llyt),
(3.51)

onde vale destacar que, enquanto o, . ,; € 0 g-ésimo elemento da ¢'-ésima linha da

T

matriz o, 05 441 € 0 g-ésimo elemento da ¢’-ésima linha da matriz transposta o7 ;.

Com isso, o operador adjunto de L3; é escrito como
1
L) = Rl (2) [ PG )i (3.52)

-1

para l € {0,...,L}.

Uma vez encotrados os operadores adjuntos 51, E; e E;ﬂ’, é possivel obter

o operador adjunto de £ por meio da bilinearidade do produto interno definido na
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Equacao (3.41). Com isso,

L
<£¢7¢T> = < <£1 + Ly — Z£3,l> ¢,¢T>
=0
L
= <£1¢ + Lo = £3,1¢,¢*>

=0

L
— (L") + (L) — D (Lo
1=0

L
= Pt + (o) + (wchet) - (weipt) O
1=0
L
= Pyl + <¢,£W + it =) c;,l¢*>
1=0
L
= Plpap] + <w, (d + L5~ Z%) «N>
1=0
= Pl o' + (9.LTpT)
de onde decorre que o operador £ pode ser escrito como
0
LI (z1) = —p-d'(2.0) + o ()9 (2.1)
L (3.54)

=3 PoT(2) / PO )

Dada uma fonte ST, a ser posteriormente escolhida nas aplicacoes, a

adjunta da equacao de transporte de néutrons é, entao, definida como

Lyt = ST, (3.55)

Por fim, sao impostas condi¢oes de contorno para a adjunta da equa-
¢ao de transporte semelhantes aquelas apresentadas nas Equagoes (3.34) e (3.35),

contudo homogéneas e com as direcoes alternadas, conforme

Y10, — 1) = p1p'(0,10), (3.56)

Y (Zp) = pop'(Z, — ). (3.57)

42



Tal imposicao de condigoes de contorno permite a simplificagdo do termo Pi,1)]

definido na Equagao (3.47). Com isso, é possivel escrever

Plap.apt] = Z / ol 0h00) + Fog(00}(Z, — )] . (3.59)

Vale destacar que os operadores adjuntos obtidos nas formulacoes bidi-
mensional e unidimensional sao bastante semelhantes aos operadores originais, fato
este que sugere a extensao dos métodos empregados na resolucao da equagao de

transporte a sua adjunta.

No proximo capitulo, é desenvolvida a solugao ADO-Nodal para o mo-
delo em ordenadas discretas da adjunta da equacgao de transporte de néutrons em

geometria cartesiana bidimensional.
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4 METODO ADO-NODAL PARA A ADJUNTA
DA EQUACAO DE TRANSPORTE

Neste capitulo ¢ feita a dedugao do método ADO-Nodal para a equagao
adjunta & equacao de transporte de néutrons. O modelo considerado é aquele em
geometria cartesiana bidimensional, monoenergético com espalhamento isotrépico,

conforme discutido no Capitulo 3.

De acordo com a Equagao (3.26), a adjunta da equagao de transporte

em geometria cartesiana bidimensional pode ser escrita como

0

0
—ﬁaw(%%ﬁ) - £%¢T(m7y79) + U({L‘,y)@/JT(ZL‘,y,Q)

= o4(zy) | V(2,y,Q)dY + ST(2,y,9),
S/

(4.1)

com (z,y) no interior de D. Neste trabalho, conforme discutido no Capitulo 2, o
conjunto D é um retangulo no plano com lados paralelos aos eixos ordenados, isto

é, D =[0,X] x [0,Y], para X e Y nameros reais positivos.

Adicionalmente, s@o introduzidas as partigdes {0 = x; < 22 < -+ <
Tpy < Tngy1 = Xpe{Y =y >y >+ > yp, > Yp,+1 = 0} dos intervalos [0,X]
e [0,Y], respectivamente. Além disso, é assumido que as se¢oes de choque, o e oy,
sao constantes em cada retangulo D, , = [T4,%q11] X [Yp+1,Yp] em D. Em outras
palavras, para cada p € {1,...,n,} e para cada ¢ € {1,...,n,}, o(z,y) = 0,4 €
0s(2,y) = 05p,4, com (x,y) € D,,, onde 0, , € 05, , S80 constantes que representam,
respectivamente, o valor da secao de choque total e de espalhamento no retangulo
D, ,. A Figura 4.1 exemplifica a configuracao das particoes, conforme a indexacao

estabelecida.

Além disso, em decorréncia da geometria de D, é possivel reescrever as

condigoes de contorno definidas na Equagao (3.27) como

V10,9, Q0u) = P11 (0,y,2in), (4.2)
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(1,1) (1,2)

P o(2,1) (2,2)

(3,1) (3,2)

o
€T

q =

Figura 4.1: Exemplo de configuracao de uma malha com n, =2 e n, = 3.

¢T(Xayagout) = Psz(XﬂU»Qm), (43)

para x = 0 e x = X, isto é, nos extremos da esquerda e nos da direita de D, e

wT(xaovﬂout) = PSQ/JT(%O,Qm); (44)

VN (2Y, Qo) = patt (2,Y, Q). (4.5)

paray =0 ey =Y, ou seja, nos extremos de baixo e nos de cima de D.

Os nameros p1, p2, p3 € ps representam os coeficientes de reflexao espe-
cular, conforme a Equagao (3.27) e sao, neste trabalho, assumidos como constantes

tais que p; € [0,1], para i € {1,2,34}.

Por fim, embora as secoes de choque possam ser descontinuas na in-
terface entre regioes distintas de D, o nimero esperado de néutrons nao pode ser
alterado por simplesmente cruzar a interface entre duas regioes com diferentes pro-
priedades fisicas. Dessa forma, é imposta a continuidade do fluxo angular adjunto

nas interfaces.
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Na proxima secao, sao utilizadas integrais nas variaveis x e y para que
sejam obtidas equagoes para os fluxos médios em cada uma das regioes D, , do

dominio D.

4.1 Equacoes para os Fluxos Médios Locais

Nesta secao, sao estabelecidas as equagoes para os fluxos médios da
Equagao (4.1) para cada uma das regides D, ,. Para isso, é, primeiro, assumida a
aproximagcao em ordenadas discretas da Equagao (4.1), de forma a escrever [30, 82,

105]

0 0
_7]m%1/1;761(%%977@)—éma—ng,,q(x,y,ﬂm) + Jp’qqﬁ;,q(x’y?Qm) —

M (4.6)
Ts,p.q Z wn¢;,q(xay79n) + S}Z,q(m>yaﬂm>a
n=1
para m € {1,...,M}, onde w;q e S;q representam, respectivamente, as restrigoes

do fluxo angular adjunto e do termo fonte ST a regido D, .

Cada um dos pares €, = (9, &m) representa a projecao de um noé da
conhecida quadratura L)y no plano nO¢ e w,, é o respectivo peso associado ao nd
[82, 105]. Com o uso de tal regra de quadratura, o ntmero total M de ordenadas
discretas consideradas é dado pela relagdio M = N(N + 2)/2 [82]. Para o célculo
dos fluxos médios, sao considerados dois ordenamentos para os nos e para os pesos

da quadratura L@y, um para a direcao y e outro para a x.

4.1.1 Equagoes para os Fluxos Médios na Variavel y

Para a obtencao das equagoes do fluxo médio na variavel y, é conside-

rado o seguinte ordenamento para as dire¢oes da regra de quadratura [21]:

e Param =1,...,M/4, dire¢bes nas quais n,,, > 0 e &,, > 0;
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e Param = M/4+1,... M/2, dire¢des nas quais 17,, > 0 e &, < 0;
e Param = M/2+1,...,3M/4, diregdes nas quais n,, < 0 e §,, > 0;

e Param =3M/4+1,... M, dire¢oes nas quais 1, < 0 e &, < 0.

A Figura 4.2 apresenta o ordenamento da quadratura para M = 12.

Figura 4.2: Ordenamento da regra de quadratura para os fluxos médios na variavel
Y.

Ao considerar o ordenamento escolhido, é possivel reescrever a Equa-
¢ao (4.6) como [21]
0 T T
—ﬁma—x¢p,q($ay;9m) + Up,qu,q<x>y79m)
M/2

— Ospgq Z Wp, W},,q(%y,ﬁn) + ¢;q($,y,ﬂn+M/2)} (47)
n=1

0
= fma_yw;,q(xvy)ﬂm) + S;q(ajayaﬂm)?
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2/} ( 7y7 m+M/2) + Up q¢pq<x y7Qm+M/2)
M/2
~ Ospa Z Wn wpq Y, n) + w;,q(xvyaﬂn+M/2):| (48)

:gm TP ( z,Y, m+M/2)+S ( >yuﬂm>7

para m € {1,...,M/2}. E destacada aqui a utilizacdo do fato de que &,, = EmtM/2,
conforme pode ser verificado na Figura 4.2, para manter as Equagoes (4.7) e (4.8)

consistentes com a Equagao (4.6).

O fluxo médio com respeito & varidvel y na regiao D, , ¢ definido por

meio de

1 [
w;7P7Q<x7Qm) = h / w;,q(x>y>ﬂm)dya (49)
P4 J Yp+1

parap € {1,... n,}, g€ {l,... n,} eme {l,...,M}, onde hy,, é¢ o comprimento

do intervalo [y,+1,Yp), isto &,

hypa = Yp = Yp+1- (4.10)

Na sequéncia, as Equagoes (4.7) e (4.8) sdo integradas com respeito
a variavel y no intervalo [y,41,y,], multiplicadas por 1/h,,,, e, por fim, apds a
aplicacao do teorema fundamental do célculo no termo com a derivada parcial em

y, ¢ obtido o sistema de equagoes

—77m—¢ypq(9579 ) +0—PQ¢ypq(I79m)
M2 (4.11)
~ Ospg Z Wn [w;p,q(%Q”) + wg,p,q(x’QWrM/?)} Ssz q( m)

n=1

d
nm%w;,p,q<x7ﬂm+M/2) + O-p,qw;p,q(x79m+M/2)
a2 (4.12)
— Ospyq Z Wn, wyp q n) + w;p,q(x79n+M/2)] = S;,p,q(xaﬂm+M/2)>
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onde S! ¢ tal que

Y09
Em
S;pq($79m) - W;,,q(%ypaﬂm) - 1/);,q($ayp+1,ﬂm)} + S;(Z‘,Qm), (413>
Y.0,q
com
SH(@, / 2,1y, Q) dy. (4.14)
Y,P,q JYyp+1

E importante destacar a dependéncia das Equacoes (4.11) e (4.12) sobre
o fluxo angular (ndo médio) nas fronteiras y = y,4+1 € ¥y = y, do dominio, conforme
observado na Equagao (4.13). Os termos 1} (2,5, Qm) € ¥} (2,4p41,2m), na Equa-
¢ao (4.13), sdo os chamados termos de fuga transversal em y. Tais termos sao aqui
tratados como parte da fonte de particulas das Equagoes (4.11) e (4.12), contudo

sao desconhecidos, e carecem de hipoteses adicionais para o seu tratamento.

4.1.2 Equacgoes para os Fluxos Médios na Variavel x

De maneira semelhante, para a obtencao das equagoes do fluxo médio
na variavel x, também é considerado um ordenamento especial para as direcoes da
regra de quadratura. O ordenamento proposto para o fluxo médio na variavel x é

distinto do caso anterior, a saber [21]:

e Param =1,...,M/4, dire¢bes nas quais n,, > 0 e &,, > 0;

Para m = M/4+1,... ,M/2, dire¢oes nas quais 1,, < 0 e &,, > 0;

Para m = M /2 +1,...,3M /4, dire¢oes nas quais 1,, > 0 e &,, < 0;

Para m = 3M/4 4+ 1,... ,M, diregdes nas quais 7, < 0 e &,, < 0.

A Figura 4.3 apresenta o ordenamento da quadratura para M = 12.

O fluxo médio na variavel « na regiao D, , do dominio ¢ escrito como

Tq+1

1
wl,p,q<y79m) = n

m?p’q

Vb (2,9, Q) da, (4.15)
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Figura 4.3: Ordenamento da regra de quadratura para os fluxos médios na variavel
x.

para m € {1,...,M}, onde h,,, é o comprimento do intervalo [z,,z,+1], isto &,

hypg = Tqr1 — Zq4. (4.16)

Através do novo ordenamento estabelecido, é possivel proceder de ma-
neira analoga ao que foi feito para a obtengao das Equagoes (4.11) e (4.12) para,

com isso, escrever [21]

d
_gmd_y¢l,p,q(y79 ) + Op, qqzbg;pq(yaﬂ )
M2 (4.17)
— Oy Z wa (W5 o0 20) + 00 (1 Qniargo)] = ST, (4. 2m),

gm ¢IPQ<y’Qm+M/2) + 0y, qwqu(z%ﬂm—i-M/Q)
M/2 (4.18)
— Ospygq Z Wn, 1/%;; q Y, n) + ¢l,p,q(y7QH+M/2>:| - Sl,p,q<y79m+M/2>;

onde

S:J[‘pq( Q'm): Im [¢;q<xq+1>y> ) wpq(xq?yﬁ )]_'_Sa];(y?Qm)? (419)

hx7p7q
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param € {1,...,M}, com

1 Tg+1
S = [ Shyew Qe (4.20)
Ppg zq ’

Assim como na Equagao (4.13), a Equacao (4.19) contém os chama-
dos termos de fuga transversal, no entanto, na variavel z, os quais também sao
tratados como parte da fonte de particulas das Equagoes (4.17) e (4.18), embora

desconhecidos.

4.2 Solugoes Homogéneas para as Equacgoes dos Fluxos

Meédios Locais

As Equagoes (4.11), (4.12), (4.17) e (4.18) s@o lineares e, portanto, é
possivel escrever a solucao destas como uma superposicao da solucao das suas solu-
¢oes homogeéneas com solugoes particulares. Assim, nesta se¢ao, serao estabelecidas
as solucoes para as versoes homogéneas das equagoes dos fluxos médios obtidas na
se¢ao anterior. Para isso, é lembrado que os termos de fuga transversal sao con-
siderados como parte da fonte das Equagoes (4.13) e (4.19), sendo posteriormente

tratados quando forem necessérias as solugoes particulares.

4.2.1 Solucao Homogénea para as Equagoes dos Fluxos Médios Locais
em y

Inicialmente, sao consideradas as versoes homogéneas das equagoes dos
fluxos médios locais na variavel y, apresentadas nas Equagoes (4.11) e (4.12). Ade-
mais, em decorréncia dos procedimentos aqui aplicados serem idénticos para quais-

quer subindices p e g, os mesmos sao suprimidos. Com isso, as equagoes homogéneas
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sao escritas na forma

d
_nm%w;h(xjﬂm) + Uw;h(%ﬂm)

M2 (4.21)
— Oy an [¢;,h($aﬂn) + ?ﬂ;h(%ﬂmwz) = 07

n=1

d
TIm @z@h (2, Qi 012) + Uw;,h($,9m+M/2)

M/2 (4.22)
— Os Z Wn [¢;,h(x79n) + w;h@yﬂmM/?)] =0,

n=1
para x € (x,,r;) arbitrario. Além disso, a fungao 1/); , Tepresenta a solugao homoge-
nea do fluxo adjunto médio na variavel y. E, ainda, as se¢oes de choque o e o sao

constantes para = € (4,%p).

Na sequéncia, sdo buscadas solugoes espectrais para as Equagoes (4.21)

e (4.22) na forma
V(@) = &y (v, )™, (4.23)

param € {1,..., M} ex € (z4,2), onde v e ¢, (v,£2,,) representam, respectivamente,

uma constante de separacao e uma autofuncao ainda a serem determinadas.

A substituicao da Equagao (4.23) nas Equagoes (4.21) e (4.22) tem
como consequéncia, apés algumas simplificagoes, o sistema de equagoes algébricas

M2

(0 + 777’") Oy (V) — 0 an (%(V’Qn) + ¢y(V7Qn+M/2)) =0, (4.24)

n=1

M2
<U a 7777”> Oy (VS srij2) = 0 Z wn (¢y (1, 0) + &y (1, Quyarj2)) =0, (4.25)

n=1
param € {1,...,M/2}.
Para o préximo passo, é conveniente definir a soma
Uy(v,. Q) = ¢y (v, 82) + &y (V. Qini11/2), (4.26)
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e a diferenca
‘/Z/(V?Qm) = (;ﬁy(]/,ﬂm) - (by(Vva-i-M/Q)v (427>
das autofungoes ¢(v,82n,) e ¢(v, Q1 01/2) [21].

Com isso, ao somar a Equagao (4.24) com a Equagao (4.25), é escrita

a expressao

M2
nijy(V,Qm) +oUy(v,Q2,) = 20, Z w, Uy (v,£2,,), (4.28)
n=1
de onde, ao isolar V,(v.£2,,), é obtida
vo 2vo il
V, (1, Q) = —n—Uy(u,Qm) o 2w Uy (v,82). (4.29)
m m n=1

Ao subtrair a Equagao (4.25) da Equacao (4.24), é possivel proceder de

maneira semelhante ao que foi feito na Equagao (4.28) a fim de escrever

%nUy(y,Qm) + oV, (1, ) = 0, (4.30)
de onde decorre que
Nim
V,(v, Q) = —EUy(y,Qm). (4.31)

Ao remover V,(v,8),,) nas Equacoes (4.29) e (4.31) é, entdo, obtida

M/2

o? 200, 1
n—QUy(u,Qm) — =) w Uy (v Q) = Uy (v Cm), (4.32)
m m p=1

para m € {1,...,M/2}.

Algumas defini¢bes sdo necessarias para os proximos passos [21]. Dessa

forma, U,(v) é um vetor de M /2 componentes escrito como

T

U,(v) = [Uy(v, ) Uy(v, ) -+ Uy(v,Qn)2)] (4.33)
Além disso, s@o introduzidas as matrizes de ordem M /2
o2
Dy:diag(-~-,n—2,---), (4.34)
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Ay = (Aymn), (4.35)

cujas componentes, A, , ,, sao dadas por

2w, 00

772

(4.36)

Ay,m,n =

Por meio das definigoes feitas nas Equagoes (4.33), (4.34) e (4.35), é
possivel reescrever a Equacao (4.32) de maneira vetorial, obtendo, com isso, o pro-

blema de autovalores e autovetores
(Dy — Ay) Uy(A) = AU, (M), (4.37)

1
onde o autovalor A é tal que A = —.
v

Uma vez obtido um autovalor A e um autovetor U, é possivel calcular

autofuncoes ¢, (v,82,) € ¢y (v, 21 11/2) por meio das relagoes

_ Uy(Van> + %(V79m> _ 1 Tim
¢y(Van) - 9 == 5 <1 — 2(7_y> Uy(l/,ﬂm), (438)
(§]
U,(v,Qn) —V,(v,,) 1 .
¢y(V7Qm+M/2) = 9 £ = 5 < + %> Uy<l/,ﬂm), (439)

para m € {1,...,M/2}, onde a Equacao (4.31) foi utilizada para escrever V,(v,Q2,,)
em funcao de U, (v,£2,,).

E preciso destacar que, devido & definicdo dos autovalores na Equa-
gao (4.37), as constantes de separagao sao obtidas em pares v e —v. Além disso, a
substituigdo de —v na Equagao (4.38) tem como consequéncia uma relagdo muito

util entre as autofuncoes, a saber,

o (-v) = 5 (1= 22 ) U (-v )

1 Nm
=3 (1 + %> Uy(v,24) = ¢y (V,Qmsn2),

a propria Equac@o (4.39), uma vez que U,(—v,82,,) = U,(v,£2,,), novamente em

(4.40)

decorréncia da Equagao (4.37).
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Por fim, dado um conjunto completo de autovalores \;, para j €
{1,...,M/2}, sao obtidos pares de constantes de separagdo *v;. Com isso, as
solugoes homogéneas das Equagoes (4.21) e (4.22) podem ser escritas como uma

combinagcao linear das autofuncao, isto é,

M/2
Qm) = Z{Ajgby(yj’ﬂm)e—(w—xa)/yj
h (4.41)
+ A]+M/2¢y(yj7Qm+M/2)e—(xb—x)/VJ }’
e
M/2
¢;,h<x79m+M/2) = Z{Aj¢y(yj7Qm+M/2)€_(m_xa)/Vj

B (4.42)

+ Ajpaaaty (v, e
para m € {1,...,M/2} e © € (x4,75), onde a Equacao (4.40) foi utilizada para
simplificar a formulagao. Além disso, com o objetivo de evitar possiveis problemas
de overflow numérico no posterior célculo das exponenciais nas Equagoes (4.41)

e (4.42), as mesmas foram transladadas [14].

4.2.2 Solucao Homogénea para as Equagoes dos Fluxos Médios Locais
em

O processo para a obtengao da solucao da versao homogénea das equa-
¢oes dos fluxos médios locais na variavel z, Equagoes (4.17) e (4.18), é analogo ao
que foi feito para os fluxos médios locais na variavel y. Dessa maneira, para uma

regiao arbitraria do dominio, com y € (y,,yp), sS40 escritas

M/2
)/
xh yv {Bj(bm ’yj, —(y=ya) /s
Z (4.43)
+ Bj+M/2¢:B<fyj7Qm+M/2)€7(yb7y)/7j },
e
M/2
wl,h<yvﬂm+M/2) = Z{qubx(fyj,Qm+M/2)€*(y*ya)/w
=t (4.44)

+ Biparyada(7,Qm)e” 00},
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param € {1,... ., M/2} e y € (Ya,Up)-

Para a obtengao das autofungbes nas Equagoes (4.43) e (4.44), sao

calculadas
1 Em
e
1 Em

param € {1,...,M/2}.

As constantes de separagao 7y e autovetores U, (7,2, ) nas Equagoes (4.45)

e (4.46) s@o provenientes do problema de autovalores
(D, — A,) U, (N) = AU (N), (4.47)
1 .
com A = —, onde o vetor de M /2 componentes U, é dado por
v

U.(7) = [Us(7, %) Ua(7. ) -+ Un(3,00)] ", (4.48)

e as matrizes D, e A,, de ordem M /2, sdo definidas por

. o?
Dx:dlag(~~~,§—2,~~), (4.49)
€
Aac = (Aac,m,n)y (450)
com Componentes
2W,,0:04
Az,m,n = 52 . (451)

Na proxima secao sao introduzidas as solugoes gerais para as equagoes
dos fluxos médios locais nas variaveis x e y, bem como um sistema de equagoes
lineares a ser resolvido para a obtencao da solugao ADO-Nodal para a adjunta da

equacao do transporte de néutrons.

o6



4.3 Solugoes ADO-Nodal para as Equacoes dos Fluxos

Meédios Locais

Nesta secao sera estabelecido um sistema de equagoes lineares para a
obtengao dos fluxos médios locais nas variaveis x e y. Para isso, é preciso realizar

o adequado tratamento dos termos de fuga transversal que aparecem nas Equa-

coes (4.11), (4.12), (4.17) e (4.18).

Neste trabalho, sao consideradas aproximacoes constantes em cada re-
giao D, ,, comp € {1,....n,} e g€ {1,...,n,}, e diregdo m € {1,...,M}, para os
termos de fuga transversal. Aproximagoes polinomiais de ordens mais elevadas nao
trouxeram beneficios compativeis com a dificuldade adicional encontrada no equa-
cionamento, além do relevante acréscimo no tempo computacional [19, 21]. Além
disso, os termos de fuga transversal sdo apenas parte das Equagoes (4.11), (4.12),
(4.17) e (4.18); elas possuem, também, termos referentes a fonte interna de parti-
culas. Aqui, sao consideradas apenas fontes constantes no interior de cada regiao,
portanto sao, também, supostas solucoes particulares constantes para as equagoes

dos fluxos médios locais.

Adicionalmente, o equacionamento necessario para a obtencao do sis-
tema de equagoes a ser resolvido é longo e requer certos cuidados com respeito aos
termos de fuga transversais, pois estes acoplam os fluxos médios locais nas variéveis
x ey, sendo, com isso, necesséria a adequada conversao das equagoes entre os dois or-
denamentos da regra de quadratura. Assim, é conveniente dividir o equacionamento

nos seguintes casos

(i) Solugodes particulares para os fluxos médios locais:

(a) Em regides que nédo incluem o contorno;

(b) Em regioes que incluem o contorno.

o7



(ii) Condigoes de contorno para os fluxos médios locais;
(iii) Requisitos de continuidade dos fluxos médios locais.
Tendo em vista a discussao do inicio desta sec¢ao, sao propostas, para

cada regiao D, ,, com p € {1,...,n,} e ¢ € {1,... ,n,}, solucdes particulares cons-

tantes para as Equagdes (4.11), (4.12), (4.17) e (4.18). Assim, sdo assumidas

V) (1. m) = K51, (4.52)

Ol oY, ) = WhA, (4.53)

para m € {1,...,M}.

Pelo principio da superposic¢ao, soluges gerais para as Equagoes (4.11)

e (4.12) sao escritas por meio das Equagoes (4.41), (4.42) e (4.52) como

M)/2
pq
¢ {qu¢p e (x—zq)/
v Z " (4.54)
x —z) /P N
+ A 2Py ni2€ (Fart =0T 4 K,
e
M)/2
x—x4) /P
W,p (02 01/2) Z{AP q¢p7]7m+M/26 (e=ea)ly;
= (4.55)
—(zqr1—x) /DY
A?—EM/Q p73m6 (zg11—2) /vt }+K£LiM/2’
para os fluxos médios locais na variavel y, nas diregdes m € {1,...,M/2}, com

= Oyp.q(Vjp.g:Sm), conforme definicdo nas Equacoes (4.38) e (4.39).

7‘7m

Analogamente, sao utilizadas as Equagoes (4.43), (4.44) e (4.53) para
escrever solugoes gerais para as Equagoes (4.17) e (4.18) na forma

M2

w]i y’ {qu(b{ e e~ (W=yp+1 )5
T,p,q Z .7, (4.56)

p.q
+B +M/2¢ .7, m—l—M/Ze ~emwy } + W;:Lq?
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M/2
_ p.q
¢T,pq(y79m+M/2 Z{qu¢p,],m+M/26 (y yp+1)/’YJ
= (4.57)
BffM/g igm e~ (Wa— y) /5 }+ +M/27
para os fluxos médios locais na variavel z, com m € {1,... ,M/2}, onde ¢?? =

x,j,m

D (Vipa:S¥m), de acordo com as Equacoes (4.45) e (4.46).

A substitui¢ao da Equagao (4.52) nas Equagoes (4.11) e (4.12) permite
verificar que as solugoes particulares para o fluxo médio local em y devem satisfazer

o sistema de equagoes

M
Dyq § P.q — Qf
UP QK US,P#] wnKn - Sy,p,q
n=1

(4.58)
§m
(¢ ( aypa ) ¢;7q(xayp+17ﬂm)) )
hy:p q
param € {1,...,M}, onde foi utilizado o fato de que wy, = Wygrr/2 € &m = Emprrya.

Os termos de fuga transversal w;q(a:,yp,ﬂm) e w;q(:v,ypﬂ,ﬂm) sao des-
conhecidos. Neste trabalho, sao consideradas aproximagcoes constantes da forma
@D;’q(:ﬁ,yp,ﬂm) = Cpgq € 1/1;’q(x,yp+1,9m) = D, Dara estes termos, de onde de-

corre que, ao integrar para = € [T,,Zq+1],

lpl,p,q(yp?Qm) - Cﬁl’,q7 (459>

na parte superior da regiao D, ,, e

77bl,p,q(yp-‘r1752771) = Dfr;qa (460>

na parte inferior da regido D, ,, com m € {1,... ,M}.

E preciso destacar que as Equacdes (4.59) e (4.60) utilizam o ordena-
mento do fluxo integrado em z, enquanto a Equagao (4.58) utiliza o ordenamento
do fluxo integrado em y, nao sendo possivel, portanto, a direta substituicao. Para
que isso seja contornado, é preciso determinar os indices equivalentes em cada um

dos ordenamentos. Tais equivaléncias sao dadas por
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e m € {1,...,M/4} no ordenamento y equivale a m € {1,...,M/4} no

ordenamento z;

em € {M/4+1,...,M/2} no ordenamento y equivale a m € {M/2 +

.,3M/4} no ordenamento x;

e me {M/2+1,...,3M/4} no ordenamento y equivale a m € {M/4 +

1,...,M/2} no ordenamento z;

e m € {3M/4+1,...,M} no ordenamento y equivale a m € {3M/4 +

1,...,M} no ordenamento x.

Nas regioes D, , que nao pertencem & fronteira do dominio, isto &,
naquelas para as quais p € {2,...,n, — 1} e g € {2,...,n, — 1}, é possivel reescrever
a Equacao (4.58) como

Op gt — Us,pqzw"qu h —— (Ch? — Dh) = S

Y,p,q’
Y,p,q

(4.61)

M
Em :
Tp, quni]l—M/4 Us,p,qzwn—Kﬁ’q + A ( iLiM/Q Ds;iM/Q) = S;’p’q, (4.62)

n=1 Y,0,q
S b
D4 _ p,q _ _Sm 0,9 D,q _ of
T a8 sy = Tpa D w5 = 2 (00 = DL ) = S (463)
n=1 Y,p,q

e, por fim,

m
O n1/0 — as,pqzwnwwh (€t angs = Digaiss) = Sl (4:69)

n=1 Y,p,q

para m € {1,...,M/4}.

Dessa forma, a substituicao das expansoes em autofungoes dadas pelas
Equagoes (4.56) e (4.57) no lado esquerdo das Equagoes (4.59) e (4.60) para posterior
substitui¢do das equagOes resultantes no lado direito das Equagoes (4.61), (4.62),
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(4.63) e (4.64) gera o sistema de equagoes

Em
Z —(Wp—yp+1)/7;? —1 :C “ mB§7 a4 ¢I “ m+M/2B§)-£M/2

j=1 e N (4.65)
+ Z (O-p’q(sm’n - 037p7qwn) Kg,q - S?:r/:p,q’
n=1
M/2 ¢
m —(y,— P:q , )
Z o {e (Yp—yp+1)/7] " _ } {¢£ tjz m+M/2Bp q i,?,mefM/Q}
j=1 9P . (4.66)
+ Z (Up7q5m+M/4,n - O'Svpvqwn) Kqu - S;p,q’
n=1
2
Em

(g — P.q
{6 )57 1} { O gmenjaBs” + ¢p]m+3M/4B§)-EM/2}
i— Y.p,q
=t (4.67)

M
E _ Pq — Qf

+ (Up,q5m+M/2,n 057p,qwn> Kn - Sy,p,q7
n=1

[ (Yp—yp+1)/75? 1} {¢p3’m+3M/4 Bf 4 pg e Bf JfM/Z}

Y,pq

Ny (4.68)
+ Z <0p7q5m+3M/47n - Us,pvqwn) Kyt = S;,p,q’

n=1

para m € {1,...,M/4}, onde J,,, ¢ o delta de Kronecker.

De forma semelhante ao que foi feito na Equacao (4.58), as solugoes

particulares para o fluxo médio local em x satisfazem o sistema de equagoes

M
Dq E p.qg — Cf
O'p’qu O-S:p»q wan - Sx,p,q

n=1 (4.69)
TIm
+ hmpq (¢;q(‘rq+17y> ) wpq(x(ﬁy7 )) ;
param € {1,...,M} apos a substitui¢do das hipdteses de solugoes particulares para

o fluxo médio local em y nas Equagoes (4.11) e (4.12), onde foi utilizado o fato de

qUe Wy, = Wit M/2 € N = Nt M/2-
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Adicionalmente, se os termos de fuga transversal presentes na Equa-
¢ao (4.19) forem, também, considerados constantes, isto é, w;q(l‘qﬂ,y,ﬂm) = kP4
e ;’q(xq,y,ﬂm) = FP1 decorre que, ao integrar para y € [yp4+1,Y,], s80 obtidas as
equacoes

sz/m,q(qurl;Qm) = B, (4.70)

na parte direita de D, 4, e

77b?j,p,q(m(ﬁﬂm) = F7, (4.71)

na parte esquerda de D, ,, param € {1,... ,M}.

Assim como no caso anterior, é preciso adequar o ordenamento dos
indices considerados nas Equagoes (4.70) e (4.71), do fluxo integrado em y, com os

indices da Equagao (4.69), do fluxo integrado em z.

Com isso, ao considerar apenas regioes que nao incluem a fronteira,
ap6s manipulacoes algébricas analogas aquelas utilizadas para a obtencao das Equa-

goes (4.65), (4.66), (4.67) e (4.68), & obtido o sistema de equagoes

M/2
TIm —(zgr1—3q) /00 p.g AP D,q p,q
h . {e R — 1] {_¢y7]}mAj + y7j7m+M/2Aj+M/2}
j=1 """
y (4.72)
T Z (Upaq(sm,n - Usvp,qwn) Wit = Sl,pﬁq’
n=1
M/2 .
m —(xgr1—zq) /0 D,q D,q Pad AP

Zh pq|:e q+1—%q)/Vj —1:|{ y,j,erM/QAj _¢y,j,mAj+M/2}

j=1 "
. (4.73)

T Z <Upﬁq5m+M/4,n - Usyp,qwn> Wit = Sl,pﬁq’

n=1

M/2

Z Mm —(zqp1—z) /v _ 1| ) _ 4P AP 4 P AP

hopa € y,gym4M /a4t y,gmA3M /44t M /2

j=1 0P

y (4.74)
T Z (0P7q5m+M/2,n - Us,p,qwn> Wit = Sl,pﬁq’

n=1
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M/2
>
j=1 h:L‘,p,q

—(zgt1—zq) V0T _ D,q P4 1Dq D,q
[e ! 1 ¢y,jJnJr3J\4/4Aj y7j7m+M/4Aj+M/2

N (4.75)

E _ p,q — Qf
- (Upvq5m+3M/4,n Us,P»qw")W" _Sﬂﬁap,q’

n=1

param € {1,... ,M/4}.

Até o momento foram obtidas equagdes para as solugoes particulares
em todas as regidoes que nao envolvem o contorno do problema. Para as regioes
que estao em contato com a fronteira do problema, os termos de fuga transversal
nao sao totalmente desconhecidos. De fato, as condigoes de contorno da adjunta da
equacao do transporte sao aplicadas sempre que o termo de fuga transversal envolver

as diregoes de saida do dominio.

Com isso, as condigoes de contorno a esquerda e a direita do dominio,

dadas pelas Equacoes (4.2) e (4.3), sdo integradas para y € [yp11,4p], com p €

{1,...,n,}, para que sejam obtidos os fluxos médios na variavel y
U 1 (21 Qninrg) = prd) 1 (21,Q), (4.76)
e
w;,p,nz (xng;Jrl?Qm) = pr;p’nz (xnz+1,ﬂm+M/2), (477)

para m € {1,...,M/2}. Para q € {1,...,n,}, as condi¢goes de contorno abaixo
e acima do dominio, dadas pelas Equagoes (4.4) e (4.5), sdo integradas para = €

[4,24+1] Para que se obtenha

wl,an (ynerl 7Qm+M/2) = p3wl7ny7q (ynerl aﬂm); (478>

¢l717Q<y17ﬂm) = p4¢l,1,q(yl»gm+M/2)a (479)

param € {1,...,M/2}.
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Para p = 1 e g € {1,...,n,}, as hipoteses feitas na Equagao (4.59)

aliadas as condigoes de contorno da Equagao (4.79) originam

l,g _
C q_p40 m+M/2

(4.80)

param € {1,...,M/2}, de onde sdo obtidas as Mn, equagdes nas 3Mn, incognitas

Bla K14 o Wla

/2
Em

le hy717q

— L,q
{[(b v = PAOL gy T ]B;»q
1, .
" [¢I;}m+M/2€ )i — P4 ¢ .3, m:| BJ—EM/Q}

M
g 1v
_I_ <0—17q5m7n - Osvlvqwn) Kn I

n=1
§m

hqu

—(y— 1a 1, 1, , 1,
Z h [ - 1} {(Z5 G5 - &5 mBng/z}
y:1.q

b 1 J— T
<W1q p4W +M/2> - Sy,l,q’

M
1, _ qf
+ E :(017q5m+M/47n - 0871,qwn) Kyt = Sy,lvq’

n=1

2 Ts

1
—(m—yz)/%’ﬂ RBha
J
J— y) 7q

1’
{ [ :vj m+M/4 p4¢$,(jl',m+3M/4e
1, - La 1,
4 [(25 3 304 —(y1—y2)/7;° — P4 ,],m+M/4] BJ-EM/Q}

M
17
+ E (Ul,q5m+M/2,n - Us,l,qwn) an

n=1

gm 1, 1 t
(Wm—q&—M/4 Wmf]i-3M/4) = Sy,l,qv

hy,l,q

fm i 1, 1, 1, 1,
Z hyiq S 1 ¢x§vm+3M/4Bj T- ¢:Jc3',m+M/4ijM/2
]:1 sdy

M

+ Z (Ul,q5m+3M/4,n - Us,l,qwn> Kl ‘= S;, 1,9

n=1
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param € {1,...,M/4}.

Na sequéncia, quando p = n, e ¢ € {1,...,n,}, é utilizada a Equa-

¢ao (4.60) e as condigoes de contorno da Equagao (4.79) para escrever

Dyis = p3Dpr, (4.85)

para m € {1,...,M/2}, de onde sdo obtidas adicionais Mn, equagoes nas 3Mn,

. . . Ny, Ny, Ny,
incognitas Bny'?, Kp2'? e Wt

M/2 5
m ~Yny—Yny+1)/7; 0" Ny, g Nyq ny,q B
o q|:€ Yny —Yny+1 'YJ ]_:|{ QSI?{]mB]y +§bxy]m+M/2 ]_III_M/Q}
=t Ny (4.86)
3 (Gunat = a2 = S
n=1
M/2 5
m |:¢ny7q e (yny_yny+l)/7?y gbnyrq ] ny7q
GomAM/2 — P3P,
j=1 y,nyyq{ gt / whm
ny,q T1y,q ny —Yn " ony.g
+ |:¢x,y],m _ p3¢xy] m+M/26 —(yny—y y+1)/’yj ] B]—iy-M/Q}
§ (4.87)
+ Z (Uny,q5m+M/4,n — Us,ny,qwn) Kgyvq
n=1
Em Wt W) = §f
+ hyn . m+M/2 P3VWVom YyNy,q?
210y
M2 ¢
m —(Yny —Yn Y4 Ty,q Ny,q ny,q Ny,q
Z P {6 Wny =ty +1)/757 1} { Gpltminaa B+ ¢xl},m+3M/4BjiM/2}
Jj=1 Y
M
+ Z (Jny7q5m+M/2,n - Us,ny,qwn) Kgy7q = Sli”y#]’
n=1
(4.88)
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M/2

h w,jm+3M/4€ x,jm+M/4

j=1 YNy ,q

- {[¢"y’q T DD | B

nyq _ nyq ~Yny —Yny+1)/7; 07 ny»q
+ [¢I:jym+M/4 p3¢w,j,m+3M/4e v ! B]+M/2
M
n b
+ E (Jny,q5m+3M/4,n — Us,ny,qwn) Kny q

n=1

P

é-m Ny,q Ny,q
+ h (Wm13M/4 psW, +M/4> = S;,ny,q’

y’ny »q

param € {1,...,M/4}.

Para ¢ = n, e p € {1,...,n,}, as hipoteses feitas na Equagao (4.70)

aliadas as condigoes de contorno da Equagao (4.77) originam
Epme = py BV (4.90)

para m € {1,...,M/2}, de onde sdo obtidas as Mn, equacgdes nas 3Mn, incognitas
AbTn - (D g P/ Pne

M/2
TIm DN DN —(zn
s +1—Zn PN
y,dm /)2<25 v.J, m+M/2e ¢ ») A

j=1 T,p;na

D, (Trng+1—Tng )/ VT PN PN
|:¢y]m+M/2€ R p2¢y,j,m AJ+M/2

491
y (4.91)
+ Z <0p,nz 57”,71 - Us’p’nzwn) WTIZ’nI
n=1
+ MIm Kp,nz _ KPP — ST
h p2 +M/2 7 z,p,Ng ’
x,p,Ng
M/2
—Tng ) VT M N Ma AP
) (4.92)
+ Z (Upmz 5m+M/4,n — Ospng wn) W#nz S?J; DN
n=1
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DN _ DM (Tng+1—Tn pna
{[ vgman/a ~ P20y anyae X ]A

T,p,Na

PN —(y1—y2) /0" DNy Py
[¢ yjm+3M/4€ ’ P20y s aaya) A5 N2

u (4.93)
- Z (apvnm Om+M/2n — Ospng wn) Wy
n=1
1 (g Ko =S
h man/a — P2 s ) = Oy g
y,1,q
e
M/2 n
m Trg Tng Dna s N 5 ;N
Z heq [6 e } {¢pfm+3M/4Ap - ¢ij+M/4A§’+M/2}
= y (4.94)
+ Z <O-p7nz 5m+3M/4,7’L - O-Svpvnzwn) W’s’nz ST,PmI
n=1

para m € {1,...,M/4}.

Por fim, quando ¢ = 1l ep € {1,...,n,}, sdo utilizadas a Equagao (4.71)

e as condigoes de contorno da Equagao (4.78) para escrever

sz

miare = PUT (4.95)

para m € {1,...,M/2}, de onde sao obtidas adicionais Mn, equacdes nas 3Mn,
incognitas AP Kbl e WE!

M/2

M| (@)l pl o pl P,
Z opil [6 2 1 J — ]_:| { 7] mA] ¢y,j,m+M/2A]+M/2}
o M (4.96)
+ 3 (o = o ) W = 81,
n=1
M2

m s To—T Vp’l )1
Zh el {[¢pgm+M/2e (r2=z)/4; gt 7]mi| AIJ?

,1 Nl To—T s
* [ Vi = P1Ey g€ T ] A§+M/2}

M
,1
+ E <ap,15m+M/4,n - Us,p,lwn) er

n=1

(4.97)

Tlm ,
R A <K§+M/2 lefril) STm,l’
z,p,1
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Im —(zo—z1) VP p,1 p,1 p,1 p,1
' th ) |:6 27r)y _¢y,j,m+M/4Aj + y,j,m+3M/4Aj+M/2
e (4.98)
+ Z (UP,15m+M/27n - Os,p,lwn> wpt = Sl,p,h
n=1
e
M2
m 1 —(za—z1) /P! )1 )1
Z Do { [¢Z,j,m+3M/4e (=)™ — py Z,j,m+M/4] A
j=1 """
1 ,1 — — 1/1_7’1 ,1
+ [ Z,j,m+M/4 - Pl¢§,j,m+3M/4€ (2, ] A§+M/2}
(4.99)

M
,1
+ E (Up,15m+3M/4,n - Us,p,lwn) WTIZ

n=1
Mm 1 1 _ qf
+ B <K£1+3M/4 - p1K51+M/4) = Spps
w?p7

param € {1,...,M/2}.

Ao considerar apenas as equagoes das solugoes particulares, existem
8Mnyn, variaveis para apenas 4Mn,n, equacoes. As demais equagoes necessarias
sao provenientes das condigoes de contorno e das exigéncias de continuidade nas

interfaces das regioes D, ,.

Com respeito as condi¢es de contorno, para p € {1,...,n,}, a substi-
tui¢do das Equagoes (4.54) e (4.55) nas Equagoes (4.76) e (4.77) permite que sejam
escritas para o fluxo médio na variavel y as expressoes

M/2

Z{ (D jmirijz —P1&y.jm)] A?l

Jj=1

} ef(zgf:pl)/zzf’lAp,l

+ |:¢y,j,m - P1¢y,j,m+M/2 G+M/2

} (4.100)

— Kb+ KpiM/Q =0,

m
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ao considerar ¢ =1, e

M/2
—(n —z,, )/ VD" N
Z{[Qby,j,m _p2¢y,j,m+M/2} e~ (Pnas1=ima) /1, A?
j=1
. (4.101)
+ [¢y7j,m+M/2 - P2¢y,j,m} A§7+M/2}
— K KL =0,
com q = n,, param € {1,...,M/2}.
Para o fluxo integrado em z, dado ¢ € {1,...,n,}, ao substituir as

Equagoes (4.56) e (4.57) nas Equagoes (4.78) e (4.79) sao obtidas

M/2
Z{ [¢w,j,m+M/2 _p3¢x,j,m] B;Iy’q
j=1

+ (G im — P3G —(yny—ynyﬂ)/vyy’qB”y:q
zjm — P3Pz jm+M/2] € G+ M2

} (4.102)

— pa W WIS =0,

m

para p = ny, €

M2
ny,q
Z{[¢m,j,m — i@ jminija] € VYGRS
=1
(4.103)
+ [¢x,j,m+M/2 — p4¢a¢,j,m} B;’qM/Q}

1, g _
- p4Wm3—M/2 + W, =0,

para p =1, com m € {1,...,M/2}.

As ultimas equagoes do sistema sao provenientes das exigéncias de con-
tinuidade nas interfaces entre regides contiguas para os fluxos médios locais. Assim,

a0 exigir que sejam satisfeitas para os fluxos integrados na variavel y

¢;;7p7q(xq+1vﬂm) = ¢;,p7q+1(xq+laﬂm)a (4104)
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parap € {1,...,n,}, g€ {1,....,n, — 1} em e {1,...,M}, sdo obtidas as equacoes

M/2

P9 10,q  ,—(Tgr1—mq) /W P:q D,q AP+l pgtl
Z {Aa’ Pygme T A A by iy — AT ygm
j=1
A+l pg+l - - pratl , a+1
— A 2Dy b 2€ (@q+2=2q+1)/; + Kbt — KRt =0,
(4.105)
e
M/2
P4 (Pq —(zgr1—mq) VD4 P p.q patl (p.atl
> {AJ Pygaminrpz€ T A A Oy im — AT Oy
j=1 (4.106)
APl pgtl —(mgya—zgr1)/VPIT! X _pepgtl
Aj+M/2¢y,j,m6 Tqr2—Tq41)/V; + Km+M/2 Km+M/2 =0,
param € {1,...,M/2}.
Por fim, os fluxos integrados na variavel x devem satisfazer
A
wl‘,p,q<yp+17ﬂm) - wx,p—&-l,q(prrl?Qm)? (4107>

parap € {1,...,n, — 1}, g€ {l,... n,} em € {1,... ,M}. Dessa forma, podem ser

obtidas as equacoes

M2
P.q_1D:q P.q D.q —(Yp—yp+1)/757
> B Bl f
i=1
_ Bp+1,q¢p+17qe—(yp+1—yp+z)/v§’+1’q (4.108)
j x7j7m
_ npptlg  ptlg p,q _ /p+la —
Bj+M/2 z,j,m+M/2 +Wm Wm _07
e
M2
P.q 1Psq P, P —(yp—yp+1)/757
E :|:Bj wgmanty2 T Biin o jm ’
i=1
. Bz}+1,q¢p+1,q 6—(yp+1—yp+2)/7§’+l’q (4.109)
J z,j,m+M/2
_ npptlg ptlg D.q . p+l,g
By in2Puom | + Wantae = Wengazge = 0,

para m € {1,...,M/2}.
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O sistema linear formado pelas Equagoes (4.65) — (4.68), (4.72) — (4.75),
(4.81) — (4.84), (4.86) — (4.89), (4.91) — (4.94), (4.96) — (4.99), (4.100) — (4.103),
(4.105) — (4.106) e (4.108) — (4.109) possui 4Mn,n, incognitas e 4Mn,n, equacoes
e sua solugdo determina os coeficientes A7, B, K7" e W7 das solugdes ADO-
Nodal para os fluxos médios na variavel y, conforme as Equagoes (4.54) e (4.55), e

para os fluxos médios na variavel z, de acordo com as Equagoes (4.56) e (4.57).
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5 METODO ADO PARA A APROXIMACAO
MULTIGRUPOS DE ENERGIA DA
ADJUNTA DA EQUACAO DE
TRANSPORTE

Neste capitulo, é desenvolvida a formulacao ADO para a aproximacao
multigrupos da equacdo adjunta & equacio de transporte. E considerado o modelo

em geometria cartesiana unidimensional com grau arbitrario de anisotropia.

De acordo com a Equagdo (3.55), a aproximagao multigrupos de energia
da adjunta da equacao de transporte em geometria cartesiana unidimensional pode

ser escrita como
0

—uaztbf(zau) + o ()Y (z,0)

I 1 (5.1)
=" Rlwol) [ Rl s + S ),

1

com z € [0,Z], onde 9" & um vetor de dimensdo G, cujos componentes representam
o fluxo angular adjunto de cada grupo de energia, o e o4 sao matrizes de ordem G
contendo as se¢oes de choque total e de espalhamento, respectivamente, ¢ ST ¢ um

vetor de ordem G contendo o termo fonte de cada grupo de energia.

Neste trabalho, as se¢oes de choque sao constantes por partes. Dessa
forma, é assumida a existéncia de uma partigdo {0 = 20 < 21 < -+ < 2,1 <
Zn, = Z} do intervalo [0,Z] de forma que o e o, sejam matrizes constantes em
cada intervalo [z,._1,2.]. Em outras palavras, para cada z € {1,...,n,}, o(z) = o,
e 0’3,1(2) = 04, COM zZ € [z,,_l,zr], onde o, e 04, sao matrizes constantes que
representam, respectivamente, o valor da secao de choque total e de espalhamento no
intervalo [z,_1,2,]. A Figura 5.1 exemplifica a configuracdo das partigoes, conforme

a indexacao estabelecida.
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| P! | | Yoot | Wl
I I R I I

0=2 21 22 Zn,—2 Zn,—1 Zp, = Z

Figura 5.1: Exemplo de configuragao de uma malha com n, regioes.

Além disso, a Equacao (5.1) esta sujeita as condigdes de contorno defi-

nidas nas Equagoes (3.56) e (3.57) na forma

":bT(O? - :u) = pl":bT(Ov,u)a (52)

na fronteira esquerda do dominio, e

na fronteira direita.

Os nuimeros p; e py representam os coeficientes de reflexao especular,
conforme as Equagoes (3.56) e (3.57) e sdo, neste trabalho, assumidos como cons-

tantes tais que p; € [0,1], para i € {1,2}.

Por fim, embora as se¢des de choque possam ser descontinuas na inter-
face entre regides distintas de [0,Z], o namero esperado de néutrons nao ¢ alterado
por simplesmente cruzar a interface entre duas regides com diferentes propriedades

fisicas. Assim, é imposta a continuidade do fluxo angular adjunto nas interfaces.

A aproximacao em ordenadas discretas para a adjunta da equacao de
transporte, Equacao (5.1), para cada um dos intervalos [z,_1,z,] de [0,Z], é escrita

como |30, 82]

0
—Mjélbi(zaﬂj) + o, (z,005)

L N (5.4)
- Z Pl(ﬂj)o-gjl,r Z wan(Mn)lbI(ZaMn) + SI(ZJLj)a
=0 n=1
para j € {1,...,N}, onde 1/)1 e S:[ representam, respectivamente, as restricoes do

fluxo angular adjunto e do termo fonte ST ao intervalo [z,_1,2,].
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Além disso, cada pu, representa um né de uma regra de quadratura
para o intervalo [—1,1] e w, & o respectivo peso associado ao n6 u, [82]. Neste
trabalho, sao consideradas quadraturas de Gauss-Legendre de ordem N, mapeadas
para o intervalo [0,1], sendo obtidas, com isso, quadraturas para o intervalo [—1,1]
ao considerar os opostos dos nos positivos [14]|. Dessa maneira, sdo definidos os nos

fn >0 € iy N = —[in, € 08 PESos w, = wyyn, paran € {1,... N}

Por fim, a Equagao (5.4) pode ser reescrita como

d
—Ma‘glﬁi(%ug’) + ol (z,py) =

s N (5.5)
> P()ol > waPipn) [$l(zm) + (1)l (2, — )] + Si(z.15),
=0 n=1
(§]
d ; _
Mj@’l/’r(% — pj) + obl(z, — ;) =
I (5.6)

> P(u)al, Y waPi(pn) 95z, — pin) + (1)} (zpm)] + SE(z,05),

=0

para j € {1,...,N}.

Na proxima segao sao estabelecidas solugoes para as versoes homogé-

neas das Equagoes (5.5) e (5.6).

5.1 Solugoes Homogéneas para a Aproximagao em
Ordenadas Discretas da Adjunta da Equacao de
Transporte

Nesta se¢ao, sao obtidas solugoes para as versoes homogéneas das Equa-
¢oes (5.5) e (5.6). Para isso, sera adotado o subindice h para representar a solugao
da equacao homogénea. Além disso, os procedimentos seguidos nesta secao sao
idénticos para cada intervalo [z._1,2,] do dominio, sendo, portanto, o subindice r

desconsiderado a fim de simplificar a notacao.
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A forma homogénea das Equagoes (5.5) e (5.6) sdo dadas por

d
_Mjal/)z(znuj) + Ullp;rz(znuj) =

L N (5.7)
D Pl)o e D waPilp) [8h(zpa) + (1) (2 — )|
=0 n=1
e
d : _
Nj%"»bh(za — ) oy (2, — py) =
(5.8)

> Rl)ot, > waPilim) [$5(z = ) + (1] o) |

para j =1,...,N.

Na sequéncia, sdo buscadas solugoes espectrais para as Equagoes (5.7)

e (5.8) na forma [115]

Ph(zp) = Glv.p)e™"”, (5.9)
para z € [z._1,2.], onde ¢(v,u) € um vetor de G componentes e v é uma constante
de separagao. A substituigao da Equagao (5.9) nas Equagoes (5.7) e (5.8) resultam,

apos algumas manipulagoes algébricas, no sistema de 2N G equagoes

L
ll/.
(o +E206) pv) = - Pulps)oy
=0

N (5.10)
!
x> wnPi(pn) [@(vpmn) + (1) (v, — )] |
n=1
e
4 a
(0 = 216) ¢, — ) = > Pilps)orty
. (5.11)
x> wn Pipn) [@(v, = pn) + (—1)'p(v,1)]
n=1
onde j = 1,...,N e I éamatriz identidade de ordem G. E conveniente a introducao
dos vetores de dimensdao NG [115]
T
(I)Jr(y) = [¢T(V7M1) U ¢T<V7:U’N)} ) (512>
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®_(v) = [¢T (v, — ) - B (v —px)]” (5.13)

Além disso, sao definidas as matrizes de ordem NG

MZdi&%(MlIGa-~-a,UNIG)7 (514)
W =diag (un1lg,...,wnlg), (5.15)
e
N vezes
——N—
D = diag (o, ...,0). (5.16)

E, por fim, as matrizes de dimensao NG x GG

I, = [P(u)Ie - Pi(un)Ic]", (5.17)

paral=1,... L.

Através das defini¢oes supracitadas, é possivel reescrever as Equagoes (5.10)

e (5.11) como

(D + %M) ® (v)= Z Lol II/W [&,(v) + (-1)'®_(v)], (5.18)
=0
(D — %M) d_(v)=> ol W [_(v)+ (-1)'®.(v)]. (5.19)

E destacado que as Equacdes (5.18) e (5.19) possuem certa simetria que

podem ser melhor exploradas através da definicao dos vetores de dimensao NG

Uv)=,(v)+®_(v), (5.20)

Vi)=&, (v) - &_(v). (5.21)

Ao somar as Equagoes (5.18) e (5.19), é obtida, ao substituir as Equa-

¢oes (5.20) e (5.21) na soma resultante, a expressao
L
1
(D Y el W [1+ (—1)’}) Uv) = —;MV(V). (5.22)
1=0
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De maneira similar, ao subtrair a Equacao (5.19) da Equagao (5.18), é

possivel escrever

(D - el Io/w1- (-1)@) V(v) = —%MU(V). (5.23)

=0

S3o introduzidas as matrizes de dimensao NG x NG

(D — = anaT /W [1+ (- 1)@) M (5.24)

L
1
B = <D -3 > Mol w1 - (—1)1}) M, (5.25)
=0

bem como os vetores de NG componentes

X(v)= MU (v), (5.26)

Y(v)=MV(v), (5.27)

com a finalidade de reescrever as Equagoes (5.22) e (5.23) como

AX(v) = —%Y(V), (5.28)
BY (v) = —%X(V), (5.29)

respectivamente. Dessa forma, ¢ possivel utilizar a Equacdo (5.29) para remover o

termo Y (v) da Equacao (5.28), o que resulta no problema de autovalores
1
BAX(v) = —X(v) (5.30)

Alternativamente, poderia ter sido utilizada a Equagao (5.28) para re-

mover X (v) da Equagao (5.29), obtendo, com isso, o problema de autovalores

ABY (v) = %Y(y). (5.31)
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E possivel utilizar tanto a Equacdo (5.30) quanto a Equacdo (5.31)
para obter constantes de separagao v e, subsequentemente, autofuncoes ¢(v, i) para
a Equacao (5.9). Assim, ao multiplicar a Equagao (5.28) por —v e adicionar a

expressao resultante X (v) é obtida a autofungao

&, (1) = %M‘l (Inc — vA) X(1v), (5.32)

onde I ¢ é a matriz identidade de ordem NG.

De maneira similar, ao multiplicar a Equagao (5.28) por v e adicionar

a equagao resultante X (v) é obtida a autofun¢ao

&_(v) = %Ml (Ing +VvA) X (v). (5.33)

A partir das Equagoes (5.30) (ou (5.31)), (5.32) e (5.33), é verificado

que
& (—v) = %M‘l (In+vA) X(0) = (1), (5.34)
&_(—v) = %Ml (Ing —VvA) X(v) = ®,(v), (5.35)

equivaléncia que permite escrever de maneira mais simples a solu¢ao homogénea
para o modelo de ordenadas discretas da aproximagao multigrupo da equacao de

transporte.

Uma consequéncia da similaridade entre a equagao de transporte (2.37)
e a sua equagao adjunta (3.55) é que os problemas de autovalores definidos pelas
Equagoes (5.30) e (5.31) s@o exatamente os mesmos que aqueles encontrados por
Siewert [115] para a equacao de transporte. Contudo, as autofungoes nas Equa-
goes (5.32) e (5.33) aparecem com os sinais £ antes de v, intercalados com respeito
as autofuncoes do método ADO para equacao de transporte, conforme deduzidas
por Siewert [115]. Consequentemente, o codigo computacional para a equacao de

transporte pode ser adaptado para o problema adjunto de transporte.
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Se obtido um conjunto de 2NGn, constantes de separacao +v;,, i €
{1,...,NG}, ¢ autofuncbes ®,, ¢ ®_,, para cada regiao r, r € {1,....n.}, ¢
possivel escrever a solugao homogénea da adjunta da equacao de transporte como

NG

\II:L+,r(Z> - Z |:AZ',T¢+,T(V7;,T)€_(Z_ZT1)/Vi,r+
- (5.36)
Bi,rcb_,r(yi,r>e—<2r—z>/ui,r] |
e
NG
‘]:l-’rl—,T‘(Z) = Z [A’L',T‘Q7r(Vi7r)€(ZZT_1)/Vi,'r+
- (5.37)

Bi,ré-‘r’r (Vi7r>e_(zf_z)/l’¢,r:| :

para z € [z._1,2.], onde as exponenciais foram transladada a fim de evitar riscos

overflow numérico. Os vetores \IIIL+7T(2) e \Il;rl_ﬂa(z) nas Equagoes (5.36) e (5.37) sao

definidos como

T T T
‘IIL+,T(Z) = [Tpl_w (Znul) ’l/)jw (ZnuN)i| ) (538>
e
i p 7 p 7 !
w2 = [ o) )] (5.39)
Para a determinacao das 2NGn, constantes A, . e B, com i € {1,... NG}
er € {l,...,n,}, é preciso, ainda, de alguma soluc¢do particular para a adjunta da

equacao de transporte, topico da préxima secao.

5.2 Solugoes Gerais para a Aproximagao em Ordenadas

Discretas da Adjunta da Equacao de Transporte

Neste trabalho, sao consideradas apenas fontes de particulas que sao
constantes dentro de uma determinada regiao r, r € {1,...,n,}. Portanto, em

decorréncia da linearidade da Equagao (5.1), ¢ buscado um vetor constante de G
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componentes, ¢LT, como solugao particular para a Equagao (5.1). Assim, se S:[ éa

restricio de ST sobre [2r_1,2:], € obtida

o) =oly, ) +SI (5.40)

Uma solucao particular pode ser obtida ao isolar z,bj,r na Equagao (5.40)

-1
Yl = (o, —0l,,) SI, (5.41)
para z € [z._1,2:], com r € {1,...,n,}, contando que &, — 0'5077“ seja uma matriz

nao-singular.

Por fim, ao definir os vetores de dimensao NG

() = [l ) ol )] (5.42)

T T T
W)= [0l e —m) o )] (5.43)
¢é possivel escrever a solugao geral do modelo de ordenadas discretas da adjunta da

equacao de transporte como

NG

‘I,TI-,T(Z> = Z |:Ai77"(1)+,7’(Vi,r)e_(Z_ZT_l)/Vi»T_|_
- (5.44)
Bi’T@_J.(V(L»7T)6_(ZT—Z)/VZ',T:| + ‘Ilpiy
(&
NG
N ——
- (5.45)
Bi,r¢+7r(y7j’r)e(ZTZ)/Vi,'r:| + IIIPI,
parar € {1,....n,} e z € [z,_1,2], onde a parcela da solu¢ao particular é definida
COImo
N vezes
e e
T T
v, = MT ...v,bj,r} . (5.46)
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Ainda ¢ necessaria a determinacao das constantes A; ; e B; ;. Para isso,
podemos gerar um sistema linear matricial de ordem 2NGn, através das condigoes
de contorno do problema adjunto, Equagoes (5.2) e (5.3), e através das imposigoes

de continuidade nas interfaces de regides adjacentes.
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6 O PROBLEMA FONTE-DETECTOR

Estimativas para o fluxo de particulas provenientes de fontes internas
ou incidentes na fronteira do dominio do problema podem ser obtidas através do uso

de detectores de particulas situados no interior da regido de interesse [82, 105].

Conforme estabelecido no Capitulo 2, o fluxo angular de particulas em

um dominio D é modelado através da equagao de transporte
Ly =S5, (6.1)
sujeita as condigoes de contorno dadas por
(1, Qin, E) = ¢p(r,Qin, E) + pih(r,Qout, E), (6.2)

onde €2;, indica as direcoes de fluxo incidente na fronteira 9D do dominio, £2,,; as
dire¢oes de fluxo emergente, 1, o fluxo incidente prescrito em 0D e p € [0,1] é o

coeficiente de reflexdo.

A fim de evitar repeti¢coes desnecessarias, o operador £, na Equa-
¢ao (6.1), é utilizado tanto para representar a Equagao (3.3), no contexto bidi-
mensional, quanto a Equacao (3.38), no contexto unidimensional. Dessa forma, o
dominio D pode ser um intervalo [0,Z] ou um retangulo [0,X] x [0,Y]. Além disso,
o fluxo angular, 1, a fonte interna, S, o fluxo incidente na fronteira, 1, a posicao,
r, a direcao, €2, e a energia, I/, devem ser interpretados de acordo com o contexto

unidimensional ou bidimensional.

E suposta a presenca de um detector de particulas, com se¢ao de choque
de absorcao g4, posicionado no interior do dominio, conforme as Figuras 6.1 ou 6.2,

definido de acordo com

Od,r, para z € [Zr—lazr]7
ga(2) = (6.3)

0, caso contrario,
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no contexto unidimensional, para algum r fixo, ou

Odp,q, Para (:v,y) € [xqaxq-i-l] X [yp+1>yp]7

oq(zy) = (6.4)

0, caso contrario,

no contexto bidimensional, para algum p e ¢ fixos, onde, em ambos os casos, o4 é

um ndamero real positivo.

Figura 6.1: Detector no interior do dominio, caso em geometria cartesiana unidi-
mensional.

q ;

Figura 6.2: Detector no interior do dominio, caso em geometria cartesiana bidimen-
sional.

A taxa de absorcao de particulas, ou, ainda, a resposta do detector, é,

entdo, definida por [30, 82, 105]

R = (¢,0a), (6.5)
onde (-,-) é o produto interno definido pelas Equagoes (3.5) ou (3.41).

A expressao apresentada na Equagao (6.5), embora correta, nao é a me-
lhor opc¢ao quando for necessaria a obtencao da absor¢ao para fontes distintas, pois

necessita que a equacao de transporte seja resolvida sempre que as fontes internas ou
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incidentes na fronteira forem alteradas. Nesse sentido, a introducao da adjunta da
equacgao de transporte apresenta uma maneira mais conveniente de expressar a taxa
de absor¢ao, capaz de, com isso, superar tais dificuldades [82, 105]. Dada 11, solu-
¢ao da equagao adjunta de transporte, representada nas Equagoes (3.26) ou (3.55),
quando tomada por fonte a secao de choque de absorcio do detector, isto é, ¥ é tal
que

LIyl = oy, (6.6)

sujeita as condigoes de contorno
V(R0 B) = p¥" (0,20, E), (6.7)

entao, através das Equagoes (3.4) ou (3.40), a taxa de absor¢ao pode, também, ser

obtida por meio da relacao [30, 82, 105|

R = ($,00) = (0.LTY") = (Lyw") — Pltpy"] = (S') — Pl (6.8)
onde o termo de fronteira, P[iy,7], ¢ definido pelas Equagoes (3.32) ou (3.47).

A vantagem da Equacao (6.8) diante da Equagao (6.5) esta na forma
com a qual elas dependem dos termos fonte: a Equacao (6.5) depende indiretamente
de S e v através de v, sendo necesséria, portanto, uma nova avaliacao da equa-
¢ao de transporte, Equagao (6.1), sempre que fontes distintas forem utilizadas; por
outro lado, como %' independe dos termos fonte S e 1, a Equacio (6.8) depende
apenas diretamente dos termos fonte, requerendo, com isso, uma tnica avaliagao da
Equagao (6.6) para o calculo da taxa de absorcao, desde que o detector permanega

inalterado.

Na préxima segao, o carater analitico das formulagoes ADO é utilizado
para deduzir expressoes fechadas para a taxa de absorc¢ao, nao requerendo, com isso,

o uso de aproximagoes numérica adicionais.
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6.1 Expressoes Analiticas para a Taxa de Absorcao em

Geometria Cartesiana Bidimensional

Inicialmente é considerado o fluxo escalar adjunto de particulas, defi-
nido, aqui, por meio da expressao
¢'(zy) = | ¥l(2y,Q)dQ, (6.9)
S/

para (2.y) € D, onde §' = {(n.€)ln* + € < 1}.

Se, assim como definido no Capitulo 4, o dominio for particionado con-
forme D = J D, 4, com D, , = [x4,Z4+1] X [Yp+1,Yp], €ntao, a partir da Equacao (6.9),

pode ser definido o fluxo escalar adjunto médio na varidvel y na regiao D, , como

1 Yp
gb;p’q(x) - h ¢;,q($7y)dy7 (610)

Y0 J Ypt1

para x € [z4,Zq41], onde hy, , é dado pela Equacgao (4.10).

Ao considerar o ordenamento empregado para o fluxo médio na variavel
y, conforme estabelecido no Capitulo 4, o fluxo angular médio na variavel y pode
ser utilizado para reescrever a Equagao (6.10) como

M/2
QSLJM](J;) = an [wz,p,q(‘ruﬂn) + ¢;,p,q($,9n+M/2)] . (611)
n=1

Com isso, ¢ definido o fluxo escalar adjunto médio na regiao D, , ao

calcular a média da Equagao (6.11) no intervalo [x,,2,41]

1 Tq+1
Sha=i— | Glpors (6.12)

T,p,q Jxg

parap € {1,...,n,} eq € {1,...,n,}, com h,,, definido pela Equagao (4.16).

A fim de obter expressoes baseadas na solu¢ao ADO-Nodal para a ad-

junta da equag@o de transporte, as Equagoes (4.54) e (4.55) podem ser utilizadas
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para reescrever a Equagdo (6.11) como

M/2

M/2

D,q 1D, —(x—a: )/ vEd P,q D,q (zq1—2)/v]?
Z|:A ¢7]n /175 +A]+M¢,jn+26 atl J }
j=1
» (6.13)
T Z [Ap q¢§jn+M€ (=) 1 AP q(bpjnJrMe (”q“_x)/yfyq]
4_ ’ 2 2

+ KP4 K7 f”{}
Ao colocar em evidéncia na Equacdo (6.13) os termos com A; e as
autofuncoes ¢, ;, é obtida a expressao
M2 M/2
ypq Z Wn Z{ [Ap dem@mralT qu M e x)/l/f’q}

M/2

x{ﬂnw;+H+Zw%W+@@l
n=1

(6.14)

Como apenas as autofuncgoes e os termos K, dependem do indice n, a

Equacao (6.14) é reescrita como

M2 M)2

) = 30,3 [0 1 1] g
n=1 j=1

_|_¢7pq

Y]
onde ¢, AL o, 124 s30 tais que

M/2

,pq p,q
an[ AR ] (6.16)

M2
a =N, [KPHKMM] (6.17)

n=1
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Com base na Equacao (6.15), o fluxo escalar adjunto médio, conforme

a Equagao (6.12), pode ser escrito como

M2
1 —(x x I/

Oha= g 2y (1o (A0 A 0) 057 0 (618)
x,p,q j=1

onde foram utilizadas as integrais

Tq+1 p,q Ta+1 P,q b
/ o) g / o~ @asi—) 0 g pa (1_5(%“*1«1)/% ) (6.19)

J
q q

De forma andloga, uma expressao equivalente para a Equagao (6.18)
pode ser obtida com base nas Equagdes (4.56) e (4.57). Para isso, é considerado o

fluxo escalar adjunto médio na variavel x na regiao D, ,

1 ZTg+1
qslapﬂl(y) - h / Qb;[)’q(l',y)d{[‘, (620)

x7p7q

paray € [Yp+1,Yp), onde hy , , € dado pela Equagao (4.16) e, por meio do ordenamento

empregado para o fluxo médio na variavel x, é obtida a expressao
M/2

gbl,]’ q Z Wn 77Z)x »Ds q n) + ¢l,p,q(xaﬂn+M/2)} . (621)

Assim, é considerada uma definicao alternativa para o fluxo escalar

adjunto médio na regido D, , ao calcular a média da Equagao (6.21) no intervalo

[yp+1 7yp]
t 1 Yp i
¢p,q - ¢z,p,q(y)dyv (622)

hy7p7q Yp+1
parap € {1,...,n,} eqe {1,...,n,}, com hy,, definido pela Equacao (4.10).

A partir de manipulagoes semelhantes aquelas empregadas para a ob-
tengao da Equagao (6.18), é obtida a equagao

M/2
o 2 (1= e ) (B B 7 01 (029

,pq

onde ¢, oA e o, 1249 s30 tais que

M/2

AR an[wn A ] (6.24)
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M2

ot =3 w, [qu W | (6.25)
n=1
Vale destacar que o fluxo escalar adjunto médio é definido para cada
uma das regioes do dominio do problema. Caso seja necessaria a média em um
namero maior de regides, ¢ preciso adaptar a Equagao (6.18) (ou (6.23)) para que a

média seja calculada de forma adequada.

Através do uso das Equagoes (6.18) ou (6.23), a expressao para o calculo
do produto interno que faz parte da taxa de absor¢ao definida na Equagao (6.8) pode

ser reescrita como

a b
(sh) = [ [ [ stea ey iy
S/
ng Ny M/2

Tg+1 ?JP
333 S| b 8+t o]

g=lp=1In=1 Yp+1

_ZZSpqhypq/ " ¢ypq( z)dx

qlpl

Nax
= E :E :Spqhwpq Y,0,q pq

g=1 p=1

(6.26)

Além disso, o termo P[,,11] na Equacao (6.8) pode ser reescrito como

de onde decorre que, ao utilizar o ordenamento da quadratura do fluxo adjunto
médio na variavel z, os termos P;[1),91] e Py[t),1] podem ser escritos como

ne M/2

q=1 m=1

Py [¢7¢T] == Z Z wmhﬂc,l,qflquﬁl,l,q(bvﬂm+M/2>7 (6-29>

g=1 m=1
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onde foi utilizada a definicao do fluxo angular médio na variavel x dada na Equa-

cao (4.15).

Por outro lado, ao utilizar o ordenamento da quadratura para o fluxo

integrado na variavel y, P3[1,01] e Py[1,1)7] sdo tais que

ny M/2
Pt = = winhy g fpath) 51 (0,.80,) (6.30)
p=1 m=1
¢ ny M/2
P4 [¢7¢T] == Z Z 7vahy,p,nmfp,ngcqu);f/,p,n,r (auﬂm+M/2)7 (631>
p=1 m=1

pela defini¢ao do fluxo angular médio na variavel y dada na Equagao (4.9).

6.2 Expressoes Analiticas para a Taxa de Absorcao em

Geometria Cartesiana Unidimensional

Assim como no calculo das taxas de absor¢ao em geometria cartesiana
bidimensional, procedimentos anélogos aos empregados na Se¢ao 6.1 podem ser uti-
lizados para a obtencao de expressoes fechadas para a taxa de absor¢ao no contexto

da geometria cartesiana unidimensional.

Para isso, é assumido que o dominio do problema é particionado em

uma uniao de intervalos contiguos, isto €,

Nz

0,2 = Jlzr-1,2, (6.32)

r=1

para uma parti¢ao {0 = zp < 21 < -+ < z,,,_1 < 2, = Z} do intervalo [0,7].
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Assim, é possivel reescrever a expressao da taxa de absorcao dada na

Equagao (6.8) como

R=(S4") —Ply.yt] =

G n, 2 1
f S, dud
>3 | [ i,z 6

G 1
S [ [l + g} (2. = )]

ao utilizar as Equagoes (3.41) e (3.47).

Adicionalmente, no caso particular onde a fonte interna S é um vetor
constante em cada subintervalo [z._1,2,.], para r € {1,...,n,}, e, além disso, sob
a hipotese de que ambas f, e f, sdao vetores constantes, representando os fluxos
incidentes nas fronteiras, é possivel utilizar a linearidade da Equagao (6.33) para
escrever

R:T’[,H—FTE’H—FT[’P—FTEJD, (634)

onde a parcela r; g ¢ definida como

G n: Zp 1
rLH = Z Z Sw/ /1 wgg’r(z,,u)dpdz, (6.35)

g=1 r=1

o termo r7 p ¢ dado por

G ng 2 1
rp = Z Z Sg,'r/ /1 %T;,g,r(%/i)dﬂdza (636>

g=1 r=1

por sua vez, rg g ¢ tal que

G 1
"BH = Z/ K [fl’g¢/:,971(0’“> - f2’9w£797nz(z’ N ,u)] . (6.37)
g=1"70

e, por fim, g p € dado por

G 1
rep =3 [ (A0 + gt (Z—w] e (638)
g=1
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T : ~ N .
onde ¢y, e w; o T€Presentam, respectivamente, as solugoes homogeénea e particular
da adjunta da equacao de transporte, referentes ao g-ésimo grupo de energia da -

ésima regiao, conforme as Equagoes (5.44) e (5.45).

Inicialmente, sao considerados os termos advindos das solugoes parti-

culares. Assim, para rr p, ¢ possivel escrever

G n: 2 1 G n:
TP = Z Z Sg,ﬂﬁ;,g,r/ /1 dudz = 2 Z Z(ZT — 2-1)Sgs} 4 (6.39)
g=1 r=1 Zr—1 v~ g=1 r=1

€, para g p,

G 1
TE,P = Z/ ljl |:f17g¢;7g,0 + f2’g¢;’g’nz:| dﬂ
g=1""

M

1
(frg¥hgo + Foghgm.) / pdp (6.40)
0

i
I

f1,g¢;,g,o + fo. 60} gon.
5 .

M«

)
Il
—

Para as parcelas r; g e rg g, ¢ preciso considerar as expansoes em au-
tofuncoes para a solucao homogénea da equacgao adjunta de transporte, dadas nas

Equagoes (5.36) e (5.37). Assim, é escrita a expressao

NG _(Z*Zr—l) _(ZT*Z)
wg,r(zv + :ui) - Z {Ajﬂ"(bg(Vjﬂ"’ + Mi)e o+ Bjﬂ"(bg(yj,h + Ni)e el (6'41>
Jj=1

para g € {1,...,G} er € {1,...,n,}, onde ¢,4(v;,, £ ii;) representa a componente

da autofuncao ®. , referente a dire¢ao +4; do g-ésimo grupo de energia.

O termo integral sobre as diregoes p da Equacao (6.35) pode ser rees-

crito como

1 1
/ Ul = / [0 (2ott) + 6] (2 — )] (6.42)

de onde, ao aplicar a aproximagao em ordenadas discretas, é obtida a expressao
1 N
[ i Y wi ] () + ), 2, 0], (6.43)
-1 i=1
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Com isso, ao substituir a Equagao (6.41) na Equacao (6.43), é obtida,

apo6s algumas manipulagoes algébricas, a expressao

1 NG
/ ¢;T(z’,u)d# ~ Z (Ajﬂne—(z—zrl)/yj,r + Bj7r€—(27-—z)/uj,r) qbg,?",j) (644)
-1 =
onde ¢, ; € tal que
N
¢gvrvj = Z wn [¢Q(V],T7ﬂn) _I_ ¢9(Vj77‘7 - /J”I’L)i| ‘ (6'45)
n=1

Por fim, ao substituir a Equagao (6.44) na Equacao (6.36) é possivel

reescrever 7y g COmo
G

rrH = E ¢g,rSg,r7 (646>
g=1

onde ¢, , ¢ tal que

NG
Og ke = Z Vi k (Ai,k + Bi,k) (1 - 6_(Zk_zkl)/yi”“) Dig k> (6.47)

i=1
expressao obtida ao integrar a Equacdo (6.44) em z, onde foram utilizadas as inte-
grais
B
/ eE—2r=1)/Vir 1, — Vi [e(a%l)/w,r — e(ﬂZrl)/Vj,r} 7 (6.48)

B
/ e =2)Vir g, — Vi [e(Zra)/Vj,T _ e(zwﬁ)/w,r} . (6.49)

De forma semelhante, para o termo rg y na Equacao (6.37), a contri-
buigao dos termos da fronteira que carregam a parte homogénea pode ser calculada

Ccomo

NG N
Pr = 0 Watta |Sginifro + Gpinne o) (6.50)
com o
Bjm1 = Aj10g(Vj1:4n) + Bjadg(vin, — pin)e /70, (6.51)
€
Bgjmne = Ajn.bg Wi, — pn)e”Fonm0)Vime 4 By b0 (e fin). (6.52)
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Nas proximas secoes, a formulacao ADO-Nodal para a adjunta da equa-
¢ao de transporte em geometria cartesiana bidimensional e a formulagao ADO para
o problema dependente da energia em geometria cartesiana unidimensional sao tes-

tados por meio do problema fonte-detector.

6.3 O Problema Fonte-Detector em Geometria Cartesiana

Bidimensional

O método ADO-Nodal para a equagao adjunta da equacao de trans-
porte, Equagao (3.26), derivado no Capitulo 4, foi implementado em Fortran, utili-
zando o compilador gfortran 8.3!, em um computador equipado com um processador
Intel Core i5-4670, com frequéncia de 3,40 GHz, 16 GiB de RAM, rodando a distri-
buicao Linux Manjaro 18.1.12. As operacoes de algebra linear, como a resolucao de

problemas de autovalores e sistemas lineares, sao efetuadas por meio das sub-rotinas

da LAPACK [2], DSPEV e DGESV, respectivamente.

A verificagao do método ADO-Nodal para a equacao adjunta é feita de
maneira numérica, através da abordagem fonte-detector apresentada neste capitulo.
Para isso, é utilizada a regra de quadratura numérica LQx [82, 105], na qual o
namero de dire¢oes discretas consideradas ¢ dada pela formula M = N(N + 2)/2,
onde N representa a ordem da quadratura. Neste trabalho, sao adotados nos e pesos
disponiveis na literatura [82, 105], com N € {2,4,6,8,12,16}. Dessa forma, o ntimero

méaximo de diregoes utilizadas é 144 quando N = 16.

Por fim, para verificar a formulagao ADO-Nodal desenvolvida, sao con-
siderados trés problemas testes. A taxa de absorcao obtida por meio da equacao de
transporte, Equagcao (6.5), é comparada com a taxa calculada a partir da solug¢ao do

problema adjunto, Equacdo (6.8). Em cada um dos testes, a equagao de transporte

!Disponivel em https://gcc.gnu.org/wiki/GFortran
2Disponivel em https://manjaro.org/
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¢ resolvida pela sua versao do método ADO-Nodal [21|. Além disso, em cada um
dos problemas testes, o caso com a maior se¢cao de choque de espalhamento — o mais
complexo — é, também, resolvido através do método DD [82], onde o ntimero de
digitos significativos é fixado por meio do refino tanto da malha espacial quando do

nimero de diregoes.

6.3.1 Problema Teste I

Neste problema teste é considerada uma variagao do problema discutido
por Kim e Lee [73] e Barichello et. al. [22]. Como dominio do problema, é suposto
um quadrado D = [0, 1]x [0, 1], composto por material homogéneo e isotropico. Além
disso, é assumida a presenca de fluxos incidentes prescritos ao longo da fronteira do

problema. Em outras palavras, é assumido que

P(0,y,9in) = 0, (6.53)

(Ly, Qi) =0, (6.54)

U(2,0,Q4) = % (6.55)
e

U(2,1,82) =0, (6.56)

nas fronteiras do dominio, bem como o e o, constantes ao longo do dominio. De fato,
a secao de choque macroscopica total é o, = 1.0 cm ™! e sdo considerados seis valores
para a se¢ao de choque de espalhamento oy, para qualquer (z,y) € D. Por fim, a
fonte interna de particulas é considerada nula no interior do dominio do problema.

A Figura 6.3 ilustra a configuracdo do Problema Teste I.

Conforme a Figura 6.3 aponta, é assumida a presenca de um detector de
particulas na regiao definida por [0,5,1] x [0, 0,5], com se¢ao de choque de absor¢ao
g = 0,35 cm™, isto é,

0,35, para (z,y) € [0,5,1] x [0,0,5],
oa(z,y) = (6.57)

0, caso contrario.
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Figura 6.3: Problema Teste I: configuracao do problema fonte-detector.

Na Tabela 6.1 sao listados os resultados obtidos para a taxa de absor-
¢ao, considerando a formulagao via equacao de transporte, Equacao (6.5), denotado
por R, e a formulacio via equacdo adjunta, Equacio (6.8), denotado por Rf. E

considerada uma malha uniforme 2 x 2 para o dominio.

Ja, na Tabela 6.2, constam os mesmos resultados, considerando, con-
tudo, uma malha uniforme 10 x 10 para o dominio do problema. Neste caso, vale
destacar que nao foi possivel a determinacao das taxas de absor¢ao no computador
utilizado nos testes ao considerar N = 16, devido a dimensao do sistema linear a ser

resolvido para a obten¢ao da solugao ADO-Nodal (sistema de ordem 57 600).

O ntmero de digitos apresentados na Tabela 6.2 foi utilizado para en-
fatizar a concordancia entre as taxas de absor¢ao ao manter ntimero de diregoes
e a discretizagao constante da malha. Com o acréscimo do numero de diregoes
ou o refino da malha, os resultados passaram a concordar em trés ou dois digitos,

respectivamente.

Na Tabela 6.3, Rpp representa o valor da taxa de absorcao calculada

através do método DD para a equacao de transporte, considerando 100 nés por cm
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Tabela 6.1: Problema Teste I: taxas de absorgao (¢cm™'s™') do problema fonte-

detector, malha 2 x 2.

N

o, R Rt R Rt

0,1 0,0310972717 0,0310972717  0,0284029635 0,0284029635
0,3 0,0331860651 0,0331860651  0,0305665043 0,0305665043
0,5 0,0356343040 0,0356343040  0,0331446573 0,0331446573
0,7 0,0385550827 0,0385550827  0,0362833610 0,0362833610
0.9 0,0421176579 0,0421176579  0,0402109946 0,0402109946
0,999  0,0441950116 0,0441950116  0,0425551210 0,0425551210
N

o R Rt R Rt

0,1 0,0276601510 0,0276601510  0,0272802093 0,0272802093
0,3 0,0208267423 0,0208267423  0,0294483852 0,0294483852
0,5 0,0324168556 0,0324168556  0,0320446356 0,0320446356
0,7 0,0355823105 0,0355823105  0,0352237229 0,0352237229
0,9 0,0395625030 0,0395625030  0,0392305561 0,0392305561
0,999  0,0419483302 0,0419483302  0,0416374647 0,0416374647
N 16

o, R R R R

0,1 0,0269884422 0,0269884422  0,0268742014 0,0268742014
0,3 0,0291561584 0,0201561584  0,0290416522 0,0290416522
0,5 0,0317546258 0,0317546258  0,0316408265 0,0316408265
0,7 0,0349402638 0,0349402638  0,03482863863 0,0348286863
0,9 0,0389610448 0,0389610448  0,0388541674 0,0388541674
0,999  0,0413792040 0,0413792941  0,0412761783 0,0412761783

e tolerancia de 107!2 para o processo iterativo. Os valores de Royxs € Rigxio, POT
sua vez, representam as taxas de absorcao obtidas a partir do método ADO-Nodal
para a adjunta da equagao de transporte. Na tabela em questao, todos os testes sao

realizados considerando o = 0,999 cm™.

Conforme a Tabela 6.3 aponta, a partir de NV = 4, os resultados concor-
daram em ao menos trés digitos. Entretanto, no que tange a utilizacao do método
DD para este problema teste, ¢ destacado que, mesmo com a utilizagao de malhas

mais refinadas (de 200 até 500 nds por cm), nao foi possivel a obten¢ao de um
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Tabela 6.2: Problema Teste I: taxas de absorgao (¢cm™'s™') do problema fonte-

detector, malha 10 x 10.

N 2
O R RY R R?
0,1 0,0302603066 0,0302603066 0,0270954168 0,0270954168
0,3 0,0323842772 0,0323842772 0,0292303461 0,0292303461
0,5 0,0348841559 0,0348841559 0,0317783214 0,0317783214
0,7 0,0378809047 0,0378809047 0,0348833826 0,0348833826
0,9 0,0415570866 0,0415570866 0,0387695397 0,0387695397
0,999 0,0437113450 0,0437113450 0,0410874627 0,0410874627
N 6
O R RT R RT
0,1 0,0264544797 0,0264544797 0,0262138098 0,0262138098
0,3 0,0285844225 0,0285844225 0,0283455886 0,0283455886
0,5 0,0311335142 0,0311335142 0,0309004716 0,0309004716
0,7 0,0342498544  0,0342498544 0,0340290639 0,0340290639
0,9 0,0381647912 0,0381647912 0,0379672514 0,0379672514
0,999 0,0405073817 0,0405073817 0,0403278693 0,0403278693
N 12
O R R
0,1 0,0260576294  0,0260576294
0,3 0,0282488038 0,0282488038
0,5 0,0308073434 0,0308073434
0,7 0,0338984584  0,0338984584
0,9 0,0378349969 0,0378349969
0,999 0,0402405517 0,0402405516

Tabela 6.3: Problema Teste I: taxas de absorgao (cm™'s™!) do problema fonte-
detector, obtidas a partir do método DD (Rpp) e do método ADO-Nodal para a
adjunta em malha 2 X 2 (Ryx2) e em malha 10 X 10 (Ripx10)-

N Rpp

20,0376
40,0460
60,0477
80,0482
12 0,0486

R2><2

0,0442
0,0426
0,0419
0,0416
0,0414

Riox10

0,0437
0,0411
0,0405
0,0403
0,0402
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nimero de digitos de concordancia superior aos apresentados na Tabela 6.3. Na
Figura 6.4 sao exibidos os erros relativos entre as taxas de absorcao, considerando

as varias segoes de choque de espalhamento e as duas malhas.

—%—o0,=0.999 (malha2x2) —g— o,=05 (malha 2x2)
- =% - 0,=0.999 (malha 10x10) - -3 - o, =05 (malha 10x10)

o, = 0.9 (malha 2x2) —&— o = 0.3 (malha 2x2)
71 - -G - 0, =0.9 (malha 10x10) o = 0.3 (malha 10x10)
6 —+— 0, =0.7 (malha 2x2) —#— o = 0.1 (malha 2x2)

o= 0.7 (malha 10x10) - -4 - o= 0.1 (malha 10x10)

Erro Relativo [%]

Figura 6.4: Problema Teste I: erros relativos percentuais entre R e R, considerando
malhas 2 x 2 e 10 x 10 para diversos valores de oy.

6.3.2 Problema Teste I1

Neste problema teste é considerada uma variacao do Problema Teste 1.
Para isso, é suposta a presenca de 4 detectores de particulas, com se¢oes de choque de
absorgao dadas por 041 = 0,2 cm™, 040 = 0,1 cm™, 043 = 0,3 cm™ e 544 = 0,5 cm™.

A Figura 6.5 indica a posi¢ao dos detectores no interior do dominio do problema.

Em decorréncia da linearidade da equagao adjunta, Equagao (6.6), po-

dem ser resolvidos quatro problemas adjuntos de transporte, considerando como
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Figura 6.5: Problema Teste II: configuracao do problema fonte-detector.

termo fonte a secao de choque de absorcao de cada um dos detectores. Com isso,

a taxa de absorcdo total dos quatro detectores, R', pode ser calculada a partir da

soma das taxas de absor¢ao obtidas com cada um dos detectores. Contudo, é mais

simples considerar a Equagao (6.58) e resolver uma tnica vez a Equagao (6.6) para

determinar R. Dessa forma, a secdo de choque dos detectores podem ser escritas

CcOomo

Ud(x>y) =

0,2,
0,1,
0,3,
0,5,
0,

\

para (z,y) € [0,0,2] x [0,8,1],
para (z,y) € [0,8,1] x [0,8,1],
para (z,y) € [0,0,2] x [0,0,2],
para (z,y) € [0,8,1] x [0,0,2],

caso contrario.

(6.58)

A Tabela 6.4 apresenta os resultados para a taxa de absor¢ao calculada

por meio da Equagao (6.5), denotada por R, considerando a soma das taxas de

absorcdo de todos os detectores. Analogamente, R' ¢ utilizado para denotar a taxa

de absor¢do calculada por meio da Equacdo (6.8). E assumido que o dominio do

problema ¢é uniformemente dividido em uma malha 5 x 5.
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Tabela 6.4: Problema Teste II: taxas de absor¢ao (cm™'s™!) do problema fonte-

detector, malha 5 x 5.

N
O R

Rt

R

Rt

0,3 0,7358495075
0,5 0,7813789106
0,9 0,9050096638

0,7358495075
0,7813789106
0,9050096638
0,9455976552

0,7238909929
0,7713596874
0,9011726421
0,9442610110

0,7238909929
0,7713596874
0,9011726421
0,9442610110

0,999 0,9455976553
N
O R

Rt

R

Rt

0,3 0,7170449030
0,5 0,7657100607
0,9 0,8988920343

0,7170449030
0,7657100607
0,8988920343
0,9431464508

0,7121059813
0,7616020443
0,8972466074
0,9423827104

0,7121059813
0,7616020443
0,8972466074
0,9423827106

0,999 0,9431464512
N
O R

Rt

0,3 0,7075609122
0,5 0,7578019411
0,9 0,8956325866
0,999 0,9415394423

0,7075609122
0,7578019411
0,8956325866
0,9415394420

Por sua vez, na Tabela 6.5 sao apresentados os resultados para uma

malha uniforme 10 x 10.

Embora nao tenham sido apresentados todos os digitos nas Tabelas 6.4
e 6.5, as taxas de absor¢ao calculadas via ambas as abordagens demonstraram grande
concordancia. Além disso, como no Problema Teste I, foram obtidas concordancias
de até dois ou trés digitos com o acréscimo da ordem de quadratura ou refino da

malha, respectivamente.

Assim como no Problema Teste I, a Tabela 6.6 apresenta o valor da
taxa de absorcao calculada através do método DD para a equacao de transporte,
considerando 100 nés por cm e tolerancia de 10710 para o processo iterativo (Rpp),
bem como as taxas de absorcao obtidas a partir do método ADO-Nodal para a

adjunta da equagao de transporte ao utilizar malhas 5 x5 (Rsx5) € 10 X 10 (R19x10)-
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Tabela 6.5: Problema Teste II: taxas de absor¢ao (cm™'s™!) do problema fonte-

detector, malha 10 x 10.

N 2
O R R R Rt
0,3 0,7322990263 0,7322990263 0,7201703460 0,7201703460
0,5 0,7785312351 0,7785312351 0,7686360182 0,7686360182
0,9 0,9041718289 0,9041718289 0,9009090151 0,9009090151
0,999 0,9454609234 0,9454609234 0,9447273148 0,9447273146
N 6
O R R R Rt
0,3 0,7135843073 0,7135843073 0,7090469879 0,7090469879
0,5 0,7632069548 0,7632069548 0,7594088529 0,7594088529
0,9 0,8988374540 0,8988374540 0,8972748823 0,8972748823
0,999 0,9438399965 0,9438399963 0,9430897803 0,9430897804
N 12
O R RY
0,3 0,7049893659 0,7049893659
0,5 0,7560075722 0,7560075722
0,9 0,8958710125 0,8958710125
0,999 0,9424151224 0,9424151228

Ainda, na Tabela 6.6, todos os testes sao realizados considerando o, = 0,999 cm™.

Tabela 6.6: Problema Teste IT: taxas de absorgao (cm~'s™') do problema fonte-
detector, obtidas a partir do método DD (Rpp) e do método ADO-Nodal para a
adjunta em malha 5 x 5 (R5x5) e em malha 10 x 10 (Rjox10)-

N Rpp

2 0,945
4 0,945
6 0,944
8 0,944
120,942

R5><5

0,946
0,944
0,943
0,942
0,942

R10>< 10

0,946
0,945
0,944
0,943
0,942

Conforme a Tabela 6.6 indica, para todos os valores de N, os resul-

tados concordaram em ao menos trés digitos. Assim como no Problema Teste I,
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nos resultados apresentados na Tabela 6.6 para o método DD, nao foi possivel a
obtenc¢ao de um ntmero maior de digitos de concordancia com o refinamento da
malha espacial. A Figura 6.6 apresenta erro relativo maximo inferior a 2% entre R

e R, considerando todas as configuracoes de secao de choque de espalhamento e de

malha.

2 —
—%—o0_=0.999 (malha5x5) ——o_=0.5 (malha 5x5)
1.8 - = - o =0.999 (malha 10x10) o, =0.5 (malha 10x10)
! 0,=09 (malha 5x5) —8—o0,=03 (malha 5x5)
167X -0 - 0 =09 (maha 10x10) - - - o_ =0.3 (malha 10x10)
1.4

-
o

"

1

Erro Relativo [%]

o
o2}

Figura 6.6: Problema Teste II: erros relativos percentuais entre R e R, considerando
malhas 5 x 5 e 10 x 10 para diversos valores de oy.

6.3.3 Problema Teste III
Para o Problema Teste III, é considerado um problema de fonte-fixa [44]

em um dominio quadrado definido por D = [0,30] x [0, 30]. E suposta a presenca de
uma fonte isotropica de particulas dada por S(z,y) = 1.0 na sub-regiao [0, 10] x [0, 10]
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do dominio do problema, isto é,

S(ry) = 1, para (x,y) € [0,10] x [0, 10], (6.59)

0, caso contrario.

Adicionalmente, sao supostas condi¢oes de contorno de vacuo em z = 30

cm e y = 30 cm, bem como reflexao em = 0 cm e y = 0 cm, conforme

¥(0,9,2i) = ¥(0,y,20ut), (6.60)
¥(30,,2:) = 0, (6.61)
U (@,0,Qn) = ¥(2,0,Q0u), (6.62)
e
0 (2,30,:,) = 0. (6.63)

Com respeito ao meio fisico, este é considerado homogéneo, com espa-
lhamento isotrépico, onde a secdo de choque macroscopica total vale o = 1.0 cm™,
bem como trés valores para a secao de choque de espalhamento, o, = 0,3 cm™,

0s=05cm!eo,=09cm’

Além disso, é suposta a presenca de um detector de particulas com secao
de choque de absorgio o4 = 0,1 cm™ na sub-regiao [0, 10] x [10,20] do dominio, isto
¢,

0,1, para (z,y) € [0,10] x [10,20],
oq(z,y) = (6.64)

0, caso contrario.

A Figura 6.7 ilustra a configuragao do problema teste.

Nas Tabelas 6.7 e 6.8 sdo apresentados os resultados para R e Rf,
considerando malhas 3 x 3 e 6 x 6, respectivamente. Assim como anteriormente, ao
fixar o nimero de direcdes discretas e a discretizacdo da malha, os valores de R e R'
concordaram em até dez digitos. Com o refino da regra de quadratura ou da malha,

os resultados concordaram em até dois ou trés digitos, respectivamente.
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Figura 6.7: Problema Teste III: configuragao do problema fonte-detector.

Tabela 6.7: Problema Teste III: taxas de absor¢ao (cm™'s™!) do problema fonte-
detector, malha 3 x 3.

N

Os

0.3
0.5

R Rt

R Rt

1.7143299409  1.7143299409
2.8451693217  2.8451693217
30.2961992311 30.2961992311

1.6935596138  1.6935596138
2.8205869480  2.8205869480
30.2647714814  30.2647714814

8
R Rt

12
R Rt

1.6837505322  1.6837505322
2.8093879971  2.8093879971
30.2525983726  30.2525983726

1.6765125777  1.6765125777
2.8014633679  2.8014633679
30.2457855079  30.2457855079

16
R Rt

1.6735047539  1.6735047539
27982618876  2.7982618876
30.2429516821  30.2429516821

A Tabela 6.9 apresenta o valor da taxa de absorgao calculada através do

método DD para a equagao de transporte, considerando 30 nés por cm e tolerancia

de 1079 para o processo iterativo (Rpp). As taxas de absor¢ao obtidas a partir do
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Tabela 6.8: Problema Teste III: taxas de absorgao (cm™'s™!) do problema fonte-
detector, malha 6 x 6.

N 4 6
o R Rl R Rt

0.3 1.7125395942  1.7125395942 1.6918557950  1.6918557950
0.5 2.8438406986  2.8438406986 2.8194014924  2.8194014924
0.9 30.5567526996  30.5567526996 30.5279702823  30.5279702823

N 8 12
o R R R RY

0.3 1.6820872500  1.6820872500 1.6748803849  1.6748803849
0.5 2.8082721202  2.8082721202 2.8004035637  2.8004035637
0.9 30.5171318713 30.5171318713 30.5114281310 30.5114281310

N 16
O R Rf

0.3 1.6718859346  1.6718859346
0.5 2.7972270178  2.7972270178
0.9 30.5090804275 30.5090804275

método ADO-Nodal para a adjunta da equacao sao calculadas com malhas 3 x 3
(R3x3) € 6 X 6 (Rgxg). Por fim, na Tabela 6.9 é considerado apenas o caso com

o, =0,9 cm™.

Tabela 6.9: Problema Teste III: taxas de absorgao (cm™'s™!) do problema fonte-
detector, obtidas a partir do método DD (Rpp) e do método ADO-Nodal para a
adjunta em malha 3 X 3 (R3x3) e em malha 6 X 6 (Rgxg)-

N Rpp  Rsxs  Resxe

4 31,608 30,296 30,557
6 31,045 30,265 30,528
8 31,002 30,253 30,517
12 30,984 30,246 30,511
16 30,973 30,243 30,509

A Tabela 6.9 mostra concordancia de apenas um digito entre os resul-
tados obtidos via método DD e aqueles calculados com o método ADO-Nodal para a

adjunta da equacao de transporte. Contudo, é preciso destacar que, em decorréncia
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da dimensao do dominio deste problema teste ser muito maior que a dimensao dos
casos anteriores, o niimero de nés por cm considerados na aplicagao do método DD
foi muito menor, a fim de viabilizar a execugao computacional em tempo habil. Por
fim, na Figura 6.8 sao comparados os erros relativos entre R e R' considerando as di-

versas secoes de choque de espalhamento, bem como ambas as malhas consideradas.

7
\ —%—o = 0.9 (malha 3x3) - - - oy = 0.5 (malha 6x6)
\\ - K -0 = 0.9 (malha 6x6) —— oy = 0.3 (malha 3x3)
61\ o, = 0.5 (malha 3x3) o, = 0.3 (malha 6x6)
\

& o
T T

Erro Relativo [%)]

Figura 6.8: Problema Teste III: erros relativos percentuais entre R e R, conside-
rando malhas 3 X 3 e 6 X 6 para diversos valores de o,.

Com o uso da abordagem fonte-detector, o método ADO-Nodal para a
adjunta da equagao de transporte no contexto da geometria cartesiana bidimensional

conseguiu reproduzir as taxas de absorcao obtidas através da formulacao ADO-Nodal

para a equagao de transporte com excelente precisao [22]. Além disso, quando

comparado com os resultados obtidos através do método DD, houve concordancia

de até dois digitos em todos os casos. Ainda, a abordagem ADO-Nodal para a

adjunta da equacgao de transporte possibilitou o uso de expressoes fechadas para as
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taxas de absorcao, fato que eliminou a necessidade do uso de regras de quadratura

ou aproximagoes adicionais.

Por fim, é preciso destacar que os parametros das simulagoes apre-
sentadas neste trabalho foram escolhidos de acordo com a capacidade da maquina
previamente descrita, bem como para a utilizacao de técnicas diretas para a resolu-
¢ao do sistema linear envolvido no ultimo passo da obtencao das solu¢ao dos fluxos
médios via formulacao ADO-Nodal. De fato, para o Problema Teste III, com malha
6 x 6 e N = 16, foram necessarios cerca de 5 minutos para a obtencao da solugao
ADO-Nodal. Em contraste, o método DD necessitou de uma malha muito mais
refinada (900 x 900) para obter um ntimero equivalente de digitos de convergéncia,

tomando, para isso, cerca de 1 hora e 40 minutos.

6.4 O Problema Fonte-Detector em Geometria Cartesiana

Unidimensional

O método ADO para a aproximacao multigrupos de energia da equagao
adjunta da equagao de transporte no contexto unidimensional, derivado no Capi-
tulo 5, foi implementado no mesmo sistema computacional utilizado para a obtencao

dos resultados em geometria cartesiana bidimensional.

Assim como anteriormente, a verificacao do método ADO para a equa-
¢ao adjunta se d4 de maneira numeérica, através da abordagem fonte-detector apre-
sentada neste capitulo. Para isso, é utilizada a regra de quadratura cléssica de
Gauss-Legendre [35] de ordem N, par, mapeada do intervalo [—1,1] para o inter-
valo [0,1]. Portanto, o nimero de diregoes discretas consideradas ¢ 2N ao refletir a

quadratura do intervalo [0,1] para o intervalo [—1,1].
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Assim como no caso anterior, o tltimo passo para a obtencao da solucao
ADO da adjunta da equagao de transporte é a resolu¢ao de um sistema linear de

equagoes, contudo de ordem 2n,N.

Por fim, para verificar a formulagao ADO desenvolvida, sao conside-
rados dois problemas testes. A taxa de absorcao obtida por meio da equacao de
transporte, Equagao (6.5), é comparada com a taxa obtida a partir da solugdo do
problema adjunto, Equagao (6.8). A equagao de transporte é resolvida pela sua

versao do método ADO [14], bem como por meio do método DD.

6.4.1 Problema Teste IV

E considerado um problema com dois grupos de energia em meio iso-
tropico heterogéneo definido no intervalo [0,100]. O meio em questdo é composto

por quatro regides, com diferentes propriedades fisicas, conforme a Figura 6.9 [24].

Sy =[0.50.5"p0q=1[0.1 0.3]5

l |23 24I | l

0 20 56 80 100 cm

Figura 6.9: Problema Teste IV: configuragao do problema fonte-detector.

Adicionalmente, sao assumidas condi¢oes de contorno reflexivas em z =

0 cm e de vacuo em z = 100 cm, isto é,

7#(07#) = ¢(0’ - :u)v (665)
(100, — ) = 0, (6.66)
para p € (0, 1].

Além disso, é assumida a existéncia de uma fonte interna de particulas

S no interior do dominio do problema, dada por S, = 0 para a regiao r, com
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r € {2,3,4}. Na primeira regido, r = 1, é suposto que

0,5
Sy (ZvljJ) = ) (667>
0,9
para z € [0,20] e p € [—1,1]. Em adicao, as se¢oes de choque macroscopicas totais

(cm™1) e de transferéncia entre grupos (cm™!) sao, para cada regiao r, r € {1,2,3,4},

dadas por [24]

1,00 0,00 110,90 0,05

g1 — s 0'370’1 = = s (668)
0,00 1,20 210,20 0,80
0,90 0,00 110,75 0,10

09 = s 0'57072 = — s (669)
0,00 1,50 210,30 0,99
1,10 0,00 110,95 0,00

O3 = y 0'370’3 = = 5 (670)
0,00 0,85 210,60 0,20
e — - — -
1,00 0,00 110,90 0,05

o4 = s 0'57074 = — s (671)
0,00 1,20 210,20 0,80

respectivamente. Por fim, é assumida a presenca de um detector de particulas no
interior da placa, para o qual é definida a secao de choque macroscopica de absor¢ao

o4 (cm™) como

0,1
, para z € [23,24],
oa(z,p) = 0,3 (6.72)

0, caso contrario.

E salientado que antes de comparar as taxas de absorcio estimadas por
ambas as formulagoes ADO, foram realizados testes com o fluxo escalar, compa-
rando os valores obtidos com os resultados previamente listados por Barros e Larsen
[24], nao sendo possivel, porém, encontrar concordancia entre os dados. De fato, de

acordo com um dos autores, os resultados tabulados em [24]| foram posteriormente
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corrigidos por uma implementacao alternativa que fez uso do método Response Ma-
triz [26]. Com isso, foi possivel encontrar concordancia entre oito e dez digitos entre
os resultados obtidos com a formulagdo ADO com os obtidos por Barros e Silva [26].
Além disso, o fluxo escalar foi, também, calculado utilizando uma implementacao do
método DD [82], apresentando, contudo, concordancia de apenas seis digitos quando

comparado com os resultados do método ADO.

Na Tabela 6.10 sao apresentados os resultados numéricos para a taxa
de absorcao Rpp, estimada através do método DD, considerando 100 nés por cm e
tolerancia de 107!2 para o processo iterativo; R, estimada através da Equacao (6.5)
via método ADO classico; e, por fim, R, por meio da Equacao (6.8) utilizando
a formulacao ADO para a equacao adjunta. Para os teste, é considerado N €
{2,4,8,16,32,64}.
Tabela 6.10: Problema Teste IV: taxas de absorgao (cm™'s™!) do problema fonte-
detector, obtidas a partir do método DD (Rpp), a partir do método ADO para a

equagao do transporte (R) e a partir do método ADO para a adjunta da equagao
do transporte (R').

Rpp R Ri

—_
> w0 i o2

64

0,19672045103
0,19618888375
0,19618584726
0,19618584755
0,19618584751
0,19618584751

0,19672070465
0,19618914572
0,19618610963
0,19618610990
0,19618610982
0,19618610981

0,19672070465
0,19618914572
0,19618610963
0,19618610990
0,19618610982
0,19618610981

Ao analisar a Tabela 6.10, é possivel verificar que todos os resultados

foram idénticos para as taxas de absorcao calculadas através de ambas as aborda-
gens ADO. Vale destacar que o numero de digitos exibidos foram limitados pela
convergéncia na variavel angular. Além disso, |R — RT| = O(1071%) para todos valo-
res de N testados. E salientado que tais resultados foram possiveis apenas quando

utilizadas as expressoes analiticas para a taxa de absor¢ao. Quanto utilizada inte-
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gracao numérica nas expressoes das taxas de absorcao, o melhor resultado obtido
foi |R — RT| = O(107'°). Adicionalmente, os testes com férmulas explicitas toma-
ram menos de um segundo para serem executados, cerca de cem vezes mais rapido
que utilizando integracao numérica para a variavel z. Além disso, ao comparar os
resultados obtidos via método ADO com aqueles calculados a partir do método DD,

é verificada concordancia de até seis digitos.

6.4.2 Problema Teste V

Inicialmente proposto por Siewert [114], um problema mais desafiador
consiste em um modelo relacionado ao espalhamento de néutrons em agua, o qual
considera uma aproximagao para a dependéncia energética em seis grupos de ener-
gia. As cinco matrizes definidas nas Equacoes (6.73), (6.74), (6.75), (6.76) e (6.77)
representam as se¢oes de choque totais (cm™!) e os dados de transferéncia entre gru-
pos (cm™!) de um problema em meio homogéneo, definido para z € [0, 30], onde é
considerado grau de anisotropia L = 3. Em decorréncia de ser um meio homogéneo,
é deixado de lado o subindice r utilizado para especificar as regices. Além disso, é

denotado = x 10° por z(+e¢), para qualquer nimero inteiro e. Assim, sdo definidas

o = diag (1,50520, 1,57051, 3,51907, 6,26226, 14,0294, 42,14920) , (6.73)
[ 8,07750(~1)  0,00000(+0)  0,00000(+0)  0,00000(--0)  0,00000(+0)  0,00000(+0)]
6,26456(—1)  9.84040(—1)  9.79447(—2)  4,70592(—2)  126378(—1)  3,97098(—1)
oy 6,16069(—2)  522480(~1)  3,09892(+0)  201540(+0)  324243(+0)  9,62747(+0) | (6.74)
TP 6,16969(—3)  5,15850(—2)  2,97524(—1)  3.88257(+0)  8,22842(+0)  2,42148(+1)|
6,16969(—4)  5,15850(—3)  3.48269(—3)  243839(—1)  2,09399(+0)  5.46759(+0)
| 6.83147(=5)  5,72919(—4)  9,81407(=5)  6,67680(—3)  1,27601(—1)  1,7484(+0) |
[ 1,73809(+0)  0,00000(+0)  0,00000(+0)  0,00000(+0)  0,00000(+0)  0,00000(+0)]
1,00096(+0)  2,06953(+0)  3,65035(—2) —7,17931(—3) —6,57000(—3) —6,21269(—3)
i 323T41(=2)  TO7905(=1)  1,84248(+0) —8.37651(~1) —950478(~1) —8,87500(~1)| (6.75)
TP 1,16883(—3)  2,58418(—2) —142702(—2)  1,51150(+0) —1,42204(~1) —572883(—1)
8,28375(—5)  9,49379(—4) —1,60567(—3)  7,80252(—2)  1,18387(+0)  1,21816(+0)
2,08725(=5)  9,04254(~5) —163418(~5)  3,64032(—4)  2,94178(-2)  5,93333(—1)]
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1,89361(0)  0,00000(+0)  0,00000(+0)  0,00000(-+0)  0,00000(+0)  0,00000(+0)]
—1,16776(—2)  2,03360(+0) —2,78866(—2) —3,66853(—3) —540201(—3) —1,56529(—2)
-1 —1) —1,00130(—1)  4,28177(—1) —478174(—1) —1,90615(—1) —3,91507(—1

- 38579(—1) —1,00130(—1)  4,28177(—1) —4,78174(—1) —1,90615(—1) —3,91507(—1) - (6.76)
—1,52200(—2) —1,16769(—1) —6,28730(—2)  5,52373(—1) —5,57599(—1) —1,08378(+0)
—1,53206(—3) —1,27412(—2) —3,69913(—4)  4,15341(—2)  7,64138(—1)  1,96411(—1)
| —1.61574(—4) —1,41761(~=3) —4,41786(—6) —2,23975(—4)  3,03330(-2)  2,98538(—1)

e
1,28480(+0)  0,00000(+0)  0,00000(+0)  0,00000(+0)  0,00000(+0)  0,00000(+0)
—117471(+0)  1,09070(+0) —2,12993(—2) —7,43655(—4) —591497(—4) —5,66126(—4)
—1,05643(—1) —1,002 : —1) - —8,54669(—2) —7,69580(—

oo 05643(—1) —1,00250(+0)  4,61562(—1) —1,83398(—1) —8,54669(—2) —7,69580(—2) (6.77)
—4,05881(—3) —8,45487(—2) —2.85371(—2)  7,24719(—1) —1,03599(—2)  6,50889(—2)
—2.88804(—4) —3,29773(—3) —1,53968(—4)  5,10368(—2)  7.61976(—1)  2,89226(—1)
—TATTA4(—5) —313307(—4) —146113(—6)  506034(—5)  3.23582(—2)  2,85246(—1)

Uma modificagao do problema original foi a inclusao de uma fonte in-

terna de particulas S = [S; Sy S3 Sy S5 Se]?, cujos componentes sao dados por

4,  para z € [5,6],
Si(z) =4 6, paraz € [27,28], (6.78)

0, caso contrario,

10, € [20,22],
Sy(z) = para z € 20,22 (6.79)

0, caso contrario,

7, ara z € |13, 14|,

S(z) = P 13,14 (6.80)
0, caso contrario,

e Sy(z) = 0, para z € [0,30], com g € {2,3,5}. Como condi¢bes de contorno, é

assumido vacuo, isto é,

Y(0.u) =0, (6.81)

(30, — ) = 0, (6.82)

para 4 € [0, 1].
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Além disso, é assumida a existéncia de um detector de particulas no
interior do dominio do problema, com se¢ao de choque de absor¢ao o4 dada por

.

1

0,1 ,  paraz € [6,7],
oa(z,p) = < 1 (6.83)

\ 0, caso contrario.

Como no Problema Teste IV, foram calculadas as taxas de absor¢ao por
meio da Equagao (6.5), denotada por R; através da formulacao adjunta, a Equa-
cdo (6.8), indicada por R'; e por meio do método DD para a equacao de transporte,
considerando 100 nés por cm e tolerancia de 107® para o processo iterativo, re-
presentada por Rpp. A Tabela 6.11 resume os resultados obtidos, considerando
N € {2,4,8,16,32,64,128}.

Tabela 6.11: Problema Teste V: taxas de absor¢ao (cm~'s™!) do problema fonte-
detector, obtidas a partir do método DD (Rpp), a partir do método ADO para a

equacao do transporte (R) e a partir do método ADO para a adjunta da equagao
do transporte (RT).

N Rpp R R1

2|1 4,065700436 2,52312207 2,52312207
41 2,527924009 2,53097512  2,53097512
8

6

2,535723997  2,53093453  2,53093453
2,535689053  2,53093475 2,53093475
32 | 2,535691821 2,53093475 2,53093475
64 | 2,5635692007 2,53093476 2,53093476
128 | 2,535692008 2,53093477 2,53093462

Conforme a Tabela 6.11 aponta, para todos os valores de N, os resul-

tados obtidos pelas formulagoes ADO apresentaram taxas de absor¢ao concordando
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em até sete digitos. Diferente do caso anterior, os erros ao comparar as taxas de
absorgao foram maiores, entre O(107'%) e O(107®), apresentando crescimento com
o aumento do nimero de dire¢oes. De forma semelhante ao teste anterior, os testes
foram executados em menos de um segundo. Além disso, ao comparar os resultados
calculados por meio do método ADO com aqueles obtidos via DD, houve concor-

dancia de trés digitos.

Assim, para os problemas em geometria cartesiana unidimensional, o
método ADO obtido para a adjunta da equagao de transporte foi capaz de, através
da formulacao fonte-detector, reproduzir com excelente precisao as taxas de absor-
¢ao obtidas através da formulagao para a equagao de transporte [100]. Além disso,
quando comparado com os resultados obtidos através do método DD, houve con-
cordancia de dois & cinco digitos. Ainda, as taxas de absorcao calculadas através
da formulacao ADO adjunta foram obtidas em menos de um segundo em todos os
testes, em contraste com a utilizacao do método DD no Problema Teste V, o qual

necessitou de 10 horas para a obtencao de convergéncia no caso com N = 64.

Por fim, é reforcado que a formulacao adjunta permite que, desde que o
detector de particulas se mantenha o mesmo, o célculo da taxa de absorcao de par-
ticulas oriundas de diferentes fontes de particulas necessita de apenas uma simples
avaliagdo da Equagao (6.8), sem que para isso seja resolvida novamente a adjunta
da equacao de transporte. No préximo capitulo, tal propriedade se mostrara funda-

mental para resolver um problema inverso de estimativa de fontes de particulas.
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7 O PROBLEMA DA ESTIMATIVA DE
FONTES DE PARTICULAS

De acordo com Beck e Arnold [29], o problema da estimativa de para-
metros pode ser identificado com o estudo dos problemas inversos. Em intmeras
situagoes nao sao conhecidos alguns, e por vezes, nenhum dos parametros que des-
crevem o modelo matematico; ainda assim, medicoes discretas relacionadas com as
variaveis dependentes sao conhecidas. Essas medicoes podem, entao, ser utilizadas

na tentativa de estimar tais valores desconhecidos.

Neste capitulo, o objetivo é estimar uma fonte isotrépica de particu-
las definida no interior do dominio do problema, a partir de uma série de leituras
provenientes de detectores também internos ao dominio do problema. Para isso, é
suposto que todas as propriedades fisicas da regiao de interesse sao conhecidas, bem

como as condigoes de contorno do problema.

Na proxima secao, ¢ obtido um modelo linear que relaciona as taxas de
absorcao de particulas de diversos detectores interiores ao dominio do problema a

fonte que se deseja estimar.

7.1 CaAlculo das Taxa de Absorgao de Particulas

Inicialmente sao considerados problemas em geometria cartesiana bidi-
mensional, onde o fluxo angular de particulas em um dominio D = [0, X] x [0,Y] é

modelado através da equagao de transporte definida na Equagao (3.1), isto é,
L =8, (7.1)
sujeita as condi¢oes de contorno dadas por

77/}(F>Qin) = wb(nﬂin) + p(r)d}(rvﬂwt)? (72)
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onde €2;, indica as dire¢oes de fluxo incidente na fronteira D do dominio, €2,

as diregoes de fluxo emergente, 1, o fluxo incidente em 9D e p é o coeficiente de

reflexao especular.

Para a obtengao de um modelo que relacione as taxas de absorgao de

particulas a fonte que se deseja estimar, uma série de hipdteses sao necessérias.

Assim, é suposto que

(i)

(i)

(iii)

um conjunto de ny detectores de particulas é posicionado no interior do dominio

do problema, cada um deles fornecendo uma leitura R;, com i € {1,... n4};

cada um dos detectores é caracterizado por uma se¢ao de choque de absorgao

o4, com i € {1,...,n4};

para cada ¢ € {1,...,n4}, o fluxo angular adjunto ; que resolve a Equa-
¢do (3.26) com ST = 04; no seu lado direito ¢ conhecido, considerando, como

condigoes de contorno, a Equagao (3.27);

a fonte S & bem aprozimada por S, obtida através da combinagao linear de

funcoes base definidas no dominio do problema, isto ¢, S ¢é tal que
np
S(ay) =) ays;(zy), (73)
j=1

onde, para (z,y) € D e j € {1,...,m}, s; ¢ uma funcao bases conhecida e «;

representa o coeficiente da expansao de S na base formada pelas funcoes s;.

Com isso, é possivel substituir a Equagao (7.3) na Equagao (6.8) para

escrever

Ri = (S4) = Pl

<jzl aj5j7¢g> - P[be,w;‘r] (7.4>

= >y (sl ) = Plunl,

Jj=1
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para cada i € {1,...,ng}.
A Equagao (7.4) pode ser reescrita de maneira vetorial como

aq

Ro=[(sil) (sa0l) o (sat)] | 77| =Pl (5)

Qo

de onde decorre que, ao variar i € {1,...,n4}, ¢ obtida a equacao matricial

_Rl_ —<51,¢I> <52,¢I> <5nbﬂ”>_ _oq_ _PWM/}H-
By | | (suwd) (sad) o (smwid)| || | Plind

= — (7.6)
_Rnd_ _<Sl’¢’:rld> <82’¢’;rld> e <Snba¢jzd>_ _anb_ _wa,w;&d]_
Por fim, ao introduzir os vetores de ngy componentes
r=[Ri Ry --- R,,]", (7.7)
e
T

p=— |P[w0]] Plontl] - Plontil )| (7.8)

o vetor de n;, componentes
a=[a; a o) (7.9)

e a matriz ng X ng

) Aty o fand)]

T T
1 1
A— <51’.¢$> <S2"@> <S"b.’¢;> , (7.10)

[(s1h,) (5200, -0 (Smtih))

é possivel, com isso, reescrever a Equagao (7.6) como
r=Aa+p. (7.11)
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A Equagao (7.11) modela as taxas de absor¢ao dos detectores em fungao
dos coeficientes da aproximagcao da fonte na base escolhida. Neste trabalho, dadas
as particoes {0 =21 <z < - < Ty, < Tppn =X} e{Y =y >p>- >y, >

Yn,+1 = 0} dos intervalos [0, X] e [0,Y], sao definidas as fungoes base

5 (2) = 1, para (z,y) € D,,, (7.12)
AGE - .
0, caso contrario,

para p € {1,...,n,} e ¢ € {1,...,n,} fixos, onde j = p+ (¢ — 1)n, e D, =

[(q— Dhepgs qhw,p,q] x[(p— 1)hy,p7qvphy7p,q]> com hy pg = Tgr1—Tq € hypg = Yp—Ypt1,

conforme a Figura 4.1.

E preciso destacar que por meio do uso das funcoes bases definidas na
Equacao (7.12), é possivel utilizar as expressoes analiticas obtidas no Capitulo 6,
mais especificadamente, as Equagoes (6.26) e (6.27), para escrever formulas explici-
tas para as Equagoes (7.8) e (7.10), o que fornece maior velocidade e acuracia nos
calculos. Entretanto, o emprego de um conjunto distinto de fun¢oes bases requer a

deducao de novas formulas explicitas [103].

Para o problema em geometria cartesiana unidimensional dependente
da energia, o fluxo angular de particulas em um dominio D = [0, Z] ¢ modelado

através da equagao de transporte definida na Equagao (2.37), isto é,
Ly =8, (7.13)

onde v é o fluxo angular de particulas, descrito através de um vetor de G compo-

nentes dado por

Y =i, -+ Y], (7.14)

e sujeita as condigoes de contorno dadas por
Y(Z, — p) = Folp) + p2p(Z,p), (7.16)
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para i € (0,1], onde f, indica o fluxo incidente na fronteira esquerda do dominio, f,

o fluxo incidente na fronteira direita, e p; e py sdo, respectivamente, os coeficientes

de reflexao especular da direita e da esquerda do dominio.

Assim como no caso bidimensional, para a obten¢ao de um modelo que

relacione as taxas de absorcao de particulas a fonte que se deseja estimar, uma série

de hipoteses sao necessarias. Dessa forma, é assumido que

(i)

(iii)

um conjunto de ny detectores de particulas é posicionado no interior do dominio
do problema, cada um deles fornecendo uma leitura R; para cada grupo de

energia, totalizando nyG' leituras;

cada uma das leituras ¢ associada com uma segao de choque de absorcao o4

definida por

latég—1 g+1atée G
—— ——
o-d7’i:[ 0---0 Odig 0---0 ]7 (717)

comi € {l,....ngG}ege{l,...,G};

para cada i € {1,...,nyG}, o fluxo angular adjunto

Yl =g - vig]” (7.18)

que resolve a Equacdo (3.55) com ST = o4, no seu lado direito ¢ conhecido,

considerando, como condigdes de contorno, as Equagoes (3.34) e (3.35);

a fonte S é bem aproximada por S = [5'1 e gg]T, onde cada componente Sg de
S ¢ definida em algum espago linear de fungoes sobre o dominio do problema,

isto ¢, S, ¢ tal que
b,g

gg(z) = Z @ gS5.9(2), (7.19)

onde, para g € {1,...,G} e z € D, s;, ¢ uma fungdo base conhecida e a;,

representa o coeficiente da expansao de S, na base formada pelas funcoes s; ;.
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Com isso, é possivel substituir a Equagao (7.19) na Equagdo (6.8) para

escrever a expressao

G
r= Z Ao+ p, (7.20)
g=1
onde, para cada g € {1,...,G}, sdo definidos os vetores de nyG componentes
detector 1 detector 2 detector ny
r=[Ri ... ReRgy1 .. Rag ... Riny1ycr1 - - - Ruycl” (7.21)
e
detector 1 detector 2 detector ny
p=[P,...Ps Poy1 ... Pag ... Py _1ycs1 - -- Puyal”, (7.22)
com P; = —P[fl,fQ,zﬁj], para i € {1,...,n4G}, o vetor de n;, componentes
T
oy = [alyg Qog - Oénb’gkq] , (7.23)

e, por fim, a matriz de dimensao nqG x n; 4 dada por

Agin Agie o Agin,
A A A
97271 97272 g727nb,g
A= e e (7.24)
Ag,ndGJ Ag,ndG,Q T Agandenb,g

onde, para cada i € {1,... ngG} e je{l,... ,np4}, Agi; € tal que

1 Z
Agis = [ [ vtz (7.5
-1J0

e %T, , representa a componente do g-ésimo grupo de energia do fluxo angular adjunto

1!, conforme definida na Equacéo (7.18).

79

Para finalizar, é possivel reescrever a Equacao (7.20) no mesmo formato

da Equagao (7.11). Para isso, ¢ definido o vetor de ny, 1 +np2+- - -+np ¢ componentes

a=laj - a5l (7.26)
¢ a matriz de dimensao nqG X (np1 + N2 + -+ + M)
A=A, - Agl, (7.27)



para reescrever a Equagdo (7.20) como

r=Aoa+p. (7.28)
Em analogia ao problema bidimensional, para cada g € {1,...,G}, é
considerada a particao {0 = 215 < 295 <+ < 2Zn, g < Zn.4+14 = £} do intervalo

[0, Z], de maneira a selecionar fung¢oes bases

17 para z € [(] - 1)hj797jhj79]7 (7 29)

Sjg(2) = .
0, caso contrario,

para j € {1,...,mp4}, onde h, ; = 2zj41,4 = 2j4.

Como no caso bidimensional, as fungoes bases definidas na Equagao (7.29)
permitem, também, o uso das expressoes analiticas obtidas no Capitulo 6, as Equa-
goes (6.35), (6.36), (6.37) e (6.38), para escrever formulas explicitas para as Equa-
goes (7.22) e (7.27).

Na proxima segao é apresentado o problema inverso de estimativa de
fontes de particulas, bem como uma série de hipoteses consideradas para a resolugao

de tal problema.

7.2 Estimativa de Fontes de Particulas

Na secao anterior, tanto no contexto unidimensional quanto no bidi-

mensional, foi obtida a relagao
r(a) = A+ p, (7.30)

entre as leituras de uma série de detectores de particulas interiores ao dominio do
problema e a expansao da fonte (ou aproximacao da mesma) em um dado espago de
funcoes. A fim de simplificar a notagao, é suposto que r e p sao vetores de dimensao

ng, a é um vetor de dimensao np e A é uma matriz ng X ng.
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Adicionalmente, é suposto que 7 é um vetor de dimensao ng, represen-
tando medicoes fisicas de uma série de detectores interiores ao dominio do problema,
como na secao anterior. Além disso, é tomada como hipotese a aditividade dos erros

entre r e r, isto é, 7 e r sao tais que
r=r(a)+e (7.31)

onde € é um vetor aleatorio independente de a, normalmente distribuido, com média
zero e matriz de covariancia W conhecida, constante e positiva definida. Com isso,
a funcao de densidade de probabilidade para a distribuicao dos erros é dada por
[29, 71]

m(e) = (2m) "W |2 exp {—%eTwle}. (7.32)

Dessa forma, ao substituir a Equagao (7.31) na Equacao (7.32) é obtida

a distribuicao das medidas 7 condicionadas aos parametros «, isto é,
1
r(Flac) = (20) "W exp {—5 7 — r(e)]T W - r(a)]}, (7.33)

também chamada de fungao de verossimilhanga [71], a qual mede, para cada « fixo,

a probabilidade de obtencao de 7.

Como a Equagao (7.32) é, por hipotese, centrada em 0, para minimizar
€ ¢ desejada a maximizagao de w(€), ou w(7|a). Como a matriz W é positiva
definida, a Equagao (7.33) é maximizada quando o argumento de sua exponencial é

minimizado.

Com isso, é definida a funcao objetivo de maxima verossimilhanca
Surla) = [F —r(a)]" W F —r(a)], (7.34)

na qual foram ignoradas as constantes multiplicativas no argumento da exponencial

da Equacao (7.33).

Adicionalmente, neste trabalho, é assumido que os erros nas medigoes

sao nao correlacionados e com variancia constante o2 [29]. Dessa forma, a matriz
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de covaridncia assume a forma

W =1, (7.35)

onde I é a matriz identidade de ordem ng.

Assim, ao substituir a Equagao (7.35) na Equagao (7.34), ¢ obtida a
fungao objetivo

Sur(a) = [F — r(a)]T [ —r(a)], (7.36)

da qual é desejada a obtencao de a tal que

& = argmin Sy (a). (7.37)

(o3

Ao substituir a Equacao (7.30) na Equacao (7.36) é obtida, apos algu-

mas manipulagoes algébricas, a expressao

Sur(e) = ||[Aa — b||?, (7.38)
onde || - || € a norma-2 vetorial e b ¢ um vetor de ng componentes dado por
b=7+p. (7.39)

O método dos minimos quadrados pode ser empregado para estimar o
minimo da Equagao (7.38). Contudo, conforme leituras ruidosas sao consideradas,
os resultados obtidos dessa forma apresentam grande instabilidade numérica, em
decorréncia do carater mal posto do problema, fazendo com que sejam buscadas

outras técnicas para a obtengao de solugoes para a Equacao (7.37).

7.3 Técnicas de Regularizacao

As técnicas de regularizacao sao importantes ferramentas utilizadas na
resolucao de problemas mal-postos, como é o caso tipico de diversos problemas inver-

sos [6, 62, 71, 96]. Uma técnica de regularizagao classica é a chamada regularizagao
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de Tikhonov, a qual é essencialmente uma versao penalizada da Equagao (7.38)

[6, 62, 71]. Com isso, é escrita a expressao
Sx(e) = ||Ac — b||> + M || L(a — )|, (7.40)

onde A > 0 é o chamado parametro de regularizagao de Tikhonov, L é a matriz
de regularizacao de Tikhonov, de dimensao n; X ng, para algum n; natural, e o
representa alguma aproximacao do vetor ac que minimiza a Equagao (7.38) quando
na auséncia de erros nas medigoes. A constante de regularizagao A visa controlar
a sensibilidade da Equagao (7.40) ao erro €. A matriz L, por sua vez, tem como

objetivo selecionar alguma caracteristica da solugdo do problema [6, 62].
Assim, sdo buscadas solugbes que minimizem a Equagao (7.40), isto é,
&), = argmin S, (), (7.41)

«@

onde o parametro de regularizacao A deve ser cuidadosamente escolhido para tentar
mitigar os efeitos dos ruidos presentes nas medig¢oes sobre a solugao do problema,
bem como evitar que o problema regularizado possua solu¢ao muito distante da

solugao do problema de minimizagao original da Equagao (7.38) quando consideradas

medig¢oes nao ruidosas.

Vale destacar que solugbes que minimizam a Equacao (7.40) podem
ser obtidas a partir de algoritmos classicos de minimos quadrados, uma vez que é

possivel reescrever a mesma na forma

2

Sy(a) = Al | ® (7.42)
VAL VLo | || '

Neste trabalho, contudo, nao é considerado o método classico de Tikho-
nov, mas a sua versao iterada [34, 53|. Para isso, é, inicialmente, realizada uma

mudanga de variaveis na Equagao (7.40). Assim, se definido o vetor residuo
To = b— AOC(], (743)
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e o vetor

h=a- ap, (7.44)
a Equacao (7.40) pode ser reescrita como [34]

Sx(h) = [|[Aa — b]|* + A || L(e — )| |*
= ||Aa — Ay + Ao — b||* + || Lh|? (7.45)
45
= ||A(a — o) — (b — Ac)||* + A || LA

= [[Ah —7o||* + A || LR

O vetor h que minimiza a Equagao (7.45) visa aproximar o erro entre a
solugao do problema original, Equagao (7.38), na auséncia de erros e a aproximagao
. Com isso, uma sequéncia de aproximacoes refinadas {ay }x, para k € N, pode
ser obtida ao definir [34]

a1 = oy + hy, (7.46)

onde cada vetor h, é tal que
hjy1 = argmin {||Ah — r;||> + X ||Lh[|*}, (7.47)
h
onde 7 é 0 k-ésimo residuo, definido por

Uma questao que surge com a introdug¢ao do método de Tikhonov ite-
rado é a determinacao de um critério de parada para o método. Neste trabalho, é
considerado o principio da discrepancia, o qual assume que a solugao aproximada
nao deve possuir residuo inferior aos erros presentes nas medigoes. Assim, o processo
iterativo definido na Equagao (7.47) deve prosseguir até que se obtenha um valor de
k tal que [34, 71]

|[7&ll < 7y/nRo, (7.49)

onde 7 > 1 é um parametro de ajuste independente de o, tipicamente escolhido

como 7 = 1,1 [71].
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Ainda em aberto na Equagao (7.47) ¢ a adequada escolha do parametro
de regularizacao A\. Em conjuncao com o método de Tikhonov iterado, é tipica uma
escolha ndo estacionaria para o parametro de regularizagao [34|, na forma de uma

sequéncia geométrica decrescente
M = Xoq", (7.50)

para k € N, com Ay > 0 e ¢ €]0,1] fixos. O Pseudocodigo 1 apresenta os passos
necessarios para a obtencao do problema de minimizacao regularizado via método

de Tikhonov iterado da Equagao (7.40).

Pseudocoédigo 1 Método de Tikhonov iterado.

1: enquanto nao convergiu faga
2: rL,+ b— Aqy
se r, < 7\/nro entao
sair
fim se
AL — )\qu
hyy1  argming, {||AR — ri|[* + A\ || LA}
Qi1 < oy + hy,
9: k< k+1
10: fim enquanto

E demonstrado por Buccini et al. [34] que, se o parametro de regula-
rizagao for escolhido como na Equacdo (7.50) e, ainda, se a interse¢ao dos espagos
nulos de L e A contiver apenas o vetor nulo, entao o Pseudocédigo 1 converge para
a solugao de menor norma da Equacdo (7.41) quando k& — oo. Além disso, os au-
tores mostram, também, que o Pseudocodigo 1 atinge o critério da discrepancia,

Equagao (7.49), em um numero finito de passos.
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7.4 Resultados Numéricos para a Estimativa de Fontes via
Método de Tikhonov Iterado em Geometria Cartesiana

Unidimensional

A fim de testar a formulacao desenvolvida na secao anterior, é con-
siderada uma série de problemas testes em geometria cartesiana unidimensional

dependente da energia.

7.4.1 Problema Teste I

E suposto um problema com dois grupos de energia em meio isotrépico
homogéneo definido no intervalo z € [0,10]. As segdes de choque de absorgao e
de transferéncia entre grupos de energia sdo definidas na Equagao (6.68), e sdo

assumidas condic¢oes de contorno de vacuo em z =0 cm e z = 10 cm, isto é,

Y(0,1) =0, (7.51)
e
para p € [0,1]. O objetivo ¢ estimar a fonte interna de particulas S = [S; Ss]7,
cujas componentes sao dadas por
20
Si(z) = —400022(2 —10), (7.53)
¢ 500
22 (2% — 142 +49), para z € [0, 7],
Sy(z) = ¢ 75031 ( ) 0.7 (7.54)
0, caso contrario,
para z € [0, 10].

Para a obtencao de medic¢oes ruidosas, sao considerados vinte detectores

de particulas uniformemente espagados no interior do dominio do problema, com
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secao de choque de absorgao o417 = 0,2 cm™ para o primeiro grupo de energia e 542 =
0,15 cm™ para o segundo grupo de energia. E utilizada uma implementacao propria
do método DD [82], na qual sdo consideradas 128 diregoes discretas, 100 nés por cm
e tolerancia de 107'2 para o processo iterativo. Com isso, é inicialmente calculado
um vetor de leituras rg, as quais sao assumidas como exatas. Na sequéncia, é
introduzida a matriz de covariancia W = (0,01 x maxrg)?I, onde I é a matriz
identidade de ordem ng, com a finalidade de gerar um vetor aleatério € para a

Equagao (7.31).

A matriz A da Equagao (7.40) é calculada por meio da Equagao (7.27)
pela formulagao ADO para a equacao adjunta de transporte unidimensional depen-
dente da energia, com N = 4, o que equivale a 8 dire¢oes discretas. A base para
a expansao da aproximacao de S é definida por meio da Equagao (7.29), ao consi-
derar uma partigao uniforme de dez subintervalos do intervalo [0,10]. Inicialmente,
é escolhida como matriz de regularizacao a matriz identidade de ordem ng, isto é,
Ly = I. Tal escolha para matriz de regularizacao visa priorizar as solucoes de menor
norma para o problema de minimizacao regularizado. Ainda, para a obtencao dos
resultados, é considerado um espaco amostral de mil realizagoes do vetor aleatério

€.

A Tabela 7.1 apresenta os valores de minimo, média, maximo e desvio
padrdo para os erros absolutos das estimativas, na norma L?([0, 10]), onde Se S,
representam, respectivamente, as projecoes de S; e Sy na base escolhida para as
estimativas. Na Figura 7.1, as linhas so6lidas em vermelho representam os graficos
das aproximacoes S; e Sy das componentes de S, os asteriscos representam as médias
das mil estimativas para cada uma das componentes, e as linhas verticais em torno
dos asteriscos representam os intervalos de 95% de confianca. Por fim, na Figura 7.2

é apresentado o histograma dos erros absolutos.

Conforme pode ser verificado na Tabela 7.1, os erros absolutos no se-

gundo grupo de energia foram aproximadamente o dobro daqueles encontrados no
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Tabela 7.1: Problema Teste I com matriz de Tikhonov Ly: erros absolutos — minimo,
média, maximo e desvio padrao.

Erros Minimo Média Maximo Desvio Padrao
Hél 5l 00804 01339 02300 0,0226
‘ 3, — 8, ( 0,1353 02765 04121 0,0453

primeiro grupo de energia. Na mesma tabela, o desvio padrao seguiu o mesmo com-
portamento dos erros absolutos, isto é, o desvio padrao do segundo grupo de energia

¢ o dobro daquele do primeiro grupo.

Grupo 1

Figura 7.1: Problema Teste I com matriz de Tikhonov Ly: graficos das componentes
exatas de S (linhas solidas em vermelho), das componentes médias das aproximagoes
de S (asteriscos) e respectivos intervalos de 95% de confianca (linhas verticais).

A Figura 7.1 corrobora os resultados apresentados na Tabela 7.1, mos-
trando um erro maior para as estimativas no segundo grupo de energia, bem como
intervalos de confian¢a maiores. Ainda, é possivel notar que no intervalo [2, 5], para
o segundo grupo de energia, ha um distanciamento da média das estimativas com

relacao ao valor exato da fonte, sendo estas subestimadas no intervalo.
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Figura 7.2: Problema Teste I com matriz de Tikhonov Ly: histograma dos erros
absolutos.

A Figura 7.2, por sua vez, apresenta a distribuicao dos erros absolutos
para os dois grupos de energia. E possivel traduzir as informacoes apresentadas na
Tabela 7.1 na Figura 7.2, a qual mostra que o erro absoluto do primeiro grupo de
energia esta centralizado proximo de 0,13; por sua vez, o segundo grupo de energia,
possui erros médios em torno de 0,28. Em ambos os histogramas, é sugerido que os

erros relativos estao aproximadamente distribuidos de maneira gaussiana.

Uma segunda matriz de regularizacdo comum na literatura [6, 34| é
obtida por meio da discretizacao em diferencas finitas de pontos equidistantes sobre o
dominio do problema. Assim, a matriz de regularizacao L, de dimensoes (M —1)x M

é dada por

L, = : (7.55)

a menos de uma constante multiplicativa.
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A Tabela 7.2 apresenta os valores de minimo, média, maximo e desvio
padrao para os erros absolutos das estimativas, considerando as mesmas medidas

ruidosas utilizadas no teste anterior com a matriz de regularizacao Ly.

Tabela 7.2: Problema Teste I com matriz de Tikhonov L;: erros absolutos — minimo,
média, maximo e desvio padrao.

Erros Minimo Meédia Maximo Desvio Padrao
‘ S - &l 00732 01447 02529 0,0240
‘ 3, — 8, ‘ 0,0822 02942 04831 0,0632

Ao comparar a Tabela 7.2 com a Tabela 7.1, é possivel verificar que os
erros, em geral, tendem a ser maiores quando comparados aos erros das estimativas

geradas com a matriz Ly, fato corroborado pela Figura (7.3).
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Figura 7.3: Problema Teste I com matriz de Tikhonov L;: histograma dos erros
absolutos.
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A Figura 7.4 apresenta os graficos das componentes exatas bem como

as suas aproximagoes.

Grupo 1

Figura 7.4: Problema Teste I com matriz de Tikhonov L;: graficos das componentes
exatas de S (linhas solidas em vermelho), das componentes médias das aproximagoes
de S (asteriscos) e respectivos intervalos de 95% de confiancga (linhas verticais).

Conforme pode ser verificado na Figura 7.4, ao comparar com os resul-
tados expostos na Figura 7.1, os intervalos de confianca de 95% foram, em geral,
menores. Contudo, nas proximidades dos extremos do dominio do problema, o in-
tervalo [0, 10], foi apresentada uma maior discordancia entre as componentes exatas
de S e suas estimativas S, fato que pode explicar os maiores valores para os erros

encontrados na Tabela 7.2.

Por fim, um fato a ser destacado foi a obtenc¢ao, em todos os testes, de
melhores aproximacoes para o termo fonte presente no primeiro grupo de energia.
Tal fato permaneceu inalterado ao intercalar a fonte original do primeiro grupo
com a do segundo e, também, ao alterar as equacoes do sistema da aproximacao

multigrupos de energia.

132



7.4.2 Problema Teste I1

Para este problema teste, sao mantidas as mesmas configuragoes fisicas
do Problema Teste I, contudo, é utilizada uma fonte de particulas distinta daquela
proposta no teste anterior. Assim, o objetivo passa a ser estimar a fonte interna de

particulas S = [S; S»]7, cujas componentes sdo dadas por

0,6, para z € [0, 2],

Si(z) = (7.56)
0, caso contrario,
e
0,3, para z € [5,7],
Sy(z) = P 5.7 (7.57)
0, caso contrario,
para z € [0, 10].

Além disso, s@o consideradas as mesmas configuragoes de detectores e
funcoes bases do Problema Teste 1. Para a obtencao das medicoes consideradas como
exatas, rg, é utilizado, como anteriormente, o método DD [82], com 128 diregoes
discretas, 100 nos por cm e tolerancia de 107! para o processo iterativo. Por fim, é
introduzida a matriz de covariancia W = (0,01 X maxrg)?I, com a finalidade de

gerar um vetor aleatorio € para a Equagao (7.31).

Como nem a distribui¢ao dos detectores no interior do dominio do pro-
blema, nem as propriedades fisicas do meio foram alteradas, a matriz A da Equa-
¢ao (7.40) é a mesma do Problema Teste I. Para o processo de estimativa da fonte,
¢, inicialmente, escolhida como matriz de regularizagao a matriz identidade de or-
dem M, isto é, Ly = I. Como anteriormente, para a obtencao dos resultados, é

considerado um espago amostral de mil realizacoes do vetor aleatorio €.

Na Tabela 7.3 sao apresentados os valores de minimo, média, maximo
e desvio padrao para os erros absolutos das estimativas, onde S7 e Sy representam,

respectivamente, as projecoes de S; e Sy na base escolhida para as estimativas.
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Tabela 7.3: Problema Teste II com matriz de covariancia W: erros absolutos —
minimo, média, maximo e desvio padrao.

Erros Minimo Média Maximo Desvio Padrao
Hél &l 00070 01526 01932 0,0145
‘ 3, — 8, ( 0,0042 01472  0,1903 0,0149

Diferentemente dos resultados apresentados na Tabela 7.1 sobre a esti-
mativa da fonte com componentes polinomiais do Problema Teste I, os erros obtidos
para as estimativas das fontes degrau foram semelhantes entre ambos os grupos
de energia, conforme a Tabela 7.3. Na Figura 7.5, as linhas so6lidas em vermelho
representam os graficos das aproximacgoes S; e Sy das componentes de S, os aste-
riscos representam as médias das mil estimativas para cada uma das componentes,
e as linhas verticais em torno dos asteriscos representam os intervalos de 95% de

confianga. Por fim, na Figura 7.6 é apresentado o histograma dos erros absolutos.

Conforme a Figura 7.5 aponta, os intervalos de confianga para o pri-
meiro grupo de energia apresentaram pequena amplitude, tendo o método sido capaz
de estimar a componente S;. Para o segundo grupo de energia, os intervalos de con-
fianca foram maiores que os do primeiro grupo, indicando uma varidncia maior em
torno da média. Além disso, o método foi capaz de localizar a posicao da fonte de
particulas, contudo a aproximacao da magnitude de S5 nao foi tao boa quanto no

primeiro grupo de energia.

Por fim, na Figura 7.6, ¢ apresentada a distribuicao dos erros abso-
lutos para os dois grupos de energia, corroborando a informacao apresentada na
Tabela 7.3, na qual tanto os erros quanto os desvios padroes apresentam valores
similares entre os grupos de energia. Além disso, como anteriormente, no Problema
Teste I, em ambos os histogramas, é sugerido que os erros relativos estao aproxima-

damente distribuidos de maneira gaussiana.
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Figura 7.5: Problema Teste II com matriz de covariancia W: gréficos das com-
ponentes exatas de S (linhas solidas em vermelho), das componentes médias das
aproximagoes de S (asteriscos) e respectivos intervalos de 95% de confianca (linhas
verticais).

Na sequéncia, é introduzida uma nova matriz de covariancia, Wy =
(0,05 x maxrg)?I, com a finalidade de gerar um novo vetor aleatério € para a

Equagao (7.31).

A Figura 7.7 apresenta os graficos das componentes exatas da fonte S,
bem como as suas respectivas médias das estimativas para mil realizacoes do vetor

aleatorio €, junto dos intervalos de 95% de confianca.

Conforme pode ser visto na Figura 7.7, o método foi capaz de fornecer
uma boa estimativa para a componente do primeiro grupo de energia. Contudo,
para o segundo grupo de energia, os intervalos de confianca encontrados sao grandes
quando comparados com a amplitude da componente exata, e as médias distam dos
valores exatos. A Figura 7.8 apresenta os histogramas dos erros absolutos para cada

uma das componentes estimadas.
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Figura 7.6: Problema Teste II com matriz de covaridancia W: histograma dos erros
absolutos.

Neste problema teste, conforme a Figura 7.8 aponta, a média dos erros
absolutos no segundo grupo de energia esta em torno de 0,3, a mesma amplitude do

termo fonte do segundo grupo de energia.

A Tabela 7.4 refor¢a a analise feita com base nas Figuras 7.7 e 7.8,
apresentando média variando entre 0,16 e 0,38 para o segundo grupo de energia,

valores muito préximos da amplitude do termo fonte.

Tabela 7.4: Problema Teste II com matriz de covariancia W,: erros absolutos —
minimo, média, maximo e desvio padrao.

Erros Minimo Média Maximo Desvio Padrao
‘ Si— S| 01697 02660 0,3493 0,0312
‘ S, — 5, ‘ 01639 0,2802  0,3879 0,0355
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Figura 7.7: Problema Teste II com matriz de covariancia Wy: gréficos das com-
ponentes exatas de S (linhas solidas em vermelho), das componentes médias das
aproximagcoes de S (asteriscos) e respectivos intervalos de 95% de confianca (linhas
verticais).

E preciso destacar que ambas as componentes S; e Sy de S sao nao
diferenciaveis, sugerindo, com isso, a utilizagao da matriz de regularizagao Lo = I

apenas.

7.4.3 Problema Teste III

E considerado um problema com seis grupos de energia em meio ho-
mogéneo com grau 3 de anisotropia definido no intervalo z € [0,30]. As segoes
de choque de absorgao e de transferéncia entre grupos de energia sao definidas nas
Equagoes (6.73), (6.74), (6.75), (6.76) e (6.77), e sdo assumidas condi¢oes de con-

torno de vacuo nos extremos z = 0 cm e z = 30 cm do dominio, isto é,

Y(0,p) =0, (7.58)
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Figura 7.8: Problema Teste II com matriz de covariancia W,: histograma dos erros
absolutos.

(30, — p) =0, (7.59)

para p € [0, 1].

O objetivo ¢ estimar a fonte interna de particulas S = [S; Sy S3 Sy S5 Se)7,

cujas componentes sao dadas por

4,  para z € [5,6],

Si(z) =4 6, paraz € [27,28], (7.60)
0, caso contrario,
3, ara z € |1, 3|,
So(z) = P 3] (7.61)

0, caso contrario,

6, € [15,18],
Sy(z) = para z € [15.18 (7.62)

0, caso contrario,
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10, ara z € |20, 22|,
Sy(z) = para = € [20, 22] (7.63)

0, caso contrario,

1,  para z € [29,30],

0, caso contrario,
e
7, ara z € |13, 14|,
S(z) = P 13, 14] (7.65)
0, caso contrario,
para z € [0, 30].

A obtencao de medigoes g, consideradas exatas, é feita ao considerar
trinta detectores de particulas uniformemente espagados no interior do dominio do
problema, com se¢ao de choque de absor¢ao o4, = 0,1 cm™, para g € {1,...,6}.
Para a simulacao das medidas rg, é, como nos testes anteriores, utilizada uma im-
plementagao propria do método DD [82], na qual sdo consideradas 128 diregoes dis-
cretas, 100 nos por cm e tolerancia de 10~ para o processo iterativo. Na sequéncia,
¢ introduzida a matriz de covariancia W, = (0,01 x maxrg)I, onde I ¢ a matriz
identidade de ordem M, com a finalidade de gerar um vetor aleatério € para a

Equacao (7.31).

Assim como nos testes anteriores, a matriz A da Equagao (7.40) é
calculada por meio da Equagao (7.27) pela formula¢ao ADO para a equagao adjunta
de transporte unidimensional dependente da energia, com N = 4, o que equivale a 8
diregoes discretas. A base para a expansao da aproximacao de S é definida por meio
da Equagao (7.29), ao considerar uma parti¢ao uniforme de trinta subintervalos do
intervalo [0,30]. Para a obtengao dos resultados, é considerado um espago amostral

de cinco mil realizagoes do vetor aleatoério €.

A Tabela 7.5 apresenta os valores de minimo, média, maximo e des-
vio padrao para os erros absolutos, onde, para g € {1,2,3,4,5,6}, 5'9 representa a

projecoes de S, na base escolhida para as estimativas.
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Tabela 7.5: Problema Teste III com matriz de covariancia W: erros absolutos:
minimo, média, maximo e desvio padrao.

Erros Minimo Meédia Maximo Desvio Padrao
Sy — S 0,0044  0,0538  0,1902 0,0276
Sy — Sy 0,1693 0,4720 1,0764 0,1165
Sy — Sy 0,5432 1,7162  3,6957 0,4534
Sy — S, 0,1786 0,9582  2,2905 0,2820
Sy — S5 0,0149 0,0992  0,2636 0,0325
Sg — Se 0,0013 0,0412 0,2151 0,0308

Na Figura 7.9, as linhas solidas em vermelho representam os gréficos
das aproximacoes S, das componentes de S, os asteriscos representam as médias
das cinco mil estimativas para cada uma das componentes, e as linhas verticais em

torno dos asteriscos representam os intervalos de 95% de confianga.

Conforme pode ser visto na Figura 7.9, os intervalos de confianga foram
pequenos, e os valores médios das estimativas foram proximos daqueles presentes
nos graficos das componentes exatas. Vale destacar, contudo, que os intervalos de
confianca no segundo, terceiro e quarto grupos de energia foram muito maiores que
aqueles obtidos nos demais grupos de energia, fato que certamente contribuiu para

a expressividade dos erros absolutos apresentados na Tabela 7.5 para estes grupos.

A Figura 7.10, por sua vez, apresenta o histograma dos erros absolu-
tos, apresentando valores médios que concordam com a Tabela 7.5 e a analise da

Figura 7.9.

A fim de testar o método considerando medidas mais ruidosas, é intro-
duzida a matriz de covariancia W, = (0,05 x maxrg)I, com a finalidade de gerar

um novo vetor aleatorio € para a Equagao (7.31).
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Figura 7.9: Problema Teste III com matriz de covariancia W: graficos das com-
ponentes exatas de S (linhas solidas em vermelho), das componentes médias das
aproximacoes de S (asteriscos) e respectivos intervalos de 95% de confianca (linhas
verticais).

A Figura 7.11 apresenta os graficos das componentes exatas da fonte S,
bem como as respectivas médias das estimativas para cinco mil realizagoes do vetor

aleatorio €, junto dos intervalos de 95% de confianca.

Conforme pode ser visto na Figura 7.11, o método foi capaz de fornecer
boas estimativas apenas para o primeiro e o sexto grupos de energia, isto ¢, as médias
dos valores obtidos estao mais proximas do valor real da componente, bem como a
apresentacao de intervalos de confianga pequenos. Nos demais grupos de energia,
é possivel dizer que o método foi capaz de localizar a regiao do dominio na qual a

componente da fonte é positiva, contudo o método apresentou grandes intervalos de
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Figura 7.10: Problema Teste III com matriz de covariancia W;: histograma dos

erros absolutos.

confianga ao longo do dominio. A Figura 7.12 apresenta os histogramas dos erros

0 0.05 0.1 0.156 0.2

Erro Absoluto

absolutos para cada uma das componentes estimadas.

A Figura 7.12 corrobora a anélise feita com base na Figura 7.11, indi-

cando erros maiores no segundo, terceiro e quarto grupos de energia.

Por fim, a Tabela 7.6 apresenta os valores de minimo, média, maximo

e desvio padrao para as cinco mil estimativas consideradas.
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Figura 7.11: Problema Teste III com matriz de covariancia W,: Graficos das com-
ponentes exatas de S (linhas solidas em vermelho), das componentes médias das
aproximacoes de S (asteriscos) e respectivos intervalos de 95% de confianga (linhas
verticais).

Tabela 7.6: Problema Teste III com matriz de covariancia W,: erros absolutos —
minimo, média, maximo e desvio padrao.

Erros Minimo Média Méaximo Desvio Padrao
gl — 5*1 0,0165 0,2743  1,1446 0,1399
gg — 5'2 0,8432 2,3767  5,3755 0,5927

Sy — Ss 2,6497  8,2451 16,6745 2,0725

S, —Sul| 1,0469 4,7898 10,5718 1,3504
Ss—Ss|| 0,0996 04932  1,1783 0,1593
Se —Ss||  0,0072 02044  0,9507 0,1521
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Figura 7.12: Problema Teste III com matriz de covariancia W: histograma dos
erros absolutos.

7.5 Resultados Numéricos para a Estimativa de Fontes via
Método de Tikhonov Iterado em Geometria Cartesiana

Bidimensional

Nesta secao, a formulacao desenvolvida para a estimativa de fontes de
particulas é testada em problema de transporte em geometria cartesiana bidimensi-

onal.

7.5.1 Problema Teste IV
E considerado o problema teste proposto por Curbelo e Barros [45],

definido em geometria cartesiana bidimensional, meio heterogéneo e espalhamento

isotropico, definido no retangulo (z,y) € [0,10] x [0, 10], conforme a Figura 7.13.
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Figura 7.13: Problema Teste IV: configuracao do meio.

Sao definidos no retangulo exibido na Figura 7.13 quatro regioes, a saber

Dy = [0,5] x [0,5], Dy = [5,10] x [0,5], D3 = [0,5] x [5,10] e Dy = [5,10] x [5, 10].

1 1

Sao supostas segoes de choque macroscopicas total 0,1 = 1 cm™, 0,0 = 2 cm™,
b bl

1 1

o3 =2cm' eoyy =2 cm?, esegoes de choque de espalhamento os; = 0,5 cm™,

os2 = 0,1 em™, 0,3 = 0,1 em™ e 0,4 = 0,1 cm™, para as regides Dy, Dy, D3 e
Dy, respectivamente. Além disso, sao assumidas condigoes de contorno de vacuo em

=10 cm e y = 10 cm, isto &,

Y (2,10,82;,) =0, (7.67)

bem como condigoes de contorno reflexivas em x = 0 cm e y = 0 cm, ou seja,

¢<anaﬂm) = ¢<an7ﬂout)7 (768>

w(l‘voygm) = w(xayaﬂout)7 (769)
para z € [0,10] e y € [0, 10], onde €2;, representa as dire¢oes de fluxo incidente sobre

a fronteira do dominio e €2,,; as dire¢oes de fluxo emergente. O objetivo é estimar
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a fonte interna de particulas

1, ara (z,y) € Ds,
S(ay) = pase () € D (7.70)

0, caso contrario,

conforme a Figura 7.14.

Fonte Exata

08 °

0.6

04

Figura 7.14: Problema Teste IV: fonte exata.

Para a obtencao de medicoes ruidosas, é assumida a presenca de cem
detectores de particulas, uniformemente espagados no interior do dominio do pro-
blema, representados pelos pontos em vermelho na Figura 7.13. As se¢oes de choque
de absorcao de cada detector valem o4 = 0,5 cm™. Medicoes consideradas exatas,
r g, sao obtidas por meio de uma implementagao propria do método DD [82] no con-
texto bidimensional, considerando a quadratura LQyx com N = 16, o que equivale a
144 direcoes discretas, 100 nés por cm e tolerancia de 10~% para o processo iterativo.
Como nos problemas testes anteriores, é introduzida uma matriz de covariancia com
a finalidade de gerar um vetor aleatorio € para a Equacao (7.31). Neste problema
teste, é considerada a matriz W, = (0,01 x max rg)%I, onde I ¢ a matriz identidade

de ordem 100.
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A matriz A da Equagao (7.40) é calculada por meio da Equagao (7.27)
pela formulagao ADO-Nodal para a equacao adjunta de transporte bidimensional,
com N = 4, o que equivale a 12 direcoes discretas. A base para a expansao da
aproximacao de S é definida por meio da Equacao (7.12), ao considerar partigoes
uniformes de dez subintervalos do intervalo [0, 10] para as variaveis = e y. A matriz
de regularizagao utilizada é Ly = I. Além disso, para a obtencao dos resultados, é

considerado um espago amostral de cinco mil realizagoes do vetor aleatorio e.

A Tabela 7.7 apresenta os valores de minimo, média, maximo e desvio
padrdo para os erros absolutos das cinco mil estimativas, na norma L*([0, 10] x
[0, 10]), onde S representa a projecio de S sobre o espaco gerado pela base escolhida

para as estimativas.

Tabela 7.7: Problema Teste IV com matriz de covariancia W: erros absolutos —
minimo, média, maximo e desvio padrao.

Erros Minimo Média Maximo Desvio Padrao

HS—SH 0.3623 04486  0,5308 0,0229

Conforme a Tabela 7.7 aponta, o valor da média dos erros absolutos
estd proximo dos valores de minimo e maximo para os erros absolutos, com um

desvio padrao de uma ordem de magnitude menor que tais valores.

Na Figura 7.15, os pontos vazados em vermelho representam a média
das aproximagoes S de S, representada pelos pontos solidos azuis. Além disso, as
linhas verticais em torno dos pontos vermelhos representam os intervalos de 95% de

confianca.

Como pode ser visto na Figura 7.15, o método foi capaz de fornecer
uma boa identificacdo para a posicao da fonte de particulas, bem com obter uma

boa aproximacao para a sua magnitude, corroborando os dados apresentados na

Tabela 7.7.
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Figura 7.15: Problema Teste IV com matriz de covariancia W: grafico da fonte
exata de S (pontos solidos em azul), das médias das aproximagoes de S (pontos
vazados em vermelho) e respectivos intervalos de 95% de confianga (linhas verticais).

A Figura 7.16, por sua vez, apresenta o histograma dos erros absolutos

entre a fonte de particulas exata e as suas estimativas.

450 T
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Figura 7.16: Problema Teste IV com matriz de covariancia W: histograma dos
erros absolutos.
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A Figura 7.16 aponta que a média dos erros absolutos esté localizada em
torno de 0,45, com frequéncias concentradas em torno da média, conforme sugerido

pelo desvio padrao apresentado na Tabela 7.7.

Para a adicao de niveis maiores de ruidos nas medi¢oes exatas rg, é
considerada a matriz de covariancia Wy = (0,05 x maxrg)?I na Equagao (7.31).
A Figura 7.17 apresenta a aproximacao na qual os pontos vazados em vermelho
representam a média das aproximacoes S de S, representada pelos pontos solidos
azuis. Além disso, as linhas verticais em torno dos pontos vermelhos representam

os intervalos de 95% de confianga.

|

L ik

Figura 7.17: Problema Teste IV com matriz de covariancia W: gréfico da fonte
exata de S (pontos solidos em azul), das médias das aproximagoes de S (pontos
vazados em vermelho) e respectivos intervalos de 95% de confianga (linhas verticais).

Ao comparar o grafico presente na Figura 7.17 com o da Figura 7.15,
é possivel notar que, mesmo com o novo nivel de ruido, o método foi capaz de
identificar a localizacao da fonte. Porém, os intervalos de confianca neste teste
foram muito maiores que os apresentados no teste anterior, conforme a Figura 7.15,

prejudicando a estimativa da magnitude da fonte S. A Figura 7.18 apresenta o
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histograma dos erros absolutos entre a fonte de particulas exata e as suas estimativas.

Frequéncia dos Erros Absolutos

Erro Absoluto

Figura 7.18: Problema Teste IV com matriz de covariancia W: histograma dos
erros absolutos.

Conforme a Figura 7.18 indica, o erro absoluto médio esta situado em
torno de 1,0, com caudas entre 0,7 e 1,3. Vale destacar que tais valores sao compa-
tiveis com a magnitude da fonte na regiao D3, corroborando com a grande variabi-
lidade dos resultados obtidos. A Tabela 7.8 concorda com a analise feita com base

nas Figuras 7.17 e 7.18.

Tabela 7.8: Problema Teste IV com matriz de covariancia W: erros absolutos —
minimo, média, maximo e desvio padrao.

Erros Minimo Média Méaximo Desvio Padrao

HS—SH 0,7597 1,0108  1,3090 0,0711

7.5.2 Problema Teste V

Para este problema teste, sao mantidas as mesmas configuragoes fisicas

do Problema Teste IV, considerando, contudo, uma fonte de particulas distinta
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daquela proposta no teste anterior. Assim, o objetivo passa a ser estimar a fonte

interna de particulas

2,4] x [2
6,8] x [6,8], (7.71)

0,0 caso contrario,

1,0, para (z.y)

€
S(z) =4 1,5, para (z,9) €

para (z,y) € [0,10] x [0, 10], conforme a Figuras 7.19 e 7.20.
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Figura 7.19: Problema Teste V: configuracao do meio.

Além disso, sao consideradas as mesmas configuracoes de detectores e
fungoes base do Problema Teste IV. Para a obtencao das medi¢oes assumidas como
exatas, g, ¢ utilizado, como anteriormente, o método DD [82], com 144 direg¢oes
discretas, 100 noés por cm e tolerancia de 107% para o processo iterativo. Por fim, é
introduzida a matriz de covariancia W = (0,01 x maxrg)*I, com a finalidade de

gerar um vetor aleatorio € para a Equagao (7.31).

Como nem a distribui¢ao dos detectores no interior do dominio do pro-
blema, nem as propriedades fisicas do meio foram alteradas, a matriz A da Equa-

¢ao (7.40) é a mesma do Problema Teste IV. Como anteriormente, para a obtengao
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Fonte Exata

05

Figura 7.20: Problema Teste V: fonte exata.

dos resultados, ¢ considerado um espago amostral de cinco mil realizagoes do vetor

aleatorio e.

Os valores de minimo, média, maximo e desvio padrao para os erros

absolutos das cinco mil estimativas sao apresentados na Tabela 7.9.

Tabela 7.9: Problema Teste V: erros absolutos — minimo, média, méximo e desvio
padrao.

Erros Minimo Média Maximo Desvio Padrao

HS—SH 03730 04495 05361 0,0229

Na Figura 7.21, os pontos vazados em vermelho representam a média
das aproximagoes S de S , representada pelos pontos solidos azuis. Além disso, as
linhas verticais em torno dos pontos vermelhos representam os intervalos de 95% de

confianca.

Como pode ser visto na Figura 7.21, o método foi capaz de fornecer
uma boa identificacao para as duas regioes para as quais a fonte de particulas é

nao nula. De fato, para (z,y) € [2,4] x [2,4], a média das cinco mil estimativas
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Figura 7.21: Problema Teste V: grifico da fonte exata de S (pontos solidos em
azul), das médias das aproximagoes de S (pontos vazados em vermelho) e respectivos
intervalos de 95% de confianga (linhas verticais).

apresentou praticamente a magnitude exata, com pequenos intervalos de confianca.
Porém, para (z,y) € [6,8] x [6,8], o método nao apresentou grande acurécia ao

estimar a magnitude.

Finalmente, na Figura 7.22 é apresentado o histograma dos erros abso-

lutos entre a fonte de particulas exata e as suas estimativas.

Frequéncia dos Erros Absolutos
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Figura 7.22: Problema Teste V: histograma dos erros absolutos.
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Conforme a Figura 7.22 aponta, o comportamento dos erros absolutos

foi aproximadamente gaussiano, com média em torno de 0,45.

Por fim, tanto nos problemas em geometria cartesiana unidimensional
dependente da energia quanto naqueles em geometria cartesiana bidimensional mo-
noenergéticos, o método foi capaz de estimar a localizagao das fontes de particulas.
Além disso, dependendo da magnitude dos erros presentes nas medicoes, foi capaz

de, na maioria dos casos, aproximar a magnitude das fontes internas de particulas.

Ainda, a funcao objetivo nao regularizada, conforme definida na Equa-
¢ao (7.36), foi derivada a partir de uma série de hipoteses estatisticas a respeito do
comportamento dos erros presentes nas medicoes, e ¢ capaz de fornecer estimativas
pontuais para os parametros o, as quais, por sua vez, possuem significado estatis-
tico [29, 71, 95]. Contudo, com a inclusdo de técnicas de regularizagao, a analise dos
erros nao ¢ tao clara, como ¢é o caso da regularizacao de Tikhonov considerada na

Equacao (7.40), situagdo na qual a Equagao (7.36) recebe um termo de penalizagao.

7.6 Técnicas de Inferéncia Bayesiana

Quando técnicas de inferéncia Bayesiana sao empregadas para a resolu-
cao de problemas inversos, existe uma mudanga conceitual sobre o que é considerada
uma solugao para o problema. Ao invés de produzirem estimativas pontuais, como
¢ o caso de uma solu¢do que minimiza a Equagao (7.36), as técnicas Bayesianas
fornecem como solucao do problema inverso uma distribuicao de probabilidade, a
qual pode ser utilizada para a obtengao de estimativas [71|. Tais técnicas, através
do Teorema de Bayes, incorporam as hipéteses com respeito aos erros presentes nas
medicoes, a chamada verossimilhanga, com informagoes previamente conhecidas a

respeito dos parametros a serem estimados e suas incertezas [38, 71, 95, 109].
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Para isso, no contexto da inferéncia Bayesiana, todas as variaveis in-
clusas no modelo matematico utilizado sao assumidas como variaveis aleatorias [95].
Ainda, para Kaipio e Somersalo, o uso de técnicas Bayesianas para a resolugao de

um problema inverso se resume em trés tarefas |71]:

(i) Selecionar densidades de probabilidade que reflitam adequadamente todas as
informagoes disponiveis a respeito dos parametros desconhecidos que se deseja
estimar antes de conhecidas as medigoes, chamadas estas de informacoes a

PTioT.

(ii) Determinar uma fungao de verosimilhan¢a que modele os erros nas medigoes

condicionados aos parametros considerados.

(iii) Explorar a func¢ao de densidade posterior, a qual representa, pelo Teorema de
Bayes, a distribuicao de probabilidade dos parametros desconhecidos condici-

onada as medigoes.

Assim, a densidade de probabilidade posterior ¢ definida por T, () =

7(a|7), de onde, pela defini¢ao de probabilidade condicional [38], & possivel escrever

=7(a|F) = —W<a”ﬁ)
) = aalf) = o) 772

onde 7(7) é a densidade marginal das medigoes 7, definida por [38]

(7)) = /W(a,F)da, (7.73)
cuja integral na Equagao (7.73) é tomada sobre todo o dominio da variavel a. Ainda,
7(a,7), na Equagao (7.72) representa a distribui¢do de probabilidade conjunta, e é
tal que [38|

7(a,7) = 7(Fla)r(a). (7.74)

Assim, ao substituir a Equagao (7.74) na Equagao (7.72), ¢ obtida a
expressao para a formula de Bayes [38]

(Fla)m(a)

e (7.75)

Tpost(Q) =
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E preciso destacar que a densidade marginal, definida na Equacéo (7.73),
é tipicamente de dificil obtencao e, além disso, nao passa de uma constante de nor-
malizacao. Contudo, tal densidade nao precisa ser determinada, em virtude de ser
cancelada no método que serd empregado para a obtencao de estimativas pontuais

da distribuicao posterior. Com isso, é possivel escrever

M x (7o) (), (7.76)

(@) = T

para a densidade posterior.

O termo 7(¥|a) na Equagao (7.76) ¢ a distribui¢ao dos erros nas me-
di¢oes condicionada aos paradmetros considerados, ou seja, é a verossimilhanca mo-
delada na Equagao (7.33). Por sua vez, m(a), na Equagao (7.76), representa as
informagoes a priori sobre os parametros. Para a estimativa de funcoes espacial-
mente distribuidas, como é o caso das fontes presentes neste trabalho, a literatura
sugere o uso de redes de Markov |71, 95|. Uma rede de Markov comum ¢é a rede de

Markov Gaussiana, dada por [71]
_N N i1 1 T -
() = (2m) 2 A2 |Z7 | 2 exp —5)\ aa—al Z[a—aly, (7.77)

onde & representa alguma estimativa inicial para a, A é um parametro fixo, associ-

ado as incertezas da distribuicao a priori e, por fim, Z é uma matriz dada por
Z=L"L, (7.78)

onde cada linha do vetor L [oc — & associa uma componente a; de o com as suas
componentes vizinhas. Para a estimativa de funcoes, por exemplo, matrizes de

Tikhonov sdo, tipicamente, boas escolhas |71].

Assim como no caso da Regulariza¢do de Tikhonov, a Equacao (7.77)
possui um parametro, \, que deve ser adequadamente escolhido. Tal parametro é
frequentemente fixado de maneira experimental. Contudo, é possivel, no &mbito dos

métodos que fazem uso da inferéncia Bayesiana, tratar A como uma varidvel aleatoria
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incorporada no processo de inferéncia [71]. Uma das possiveis escolhas apresentadas

na literatura é supor que A é distribuida segundo a distribui¢cao Rayleigh centrada

(V) = /%exp {—% (%)2} (7.79)

Dessa forma, se m(a|\) representar a densidade de probabilidade de

em Ay > 0 [71], isto &,

condicionado & A fixo, conforme a Equagao (7.77), entao a distribuigao de probabi-

lidade conjunta m(\,a) pode ser escrita como
(A a) = m(a]N)m(N), (7.80)

de onde decorre que

_N
2

N+2 1 1
T(ha) = (21) 2 A2 |Z7 Zexp {—5/\ a—a]" Z]ja—a] -

N | —
N\
2| >
~_
no
—
s
oo
=

ou, conforme comentado na obtencao da Equagao (7.76),

N+2

T(Aa) x A2 exp {—%)\ a—a&]" Z[a—a] - % (%0) }, (7.82)

ao ignorar as constantes multiplicativas.

Finalmente, é possivel, por meio da férmula de Bayes [38, 71|, escrever

a distribuicao posterior
Tpost (@, A) = T(QA|T) o T(Flo, A) (A ), (7.83)
de onde decorre que

Tpost(@A) o AT exp{—; 7~ r(@)]" W [F - r(a)
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E preciso destacar que para os problemas considerados neste trabalho,
a Equagao (7.84) so6 é adequada no contexto monoenergético, uma vez que, neste
caso, apenas uma funcao esta sendo estimada. No contexto dependente da energia,
onde foi assumida a aproximacao multigrupos de energia, é feita a estimativa de uma
fungao para cada grupo de energia. Nesse sentido, a Equagao (7.84) é modificada

para englobar a dependéncia energética, expressa como

O Ngr2 1 .
Tpost (@A) o< [[Ag 7 exp —5 [F = ()] W7 — r(a)]
g=1
1 &
D) Z Ag log — &Q]T Z (o — Gy (7.85)
g=1
1 ZG: ( by )2
2 ] g0 ’
onde v = [af -+ al]?, conforme estabelecido na Equagao (7.26),e A = [A\; -+ Ag]T.
Além disso, para g € {1,...,G}, A\, representa o parametro das incertezas da rede

de Markov Gaussiana associada ao g-ésimo grupo de energia e A\;o ¢ a média da

distribuicao de Rayleigh do g-ésimo grupo de energia.

A Equacao (7.85) condensa as duas primeiras tarefas necessarias para
o uso de técnicas Bayesianas na resolucao de problemas inversos. Contudo, ainda
é preciso a capacidade de explorar a densidade posterior dada pela Equagao (7.85).
Uma solugao pontual para o problema inverso pode ser tipicamente expressa ao
buscar & e X tais que

[G,A] = arg max mpost (), (7.86)

o,

0 que nao possui tratamento analitico como no caso da Equagao (7.37). Além disso,
diversas das estatisticas de interesse podem necessitar a integracao de grandezas

derivadas da Equagao (7.85), tarefa que pode ser bastante desafiadora [95].

O método de Monte Carlo via cadeias de Markov (sigla MCMC — do
inglés Markov chain Monte Carlo) oferece uma alternativa na qual o calculo de esta-

tisticas com base na distribuicao posterior se traduz no calculo de estatisticas sobre
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certas amostras da distribuicao posterior determinadas ao utilizar uma simulacao

de Monte Carlo para percorrer uma cadeia de Markov [71, 95, 109].

Um processo estocéstico discreto é uma sequéncia de variaveis aleatorias
{X(t)}teN, onde cada X® € RY ¢ um estado no processo estocéstico [28, 71, 109].
Uma cadeia de Markov é um processo estocastico que goza da chamada propriedade
de Markov [28, 71, 109], a saber, é um processo estocéstico para o qual existe uma

probabilidade de transicao ¢ entre estados tal que

g( XD = g X = g XD = gt=1 | X0 = g0) (787
7.87
= (X" = y| X =),

para quaisquer y, x, £V, ..., 2 em RY. Em outras palavras, uma cadeia de

Markov é um processo estocéastico para o qual a probabilidade de transicao ¢ do
estado X1 depende apenas do estado anterior, X, e nao dos estados que o

precedem.

O algoritmo de Metropolis-Hastings gera candidatos a estados em uma
cadeia de Markov através da amostragem de uma distribuicao de probabilidade
auxiliar. No caso no qual os candidatos sao gerados por meio de um passeio aleatoério,
se W é um vetor aleatério normalmente distribuido com média 0 e desvio padrao I,

entdo um candidato X pode ser definido por meio da expressio [71, 95|
X0 =x0 4w (7.88)
para algum ¢t € N.
Por meio de uma condicdo de aceitacio-rejeicao, o candidato X ™) pode

ser incorporado ou nao a cadeia de Markov. Para isso, é necessario, antes, definir a

razao de Metropolis, dada pela expressao [71, 95|

()
p( XM X®) =min< 1 Mpost (X ) (7.89)
? ﬂ'post(X(t)) 9 .

para um estado X® fixo da cadeira de Markov. Para o processo de aceitacio-

rejeicao, é gerado um numero aleatorio u, uniformemente distribuido no intervalo
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[0,1]. O estado X ¢ aceito se u < p(X™|X®), e, caso contrario, rejeitado.
Assim, ¢ definido o estado X+ por meio de [38, 71, 95]

X® seu < p(XW)XW),
X ) _ < PXTIXT) (7.90)

X® caso contrario.

Vale destacar que, pela Equacdo (7.89), X(tD — X® na Equa-

¢ao (7.90), sempre que a probabilidade posterior de X *) for maior que a de X,

uma vez que u < p(X ™[ X®) = 1. Por outro lado, se a probabilidade posterior de

X ™ for menor que a de X (t), a aceitacao ou rejeicao do candidato dependera do

valor de w.

O Pseudocodigo 2 apresenta os passos necessarios para a obtencao da

cadeia de Markov gerada por meio do algoritmo de Metropolis-Hastings.

Pseudocddigo 2 Algoritmo de Metropolis-Hastings para MCMC.

1: t+0

2. XO X > Estado inicial da cadeia de Markov.
3: enquanto t < t,,,, faca

4: U+ N(0,%) > Determina passo no passeio aleatorio.
5: X® XU 4 g > Determina candidato para proximo estado.
6: p— p(XH|x0) > Calcula a razao de Metropolis-Hastings.
7 u < U(0,1) > Obtém um numero aleatorio.
8: se u < p entao > Executa o teste de Metropolis-Hastings.
9: X0 ¢ x®)

10: senao

11: XD x®

12: fim se
13: t—t+1

14: fim enquanto
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7.7 Resultados Numéricos para a Estimativa de Fontes via
Método de Metropolis-Hastings em (Geometria

Cartesiana Unidimensional

A fim de testar a formulagao desenvolvida na se¢ao anterior, sao consi-
derados, em geometria cartesiana unidimensional dependente da energia, os mesmos

problemas testes anteriormente resolvidos a partir do método de Tikhonov iterado.

7.7.1 Problema Teste VI

Para este problema teste sao consideradas as mesmas configuracoes de
meio fisico e detectores apresentadas no Problema Teste I. Dessa forma, o objetivo
¢ a obtengao de estimativas para a fonte interna de particulas S = [S; S»]7, cujas

componentes sao fungoes polinomiais dadas por

= -1 91
¢ 500
22 (2% — 142 +49), para z € [0,7],
Sy(z) = ¢ 75031 ( ) 0.7 (7.92)
0, caso contrario,
para z € [0, 10].

Para a obtencao de medicoes ruidosas é utilizada a matriz de covari-
ancia W = (0,01 x maxrg)%I, onde I é a matriz identidade de ordem M, com a
finalidade de gerar um vetor aleatorio € para a Equagao (7.31). Além disso, na Equa-
gao (7.78), é considerada como matriz de regularizagao L = L;, conforme definida
na Equagcao (7.55). Por fim, para a aplicagao do algoritmo de Metropolis-Hastings,
sao considerados cinco milhoes de estados, sendo os quinhentos mil primeiros estados

descartados.

A Tabela 7.10 apresenta os valores de minimo, média, maximo e des-

vio padrao para os erros absolutos de todos os estados considerados, na norma
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L*([0,10]), onde S, e S, representam, respectivamente, as projecoes de S; e S, na

base escolhida para as estimativas.

Tabela 7.10: Problema Teste VI: erros absolutos — minimo, média, méaximo e desvio
padrao.

Erros Minimo Média Maximo Desvio Padrao
HSl ~ 8|l 03423 07334 11651 0,1107
‘ S — S ( 01213 03323 0,7744 0,0854

Conforme pode ser verificado na Tabela 7.10, os erros absolutos no se-
gundo grupo de energia foram menores que os encontrados no primeiro grupo de
energia. Além disso, foram obtidos erros superiores aos encontrados a partir do
uso do método de Tikhonov iterado, conforme pode ser visto na Tabela 7.2. Na
Figura 7.23, as linhas solidas em vermelho representam os graficos das aproxima-
¢oes Sy e S, das componentes de S, os asteriscos representam a média dos estados
considerados para cada uma das componentes, e as linhas verticais em torno dos

asteriscos representam os intervalos de 95% de credibilidade.

Conforme a Figura 7.23 aponta, o método foi capaz de estimar as fontes
de particulas presentes nos dois grupos de energia. Além disso, as magnitudes
dos valores médios das estimativas (asteriscos) obtidas ficaram bastante proximas
aos valores reais da fonte, embora os intervalos de 95% de credibilidade tenham
se mostrado maiores que os apresentados na Figura 7.4 do Problema Teste I. A
Figura 7.24, por sua vez, apresenta as cadeias de Markov dos erros absolutos para

cada um dos grupos de energia.

Os graficos presentes na Figura 7.24 apontam que as respectivas cadeias
de Markov alcancaram estados estacionéarios. Ainda, vale destacar que dos cinco

milhoes de estados considerados, cerca de 56,1% foram aceitos.
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Figura 7.23: Problema Teste VI: graficos das componentes exatas de S (linhas
solidas em vermelho), das componentes médias das aproximagoes de S (asteriscos)
e respectivos intervalos de 95% de credibilidade (linhas verticais).
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Figura 7.24: Problema Teste VI: cadeias de Markov dos erros absolutos para cada
um dos grupos de energia.
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Com isso, ao comparar os resultados obtidos neste problema teste com
aqueles apresentados no Problema Teste I, é possivel verificar que as estimativas
fornecidas pelo método de Tikhonov iterado foram mais acuradas que as obtidas
com o uso do algoritmo de Metropolis-Hastings, como pode ser verificado nos dados

presentes nas Tabelas 7.2 e 7.10.

7.7.2 Problema Teste VII

Para este problema teste, sao consideradas as mesmas configuracoes de
meio fisico e detectores apresentadas no Problema Teste II. Como anteriormente, o
objetivo é estimar a fonte interna de particulas S = [S; Ss]7, cujas componentes

sao dadas por

0,6, para z € [0, 2],

Si(z) = (7.93)
0, caso contrario,
e
0,3, para z € [5,7|,
Sy(z) = P 5,7 (7.94)
0, caso contrario,
para z € [0, 10].

Para a obtenc¢ao de medigoes ruidosas é utilizada a matriz de covariancia
W = (0,01 xmaxrg)2I, onde I é a matriz identidade de ordem M, com a finalidade
de gerar um vetor aleatério € para a Equagao (7.31). Além disso, na Equacao (7.78),
é considerada a matriz L = I. Por fim, como no problema teste anterior, na
aplicagao do algoritmo de Metropolis-Hastings sao considerados cinco milhoes de

estados, sendo os quinhentos mil primeiros estados descartados.

A Tabela 7.11 apresenta os valores de minimo, média, maximo e des-
vio padrao para os erros absolutos de todos os estados considerados, na norma
L*([0, 10]), onde S, e S, representam, respectivamente, as projecoes de S; e S, na

base escolhida para as estimativas.
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Tabela 7.11: Problema Teste VII: erros absolutos — minimo, média, maximo e desvio

padrao.

Erros Minimo Média Maximo Desvio Padrao
Hél ~ &l 00202 01124 02167 0,0323
‘ 3, — 8, ( 0,0230 00612 0,171 0,0132

Conforme pode ser verificado na Tabela 7.11, os erros absolutos no

segundo grupo de energia foram menores que os encontrados no primeiro grupo de

energia, em contraste com os resultados apresentados na Tabela 7.3. Na Figura 7.25,

as linhas solidas em vermelho representam os graficos das aproximagoes S e Sy das

componentes de S, os asteriscos representam a média dos estados considerados para

cada uma das componentes, e as linhas verticais em torno dos asteriscos representam

os intervalos de 95% de credibilidade.
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Figura 7.25: Problema Teste VII: graficos das componentes exatas de S (linhas

solidas em vermelho), das componentes médias das aproximagoes de S (asteriscos)
e respectivos intervalos de 95% de credibilidade (linhas verticais).
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Conforme a Figura 7.25 aponta, o método foi capaz de localizar as
fontes de particulas presentes nos dois grupos de energia. Além disso, a magnitude
da fonte foi bem aproximada em ambos os grupos de energia. A Figura 7.26, por sua

vez, apresenta as cadeias de Markov dos erros absolutos para cada um dos grupos

de energia.
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Figura 7.26: Problema Teste VII: cadeias de Markov dos erros absolutos para cada
um dos grupos de energia.

Os graficos presentes na Figura 7.26 apontam que as respectivas cadeias
de Markov alcangaram estados estacionarios. Ainda, vale destacar que dos cinco

milhoes de estados considerados, apenas cerca de 12,3% foram aceitos.

Por fim, as fontes originais de particulas de cada um dos grupos de
energia foram melhor aproximadas no Problema Teste VII quando comparadas com
as aproximagcoes obtidas a partir do método de Tikhonov iterado apresentadas no
Problema Teste II, conforme as Figuras 7.5 e 7.25 apontam e as Tabelas 7.3 e 7.11

corroboram.
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7.7.3 Problema Teste VIII

Para este problema teste, sao consideradas as mesmas configuragoes de
meio fisico e detectores apresentadas no Problema Teste III. Assim, o objetivo é a
obtenc¢ao de estimativas para a fonte interna de particulas S = [S; Sy S3 Sy Ss SG]T,

cujas componentes sao dadas por

4,  para z € [5,6],
Si(z) =4 6, parazc [27,28], (7.95)
0, caso contrario,
3, ara z € |1, 3|,
Sy(z) = P 11,3] (7.96)

0, caso contrario,

6, para z € [15,18], (7.97)

0, caso contrario,

10, para z € [20,22], (7.98)

0, caso contrario,

5.(2) = { 1, para z € [29, 30], (7.99)

0, caso contrario,
e
7, ara z € |13, 14|,
S(z) = P 13,14 (7.100)
0, caso contrario,
para z € [0,30].

Para este problema teste, o vetor aleatério € de erros aditivos nor-
malmente distribuidos para a Equagao (7.31) utiliza como matriz de covariancia
W = (0,01 x maxrg)?I, onde I é a matriz identidade de ordem M. Além disso,
para a verossimilhanga, Equagao (7.78), é considerada a matriz de regularizacao
L = L, definida na Equagao (7.55). Por fim, para a aplicagdo do algoritmo de
Metropolis-Hastings, sao considerados cinco milhoes de estados, sendo os quinhen-

tos mil primeiros estados descartados.
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A Tabela 7.12 apresenta os valores de minimo, média, maximo e des-
vio padrao para os erros absolutos de todos os estados considerados, na norma
L?([0,10]), onde, para g € {1,2,3,4,5,6}, S”g representa a projegdo de S, na base

escolhida para as estimativas.

Tabela 7.12: Problema Teste VIII: erros absolutos — minimo, média, maximo e
desvio padrao.

Erros Minimo Média Maximo Desvio Padrao
S;— S 0,0012  0,0902  0,3340 0,0556
Sy — S, 0,0130 0,1406  0,4377 0,0780
Sy — Sy 0,1281 0,8151  2,7756 0,4520
Sy — S, 0,0962 0,5433  1,3204 0,2386
Sy — Ss 0,0346  0,1046  0,2595 0,0444
Se — S 0,0013  0,0344  0,2206 0,0259

Na Figura 7.27, as linhas so6lidas em vermelho representam as compo-
nentes da fonte exata S, os asteriscos representam a média dos estados considerados
para cada uma das componentes, e as linhas verticais em torno dos asteriscos repre-

sentam os intervalos de 95% de credibilidade.

Conforme pode ser verificado na Figura 7.27, o método nao apenas foi
capaz de localizar as fontes de particulas presentes em todos os grupos de energia,
como, também, aproximou adequadamente a magnitude das fonte. Tal fato é confir-
mado pelos erros apresentados na Tabela 7.12. A Figura 7.28, por sua vez, apresenta

as cadeias de Markov dos erros absolutos para cada um dos grupos de energia.

Os graficos presentes na Figura 7.28 apontam que as cadeias de Markov
de cada grupo de energia alcancaram estados estacionarios. Ainda, vale destacar que

dos cinco milhoes de estados considerados, apenas cerca de 7,36% foram aceitos.
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Figura 7.27: Problema Teste VIIL: gréaficos das componentes exatas de S (linhas
solidas em vermelho), das componentes médias das aproximagoes de S (asteriscos)
e respectivos intervalos de 95% de credibilidade (linhas verticais).
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Figura 7.28: Problema Teste VIII: cadeias de Markov dos erros absolutos para cada
um dos grupos de energia.
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Por fim, ao comparar os dados obtidos neste problema teste com os
resultados apresentados no Problema Teste III, onde as estimativas foram feitas a
partir do método de Tikhonov iterado, é possivel verificar que os erros absolutos fo-
ram, na maioria dos grupos de energia, cerca de uma ordem de magnitude inferiores,

como sugerem as Tabelas 7.5 e 7.12.

7.8 Resultados Numéricos para a Estimativa de Fontes via
Método de Metropolis-Hastings em Geometria

Cartesiana Bidimensional

Nesta se¢ao, a formulacao desenvolvida é testada na estimativa de fontes

de particulas em geometria cartesiana bidimensional.

7.8.1 Problema Teste IX

Para este problema teste sao consideradas as mesmas configuragoes de
meio fisico e detectores apresentadas no Problema Teste IV [45]. O objetivo é, como

nos demais problemas, estimar a fonte interna de particulas

1, ara (z,y) € Ds,
S(zy) = para (z:4) € Ds (7.101)

0, caso contrario,

conforme a Figura 7.14.

Para a obtenc¢ao de medigoes ruidosas € utilizada a matriz de covariancia
W = (0,01 xmaxrg)?I, onde I é a matriz identidade de ordem M, com a finalidade
de gerar um vetor aleatério € para a Equagao (7.31). Além disso, na Equacao (7.78),
é considerada a matriz L = I. Ainda, para a aplicacao do algoritmo de Metropolis-
Hastings, sao considerados vinte milhoes de estados, dos quais sao descartados os

dois milhoes primeiros.
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Na Figura 7.29, os pontos vazados em vermelho representam a média

das aproximagoes S de S, representada pelos pontos solidos azuis. Além disso, as

linhas verticais em torno dos pontos vermelhos representam os intervalos de 95% de

credibilidade.

Figura 7.29: Problema Teste IX: grifico da fonte exata de S (pontos sélidos em
azul), das médias das aproximagoes de S (pontos vazados em vermelho) e respectivos

intervalos de 95% de credibilidade (linhas verticais).

A Figura 7.29 aponta que o método foi capaz de determinar a posi¢ao da
fonte de particulas, na regiao D3 do dominio. Além disso, na maior parte da regiao
D3 do dominio, a magnitude da fonte foi corretamente estimada. A Figura 7.30

apresenta o grafico da cadeia de Markov dos erros absolutos para os vinte milhoes

de estados.
Conforme pode ser visto na Figura 7.30, houve convergéncia da cadeia

de Markov dos erros absolutos para uma distribuicao estacionaria. Ainda, a taxa

de aceitacao de novos estados para a cadeia foi baixa, cerca de 17,6%, mesmo com

exaustivos testes dos parametros das distribuicoes a priorsi.
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Figura 7.30: Problema Teste IX: cadeia de Markov dos erros absolutos.

Através da formulagao fonte-detector [82, 105|, apresentada no Capi-
tulo 6, foi possivel caracterizar o problema inverso da estimativa de fontes isotropicas

de particulas por meio da expressao
r(a) = Aa + p, (7.102)

a qual relaciona os coeficientes, a, da expansao da fonte a ser estimada em uma
dada base com as leituras fornecidas por uma série de detectores internos, r, con-
forme as Equagoes (7.11) e (7.28). Com isso, através da aplicacdo da regularizacao
de Tikhonov, foi possivel deduzir a fungao objetivo apresentada na Equagao (7.40),
que representa uma versao penalizada da formulacao de minimos quadrados. Assim,
estimativas para as fontes internas de particulas foram obtidas através do método
de Tikhonov iterado [34]. Em geral, as estimativas foram capazes de localizar as
fontes internas de particulas e, na maioria dos casos, aproximar razoavelmente bem
a magnitude das fontes consideradas. Posteriormente, ao buscar uma descrigao esta-
tistica do problema inverso, através da aplicacao de técnicas de inferéncia Bayesiana

[38, 71], foi possivel descrever a solu¢ao do problema inverso de estimativa de fon-
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tes através da distribuigao posterior de probabilidade dada pela Equagao (7.84), no
contexto monoenergético, e pela Equagao (7.85), para a aproximagao multigrupos
de energia. Com isso, estimativas para a fontes de particulas foram obtidas com a
aplicacao do algoritmo de Metropolis-Hastings a distribuicao posterior de probabili-
dade. Nos problemas testes apresentados, foi possivel obter a localizacao das fontes
de particulas tanto no contexto unidimensional, quanto no bidimensional, bem como

estimar, na maioria dos casos, a magnitude das fontes de particulas.

Ainda, ao comparar os resultados obtidos no Problema Teste I com os
presentes no Problema Teste VI, situacao na qual se deseja estimar a mesma fonte
de particulas polinomial, foi possivel verificar que o método de Tikhonov iterado
(Problema Teste I) demonstrou ser capaz de obter melhores aproximagoes, no sentido
de menor erro absoluto, para as fontes de particulas que aquelas obtidas por meio do
algoritmo de Metropolis-Hastings (Problema Teste VI). Em contraste, na estimativa
de fontes degraus, o algoritmo de Metropolis-Hastings forneceu estimativas mais
acuradas nos problemas testes VII e VIII quando comparados com os resultados

apresentados pelo método de Tikhonov iterado nos problemas testes II e III.

No caso do Problema Teste IX, em dominio bidimensional, o algoritmo
de Metropolis-Hastings conseguiu determinar a localizacao da fonte de particulas,
e, na maior parte do dominio, estimar a magnitude da fonte. Contudo, de acordo
com a Figura 7.30, o erro absoluto médio das estimativas esteve em torno de 3,7,
valor muito superior ao apresentado no no Problema Teste IV, no qual o método de

Tikhonov iterado obteve uma média de erros absolutos em torno de 0,4.

Por fim, é valido destacar a grande quantidade de variaveis aleatoérias a
serem estimadas nos problemas testes apresentados, fato que certamente contribui
na dificuldade de obtencao de estimativas para as fontes. Além disso, os estudos do
uso de técnicas de inferéncia Bayesiana na estimativa de fontes de particulas nao

esta encerrado, podendo, ainda, ser consideradas outras distribuicoes a prior: para
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os parametros, como € o caso da rede de Markov de variagao total, ou mesmo outras

formas de percorrer as cadeias de Markov [71].
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8 CONCLUSOES

Neste trabalho, o método das ordenadas discretas analitico (ADO) foi
aplicado com sucesso para a obtencao de solucoes analiticas com respeito a variavel
espacial para o modelo em ordenadas discretas da equacao adjunta de transporte
em geometria cartesiana unidimensional. Foram considerados problemas em meios
heterogéneos, com grau de espalhamento arbitrariamente alto e dependéncia ener-
gética descrita por meio da aproximagcao multigrupos de energia [100|. Para estes
casos, o método ADO se mostrou capaz de resolver a equagao adjunta em tempo
computacional bastante reduzido (menos de um segundo em todos os casos conside-
rados). Além disso, o carater analitico do método foi utilizado para a dedugao de
formulas fechadas para as taxas de absor¢ao de particulas, as quais foram capazes
de fornecer significativos ganhos em tempo computacional quando comparadas com
alternativas numéricas baseadas em regras de quadratura. De fato, o uso de abor-
dagens numeéricas para o calculo das taxas de absor¢ao se mostrou duas ordens de
magnitude mais lenta em comparacao com o uso das expressoes analiticas, além de
gerar resultados numéricos menos precisos. Em particular, a respeito da formulagao
fonte-detector, no Problema Teste V do Capitulo 6, onde foi considerado um pro-
blema com seis grupos de energia, o método ADO foi capaz de resolver a adjunta
da equagao de transporte em menos de um segundo com N = 128, em contraste
com o método DD que necessitou de cerca de 10 horas para a obtencao de precisao
de mesma ordem, além de requerer o armazenamento de passos intermediarios na
memoria do computador. Tais carateristicas sao relevantes na soluc¢ao de problemas
inversos, como os estudados neste trabalho, onde processos iterativos requerem a

avaliagao do fluxo adjunto repetidas vezes.

No contexto da equagao adjunta de transporte em geometria cartesiana
bidimensional, ao combinar o uso de abordagens nodais com escolhas adequadas

de ordenamentos para as regras de quadratura empregadas na discretizagao da va-
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ridvel angular, foi possivel utilizar o formalismo unidimensional do método ADO
para desenvolver o método ADO-Nodal para a adjunta da equagao de transporte
[22]. Nesse contexto, foram obtidas solugoes analiticas com respeito as variaveis
espaciais para os fluxos angulares adjuntos médios em dominios retangulares com-
postos por materiais heterogéneos e meios isotropicos. Ademais, assim como no
caso unidimensional, as solugoes analiticas foram, também, utilizadas para a dedu-
cao de expressoes fechadas para as taxas de absorcao, fato que permitiu expressiva
reducao no tempo computacional necessario para a obtencao das leituras de detec-
tores internos de particulas, em contraste com o uso de abordagens baseadas em
regras de quadraturas para as varidveis espaciais. E preciso destacar que o método
ADO-Nodal para a adjunta da equagao de transporte requer a resolucao de um
sistema linear cuja ordem pode rapidamente ficar bastante elevada, dependendo do
ntmero de regioes e de diregoes consideradas. Por outro lado, analises recentes sobre
a convergéncia espacial do método ADO-Nodal classico apontam a capacidade do
método de atingir resultados similares aos de outros métodos disponiveis na litera-
tura, utilizando, contudo, malhas espaciais mais grossas [20], fato este que balanceia
a exigéncia de resolugao de grandes sistemas lineares com o refino das malhas es-
paciais. Adicionalmente, o emprego de técnicas iterativa e/ou paralelas [46] pode
permitir a utilizacao de malhas mais refinadas para a discretizacao espacial, embora
nao tenham sido aqui utilizadas. E preciso destacar que a formulacio ADO-Nodal
é livre de processos iterativos e nao faz uso de varreduras espaciais, caracteristicas
que frequentemente demandam elevado tempo computacional, além da necessidade
de armazenamento de passos intermediarios na memoria, como é o caso dos métodos
Diamond Difference e SGF. Por fim, fora do contexto deste trabalho, a formulacao
ADO-Nodal sugere possiveis extensoes para a equacao de transporte em geometria
cartesiana bidimensional dependente da energia, bem como, em estudos recentes,
foi aplicada em meios com espalhamento anisotrépico, fato que pode permitir uma

possivel extensdo anisotropica para o método aqui desenvolvido [22].
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A abordagem fonte-detector, apresentada no Capitulo 6, permitiu a di-
reta comparacao das taxas de absorcao calculadas por meio da utilizacao da adjunta
da equacao de transporte com as taxas obtidas através da propria equacao de trans-
porte. Isso tornou possivel que o método ADO classico para a equacao de transporte
[115] fosse utilizado para verificar a acuracia do método ADO desenvolvido para a
adjunta da equacao de transporte dependente da energia em geometria cartesiana
unidimensional. A mesma estratégia também permitiu o uso do método ADO-Nodal
[19] para verificar a formulagdo aqui desenvolvida para o problema bidimensional.
De maneira geral, o método se mostrou bastante preciso, apresentando discrepancias
da ordem de 1071¢ para o caso unidimensional e 10712 para o caso bidimensional.
De resto, o tratamento para os termos de fronteira nao homogéneos presentes nas
condicoes de contorno da equacgao de transporte nao é comum na literatura, per-
mitindo a simulagao de modelos que contam com fluxos incidentes prescritos nas

fronteiras do dominio.

No Capitulo 7, foi apresentada a aplicacao dos métodos ADO e ADO-
Nodal para a adjunta da equagao de transporte na estimativa de fontes internas de
particulas. Para isso, foi necesséaria a definicao da matriz A, que relaciona os coe-
ficientes da expansao da fonte de particulas em uma dada base com as leituras de
uma série de detectores de particulas internos ao dominio. Tal matriz requer, para
a sua obtencao, nao apenas que a adjunta da equagao de transporte seja resolvida
diversas vezes, mas também exige varias avaliacoes das taxas de absorcao, Equa-
gao (6.8). Com isso, em especial no contexto dos problema em geometria cartesiana
bidimensional, o calculo da matriz A necessita de grande tempo computacional, e
é tratado como uma etapa de pré-processamento, uma vez que a matriz A nao é
alterada enquanto o meio fisico e os detectores permanecerem inalterados. Dessa
forma, para a realizagao dos testes, foram considerados problemas unidimensionais
com dois ou seis grupos de energia, com fontes polinomiais ou degraus, bem como
problemas bidimensionais monoenergéticos com fontes degraus. Por sua vez, para a

resolucao do problema de estimativa de fontes, foram consideradas duas abordagens,
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a regularizacao de Tikhonov, implementada de maneira iterada, e o uso de inferéncia
Bayesiana, através do algoritmo de Metropolis-Hastings. Ambas as abordagens se
mostraram capazes de determinar a localizacao das fontes de particulas no interior
dos dominios dos problemas considerados, uma caracteristica de grande importancia
para as aplicagoes em seguranga nuclear [85, 88, 120|. Além disso, na maioria dos
testes, as abordagens consideradas foram capazes de fornecer boas estimativas para
a magnitude das fontes. Porém, os resultados foram mistos no sentido da escolha
do método mais adequado, uma vez que o método de Tikhonov iterado se mostrou
superior ao algoritmo de Metropolis-Hastings nos problemas com fontes polinomi-
ais e nos problemas bidimensionais, comportamento este que foi oposto nos demais
problemas teste, em particular no problema unidimensional com seis grupos de ener-
gia. Por fim, o uso de inferéncia Bayesiana na resolu¢ao de problemas inversos de
estimativas de fontes de particulas carece de estudos adicionais, como fungoes base
diferentes das definidas nas Equagoes (7.3) e (7.19), a fim de trazer mais informa-
¢oes sobre a fonte que se deseja estimar, bem como o uso de distintas matrizes de

regularizagao, assim como novas distribuicoes para as priores.
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