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RESUMO

O objetivo deste trabalhe é formular um modelo, que
permita a simulagfo do comportamento de pegas de concreto armado

submetidas a estados planos de tensdo.

O modelo proposto & baseado no método dos elementos

finitos.
E8c analisados estados de carga de curta e longa
durag&oc.

o concreto & model ado como um material
elasto-viscoplastico. Usa-se o concelto de camadas superpostas
Coverlay models). Deste modo, admite-se, por conveniéncia
matematica, que o concretc & formado de varias camadas
super postas, que apresentam a mesma deformag8o.

Considerando-se diferentess propriedades para cada camada,
obtém—-se um comportamentc composto que pode simular o

funcionamento real do concretoc.

Para a fissuragdo do concreto, usa-se um modelo de
fissuras distribuidas, que leva em conta a contribuigdo do

concreto entre fissuras.

A armadura € introduzida no modelo como uma linha de
material mais rigido dentro do elemento de concreto. Os
deslocamentos ao longo do elemento de armadura sHo referidos aos
deslocamentos nodais do elemento de concreto. Assim, obiLém-se
uma matriz de rigidez para a armadura com as mesmas dimensfes
que a matriz de rigidez do elemento de concreto. A matriz de
rigidez do elemento de concreto armadoe & a soma destas duas

matrizes de rigidez.

Os resultados obtidos com este programa computacional
s3o comparados com valores determinados experimentalmente,

indicando uma boa aproximagio.



ABSTRACT

The purpose of this work is to formulate a model wich
allows the simulation of reinforced concrete structures behavior

under plane stress state.
The model is based on a finite element method.
Shorts and long—-term loadings has been analysed.

The concrete 1s modelled as a elasto-viscoplastic
material. The concept of overlay models has been used as a
mathematical convenience that allows to consider the concrete as
composed by layers wich present the same deformation.
Considering diferents properties for each layer, a composed

behaviour wich can simulate the real performance of concrete

it’s obtained.

A smeared model has been used for the cracking of
reinforcement concrete, wich considers the contribution of

concrete between cracks.

The reinforcement 1is introduced as a more stiff
material line inside the concrete element. The displacements
along the reinforcement element are refered to the nodal
displacements of the concrete element. That allows to obtain a
stiffness array for the reinforcement with the same dimensicn of
the stiffnes array of the concrete element. Thus, the
stiffness matrix of the reinforced concrete element is obtained

by addition.

The resultis obtained through this computational
program were compared with experimental values , showing a good

approximation.



CAPITULO 1

INTRODUGCZKO

1.1 - Generalidades

O comportamento das estruturas submetlidas a

cargas externas tem sido objeto de intensos estudos desde

o comego deste século. Pela grande complexidade quu apresenta
este tLipo de analise, através da “mecanica tedrica™,
recorria-se, frequentemente, a procedimentos baseados em

hipdteses que simplificavam muito os principios desta ciéncia.
Estes procedimentos eram combinados com formulag@es empiricas,
feitas a partir de wuma grande quantidade de resultados
experimentalis. Assim, num pascsado recente C(primeira metade
deste séculc), com estes procedimentos simplificados, =6 podiam
ser resolvidos alguns dos inumeraveis problemas enconlrados no
projeto estrutural. Estas técnicas, ainda hoje, tém sido
aplicadas na resolugio de problemas triviais, onde as hipdleses
nio sfo tHo rigorosas e o volume de conhecimentos, adquirlidos

experimentalmente sob o tema de anilise, & muito amplo.

Mas, na atualidade, existe, entre outras, uma técnica
baseada em procedimentos numéricos de aproximagio de fungdes,
conhecida pelo nome de "Método dos Elementos Finitos®™. EstLa
técnica e, para algums casos de projeto e verificaglo

estrutural , uma necessidade de uso antes do que

4

ma
alternativa. Esta potente técnica numérica permite desenvol ver
estudos mais realistas sobre o comportamento das ecstruturas, do

que os realizados no passado, com inumeras simplificagdes.

A lnvestigagio baseada em qualquer tecnica numérica,

nutre-se necessariamgnte de analisos experimentais, que

corroboram sua validade. Desta forma, os estudos numéricos

-~



tratam de reproduzir os resultados experimentais desenvelvidos
em pequena escala C(ensaios de laboratdériod, e os extrapolam
a uma escala maior (nivel estruturald. Esta possibilidade de
estender o conceito de um comportamento fisico simples a um

complexo ¢ possivel gragas ao uso de uma formulagio matemitica,

capaz de descrever o funcionamento fisico macroscéplco dos
=6lidos, Qque recebe o nome de “modelo constitutivo de um
material*, Os fundamentos da aplicagdo pratica destes modelos
de simulagio de comportamento, encontram-se na unido da
“mecinica tedrica'" com as "técnicas numéricas”. Esta unifo de
conhecimentos ,tedéricos e numéricos, compreende o que na

atualidade se conhece com o nome de "mecinica computacional™
[S4].

Os modelos constitutivos destinados a simular o
compor tamento do concreto tiveram um grande desenvol vimento nos
ltimos anos. A razfo de ser destas formulagdes matematicas e
de sua constante evolugio encontra-se na insuficiéncia que
apresentam as teorias constitutivas mais simples (como a lei
elastica-linear) para reproduzir o comportamento fisico do
concreto em todas as suas situagdes de utilizagio. Em geral,
formulam-se diversos tipos de modelos constitutivos que vio
desde os que reproduzem comportamentos elisticos lineares ou
nio-lineares, ate aqueles que reproduzem comportamentos

inelisticos dependentes Cou niod do tempo.

Para o caso particular do material estrutural chamado
“"concreto armado", existem distintas alternativas que permitem
a simulagiio de sua resposta. Nestazs & necesgarioco dofinir dois
modelos constitutivos distintos, um para o ago Ccomportamento
uniaxial) ¢ outro para o concreto Ccomportamento multiaxiald.
O método dos elementos finitos possibilita, ent3o, a obtengio

do comportamento composto dos dois materiais.

O trabalho desenvolvido nesta dissertagdo, apresenta
um modelo que permite simular o comportamento de pegas  de
concreto armado, sob estados planoé de tensio, submetidas a

cargas de curta e longa duragio.

Para aplicar a formulagdo tedrica do modelo, e poder

resolver os exemplos de verificagfo, foi necessario utilizar



sol ugdes numéricas. Este trabalhe tedrico-numerico foli
introduzide num programa de elementos finitos, desenvolvido

especialmente com esta finalidade.

1.2 - Comportamento reolébgico

Como, em repetidas ocasides, far-se-a referéencia ao
comportamento reoldgico dos materiais, apresenta-se, necte

capitulo, um breve resumo sobre o tema.

O comportamento reolégico de um material €& conforme
[338), a maneira comoc as deformagdes de um corpo respondem as

o

tensdes a ele impostas.

Por combinagio de tres comportamentos recldégicos
basicos C(elastico, wviscoso e plasticod, pode-se representar

comportamentos complexos de materiais reais.

Elasticidade ¢ a propriedade que um material apresenta
de recuperar, instantaneamente, a forma ¢ dimensdes que tinha
antes de ser exposto a um conjunto de forgas, quando eslas sdo

retiradas.

Para um caso de estado uniaxial de tensio, este
comportamento pode ser representado por meio de um modelo
mecdnico simples como a mola, conforme a FIGURA 1.2.1. Um
material de comportamento elistico linear, segue a lei de Hooke
o = E £ , onde E & o mébdulo de Young , ¢ ¢ a tensido e £ € a

deformagio uniaxial.

FIGURA 1.2.1 - Modelo elastico

Viscosidade ¢ a propriedade fisica de um matLerial de
se deformar ao longo do tempo, quando submetido a uma forga. O

comportamento viscoso pode ser representado por um amortecedor,



como mostra a FIGURA 1.2.2. Esta propriedade & expressa pela

relacio entre o esforgo e a velocidade de deformagio. Um

material viscoso segue a lei de Newton de viscosidade o = NE,

onde 7 € o coeficiente de viscosidade.

|
FIGURA 1.2.2 - Modelo viscoso

Plasticidade & a propriedade de wum material de

apresentar deformag®es instantineas permanentes. Ou seja,

deformagdes que nio desaparecem uma vez removidas as forgas que

lhes deram origem.

Neste modelo, chama-se tens3o de plastificag3o o, @

tensido, a partir da qual aparecem deformages permanentes.
Um corpo rigidoplasticeo perfeito nfo se deforma para
tenses menores que a tensifo de plastificagio. Este

comportamento pode ser representado por um bloco sobre uma

superficie com atrito ("slider"2>, conforme a FIGUERA 1.2.3.

Q
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FIGURA 1.2.3 ~ Modelo rigidoplastico

Por ' combinagdo dos modelos elastico e plastico,

obtém-se o modelo do material elastoplastico. Este apHésenLa
um comportamento elastico para tens®es menores que a tensio de
plastificagifo, e um comportamento plastico apds se alcancgar

esta tensio.

Neste modelo, chama-se de endurecimento por deformagio
plastica ao aumento de tensfo de plastificagfo com a deformagio
plastica Ep. Este endurecimento & caracterizado por

HCe D> = dovsde . Se HCeg > = O,
P P P

sua taxa

tem—-=e o material elastoplastico



perfeito; se HCe D =] constante, tem—se wum material
P
elastoplastico com endurecimento linear.
O material elastopléistico pertcito & o clastoplastico

com endurecimento linear podem ser representados p:los modelos

mecianicos da FIGURA 1.2. 4.

FIGURA 1.2.4 - Modelos elastoplasticos

a) perfeito

b2 com endurecimento linear.

Combinando-se elementos elisticos & viscosos podem-se

obter distintos comportamentos viscoelisticos. Estes s3o
caraclterizados por apresentarem deformagoces instantianeas (S
diferidas. Em particular, interessa, neste trabalho, o modelo

viscoelastico de Maxwell que pode ser representado por uma mola

em série com um amortecedor, como mostra a FICURA 1. 2.4,

v oo o ANt

FIGURA 1.2.5 - Modelo de Maxwell

Este modelo, por ser simples, permitiu a Bazant (6],
trabalhando com cadeias de elementos Maxwell em paralelo,
representar adequadamente o comportamento do concreto sob cargas

de =zervigo.

O comportamento de um material elasto-viscoplaslico



pode ser descrito por melio de um modal o reoldgico

unidimensional como mostra a FIGUERA 1.,2.6.

GO oy AT A e

—_—

FIGURA 1.2.6 - Modelo elasto-viscopliastico

O elemento de atrito suporta uma tensdo o, O

amortecedor viscoso, torna-se ativo, somente quando a tensio

total aplicada ¢ é maior que a tensi3o de plastificagido o_. A
partir daf, a tensio excedente (o - oaD ¢ levada pelo
amor tecedor.

A resposta elaslica instantinea &, evidentemente,

definida pela mola linear.

A presenga do amortecedor faz com que o nivel de
tensdes exceda instantaneamente, o valor previsto pela teoria da
plasticidade. A soluglio tenderid a este nivel de tensio,
quando © sistema alcangar as condi¢gdes de estado estiavel [58].
Isto permite representar, através do model o
elasto-viscoplastico, caso sejam atingidas as condigdes de

estado estavel, um comportamento elastopliastico.

Quando a tensiZ3o de platificagae o = 0, o modelo

L=
el asto-viscoplastico, reduz-se ao model o de Maxwell de
viscoelasticidade C(FIGURA 1.2.8), podendo-se assim, també&m

representar um comportamentoc viscoel &stico.

1.3 - Conteddo do trabalho

Este trabalho formula um modelo para a simulag¢do do



comportamento de estruturas de concreto armado submelidas a

estados planos de tensdo.

Para representar o comportamento do concreto ormado,
usar-se—-4 um modelo elasto-viscoplastico, pois como mencionou-se
no item anterior, este modelo tem como casos particulares o

elachplasLico e o viscoelastico.

Desta forma, se a estrutura estid submetida a cargas de
curta duragio, o modelo fornece, quando alcangado o estado

estavel, a solugido do modelo elastoplastico.

Neste caso, obtém-se um modelo equivalente  ao
elastoplastico com endurecimento, que ja foi empregado com bons

resultados por diferentes autuvres [16, 21, 43, 48],

Se a estrutura estid submetida a cargas de longa
duragdo, este model o pode representar o compor tamento
viscoelastico com envelhecimento do concreto. Trabalha-se,
entdo, com uma cadeia de elementos Maxwell em paralelo, com
coeficlentes dependentes da idade do concrelo, da forma proposta

por Bazant nas referéncias [5,6,7,13].

Além disso, o modelo proposto permite trabalhar com um
comportamento elastoplastico, no momento de aplicar ou retirar
as cargas, €, logo que for atingido o estado estavel, passar a
trabalhar com um comportamento viscoelastico com envelhecimento,

mantidas as cargas constantes no tempo.

O modelo desenvolvido é& apresentado neste trabalho ao

longo de sete capitulos dos quais esta introdug3o ¢ o primeiro.

No segundo capitulo, faz-se o desenvolvimento da
formulagiZo de clementos finitos para uma estrutura composta por
um material de compor tamento viscoelastoplastico. Esta
formulagido permite a representagio do concreto armado sob

cargas de curta e longa duragio.

No terceiro capfitulo, ::3c apresentados oz elementos

finitos empregados para o concretc e para a armadura.

No quarto capitulo, aprecéenta-se a lidealizaglio o
nivel de material para o concreto armade, submetide a cargas de

curta duragio. O concreto n3o fissurado & modelado como um



material elastoplastico com endurecimento. O concreto

'l ssurado (= representado por um model o dez fisgwuras
distribuidas. O acgo da armadura ¢ representado através de um

modelo para um material elastoplastico com endurecinmento.

No quinto capitulo, estabelece-se um modelo de
comportamento, ao longo do tempo, de estruturas de concreto
armado, considerando efeitos da fluéncia e da retragio do
concreto, O concreto nido fissurado ¢ modelado como um material
viscoelastico linear, enquanto para o concreto fissurado e o

ago s3o mantidos os modelos descritos no capitulo anterior.

No sexto capitulo, estudam-se diversas vigas de
concreto armado usando o modelo desenveolvido, & confrontam—-se

os resultados do modelo com valores obtidos experimentalmente.

No sétimo capitulo, apresentam-se as considerag¢des
finais e sugestdes sobre os resultados obtidos com a aplicagio

do model o.



CAPITULO 2
MODELO DE ELEMENTOS FINITOS PARA O ESTUDO
DE UM MATERIAL COM COMPORTAMENTO ELASTO-VISCOPLASTICO

2.1 = Comportamento elasto-viscoplastico

Usando a teoria da elasto-viscoplasticidade, pode-se
obter uma aproximagfo unificada para os problemas de fluéncia e
plasticidade. Esta teoria também pode <ser utilizada para
resolver um problema elastoplastico, j4 que a solugdo do estado
estidvel do problema elasto-viscoplastico & idéntica a solugido
convencional elastoplastica. Além disto, reduzindo-se a tensio
de escoamento do material a zero, resolvem-se oz problemas

de viscoelasticidade.

Adicionalmente, empregando-se um modelo de camadas
superpostas, pode-se representar de forma bastante genérica o
comportamento de materiais reais. Neste modelo, apenas por uma
conveniéncia matematica, admite-se que o sélido & composto por
varias camadas superpostas, em que cada uma delas sofre a mesma
deformacio. Por meio da atribuigio di diferentes propriedados
fisicas a cada uma destas camadas, pode-se obter um
comportamento composto que exibe todas as carateristicas

essencliais da resposta viscoelastoplastica de muitos materiais

reails.
LY
Conforme TAROCO e FEIJOO (68), na formulacio usual
para problemas continuos nio linevares, admite-—~e que as
componentes de deformag8o total, em um dado ponto, sS3o

compostas por uma parcela elastica {£ > ¢ outra viscoplastica
o

{svp}. Deste modo, a taxa de deformagio total ¢ expressa como

L) = £ > * €& > Ce. 1.1
. @ vp
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A taxa de tensio total depende da

taxa de deformagio elistica atraves da relagio
o> = [D]l L& > CE.1. 8
L

onde [D] & a matriz de elasticidade.

No espago das tensdes, tem-=se uma superficie
de plastificacgio expressa analiticamente por
E' € oy ; L& by R - wrE O 8. 1.:32

vp ©

onde o ¢ a tensfo de plastificag¢io uniaxial, a qual pode ser
o

uma fungdo de um parametro de endurecimento k. Se F' & o

o}

tem-se um comportamento elastico, se F = C plidstico e, se

F > & viscopl astico.

o

2

A

Y
&
>
@) o
1
E
FIGURA 2.1.1 - Esquema de comportamento viscoelastoplistico
E necessario, wutabelecer uma lei especifica para

determinar as deformag&es viscoplasticas a partir do estado de

tensdes. Uma forma explicita, que tem larga aplicagdo ¢ dada

por

Ce, > =¥ < #(F> > 9Q/6(od C2.1.4>

onde y é o coeficiente de fluidez, #C(F) é uma funcido, chamada de
fungdo de fluxo plastico, positiva mondtona crescente para [ >0,
@ a notagdo < > (dita colchete de Macauleyd) & tal que

£ u = 1/2.Cu +lu|). Q = Cﬁ(o).(sv >,R) & chamada fungio de
P



potencial plastico. Como ocorre em plasticidade, [65]., no caso
em que F = Q tem—-se viscoplasticidade associada e a equagdo

C2.1.40 reduz-se a

(; > = p £ $CFD > oF/Ho> c2.1.8>
vp

2.2 - Formulag3o elasto-viscoplastica para elementos finitos

Seja um corpo contfinuo C, com uma superficie de
contorno S. Nos pontos interiores a C, atuam forgas de volume
b. Uma parte da superficie S, Su' tem deslocamentos prescritos

U e sobre o resto de SDr atuam forgas de superficie f.

Para cada ponto de coordenadas {X> de C(C, pode-se
definir um campo de deslocamentos dependentes do tempo uC{X>,LD

e os correspondentes campos de deformagdes &£C0({(X>,tD e de
tensdes olC{X>,tL).

2.2.1 = Deslocanentos

Usando a técnica dos elementos finitos, substitul-se
© corpo C por uma aproximagio €, composta por m elementos

finitos com dominio C°, volume Vi e superfticie ¥,

O campo de deslocamentos ul{X>,td, dentro de cada

elemento, ¢ aproximado mediante fung&es de interpolagio NCL{(XDD,

tais que

CuCLXy, 1> = [NCLXDD) €u'Cedd; ¥V X e V', i=1,...,m  C2.2.1.1)

onde <u'Ctd> & um velor que contém os valores dos
deslocamentos, em duas dire¢8es ortogonais fixas x e y, em n

pontos fixos de coordenadas xﬂ;ﬂ Ccom j =1,...,n), que sio os

nos do elemento .

2.2.2 = Deformagdes

Uma vez conhecidos os deslocamentos nos nés do
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elemento, podem ser determinadas as deformagdes, em qual quer

ponto de seu interior, através da relagio
CeCX>,td> = [L] {ulLX>,tD> C&. 2.2.12
onde [L] & um operador linear apropriado.

Utilizando-se a equagio (2.2.1.1), a expressio

anterior pode ser reescrita como
CeCLXd,4d> = [B) <u'CLd> ce.2.2.2
onde [B] = [L] [NJ].

No caso de estado plano de tensdes, as deformagdes,
que aparecem no plano, sdo determinadas a partir dos

deslocamentos como

£ du ~ 9x a9/ 0x 0
X td
{gr = e = du / By = o) d-7ay { " }
: Y
4 T u
+ P g
yxy aux/ay duy ax asady o8-/90x %
ca. 2.8, 3
2.2.3 - TensOes
No estado plano de tens&es, tem-se que
X
{o> = o C2.2.8.13
Y
T
xy

Quando se tem um comportamento elastico linear, a relagio entre

tensdes e deformagdes & expressa por
{o> = [D] (&> ca2.2.3.2)

onde [D] & a matriz de elasticidade, que para um meio isdiropo,

& dada por X
~ 9
1 2] 0]
- 1 o)
(D] = ———o ¢ (2.2.3.3

1 - 7 1w
o o

2

onde E & o méddulo de elasticidad: longitudinal e v €& o

cceficiente de Poisson.



2.2.4 - Equagfes de equilibrio

Para estabelecer—-se as equacBes de equilibrio,
aplica-se o principio dos trabalhos virtuais. A equagio a ser

satisfeita, em um instante tn. &
s 6ed>3T o> dV =5 SudT LD> AV + S (Sud' {f > dS
n ™ ™ ™ n Lal
C [ 4 S
C2: 2ok ld

Esta expressio representa uma exigéncia para o equilibrio,

que é independente do comportamento material.

Conforme referido anteriormente, pode-se escrever que

de €2.2.1.1): Cuy = [N) {Ei}
de C€2.2.2.2: Led> = (B 1 <a>
n s N n
de C€2.1.2): Coo% = (D) e 3 % = (01 € e ~C e 35
a8 n n

™ v n

Substituindo em (2.2.4.1), tem-se, para o elemenlo i

£ <5u>TIBIT D) (B1 €U Y av =
vl n n mn n
= F . €Bu ST IB1%Ce Y3 A # £ . ¢&LHT T & dv 4
VL n ™ VP 1a] Vl. ™ n
+ s <6u>T (N1T <f > ds a2 4.2
Sl- n n

Como {E;> e &<u > sHo independentes da posigio X,
n

pode-se escrever que

sCu >’ (B 1T (D) (B ) av {Bi) = s¢u>Tcsr BT (Ce_ D> dV

y ™ ™ n VL mn
+ 8 INITXB > dV + & (NIT <fF > ds C2.2. 4.3
VL la} S'I. n
A expressdo anterior pode, simplificadamente, ser

representada por

(K. ) u'> = <> c2.2.4.4>
L
onde
[Ktl =J _ [B ]T (D1 [B ) dV (2.2, 4.592
L ™ ™

€ a matriz de rigidez do elemento, e
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T

V> =4  [(B1T4e D> av +5  (NIT b > av
L 14 ]

Vl. n v VL
+ £  [NIT ¢f > ds = «P" > + <PY Ce.2.4.6)
sl. la) vp
& o vetor das cargas nodais totais equivalentes, que estio

relacionadas as contribui¢®es das cargas de volume &, das de

superficie f e das deformages viscoplasticas &£

vp
A solug3o global exige que, para o conjunto de
elementos do corpo, se tenha
[K) <> = ¢V (8. 8. 4.7

onde [K] & a matriz de rigidez global, (W ¢é& o vetor de
deslocamentos nodais da estrutura e (V> & o vetor de cargas

totais, que contém os efeitos viscoplasticos.

2.3 - Formulag¢io incremental

Surge aqui o problema para a determinagio de (ev > em
C2.2.4.86>, a partir da taxa de daformagido viscopléastica dada
pela expressio (2.1.4). Esta dificuldade leva a que seé

trabalhe com um procedimento incremental.

2.3.1 - Incremento de deformagfio viscoplastica

Com a lei para taxa de deformagido viscoplastica
expressa por (2.1.4), pode-se definir wum incremento de
deformagdo viscoplastica {Cnavp)n} que aparece em um intervalo
de tempo ALn= L - Ln » usando um esquema de integragio no

n+1
tempo implicito, como

Cae_ I X»="At [IC1 — 8)€Ce. 3 >+ OCLe D > Cea3dedd
vp n n vp n v

n+i

Para @ = 0, obtém-se o esquu:ma de integracio no Lempo
de Euler, que também & conhecido por “completamente explicito',
uma vez que o increméento de derormagdo fica  tolalmente

determinado pelas condigdes existentes no instante L

Para 8 = 1, tem-se o esquema de integragio no tempo
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dito "completamente implicito"”, com o incremento de deformagdo
sendo determinado pela taxa de deformagio correspondente ao fim

do intervalo de tLempo.

Para 6 = 0,5, o esquema de integragio & chanado
implicito trapezoidal, sendo também conhecide por regra de

Crank-Nicolson no contexto das equagdes lineares.

Para definir {Ces O 1} na equagio (2.3.1.1), pode-se
vp N+
usar um desenvolvimento limitado em série de Taylor e escrever

{Ce D > =4LCe D > + [H ] Ao > 2. 3.1.2D
vp n+1 vp n n n

onde
(H) = &Ce D) ~ 0{o > C2.3.14.3)
n vEp n n

e {CAoDn} €& a variagdo das componentes da tens3o no intervalo
CALY .
n

Substituindo-se a equagZfc (2.3.1.2) em (2.3.1.1D,

chega-se a

{CAe D> > = At ({Ce D 2> + @& [H 1 <ao > C2:.3.%.42
vp n n vp n n n

P
Definindo—-se que

[Cr] =6 At [H ] €C2.3:1:5)
Ll n

n

fica-se com

CCAe D > = At {Ces D > + [C ] {CAaod > €2.3:1.63
vVPE n n vp n n n

P

A matriz [H ] depende do nivel de tensdes e sua forma
mn

especifica serd desenvolvida na segio seguinte.

2.3.2 = Incrementos de tensdes

Usando as equag@es (2.1.1) & CELL. B, pode-se

escraver que

Ao > = [D] (A D > = [D] C{Ae > - {CA=s D> D c2. 3.2:43
n @ n n vp N

Expressando o incremento de deformagiio total em

fungio do incremento de deslocamentos obtém-seo

CAe > = [B ) <Au > ca.3.2.2
™ ™ n

Substituindo a expressio de (CAe D >, obtida em 2.3.1.68), em
vp n
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2.3.2.1), resulta

{CA0D > = [D) €A > — [D] <Ce D > At - [D]) [C ] CAo> =
n n vp N n n n
@ CII1 + [D) (€ 1) €Az > = [D) €Car > = £Ce_ D > AL )
n n n vp N n

Substituindo a expressfo (2.3.2.2), tem-se
CLI) + [D) [C 1D <Aoo > = [D] CIB 1 CAu> — <Ce D > At D =
n n n n vp n n

1

@ CAo > = C[I) + (D] [C 1> (D) C(B 1] CAud> - <Ce D> AL D =
n n n n vp n n

E, finalmente, obtéem-se

<ao > = [E)nl CIB ) {A;n} -~ {c;:vparg At O c2.3.2.3
onde
(D1 = crI) + () (€ >7* (D) = D)™ + e 1™ c2.3.2.4
pois
CII) + [D) [c:ﬂzl)‘i [D] = [M) =
+ (D) = CLI] + [D] [C 1> [M] =
£I] = CEDI™" = (C 1> (M) » (M) = oyt o+ [cnn"

A matriz Lan] & simétrica quando a lei viscoplastica e
associada. Para o caso nido associado, a matriz [Cn] nio &
simétrica, exigindo esquemas especiais para a anilise, como o
proposto por MARTINS, BARKOS & DINIS (49). Este apresenta um
procedimento numérico que permite usar um esquema implicito de

integragio, mantendo solu¢des simétricas.

2.3.3 - Equag@ies de equilibrio

Usando uma formulagfo incremenlal para o principio

dos trabalhos virtuais, tem-se

S 6€CAe DT Ao > dV = 5 ECAuDT KAb > dV + S E<Au > (Af > dS
c n n c n n < n n

C2:8. 3.1)



Para cada elemento, tem-se

de €3.2.1.1) que CAu > = [NCXD) <A§:>
mn [

de €3.2.2.2> que Che > = (B) <Aa;>

de €3.2.6.3) que CAo> = [D ) CIB 1 <AG'Y> - e D> ALD
n n n n vp o n n

Pode-se escrever que

cae X7 = cau>T (B 1T 4 6cae >T = scau>T B 17 €2.8.3.2)
™ mn m mn m ™
Logo. vem que
F . &aa>T B 1T ID 1 B ) €ATY> dF =
VL n n ™ n n
=i T ) S ’ -
-5  &CAuUDT (B ITID ) Ce D> AL dV =
Vl. n n n vE n n
=5 &AM (NIT cab > dv + & s¢audT tNT <Af > ds
V'I. n n SL n n
€2.3.3.3
Como <u> e, portanto, sCau> sdo valores

constantes, pode-ce escrever:

~

A YTCL B ITID IER 1aVSCAU s ~8CAT T tB 17D 1¢Ce O 3AL dv=
n L n n n n n L n n n

vV v L o
= 6CAUDT &£ . INIT €Ab > dV + &<Au>T £ . [NT) <Af > dS
n L n n t ™
v <
€C2.3.3.4
Pelo fato de &CAU"DY sar arbitrario, tem—-se
™
Cs . IBIT (D) B 1 dVd <CAGL'D
VI. 14} mn n m n
=S [BITID) e >3 & av + .0 . tHMIT €AL > aV '+
yr n n vp n n Vv n
+ &  INIT <Af > ds €2.3.3.5)
SL n

De forma simplificada, a equagio (2.3.3.8) pode ser

escrita como
i

[K') €au'> = <aP' > + €aP> = <AV c2.3.3.6)
vp
onde:
tk = s  BIT (D) (B oV €2.3.3.7
V\ n n n

& a matriz de rigidez do elemento e
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CAVY = <APY >+ <APY =4  (BITID ) Ce D> > At dV +
vp pt n n vp n n

+ J*V_L (NI €ab > dv + s IN) <af > S
B C2.8.3:.8

& o valor do incremento de cargas nodais totais equivalentes

Na equacfo (€3.3.3.8) & facil identificar as contribuigdes das

forgas de superficie f, das forgas de volume b e das deformagdes

viscoplasticas &
vp

A solug3o global requer que, para o cojunto de

elementos do corpo, tenha-se

(K] <AW> = <AP > + <AP> = <AV> €83 3.8
vp

onde [K) é a matriz de rigidez global, <Aw & o vetor que
contém os incrementos de deslocamentos nodais, e {AP > + {AP>

v
& o vetor de incrementos de cargas nodais equivalentes de toda

a estrutura.

Antes de resolver o sistema de equagdes (2.3.3.9),
devem-se introduzir as condi¢®es de contorno, Substituindo os
valores de {A;r}. encontrados em (2.3.3.9), em (2.3.2.3

]

obtém-se o vetor de incremento das componentes de tensdes {ﬁan}

o assim
o > =Ao> +{bo> ; {u > =Aud> + {Au > €2.2.3.100
n+1i n mn n+1 n n
Usando as equagdes (2.3.2.1) e (2.3.2.32, vem
{Ao> = I[D] C{Ae > - €CAe D > =
n n vp n
= (D] CIB ) <CAW > - {ChAs D > =
n n vp n
@ CCAe D> =(B) <CAW > - [DI™* <A > €2.9.59,11)
vp n n n n
com o que
e 3 ¥ =€ 3% «+ <Che 3 5 €2.3.3.12
VE N+l vp n vp N

Examinando a taxa de deformacgio, delermina-ze quando
se chega a um estado estacionario. Em particular, a taxa de
deformagio viscoplastica {;v >, dada pela equagido (C2.1.4D>, &
calculada em cada interval;) de Lemﬁo. e a convergéncia &

alcangada quando esta quantidade torna-se adequadamente

pequena.
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2.3.4 - Corre¢3o de equilibrio

O calculo do incremento de tensdes esta baseado em
uma forma linearizada das equagdes de equilibrio incremental.
Portanto, a tensfo total {onu}. obtida pela acumulagfo de cada
um dos incrementos de tensdes, nio & estritamente correta e nio
serfio exatamente satisfeitas as equag®es de equilibrio. Ha
varios procedimentos disponiveis para efetuar as corregdes
necessarias. A aproximagi3o mals simples & avaliar {ah >

+1
conforme apresentade no item anterior e, logo, calcular as

forgas residuais yw como

w =4 (B 1T Co >dv + 4 [NIT <b > dv +
N+l n+i n+i +1

v v -
+ 4 [NIT ¢f ) ds =0 c2.3.4.1)
S n+i

Esta forga residual & adicionada ao incremento de
forga aplicada no préximo passo de tempo, como uma técnica de

evitar o processo de iteragio e ao mesmo tempo alcangar uma

redugdo do erro.

2.3.5 = Vetor de fluxo plastico de Nayak-Zienkiewicz

Na equagdo (2.1.8) para calcular o vetor <&

necesita-se conhecer oF/0{o).

No caso particular em que o tensor de tensBes &
simélrico, pode-se definir o vetor de fluxo plastico como um

veltor que contém somente a parte simétrica do correspondente

tensor. Isto &,
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s ta
oF aF aF GF/ﬂox
a o a T g T oF / do
X Ry HZ Y
a F oF aF aF a F dF/ao"
- 0 = - s - 4 & >
alo> a T d o a T alo> ars ot
Xy b Yz xy
ar ar ar oF-sar
HZ
a7 g T g o oF ~or
Xz YZ =z vz
- l - o
C2.3.9.1)

Esta notagio, ¢ uma forma especial de representar a
parte simétrica do tensor de fluxo plastico. Sua utilizagdo

simplifica o tratamento dos problemas numéricos.

Podem-s& definir distintos procedimentos que permitem

obter o© velor de fluxo plastico de uma forma simples. A
seguir, mostra-se o desenvolvimento deste vetor, apresentado
originalmente por NAYAK-ZIENKIEWICZ [51,67]. Este

procedimento & muito usado por sua simplicidade e generalidade.

Admite-se que o vetor de fluxo plastico resulte da

contribugio de trés outros vetores, definidos, respectivamente,

em fungio do primero invariante do tenzor de tensodes Ii. do
segundo 1invariante do tensor desviador de tLensdes J2 e do
dngulo de similaridade de Lode € . Deste modo, tem—-se
. aF aF o1 dF 8 Vs dF 90
(@) = —— = o - 2 2. 3.9
alo> a I‘ alo> a Vaza{a} g 8 olo>
para
ava Ja n 1!
senC30) = : com - < 8 < C2.3.8.3)
2 €., 3 E & 6

onde .JH €& o terceiro invariante do tensor desviador de tensies,

Tem-se, ainda que,



3 O Ya 1 8 J 33, K} 1/32

o> 2cosC 30D CJZJ”” aC o) C.JZ"J'M < o>

C2. 3.8.42

Substituindo esta equagio na ((2.3.5.2) e operando

algebricamente, obtém-se

oF OF oL OF Vs aF  Ya 1 aJ

1 2 e

3r2

(o> o1 aCo> 61/3'2 o> 90 2cos36 | CJ D7 ToCod

- 3J, VJZ "

CJ2)3 aCo>

oF aF o1 oF ava
i B - i S " i - 2 _
ol o> dl1 ol o> OVJZ al o>
oF  Va 1 aJ. ar Ya 3 ava
- —— 3 + —_—— = =
90 2cos30 C(N? Ko 96 2cosC36) CJZDJ o>
o F o1 aF ava 8 F aF 1 3vYaJ 1
& ROPPI. ¢ e i - — & .3 - 5
o> alod) ol 4 aloY d'/.:z a0 cos39 2 :/2 "/Jz
. @ | = v : €2.3.5.5)
8< o> 96 2cosC36D CJzna’z
Usando a rel agio Ce.3.5.3), pode-se escrever
aF a1 oF avs OF OF tag 30 aJ . oF
= —t — + = ot Thae B - rescess B — - — x
alo> alo> 61‘ olo> YJz ao CVJz) alo> a6
Ya I ne
% ) com — < O <(— (2. 3.5.6)
2cosC36) CJ2>"’2 6 6
Pode-se expressar Cé.3.5.6) da seguinte forma

e—— y {7




é F
= (a>” = C Ca>"T + C Cad" + C (ad C2.3.8.7
1 1 2 < a ]
alor
onde
oF : 5F Lanl 36D oF Y3
a1 avs e Y 86 2cosCaeICy >¥7F
1 2 z 2
L=
a1 vy A
<a >t = —* |, ta>" = , ay = —
aor 2 o dor
No caso particular de estado planc de toncéoes, toem-se
<o» =< o , 0 , 7T > »1 =0 +0 @<ad =<1 ,1 , 07
® v Ky 1 b Y 1
G235, 82

A matriz associada ao tensor desviador {s) tem na sua

diagonal principal as componentes

s = (20 - o dr/3 s =8¢y ~— ¢33 ; s = - (¢ + o D3
X ® Y % Yy X z x ¥
& assim
2z 2 2
J =(s "+ s "+ g T2 +'rz =2
) X Z Xy
i 1
= {az} = ~—— {5 ,s ,8t 23 C2.2.5.9
2Y0 # * il
i 2
J =deti{s> = s (s s -1 "D o
3 z Koy Ky
v Jz a Ii
= {aa} = s (s , 5, -27T B L3, 5100
z X %
L4 g 3 Jd oo
Trabalhande desta maneira, para cada fungio do

plastificagdc F, =& 6 necessario definir as constantes C;’ C2 o

Ca para determinar o vetor de fluxo plastico.

2.3.6 - Calculo da matriz [H]

Para solugdes pelo esquoma complotamente implicito ou
semi-implicito Ctrapezoidal) de incremento no tumpo,

necessita-se conhecer a matriz [ 1, Esta pode ser expressa em
X [a]



termos da matriz [H ], conforme (2.3.1.8) da seguinte forma
™

(€. 1 =8 At. [H.)] €2.3.6:1>
n n LA

A matriz [H ] deve ser explicitamente determinada, para cada
n

fungiio de plastificag3o, adotada para o comportamento do

material.

Das equagdes C2.1.52 e (2:23.1.3, suprimindo,
momentaneamente, os simbolos < > e o sub-indices n , tem-se:
e > Had>T d<ad
[H) = VP = ¥ C @ + L {ad™ (2.3.6.2>
olo> ooy d F
Da equagdo (2.3.85.7), pode-se escrever
)T =2 6 Cay+r € Cadtre <art 5
1 1 2 2 a a
. T p
ola> oc, . aCc ac
- = <a > + —% ¢a > + —? ¢a®>
8o o> 1t HKo> 2 oD
T ; T . T
o o d{al} - d{az) < B d(aa} C2.3.6.3
tacod 2 o> ? o
Expressando
aC &
1
ek . K P Q. CANT 2 G La¥ para iS58
b‘(o'} L1 1 L2 2 L3 a
Ce.3.6.4)

e fazendo para C% o mesmo desenvolvimento feito para F na segio

2.3.5, tem-se que

oc. ac. aC tagC3ed
Cl.1= e ’ C._2= e o SR
2 ava, 9 Yu,
- .
H - i L C2.3.6.5)

96 Z2cosC3edJ 2"2

E imediato que

. T 2
Py B -5 C2.3.6.6)
<> T




Analogamente, tem-se que

T
ala > 4, 1 e
.3.6.7D
2- = — (M ) - — <a) <a2>” iz _
o) avs VYo
2 2
onde
2/,3 -1./3 o (2.3.6.8
(M 1 =] —-1.3 2.3 0
. o) o) 2
Da mesma forma, tem-se que
8(an)T > s —1/3Csx+sy) Txy
—_—— o — s, t = [M_ )
(> 3 Simétrica s + =
x y
(2.3.6.D
Logo
HadT . .
= C <aX€a> + C _<{ar<ad>’+ C_<ar<a> +C_<a>Ca ) +
aca} i1 i i 12 2 i 13 3 1 21 i 2

+ C €adXad'™+ C <adad™+ C €adXad ™+ C Cadrlad +
22 2 2 23 a 2 a1 1 3 a2 2 a

1 1
— I~ = {a_}{a->T+[M02]
277, o & 2

+ C <adCa >+
a3 3 a
[H) = 3 (& > /o> + di/dF (D<) =
T T T
= ¥ [$ CC CaXla > + G Ca>lal + C {a r{a > +
11 i i 12 2 1 13 3 i
T T T T
+ C {a>{a > + C €a >X{a > + C {a X{a > + C Ladfa > +
21 1 2 22 2 2 23 3 2 EE Y i a
¥ C CadadT + C LadtadT - C /7 <adla D'+ C./€2Y5 %
az 2 3 a3 3 3 2 2 2 2 2 2

x I M ) +CILM 1D + adésdF CCadad® + CCLadad’ +
o1 < | oz i 1 i 1 2 1 2

+

C CCadCa Y+ L Ctadtad + Cra dtad + CC €4 5Ca > #
1 3 i a 2 i 2 1 2 2 2 £ 3 a 2

+ CCLad<ad> ™+ CCad€a > + adra>™ 1 -
I 1 3 1 a 2 3 2 3 3 3
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Chamando [M'j] = {a_ > {aJ}T. obtém—se
L L

[H1 = p {@ C /C2Y5 D>[M 1+ & CI[M 1+ C& C + dbs/dF c¢™HIM )+
2 2 o1 a oz 11 1 1

1

+ [ 8CC_ - C./Y3 D + db/dF C® 1M _1+ C& C_+ désdF COIM_1 =+
22 2 2 2 22 24 ] 33

+ € B G + diésdF CCDO [M ] + C ¢ C + désdF CCDO [M 1 +
21 272 12 12 1 2 24

4 6 B G + dé/dF CCDO [M ] + € & C + désadF CCDO (M ] +
a1 1 3 13 13 1 3

a1
+C & C_+ dbdsdF CCD [M 1 +C & C +d§/dFCC)[MJ}
23 3 2 az a2 a2z 23

Como verifica-se qua

L. = I€.4J
L_] jL
reagrupando-se, convenientemente, e chamando
(M1 =[M 1] + [M]
5] Lj it
quando *¥j] e restabelecendo-se o simbole < > , fica-se com

(H] = y{<4‘e>c 0273 DIM 14<E>C [M 1+C<CEDC +d<d>/dF CDIM 1 +
2 2 o1 3 02 i1 i 11

+ [<KE>CC —C /Y3 D+diE>/dF C° 1IM 1+C<IDC  +d<d>/dF CDOIM 1 +
22 2 - 2 22 33 3 a3

+ CKB>C  + dl@>/dF CCOIM 1 + C<B5C + d<@>/dF CCOIM 1 +
12 1 2 12 13 i 3 13

+ (K9>C + Ké>/dF CC OIM ]}
23 z a 23

onde
- 4 r
1 1 (0] 52 S s Pl o 1
x X Yy X Xy
(M ) = 1 0 s [M_) = s> 2s T |
11 22 y Wy
; Simétrica O Simétrica at?
Xy
m m mn
11 12 13
(M 1 = m m
= 1 | 22 23
Simétrica m
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sendom =s s +2/3s s J +J°/9 ;, m =5 s s +J /3s (s +s J)+J 9
11 Y = Y Z 2 2 12 X Yy z 2 - x Y 4
2 B 2. = 2 5
m =—28s st =25 1. . J /3 ; m =8 s + 2835 s J + J /5
13 Y Z XY Z XY 2 22 X z x = 2 2z
2 Z i3
m BrEs s T ~28 T 73y m =45 T
2z K Z Xy z Xy 2 EE] Z Ky
s (s +s D2 T
x® ® W ®y
o 1
(M 1] s T
12 = — Y Ry
‘y’..rz Simétrica o}
2s s + 2J /3 s (s +g d+2]) /3 —~ZS T
Yy z z = X y 2 z Ny
(M 1 = 2s s +2J /3 25 T
13 X z 2 z Ry
Simétrica O
n n n
11 12 13
o a
[Mzaj = = 22 "2a
2v9 . 4 '
¥ 2 Simétrica
a3
2 2
e n =2s s s +2/3 s J : n =6 (s + s 24] /3 (s +s5 )
11 Xy z x 2 12 z ® Yy 2 b v
n =2r s (s -s d+2t J -3 g n =25 5 s +2s3 s J
13 Xy z Y X Xy 2 22 X y =2 Yy 2
z
n.. .= ar g Cs =s )¥2r J_ -3 £ n_ = —-8s 1
23 Ky Z x Y Xy 2 a3 z Ry

2.4 - Modelo de camadas superpostas

O modelo reocldgico, correspondente ao comportamento
viscoelastoplastico descrito no item 2.1 , & compostc por uma

mola em série com um elemento formado por um amortecedor

viscoso em paralelo com um elemento de atrito Cslider). O
comportamente real de varios materials, entre eles ¢ do
concreto, nio pode ser representado por este model o

viscowlastoplastico simples.

Una resposta do material, mais elaboradapode ser
ocbtida pelo método das camadas superpostas, conforme PANDE,
OWEN & ZIENKIEWICZ [(S89])], no qual o sélido analisado & suposto

como sendo composto por varias camadas, cada uma das quais



apresentando a mesma deformagio. O campo de tensdes Lotais &

obtido pela soma das contribuig¢des de cada camada.

Mediante a introdugio de um numero convenliente de
camadas superpostas, e atribuindo diferentes caracteristicas
materiais a cada uma, pode-se reproduzir o comportamento

experimental de muitos materiais reais.

No caso mais geral, o modelo reolédgico & formado por
um conjunto de elementos tipo Maxwell generalizado em paralelo.
Tem-se como parémetros as espessuras das camadas, os mddulos de
elasticidade das molas E, as constantes dos amortecedores » e
as tensBes de escoamento, na qual comegam a atuar os elementos
de atrito. A dificuldade fundamental estid na determinag3o dos
parametros para ajustar o modelo ao comportamento experimental

do material.

Para o concreto, aplicar-se-4 o modelo das camadas
superpostas para representar o comportamento viscoelastico com

envelhecimento, conforme seria descrito no item 5.2

FIGURA 2.4.1 - Modelo de camadas superpostas

Na FIGURA 2.4.1, ilustra-se esquemalticamente a

situagdo de um modelo de camadas superpostas em duas dimensdes.

Cada camada pode ter uma espessura diferente o um
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comportamento material também diferente. Como os nés em todas
as camadas coincidem, em cada uma delas tem-se a mesma
deformagdo. Isto resulta em um campo de tensdus ca diferente
em cada camada. A contLribuigio de cada camada para o campo de
tens&es total o, conforme sua espessura e} , & dada por
1 k
{od= = .): {O‘J} e}_ c2.4.12
J=1

onde k & o numero de camadas do modelo e e & a espessura

total do elemento dada por
k
e =Y e C2.4.2)

A equagdo de equilibrio, dada pela expressio

€2.3.3.1>, fica da seguinte forma para um elemento com k
camadas
i k e,
S SCae > T <KAo d> = av =
v n N n ) e
=1
=S SCAuUDT KAb D> aV + & 6CAu>T C(Af > dS C2.4.3
v n n S n n

Trabalhando de forma analoga 4 empregada na =egio

2,3.3 e levando em conta que a tensio em cada camada & dada por

~

{Ac> = [D1 CIB1 €Au> - <Ce D> At)D C2.4.4>
n ) n ) n n vp n ) n
chega-se a

~

e .
S 1T (D) (B avd <Au > =
& n no) n n

N
H
|

e - .
=3 5 (B1T ID1 <Ce D> AL av +
a vp no ) n

L n noJ

L N3 T ab > av + 5 . INIT <af > ds €2.4.5
i mn

v 5
Assim, a matriz de rigidez de cada elemento seria a
soma da contribuig¢io de cada camada, isto &
,r ~

S [B) (D1 (B ] av C2.4.86D
V" n n j n

oL

k
(K1 = [
i=1

~

onde [Dﬁ“ & a matriz [Dn] calculada para cada camada.
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A matriz [Dn% serd diferente para cada camada
dependendo de suas propriedadues materials. QO processo do
solugio, ent3o, ¢ idéntico ao descrito nas segdes anteriores.
As deformag®es e LensBes seorio calculadas para cada camada
separadamente. E bom observar que, embora as deformagdes
viscoplasticas em cada camada possam ser diferentes, devido aos
diferentes valores das tensdes de escoamento, a deformagdio

total deve ser a mesma.

2.5 - Esquemas de integrac¢io no tempo
OWEN & HINTON, em (58], afirmam que a solugio pelo
metodo @+ implicito, aumenta o tempo de computagio em

aproximadamente quatro ou cinco vezes, em comparagio com O
procedimento explicito, para o mesmo fator de tolerancia da
solugdo Cou comprimento do passo de tempod. Este custo

adicional, pode ser compensado por o maior comprimento do passo

de tempo, permitido pelo mélodo implicito, pois este e
incondicionalmente estavel. Deve-se observar que um acréscimo
no comprimento do passo de tempo, alem dos limites

recomendados, resulta na deterioragio da precisio da solugio.

Quando uma aproximagio de rigidez variivel deve ser
empregada por quaisquer razdes, a solugio pelo esquemna
impli{cito imp®e pequeno ou nenhum esforgo computacional
adicional e este procedimento torna-se particularmente
vanta joso. Esta situag3do ¢é encontrada na modelagem do

comportamento do concreto, onde as propriedades do material 3o

dependentes do tempo.

Para a solugZo de problemas @lastopliasticos, como no
estudo do comportamento de pegas de concreto sob cargas\ de
curta duragido, através do uso de um algoritmo
viscoelastoplasticos, tante o esquema implicito como o

explicito, conduzem 24 solucio do estade estavel de forma

precisa.
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2.8 - Sele¢io do comprimento do passo de tempo

Conforme OWEN & HINTON (58], pode-se¢ demonsirar que o

esquema de integragZc no tempo ¢ incondicionalmente estavel

para valores de &8 =2 0,S. Isto implica que o sistema de
integragd3o no tempo ¢ numericamente estavel, mas nio da
garantia da exatidio da solugido para qualquer etapa. Na
pratica, mesmo para valores de 8 =z 0,85, devem—-se escolher

limites para o comprimento do passc de tempo, a fim de obter

uma solugido valida.

Para @ < 0,85, o processo de integragido & somente
condiciocnalmente estiavel e devem—-se estabelecer regras para a

escolha do comprimento do passo de tempo.

Podem-se empregar esquemas nos quais o comprimento do
passo de tempo & constante ou variidvel em cada intervalo de
tempo. No esquema wvariavel, a magnitude do passo de tempo &

contreolada por um fator T, que ¢é limitado pelo incremento de

deformagio viscoplastica efetiva maxima anP, como uma fracio
da deformacfio efetiva total £, tal que
Az = 2.3 (<e”> <> 1Y% At < ¢ 27 (2.6.1)
VP L) vp 1) vp n

Para elementos isoparamétricos, tLodas as deformagdes
s8o calculadas nos pontos de integragio de Gauss. Portanto,
Atn pode ser determinado para satisfazer a equagfo (2.6.1) em
cada ponto, tomando-se o valor minimo para a anilicse. Para os
valores de v, OWEN afirma que para esquemas explicitos obtém-se
resultados exatos para 0,01< T <0,18. JA para esquemas
implicitos, até para valores de T maiores do que 10, tem-se

estabilidade, ainda que com prejuizo na precisio.

Outro limite dutil pode ser imposto, quando se usa o
esquema de passo de tempo variavel. O comprimento variivel do

passo de tempo entre dois intervalos deve ser limitado por

At < kR At ‘ 2. 6.22
n+1 n
onde kR & uma constante especificada. OWEN sugere que o valor
k = 1.8 & apropriadeo, embora nfo apresente um critéric fixo

para esta escolha.
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Os wvalores limites do passo de tempo inicial sdo

basicamente empiricos.

Restric®es tedricas sobre o comprimento do passo do

tempo foram apresentadas por CORMEAU [30) para formas
especificas da regra de fluxo viscoplastico = para
procedimentos de integragio explicitos. Obtém—se expressdes

simples para os sélidos de Tresca, Von Mises e Mohr-Coulomb.

Para os modelos empregados neste trabalho, isto nio ocorre.

2.7 - Estudo da convergéncia

A obtengdo das condig¢gdes de estado estavel, que
permite a resoclugio de problemas elastoplasticos, pode ser
controlada por um somatério vinculado a taxa de deformagdo
viscoplastica para todos os pontos de integrag¢3o da estrutura.

No estado estavel, esta quantidade torna-se nula.

O grau de fluxo viscoplastico total & mel hor

controlado pelo céalculo da taxa de deformag3o viscoplastica

efetiva total svp. em todos os pontos de Gauss, por

& Eya £ ed £ ey Ca.7. 1>
vp L] vp L] vp

Alcangam-se as condigdes de estado estavel, no fim do

passo n, quando

% c;n+1
k=1 e

g .
>, /At LCe >> s TOLER (2.7.2
v
k=1

100 CAt
n 1

+1

onde g & o numero de pontos de integragio de Gauss e TOLER um

valor de toleré&ncia para a convergéncia



CAPITULO 3
ELEMENTOS FINITOS EMPRECADOS PARA
O CONCRETO E A ARMADURA

3.1 - Elementos finitos para o concrelo

Para modelar o concreto sf8o utilizados elementos
quadrangulares isoparamétricos da familia Serendipity, linear ou
quadratico. Estes possuem 4 & 8 nds, respeclivamente, com 2
graus de liberdade em cada né, na diregio dos eixos do sistema

global de coordenadas C(FIGURA 3.1.1D.

Para o elemento linear, o campo de deslocamentos
possui variagdo linear e os de tensBes e deformagdes sdo
constantes ao longo dos lados do elemento. FPara o elemento
quadratico, o campo de deslocamentos possui variagiio quadratica

e os de tensdes e deformages variacdes lineares,

As fungdes de interpolagio, tendo como variaveis
independentes as coordenadas naturais C(f,7n) ¢ néds numerados

conforme a FIGURA 3.1.1, sdo apresentadas por ZIENKIEWICZ [66]

como

a) Caso do elemento linear:

N, =1/00C4 +& €4 = n i=1,2,3,4 €3.1.1D>

L

onde Eo = ¢ ¢ , Wm.=m n e (¥, 7O representam as

i (o] L L L

coordenadas do né em consideragio.
b)) Caso do elemento quadratico:

= para os nés de canto

L

N = G24€L + £ D€L # 9 3CE_ #p, = LD i 1.8,8,7 312
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- para os néds de meio de lado

Fo=0 o, N =242C1=F32€C1+9.3
' : 2 €3.1.3

2

= = + - 3

m =0 N =12 ¢ 1 £ .9 €1 n
Trabalhando com elementos isoparamétricos, pode-se

usar a seguinte representag¢io para as coordenadas x e y dentro

do elemento

=T . : €3.1.4>

na qual Nt sdo as fungd®es de forma empregadas na representagdo
dos deslocamentos; x., y sZo as coordenadas representagio dos
L L

deslocamentos; x , y <80 as coordenadas nodais do elemento; k &
L 1

o numero de ndés do elemento.

Pode-se avaliar a matriz jacobiana como

; ax ay : [ N, k 9N i
or oF ,L)El 'c?_—f— i LZ_:: 5 ¥
LAY = | ay = kK 8 N Kk 8N
E L 5 }: ‘__1. v
| 9n on | e a n L i an i |
€3.1.5
4 7 6 5
n n
= £ s sﬁg SmE—
O s O O e
1 2 1 2 3

FIGURA 3.1.1 - Elementos quadrangulares da familia Serendipity
Cad linear e Cb) quadratico.
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Da equacio C2.3.3.7), tem-se que a matriz de rigidez do
elemento de concreto & dada por

~

[K ) =S (B 1T (D1 (B 1 av €5, 1,69
%

onde [B ] & obtida no caso de estado plano de tensdes das

relacles €2.2.2.13, €2.2.2.2> e (2.2.2.3), e [D 1 da equaglo

C2.3.2.4>.

A matriz de rigidez da equagio (2.3.3.7) & determinada

numericamente através de

N N -
IKIsT TIB AT ID3 LB .3 w w &, det J i T
c i : L L L J Y
L=1 j=1
onde N = numero de pontos de integragdio em cada diregio do

elemento plano.

[BU] = matriz [B) aplicada aoc ponto de integragd3o com
coordenadas naturais Cft 3 nP.
W W, = fatores de peso
eu = gspessura no ponto de integracgio
det J = determinante da matriz jacobiana do elemento

As coordenadas naturais dos pontos de integragdo e os

fatores de peso podem ser encontrados nas referéncias (31, [66].

3.2 - 0Os elementos finitos para a armadura

Existem basicamente trés formas de incluir a armadura

de ago em um modelo de elementos finitos para estruturas de

concreto armado

ad) Modelo distribuido , em gque considera-se¢ o ago
distribufido uniformemente no elementu de concreto. Admite-se
aderéncia perfeita entre ago o & o concreto. E um modelo
conveniente para situagdes em que a armadura ¢ composta por uma

série de barras pouco espagadas. FPor outro lado, quando

v

barras estfdo colocadas de forma espagada, os modelos incorporado

@ discreto tornam—-se mais ofelivos.

b) Modelo incorporado, onde a geometria das armaduras
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& consistente com a geometria do elemento isoparamétrico em que
ze encontra disposta. Isto resulta em um U4nico campo de
deslocamentos no dominio do elemento, com uma relagio
constitutiva obtida pela soma das matrizes de rigidez do ago e
do concreto. Desta forma, as barras de armadura ndo necessitam
estar distribuidas uniformemente. A localizag3o e diregio das
barras de armadura podem ser arbitrarias. Admite—-se, também,

que exista aderéncia perfeita entre o ago e o concreto.

c) Modelo discreto, & realizado com um elemento
unidimensionai de barra, que se integra a malha de elementos
finitos bidimensionais, utilizada para a representagio do
concreto. Apesar da simplicidade deste conceito, o modelo
discreto tem a desvantagem de que a malha de elementos finitos
fica restringida pela localizagdo da armadura. Conf orme
CHANG-TANIGNCHU-CHEN [22], © modelo discreto ¢ numericamente

menos efetivo que o modelo incorporado.

No presente estudo, optou-se pelo modelo incorporado

para representar a armadura.

32.2.1 - Modelo incorporado

No modelo incorporado, a barra de ago ¢é considerada
como uma linha dentro do elemento de concreto, de maneira que
seus deslocamentos sejam compativeis com os deslocamentos do

elemento de concreto que a circunda.

Nesta aproximagio ndo ha limitagio para representar a

localizag8o ou distribuig¢Zo de armadura de aco.

A contribuigdo da armadura, a rigidez de cada
elemento, pode ser avaliada independentem: nte para cada barra de
ago. A matriz de rigidez pode ser obtida usando o principio

dos trabalhos virtuais com as seguintes hipéteses:

1> As barras de ago contribuem para a rigidez sé no sentido

longitudinal.

&) As barras s3fo retas, e sua segio longitudinal tem segi3o

constante.
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A expressdo final da matriz de rigidez do elemento e

o
CKY = LK) + [K 1] , [22), na qual [K ] = E A J<B_><{B >ds onde
c s s s 8 0= s
[KJ.[KC] e [KSJ s%o as matrizes de rigidez do concreto armado,
concreto e ago respectivamente; AS. a area da armadura , ES seu

médulo de elasticidade longitudinal e {BS}. o vetor que di a

relacgfo deformacfo~deslocamento nodal para a armadura.

b 4

A
g )

S

0
=

Y— e Y 7
7 = ¢ '3
FIGURA 3.2.1 - Elemento de armadura no modelo incorporado

3.2.2 = Funges de forma para os elementos finitos

Consideram-se elementos finitos unidimensionais
lineares ou quadr&aticos, que possuem 2 ou 3 nos,
respectivamente, com 2 graus de liberdade em cada nd, na diregdo

dos eixos do sistema global de coordenadas.

O elemento pode ter uma posigio arbitraria no interior
do elemento de concreto. A hipdtese de aderéncia perfelita
entre o© concreto e o ago, torna possivel uma disposigio

arbitraria da armadura sem que se introduzam incdgnitas
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adicionais no sistema de equagdes de equilibrio. Para isto, os
deslocamentos nos pontos nodais do elemento de armadura devem
ser expressos em funcio dos deslocamentos nodais dos elementos

de concreto correspondentes.

As fung®es de interpolagio e suas derivadas, conforme
a ordem dos nés da FIGURA 3.2.2.1, podem ser escritas em fungio

da coordenada natural ® da forma

a) Caso do elemento linear:

1 = 2 g H 1
HtCn) = A —— -5 o - -
2 g x = CR.2, 24T
» L S a8 H 1
HCxd) = o 2 = -
2 a = 2

b) caso do elemento quadritico:

- g H 1
R = ——— t_ o, =
2 a 2
@ H
HCwd = 1 - 2° - 2w s.2.2.2
2
g =
ko2 a H. 1
HCwd = > F o gy s
2 a x =

FIGURA 3.2.2.1.~ Elemento unidimensional Carmadura) no interior

do seu respectivo elemente plano Cconcretod
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3.2.3 - Matriz de rigidez para oz elementos de armadura

A matriz de rigidez de um elemento de concreto armado
& obtida pela adigZo de duas matrizes de rigidez de mesma
dimensfo, uma correspondente 4 armadura e outra correspondente
ao concreto. Estas matrizes s3o determinadas em cada etapa, em

fungfio do estado de deformagioc que o elemento apresenta.

Seja um elemento de armadura dentro de um elemento de
concreto. O deslocamento w na diregio axial do elemento, em um

ponto arbitrario, & dado por

w o= {r>7 <> ¢H.2.8.13
onde : {r}T = { cosa sena >
=) {U}T = { v v o>
X >4

sdo as componentes do deslocamento nas diregdes dos eixos x e y
do sistema global e, conforme a FIGURA 3.2.3.1, a & a inclinag3o

do eixo do elemento.

FIGURA 3.2.3.1 - Sistemas de coordenadas do elemento de armadura

dentro de um elemento de concretlo.

Usando a hipdtese de compatibilidade de doeslocamentos
entre concreto e ago, pode-se expressar o deslocamento {v> de um

ponto da barra, como se fosse o de um ponto do elemento de
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concreto, em fungio dos deslocamentos nodais deste clemento.

Os deslocamentos podem ser escritos na forma da

equagdo (2.2.1.1) como

vy = [N) <w €3.2.3.2
onde (u> & o vetor que contém os deslocamentos nodais do
elemento de concreto.

Sustituindo-se a expressio anterior em (3.2.3.1D0,

tem—-se
Cw> = <r>TIN] (W €3.2.3.3
Expressa-se a deformagio axial do segmento da barra
por
g w
EL R T C3.28.3.4)
Jd s

onde s ¢ a coordenada que descreve a barra de ago.

A FIGURA (3.2.3.1D mostra a relagdo entre
coordenada s e a coordenada natural = correspondente. Sendo

o comprimento do segmento da barra dentro do elemento de

concreto, tem-se

1 + & L

s = ———*—Er—— L = ds = —g— dax CH. 2. 3.9

Assim, pode-se expressar € _em fungio de # como

a a2
g T & ' e (3,2.3.65
a 8 s g » L.

4
)
R
)
€

De €3.2.3.3), como <{r> e <uw sHo independentes de =,

derivando-se, tem-se que

8 w < B LMY 2 o [Nl _
= {1 W e = —— )T —— w CR.B. BT
o » a L _ a »

As fungdes de interpolagio do elemento de concreto tém

como variavels F e 7
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d [Nl g [MN] d t g [H) a n )
[NI=[NC ¥, ] =+ = + €3.2.3.8
g x g r a = an a x
d
Para calcular ik e ¥ pode-se expressar
a » g =
o= <D e n = <> €3.2.3.9

sendo <H>' = CH , H., ...... , H D um vetor de m componentes onde
1 2

m

m ¢ o numero de nés do elemento de armadura que contém as
fung&es de interpolagio do elemaento de barra
- = & = i = s =
= = = dois
e (&> CE‘ .Ez § 5 aseE . Em) s TP Cnl A n. P oi
vetores de m componentes, que contém as coordenadas
normalizadas fj. 7% dos nés do elemento de armadura.
Deri vando as Egs. €3.2.3.9 em relagio a 2
obtém-se
¥ ACH v _
— [——] <Ed (3.2.3.10
Au a
e
an aHy T
= [ ] <{n> €3: 2.,3:112
ox g «
Entio )
2 " 8[N] . 8[Hl. v - OLN] _ glHl. T - _
e, = —r> [— [—— ] CE3+ — [— ] {n}]{u} ¢3.2.8. 12
L old dxn an dx
que pode-se escrever como
£ =<{B > <w €3.2.8.1
L s
onde
2 i 2l N] oty [T - al N] atHy T -
<B_y=— {r> [ ] > o+ [ ] > €3.2.3.14)
L 15} Oxr an due

& um vetor que relaciona as deformagdes no elemento de barra com

os deslocamentos nodais do elemento de concreto.



41

Pode-se escrever que

-

SU = JSC&e dTo adV = SCSCEe D o dsddA
L L L L =

A S CHE )TU ds
L L
4 A L L

(3.2.3.18
onde &U é o trabalho virtual interno na armadura, As a area da
segido e ey B & tensio e deformagio longitudinal na armadura.

SCw T¢B >T (3.2.3.16)
s

De €3.2.3.13 éei

]

Também o = E ¢
1 & L

E (B >{w C3.2.3.17
= 5

Substituindo (3.2.3.16) e (3.2.3.17) em (3.2.3.185),
obtéem-se que
U = E_ A 6€wTCIB OB > dsd (w €3.2.3.18
s s L S s
pelo que a matriz de rigidez para a representagdo incorporada,

pode ser expressa como

(K1 =E_A_JS B> <B)> ds €3.2.3.19
s s s s s
L
1 + x
Da relagfo (3.2.5) entre s e « : s = = L 8
tem-se que = = 2s.7LL — 1, e fazendo esta mudanga de variavelis em

em (3.2.3.19) chega-se a
- T
K3 = E A L & ¢B I €B > d% C3.28. 3.20D
s s s T s s
) 2 -1
A integragido da equagdo (3.2.3.200 €& realizada
numericamente, de forma semelhante a utilizada nos elementos de
concreto. A diferenga agora, é que a integragio & feita em uma
diregdo, usando-se as mesmas coordenadas e fatores de peso

aplicados anteriormente.

Deve-se observar que a dimensfo da matriz de rigidez
€ a mesma que a do elemento de concrelo, no interior do qual o
elemento de barra encontra-se disposto. A matriz de rigidez do
elemento de concreto armado resulta, entfo, da adigio, termo a

termo, das matrizes do concreto e da armadura.

ERCOLA DE ENGENHARIA



CAPITULO 4
MODELOS CONSTITUTIVOS
PARA O CONCRETO ARMADO
SUBMETIDO A CARGAS DE CURTA DURACZKO

4.1 = Caracterfsticas do comportamento do concreto armado

submetido a cargas de curta duracio

Carga
\
III eéscoamento do ago
esmupanento do concreto
I
II IFisswragdo
|
1
_______ |
‘ ‘
I | Elastico,
| |
| 1
| ]
[ | >
deslocamento
FIGURA 4.1.1 - Diragrama carga-deslocamento tipico
O estados caracteristicos do comportamento do
concreto armado  podem  ser ilustrados por um  diagrama
s\
carga-deslocamento tipico, conforme apresenta a FIGURA 4.1.1.
Este diagrama pode ser, por exemplo, o resultado do
ensaio de uma viga. Esta relagio, altamente nio-linear, pode

ser dividida genericamente em tré&s intervalos: ina el apa

elastica, com o concreto nido fissurado, uma etapa de formagiIo de

fissuras e uma etapa plastica. A resposta nio linear e
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~ deslocamento paralelo

abertura d
fissura qf

FIGURA 4.1.2 - Engrenamento dos agregados

causada principalmente, por dois efeitos materiais: a

fissurag8o do concreto e a plastificagd3o do ago e do concreto
comprimido.

Outras n3o linearidades, independentes do tempo,
surgem a partir dos elementos constitutivos do concreto armado
como o deslizamento das barras de ago na matriz do concreto, o
engrenamento dos agregados (FIGURA 4.1.2>, o efeito de pino das
barras de ago (FIGURA 4.1.3D. Os efeitos dependentes do
tempo, tais como a fluéncia e a retragfoc do concreto, também

contribuem para a resposta nfo-linear, mas ser3o Lratados no

préximo capitulo.

Ri: 20 R L

FIGURA 4.1.3 - Efeito de pino da armadura



4.2 - Modelos constitulivos para o concreto

Evidéncias experimentais indicam que & deformagio
nio-linear do concreto & basicamente de natureza inelastica e,
portanto, o comportamento tensio-deformagio pode separar-se em
uma componente recuperavel e outra irrecuperavel. A
componente irrecuperavel da deformagio pode ser tratada dentro
da teoria classica da plasticidade ou usandoe um modelo
viscoplastico depundente do tempo. Alem divvso, a solugdo
estadvel do problema viscoplastico coincide com a solugio do

problema plastico.

Os modelos plasticos dio uma base adequada para a
descrigio da deformagio inel astica, sem enval ver as
dificuldades dos modelos de fratura ou da teoria endecrénica, e
necessitam para sua definigio poucos paranetros materiais.
Por esta razfo, no presente trabalho, usar-se-a, para modelar o
concreto nio fissurado, um model o elastoplastico com
endurecimento. Este modelo scera obtido mediante a solugdo

estavel de um modelo elasto-viscoplastico com endurecimento.

Em principio, trabal hando com plasticidade
ndo—-associada, podem—se  model ar f291] todos oS fendmenos
importantes observados no concreto. Entretanto, esta vantagem

& alcangada com uma formulagio muito mais complexa, como foi
indicado ao final do item ((2.3.2) no presente tLrabalho,

optou-se por um modelo com plasticidade associada.

4.2.1 - Modelo material para o concreto ndo fissurado

O modelo material para o concreto nio fissurado
envolve a definigio das seguintes relagdes: uma superficie de
plastificagio, uma superficie de ruptura, uma lei para
determinar a velocidade de deformagio plastica e uma regra de
endurecimento. As relagtes, que .serﬁo uLilizadas neste

trabalho, serio apresentadas a seguir.
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4.2.1.1 - Superficie de plastificaglio para o concreto ndo
fissurado
Admitindo que o concreto nio fissurado ¢ um material

de comportamento isétropo, sua superficie de plastificagdo pode

ser descrita como

FCo , o, o2 = o CA 20N, L3

1 b ] o
onde o, 2 o Z o, s8o as tensdes principais (tenstes de
trag3o sdo consideradas positivas). Em vez de expressar a

fung8o de plastificagfo F a partir das tensdes principais,
pode-se escrevé-la como uma fungio de Lrés invariantes de
tensdes. E particularmente conveniente usar o primeiro
invariante do Lensor de tensdes I1 , ©o segundo invariante do
tensor desviador de tensdes Jz e o Angulo de similaridade de

Lode &. Com isto tem-se
FCI ;, J , 6= o a2l a8

A forma geral da superficie de plastificagdo, no

espago tridimensional de tens8es, pode ser visualizada por suas

segdes em planos desviadores e meridianos. Os primgiros sdo
planos perpendiculares ao eixo hidrostatico, de cquagdo
o = o = o4 enquanto que os segundos sdo planos que contém

este elxo.

Para um material isotrépico, os subindices 1, 2 e 3,
que caracterizam os el xos de coordenadas no espago
tridimensional de tensdes, sio arbitrarios. Assim, as segdes
em planos desviadores devem ter trés vixos de simetria, como na
segdo apresentada na FIGURA 4.2.1.1.1. Desta forma, sé& €
necessario estudar um setor de B0 graus, como o varrido, pelo

angulo a , completando-se o resto da se¢io por simetria.
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Y

o o
2 a

FIGURA 4.2.1.1.1 - Segfo da superficie de plastificagdo

por um plano desviador

Observa-se que como o concrelo tem menor resisténcia
A tracgfo do que 4 compressio, a segdo transversal da superficie
de plastificagZo n%o pode admitir a origem O como centro de
simetria. Além disto, o setor a estudar nio se reduz aos 30

graus, como ocorre com materiais dateis, como os metaics.

Os recsultados experimentais [23] indicam que a

superficie de plastificagio para o concreto apresenta as

seguintes caracteristicas:

— os meridianos s8o suaves, convexos e a distincia do eixo
hidrostatico & superficie de plastificagido, p = YEJz. cresce

com o aumento da tens3o hidrostatica;

a razdo Fk/p , ha qual t corresponde ao meridiano de tragio e
=
¢ ao meridiano de compressio, aumenta com a pressdo

hidrostatica, desde cerca de 0,5 mas sempre menor do que 1;

— as segdes em planos desviadores sdo suaves e convexas,
tendo uma forma aproximadamente triangular, para tens&es
baixas, passando a outra mais ou menos circular, para altas
tens&es hidrostaticas; isto significa que para baixas tensies
hidrostaticas a forma da seg3o ‘transversal depende do
Lterceiro invariante do tensor de tensdes, e val se tornando

independente a ele, a medida que estas tensdes aumentam.

Além disso, para materiais com atrito interno como o
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concreto, ¢ necescario levar em conta que as forgas de atrito
entre as particulas aumentam com a tensfZoc hidrostatica. Por
isto a resisténcia destes materiais cresce com o aumento das
forgas de atrito interno, que também s3o influenciadas pela
tensdo hidrostatica ( primeiro invariante do tensor de
tensdes I:).

No presente trabalho, usam-se, alternativamente, dois
critérios de plastificagfo: um que deriva do critério proposto
por OTTOCSEN [(885] e que foi adotado pelo Cédigo Modelo do CEB
de 1990 [26] e outro, proposto por HINTON e OWEN [42].

4.2.1.1.1 - Critério de plastificaciZo de Ottosen

Ottosen, em 1977, sugeriu o seguinte critério de
plastificagdo para o concreto, que utiliza quatro parametros e
que envolve os trés invariantes 1 'Jz e 8

1

FCI,J,8>=AJ o +AXYJ +B I = o (C4.2.1.1.1.1D
i 2 2 (o] 2 i (s ]

onde 00 & a tensio efetiva equivalente, tomada como a tensio de
plastificagido em um ensaio uniaxial, A e B =30 parametros e A é

uma fungio dada por

A= Ki cos [1./3 arcosCKzsenEBD] V 86 7/sen38@ = 0O
C4.2.1.1.1.2>
Kt cos [n3 — 1.3 arCOSC—K2C0539)] ¥V @ ssen38 < 0O

A

na qual Ki e Kz sdo parametros (0O = Kz = 10.

Esta superficie, foi originalmente obtida pela
analogia da membrana, com p = 1/\ correspondendo a uma curva
suave e convexa dada pela deformada de uma membrana carregada
por uma pressfo lateral e apoiada nos lados de um triangulo
equilatero. Desta forma, p = 1N pode representar curvas
convexas e suaves, tendo o Lri&nguio equilatero e o circulo

como casos limites.

As caracteristicas desta superficie de plastificagio,

definida pelas relag@es (4.2.1.1.1.1)> e C4.2.1.1.1.2), <fo as
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seguintes:
Cad sé sfo usados quatro par@metros para definir a superficie;

Cbd usam-se os invariantes de tensdes, tornando-se

desnecessario o calculo das tensdes principals;
Cc) a superficie & suave e convexa, menos no seu vertice;

(d) os meridianos sHo paralelos e n3o interceptam a parte

negativa do eixo hidrostatico;

Ced) as se¢gdes transversais, nos planos desviadores, variam de
uma forma triangular a outra circular com o aumento da

tensdo hidrostatica;

CED abrange como casos particulares os critérios de
Drucker-Prager, para A = O @ A = constante, e de Von Mises,

para A = 0, B = 0 e A = constante.

Os quatro parametros do modelo podem ser determinados
a partir da resisténcia & compressfo uniaxial do concreto fc e
da resisténcia a trag8o uniaxial do concreto ft' conforme as

seguintes relag®es, apresentadas pelo Cébdigo Modelo do CEB 1990
[265]

ko= |f/f | C4.2.1.1.1.3
A = 1,19 k" C4.2.1.1.1.4)
B = 1.3,7 K'Y Cde 241 48D
K, = 1,€0,7 Myt 4,281, 1.8
K =1-6,8(k - 0,077 C4.2.1.4.1.7

4.2.1.1.2 - Critério de plastificag¢3o proposto por Hinton e Owen

Para que se possa representar adequadamente o
comportamento real do concreto em uma'siLuaqﬁo de solicitagdes
tridimensional, ¢ necessario que a fungio que define a sua
superficie de plastificago dependa dos trés invariantes de

tensdes: I‘. Jz S Ja. Uma superficie de plastificag2o, fungio
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somente dos invariantes Il =) Jz. pode ser adequada para
descrever varias situag¢gBes, entre as quais estados planos de
tensio. Assim, neste trabalho, adota-se um critério formulado

em termos dos dois primeiros invariantes de tenstes, onde sO
dois parAmetros do material estfo envolvidos na sua definigido.

Desta forma, tem-se

FCI ,JOD =vaoedI +3p331 =o C4.2.4.%.2.4)
1 2 o 1 2 o

onde a e (2 sio par&metros do material e o, & a tensio efetiva
equivalente, tomada como a tensfo de plastificagio em um ensaio
uniaxial. Este critério, para o=0 e (¥=1, reduz-se ao de Von

Mises.

Os dois parimetros sf8o determinados &« partir de um
ensaio de compressio uniaxial e de um encaio de compressio

biaxial com o =oz.
1

Para propésitos praticos, o quociente enitre a
resisténcia a compressio biaxial [f , € 2 resisténcia a
c
compressio uniaxial f pode ser admitida como constante e igual
c

= s 1 [ 8 Assim

= ¥ - =
fcb 1,16 fc Cdo 2.1 1. 2:.8D
Desta forma, a superficie de plastificagio depende de
um Unico paré&metro material, que & a resisténcia a compresio do

concreto fc. Este valor pode ser facilmente determinado a

partir de ensaios experimentais.

A equagio (4.2.1.1.2.12, para oi/o;d) C teste de

compressio uniaxial), resulta

$+ a=1 c4.2.1.1.2.3

Ja para o;/ot= 1 dteste de compressio biaxial)d,
obtém-se:

1,16 3 + 2 aa = 0,862 c4.2.1.4. 2.4

Resolvendo o sistema de equagdes formado pelas
equagdes (4.2.1.1.2.3) e C4.2.1.1.2.43} obtém-se o = 0,355 e
7= 1,388,

Com estes valores de o e 3, pode-se escrever

€4.3.1.2.1>, em termos das‘componentes de tensdes, para o caso
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de estado plano de tens3io, da forma

1
FCod = [1.355(02 + 02 - oo + 312> + 0,3850 (o +o)] = o
* Y X ¥ ny o X iy

4.2.1.1.3 = Desempenho dos critérios propostos

Na FIGURA (4.2.1.1.3.1) comparam-se oS critérios
anteriores com os resultados experimentais de KUPFER (48] no

oespago de tensdes biaxial.

o /f Owen—-Hinton
[=]
A /
1.2 - ’.»-""- /“""'\-
,/
z Kupfer
1.0
0.8 -
Ottosen
0.6
o Von Mises
0.2 +
f f f e i t =0
0.2 04 0.6 08 10 12 14

FIGURA 4.2.1.1.3.1 - Critérios propostos no espago

biaxial de tensdes

Em um modelo elastoplastico perfeito, @, & tomada
como a resisténcia a compressdo do concreto fc. obtida em um
ensaio de compressio uniaxial. Admite—-se uma resposta elastica
até o valor da tensio efetiva or°=fc.. depois da qual se segue
uma resposta perfeitamente plastica até que a superficie de

ruptura seja alcangada.

No model o elastoplastico com endurecimento, a
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superficie de plastificagfo inicial ¢ alcangada quando a tensdoc

4

efetiva & da ordem do 30% da tensio de esmagamento fc. A
subsequentes superficies de carga, F(Cod = OOChJ. cfio fungdes do
parametro de endurecimento k. Este parametro ¢ detinido pela
regra de endurecimento, expressa em Lermos da deformagdo
plastica efetiva, como sera mostrado na segio 4.2.1.2. Quando
A tensio efetiva alcanga a resisténcia a compress3o do concreto
fc. admite-se uma resposta perfeitamente plastica, ate que o

superficie de ruptura seja encontrada.

4.2.1.2 - Velocidade de deforma¢3o viscoplastica

A velocidade de deformagio viscoplastica, € dada

conforme C3.1.8), por

Ce, Yy = ¥ <2(F)> oF o> C4.2.1.2.143

trabalhando-se, como ja4 foi mencionado, com viscoplasticidade

associada. Na equagio (4.2.1.2.1), tem-se que
¥ € o coeficiente .da fluidez, suposto constante no modelo;

#CF) & a fungio de fluxo plastico; adotou-se, neste trabalho, a

fungdo recomendada por HINTON (411

¢CFD = CF - o D/0 Ca.2.1.2.22
(o] o
{a> = 8F/78{o> é um vetor, normal A superficie de plastificagio,

que define a diregdo do fluxo viscoplastico.

As derivadas da fungio de plastificagio, que definem
o vetor de fluxo plastico <{a), ser3o calculadas para os

critérios de plastificagfo propostos nas segdes seguintes.

Aléem disso, para a solugdo dada p&lo esquema de passo
de tempo implicito ou semi-implicito, ¢ necessario determinar a
matriz [H], definida na seg3o 2.3.6. Para determinar esta
matriz & preciso calcular os coeficientes CU' que dependem das

derivadas segundas da fung8o de plastificagio.
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4.2.1.2.1 - Componentes do vetor de fluxo plastico para o

critério de Ottosen

Calcul ando-se 00. em C4.2.1.1.1.1), tem—-se

F=1-2 [ AYJ_ + BI + [B%I? + 2BAI ¥J_ + C4A + x2>J‘J*’2] = o
2 i i i 2 2 o

C4.2.1.2.1.1)
Derivando-se e definindo-se que
DEN = [(B® If 2 B NI, 13: W CA K * X5 le’/z Cd B, 212D

obtém-se

B owi— 1 [ B4+ € BT I % Xk Vj_ > /DEN ] CA. 2 18153
1 2 1 2
al
i
aF tag3e oF s
cC = — - s e = [} + [ B X I +C4 A + 27D szl/DEN] -
S YJ_ o8 *
2 Z
tag3e 1 —— . an
& — [ YJ + [ BI vJ_ + N J 1-/DEN ] —c4.2.1.2.1.4)
j’J 2 1 2 2 a6

onde

( Ki1Kzcos36
— 2 /zsen[ 1.3 arcosC—Kzsen3 P} ] se sen 36 £ 0
C1-K’sen’3ed*
A =
96 KiKzcos36
- . " 1/z':'..en[}1*{/.’:3—1/3 arcosCK senBQ)] se sen3e = 0O
[ C1-K’sen®36) *
c4.2.1.2.1.8
Operando, tem-se
c =% [ A+ BXI +¢C4A+2A5 vJ 1/DEN ] =
2 2 1 2

= % sen36 [ 1 +CBI +A vj:5/DEN] FAT C4.2.1.2.1.6
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onde

( K1Kz

sen[l/B arcosC—KzsanBQD] ;. se sen38 z 0

Cl—Kzsen236)1/2

FAT=A

Ki1Kz

= % 3 dish sen[n/3—1/3 arcosCKzsenBOD};se sen36 =z O
[ C1-K]sen®360"°

C4.28: 1.2

_ . aF
C. = =V3rc2V ? cos30d -
a6
- ¥3 _
& e 1+ (B I + A ¥YJ D/DEN| FAT C4.2.1.2.1.8)
4-] 1 2
2

Calculando-se as derivadas segundas de F, determinam-
se os coeficientes da matriz [H]. Assim

#r 2 A B® g

c, = = = : ¢4, 2.1.8.1.95
* o1’ DEN?
o*F tag30 o°F
c. = — - — C4.2.1.2.1.100
. 8l avJ vJ 8l ae
i 2 2 1
onde
*r 2 AB* 14 v)
e 4 - - ¢4.8.4.8.1.41)
8l avJ DEN
i 4
e
2 - 8
d°F 2 ABCYJz 2> an
= — C4.2.1.2.1.12
o1 oo DEN? 99
73 *F
c. = - C4.2.1.2.1.13

ac:osaeac73:33 61158
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d°F tag?30 8°F 2tag3e o°F 3 tag3e OF
¢ = —— % - — —— 4+ C1 + — —
2 8y J a6 A AR cos“36 I 06
= 2 =z 2 2
C4.2.1.2.1.12
onde
2°F 4 AB T
gl ~ * C4.2.1.2.1.15)
CavJ > DEN”
a*F . oA 1 _ s
== il ek I B [392121/_1 A+3BA°T JZ+BBI3+C4A+J\.Z))\J2 ]
avJ o0 26 DEN & 5 5

c4.2.1.2.1.186>

*F (onY%2 A 52 vf: L a*n
—=|—| ——"+—" |1 +CBI +A¥J_>/DEN
06° |96) DEN 2 ’ " 967>

C4.8, 1.8 L.17

sendo
3K K,C1-K>sen36>sen3o
s sen %‘arcos C—KzsenBBD =
DIV™’
z
K K cos"38
12 1
= cos| 3 arcos C-K _sen36) ; se =en38 £ 0
, DIV =
a N
—
a0*
3K K _C1-K’sen30>sen3e
L 2 2 m 1
By sen|Z - 3 arcosCLstHEQD -
DIV
K K?cos?36
A2 L4 1 2
4 cosiz = 3 arcosCKzsenBBD  Se sen3@ = 0
DIV
L

Cd. 8.1 .20 1.8)
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onde
DIV = 1- K:f:enziBG C4.8.1.8:1.19
s 2 .2 , .
v 3 °F tag3e 9°F 3 OF
c_ = - — - —— -
e 2 327% cosae ovi, oo AT 967> Vchos“aa 96
C4.2.1.2:.1.20)
3 *F aF
C33 = > + 3 tag3@ cA.2.4.81.810
4 J 2 cos®30 | 06* 90
4.2.1.2.2 = Componentes do vetor de fluxo plastico para o

critério proposto por Hinton e Owen

Como no caso anterior, calcul ando ao =]
C4.2.1.1.2.10 tem-se

F=1 a2+ o’ If/xl + 37 32)"2 = o ¢4.2.1.2.2.1>

=

Derivando-se e definindo-se que

n
v}

DEN = co’ 1274 + 3 8 L5 ca.2.1.2.2.

obtém-se

C‘=6F‘/BI1=a/2+oc2 I/ C 4 DEND cd.2.i. 28D

C2= oF ~ &Y J2 - Ctag36 -~ ¥ Jz JCOF ~» 86>=C 3 B3 ¥ J2)/ DEN

4.2.1.2.2.4

. 3

Ca = = [ ¥ 38 - C2 1/_12 cos38 D) 1 C 9F 489 D> = 0 (C4.2.1.2.2.5)
Calculando as derivadas segundas de F, determinam-se

os coeficientes da matriz I[HJ). Estes coeficientes =3o os

seguintes

C =37 o’

" J, 7 C 4 DEN? > Ch B 1. B2 6D

C,=-3pa I vJ_ ~c4DEND ¢4 2. 1.8 2.7
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(& =3(3a2112

~ C 4 DEN? O cd.2.4.8.2.8Y
22

c =2cC =C_ =0 (4.2.1,.28,2:9
13 23 3a

4.2.1.3 - Regra de endurecimento

A regra de endurecimento define o movimento das
subsequentes superficies de plastificagdo (superficie de
cargad, durante a deformagdo plastica.

Esta regra dA a relagio entre a superficie de carga
FCo,kd (por meio da tensio efetivad e a deformagio plastica
acumulada Cpor meio da deformagioc plastica elfelivad. O=s
conceitos de tensfo efetiva e deformagio plastica efetiva s3o

uma extrapola¢fo do ensaio uniaxial, para a situagio multiaxial.

A relagio entre a tLensio efetiva e a deformagio
plastica efetiva ¢é extrapolada a partir de um diagrama
tensdo-deformagio uniaxial. Neste trabalho, adotou-se para
este diagrama a "Parabola de Madrid", proposta por CERVERA &
HINTON [20], que é dada pela relagio

o =2F o-BA2e) Cd: BT .31
(8] (8] o

onde Eo € o médulo de elasticidade inicial do concreto;
€ ¢ a deformag8o total;

= € a deformagido total correspondente a tensio maxima fc.

Substituindo a componente de deformagio elastica
e = cr/E.‘o em (4.3.3.1), obtém-se
L

o=-E & +C2E & €2 e af < o8 f cd.2.1. 8.2
o p o o p 17 c

onde sp €& a componente de deformagio plastica.

Tomando~se wvalores de a, % 0,3 e & » 2f /Eo’ obtém-se
L=
uma boa aproximagdo com relagdo a resultados experimentais

de KUPFER & GERSTLE [46]1, como mostra a FIGURA (4.2.1.3.1D.
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FIGURA 4.2.1.3.1 - Regra de endurecimento
Usando a deformag3o plastica efetiva  atual na
expressio (4.2.1.3.2), com o nivel de tensio efetiva o = o,

o
define-se a pogi¢io da superficie de carga.

4.2.1.4 - Critério de esmagamento

O modelo elastoplastico com endurecimento, descrito
até agora, define o aumento de deformagio inelastica do

concreto, quando submetido a tensdes de compressio.

A deformagdo inelastica cresce continuamente até que
ocorra o esmagamento. Deve-se definir uma superficie de
ruptura no espago de deformagdes, de maneira que este tipo de
ruptura possa ser determinado. Uma forma simples de fazer-se
isto, na falta de dados experimentais disponiveis da capacidade
de deformag8o udltima dd concreto submetido a cargamentos
multiaxiais, & supor que a superficie de esmagamento no espago
de deformagdes & dada pela maxima deformagio equivalente,

extrapol ada de ensaios uniaxiais.

A seguinte superficie de esmagamento, usada na

referéncia [21], & adotada no presenteltrabalhc

3J;=£:2 C4.2.1.4.1D

("}

onde J; ¢ o segunde invariante do tensor desviador de
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deformac®es e € o valor da deformagfo total ultima, obtida de
%]

ensaios uniaxiais.

Quando o concreto alcanga a superficie de
esmagamento, admite-se que anulam-se todas as tensdes no

concreto e desaparece toda a rigidez.

4.2.2 - Modelo para o concreto fissurado

Provavelmente, o fato mais marcante para o
comportamento material do concreto é a sua balxa resisténcia a
trag3o frente & sua resisténcia a compressio . Este fato tem
por conseqiéncia o aparecimento de fissuras ja para tensdes
muito baixas. A fissuragfo do concreto é significativa para a
andlise da maioria das estruturas de concrelo armado, pois

introduz um .acentuado comportamento nfo-linear.

Devido a natureza localizada das fissuras, modelar
corretamente a fissurag8oc é uma tarefa dificil, visto que sdo

introduzidas descontinuidades no campo de deslocamentos.

Geralmente, os modelos para o concreto fissurado
concentram—se nas perdas da capacidade de carga causadas pelas
fissuras. No contexto dos elementos finitos (64), basicamente
dois procedimentos sdo utilizados para representar a
fissuragio:

Cad um modelo de fissuras discretas;

Cb) um modelo de fissuras distribuidas.

O modelo de fissuras discretas representa cada
fissura individualmente como uma descontinuidade real na malha
de elementos finitos. Esta aproximag8c foi primeiramente
usada por NGO e SCORDELIS [853] para analisar uma viga de
concreto armado, simplesmente apoiada, Neste estudo, as
fissuras eram modeladas por separagio de nés, que inicialmente
ocupavam a mesma posigdo no espago.

Uma restrigfo dbvia doeste modelo é que as fissuras

deveriam se formar ao longo da borda dos elementos. For esla

razdo a resposta ¢ fortemente dependente da malha. De
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qualquer maneira, quando se forma uma fissura, a topologia da
malha muda e os procedimentos computacionais consomem nal:=

tempo.

Mais tarde, a aproximag8o de fissuras discretas foi

desenvol vida [45]1, usando métodos mais adequados,
introduzindo-se elementos de fronteira conforme a propagagdo
das fissuras. Este procedimento diminui a dependéncia dos
resultados da malha adotada para o modelo. Contude &
necessaria uma redefinigdo da malha & o0os novos ¢lementos
introduzidos fazem a analise ficar muito mais extensa. Estas

dificuldades resultaram em uma limitada aceituagio deste
procedimento, em aplicagdes estruturais gerais. Entretanto o
método mostrou-se apropriado para problemas gque envolvem

somente umas poucas fissuras dominantes.

Ja o modelo das fissuras distribuidas ndo leva em
conta a descontinuidade real da malha. Pelo contrario,
supfe-se que o concreto fissurado mantém-se continuo e as
propriedades do material sZ%o modificadas de maneira a

considerar-se o dano devido a fissuragdo.

O concreto ¢ inicialmente isotrépico, poréem a
fissuragido induz-lhe anisotropia. Depois de fissurado,
admite-se que o concreto torna-se ortotrépico, com os eixos
principais materiais orientados conforme  as diregdes de
rissuracgio. As propriedades materiais variam dependendo do
estado de deformagdes e tensdes. O médulo de elasticidade
longitudinal reduz-se na diregifo perpendicular ao plano da
fissura e o efeito de Poisson ¢ usualmente desprerzado. @]
modulo de elasticidade transversal ao plano da fissura e
também reduzido. A aproximagio das fissuras distribuidas &
computacionalmente atrativa, ja4 que a topologia da malha nio e
mudada na analise e somente & necessario atualizar a relagio

tensio-deformagdo quando ocorre a fissuragio.

A aproximagfo de fissuras .distribuidas & uswda na
maioria das aplicag@es da Engenharia Eslrutural. Ecta
aproximagio foli usada por BAZANT & OH (@1, CAMPOE FILHO [17),
CERVENKA [18], De BORST [33), MARTINS (48], entre outros.
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Entretanto, alguma preocupagio surge na constalagio
da dificuldade do modelo em representar mecanismos de ruptura
com poucas fissuras discretas dominantes. Ainda que, para
estes casos, o modelo de fissura discreta seja mais adequado,
usando a aproximag3o distribuida, com malhas finas de elementos
de baixa ordem, & possivel representar satisfatoriamente os

mecanismos que levam & ruptura.

A FIGURA 4.2.2.1 mostra os dois modelos alternativos
descritos para modelar as fissuras para uma diregido de

fissuragio ndo conhecida "a priori".

Sem refinamento na malha Com malha adaptativa

|/

/ =2 7]
sl i

FIGURA 4.2.2.1 - Modelos alternativos para modelar a fissuragio

AN

N

IDAproximag3o de fissuras discretas

IIDAproximagdo de fissuras distribulidas

Un modelo de fissuras distribuidas serda adotado neste
trabalho. A seguir faz-se a descrigio deste modelo, abrangendo

o= seguintes itens:
Cad um critério de fisuragio;

C(b) uma regra para a concideragio da colaboragio do concreto

entre fissuras (tension stiffening);

Ccd) um modelo para a tranferéncia de tens8@es de corte.

4.2.2.1 = Critério de fissuracfo

A resisténcia a tragio do concreto pode ser obtida a
partir de ensaios em laboratdério. Na presenga de armadura,

=%

previsdo do aparecimento da primeira fissura e da sua direcio



apresenta wuma maior dificuldade. A maloria das anilises
utiliza critérios simples para prever a fratura em tragio do
concreto. Correntemente, ¢ uszado, para este fim, o critério

da maxima tensfio de tragio ou da mé&xima deformagio de tragio.

No presente trabalho, empregam-se dois model os
diferentes para descrever o comportamente do concreto em
tragfo, conforme se trabalhe com o critério de plastificagio de
OTTOSEN [98] ou de HINTON & OWENM [42]1 . Isto torna-se
necessario, Ja que o primeiro critério ajusta-se ao
compeortamento do concreto tanto em tragfo como em compressio,
npas o dltimo critério s trata do comportamento do concreto em

compressdo.

No modelo de Ottosen, o concreto tracionado e
considerado como um material elastico linear até que seja
alcangada a superficie de ruptura. Neste instante, se a

maior tens3o principal de trag¢io for pelo menos igual a metade

da resisténcia uniaxial a4 tra¢3o do concreto f , forma-se uma
L

fissura num plano normal 2 diregfo desta tensio principal [27).

o 7/
i fCJ

da
y

Ow

1007

)(__._._.--—-—"""'""'_—_ ) i 02 /fc

100

FIGURA 4.2.2.1.1- Modelo de Ottosen

No modelo de Hinton e Owen, o concreto em tracio &
tomado como um material elastico linear e utiliza-se o critério
da maxima tensfo de tracio. Para‘um ponto de integragio,
previamente nio fissurado, & avaliada a tensio principal e sua
direcifo. Se a maxima tensZo principal supera um valor limite,

forma-se uma fissura em um plano ortogonal i dita tensio.



62

Os valores limites necessarios para definir o comego

da fissuragio sio:
CidD zona de tragSo biaxial:
o =1 vV i=1,2 4.2.2.1.11

pois existe evidéncias experimentals que mostram que a
resisténcia a tragio biaxial do concreto é quase independente

da relagfio entre as componentes de tensio;
Ciid zona de tragido—compressio:
ot=ftC 1 +oj/ft) V 1,j%1,2 com i=j] €4.2.2.14.23>

onde esta expressio incorpora o fato de que a compressio em uma
diregio favorece a microfissuragi3o na diregido ortogonal,

reduzindo sua capacidade em tracg3o.

o 7
1fc

1.00

— ; - 7
""" w0 P

i 2

FIGURA 4.2.2.1.2 - Modelo de Hinton e Owen

Depois disto, admite-se que em ambos o= modelos o
comportamento do concreto deixa de ser isotrdédpico; torna-se
ortotrépico e os eixos materiais localis coincidem com as
diregdes das tensdes principais. E nececsario obcervar que a
diregfio da fissura fica fixa a partir daf. Este procedimento

& conhecido como o método da fissura fixa.

Permite-se que um miximo de dois conjuntos de
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fissuras possam se formar em cada ponto de integragio. Por
simplicidade, sup®e-se gque a diregfo das fissuras s3o

ortogonais.

Para cargas posteriores, podem ocorrer fissuras
secundarias em um ponto de integragfo que ja fissurou em uma
diregéo. HA trés variantes disponiveis para a determinagdo do

segundo conjunto de fissuras:

Cad Os eixos principais materiais podem ser rotacionados ateé
coincidir’' com a dire¢3c da tensZ%o principal atual Cou
deformagdod. Este procedimento ¢ conhecido como o modelo
da fissura.rotacionada. Na bibliografia (411 , informa-se

que este método permite que se obtenha resultados com um

boa aproximagfo a resultados experimentais.

Cb) Os eixos materiais s3o fixados nas direg@es correspondentes
as diregdes das tens®es principais, que ocorreram as

fissuras primarias, independentemente da possivel rotagdo

das tLensdes.

Ccd Mantendo a diregfo do primeiro conjunto de fissuras fixo,
realiza-se uma busca para determinar a tensio maxima no
plano paralelo a fissura exilstente. Para isto,
calculam-se as tensBes normais e de corte atuantes sob o
plano considerado. Se a tens3o maxima superar um valor
limite, forma-se um novo conjunto de fissuras perpendicular

ao anterior e os eixos matoriais locals sio fixados.

Neste trabalho esta é a opgHo usada.

4.2.2.2~ Consideragfo da colaboragfo do concreto entre fissuras

Os primeiros estudos de analise numérica de
estruturas de concreto armado admitiam que o© concreto & um
material elastico e fragil em tracHo. Quando a fissura ocorre
a tensdo normal & dire¢fo da fissura & imediatamente reduzida a
Zero. Apés, foi descoberto que este procedimento introduzia

grandes dificuldades na convergéncia e, © dque €& mais

importante, os resultados sZo fortemente dependentes do tamanho
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dos elementos finitos usados na anilise.

Tem-se, ainda, que devido as tensdes de aderéncia
entre o concreto e o ago, © concreto fissurado suporta entre
fissuras certa porcentagem da tensfo de tragfo normal ao plano
f'issurado. O concreto, aderido &4 armadura, contribui
ativamente na rigidez total da estrutura. Este fendmeno &
conhecido como "efeito da rigidez 4 tragl3o” (tension stiffening
effect). Pode ser incorporado ao modelo computacional de duas

fformas indiretas:

Cad sob a suposigio que as perdas de resisténcia & tragdo no

concreto ocorrem gradualmente depois da fissuragio;
Cbd modificando a curva tensio-deformagio do ago.

A primeira opgdo ¢é equivalente a considerar o
concreto, como um material com amolecimento em trag¢io, e foi

muito usada na analise. computacional de estruturas de concreto

armado.

Contudo, ficam sem solugdo dois problemas
fundamentais, O primeiro & que este nio &€ um modo objetivo de

medir a quantidade de tensio enrigecedora que sera incluida no

model o. E f&cil escolher de uma curva tensio-rigidez que seja
adequada a dados experimentais, mas & muito dificil fazer a
previsio "“a priori®. Em segundo lugar, o resultado se

Justifica em termos de um vinculeo de interagio com a armadura de
ago, ndo podendo ser aplicado para concrelo simplez, ou, para o

concreto afastado de uma certa dist&ncia da armadura.

Recentemente, grande quantidade de pesquisas
experimentais orientaram-se ao estudo do comportamento pés=-pico
do concreto. Modelos de mecanica da fratura foram aplicados ao
estudo do concreto simples.

O conceito principal, aceito pela mecianica da

fratura, no desenvolvimento destes modelos, & a hipdtese de que

a taxa de energia de fratura liberada, GV ¢ uma propriedade
material, anterior a curva tenz3o-deflormagio local. A
implementagifo do conceito "Gr = const." conduz a uma lei de

amolecimento local, dependente do comprimento carateristico ¢,

fungd3o da malha de elementos finitos. Como resultado, o
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conceito de energia de fratura, conduz a uma forma nioc local da
relagio de amolecimento equiQalenL&. a qual ¢ fundamentalmente
diferente das formas constitutivas locais de “strain-softening”
em plasticidade e mecinica do dano contfinuo.

Para a defini¢8%c de uma curva, para o modelo com

efeito de “strain-softening", devem-se considerar dois
aspectos: a forma da curva adotada e o valor dos parametros
necessarios para a definig3o. Distintas formas dos ramos

descendentes da curva tensio—-deformagio s3o usadas por

diferentes autores.

Na maioria dos casos, & usada uma linha reta ou uma

curva bilinear. A forma bilinear foi recomendada por
PETERSSON [60] , no contexto da mecinica da fratura, com base
em ensaios experimentais. Curva n3o-linear ¢ usada por

CERVERA & HINTON [20, 211].

As hipdteses usadas para seleclionar os parametros,
que definem a curva, sdo mais importantes do que a forma da
curva de amolecimento eleita. Com isto & facil de aceitar que

a curva de amolecimento deve estar relacionada com a energia de

fratura do concreto.

Sob a suposigio de que a tensio ¢, transmitida

atraves da fissura, é uma fungio de sua abertura da fissura w,

a energia de fratura & definida como
(3] .
(%= IO oCwd dw. C4.2.2.2.15
onde Gr representa a energia necessaria para propagar uma
fissura de trag3c de Aarea unitaria. Neste trabalho,

calcula-se Gr conforme a fdérmula proposta por o Céoddigo Modelo
do CEB-1980 [26], onde

G. =acf °7

= - B
¢ s D) Cd.2.28.2. 2D

sendo:

2 ; L
fck [N“mm”] a resisténcia caracterista do concreto a4 compressio

a um parametro dependente do didmetro maximo do agregado, dado

pela tabela
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d [mm) a
max
2} 4
16 (]
32 12

=] Gf[N m/m°1 a energia de fratura do concreto.

O procedimento da fissuragio distribuida nio
representa fissuras individuais. Desta forma, a abertura de
fissura w deve ser distribuida, ao longo de um certo
comprimento, na forma de uma deformag3o de fissura equivalente,
£ . Esta deformagiio esta relacionada ao quociente da abertura
de fissura fisica pelo seu comprimento carateristico, 2.
Obtém-se esta relagfo considerande um volume de controle V

contendo uma fissura com area S CFIGURA 4.2.2.2.1)D.

Nl —

FIGURA 4.2.2.2.1 - Ilustragio do comprimento caracteristico

para um volume de controle prismatico.

Admite-se que, uma vez formada a fissura, toda
deformagio inelastica, sob o volume de controle, ocorre na

fissura e o resto do volume mantém-se -elastico.
A taxa de energia dissipada na fissura & dada por

n. = IS o w dS CA.a@h 8,880



Pela hipdtese de que o volume de controle fica
submetido ao mesmo estado de tensdes que a fissura, mas afetado
pela deformagio equivalente £ , a Laxa de dissipagio de eénerglia
C

no volume &

o & dV Cd.2.2.2.4)

n, = F
V
v o
SupBe-se gque a tensio, taxas de deformagido ¢ de

abertura de fissura s3o constantes no volume a considerar. E,
entio, as equagdes da taxa de energia dissipada na fissura
C4.2.2.2.3) e.no volume de controle (4.2.2.2.4) diEo a relagio

entre a taxa de abertura de fissura e a taxa de deformacio de

fissura ficticia

w s = ec V & dw = (Vs/9) de = ¢ de Cd: 2, 2.2.9)
[ o]

Esta relagifo define o comprimento carateristico como
© quociente entre o volume de controle e a superficie da

fissura

‘% =V 7 5 ca.2.2.2.862

Aqui, €& usada uma fungfo exponencial para simular o

efeito de amolecimento, de modo que

o =E £ Cexp C -C & —-—€ I / a? c4.2.2.2.7
o o ©
onde EQ € o modulo de elasticidade longitudinal;: & & a
deformagdo na fissura; o & o parametro de amolecimento e
£0=ff/Eo ¢ a deformagfo de tragfo nominal na zona fissurada. A

curva adotada & mostrada na FIGURA 4.2.2.2.2.

o
A

FIGURA 4.2.2.2.2 - Curva tensio-deformagio adotada
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O parametro de amolecimento o fica determinado pelo
c&élculo da integral da equagio (4.2.2.2.10 e pela introdugdo da

relacio entre a abertura de fissura w e a deformagdo de fissura

ficticia < . Isto conduz a
[
oo Eo o
G’ =J od de = J o { de + S o ZC die C4.2.2. 2.8
o % o = e,

Sustituindo C4.2.2.2.7), na tltima parcela da equagio

Cd:.2:.2.2.82; obtém—-se

& (0] “Cs—soj/a
6 =¢ E s° £ de + L E e J e de C4.2.2.2.9>
f c (o] c (o]
[s] ED

Calculando a primeira integral da equagdo (4.2.2.2.9

e fazendo a troca de wvariaveis x = HCs—goD/a na segunda
integral, tem-se

2 £

G =4{¢{ E &£ 72 - adt E € Lim S e dx =
f c o o c o o
Z>—0 (o]
- 6. =¢ E £°/2+at E = C4.2.2.2.10)
f G o [} ol o o

Isolando o na equagido (4.2.2.2.10), obtém-se

a=C6.~-E 2t 2 E € ¢ 50 (4.2.2.2.11>
i o e o o ¢

No calculo por el ementos finitbes, o volume de
controle, correspondente A4 fissura, ¢ o volume associado com o
ponto de integragio em um dado elemento. No presente
trabalho, o comprimento carateristico ¢ determinado, para cada
ponto de integragfo, por £’C= dp*? , onde dV & o wvolume de
concreto representado pelo ponto de integragio. Deve-se
observar que esta definigiZo n3o leva em conta a direcionalidade

da fissuragfo ou a distorg8oc do elemento, mas pode ser usado

como uma aproximagio de primeira ordem do comprimento de

controle real.

E importante observar que esta procedimento de
calculo do ramo descendente da curva tensdo-deformagio &
aplicavel somente ao concreto simples. O classico efeito de

tensdo enrigecedora devido A presenga da armadura nio foi
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levado em conta. Contude, a vantagem desta aproximagio
encontra-se em que a objetividade da malha para modelar a
fratura localizada ¢ inquestionavel. O efeito da armadura
pode ser incluido admitindo-se uma maior energia de fratura

para concreto armado que para concreto simples.

A redistribuig3o de tens&es devida a fisuragdo em
outros pontos de integragfo, ou cargas posteriores, pode

produzir que algumas das ffissuras previamente abertas,

fechem—-se parcial ou totalmente. Esta possibilidade &

considerada no presente modelo. Se a deformagio atual &£ e

pequena comparada com a deformagio £ ¢ armazenada como a
r

maxima deformagiio de tragio alcangada através da fissura antes

considerada, a tensZo normal 4 fisura, o , & calculada como

o = Co 7 € D) &£ , onde o ¢ a tensfo interpolada
ref raef ref
correspondente a deformaglo & A trajetdria desta

rof
"descarga' secante & mostrada na FIGURA 4.2.2.2. 3.
A reabertura da fissura segue a mesma trajetdria até

que £ . ¢ excedida. Ent3o tensio ¢ interpolada desde
c4.2.2.2.7.

(o4
A
£y y
ATTE
— aref
“ >£

- oy

ref |

FIGURA 4.2.2.2.3 - Curva de deformac8c com amolecimento com

descarga e recarga secante
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4.2.2.3 = Transfoeréncia de LensSus de corte através da fissura

As experiéncias mostram que no concreto Ui

consideravel quantidade da tensZo de corte pode ser transterida

através da superficie rugosa da fissura. Em concrelo simples,
o principal mecanismo de transferéncia de corte = o
“"engrenamento dos agregados" e as principals variaveis

envolvidas s3o o difmetro e a granulometria dos agregados.

No concreto armado, o efeito de pino da armadura
C"dowell effect') desempenha também um papel significativo.
As principais variaveis, envolvidas neste fendmeno, sio a taxa
de armadura, o©o dimetro das barras de ago e o &ngulo entre a
fissura e as barras. Ambos mecanismos sZo controlados pela
abertura da fissura. A capacidade de transferéncia de corte &

reduzida com o aumento da abertura de fissuras.

O mecanismo antes mencionado, nio pode ser
diretamente incluido no modelo de fissuras distribuidas. Uma
apro§ima¢§o simplificada & geralmente empregada para levar em
conta a capacidade de transferéncia de corte no concreto
fissurado. O processo consiste em atribuir ao médulo de
elasticidade transversal, correspondente ao plano fissurado, um

valor reduzido, GC, definido como
G=0306 C4.2.2.3.942
[t o

onde Go €& o médulo de elasticidade transversal do concrete nio

fissurado e 3 é um fator de redugio compreendido entre O =
; 1=

Un valor constante para o fator de redugio foi usado
em varias analises. Contudo, ¢ mais facil, relacionar o valor
de (3 com a deformagZo de tragio, normal ao plano da fissura,
uma medida distribufida da abertura da fissura. No presente

trabalho, usa-se a seguinte expressio

B = 1—c;l/o.oo*33"‘ 4. B2 8B

onde stlé a deformagfc de trag3io ficticia normal ac plano da

fissura e k1 ¢ um parametro no intervalo 0,3 até 1,0 [19].

A Figura 4.2.2.3.1 mostra a variag3io de 3 com €, para



diferentes valores de ki, conforme CERVENKA [19).

GG

FIGURA 4.2.2.3.1 - Variagio do médulo de corte com a deformagio

de tragdo através da fissura.

4.2.2.4 - Estudo da convergéncia

O teste de convergéncia formulado em 2.7 ¢ controlado

pela taxa de deformagio viscoplasstica efetiva & . Este
vp
criterio nd3o & aplicavel para o concreto fissurado, pois, neste

caso pode ndo alcangar um estade estavel e ter-se, contudo

VP—O. Portanto, & neces=zario formular um novo teste. No
presente trabalho optou-se por controlar as forgas residuals

n+1
W conforme

k

/E CW?+1)Z
L=1

/k +1 2
r &P
L=1 s

onde k é o numuro de pontos de integragio;

100 = TOLER Cd. 208, 4.1

rm+i
P o vetor de

forgas nodais equivalentes no instante t L © TOLER a tolerancia
N+

admitida.
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4.3 = Modelo constitutivo para o ago

Conforme j4 foi mencionado, para estabelecer o modelo
do concreto armado, ¢ suficiente conhecer o comportamento

uniaxial do ago.

No modelo, © ago ¢ idealizado como apresentado no
diagrama bilinear, da FIGURA 4.3.1.1. Desta forma o ago €
Ltomado como um material elastoplastico. O ago do tLipo A e
considerado como elastoplastico perfeito @ o do tipo B, como

elastoplastico com endurecimento.

fe‘}‘ f

Y

FIGURA 4.3.1.1 -Diagrama adotado para o comportamento do ago

Admite-cse que o ago tem um compor tamento
elastoviscoplastice definido por

£ = Ty Cle, I3 2 f, C4.3.1)

vps

onde o_¢& o nivel de tens3o atual no ago ¢ f & a bLensio de
s Y
escoamento do material.

O coeficiente de fluidez » & tomado como constante.

O valor de H', necessario para utilizar o esquema
implicito de integragfo no tempo, & obtido a partir da equagio
C4.3.1> como

H" = VP~ [': g S ] 2 st Cd. 3.2



CAPITULO S
MODELO CONSTITUTIVO PARA O CONCRETO SUBMETIDO A CARGA
DE LONGA DURAGCAO

5.1 - Fluéncia e retraglo do concrelo

Se o concreto & submetideo a cargas de longa duragio,
a deformagdo instantanea ¢ sequida pelo aumento continuo da
deformagio com o Lempo. Este fendémeno, descoberto em 1907 por

Ratt [4), & referido como fluéncia Ccreepd.

A fluéncia, entio, ¢ uma deformagio do concreto no
tempo, que ocorre quando esti4 submetido a tensdes. Trata-se,
portanto, de uma deformag3o tensional, que manifecta-se mais

acentuadamente nos momentos imediatamente posteriores a

0

aparecimento da tensio, encontrando-se ligada a fendmenos
fisicos de tipo diverso relacionados com a circulagio de agua na
massa do concreto e com a dissipagio para o exterior da mesma
Cvariando, deste modo, de forma apreciavel em fungio das
condig&es de drenagem). Por isto, em sua magnitude e
desenvolvimento no tempo influem fundamentalmente o grau de
unidade ambiente, o valor da tens3oc e sua variagio no tempo e a
idade do concreto t0 de inficio do processo. Influem, também a
temperatura ambiente, a composigio do concreto, o tipo de pega
e, sendo um fendmeno progressivo, o tempo transcorrido desde a
aplicag3o da tensio. Assim, para tensio constante, aplicada em
ta » a deformagio e evolue com uma curva crescente e

assintética da forma apresentada na FIGURA S.1.1.

73
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I ///—
£
=

]

fluéncia

Cdeformagio diferidad

deformagido instantanea

FIGURA 5.1.1 - Evolugdo da rluéncia para tensio constante
aplicada em Lo

A retragido (shrinkage) ¢ uma deformagio independente
da tensdo aplicada, de contragioc da massa do concreto, que
manifesta-se em especial no perifodo de endurecimento. Esta
muito ligada a fendmenos f(isico-quimicos relacionados com a
agua, gque em parte hidrata os componentes do cimento e, em
parte, fica livre dentro da massa. Em =sua magnitude e
dusenvol vimento, i1influem, fundamentalmente, o grau de umidade
ambiente, a composigio do concreto, o tipo ¢ forma ¢ tLamanhol da
peGa, a temperatura  do concreto, &, sendo um f enomeno
progressivo, o tempo transcorrido, conforme uma curva crescente

o assintdtica, como mostra a FIGURA 5.1. 2.

L=

FIGURA 5.1.2 = Curva de retragio
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A fluéncia, mais a chamada derformagcio elastica ou
instantanea, produzem um aungnto de dulformagdo em um corpo de

prova carregado em relagido a outro i1déntico, sem carga e exposto

as mesmas condig¢®es ambilientais ¢ FIGURAS S5.1.3 e G.1.40.
o
relracdo + j:
dilatagdo térmica ‘ fluencia + de-

formagdo eldstica

adcorpo de prova livre de carga bldcorpo de prova carregado

FIGURA 5.1.3 - Corpos de prova com & sem carga

esof

-

carregado

fludncia + deformagédo eldstica

Livrg de

|

carga

retragdo + dilatagdo térmica

FIGURA S.1.4 - Evolugio das deformag@es no tempo

5.2 - Inclusio da fluéncia no modelo
S5.2.1 - O modelo reolébégico

O modelo reoldgico, para representar o comportamento
dependente do tempo do concreto nio fissurado, foi adotado como
sendo uma cadeia de elementos Maxwell, constituida por uma

associagdo em paralelo de elementos compostos por uma mola emn
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série com um amortecedor viscoso CFIGURA 5.2.1D

W
L B

E
1

FIGURA B8.2.1 - Modelo de Maxwell

Este modelo pode ser obtido, como um caso particular
do modelo elasto-viscoplastico, admitindo-se que todos os
elementos de atrito (slider) da cadeia de elementos Maxwell

geralizada tém tens3o de plastificagfo nula

As molas da cadeia tém médulos de elasticidade
dependentes da idade t do concreto EhCLD » onde os indices n
referem-se a unidade na cadeia C(n = 1,ND. Os amortecederes
sdo caracterizados pelo tempo de relaxag8c da unidade T

Cconsiderado como constante no tampo). O coeficiente de

viscosidade é& dado por n_ = E T
a] m

BAZANT, em [6-13] desenvolve um modelo deste tipo
para representar o comportamento viscoelastico com
envelhecimento do concreto, sob baixos niveis de tensio.
Além disto, apresenta o caminho para determinar os paranetros

do modelo a partir de dados de ensaios ou informag®es de normas

para estruturas de concreto.
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5.2.2 - Modelos viscoelasticos lineares

Os parmetros do modelo podem ser determinados a partir

de ensaios ou de informag¢gdes de normas para concrelo.

O comportamento viscoeléastico de um material, pode ser
linear ou ndo linear. Define-se como linear [31] quando para

uma historia de tensdes oCtD

o"C 3 c:rthD ,
obtém-se uma histéria de deformagdes £CtLD

e Ctd + EACL). onde
4 g
s;CLD e sth) s8o as histdérias de deformagdes correspondentes

as histérias de tensdes 01Ct3 (<) 02CL).

A hipébtese de linearidade, para o concreto, @&
aceitavel somente em baixas tens®es, em torno da metade da
resisténcia do concreto. Neste estudo, por trabalhar-se dentro

desta faixa de tensbes, adotou-se o model o linear.

Devido a sua diferente formulagSo matemitica, conforme
o CEB [2B], podem-se subdividir os modelos de previsio da

fluéncia linear em dois grupos : modelos de soma & modelos de

produto.

A caractoristica do modelo de produto, também chamado
de fluéncia com envelhecimento, é que a expressio da deformagdo
de fluéncia e%cCou fung8o de fluéncia J ) contém o produto de
uma fungio que considera o ofwito da idade de aplicagio da carga

&o. e uma fungfo, que descreve o desenvolvimento da fluéncia no

periodo carregado Ct - to)

5}( LOD P f‘C £ = to) cs.2.2. 13
!
onde 8HCto) & uma fung8o monotonamente crescente com a idade e

eC. "

flCt - to) é& uma fungio monotonamente crescente representativa
do tempo de desenvolvimento da fluéncia. Os métodos de
previsio dados pelo ACI (1) e do Cédigo Modelo do CEB de 1930
[26] pertencem a este grupo. Este também & o caso do modelo
de BAZANT & PANULA 0101 ,12%; embora este separe a

deformag3o dependente da carga total em componentes aditivas,

vinculadas aos diferentes mecanismos de fluéncia.

A caracteristica dos modelos de soma, também chamados

modelos de taxa de fluxo ou de Dischinger melhorado, €& a
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separagio da fluéncia em parcelas reversivel (elasticidade

diferidad) e irreversivel

Lo & BZCL - Lo) # tfzc | T f2C Lo)] H, .. 2&)
onde 32Cb = LOD ¢ uma fungio monotonamente crescente, que
representa a elasticidade diferida e o termo [sz t. 2 —f2C LODJ.
também crescente com o tempo t, representa a parte irreversivel
da deformagdo de fluéncia. A formulagio deste segundo terno,
onde o efeito da idade de carga e o tempo desenvolvido s3do
exXpressos por uma fungio dnica do tempo, revel a uma
caracteristica adicional do modelo de soma. Este tipo de
modelo de previsfo de fluéncia ¢ usado pelos procedimentos da
norma DIN 4227 [34) e também pelo Cbdbdigo Modelo do CEB de 1978
(25], embora, neste Ultimo, exista uma componente adicional

hﬁLo) que representaba a fluéncia rapida.

Em todos estes modelos, podem ser introduzidas fungdes
adicionais para considerar o efeito de outros pariametros que

influem scobre a fluéncia do concrete, tals como a umidade

relativa do ar, o tamanho da pega, a composigio do concreto,
etc.

Comeo em tLodos estes modelos, faz-se a hipdtese de
linearidade de tensdes, para determinar a deformagido por

fluéncia sob tensdes variaveis, pode-se aplicar o principio da

superposigdo.

A diferenga entre os cois tipos de modeloz lineares
torna-se evidente quando sdo usades para prever o elfelto de
tensdes variaveis. O modeleo do produto d& previsdes corretas
para tenstes constantes. Frequenltemente, nido da bons
resultados, para histérias de cargas variavels, particularmente,
para diminuigdo de tenses e para a relaxagio de concretos

carregados com pouca -idade.

Os modelos de soma n3o tém frequentemente boas
previsdes para tensdes constanles, pelo acoplamento dos efeilos
da idade de carga e do desenvolvimento da fluéncia no tempo na
expressio da fluéncia irreversivel. Estes model os sio
geralmente mais apropriados para a previsfo da flueéncia para

tenstes variavelis. De qualquer forma, o= defeitos nas
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previsdes dos modelos de fluéncia linear resultam principalmente
do fato de que a fluéncia do concreto & na realidade um processo

nio-linear que requer um modelo constitutive nido linear.

5.2.3 - Determinagfo dos parametros do modelo

Neste trabalho, a determinagdo dos parametros do
modelo ¢ feita como sugere BAZANT [5,13] e apresentado por

FAIRBAIRN [35] . A seguir, descreve-se este procedimento.

Primeiramente, fixa-se o nUumero N de unidades, que
compdem a cadeia de elementos Maxwell, e os tempos de relaxagio
T de cada unidade, de acordo com a faixa de tempo que se

deseja cobrir apds a aplicagfo da carga.

Cada unidade, com tempo de relaxagio A pode cser
considerada responsavel pelo intervalo de tempo compreendido
entre 0,3 -rn e 3,3 ‘!‘n. Isto significa que, por exemplo, um
modelo composto por quatro unidades com tempos de relaxag3o de
3, 30, 300, e 3000 dias, podem garantir uma resposta precisa
para um periodo entre 1 e 10000 dias (27 anos aproximadamente)
depois de aplicada a carga. Uma wunidade adicional, com
somente uma mola Cna pratica, toma-se um Tﬁ muito granded, pode

ser conveniente para aumentar a aplicabilidade do modelo.

A fung8oc de relaxagfo, ou seja, a Lensio oCtd
resultante de uma deformagfZio unitairia imposta em t.=to, =3

mantida constante em t>t.0, para o modelo da cadeia de elementos
Maxwell, & dada por.

n
RCL,t D= T ECt D expl-Ct-t ds7 ) (5.2.3.1)
o r (&) o r

r=1

Esta equagdo traduz © desenvelvimento da fungf8o de

relaxaglo RCt,.t.o) em serie de Dirichlet.

A determinagfo dos termos E Ct.QD & feita a partir de

r
pontos discretos de uma fungfo de relaxag¢io RCt;'t‘o)' onde t__L
representa os instantes em que a fungio de relaxag3o ¢

conhecida.
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Eetes pontos discretos BOL L) wio obtldos, o o Lin
1
|,']‘_~,- I‘Ul'll; Cuzs e I‘l WS ]l a J( L,L V] ¥ all avilo l,'i\,:l, 3 a:_.l'il L1 A TN 1 C A
(P

da e Uag 30 Linbegr wl Cle Vol Lerra |l Liltia hlistoriaw 8

delorimag Ses conhect da

A obtencio da fungio de pelaxagio kOLU b J, a jeartlr
. =

da fungdo de fluencira JOL, L D ¢ mals  usual, pdasn multos
w

pesqulsadores, desenvol veram exprescdes analilticas basweadas em
ensal o de laborator to,
Gy pontos discr=snos POt D tamduem podden Sel
2 = L O

obtidos diretamente de enzalos de relaxdagac.

Una vez conhec1dos o pontos BCL L D, oo mddulos Jde

t 0
elasticidade [, para cada 1dade t , podem ser detéerminadaos
L (&)
pelo metodo dos mlnl mos gquaddr ados. A aplicagao deile nelodo <

felta atraves da minimizagio da soma dos quadrados dos desvioo

&4 n
; : > 2
= CEE €L D expl-=Ct =t d/7 1 = BCL ;& 327 ~ QI
¢ E E 1 (&} - L “» r e L &)
L=-1 r=1i
CS.2.8. 22
sendo I um terma  residual para  melhorar O ajusltle da
runGao. Este terme ¢ calculade pela fequlnte exprelsio
=l ni—:2
M=w PCE -E>+w TG -~ £ o2
L i+t “r 2 TTpe2 v
L =g

013,23, 39
onde w & W, Sdo oS pesos dos termos residuals e m=n-l.
i !
A 1ncdgriitas EOL D w30 obbidas  daws DUnegGoes Clue

MMl Zagcac

gy~ all = 0O b IR s SR 1) CO. B B4
?

Cotas equagdes Tormam um S1atemns de o equagoes
lncoagni tas., A resolugido deste zistema conduz a  vs
positivos de ECL D, pols a inclinagio Jdo cirva de relaxacads &

] w
LUHPT & Negall va,

Desenvol venco o cguagdo j) Jdo Sststomd ant eriol , Lan De
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P n P
: S ST - ~Ct -t /7 1=0
Y, €F ErCt'o) expl CLL to)/'rr] RC Li.’to)} Texp [ Ct'i. Lo) 1 ;

i=1 r=1 j=1

€s5.2. 3.5

Esta expressfo pode ser escrita da seguinte forma:

}E‘{;_]axp[Cto—tLD/Trﬂ-Cto-ti)/'rj]ErCLoD}fE ECLL.LODeXPECLO—LJD/Tj]
t=ir=1 _ i=1
€5.2.3.8)
Sob forma matricial, o sistema pode ser escrito
como
LAl <E> = (B> CH.2.8.73

sendo que os elementos deste sistema sfo os seguintes

P
Ajk = .}_‘" exP{_ECLL-LOD/Tj + CLt_La)/Tk]} €8.2.38.80
i=1
P
B, = § Rt ,t D expl-Ct -t Dr/7 ] €8.2.8. 9D
J ; L o L (o] ]
L=41
E. = E CL ¢B.2.3.10)
] J

Introduzindo-se o termo residual [l nas equagdes do

sistema, os elementos A_k da matriz [A) devem ser somados ao
J

seguinte valor

M. =w LCE-E D & -&" «

ik 1 o i r-1 i L
i ¢5.2.3.11)
m K K K
+w LTCE -2E +E D €& =6°" 4675

4 r r—1i r=2 L L L
r=3

k K '

sendo 6L=1 se i=k , e & =0 se i=k.
L

Desta maneira, resolvendo o sistema anterior, pode-se
determinar os valores de ErC LOD. para os valores de t nos
quais s8o dados os pontos discretos B_Ct..t.o). Os valores de E!r.

para qualquer idade Lo. podem ser interpolados pela equagio.
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ECLY =E + E logCi+t > + E_ log?Cl+t > + E_ log Cl+t D
- ir o 2r s} ar (o]

(g.2.3.12>

Os coeficientes E. podem ser calculados pelo método
Lr

]
dos minimos quadrados, minimizando a soma dos desvios ¢ , onde

n
> 2
= - Ch.2.3. 18D
¢ b ['E“rCtk) ErCLk)J
k=1
As condig8es de minimizagdo formam um sistema de
equagcfes da forma
=
¢ #8E. = O CS8.2.3.44D
ir
sendo r =1,...,4 . Este sistema de equagbes fornecera, entdo

os coeficientes E procurados.
ir

Como resul tado, cada fungZo ErC £3 pode ser
determinada numericamente, como uma seqiéncia de valores para

certas idades "'o ’ e a cadeia de elementos Maxwell fica

completamente definida.

5.3 - Inclus3o da retraci%o no modelo

O efeito da retragfo, representada pelo vetor de
deformagio

£ Cx,v.,t)
a2

<
e > = e Cx,y.,td cH. 3.1
(=0 "}

0O

& incluido através de um vetor de carregamento nodal

equivalente, vetor este de forgas autoequilibrantes.

A transformaglo das deformagdes devido 4 retracio em

carregamento nodal equivalente, ¢ feita através da expressio

AP Ct + ALDd = r [B]T[Blfﬁs >dv £, 8.29
ce v ca
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5.4 - Valores adotados para as deformag@es por fluéncia e

retracio
Na falta de dados experimentais, neste trabalho

adotaram-se os modelos de fluéncia, e retragio propostos pelo

Codigo Modelo do CEB - FIP 1990 [22].

5.4.1 - Modelo para a fluéncia conforme o Cébdigo Modelo do

CEB-FIP 1990 (MC90)

Segundo o CEB, tem—-se que a fung3o de flué&ncia JCt,LOD

que representa a deformagio por unidade de tensio vem dada por
1 ¢£t.to) o
JCt.Lo) = ECCLo) + Ec (5.4.1.1>
onde
E = mdédulo de elasticidade tangente do concreto na idade de

28 dias que pode ser calculado pela equagio (5.4.1.2)
ECCLOD = médulo de elasticidade na idade de carga ty lem dias],
dado pela equagio (5.4.1.3)

¢(L.L03= coeficiente de fluéncia conforme a equagio (5.4.1.4).

O méduleo de elasticidade tangente E_ & obtido de

E_=10000 . ¢f > em (N/mm) C5.4.1.2>

cm

sendo fc a resisténcia medi a a compressido do concreto na
m

idade de 28 dias [N.mm%].

O médulo de elasticidade na idade de carga to [Lem

dias] & dado por

/2.1 - Yzt )
ECtD =e = €5.4.1.3
c o
gsendo s = 0.2 para concreto de endurecimento rapido ou de alta

resisténcia

0.25 para concreto de endurecimento normal ou rapido

0. 38 para concreto de endurecimento lento.
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O coeficiente de flué&éncia ¢(L,t0) & calculado como
= g = CSuid.1. 4D
¢Ct.t°3 ¢O ﬁCCL Lo) 5>

onde ¢0 é¢ o coeficiente de fluéncia nominal, conforme a equagio
5. 4. 1. 5D
IE] ¢ um coeficiente que descreve o desenvelvimento da
[=]

fludncia no tempo, conforme a equag3o (5.4.1.10D

t & a idade do concreto [em dias] no instante considerado.

O coeficiente de fluéncia nominal, & calculado a partir de

¢0 = ¢RH.ﬁCfcm).ﬁCt03 (5.4.1.8>
EH
1+ 100
com ¢RH =1 + T e (5.4.1.6D
0.1 "vh
o
16,8
ﬁCfcm) g e—— €Y. £.1 .75
VS
<m
1
ﬁCLo) = (5.4,1.8>
0.1 + ¢ %2
o
2A
h = = €H. 4.1 97
o u
onde RH & a umidade relativa do ar em [%], ho & a espeSsura

ficticia em [mm]l, com A sendo a area da se¢fo transversal & u o
c

perimetro em contato com a atmosfera.
O desenvolvimento da fluéncia no tempo ¢ dado por

t*to 0,3
ﬁ(t*hob = 3+t -t G5 #L 1 0D
H o

com 3. = 1,5 (1 + CO,012 RH)mlho + 250 £ 18500 dias (€$5.4.1.11)

No modelo apresentado pelo CEB, os efeitos do tipo de
cimento e de variag@es de temperatura sobre as deformagies por
fluéncia s3o considerados através de corregdes dos coeficientes

& fun¢gdes definidos acima.
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5.4.2 - Modelo para a retrag¢ldo, conforme o Cbdigo Modelo CEB-FIP
1990

A deformagfo devida a retragio pode ser calculada com

scect.tsD . BECL—LED ¢S4 B: 13
onde
CI coeficiente de retragf%o nominal conforme a equagdo
C5.412.23
3 = coeficiente que descreve o desenvol?imento da retragio no

tempo conforme a equagio (5.4.2.6D

= idade do concreto em [dias]

t:
ts = idade do concreto em (dias) no comego da retragio

O coeficiente de retragio nominal pode ser obtido de

B o = EBCfcmD ﬁnu (5.4.2.2>
com
-G
& = + 90 - 21 . 10 8. 4.2.8>
£, Cfcm) [ 160 B“CC fcm ] 1
onde
(ac ¢ um coeficiente que depende do tipo de cimento
4 para cimento de endurecimento lento
ﬁac = 5 para cimento de endurecimento normal ou rapido
8 para cimento de alta resisténcia com end. rapido
e
=188 . 3 - 40% £ RH < 99%
ﬁnn = B para (S.4.2. 4D
+ 0,28 RH =z 994
onde
RH o
IEd i = ] = e CSd, 2,89
. 100
Nas equagdes (5.4.2.3) e ((5.4.2.%5, f & a

. cm
resisténcia média a compresio em [N/mm®) e RH & a umidade

relativa do ar média em [%].
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O desenvolvimento da retragdo no tempo ¢ dado por
0,5

BCt =t o = S, 4.2.62
L]

=1

com

B, = ©.035 hoz C5.4.2.7

onde o valor de h = 2A 7 u (5.4.1.7) esta em [mml.
o [ =2

Os efeitos de variages de temperatura sobre as
deformag®es por retragfo do concreto sHo, também, considerados

através de corregdes para as expressdes acima,



CAPITULO 6

EXEMPLOS
6.1 - Introdug3o
Neste capitulo, apresentam—se comparagdes entre os
resul tados fornecidos pelo programa computacional e os

resultados experimentais de vigas de concreto armado, visando

ilustrar a wvalidade do modelo para a anialise deste tipo de pega

estrutural.

6.2 - Exemplo 1

Conforme a expressio (4.2.2.2.2), proposta pelo CEB-90
[26], a energia de fratura Gr & fungdo do tamanho maximo dos
agregados. Com o fim de testar a influénecia da wvariag3o de GV
no model o proposto, analisa-se uma viga ensal ada por
RAMAKRISHNAN e ANANTHANARAYANA [63). Faz-se 6f variar entre os
valores maximos dados pela férmula (4.2.2.2.2), para o valor de
fc obtido experimentalmente. O comportamento da viga e
fortemente influenciado pela fissuragio, devido a baixa
percentagem de armadura de tragio e pela auséncia de armadura
transversal. O modo de ruptura experimental foi de flexio, mas
a posigio das fissuras dominantes no colapse sugerem que o cortie

influenciou sobre o comportamento de ruina.

Vigas similares, no mesmo programa  experimental,
apresentaram acentuadas fissuras de corte no colapso, embora a

fissuragio flexional fosse dominante.

Como o© comportamento ndo-linear do concreto em

compressido € o seu esmagamento nZo tém maior importancia nesta
I
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anadlise, esta viga torna-se particularmente interessante para o

estudo do efeito de Gr no modelo de filissuragio proposto.

Os detalhes da viga de espessura tL=72mm estio dados na
FIGURA 6.2.1. Devido & simetria, somente a metade da viga foi
analisada. Tomou-se uma discretizagdo de 16 elementos

quadraticos, como mostra-se na FIGURA 6. 2. 2.

Um resumo das propriedades materiais usadas para a viga

s@o dadas a seguir

CONCRETO : Médulo de deformagio inicial Eo = 20600 MPa
Coeficiente de Poisson v = 0,15
Resisténcia 2 Compressio f_ = 24,7 MPa
Resisténcia a Tragio fl' = 3,1 MPa
Tens3o de Plastificagio & = 7,41 MPa
Critério de Plastificacgio Hinton & Owen

AGCO Médulo de deformacio Es = 207000 MPa
Tens8o de escoamento f = 345 MPa
Médulo de endurecimento HE = 34850 MPa
Area AB = 71 mm”

Diferentes curvas carga-deslocamento, usando valores
de Gf iguais a 0,108; 0,64 e 0,28 [N/mm)] e um valor de ki1=0,565
s3o, comparadas na FIGURA B2, 3, com a curva obtida

experimental mente.

Na FIGURA B.2.4, mostram-se as fissuras apresentadas

peloc modelo, para os distintos valores de Gr’ para uma carga
P = B8O kN.

Pode-se observar que a variagio de G{ tem um forte
efeito sobre a forma da curva carga-deslocamento, o
desenvolvimento da fissuragZo, o infcio da plastificagfo no

concreto e nas barras de ago e na previsdo da carga Gltima.
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6.3 - Exemplo 2

Neste item, apresenta-se uma comparagio entre os
resul tados fornecidos pelo programa computacional e os
resultados experimentais da viga de concreto armado ET4 obtidos

por LEONHARDT e WALTHER [47].

Na FIGURA 6.3.1, mostra-se o detalhamento da wviga.

A viga foi submetida a duas cargas concentradas.

A armadura longitudinal consiste, inferiormente, de
quatro barras de 20 mm de di&metro e, superiormente, de duas
barras de 8 mm de diiametro . Todas as barras sio de ago de
classe B.

Os estribos wverticais s%o de 6 mm de diametro,

de ago classe A , uniformemente espagados.

Calcula-se Gr conforme a expressio (4.2.2.2.2> com um
dmax=19mm. e obtém-se G§=0.05N/mm. A seguir estido descritos os

pardametros dos materiais para a anilice desta viga.

CONCRETO : Médulo de deformagfo inicial Eo= 27500 MPa
Coeficiente de Poisson v = 0,2
Rosisténcia & Compressio fc= 24,2 MPa
Resisiéncia a Tragdo fL= 2,33 MPa
Tensio de PlastLificagio o. = 726 MPa
Energia de Fratura Gf = 0,05 MNAmm
Critério de Plastificagio Hinton & Owen

ou Ottosen Co =f O
[w] [ >

AGO Médulo de deformagio longitudinal E = 210000 MPa
e
Tensio de escoamento :
barras de 20mm Cclasse B) f = 300 MPa
y
barras de 28mm Cclasse B) £ = 325 MPa
¥
barras de 6mm Cclasse AD fy = 320 MPa
Médulo de endurecimento
barras de 20 mm Cclasse B Hé = 18127 MPa
barras de 8 mm Cclasse BD Hé = 17917 MPa

barras de. 6 mm Cclasse AD H; = 0 MPa



93

Como a viga apresenta simetria de carga e de geomeblria
a discretizagdo foi ef etuada somente na sua metade.
Utilizou-se a malha de vinte elementos finitos de 8 nos,

conforme mostra a FIGURA 6. 3. 2.

Na FIGURA 6.3.3, mostra-se a evolugio das flechas ao
longe do carregamento para a viga, segundo os resul tados

experimentais e os obtidos através do modelo computacional.

Na FIGURA B.3.4, comparam—-se as tens®es nos estribos,
valores obtidos através do modelo e experimentais para a viga.
Os valores analisados sZ%o as tensdes médias, na altura da alma,

de quatro estribos posicionados entre 38 e 71 cm a partir do

apoio. P2 P/2
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FIGURA 6.3.2 - Discretizagio adotada para a analise por

el ementos finitos da viga.
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6.4 - Exemplo 3

Para ilustrar a aplicagdo do modelo, confrontam-se
neste item os valores determinados atraves dele, como oS
resul tados experimentais obtidos por GOBETTI , CAMPOSE e

CAMPAGNOLO [37] para vigas de concreto armado, submetidas a um

cargamento uniformemente distribuido de curta e longa duragdo.

Comparam—-se, aqui, os resultados correspondentes a duas
vigas, referenciadas’ no trabalho original por V7 e V8. As
vigas eram simplesmente apoiadas, com um vio de 3,72 m e segdo
transversal de 7,5 x 20 cm. A armadura longitudinal era
composta, inferiormente, por duas barras de 8 mm de diametro de
ago CA-B0B. Adicionalmente, foram colocadas, nas faces das
vigas, mais duas barras de 3,4 mm de diametro. A armadura
transversal consistia de estribos de 3,4 mm de diametro,

espagados de 10 cm.

As vigas foram concretadas e ensaiadas
simul taneamente. Na data do ensaio (16 dias apds a
concretagemd , cada viga foi submetida a um cargamento

uniformemente distribuido de 2,36 kN/m, além do peso préprio,

sendo esta carga mantida constante por mais selenta dias.

A resisténcia cilindrica a4 compressio ¢ a resisténcia a

Ltragdo do concreto foram medidas na data do ensaio.

Os valores médios da umidade relativa do ar e da
temperatura foram considerados come sendo, respeclivamente, 75%
e 20°C. Os efeitos da retrag3o e da fluéncia do concreto foram

considerados a partir do sétimo dia apds a concretagenm.

A seguir estio descritos os par&metros dos materiais

adotados para a analise desta viga.

COMCRETO : Médulo de deformagdo inicial ED = 26475 MPa
Coeficiente de Poisson v = 0,2
Resisténcia a Compressio fc = 19,98 MPa
Resisténcia a Tragéo ft = 2,2 MPa
Energia de Fratura G = 0,08 Nsmm

Critério de.Plastificaglo Ottosen
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AGO Médulo de deformagio longitudinal E 210000 MPa

Tensio de escoamento

barras de 8 mm fy = 325 MPa
barras de 3,4 mm fy = 320 MPa
Médulo de endurecimento

barras de 8 mm H;= 17917 MPa

barras de 3,4 mm H;= O MPa

Deve-se observar, que neste exemplo sio feitas duas

analises distintas. A primeira estuda o comportamento da viga
sob a carga de curta duragio. Nesta analise, considera-se um
modelo elastoplastico. Na segunda, analisa-se o funcionamento
da viga ao longo do tempo, através do modelo viscowl dstico. O

programa computacional desenvolvido realiza estas duas analises

automaticamente a partir do modelo viscoelastoplaztico.

A=z propiedades do concreto, para a analise
viscoelastica, foram determinadas a partir das express&es do CEB

1990 (26], usando o programa descrito no item S. 2. 3.

Para modelar o comportamento no tempo, usaram-se B
camadas, como mencionou-se no capitulo 5, e trabalhou-se com um
intervalo de tempo constante de 0,5 dias. Considerou-se o
coeficiente de Poisson como constante no tempo, como indica
Bazant [14], e se diminuiu o valor de 0,2, para o ensaio de

curta duragfo, ao valor 0,17, para o ensaio de longa duragio.

A analise computacional foi realizada com o emprego de
uma malha de elementos finitos, composta por quinze elementos
quadrangulares quadraticos para estado plano de tLencio. Esta
malha representava, apenas, a metade das vigas, por estas

apresentarem simetria.

Os detalhes da viga est3o dados na FIGURA 6.4.1 e a

discretizagio adotada mostra-se na FIGURA 6.4.2.

A FIGURA 6.4.3 compara as flechas das vigas, segundo o
ensaio e o modelo computacional, para o cargamento instantianeo,

bem como a evolugio destas flechas com o decorrer do tempo.

A FIGURA 6.4.4 confronta os resultados experimentais e

computacionais, para as deformagdes na armadura tracionada € na
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borda comprimida, na seg¢fo central das vigas. Estes valorus

correspondem ao carregamento instantaneo.

A FIGURA 6.4.8 mostra as deformages na seqd
da viga, no instante de aplicagio de carga e setenta dias apos,
segundo as medi¢@es do ensaio e os resultados da analise
computacional. Nesta figura os resultados experimentals s3o a
média dos valores obtidos para as vigas V7 e V8. A figura
mostra que tanto pelo procedimento teérico como pelos ensaios, o
ponto de incremento nulo das deformag&es relativas ao longo do
tempo situa-sa acima do el xo da armadura tracionada,

contrariande a hipbdtese de critérios simplificados, que supdem

As. = 0 ao longo do tempo.
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CAPITULO 7
CONCLUSDES E SUGESTULS

Neste trabalho, formula-se um modelo que permite a
simulag8o do comportamento, ao longo do tempo, de pegas de
concreto armado submetidas a estados planos de tensdo atraves do

método dos elementos finitos.

De sua formulagio podem-se destacar as conclusdes

seguintes:

Trabal hando com um model o constitutivo
elasto-viscoplistico, que incorpora come casos particulares a
elastoplasticidéde e a viscoelasticidade, pode-se tratar com uma
mesma formulagido. o comportamento do concreto sob cargas de curta
e longa duragio. Além disso, com uma calibragem conveniente
dos parametros, pode-se estender ao estudo a fluéncia ndo linear
do concreto.

Para cargas de curta durag3do, o modelo ¢ equivalente
ao elastoplastico com endurecimento e, como mostram os exemplos
1 e 2, fornece uma aproximagdo aceitavel quando se faz a

comparagdo com os resultados experimentais.

Para cargas de longa durag8o, trabalha-se com um
modelo viscoelastico com envelhecimento, com a calibragem de
seus parimetros conforme dados experimentais ou formulagdes
dadas por normas. Como mostra o exemplo 3, o modelo obtido

alcangou excelente aproximagifo confrontado aos resul tados

experimentais analisados.

Para a armadura optou-se por um modelo incorporado, o
qual sem a complexidade do modelo discreto, possibilita

representar armaduras com localizagdo e diregifo arbilrarias.
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Trabal hou-se com um modelo de fissuras distribuldas,
'i xas e ortdtropas. Como mostra o exemplo 1, o valor da
energia de fratura Gr afeta significativamente a variagio da
curva carga—flecha, a carga de fissuragio e a carga de ruptura.

Utilizaram-se dois critérios de plastificagdo, um
proposto por HINTON & OWEN e outro por OTTOSEN, obtendo-se
resultados similares, como mostra o exemplo 2.

Como sugest®es para trabalhos futuros apresenta-se:

1) Analisar o critério de convergéncia do modelo; em alguns
exemplos © nUmero de iteragdes, antes de atingir a condigio

de convergéncia, parece Ler sido exagerado.
2) Incorporar ao modelo a nio-linearidade geométrica.
3] Estender o modelo para concreto protendido.

4> Empregar plasticidade nic-associada.
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