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RESUMO 

O objel.ivo dasl.e l.rabalho é formular um model o, que 

permil.a a si mulação do comporl.amenl.o de peças de concrel.o armado 

submel.idas a esl.ados pl anos de Lensão. 

O modelo proposLo é baseado n o méLodo dos elemenl.os 

f'inil.os. 

São analisados esLados de c arga de curl. a e l o nga 

duração. 

O concreLo é modelado c omo um maLerial 

elasLo-viscoplásl.ico. Usa-se o conceil.o de camadas superposl.as 

C over 1 ay model s). DGsLe modo, admi le-se, por conveniência 

malgmálica, que o concrel.o é formado de várias camadas 

:superposl.as , 

Considerando-se 

obtém-se um 

que apresenl.am a mesma deformação. 

dif'erenl.es pr o priedades para cada camada, 

compor l.amenLo composl.o que pode simular o 

f'uncionamenl.o real do concrel.o. 

fissuras 

Para a f' issuração 

disl.ribuidas, que 

concreLo enl.re fi ssuras. 

do concrel.o, usa- se um model o 

1 eva em conl. a a conl.r i bui ção 

de 

do 

A armadura é inl.roduzida no modelo como uma linha de 

ma l er i al mais r i gi d o denLro do el emenl.o de concrel.o . Os 

deslocamenLos ao longo do eleme n l.o de ar madura são referidos aos 

deslocamenl.os nodais do elemenl.o d e concrel.o. As sim , obl.ém-se 

uma mal.riz de rigidez par a a armadura com as mesmas dimensões 

que a mal.riz de rigidez d o elemenl.o de concrel.o. A mal.riz de 

rigidez do eleme n l.o de concreLo armado é a soma desl.as duas 

mal.r i zes de rigidez. 

Os resull.ados obLidos com este programa compul.acional 

são c ompara dos com valo r es de ler m1 nados ex per i men Lal men l.e, 

indicando uma boa apr o xi mação. 



ABSTRACT 

The purpose of this work is to formulate a model wich 

allows tha simulation of reinforced concreta structures behavior 

under plane stress state. 

The model is based on a finite element method. 

Shorts and long-term loadings has been analysed. 

The concrete is modelled as a elasto-viscopla~tic 

material. The concept o f over 1 ay model s has been used as a 

mathematical convenience that allows to consider the concrete as 

composed by 1 ayers wi ch present the same deforma ti on. 

Considering diferents properties for each layer, a composed 

behaviour wich can sirnulate the real performance of concrete 

i t' s obtai ned. 

A smearE?d model has been used for the cracking of 

reinforcement concreta, wich considers the contribution of 

concreta between cracks. 

The reinfor cement is introduced as a more stiff 

material line inside the concrete element. The displacements 

along the reinforcement element are refered to the nodal 

displacements of lhe concreta element . That allows to obtair. a 

stiffness array for lhe reinforcement wit h the same dimension of 

the stiffnes array of lhe concreta elemen t. Thus, lhe 

stiffness matrix of lhe reinforced concreLe element is obLained 

by addition . 

The- results obtained Lhroug h Lhis 

program were compared wi th experimental values 

approximation. 

computational 

showing a good 



1 . 1 - Gen e r a li d a des 

CAPITULO 1 

I NTRODUÇÃO 

O compor~tamento das estr uLuras s u b m0 Ll d as a 

e s tudos desde cargas e~ernas L e m sido objeto d e intensos 

o começo dest e século. 

esLe ti p o de análise, 

Pela grand e complexidade quw 

aLravés da " mecânica 

aprc·senla 

Leór ica", 

recorria - se , .frequentemente , a 

hipóteses que s i mplif i cav am muiLo os 

Estes procedimentos eram combinados 

.feitas a par tir de uma g r ande 

procedimentos baseados ern 

principias d esLa ciên c ia. 

com formulaçõe s empi r i c as, 

quan Lidade d e res ullados 

experimen tais. 

deste século) , 

Assi m, n u m pas~ado r ecenL e (prime i r a meLado:: 

com esLes procedimentos s implificados , só podiam 

ser resolvidos alguns dos inu ruor~ávei s probl e mas enconlrados no 

proj e to estrutu ral. E~t-as L ócnicas, aind.:>. hoj e , Lêm sido 

aplicadas n a resolução d e problemas t-riviais , o nde .::..~ h ipó l e:so.::s 

não s ão l ão r i gorosas e o v ol1..rrne d e conhecimentos , .:<dquiridos 

experimen lalrne n te sob o Lema d e aná.lise, é muito ampl o. 

Mas , n a a tua li dade , t~xls lo , entr a ou L r.:>.s , u 111~ lúr.: rü c .;1 

b a seada em pr-ocedi mento~ numéricos de aproxlm.:<ção d e funções , 

conheci da pelo nome de " Método dos El emenLos Fi ni Los ". EsLa 

Lécni ca é , p ara algums c a s os d e p r o j eLo e v e r i fic a ção 

es L ruLural , uma necess idad e de u so anLes d o que uma 

a l ternativa. EsLa poten t e técn ica n u mé rica pcrmiLe d e senvolver 

esLudos mais rea l istas sobre o cornpor·t :·.m..?n L o das e::::Lruturas , do 

q u e os r ealizados no passado, corn inúm~r.:..s sirnplific.:.\ÇÕvs. 

A i n vesLigação base ada ~m qual quE:!r Lecni ca n u rnéric.:>. , 

nuLr o-so nec e ssariamonLe de análi sos exper imenlais, que 

cor robor am sua v a lidade . DesLa f'orma , os est..-Jdos. numéricos 



J ........ ••• 

2 

t- r atam de reproduzir os resultados expvrirne nlais d o::.> .:.:-nvolvidos 

em p e quena escal a (ens aios d e labor a t ó rio), e o s e xtr apol a m 

a uma escala mai or Cnivel estrutural). Esla possibilid~do d e 

estender o conceito de um comportament o f"i si co simp l e s a u m 

graç.:..s ao u s o de uma f"orrnul a ç3.o rn3.Lvm~ t.. ica, 

o funcionamento fis ico macroscópico dos 

compl e xo é possive l 

capaz de descrever 

sólidos, que rece be o nome d e " mode lo c o n s tit.ut.ivo de Ul:l 

material ". Os f"undamentos da aplicaç~o pràt.ica dos t.~s mo d e los 

de simulação de comport-amento , encont.rarn-s e 11a uni ã o da 

"mecànica teórica" com as "técnicas numéricas ". Es La uni ão de 

conhecimentos ,teóricos e numéricos, compreende o que na 

atual i dada se conhece com o nome do "moc:lni c a computacional" 

[54) . 

Os modelos constitutivos destinados a si rnul ar o 

comportamento do concreto tiveram um grande d e senvolvimento nos 

últimos anos. A razão de ser d e stas formulações malernát.icas e 

de $Ua const.ante evolução encont-ra-se;. na insuf"ici ó ncia 

apresentam as teor i as consti tu ti VÇ!.S mais simples Ccorno a 

que 

1 e i 

elásLica-linear ) para reproduzir o comportamenLo fisico do 

concret..o em 

formulam-se 

t.odas as 

diversos 

suas situações de 

t-ipos. de modelos 

utilizaç!Io. Em goral, 

consti tut.i vn $ que vão 

desde os que reproduzem compor Lamentos el á s Li c os li n~=tar- ..:s ou 

não-lineares, aLé aque les que reproduzem comportame ntos 

ineltl.sticos depende ntes Cou não) do t.empo . 

Para o caso p.:..rt.icular do m.::..Lerial ~st.rulur.:ll charn.:1do 

" concreto armado", exist.e m distintas al ternat.i vas q ue permi lem 

a simulaç!lo de sua ros:pos t.J.. Nestas ó nacos~; ~rio dofinir dois 

modelos constilulivos dislint.os, um p a ra o aço Ccomport. .;,. me nlo 

uni.lxi.al) o outro para o concru-t.o Ccolllpcwt.aruvnlo llltJlti:.txi:...l). 

O m~t.odo dos eleme ntos finitos possibilita, enl ão, a obt..:nção 

do comportamento composto dos dois m~L0riais. 

O trabalho desenvolvido nesla dis s er t-aç ão, apresenta 

um modelo que permite simular o c o mporLa.m<..?nLo d8 poç::. s de­

concr e to armado, s ob eslados pl.;,.nos de t e n s ão, s ubrnelidas a 

car gas de cur~a e longa dur~ç ~o. 

Para aplicar a formulação ~oórica do mode lo , e pode r 

resolver os exemplos de verificação, foi necessá1' i o ut.i 1 .i Z.:lr 
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soluções numéricas. EsLe L r ab.:ll ho Leorico-num..:-rico f oi 

introduzido num prog rama de eleme nlos f.inilos, d.;,sc:nvolv.ido 

especialmente com e sla fi nalidade. 

1. 2 - Compor lau~nto reol ógico 

Como , e m repelidas ocas i ões , far-se-à r eferência ao 

compor l amenlo reológ ico dos materiais, apr ese·nLa - se , 

capitulo, um breve r esumo sobr e o lema. 

O comportame nto reológico de um malt.:?ria l é conforme 

(39), a ma neir a como as deformaçoes dv um corpo respondem às 
J 

tensões a ele impostas . 

Por comb i n;;.ção de lr ês compor· Larnentos r· eol ógi c os 

básicos Ce láslico, viscoso e p lástico) , 

comportame ntos complexos de materiais r eais . 

podo-se r epres~?nlar 

Elasllcidade é a p r oprieda d e que um mate rial apresenta 

de r ecuperar , inslanlaneamenle , a forma "' dimen sões que Linha 

anLes da ser exposto a um conjunlo d e . forç as , quan do es las ~ão 

r eti radas. 

Para u m caso de estado uni axi al dv l er"'s~o , esle 

comportamento pode ser representado por meio de um modalo 

mecânico simples como a mola , c onfor me a FIGURA 1. 2.1 . Urn 

material de comportamento e lásti co lino;.;:,r, segue a lei de Hookl" 

a = E c onda E é o módulo d e Young o é a Lonsao 0 e e a 

d eformação uniaxial. 

FIGURA 1. 2. 1 -Modelo e lásLico 

Viscos i d ade é a propri e dade fisica de urn rnaleri al do 

se deformar ao longo do Lempo , 

comportament o viscoso pode ser 

qua ndo s ubmeti d o a uma for ç a . O 

representado por um amortecedor, 
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como most..ra a FIGURA 1. 2 . 2 . EsLa propri ed:tdt.? ó a-xrwcss a pela 

relação ent..re o esforço a a velocidade de d.:.;-forrnaç:io . Um 

maLeria.l viscoso segue a lei de Newton de viscosidade 

onda n é o coeficient-e de viscos idade. 

FIGURA 1.2. 2- Modelo viscos o 

a = ne . 

Plast.. i cida.da é a propriedade de um material de 

apresent..ar d e formações i nst..antâneas permane nt.. es. Ou seja, 

deformações que não desaparecem uma vez removidas as forças que 

lhas deram origem. 

Nest..e modelo, chama-se t..ensão de plast..ifi cação a ,a 
o 

t..ensão , a partir da qüal aparecem deformat~ôes perma,ne nt..es. 

Um corpo rigidoplást..ico perfeit..o não se deforma para 

Lansões menores que a Lens!io de pl ast..i fi cação. Es t..e 

comport..ament..o pode ser represent..ado por um bloco sobre uma 

superficie com at..rit..o C " slider") , conforme a FIGURA 1.2. 3. 

FIGURA 1.2.3- Modelo r igidoplást..ico 

Por · combinação dos modelos elás t..ico e plás tico , 
' obt..ém-se o mode lo do malerial elast..opláslico. Esle apresenta 

um comporlament..o elást..ico para lensões menores que a t..ens~o d e 

plast..ificação , e um comporlamenlo pláslico após se alcançar 

est..a lensão. 

Nest..a modelo , chama-se da ondurecin~nt..o por deformação 

plást..ica ao a umant..o de t..ens ão d e plastificação com a deformaçffo 

pláslica c . Est..<;: endurecime nlo é caracle rizado por sua lax:1 
p 

HCc) = da/de Se HCc) = O, lem-se o malerial elaslopláslico 
p p p 
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pürfeito; se HCc ) 
p 

constante:, 

elasLoplàstico com endurecimento linyar. 

5 

urn m:J.lt..: r- i .::..1 

O malerial elasLopláslico pe rf a ito e o ~l as Lopl ás li co 

corn endurecime nt-o linear pode m ser repr e:::onlados P· ~·l os model os 

mecânicos da FIGURA 1 . 2.4. 

FIGURA 1.2.4- Modelos elas lopláslicos 

a) perfeito 

b) com endureci mento linear . 

Combinando-se elementos eláslicos e viscosos podem-se 

obter distintos comportamentos vi scoelásticos . Estes s ã o 

caracterizados por apresentarem deformaçoes inst .J.nt.5.neas e 

diferidas. Em parli cul"'-r , interessa, nesLe trabalho, o mo delo 

viscoelástico de Maxwell que pode ser represent a do po r uma mola 

~rn série com um arnor·Lecador· , c o rno rno:~Lr.:t a F'IGUkA 1. 2 . ~ -

FIGURA 1.2. 5- Modelo de Maxwvll 

modelo, por s er simples , permi t iu a [3;:;.::.ant (ô), 

trabalhando com cadeias de elemenl.os l-..1a x••e ll em par-ale-lo , 

reprléls&nLar ad0quado.rnvnLe o compor l.:~rnento do concreLo sob C.!:l.!'9"-'S 

do serviço. 

O cornporlamonlo de um ruaLer-ial elas to-vi scoplàst i co 



pode ser descri lo por d e u m modol o 

unidime nsional como moslra a FIGURA 1. 2 .6. 

/ 

f 

FIGURA 1 . 2.6- Modelo elaslo-viscopl~stico 

O elemento de alri lo supor la uma lens~o 

6 

r E·o l ógico 

o . 
a 

o 
amortecedor vi scoso , lorna-se ati vo, somente quando a lensão 

lotal apl icada o é ma ior quG a tens~o de plaslificaç~o o A 
o 

partir dai , a tensão excede nle Co o) é l e:: va dc:.. pelo 
a 

amor tecedor. 

A resposta elástica inslant~nea ~ . 

definida pela mo l a linear. 

e vi donternente , 

A p rese nça do amo r· Lecedor faz com qu~ o ni vel d e 

tensões exced a instantaneamente , o valor previsto p~la leoria d a 

plasticidade. A sol uç!1o tendo: r~ a este nl v o l d e t e n s !io , 

quando o sistema alcançar as condições d e estado es lâvel [58). 

Islo permite representar, at r- avés do model o 

elasto-viscopláslico, c aso sejam atingidas as condições de 

eslado eslável, um comportamento ela$loplás lico. 

Quando a lensão de plali ficaçao o = O , 
o 

o modl3lo 

elasto-vi scopláslico, reduz-sa ao modelo de Maxwell de 

visco13lasticidade CFIGURA 1.2.5) , podundo-se assim , 

representar u m compor tame nto viscoeláslico. 

1.3 - Conteúdo do trabalho 

' 
lambóm 

Esle lrabalho r ·ormula um modelo para a s imulação d o 
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comporlame nto d e es t..rut..uras d e concr o t.. o élrmado _ ubllleLi d;.;s él 

estados planos d e t e n s ão. 

Para repres entar o comportaru&nl o do con c r elo ~r Jn.ctdo , 

usar-se -á um mode lo elasto-vi s coplást..ico, pois como me nciono u-se 

no it..em ant..erior, esle mode lo Lem corno casos p.:lrticular c;.s o 

elastoplás tico e o viscoelástico. 

Dest..a forma , se a e s t..rut..ura e s t.. á subme tida a cargas de 

curt..a duração , o modelo forne ce, qua ndo alcanç a do o est a d o 

est..ável , a so~uç ão do modelo e l a stopl ás Lico. 

Neste caso , oblé m-se um mo d e lo equi va l .:::n te ao 

EJlasloplástico com endurecime nlo, que já foi o mpr eg.:1d o com bo ns 

r esullados por diferentes autores [16 , 21 , 43, 48J. 

Se a eslrutura e s l á subme tida a 

duração, est..e 

vi scoel âsti co com 

modelo po d e represenla r 

envelheci mc- nLo do c o ncret..o. 

então , com u ma cadeia de el e mentos Maxwell 

coeficient..es depe ndenles do. idade do concr~Lo , 

por Ba z a nl nas referências [5,6,7,13). 

c a r gas d e longa 

o comporlamenlo 

Trabalha-se , 

em pa 1~ a l elo, com 

da f o r 1u.:... propo~ L.::.. 

Além di sso , o ruod~lo propos t o p.? t~ mite t..rabalhar c o 111 u 1n 

cornport..amento elas t..oplást..ico , no momento de aplic.-:J.r ou retir a r 

as cargas, e , logo que for alingido o es tado e s l.::..vé l, passa r a 

trabalhar com um comport.. o.menlo viscoel.is lico com envel he,cirne nLo , 

mantidas as cargas const..o.nles no Lempo. 

O modelo desenvolvido é apresenléldo nes l e Lrabalho ao 

l ongo de sele capilulos dos quais esla inlrodução é o primeiro. 

No s egundo capitulo, faz-s e o d t:senvo l vi menLo d a 

formulação de cl e me nt..os finit..os para uma eslruLura coruposla po r 

um material de comport..ament..o viscoelasLoplás tico . Es l a 

formul a ção permi t..e a r epresentação do concreLo a r· mado.. sob 

cargas de curt..a e longa duraçã o. 

No tercei r.:> capi Lul o , : :â o apresenlados os el t?mt.::-nl os 

finit..os empregados para o conc relo e par a a arrnadUJ·a. 

No quarto capilulo , a~r e~enLa-Eo a idoalizaç~o ~ 

nivt:.-1 de mat..erial para o concrelo .... r·rn::..d o , subrnelidn a c44rgas d l? 

curla duração. O concrelo n~o fissurado é mode lado como um 



mat e ri a l 

f'issurado 

e laslopláslico com 

é r e pr· esen t a do 

endureci men l o . 

por um rt1CH.i<..' l 0 

o 
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concr E:Lo 

fissur::1s 

distribui das. O aço da arn~dura é r epr ese ntado at r avés de um 

modelo para um mat e rial elasloplástico com end ur 0 c im""nto . 

No quinto capitulo, estabelece-se um mode l o de 

comportamento, ao longo do tempo, de estr·uLuras de concreto 

armado , considerando efeitos da fluência e da retração do 

concralo. O concreto não fissurado é modo lado co1110 um rnateri.:tl 

viscoeláslico linear, enquanto parz. o concreto fissurado e o 

aço são mantidos os modalos descritos no c apitulo ant~rior . 

No soxto capitulo, ~sludam-se divGrs~s vigas da 

concrelo armado usando o modelo desenvolvido, e confrontam-se 

os resultados do modelo com v::1lor e s obtidos e :.(pe rirne nl a lme nte. 

No sétimo c apitulo, apresentam-se as consider- ações 

finais e sugestões sobre os r e sultados obtidos com a aplic~ção 

do modelo. 



CAPI TULO 2 

MODELO DE ELEMENTOS FI NI TOS PARA O ESTUDO 

DE UH MATERIAL COM COMPORT AMENTO ELASTO-VISCOPLÁSTICO 

2. 1 Comporl~"~nto al as t o-viscopl âs l ico 

Usando a teor ia da elasto-viscoplasticidade , pode-se 

obter uma apr oximação uni~icada para os problemas de fluência e 

plasticidade. Esta teoria também pode ser utilizada para 

r esolver um problema elastoplástico , já que a solução do estado 

estável do problema e l aslo-viscoplástico é idê ntica à solução 

convencional elaslopl ást i ca. Além di s to , reduzindo-~e a t e nsão 

de escoamento do material a zero. r esolvem-se os problern:ls 

de viscoelasticidade. 

Adicionalmente , empregando-se urn modelo de c a mad::ts 

s uperpostas, pode-se r epresent-ar de for ma bas tant e genérica o 

compor tame nto de mater iais reais. Nosto modelo, apen~s por uma 

conveniência matemática , admite-se que o sólido é composto por 

várias camadas superpostas , em que cada uma delas sofrt- a mesma 

de~ormação . Por meio d a atribu ição do diferentes propriedados 

~ isicas a cada u ma d es tas camadas , pode-se obter um 

comportamento composto qutt exibe t odas c~ r ateri sticas 

essenciais da r esposla viscoelastoplástica de muitos materiai s 

r eal s. 

Conforme TAROCO e F'EIJOO (65 ) , na for·mulaç ã o us ual 

para. problemas cont1nuos n!l:o linea r es , qcae a s 

componentes de deformação tot..al , e m um dado pont..o , são 

compostas: por uma par cela elástica {c) o oul-ra vi scoplàs t ic.:L 

<c ). 
vp 

.. 
Deste modo , a t..axa de deformação Lot..a l é expressa como 

{c) = <c ) + {c ) (2.1.1) 
e vp 

9 



.. 

lO 

A taxa d e Lens~o LoLa l du-f .. H.?ndo d~ 

Laxa d e deformação elásllca alr·.:. vés da r· 0l ac;tí.o 

{a) = [ DJ Cc ) c 2. 1. 2) 
~ 

onda [ DJ é a maLr.iz d e e las ll cidade . 

No espaço das t e n sões . t em-se uma s u p .::·r f i c i e 

de pl as tif'icaçã o expressa anal.i licame nle por 

F C <.a) , {e ) , k) 
vp 

a= O 
o 

c 2. 1. 3) 

onde a é a tensão de plas tif'.icaç ~o uniax.ial, a qu~l pode ser 
o 

uma !unção de urn parâmetro de endurecimento k. 

tem-se um comporL~menLo 

F > a , v.iscoplástico. 
o 

VP 

p 

elásLico, se F = a 
o 

a 
2 

Se F < a 
o 

plt.. s Lico e , se 

> 
a 

1 

FIGURA 2.1.1 -Esquema de comportame nto v.i scoelas toplàst.i c o 

e necessário , o~tabel&c~r uma loi especifica pa ra 

determinar as def'ormações viscoplásticas a partir d o eslado de 

t e nsões. Uma f'orma expliciLa , que Lem lar ga apl icação ~ dada 

por 

{e ) = y < ~CF) > àQ/ét<a) 
vp 

c 2 . 1. 4) 

onde y é o coeficiente de fluidez , ~CF) é um~ funç~o . chamada de 

função d e fluxo plástico , positiva monótona c rescente para F >O, 

e a notação < > 
< u > = 1 /2. c u + 1 u 1) . 

Cdila colchete de Macaul e y) lU Lal quo 

Q = QC{a),{e ) , k.) é chamada funçao de 
vp 
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potencial plásli co. Como ocorre em plastici dade , (651 . no caso 

em que F = Q tem-se vi scopl as ti c i do.de assoei ada e a equação 

C2.1.4) reduz-se a 

{c ) = y < <f>CF') > âF/â{ o) 
vp 

c 2. 1. 5) 

2 . 2 -Formul ação elasto-viscopláslica para e l ementos finitos 

Seja um corpo conlinuo C, com uma s u perfi cie de 

contorno S. Nos ponlos interiores a C , aluam forças de volume 

b. Uma parte da superficie S, s . 
'U 

Lem deslocamentos prescritos 

u e sobre o res to de S aluam forças de superficie f. 
O' 

Para cada ponto de coordenadas <X> de C, pode-se 

definir um campo de deslocamentos dependentes do tempo u((X),L) 

e os correspondentes campos de deformações cC<X},L) 

tensões o( <X>, L). 

e de 

2 . 2 .1 - Desl ocane n tos 

Usando a técnica dos el wnenlos fi ni Los, SlJbsti L ui -se 

o corpo C por uma aproximação C , composta por m eleme ntos 
~ i. ~ finitos com dominio C, volume V e supt:H·ficie 5 

O campo de deslocamentos uC{X},t), dc-nLr·o de cada 

eleme nto, é aproximado mediante funções de interpol::~.ç!io l·K{X}) , 

tais que 

{u({X) , t)} = [NC{X))] {~~(t)}; v X E v~. ~=1 , ... ,m (2.2.1.1) 

onde {~~( t)) é um vel.or que con lérn os valores dos 

deslocamentos , ern duas direções orlogon:Jis f'ix.a s x e y~ em n 

pontos f i xos de coordenad~s xj, yj C com j =1 •... , n) , que são os 

nós do elemenlo ~. 

2.2. 2 - Deformações 

Uma vez conhecidos os doslocamentos nos nós do 
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elemento, podem ser determina das as de: for mações . e111 qual quer 

ponto d e seu inte rior, através da rel aÇ~ú 

( c C ( X) , t) ) ::: ( L) ( uC ( X) , L) ) (2.2.2.1) 

onde (LJ é um operador linear apropriado. 

ULilizando-se a equ <:..ção (2.2.1.1), a expressão 

anLerior pode ser reescriLa como 

(2 . 2 . 2. 2) 

onde CBJ = lLJ (N). 

No caso de estado plano d e Lensbos , as d~formações , 

que aparecem no plano, são deLerm~nadas a p a r Li r dos 

doslocamanLos como 

{c) 

i}-u/ à x 

} [ 
à / iJx o 

] { 
X 

} ou / ày o iJ/ (Jy 
u = X 

y 
u 

ôu /ôy + ôv. / àx à/iJy Õ/àx y 
X y 

C2 . 2 . 2. 3) 

2 . 2 . 3 -Ten sões 

No esLado plano de Le nsões , Lem-se que 

{o) = { :: } 

xy 

C2. 2. 3 . 1) 

Quando se tem um comporLamenLo elásLico linear, <J. rc?lação enLre 

lensões e deforrr~ções é expressa por 

{a)= (DJ {.~) (2.2.3. 2) 

onde [Dl é a rnaLriz de elasticidade, que para um rnt::?lo is6Lropo, 

é dada por 

1 v o 
E o 

C Dl 
v 1 C2. 2. 3. 3) = 

1 
2 - v 1-v o o 

c.:! 

onde E é o módulo de elasLicidad t longiLudinal e v é o 

coeficienLe de Poisson. 
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2.2.4- Equações d e e quilibri o 

Para estabelecer -se as equações 

aplica-se o principio dos tr abalhos virluai s . 

satisfe ita. em um instanle L • é 
n 

1 3 

de equi librio . 

A equação a ser 

f 
c 

< 6c > T <o > d V = f {Ô"u } T {b } dV + f 

s 
{ 6-u } T {f ) dS 

n n n n c n n 

(2.2.4.1) 

Esla express~o r epres enta uma e xigência para o eq uilibrio . 

que é independ~nte do compor lamenlo maLerial. 

Conforme referido a nle riorme nt.. a , podé-se <?screver que 

de (2.2.1.1): { t.L ) = [ N J {~i.) 
n n 

de (2.2.2.2): {c ) = [8 ) {~i.) 
n n n 

de C2.1. 2): {o> = [ DJ {(c ) ) = [ 0) { c - c c ) ) 
n e n n V f' n 

Substitui ndo em C2.2.4.1) , t em-se . para o elemenlo i 

f . { 6~i.) T . [ 8 ) T ( Dl 
v\. n n 

= f {6-u -i.) T [8 ) T{C c ) ) dV + f {6~i.) T ( N J 1" (b )dV + 
vi. n n vp n vi. n n 

+ f {6~i.) T ( Nl T {j } dS C2. 2. 4. 2) 
si. n n 

Como {~i.} 
n 

e são lndepondont..e~ da posiç§o X, 

pode-se escrever que 

6{ ~~ ) T f . [ B ) T ( D) 
v\. n 

( 8 l 
n 

(8 ) T {(c )) dV -i 
n vp n 

(2. 2. 4. 3) 

A expressão anlerior pode , simplifi cadarnenle, ser 

represe ntada p o r 

CK l <~i} = <V. > 
i. \. 

(2.2.4.4) 

onde 

( K, l = f . . v\. 
( B ) T [ Dl ( B l dV 

n n 
c 2 . 2. 4. 5) 

é a malriz de rigidez do elemenlo, e 
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< V ) = f . 
v l 

[ B l T <C c ) ) dV + J ' 
n vp n vl 

1 4 

L 1•./l T { b ) d V ·t-
r , 

+ f . 
sl. 

[N lT { j ) dS = <P~ ) + <P~> ( 2 . 2 . ·1. 6) 
n vp 

é o veL or das cz.r g.:1s nadais l.ola.i:z equi Y:ll entes , que e:::l.~o 

r e l aciona d as às c o nl r ibui çoes das cargas de v ol ume 

super!i c i a f e das deformações vi~copláslicas e 
vp 

b , das d o 

A solução global exige que , para o conjunl.o de 

e l e me nl.os do c or po , se L e nha 

E K J {u) = {V) C2 . 2. 4. 7) 

o nde [Kl é a malriz de rigidez global, {u) é o velar de;, 

d eslocame ntos nodais d a os lr· u l ur a e { V ) é o v e l. o r· dü car-g.ls 

Lotais, q u e conLém os e!eiLos viscoplásL i cos. 

2 . 3 - Fo rmul ação inc r e menlal 

S ur-ge a quJ. o pr obl e ma p ar a a de l. e r mi naç ão de {c ) em 
vp 

C2. 2. 4. 6), a p a r lir da l axa de d.:formaç ão viscopl.is lica d.:J.da 

p ol a express~o C2.1. 4). EsLa dificuldade lYva a que sa 

l r abalhe com um procedime n to incr..::nnenl.al . 

2.3.1 - I n c r e me n to d o d e for 111açã o vi scoplás lica 

Com a lei p a r a Laxa de deform.:1ção vi scoplàsl.ica 

expressa por (2 . 1. 4) . pode- se cJ0fini r um i ncr emo:;?nlo de 

d e formação vi s c opl àsl i ca {C t:,.c ) ) quG> a p a r·ece e m u rn i n Ler valo 
vp n 

d e lempo L>.L = l. 
n n+ l 

L u sa n do urn esqu em.:i de i nleg r· a ç !:ío n o 
n 

lempo i mpli ci L o . como 

< C L>. c ) ) = L>. L [ C 1 8) { ( c ) ) + 8 { C e ) ) ) (2.3. 1 .1) 
vp n n v p n v p n+ 1 

Par z.. e = o . o b l.ern-se o o~qUt :JIIa de? i n Legrüç .'io no l.ernpo 

de Euler, q u e l ambém é conh<::ci do por " compl aLasnenl. e expl i c i t..o ", 

uma vez q u e o inc r e mGn Lo d e ch.: t' or ruação f ie~ 

d e L e r minado p e l a s condi çõos exisl en l es n o ins lan l.e L 
n 

l o l a l me n L c·~ 

Par a e = 1 , Lern-so o esquvmz.. dt:õ- inl.e-gr aç5o no lvmpo 
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di Lo " completamente i mpl i c i lo" 1 com o i nc1·omvnLo dv dvf or 111.:.u;ão 

sendo dG t e rminado pela taxa doa defor~naçao correspondenLe ao fi m 

do inte rva lo de t e mpo. 

Para e = 0151 o esquema d e i n l e gr :::.ção é cham.ldO 

implicit.o t.rap&zoidal, sendo Lambém conhecido por 

Crank-Nicolson no cont.e~o das equações lineares. 

regra de 

Para d e finir {(e ) ) na e quação (2 . 3.1.1) 1 pode - se 
vp n+1 

usar um d esenvolvimento limitado em série de Taylor e esc r ever 

onde 

{(c ) } 
vp n+1 

::::: {( c ) ) 
vp n 

+ (H ) {ô.o } 
n n 

C H J = â{ C e ) } / d( o ) 
n vp n n 

C2 . 3. 1. 2) 

c 2 . 3 . 1 . 3) 

e {( .ó.o) } 
n 

é a variação das componentes da tensão no int.ervalo 

C.ó.t.) . 
n 

Subst.ituindo-se a equação (2.3.1.2) em C2.3. 1.1) 1 

chega-s G a 

{(ô.c ) ) = ô.t ({(c ) } + e ( H ) {õ.o )) C2. 3. 1. 4 ) 
vp n n vp n n n 

Definindo-se que 

CC ) = e L\t CH ) C2 . 3 . 1. 5) 
n n n 

rica-se com 

{C t.c ) } = ô.t {(c ) ) + [C ) {Cõ.o) } c 2 . 3 . 1. 6) 
vp n n vp n n n 

A mat.riz (H ) depende do nive l de tensões e sua f orma 
n 

especifica será d esenvolvida n a seção seguint.e . 

2.3. 2 - Incrementos de tensõt?s 

Usando as equações (2 . 1.1) 

escr13ver que 

{ ô.o ) = [ D] ( ( !lc ) } = [ D] C { ô.c ) 
n "' n n 

e c 2, 1 • 2) 1 pode-se 

{CM; )) ) 
vp n 

(2.3 . 2.1) 

Expressando o increm~nto de deformaç~o Lot.al em 

função do incremenlo de deslocam~ntos o btém-so 

{ ÂC } = ( B ) { .6. 'U } 
n n n 

C2 . 3. 2. 2) 

Substituindo a expressão de {C6c ) ) 1 obti da em (2.3.1 . 6) , em 
vp n 
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(2.3.2.1) , resul ta 

{ C .6o) ) = C O J < D.c ) - ( O) { C c ) ) .6 t.. - [ O J [ C J { l!..o) -+ 
n n vp n n n n 

o+ C lI J + l OJ ( C ) ) { .6o ) = [ O) C { l!..c } - { C c 
vp r. r. 

) } llL ) 
n n n 

Subst.. ituindo a expressão C2.3.2.2), Lem-se 

C [ I J + ( O J ( C J ) { .6o } = ( O J C ( 8 J { .6 u } - < C c ) } 6. l ) -+ 
n n n n vp n n 

-+ { ll.o ) = C C I J + [ O J CC ))-1. COJ CCB J {.6u} -{(c ) } lll) -+ 
n n n vp n n n 

E, finalme nte , obtém-se 

onde 

pois 

{ll.o ) = C O J C C B {ll.u } {C c ) ) ll.l ) C2 . 3. 2. 3) 
n n n n vp n n 

(0 = C(IJ + (úJ CC ))- 1 (OJ = CCOJ- 1. +CC ))-1 C2.3.2.4) 
n n n 

C(IJ + CDJ [C J)- 1 (DJ = fMl-+ 
n 

-+ COJ = CCIJ + CDJ CC J) CMJ -+ 

[I J = C C OJ -.1 + l C J) C MJ -+ ( MJ = C [ DJ - 1 + C C J) - i 
n n 

A matriz [O J é si ntél.r i c a quando a 1 ei vi scopl às li ca é 
n 

associada. Pa ra o caso nô:o nssoc iado , a malriz [C ) n :lo é 
n 

s imétrica, exigindo e s quemas especiais para a análise, c omo o 

proposto por MARTINS , BARROS & DINI S (49]. Esle apr o~enL~ um 

proce dimenLo numérico que p ermi t..e usar um esque ma implicito de 

inLagração, mante ndo soluçõe s s im~lri cas . 

2 . 3.3 - Equações d e equilí b r io 

Usando uma formulaç ã o incr emenlal para o principi o 

dos trabalhos virtuai s , lern-sa : 

f 
c 

Ó{llc }·r {llo ) dV = 
n n 

J' 

c 
Ó{ ll.u )T {llb) d V + f 

n n 
5 

Ó{ ll.u}T {ll.j)dS 
n n 

(2 . 3.3.1) 



Para cada elamenLo , Lem-se 

{l:l.u ) ( NC X)) 
-i. = {~:u ) 

n r. 
de (3.2 . 1.1) que 

de (3.2.2.2) que {!::.E: ) = [8 ] {t::.i/) 
n n n 

(t::.o) = CD ] c ( I3 { .t.i:/) 
n n y, n 

de (3.2.6.3) que 

Pode-se escrever que 

n n n n n 

Logo . vem que 

[ 8 
n 

- f 6{ .t. ~i.) T [ B ) T ( D (c c ) ) .t. L c! v = 
vi. n n n vp n n 

= f 
v~ 

Corno e, 

consLanLes , podo-~e escrever: 

porL a nLo , 
-i. 

6{ .t.·u ) 

1 7 

) ) .t.L ) 
vp r> n 

(2 . 3. 3. 2) 
n 

C2. 3. 3. 3) 

são valo1· es 

6{.t.~i.)TCf . CB JT[ D )(f3 JdV)(.t.~i.)-6{.t.~i. )Tf ( 8 )T(D J<C c ) )/\L dV == 
n v~ n n n n n v~ n n vp n n 

= 6(.6~~) 1. f . [N)T {.t.b) dV + 6{.t.~i.) T 
n vl n n 

f . [ I~ T) { .6/ ) dS 
SL n 

(2. 3. 3. 4) 

Pelo faLo de 6{ .t.~i.) s,--;~ r arbitrári o , L em-se 
n 

)T "' ( f 
vi. 

(8 C D J (8 ] dV) {f::.~l) 
n n n n n 

= f [8 )T CD ) {(c ) ) t::.l dV + f (N) T {!::.b ) dV + 
v i. n n vp n n vi. n 

(2. 3. 3. 5) 

De forma s implificada, a equação C2. 3. 3. 5) pode ser 

escrita como 

C K i. J {.t.:;:>> = {t::.Pi. ) + {.t.Pi.) = {!::.V\.> ( 2. 3 . 3. 6) 
vp 

onde: 

(K\.) =f . (8 )T (0 ( 8 J d V ( 2 . 3. :=3. 7) v\. n n n 

é a mat.riz de rigidez do elemento e 
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(8 )T (I) {C c ) ) ~L dV + 
n n vp n n 

CI.JJ <~/ > dS 
n 

C2 . 3. 3 . f D 

é o valor do increme nlo d e cargas n odai s tolais equival entes . 

Na equação (3. 3. 3. 8) é fácil ido,·,t.ificar as conlr ibt.liÇÕG-s do.s 

~orças de s uperfi cie f, das forças de volume b e das deformações 

vi scoplásticas e 
vp 

A solução global r equer que , para o cojunt...o de 

elemenlos do corpo, Lenha-se 

[ K) { ~ u} = { ~p } + { ~P} = <~V> C2.3. 3.Q) 
vp 

-onde EKJ é a matriz de rigidez global , {.6-u.} é o velar que 

~onlém os incremenlos de d esl ocame ntos nodais , e <~P ) + {.6P) 
vp 

é o vetor de incr e me ntos de cargas nodais equivalentes de toda 

a estrutura. 

Antes de resolver o sist... em.::.. de equações C2. 3. 3. 9) , 

devem-se introduzir as condições de conlorno. Substit...uindo os 

valores d e {~u }, 
n 

encontrados em (2.3.3.9), em C2 .3. 2 . 3) 

obt...ém- se o v e tor de incremenlo das componenles de tensões {~o> 
n 

e ass im 

{o > = { o } + { t.o } {u } = {u > + (~u > (2. 3. 3. 10) 
n+i n n n+ t n n 

Usando as equações (2.3.2.1) e (2.3.2.3) , vom 

<~o} = 
n 

[ Dl C {~c } - {C ~c ) } ) 
n vp n = 

= ( D) C ( B ] {C ~ u) } - ( C .6c ) } ) a+ 

-+ {(~e ) } 
vp n 

com o que 

{(e ) 
vp n+1 

n n vp n 

= ( B l {C ~u) } - [ DJ -t {~o } 
n n n 

} = <C c ) } + {C ~c ) } 
vp n vp n 

(2.3.3.11) 

(2. 3 . 3. 12) 

Examinando a Laxa de d efor- mação, deLer-mina-se qllando 

se chega a um est...a.do eslaci onár i o. Em parLicular, a Laxa de 

deformação viscopl áslica {c ) , dada pela &quaçao C2.1. 4 ) , é 
vp 

calculada em cada inlervalo de Lempo , e a convergência é 

.:..lcançada quando esla quantidade lorna-se adequ;;,.damc;onle 

p~quena. 
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2.3. 4 - Correção de equil íbrio 

O cá! cul o do i ncr e ru.;nt..o de t.. e n s êSe s est..á b aseado e m 

uma forma l i nearizada das equações de equilibrio incr·ement.. a l. 

Port..ant..o , a t..ensão t..olal {o ) , oblida p e la acumulação de cada 
n+J. 

um dos incremenlos de t..ensões , não é esLrit..ament..e c o rreLa e n ão 

serão exat..amenle salisf'eit..as as equaçêSes de equilibrio. Há 

vários procedimenLos disponiveis para efet..uar a s correções 

necessárias . A aproximação mais simples é avaliar {o ) 
n+J. 

con forme apresent..ado no it..em anlerior e, logo , c a lcular a s 

f'orças residuais ~ como 

'I' = f 
n+J. 

[ B J -r {o ) dV + f 
v n+J. n+t V 

+ f 
5 

[ N) T {f ) dS ?<! 0 
n+J. 

) dV + 
n+ 1 

( 2 . 3. 4·.1) 

Est..a força residual é .<..dicionada ao inc rem0 nLo de 

f'orça aplicada no próximo passo de Lerupo , como uma técnica d e 

e vi Lar o pr acesso de i ler ação e ao mesmo lempo alca nçar uma 

redução do erro. 

2 .3. 5 - Ve t.. o r d e fluxo pláslico d e Nay~k -Zienki ewicz 

Na e q u a ç ã o c 2. 1. 5) para c a lcular o v e t..or {E: ) 
v p 

necesi La-se conhec ~:.·r· oF/à{o). 

No caso par Li cul ar t:>m que o lensor d e Le n s õ..:?s é 

siméLrico , pode-se definir o veLar d e fluxo plas t.. lco corno urn 

vet..or que cont..ém somenLe a par Le sim&Lrica do c o rr es pondan Le 

t..ensor. Ist..o é , 



.. 
2 o 

iW à F a F iJF/ao 
X 

a o a T a T oF'/âo 
X xy xz y 

a F' a F a F a F à F oF/ào 
z 

= -+ = 
a( o) a T a o o T o( o) iJF/aT 

xy y yz xy 

à F' à F à F àF/ôT 
XZ 

a T a T o o àF/ih 
xz yz z yz 

C2 . 3 . 5.1) 

Esla n o l ação , é uma for ma espE:c i al de r epr esenla r a 

parle s imé trica do l e nso r de fluxo plástico. Sua ut. i 1 i zação 

simpl ifica o Lratamenlo dos pr-obl emas nurn0ricos . 

Podem-s& definir dist.inlos procedimentos que permile m 

obler o valor d e f 1 uxo pl á.sli co de uma for ma si rnpl es. A 

seguir , moslra-se o desenvolvimen Lo d esle v etor , apresenlado 

originalmenle por NAYAK-ZIENKICWICZ [ 51 . 67). Esle 

procedimanlo é muito u sado por sua simplicidade e gon&ralidade. 

Admi Le-s e que o v et.or d e f luxo pl ás li co ,. c-sulle da 

contribução d e três outros v elar es , d efinidos , respectivarnenle , 

em função do primero invarianle do l ~n::::or de lensões I , 
1 

do 

segundo i nvar i anle do t ensor desvi ador de LensL-:i.:s J e do 
2 

~ngul o de similaridade de Lode e . ws L e modo , t e !II -SL'? 

d F ô F a I a F ô --/J a F a v 
{a)T J. 2 = ::: + - -- + (2 . 3. 5. 2) 

il(o) o I oCo) a .y-:; ô(o) cJ e oC o) 
1 2 

para 

g.y; J 
3 Tl rr 

com -senC38) ::: < e < 
C2 . 3. 5. 3) 

2 CJ ) :J /2 6 6 
2 

o n de J é o Le r cei r o i nvar L: .. nt. e do Le 11SOr d&svi ado r d..? l ens:f~.;:,s: . .. 
Te m-se , ai nda que , 
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à e .y; 1 a J 3 1 a 
3 3 

= -- - -
à { o) 2 cos C 30) [ CJ ) :J / 2 c'J{o) CJ ) J / 2 

y;] 
â( o) 

2 

2 2 

(2. 3 . 5 . tl) 

SubsLiLuindo esLa equaçã o na C2.3.5.2) e oper ando 

algebr.icam~nLe, obLóm-se 

à F ôF' ôl ô F õ.Y-; 
1 __ 2 

= + 
a< o} ar ê{a} a -v-; a< o} 

2 

3 1 i-; 
3 2 -- --

CJ )3 a< a} 
2 

ar- ar-
= 

iJ{o) 

aP 

i:J() 2cos38 

éJ F âi 
1 = 

(){ o) à{ a} 

dJ + __ 3 

ô{o) 
[ - i:JF 

a e 

1 

] 

1 

2 

... 

à I 
1 

+ 
ô{a) 

iJJ __ 3 

C J) 3 /
2 

à{ o} 

2cosC38) 

+ 
ôF 

a e 

i:J F 

ô F 

a e 

+ 

.y;- [ 2 cos38 

ai-; 
__ 2 

à{ a) 

2co-:;C38) 

1 aJ 
::1 --

CJ ) 3 / 2â{o) 
2 

J 
_3_ 

C J ) 3 
d {o) 

2 

i:JF' 1 3 i3J 

dO 

__ 3 

cos 3t1 2 J :1/
2 

2 

(2. 3 . 5 . 5) 

Usando a r el aç!io C2. 3 . 5. 3) , p o de-s e e s c r e ver 

a F ôi [ :;J ai-; [ à F o F t..ag 38 ] iJJ d F 
1 2 3 = + - - + + - X 

iJ{a} a< a) ô{a) i-; a8 c i-; ) a{ a) ()8 
2 2 

.y; ] rr n 
X com < e <-- C2 . 3 . 5 . 6) 

2cosC38) CJ )a/ 2 6 6 
2 

P ode-s e expressar C2. 3 . 5. 6) d a segui nt.. e forma 

-· _ _ ______ ._.wa.RlA 



; 

' I 

ond(:;. 

c 
l 

G 

{o) 

a F' 

à{ a} 

à F 
-
ar 

1 

= { <Y 
X 

= {a) T -- C 
1 

c ôF 
2 -

dy; 
2 

ôi 
<a )T 1 

= -
1 ao 

{a ) T + C 
1 ~ 

à F l;:.,.c;.{ 38) c 
a 

a a .y; 
2 

a.Y~ 
<a )T 2 = --

2 
Ô<Y 

= 

'I' 
{ a ) 

"' 

dF 

2 2 

c 2 . 3 . ::i. 7) 

-la 

éle 2co sC 3éi) CJ ) :J / Z 

2 

âJ 
<a }T 3 = 

3 
d <Y 

No caso parlicular d~ eslado plano de lonsõ~s . l~m-s~ 

<Y 
y 

T = o +o ~ {a ) = { 1 
X y 1 

1 o ) 

(2.3. 5.8) 

A mal r i z assoei ada ao tensor desvi ador· { s) l.o-m na sua 

diagonal principal as componen~es 

s = C 2a - o ) /3 s = C2o <Y )/3 s = - c <Y + Ç/ )/3 
X X y y y X :;: X y 

e assim 

J (s 
2 2 2)/2 2 :: + s + 5 + T * 2 X y z xy 

1 

* {a .,_T = Cs ,s ,2T ) ~ 

2 2-l:; X y xy 
c 2. 3. 5. Q ) 

2 

J = del{s) = s Cs s - T 2) .... 
3 -::: X y xy 

J a I 
{a )T Cs -2T ) 

2 1 
~ = 5 ' s , + ---

a ::: y X xy 
3 êJ C/ 

(2 . 3 . 5 . 10) 

Trabalh,;..ndo c.:.da func;âo d o 

s ó ó necessário d&finir as consLanL~s C , 
J. 

c 0 
2 

C para d~l.ermina• o valor de fluxo plástico. a 

2.3.6 - Cálculo da matriz [Hl 

P,;..ra soluções pelo esqu..,.m.;;.. comple~amerd ... e i ruplicilo ou 

semi -i mpli c i lo Clr::..pezoidal) da 

necessita-se conhecer a matriz [~ J. 
n 

i ncr~munlo no L0mpo, 

Esla pode ser uxpressa em 



2 3 

t-ermos da m .... L r i z [H J , conforme C 2 . 3 . 1. 5) da s&gul nl...: for 111a 
n 

[C J = e àL [H J C2. 3. 6.1) 
n n 

A matriz [H J d e ve ser expli ciLamenle d e t-erminada , p a ra cada 
n 

função de plasLificação , adotada par<>. o compor· Lamenlo do 

ma terial. 

Das e quações (2 . 1. 5) e c 2. 3. 1. 3 ). suprimindo , 

momentaneamente , os simbol os < > e o sub-indices n , Lem-se : 

ô(c ) o(a)T d(<f>) 
[H) = ____ vp = y C ~ + {a) {a) T) C2. 3. 6. 2) 

ô(o) iJ(o) d F 

Da equação (2.3. 5 .7) , pode-se escrever 

(a) 'l' = 

ô{a) T 

... = 
iJ(o) 

+ c 
1 

ô{a } T 
1 

a< o> 

Expressando 

ôC 
__ L = c 
ô<o> 

u 

c <a) T + c 
1 

iJC 
i 

ô{o} 

+ c 
2 

1 2 

{a }'t + 
.1 

a<a > T _ _ 2 

iJ(o} 

{a) T + c {a} T ... 
2 

iJC 
2 ---

à { o) 

+ c 
"' 

a 

{a )T 
2 

oCa >T 
_ _ 3 

ô<o> 

!) 

+ 

{a} T 
3 

ôC 
3 {aT) ---

à{ o) 
3 

C2 . 3 . 6. 3) 

p ara i.=l , 2 , 3 

C2.3. 6. 4) 

e fazendo para C. o mG>smo desenvolvJmenL o feilo p.:lra F na soção 
\ 

2.3.5 , t.em-se que 

c = 
Í. J. 

ôC 

ôC 
_i. 

ar 
J. 

__ L 

a e 2 cosC38)J
3

'
2 

2 

r:: i medi alo que 

o{ a }T 
1 -- -

i)( c;} 
= 

c = 
Í. 2 

a2
I 

_ __ 1 

ô{o} 
2 

= 

iJC 
i. 

iJC . L:.:..gC 3EO 
\ ___ _ 

C2. 3. 6. 5) 

o (2. 3. 6. 6) 



-· 

2 4 

Analogarnent..e , t..em-se que 

õ{a ) T 1 1 ___ 2_ 
{ a) T 

C2.3.6.7) 
= CM ) {a) 

ô(o) 2-l-; o i 

2 
y-; 

2 

2 2 

o nde 

[ 2/3 -1/3 o ] CM ) = - 1~3 2/3 o 
0 1 o 2 

C2. 3. 6. 8) 

Da mesma forma, t..em-se que 

õ{a ) T 
__ u_ 2 

[ 

s -1/3~sx +sy) 

Si:élrica Y 

T ] 
xy 

S :x~ = 
y 

( M l 
0:-l 

= 
ô{o) 3 

X 

C2.3.6.9) 

Logo : 

ô{a)T 

= C <a ><a ) T + C {a ){a) T + C {a ){a )T +C {a ){a ) T + 

ô{o) 11 1 1 12 2 1 13 3 1 21 1 2 

1 1 
+ C {a ){a )T+-- ( M J- {a){a)T+( M J 

33 a 3 2 -1-; 
2 

o t 2 2 02 

[ HJ = y C <.P à{ a) T / ô{ o) + d~/dF' {a){a) T) = 

= [il' CC {a){a)T + 
11 1 1 

T C {a ){a) 
12 2 1 

-t· 
T C {a ){a) 

1a n 1 

+C {a){a)T +C {a){a)T +C (a){a) 1
. +C {a){a)T+ 

21 1 2 22 2 2 2:1 3 2 3 1 1 3 

+ 

+C {a){a)T +C {a){a)T T 
{a ){a ) + 

2 2 
C /C2Y:; )x 

32 2 3 33 3 3 2 2 

X ( M ) + C ( M ) ) + d<l> / dr C C 2 
{a ) { a ) T + C C {a ) { a ) T + 

01 3 02 1 1 i 1 2 i 2 

+ C C {a ) {a ) T + C C {a ) {a ) ,. + C 2 
{a ) {a ) T + C C {a ) (a } T + 

13 i a 212 i 2 2 2 Z:J a 2 
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Chamando CM ) <a . } 
T 

oblém-se = <a .} • 
~j \. J 

(H) = y { ~ c / ( 2 -l; ) C M )+ ~ c CM ]+ c~ c + d~/dF CT) ( M ) + 
2 2 01 3 02 u 1 1 1 

+ ( ~CC c /-.;-:; ) + dili/dF c2 )[M ] + (if? c + d4.>/dF C2
) ( M ) + 

22 2 2 2 2 2 33 '-' 3::1 

+ c ~ c + d~/dF c c) CM ] + c ~ c + d~/dF' c c ) [M ] + 
2 1 1 2 1 2 12 1 2 21 

'I 

+ c ~ c + d41/dF c c) CM ) + c <I! c + d~/dF c c) CM ) + 
3 1 1 3 13 13 1 3 '-11 

+ c ~ c + d!R/dF c c) CM ] + c ~ c + dif!/dF c c) CM ] } 23 a 2 32 32 3 2 2 3 

Como verifica - se qu\3 

CC = (c .. ) 
i.j Jl 

reagrupando-se , conv~nienlemen~e. e chamando 

[M J = CM ) + [M J 
lj lj ji. 

quando i.~ j e r est.abel econdo-se o si mbol o < > fica -se com 

CHJ = r{<~>C /C2-y-:; )[M l+< \f!> C (M l+C<if!.>C +d(itô)/dF C:.!)[M J + 
2 2 0 1 3 02 1i 1 1 1 

+ C< if!) C C - C /y-:; ) +d< <p) /dF C2 J C M l +C< 1'> C +d< g;) /dF C2
) C M J + 

2 2 2 2 2 22 33 3 3 3 

+ C<~> C + d< ~> /dF C C ) C M J + C<~> C + d< ~> /dF C C ) C M J + 
12 1 2 1 2 1 3 1 3 1 3 

+ C < if! > C + d< ~ > / dF C C ) C M J } 
23 2 3 23 

onde 

1 1 o 2 
s s s 2!i T 

X X y X xy 

CM ) 1 o CM ) 
2 2s = = s T 

11 22 y y xy 

Simét-rica o Simélrica 4·T 
2 

x y 

[ '" m lfl. 

l .1. 1 12 ta 

CM ) = m. rn 
3a 22 23 

.si mét.r i c a m. 
!.19 
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sendo m =s s +2/3s s J +J
2 / 9 

:! 2 
m =s s s +J / 3s C s +s ) +J / 9 

12 X y Z 2 :Z X Y 2 

e 

11 v z v z 2 2 

m =-2s s 2
T -2s T J /3 

1 3 V Z XV Z XV 2 

m. =-2s S
2

T -2s T J /3 
za x z xy z xy 2 

s 
)( 

(M ) 1 
12 = 

m. = s
2 !./ + 2/3 s s J + 1

2
/9 

22 X :Z X Z 2 2 

m. = 4::/T
2 

3l:l z xy 

Cs +s )/2 
X y 

s 
y 

T 
x y 

T 
xy 

Simé-trica o 

[ M ) 
13 

= 
[ 

2s s + 21 /3 
y z 2 

Si méLr i ca 

1 
[M ) = 

2;J 2-Y-:; 
2 
[ 

s Cs +s )+2 1 /3 - 2s T 
Z X y 2 z xy 

2s s +2 1 /3 -2s T 
X Z 2 z xy 

o 

n n n 

l 1 1 J :l 1 !1 

n n 
22 23 

SiméLri ca n 
3 3 

n = 2s s s +2/3 s J n = s C s 
2 

+ s 
2

) + J / 3 C s + s ) 
11 X y Z X 2 12 Z X y 2 X y 

n = 2 s s s +2/3 s J 
22 )( y z y 2 

n = 2T s (s -s )+2T J /3 
1 3 xy z y x xy 2 

n = 2T s Cs -s )+2T J /3 n = -8s ·1 
:l 

23 xy z x y xy 2 33 z xy 

2 .4- Mo d e lo d e camadas s u perpostas 

O modelo r eol ógico , correspondonte ao compor tame nto 

viscoelastoplástico descrito no item 2.1 é compos t o por uma 

mola em série com um eleme nto for Jn:>.do por urn a mo rtecedor 

visC0$ 0 em paral e lo com um e leme nto d e atrito Cs l i der). O 

c omportamen to real de vários mat e riais , enLre e les « d o 

concreto , não pode ser repres ent a do por es t e mode l o 

visco~lastoplástico simplos . 

obtida 

Uma r es pos ta do m~torial , . m:lis elabo rado.pode ser 

pelo método das cama das superpos tas, conforme PAI'-IDE. 

OWEN & ZIENKIEWICZ [59) , no qual o sólido o.n~lisado ó supos to 

como sendo composto por v.ir i as camadas , cada uma d .::.. s qua i s 
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apresentando a mesma deformaçã o. O campo de tensões lota i s é 

obtido pela soma das conLribuiçõos d e c ada camada . 

Me di ante a i nLrodução de um número conve ni e nL e de 

camadas superpostas, e atribuindo diferentes c a 1· acterisLicas 

materiais a cada uma, pode-se r e produzi r o compor Lame nLo 

experimental de muitos materiais reai s. 

No caso mais geral, o modelo reológico é for1~do por 

um conjunto de el emenLos Li po Maxwell genGW ali zado ern p a r al elo. 

Tem-se como pa_râmeLros as espessuras das camadas, os módulos de 

elasticidade das molas E , as constantes dos amortecedores y e 

a• tensões de escoamento, na qual começam a atuar os elementos 

de atrito. A dificuldade fundamental esL~ na determinação dos 

parâmetros para ajustar o modelo ao comportamento expe rime ntal 

do material. 

Par a o concreto, aplicar -se-á o modelo das cama das 

superpostas para represe ntar o comportamento viscoelástico com 

envelhecimento. conforme será descrito no item 5 . 2 

f'\. " [\. " 1'-. ' 1"'. " 

' - , ...._, 
'--" 

FIGURA 2 . 4.1 -Modelo de camada s s uperpos tas 

Na FIGURA 2.4 . 1, ilustra-se esquema ticamente a 

situação de um modelo da camadas superpostas em duas dime n s ões. 

Cada camada pode ter· uma espess ur-a dife rEtnLe o um 
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comporlarnenLo m.:.. Ler ial Lamb~m diferent e . Como os nós em Lod~s 

as can~das c oi ncidem, e m cad a uma delas Lem-se a mes ma 

deformação. I s to res ulta e m um campo d e Lensó0s o . diferen L0 
J 

em cada camada. A conLribuição de cada camada para o campo de 

tensões LoL al o , conf o rme sua e s pessur a e , é d ada por 
J 

{o)= !... 
e 

k 

j = 1 

L {o ) e . 
J J 

C2. tl.l) 

onde k é o núme ro d e camadas do modelo e 

~oLal do elemen~o dada por 

e é a espes s u ra 

k 

e = L e 
J 

(2. 4. 2) 

j = 1 

A equação do equilibr io , dada pela 

C2.3.3.1), fica da segui nte forma para u m e leme nLo com k 

camadas 

k e . 
f 6{l:.e }T L { l:.o ) _J dV = n n J e v j = 1 

= f 6{l:.u )T { l:.b ) dV + f 6{l:.u)T {1:./ ) dS (2. 4. 3) 
v n n 

5 
n n 

Trab.:..lpando d e f o rma análoga à empregada n~ seç:io 

2 .3.3 e levando em conta que a Lensão e m cada camada é dada por 

{D.o) = (0 ) . ((8 ] {l:.u ) <C c ) ) . .D.l ) 
n J n J n n vp n J n 

C2. 4. 4) 

chega-se a 

k e 
"' c L f _j (8 ]T CD (8 ) dV) {hu } = 

j = 1 vi e n n j n n 

k e 
"' = L 

_j 
f (8 )T ( D l . {(c ) ) /:;.\, dV + 

a vi n n J vp n j n 
J=1 

+ f (NJT { l:.b ) dV + f ( NJ T {l:.j ) d5 
vi. n si. n 

C2. 4. 5) 

As sim, a matriz de rigidez de cada el eme nto será a 

soma da contribuição de cada camada , isto é 

( K l = n 

k 

E 
j :: 1 

e . 
_J 

e f . 
v\. 

"' (8 )T CD . (8 
n n J n 

dV (2 . 4. 6) 

onda (D l . é a matriz (0 l calcul a da para cada c .:.Lm.::.d.::.. 
n J n 
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A maLriz (D J . será diferenL e para 
n J 

c.::1da cam.::1da 

dependendo de suas propriedad~s maLeri a~ s. O proce-sso d..:t 

solução, enLão , é idênLico ao descriLo n as seções a nLe riores . 

As daformaçé:Ses e t..enséSes sor!Io cal cul.::~.d..;..s par.:.. cad.l c::J.m~da 

separadarnenLe. E bom observ~ r que, embora as d o f o rmações 

viscoplásLicas em cada camada possam ser diforenLes , devido aos 

diferenLes valores das Lensões de escoamenlo, a defor maç!io 

~o~al deve ser a mesma. 

2.5 -Esque mas de inlegração no Lempo 

OWEN & HINTON, Rm [58), afirmam que a solução pelo 

méLodo · implicilo, aumenla o Lempo de compu L ação e rn 

aproxi madamen~e qualro ou cinco vezes, em compar::..ção com o 

procedimenLo explicilo, para o mesmo faLor de Lol e ráncia da 

solução -~ou comprirnenLo do passo de lempo). EsLe cusLo 

adicional, pode ser compensado por o maior comprimenLo do passo 

de tempo, permi Lido pelo mél o do i rnplici lo, poi s esle é 

incondicionalmen~e eslável. Deve-se observar que um .:~.cresci rno 

no comprimento do p.J.SSO do Lülnpo, al~m d os 1 i miL ~s 

recomendados, r esulla na deLerioração da precisão d a soluç~o. 

empr egada 

i mplici ~o 

adiei ona.l 

vantajoso. 

Quando uma apr oximação de rigidez vari à vvl deve ser 

por quaisquer razões, a solução pelo esquema 

impõe pequeno ou nenhum esforço compu Laci anal 

e es te procedirnenLo lorn::..-se parLicular111enll? 

EsLa siLuação é enconlr ada na mode lagem do 

comporlamenlo do concrelo , onde as propriedad0s do maLerial s~o 

depende ntes do Lempo. 

Para a solução de problemas c.:tlasloplàst..icos , corno no 
' es~udo do compor~amenLo de peças de concret..o sob cargas d e 

curla duração, a~ravés do uso de um algoriLmo 

viscoelaslopláslicos, Lan~o o esque ma implici Lo como o 

explicito, conduzem à solução do eslado &sláv~l d~.? for ma 

preci sa. 
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2.6 - Seleção do comprimento do p asso de tempo 

Conforme OWEN & HI NTON [58) , pode-se demons lr- a r- qu.:: o 

esquema de integração no tempo é i ncondicional me nl e es t ável 

p a ra valores d e e ~ 0 , 5 . Isto implica qu.:: o slslem::.. d e 

integração no tempo é nume ric a me nte estável, mas não dá 

g a rantia da exatidão da solução p a ra qualque r e t apa . Na 

prática, me smo para v a lores d e e 2: 0,5, devem-se escol h e r 

limites para o comprimento do passo de t e mpo , a Cim de obter 

uma solução válida. 

Para e < 0,5, o procc:sso de inlegr açãn é somente 

condicionalmente estável e devem-se estab e l ecer regras para a 

escolha do comprimento do .passo d e tempo. 

Podem-se empregar esque mas nos quais o compri me nto d o 

passo de tempo é constante ou variável em cada inte rvalo de 

tempo. No esquema variável, a magnitude do p asso d e tempo é 

controlada por um falar T, que é limitado pelo incremento de 

deformação viscopláslica efetiva máxima 

da deformação efetiva total 
-n 
c ' lal que 

-n 
6..!: , corno uma fr aç :io 

vp 

-n 
I::. e 

vp 
( {cn} { ~ n } ) 1/2 6. L :S T (2. 6 .1) 

i.j vp i.j vp n 

Para eleme ntos isoparamélricos, todas a s d efor mações 

são calculadas nos pontos de integração de Gauss. Portanto, 

.t..t pode ser d e t e rminado para satisfazer a equa.ção ( 2.6.1) e m 
n 

cada ponto, tomando-se o valor minimo para a análise. P.J. r· a os 

valores de T, OWEN afirma que para esque ma s explicitas obtém- s e 

resultados exalas para 0,01< T <0,15. Já para esqu e mas 

implicitos , até para valores de T maiores do que 10, tem-se 

estabilidade, ainda que com prejuizo na precisão. 

Outro limite útil pode s er imposto, quando se usa o 

esquema de passo d~ tempo variável . O compr imento variável do 

passo de tempo entre dpis intervalos d eve ser limitado por 

t:.L :S k bt C2. 6. 2) 
n+.t n 

onda R é uma conslanlo especificada. OWEN sugere qu~ o valor 

k = 1.5 é apropriado, embora não apresente um critério fixo 

para esta escolha. 
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Os valores limit&s do p::..sso dv l0-mpo inicLü sao 

basicame nte empiricos . 

Restr i çê5es teóricas sobre o comprimento do passo do 

tempo foram apr13se nLad.as por CORMEAU ( 30J 

especificas da regra de fluxo v.i scoplásLico e para 

procedimenLos de inLegração e xpliciLos . Obtém-se expressões 

simples para os sólidos de Tresca, Von Mises e Mohr -Coulomb. 

Para os modelos empl'egados nesLe tr·abalho, isLo não ocon·e. 

2.7 - Estudo da convergência 

A obtenção das condições de estado esLável , que 

permite a resolução de problemas elastoplásticos, pode ser 

controlada por um somatório vinculado a taxa de deformação 

viscopláslica para Lodos os pontos de integração da esLruLura. 

No esLado estável, esla quantidade torna-se nula. 

O grau de fluxo viscoplásLico tolal é melhor 

controlado pelo cálculo da Laxa de d e f o rmação viscopl~stica 

efeliva Lolal c , em Lodos os ponlos de Gauss , por 
vp 

c 
vp 

= 1"2/3 [ { c . . > 
lJ vp 

{ c . . > ] 1/:l 

lJ vp 
(2.7 .1) 

Alcançam-se as condições de estado esL~vel . no fim do 

passo n , quando 

9 
100 c .6l 

n+1 E 
k=l 

9 
E c 

k=l 

cl ) ) 
vp k 

TOLER (2.7 . 2) 

onde 9 é o número de ponlos de integração de Gauss e TOLER um 

valor de tolerância para a convergência . 
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CAPITULO 3 

ELEMENTOS FINITOS EMPf~EGADOS PARA 

O CONCRETO E A ARMADURA 

3 .1 - El e me nlos finitos par a o conc r e to 

Para mode lar o concreto são u tilizados elementos 

quadrangulares i sopar amélr i c os da f arni 1 i a Ser .:ndi pi ty, linear o u 

quadrá li co. Esles possuem 4 & 8 nós, respecti v a me nle , com 2 

graus de libe rdade em cada nó, n a direção dos ei xos do sisle rna 

global de coordenadas CFIGURA 3.1.1). 

Para o elemento linear, o campo de d eslocame ntos 

possui variação linear e os de lensões e deform~ções são 

conslanles ao 1 ongo dos l ados do elemento. P.-:..ra o elemento 

quadrático, o campo d e desloca me ntos possui v ariação quadr ática 

e os de Lensões e deformações variações linear es . 

As funções de interpolação , Lendo como variáveis 

independentes as coordenadas n aturai s C(, r]) e nós numerados 

conforme a FIGURA 3.1 .1, são apresentadas por ZIENKIEWICZ [66) 

como : 

a) Caso do elemento linear: 

N . = 1 /4 C 1 + ( ) C 1 + TJ ) 
\. o o 

onde e = < o <. 
\. 

TI = o 

coordenadas do nó em consideração. 

b) Caso do eleme nto quadrático: 

para os nós d e canlo 

~= 1,2,3,4 C3.1.1 ) 

e ce.. 
l 

r epr esentam as 

N = 1 /4C 1 + 1: ) C 1 + TJ ) C ( + TJ - 1 ) 
\. o o o o 

~= 1, 3 , 5 , 7 C3.1. 2) 

3 2 
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- para os nós d e meio de lado 

c = o N = 1/2 c 1 - <2 ) c 1 + no 
) 

\. L c 3. 1. 3 ) 

n. 
\. 

= o N 1/2 = L 
c 1 (o ) c 1 

:..! 
) + - n 

Trabalhando com el e mentos i sopar an~tr i cos , p ode- s e 

u s ar a seguinLe repr e sentação para as coorde na d a s x e y d e ntr o 

do elemento 

[ o N . 
\. 

N . 
\. 

o ] { :: } ( 3 . 1 . 4) 

na qual N s ão as funçêSes de forma empregadas n a r epr ~sent ação 

dos deslocamentos; x . , y . são as coorde nadas representação dos 
\. \. 

d e s l ocamenLos; x . , Y. são as coordenadas nadais do e l e me nl o ; k é 
\. \. 

o número de nós do el e mento. 

Pode-~e ava liar a matriz jacobiana c omo 

( J) = 
à x 

ày k à N k ô N 

E 
__ L 

X . E 
_ _ L 

Y. à( à e \. ô ( \. 
~ :: 1 L =- 1 

= ôy k à N. k à N 
-- E 

__ l 

E 
\. 

àn ô X . ô n Y. 
n l l 

~= 1 L = 1 

ÔX 

( 3 . 1 . 5) 

4 3 7 6 5 

n - 1 
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Da equação C 2. 3. 3 . 7) , te1u-se quo a m.::t L. r· i :t dv r i gi dv~ do 

elemento de concreto é dada por 

( K ) = f [ B ) T ( D ) ( B ) dV c 3. 1. 6) 
c v 

o nde [ B é obtida no caso d e es t-ado plano de l e n sêSes das 

relaç ões (2. 2.2. 1) , (2.2.2.2) 

(2 . 3. 2. 4). 

e (2.2.2.3) , e CO ) d~ equação 

A matri z d e rigidez da equação C2.3 . 3 . 7) é deL.erminada 

numeri camente at-ravés de 

N N 

C K J 
c = E 

~ = 1 j = 1 

T E c B . . J 
~ J 

(0 (8 
i. j 

w . 
~ 

w . 
J 

e .. det J 
~J 

(3. 1. ?) 

onde N = núme ro de pont.os 

el emento plano. 

de i nt-egra.ção em cada di t'eção do 

( B .. J 
~J 

= matriz CBJ aplicada ao ponto de integração com 

coordenadas natur ais Cf. . n). 
~ J 

w. , w . = fator es d e peso 
~ J 

G . . = espessura no ponto de .i.nlegraç!:io 
\.j 

del J = dete rmi n ante da matriz j aco b iana do el e menL.o 

As coordenadas nat.urais dos pontos de integr~ção e os 

fat.ores de p eso podem ser e ncontrados n as refer ências ( 3 ], ( 66 ). 

3 . 2 - Os e l e mento s fi n itos par a a armadu ra 

Existem basicament e t.r és formas de incluir a. armadura 

de aço em um modelo de element os finitos para estruturas de 

concret.o a rmado : 

a) Mo d e l o dist r ibuí do e m qLte cons idera-se o a ço 

distribuido uniformemente no elemenlu d e concreto . Admi t~>:> -se 

ader ê ncia perfeita ent re aço o e o concreto. E um model o 

conveniente par a sit.ua çôes e m que a armadura é composta por uma 

série de bar r as pouco espaçadas. Por o utro 1 .::tdo, qu.:.ndo ~s 

barras estão col ocadas d e forma espaçada , os modelos inc orporado 

e discreto t ornarn-s.;, mais ofet-i vo~: . 

b) Model o incor p q rad o, onde a geomet-ria das armaduras 
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é consiste nt e com a g e ome lri a do e:l eme•nt.o i sop<:lrau,~Lrico E:rn que 

se e ncont.r· a di spos t a. I s Lo r esulla em u m ú r1i co campo d <.) 

d es locame ntos n o dominio do elem&nto , com u ma r elaçao 

con s titutiva obtida pel a soma das matri z es d~ rigid~z do aço e 

do c oncr e t o . Dêsta f orma , as barras de a r· madur a n 3.o necessitam 

est a r distribuidas uni forme me n te. A localização e direção das 

barras de arma dur a p o d e m ser arbitrárias . Admit e -se . lambérn , 

que exista ade r ê n c ia p e rfeiLa e ntr e o a ço e o concrelo . 

c) Modelo discreto, é r ealizado com um el emen Lo 

uni dimensional de bar r a, 'lua se i ntegra à m.:ü ha de e l ernon los 

.f i nitos bidi men s i o n a is, utili zada par a a r epresentação do 

c oncreto. Apesar da si mpl i cidade d e s lo con coi Lo , o modelo 

d i s creto tem a d esvanta g e m de q u e a 

fica restringida pela loca li zaç ão 

CHAJ-IG-TANI GNCHU - CHEN [ 22) , o mo d e lo 

mal ha de el e menLos f i ni los 

da a rmadur a . Con f o r· rne 

discreto é nume rica me nt e 

me nos ef'etivo que o modelo .incor por a do. 

No presente es tud o, opl o u -se p elo modelo incorporado 

para repres entar a arma dura. 

3 . 2.1 -Modelo incorporado 

No mode lo i~corporado , a b a rra d e a ço é con s ide r ada 

como uma linha d e ntr_o do elemento d!Õl c oncreto , de maneira que 

seu s deslocamentos s e jam c o rnpaLi vei s c om os desl ocamenLos d o 

e l e mento d e con c r e to que a ci r cun da. 

Nes ta a proximação n ão hà limitação p a r a repr esent a r a 

localização ou di ~tribuição de a rma dura de aço. 

A c ontribuição da a rmadura, a r i g i dez de cad a 

e l e mento, pode ser avaliada indepen dentem•·n te para cada. b a rr a de 

;;,.ço. A ma triz d e rigide z pode ser obti da u sando o p rincípio 

dos trabalhos virtuais com a s segu i n tes hi pót eses: 

1) As barras d e a ço contribue m 

1 ongi ludi nal. 

para a ri g i dez só no s:enli do 

2 ) As barras são r a las, e s u a seç.:lo longi tudinal 

constante. 

t e m seçao 
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A expressão final da m::.t L r i z do r i gl dez do ~::1 e JHt?n Lo ~ 
'1' 

na qual [KsJ = EsAs f(8
5
)(8s)ds onde [ K J = [ K ] 

c 
+ [ K J 

s 
[ 22). 

[KJ , [K J e [K ] s ão as ma Lrizes de r igidez do concroLo é.i i-mado , 
c s 

concr eLo e aço respectivamenLe~ A • s 
módulo de elasticidade 1 ongi Ludi nal 

a area da armadura 

e ( B ) , o veLor 
s 

relação deforma ção-de s locame nto nodal p;..r'='. a armadur ~. 

E seu 
s 

que dt.. a 

FIGURA 3 . 2. 1 - El emento d e a,- m:J.dur a no modelo i ncor por .:.do 

3 . 2 . 2 - Funções de forma para o s e leme ntos finilos 

Conside ram-se element..os finiLos unidimensionais 

1 i neares o u quadrát..icos, que possuem 2 ou 3 nós , 

respect..ivame nt..e, com 2 graus d e liberdade em cada nó, na dir e ção 

dos eixos d o sist..ema global de coordenadas . 

O elemento pode ler uma posição arbitr á ri a no interi or 

do elament..o de conc ret..o. 

enLre o concret..o e o a ço, 

arbit..rária da armadura · sem 

A hipót.. ese de ader óncia perfe i t..a 

t..orna possi v.:.l uma di~posiç:Io 

i ncógni Las que se int..r oduz arn 
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adicionais no sisLema de equações de equilibri o . Para isLo , os 

deslocamentos nos pont.os nodais do elernonLo de a rmad uca devem 

ser expressos em função dos deslocam&nLos n odais dos elemenLos 

de concreLo cocrespondentes. 

As funções de interpolação e suas dorivadas , conforme 

a ordem dos nós da FIGURA 3.2.2.1, podem ser escritas em função 

da coordenada naLural )t da forma 

a) Caso do elemento linear: 
1 :- )t à H 1 

H C~) :1 = -+ = 1 
2 à )t 2 (3.2.2.1) 

1 + ~ à H 1 
H (~) 2 = .... = 2 

2 à )t 2 

b) caso do elernenLo quadrático: 
2 

~ ~ à H 1 
H c~) = .... 

___ 1 

= ~ -
:1 

2 à u 2 

à H 
(3. 2. 2. 2) H C~) 1 

2 ___ 2 
2 = - ~ .... = - u 

2 
à u 

2 
~ + ~ à H 1 

H C~) 
;j = = )t + 

3 
2 à u 2 

FIGURA 3.2.2.1.- Elemento unidimensi onal (armadura) no inLerior 

do seu rospecLivo alernenLo plano Cconcr·eLo) 
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3.2. 3 - Malrlz da rigidez para os elcu&Dn l os d t: aruwdura 

A rnalriz de rigidez de um elemenl o d12 concrc;Lo armado 

é obtida p ela a diçã o de duas matrizes de rigidez d e mes ma 

dimensão , uma corr e•s ponde nL.e à armadura e oulra corro..::spondo.:::nLe 

ao concreto. Eslas rnalri zes são delerminadas em cada elapa , em 

Cunção do eslado de deCormação que o e l e mento apresenla . 

concrelo. 

Seja um elemento de armadura denlro de urn elemento d e 

O deslocamento w n a direção axi a l do elemenlo, em um 

ponlo arbitrário, é d ado por 

w = {.r}T {v} 

onde COSO! 

e {v} T = { v 
X 

sencx } 

v } 
y 

(3 . 2 . 3. 1) 

são as componentes do deslocamento nas direções dos eixos x e y 

do sislema global e, coní'orme a PIGURA 3.2.3. 1, ex é a inclinação 

do e ixo do elemento. 

F'IGURA 3.2.3.1 

y,"U 

1 
y 

~ = -1 

/ 

/ 
/ 

/ 

/ 
/ 

= 

~ 

L 

2 

= 1 

/"' ~ . s,w 

/ 
/ 

/ 
/ 

L / 
/ 

!;i = 2 

-+--------'---~------------------------------------~x.u 
X 

Sistemas de coorde nadas do elemenlo de armadur a 

d~nlro de um elemenlo da concreLo. 

Usando a hipólese de corup:.1L ibilid:.1de do d v5 l ocaml .. .-nlos 

e ntre concr e lo e aço, pode-se expr essar o deslocamento {v} de urn 

ponlo da bar ra, como se fosst:? o de urn ponto do e l erné-nlo d e 
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concret.o , em função dos d esl ocament.os nod.:ü s dest.e t:: l ernent.o. 

Os desl ocament.os podem ser esc r i Lo~ na for ma da 

e quação (2.2.1. 1) como 

{v) = [NJ Cu) (3. 2 . 3 . 2) 

onde {u) é o veLar que cont.ém os d esl ocarnenLos nadais do 

e l e rne nt.o de concr e t.o . 

S ust.it.uindo-se a expressão a nt. e rior e m (3 . 2.3.1 ) , 

L e m-se 

{ w) = {r) T ( 1-J] { u) ( 3 . 2. 3 . 3) 

Expressa-se a deformação axial do segmenLo da barra 

por 

c = 
L 

a w 

a s 

onde s é a coordenada que descreve a barra d e aço . 

A FIGURA (3. 2. 3. 1) most.ra a relação 

coordenada s e a coordenada nat.ural ~ correspond en Le . 

(3 . 2 . 3 . 4) 

ent. r e a 

Sendo L 

o compr iuae nt.o do segmGnLo da barr a dent.r o do element.o de 

concret.o, t e m-se 

1 + ~ 

s = 
2 

L -+ d s = 
L 

2 
d~ 

Assim , pode-se expressar & em funç ão de ~ con~ 
L 

& = 
L 

a w 
= 

a s 

a w 2 

L 

(3. 2. 3. 5) 

C3. 2 . 3. 6) 

De (3.2.3.3), como {r) e {u) são independen Les de -x, 

derivando-se, t.em-se que 

a w a lNJ 2 a [ N J 
= {r) T {u) -+ c = - - --<:r) T {u) (3. 2. 3. 7) 

a ~ ô ~ 
L 

L a ~ 

As .funções de i nLer po l ação do el c..• nae nLo d e concrelo L em 

como variáveis < e n 
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a f N) a r N J d z: à ( N J à n 
[ NJ == [ NC E; • r))) ..... = + c 3 . 2 . 3 . 8) 

i) 'X iJ < i) 'X iJ n i) ')( 

Par a calcul a r 
a < e 

a n po de-se e xpr essa r 

a 'X i) ')( 

< = {H} T<< > e n = <H>'l'<n> (3.2. 3.9) 

s endo {H) T = CH • H , .... . . , H ) um ve t o r d e m c ompo n e ntes o n de 
~ 2 m 

m é o núme r o de n ós d o e l e menlo d e armadura q ue con tém as 

funções 
- T 

e <e> = C{ 

vaLores 
~ 

do 

.. 
m 

inLerpo lação 

< ) 
m 

compone n tes, 

do 
- T 

e l t.m.::.nto 

que 

= cn1 ,n2 

contê rn 

' . . 
a s 

no r mal i zadas < . , n. dos n ós do eleme nto d e arma dura. 
J J 

de 

. . n ) doi s 
10 

coordenadâs 

Derivando as Eqs. (3 . 2. 3 . 9 ) e m r elação a 

obLém-se 

e 

Ôr) 

= ( 

= ( 
'I' 

a{H) J 
a ')( 

que pode-se escreve r como 

e = {8 ) {u) 
L S 

onde 

2 [ ô[ NJ 
{8 )=- {r)T -- ( 

s L O< 
à[H) )T 

{() + 
Ô'Jt 

ô(N) 

Ô TJ 

( 3 . 2 . 3 . 10) 

C3.2. 3 .11) 

(3 . 2. 3. 1 2) 

( 3. 2. 3 . 13) 

c 3. 2. 3 . 14.) 

é um v e tor que r elac iona a s deformações no e l e rn&nLo d 0 barr a c olll 

os deslocame ntos n o dais d o eleme nto d e conc r e t o. 
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Pode-se esc rever que 

6'U = fC6e )Ta dV 
V L L 

= 'I' fCfC6e ) a ds)dA 
L L 

A L 

= A f 
s 

L 

onde 6?.1 é o trabalho virlual inlerno na armadura , 

seção e a, 
L 

e 
L 

a lensão e d~rormação long iLudinal 

De C3. 2. 3. 13) 6eT 
L 

= Ó{"U}T{8 }T 
s 

Também a = E c = E {8 }{u} 
L S L S S 

4 I 

T 
C 6t.~ ) a 

L L 
ds 

A 
s 

C3 . 2. 3. 15) 

a .ir ea da 

na ::..rmadu ra . 

(3. 2. 3. 16) 

c 3. 2. 3. 1 7) o 

Subsliluindo C3. 2. 3.16) e (3. 2. 3.17) em C3. 2. 3.15) . 

oblém-se que 

(3 . 2. 3.18) 

pelo que a malriz de rigidez para a r e presentação incorporada. 

pode ser expressa como 

[K ) = E A f {8 )T {8 } eis (3. 2. 3 . 19) 
s s s s s 

L 

1 + }( 

Da relação (3. 2. 5) enLre s e }( : s = L 
2 

lem-se que ;c = 2s/L - 1, e fazendo esLa mudança de var·iávei s em 

em C3.2.3.1Q) chega-se a 

[ K l 
s = E 

s A k 
s 2 

1 

f {8 }T <8} d;c 
s s 

-1 

(3 . 2. 3. 20) 

A inlegraçao da equação C3 . 2. 3 . 2 0) é realiza da 

numericamenLe, de forn~ semelhanLe a uLilizada nos elemonlos d~ 

concreto. A diferença agora , é que a inlegração é feil a em uma 

direção , usando-~e as me~mas coordonadas e CaLor es d e peso 

aplicados anLeriorme nLe . 

Deve-se observar que a dimensão da ma L r i z de r i gi dez 

é a me sma que a do elemenlo de concreLo, no inLerior do qu~l o 

elerne nLo de barra enconLra-se di sposlo. A maLriz d e rigidez do 

elernenLo de concreLo armado res ulla, enLão , da adição, l e rmo a 

ler mo, das malrizes do concreLo e da armadura. 

~ DE ENGENHARIA 
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CAPITULO 4 

MODELOS CONSTITUTIVOS 

PARA O CONCRETO ARMADO 

SUBMETIDO A CARGA$ DE CURTA DURACÃO 

4 . 1 Caractat· istic:as do compot· tall~nlo do con<::rato al' llk'ldo 

Carea 

s ubn~tiuo a caraas de r u1· t a duraç!l'o 

III 

II 
I 

&scoamen.to do a ço 
r;.sm.u.t:an,é·n t.o do cone ru to 

IF t: s~uraçél.o 
I 

I 

~------~---------L------------------------------------------~ 
d &s L o ccun&n.l o 

FIGURA 4. 1. 1 - Dl d.gr ama cargd. - dt-sl oc.:...ak:rü.o Ll pl co 

estados c;;,ract..~risLicos do comport..:..m.:::nLo do 

concr~to armado podt::m ser ilustrados pr:w Ulll di J.91' ::..m~\ 

carga-dt:.slocã.mo:?nt..o Lipico, conforma ã.prt?sc2-nta a FIGURA 4-.1.1. 

Este diagrama pode s&r, por ~xt-mplo , o r~s u1Lado d o 

ensaio de uma vig:... 

St:)r di v i di da gene r· i c anh.:m ta em L. r t:s in l e1' v . .ü os : 

elásLic.::.., com o concreto n:í.o fisSLir<:>.do , uw~ c.:t..ãp.J. d·2 form~ç l..:• uv 
fissuras a uma &L~pa pl~sLica. A resposta n~o lin~~r ~ 
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abertura 
fissura 

causada 

desLocamento paraLeLo 

FIGURA 4.1.2- EngrenamenLo dos agregados 

principalmenLe, por dois ef'eiLos maLeriais: 

43 

a 

fissuração do concreLo e a plasLificação do aço e do concreLo 

cornpr i mi do. 

Ou~ras não linearidades, independenLes do Lempo, 

surgem a par~ir dos elemen~os consLiLu~ivos do concre~o armado 

como o deslizamen~o das barras de aço na maLriz do concreLo , o 

engrenamen~o dos agregados CFIGURA 4.1.2), o ef'eiLo de pino das 

barras de aço C FIGURA 4. 1. 3). Os efeiLos dependen~es do 

~empo, ~ais como a fluência e a r e Lração do concreLo, ~ambém 

con~ribuem para a r esposLa não-linear, mas serão Lra~ados no 

próximo capit.ulo. 

FIGURA 4.1. 3 -· Ef'ei~o de pino da armadura 
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4.2- Modelos constitutivos para o concr0to 

Evidências exparin~nlais indicam que ~ d efor n8ç5o 

não-linear do concre~o é basicame nte de naLureza inelàsli ca e , 

portanlo, o comportamento tensão-deformaç~o pode sep~rar-s~ em 

uma componen~e recuperável e ou~ra irrecuperá vel . A 

componente irrecuperável da deformaçilo pode ser Lratada dcmtr·o 

da ~eoria clássica da plasLicidade ou usando um modelo 

viscoplás~ico dvpvnd.:nLE~ do t""rnpo . Alvm di:::; ~o . a s:oluç.::io 

estável do problema viscoplástico coincide com a solução do 

problema plás~ico . 

Os modelos pl ás ti cos d~o uma b ase adequada par a a 

descrição da deformação inelás ~ica, sem envolver as 

dificuldades dos mode los de fratur a ou da ~eoria endocrónica , e 

necessitam para s ua definição poucos parâmetros ma l t:riais . 

Por esta razão, no presen~e traba lho, usar-se-á, para modelar o 

concreto não fis s urado, um modelo elast..oplàstico com 

andUI·eci me nt..o. Esle modelo serei obtido mediant e a solução 

eslável de urn modelo elaslo-viscoplàslico com endurecin~nlo . 

Em principio , lr::.balhando com pl as Li cidade 

não-associada, podem-se modelar r 29J lodos os f en6m~"?nus 

import..anles observados no concreto. Entretanto , esLa vant ag~m 

é alcançada com uma formulaç 5o muilo mai s complexa , como foi 

indicado ao final do ilem (2.3.2) no presente trabalho, 

oplou-se por um modelo com pl as ticidade associada. 

4.2.1 -Modelo ma~erial para o concreto não flssurado 

O modelo malerial pa1·a o concrelo n ão fissu rado 

envolva a definição das seguintes relações: urna s upo 1· fici e de 

plaslificação, uma superficie de rupt..ura, uma lei para 

delerminar a velocidade da doforrnaç.\lo plás: Lic.:.1 e u1n.::.. r- e•] r.:l dt::t 

endurecimunLo. As relações , que ser ão uLilizadas n as t e 

Lrabalho, s:erão apresenladas a seguir . 
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4. 2 . 1 • 1 Superfície de p l aslificnçâo para o c onc reto não 

fissurado 

Admitindo que o concreto não fissurado é urn uaal.;-rial 

d e compo rtamento isóLropo , sua super1icie de plas l i1icação pode 

ser d~scrita como 

FCo , o , o) = o 
J. 2 3 o 

(4.2 . 1.1. 1) 

onde o ~ o ~ o s ão as tensões 
1 . 2 3 

principais Clen sbes de 

traç ã o são consider a d as positivas). Em vez de expressar a 

!unção da pl astifi caç5o F' a parl i r das Le nsões pri ncipais , 

p o de-se e screvê- la c omo uma r unção de L r ês i nvar i. antes d e 

t e nsões. E parLicularmenle convenienle usar o primei r o 

i nvar i anle do l e nsor d e l e n sões I o segundo invariante do 
J. 

t e nsor desviador de Lensões J e o ângulo de similaridade de 
2 

Lode e. Com islo tem-se 

F'C I , J , 8) = a 
J. 2 o 

c 4. 2 . 1. 1. 2) 

A forma geral da superficie de plaslifi caç ão , no 

espaço t r idimensional de tensõe~ . pod e ser visualizada por s uas 

seções e m p l anos d esvi a dor as e me ridi a nos . Os primai r os são 

planos p e rpendic u l a res ao eixo h i droslàlico , de ..:.-q uação 

o = o = o · enquant...o que os segundos 
1 2 3. 

são planos que contêm 

asle eixo. 

Para um material isolróp1co, os subindices 1, 2 e 3, 

que caracterizam o s ~ixos d e coord..:tnadas no espaço 

tridimensi o nal d e t e nsões , são arbitrários . Assim , as s.:~ções 

ern planos desviador es devem Lür lr &s ui xos de si molri;a. , como n a 

seção apr esentada na FIGURA 4. 2 . 1. 1. 1. Dnsta 1or· ma , só é 

necessário estuda r um s eLor d0 60 gr·aus , como o varr·ido, p~lo 

ângulo a , completando-se o res:Lo da seç~o por simetria . 
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FIGURA 4.2.1.1.1 

o 
i 

o 
3 

S e ção d a supe rfici e de plastificação 

por um plan o dasviador 

4 6 

Observa-se que como o concr e to tem menor r esistência 

à tração do que à compressão , a s eção trans versal da supe1·fi c ie 

de plastificação n;;o pode admitir a orige m O como c e ntro de 

simetria. Além disto, o setor a estudar não se r eduz aos 30 

graus, como ocorre com mate riais dóteis , como os melai ~ . 

Os resulta dos e xperimenl.ais [ 23) indica m que a 

suparficie de plastifica ção para o concreto apr esenta as 

seguintes caracl.eri s licas: 

os meridianos são suave s , convexos e a di s l.ância do e ixo 

hidrostático à supe rficie de plasLificaçã o, 

com o aumento da tensão hidros táti c a; 

p = "/2 J • 
2 

cresce 

a razão p/p, n a qual L corres ponde ao me ridi a no de lraç ~o e 
t c 

c ao meridiano de compressã o , 

hidrostática, desde cerca de 0 , 5 mas 

aume nl.a c om a pressão 

s e mpr e me nor do que 1; 

as seções em planos dasviadores são s uaves e conv~xas, 

Lendo urna forma aproximadame nte l.riangular, para ter. s õos 

baixas, passando a outra mais ou me nos circular, p .:. ra altas 

tensões hidrostáticas; isto signifi ca que para baixas tens ôes 

hidrostáticas a forma da seção ·trans versa l depende do 

terceiro invariante do Len~or de L oõmsõ~s . e va i s e Lorn::tndo 

independente a ele, a me dida que estas tensões a ume n t am. 

Além disso , para matoriais com atrito int....::?rno como o 
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concralo, é necess ário levar em conla que as rorças de alrilo 

entre as parliculas aumentam com a Lensão hidros lálica. Por 

i slo a resi slênci a desles ma ter i ais cresce com o aumenlo das 

!orças de alrilo interno, que também são inf'luenciadas pela 

tensão hi drosláti ca C prime i r o 

t.ensêSes I ). 
1 

invari a ntG do lensor de 

No presente trabalho, usam-se, alt-ernativamente , dois 

critérios de plast.if'icação: um que deriva do crit.ério proposlo 

por OTTOSEN (551 e que f'oi adotado pelo Código Modelo do CEB 

da 1990 [ 261 e outro, proposto por HI NTON e OWEN ( 4-2J . 

4.2.1.1.1 - Critério de plaslificação de Ollos en 

Otlosen, em 1977, sugeriu o seguinla criléri o de 

plastif'icação para o concreto, que utiliza quatro p a râmelros e 

que envolve os três invariantes I , J e e : 
i 2 

FC I , J ,e) =A J /o +À YJ + B I = o (4 . 2 . 1.1.1.1) 
12 2 o 2 1 o 

onde o é a lans ão ef'eliva equivalente, tomada como a tensão de 
o 

plaslificação em um ensaio uniaxial, A e B s::ío parâmetros e À é 

uma !unçã o dada por 

cos [1/3 arcosCK sen38)J 
2 

v e /sen3e 2= o [: : :: c 4-. 2. 1 . 1 . 1 . 2) 

cos [n/3 - 1/3 arcosC-K cos3e )J 
2 

na qual K e K são parâmetros CO~ K ~ 1). 
1 2 2 

v e /sen38 < o 

Esta superficie, foi originalmente oblida pela 

analogia da membrana, com p = 1/À corr espondendo a uma curva 

suave e convexa dada pela deformada de uma membrana carregada 

por uma pressão lateral e apoiada nos lados de um Lriângulo 

equilátero. Desta f'orma, p = 1/À pode representar curvas 

convexas e suaves, lendo o triângulo equilátero e o circulo 

como casos limites. 

As caract.eristicas desta superf'icie de plaslificação, 

definida pelas relações (4.2.1.1.1.1) e (4.2.1.1.1.2), s!io as 
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s e gui ntes: 

Ca) só são usados quatro parâmelros p a ra de:flnlr a s u p.;:r- f i cl0 ; 

(b) usam-se os invariante:;; de l a nsões , l o rnando-s.::: 

desnece ssário o cálcul o das tensões princ ipai s ; 

(c) a superfici e é suave e convexa , menos no s e u vért i ce; 

Cd) os me ridian os são paralelos e não inte rcepta m a parte 

negativa do eixo hidrostál i co; 

Ce) as seções transversai s , nos planos des viadores, variam de 

uma forma Lriangular a outr a circular com o a umento d a 

tensão hidrostát-ica; 

(f) abrange como casos particular es o s crll é rios de 

Drucker-Prager , par a A= O e À =constante , e d~ Von Mi ses . 

par a A = O , B = O e À = constanlw. 

Os quatr o parâmetros do modelo pode m ser det e rminados 

a partir da resistência à compress ã o uniaxial do concr e t0 /c e 

da resisléncia à lração uniaxial do concrelo f L . conforme as 

segui n Les relações , a presentadas p e lo Código Mo d elo do CEB 199 0 

[ 2 ô) 

k = l fl/fc l c 4. 2 . 1 . 1. 1. 3 ) 

A = 1/C1Q ;/·") c 4. 2 . 1. 1. 1. 4.) 

B = 1/(3 , 7 N.1,1) c 4. 2. 1. 1 . 1. 5) 

K = 1 / CO , 7 ko ,s:>) c 4 . 2 . 1 . 1 . 1 . 6 ) 
1 

K = 1-6, 8Ck - 0 ,07)
2 c 4. 2 . 1 . 1 . 1 . 7) 

2 

4 .2. 1. L 2 - Critério de plas lificação propos to por Hinlon e Owen 

Para que se possa r e prese-ntar adequad.:l.mente o 

comporLamento real do concreto em uma situação de 5olicitaçé5es 

tridimensional , é necessári o que a função que define a s u a 

superfici e de plasLificação d ependa dos tr ê s invarian l e s de 

tensões: I , J e J . 
1 2 a 

Uma s uperficie de plastifica ç ã o , funç ã o 
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somente dos invari a ntes I e J , 
1 2 

pode ser adequada p.:..ra 

descrever várias si tuações, t:n tre as quais t.-stauos planos de 

tensão. Assim, neste traba lho , adota-se una crilér·io formul ado 

em lermos dos doi s primeiros invar-ianles dt.? lensõe!.i , o nde s ó 

dois p a râmetros do material es t ã o envolvi dos na s ua definiçâo. 

Desta f o rma, tem-se 

( lj. 2. 1 . 1. 2. 1) F' C I , J ) = .YC ex/a ) I + 3 f] J = a 
1 2 o 1 2 o 

onde ex e f] são parâmetros do ma terial e a é a l e n s3o e f e liva 
o 

equival e nte , t6mada como a tensão de plas tificação em um ensaio 

uniaxi a l. Este critério, para ex=O e f]=l , r eduz-se ao de Von 

Mises. 

Os dois parâmetros são det erntina dos ;;:,. p a rli1· de um 

ensaio de compressão uni axi al e de um ensaio d .:? compr e ssão 

biaxial com a =a . 
1 2 

Par-a propósitos práticos , o quoci0nlo ontr~ 

resist ê ncia à compressão bi axial e a r esi s l ê ncia à 

compressão uniaxial f pode ser admitida como cons t ante e igual 
c 

a 1 ,1 6. Assi m 

f = 1 , 16 f 
cb c 

c 4. 2 . 1 . 1. 2 . 2) 

Desta forma , a supe rficie d e plastificação d ep(?nde de 

um único parâmetro material, q ue é a r esistênci a à compresão do 

concreto f . 
c 

Est.e valor pode ser facllmenl«? d e t e rmi n ado a 

partir de ensaios experimentais. 

A equação C 4. 2. 1. 1. 2 . 1) , 

compressão uniaxial ) , resulta 

f]+ex=1 

par· a a /a =O C 
2 1 

d t;J 

c 4 . 2 . 1 . 1 . 2. 3) 

Já para o /a = 1 
2 1 

Cles le d«? compress~o bi a xial), 

obté m-se: 

1,16 f]+ 2 ex= 0,862 c 4. 2. 1. 1. 2. 4) 

Resolvendo o si stema d0 equações for·ruado pelas 

equações C4.2.1.1.2.3) e C4.2.1.1.2.4), oblêm-se ~ = 0,355 e 

r~ = 1 . 355. 

Com estes valores de ex e f], pode-se escr ever 

C4.3.1.2.1), em lermos das componentes d e t. e nsBes, para o caso 



de esLado plano de tensão, da forma 

FC o) = 
2 

o 
y 

- o o 
X y 

+ 3T2 
) + 0 , 355o Co 

xy O x 

50 

+ o ) J J / Z = o 
y o 

(4.2.1 .1. 2.5) 

4. 2 .1.1.3- Desemponho elos c rllórios p 1·oposlos 

Na FIGURA (4.2.1.1.3.1) compar a m-so os c ril é rios 

anteriores com os resultados e xperiment-ai s dd KUPFEI< [46 ] no 

e spaço de tensões biaxial. 

o /f 
j. c 

Owen-Hinlon 

Ot..Losen 

FIGURA 4.2.1.1.3.1 -Critérios propost-os no espaço 

biaxl al de tenso~s 

Em um modelo elastoplástico perfeito, o é tornada 
o 

como a resistência à compressão do concrGlo f . c 
oblida em um 

ensaio de compr~ssão uniaxial. Admite-se Ullla r es post..a elást..ica 

até o valor da tens~o efetiva o =f , . depois da qual se segue 
o c 

uma resposta perfeitamente pl ástica at..é que a supe 1·ficie de 

ruptura seja alcançada. 

No modelo elastoplásti co com endureciment o, a 
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supe rfici e d e plas lificação ini cial é a l canç ada q ua ndo a t ens ão 

efe li va é da or.d e m do 30X da t e nsão de es mag~.man L o f . A s 
c 

subseque nl e s superfi c ies d e carga, FCo) =o ( R) , são funções do 
o 

pét.r~metro dl:? endur e c i mant o k. E~LE:t p a rü111v Lro ó ck·f .i nido p<.:.l~ 

r egra d e endurecime nto, expressa e m Lermos da d e for ma ç ã o 

plástica efetiva , corno ser.i mo s lrado na s ec; ão 4.. 2 . 1. 2 . Qu :J. ndo 

A tensão efetiva alca nça a resi s t ê n c ia à compr ess §o d o conc r e t o 

f , admite-se uma r espos:La perfeita mente plás L.ica , a l ó que .::.. 
c 

superficie de rup\ur a sej a enco ntrada . 

4.2.1.2 -Vel ocidade de deformação viscopláslica 

A velocidade de d e formaç ã o vi scopl ás lica , 

conforme (3. 1. 5) , por 

é dada 

{e } = y <<l?CF)> iJF/ ô{o) 
vp 

(4 .2.1. 2 .1) 

trabalhando-se , como já foi me ncionado, c o m vi s copl aslicidade 

associada. Na equação (4 .2.1. 2. 1), tem-se que: 

y é o coeficiente . da fluide z , suposto constante no modol o; 

~CF) é a f unção de fluxo p lástico; adotou-se , n es: Le tr a bal ho , a 

funç ã o recomendada por HINTON [41) 

!I-CF) = CF - o )/o C4 . 2 .1. 2 . 2) 
o o 

{a} = iJF/ éJ{o} é um v e tor, norma.l à superf icie d e plas Li fic ação , 

que define a dir eção do fluxo viscoplásti c o . 

As derivadas da função d e plastificação, quo d e f i nem 

o vetor de fluxo plástico {a), s e r ão calculadas par a os 

crité rios de plaslificação propostos nas seções seguintes. 

Além disso, p ar a a solução dada p e lo esquellla de p a sso 

de tempo i mpl i c i Lo o u semi -i mpl i c i t o , é n e cessário d e L e r mi n :J. r a 

matriz [Hl , defi nida na seção 2.3.6. Pa t· a delet· ml. nar es t.. a 

matriz é preciso calcular os coe fici e ntes C . . • que d 0 pc ndern das 
~J 

d e rivadas segundas da função d e plast..ifica ç ã o. 
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4. 2. 1. 2 . 1 Componenles d o v elar de fluxo plásli co para o 

crilério de Ott..osen 

Calculando-se o , em (4.2.1.1.1.1), Lem- se 
o 

BI 
i 

o 
o 

(4. 2.1. 2.1.1) 

Derivando-se e definindo-se que 

DEN = [82 I 2 +2 B À. I yJ + C4 A+ >-. 2
) J )

1
/

2 
C4.2 . 1.2. 1.2) 

i i 2 2 

obt..ém- se 

c 
2 

;;: 

onde 

à À. 

= 
a e 

c ;;: 
i 

a F 

a.YJ 
2 

t..ag38 

yj 
2 

a F 

ar 
= ~ [ B + C B 

2 
I 

1 
+ À. y J 

2 
) /DEN ] c 4. 2. 1 . 2. 1 . 3) 

i 

t..ag38 a F 
~ ~ y~J/DEN] = + [ B À. I +C 4 A + À.2) 

-{J a e 2 1. 
2 

!_ [ J 
a>-. 

yj + [ B I yJ + À. J J/DEN c 4. 2. 1. 2. 1. 4) 
2 2 1 2 2 a e 

K1.K2cos3e 
sen[ 1/3 arcosC-K 2sen3) J se s0n 39 <O 

C1-K2sen 2 38) 1/ 2 
2 

K1K2cos3e 
sen [ 71/3-1 /3 arcos( K 2s~n38) J se st-n38 > O 

C1-K2sen238)i/2 

2 

c 4. 2. 1. 2. 1. 5) 

Operando. Lem-se 

B À. I + C 4 A + Ã.
2

) -{J J /DEN ] -
i 2 

c 4. 2. 1 . 2. 1 . 6) 
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onde 

K1 K2 sen [1 /3 C K 3e·· J arcos -
2
sen J 

C 1-K2 sen 2 38) 1 /
2 

se sen38 2:: O 

2 

FAT= 

c 4. 2. 1. 2. 1. 7) 

a F 
c -y'3 / c 2 y'j a cos38) = = a 2 a e 

y'3 
[ 1+ (8 /)

2
)/0EN] = I +À FAT c 4. 2. 1 . 2. 1 . 8) 

4J 
1 

2 

Calculando- se as derivadas segundas de F, deLerminam-

se os coefici enLes da maLriz ( Hl. Assim 

a2
F 2 A 82 12 

c = = c ·1-. 2. 1 . 2. 1 . 9) 
11 ar 2 DENa 

1 

a2
F Lag3e ô

2 F 
c = c 4. 2. 1 . 2 . 1 . 1 0) 

12 
ai a.YJ y'j âi a e 

1 2 2 i 

onde 

ô
2 F 2 A 82 I 1 y'j 

= 2 c 4. 2. 1 . 2 . 1. 11) 
ar a-(J DEN:..t 

1 2 

e 

ô
2 F 2 A 8 C.YJ2 

a 
) ÔÀ 

= c 4 . 2. 1 . 2. '1 . 1 2) 
ôi a e DEN 3 a e 

1 

-/3 o2 F 
c = c 4. 2. 1. 2. 1. 13) 

13 -3 
2 C cos38) C .YJ ) ar a e 

2 1 



iJzF 
c ::: 

22 a-{J 

onde 

ô-YJ ae 
2 

sendo 

= 

2 

54 

3 
tag 38 a2

F 2tag38 e/F 3 t.ag38 a F 
+ + (1 + ) 

J ae2 -{J a ·o/J 
2 J a e a e cos 38 

2 2 2 2 

c 4. 2 . 1. 2. 1. 1 -1 ) 

a2
F 4 A B2 I 

1 c 4 . 2. 1 . 2. 1 . 1 5) = 
c a-YJ ) DEN:~ 

2 

c 4. 2. 1 . 2. 1 . 16) 

c 4. ?. . 1 . 2. 1 . 1 7) 

3K K C1-K 2 sen38) sen38 
1 2 2 

1 3 arcos C -K
2 
sen38) ] -

DI V
3

"
2 

K K cos 2 38 
1 2 

DIV 
cos [ ~ arcos C -K

2
sen3<9) ] se sen38 ~ O 

2 3K K C1-K sen38)sen38 
1 2 2 

san [ ~ - ~ ar c os C K 
2 

sen3<9) ] -

SI:? sen38 ~ o 

c 4. 2. 1. 2 . 1. 18) 
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onde 
2 2 c '1. 2. 1 . 2 . 1 . 1 9) DIV = 1- K sen 38 

2 

.y 3 [ ô
2 F Lag38 ô

2 F 3 o F ] c = 
23 ]3/2 ae 2 - 2 

2 cos38 a·o i)8 .YJ .YJ cos 38 a e 
2 2 2 2 

C1l. 2 .1. 2 .1. 20) 

3 [ ô
2

F ôF ] c = + 3 tag38 c 4. 2. 1 . 2. 1 . 21 ) 
33 a. 2 ae 2 

4 J cos 38 a e 
2 

4-. 2. 1. 2. 2 Componentes do v e tor de fluxo plástico para o 

c ritério proposto por Hinlon e Owe n 

Como no caso 

(4.2. 1.1.2.1) tem-se 

anterior , calcul ::.ndo o 
o 

C4. 2 .1. 2. 2.1) F = I 0!/2 + C 01
2 

I 
2
/4 + 3 (1 J ) u 2 = o 

1 1 2 c 

Derivando-se e definindo-se que 

C4.2.1.2.2. 2 ) 

obtém-se 

C = ôF / ôi = 01 / 2 + 01
2 

I / C 4 DEN ) (4.2.1.2.2.3) 
1 1 1 

C= ôP / ôY J - Ctag38 / .Y J )CôF / ô8)= C 3 (1 ;-) ) / DEN 
2 2 2 2 

C4. 2.1. 2. 2 . 4) 

__ EI 

C = - ( .Y 3 / C2 .Y J cos38) J C iJP /ô8) =O (4.2.1.2.2.5) 
a 2 

Calculando as d e rivadas segundas de F, determinam-se 

os coefi ci entes da matriz [HJ. E:;.; los: coo::f i c i e ntes: s:ao os 

seguintes 

c = 3 (1 0!2 J 
2 

/ C 4 DEN3 
) c 4. 2. 1. 2. 2. ô) 

11 

c 
12 

= -3 (1 0!2 I 
1 

.y J c 4. 2. 1. 2. 2. 7) 
2 



C = 3 ~ c/ I 2 
/ C 4 DE:Na ) 

22 1 

C = C =C =O 
:s.a 23 3a 

4 .• 2 .1. 3 - Regra d e endureci mento 
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(4.2.1.2.2.8) 

(4. 2 .1.2. 2.9) 

A regra de endurecimento derine o movimento das 

subsequentes superficies de plast..iricação Csupe rricie de 

carga), duran~e a deformação plást..ica. 

Esta regra dá a relação entre a superfici e de carga 

FC o , k) C por meio da tensão efetiva) e a deformaç ão plást..i ca 

ac umulada C por meio da defor maç!lo pl j.sli c a efeLi v;;..). Os 

conceitos de tensão efetiva e deformação plás t..ica e f e t..i va são 

uma exLrapolaç~o do ensaio uniaxiaJ, para a situaçao multiaxi al. 

A relaçâo entre a tensão efetiva e a deforn~ção 

plást..ica efetiva é exLrapolada a part.. ir de um diagrama 

tensão-de for mação uni axial. Nes l.e lrabalho, adol.ou-se par· a 

&ste diagrama a "Parábola de Madrid" , propos La por CERVERA & 

HI NTON [ 20J, que é dada pela relaçao 

o = E e - E /(2 e ) 2 
e C4. 2.1. 3.1) 

o o o 

onde E é o módulo de elasticidade inicial do concr e to; 
o 

O' = 

c é a derormação total; 

e é a deformação lolal correspondente a tensão máxima f . 
o c 

Subslitulndo a componente de deformação e l àslica 

=o/E em (4.3.3.1), 
o 

E e + C2 E e 
o p o o 

obtém-se 

1 /2 
c ) 

p 
af <o -:5 / 

i c c 
(4.2.1. 3.2) 

onde e é a componente de de.formação plástica. 
p 

Tomando-se valores de a = O , 3 e c -= 2/ /E , obt.. é m-se 
1 o c o 

uma boa aproxi maç!:ío com relação a re'sullados expe riment a is 

de KUPFER & GERSTLE [46J, como mostra a FIGURA (4.2.1.3.1). 
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o/f 
c 

0.75 

0.45 

0 .15 
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compo rt a mento uniax ial 

--o- mo delo pr o pos to 

Deformaçao pLás t i ca 
+-----;---~;-----;-----+-----+-----+-----+-------~---& % 

0.20 0 .60 1.00 1.40 p 

FI GURA 4 .2.1 .3.1 -Regra de e ndurecime nto 

Usando a d efor maç:'ío p l á s Li ca .e f o li va 

expr e s são (4. 2 .1.3. 2 ) , com o nive l de t e nsão 8 fel i va 

defino-se a posição da s u p e rficie de carga . 

4.2. 1 .4 - Crilt:w i o d e esma g a ment.. o 

a t ual na 

o = o • 
o 

. O model o elastoplástico com e ndur e cime nto, desc r i to 

aLé a gora, dof ine o aume nto de defo rmação i nel á~tica do 

con cr e to , q u a ndo suh meLi do a Lensões d e compressão . 

A d e forma ção inelásLi ca c r esce con Linu a ma nLe a t é que 

ocor ra o esmaga mento. Deve-s e d o f i ni r uma super f i c i e d e 

r uptur a no e s paç o d e deformações , de manoi ra que e s t e tipo de 

ruptur a possa ser d e t e rminado. Uma f o r·ma simpl e s d G faz e r-s e 

isto , na falta de d a dos expe r i me ntais di sponiveis da capac~dade 

de d e formação ú ltima d~ c o ncr e to s ubmetido a car game nLo s 

multi axiai s , é s u por q u e a s uperficie d e esrnagan~nto no espa ço 

de deformaçõG-~ é dada p e l a m..:...x ima dt:- t'or-maç!lo e quiva l ent e , 

~xtrapolada de e nsaios uniaxi ais . 

A segu i n te s u pe r f i ci e de e s magamt:tnto , u s ada na 

r eferência [ 211 , é adot ada no p res e n te t r a balho 

o nde J' 
2 

3 J ' 
2 

= c 
2 

u 

á o s egundo .invari ante do ten s or 

( 4 . 2 . 1.4. 1 ) 

d esviador de 
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deformações e e o valor da deformação total última, obtida de 
u 

ensaios uniaxiais . 

Quando o concreto alcança a super· f i c i e 

esmagament-o , admiLe-se que anulam-se todas as tensões no 

concreto e desaparece Loda a rigidez. 

4 .2. 2 -Modelo para o concre to fissurado 

Provavelmente, o mais marcante para o 

comportamento material do concreto é a sua baixa resis tência à 

Lração frenLa à :::11a resistência à compressão . Es te faLo t e m 

por conseqüência o aparecimento de fis s uras já para tensões 

muiLo baixas. A fissuração do concreto é significativa para a 

análise da maioria das estruturas da concreto arruado , pois 

introduz um .acentuado comportamento não-linear. 

Devido à natureza localizada das fi ssuras , model ar 

corretamente a fissuração é uma tarefa dificil, vi s to que são 

introduzidas descontinuidades no campo da deslocamen tos. 

Geralmente, os modelos para o concr e to fissurado 

conca nlram-sa nas perdas da capacidade d e carga causadas pel as 

í'issuras. No contexLo dos elementos finitos (64), b.::.t.sicamonta 

dois procedimentos são utilizados para r epr esentar a 

fi ssuração: 

(a) um modelo de fissuras discretas; 

Cb) um modelo de fissuras distribuidas. 

O modelo da fissuras di sc retas repr esenta cada 

fissura individualmente como uma descontinuidade real na malha 

da el emenlos f i ni los. Esla aproximação foi primeiramente 

usada por NGO e SCORDELI S [ 53 l par a analisar urna viga de 

concreto armado, simplesmente apoiada. Nesla estudo, as 

fissuras aram modeladas por separação da nós, que inicialmente 

ocupavam a mesma posição no e s paço. 

lJma. restrição óbvia dost.a modelo é que as fissuras 

deveriam se formar ao lo~go da borda d O$ elemenlos. Por esla 

razão a resposta é fortemente d epende nte da malha. De 



., 

., 

59 

qualqu er ma n e ira , quando se f o rma uma fi ssur a , a lopo logia d~ 

mal h a muda e o s procedi rnenlo s compula ci onai s cons o rne rn rn::.i :;: 

lempo. 

Ma i s l a rde , a a p r oximaçã o de f issuras discrel as foi 

desenvolvi d a [ &15] , u sando rné l o d os mal s adequ ados , 

introduzindo-se e l e ment-os de f r o ntei r a c o n forme a propa gaç5.o 

das f i ssuras . Esle proce dime nt- o diminui a dep~ndénc ia d os 

r e s ultados d a ma lha adotada p a r a o mod e l o. Conludo é 

necessár ia u rna rede finição d a rr a~lha a os n ovos .:: l &m&nLos 

introduzidos f azem a análi se fica r mu i lo mais exte n s a . 

d ificuldades r e:o: ull a ram e m urn.). li rni l ada a c ... ·.l L ... u; .'lo 

Estas 

d.:.>s lv 

p rocedimento , e m aplicações estr uturai s g e r a i s. 

mé todo mos tr o u-se apropri a d o par a pr oL .. l e-m.1.s 

s omente u mas p o u cas fissuras d o mina n t es . 

Entrelanlo o 

qtr 0 e nvol v o m 

Já o mode l o das f i ssur as dist r ibui das não 1 eva ern 

conta a d esc o ntinuidade rea l da malha. P e l o conlr á ri o , 

s upõe-s e que o c oncreto fis s u rado manlém-se conlinuo e a s 

proprieda d es d o rna l e ri a l são mo di f i cadas d e ma nei r a a 

c ons iderar-se o d~no devido á fi s s ur·aç ão. 

fissuração 

a dmite- se 

O conc r e to 

induz -l h e 

é ini c i a l rne nle 

anisolr opia. 

iso trópico , 

De p ois d e 

por é m a 

fissur a d o , 

que o concr elo Lo r na-se o rloLr ó p .ico , com o s eixos 

principai s ma t e r iai s ori e n tados conforme as d i r e ções d e 

f'i s sur ação. As propr iedades mater i ais v ariam dt-pe ndt<ndo do 

es tado de def'or mações e len sões . O módu lo d e e las t icidade 

longitudina l reduz -se na di reç~o per pen dic ul a r a o p l ano da 

f' i s s ur a e o e f e i Lo d e Poi sson é u s u :d me n l e d esp r ezêJ.do . O 

mó dulo de e l as ticidad e lr ans vvr s~l a o pl a n o da f issur a é 

também r edu zi d o. A aproxi m:lçao d as fi ss u ras di s lribuidas é 

computacional mente atrativa , j .i q u o a topol ogia da mal ha nao é 

mudada na anál i se e some:mle é necessári o alud.lizar a relação 

tensão-deforma ç ão quando o c o r r e a f issuração. 

A apr oxima ção d e fi s:s uras .di s lri b ui das é us~d ::.t n a 

maiori a d a s aplic a ções da Enge nha r i a 

aproximação f' o i usada por BAZ ANT & OH (QJ , 

CERVE NKA [ 1 9 l , De B ORST [ 3 3 l • t-iARTI NS [ 48] , 

Es Lr· u t. ur r... l. EsL:l. 

C AMPOS PILHO (17) , 

e nlr e ou lr·os. 
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Entrelanlo, alguma preoc u pação surge na constalaçâo 

da dificuldade do modelo ern r epresenlar- mecanismos de rupluca 

com poucas fis s uras discr-elas dominanl es. Ainda que, para 

estes casos, o modelo de fissur a di scr eta seja mais a d equado, 

usando a aproximação distribuida, com malhas finas de t:lemen los 

de baixa ordem , é possi vel representar sal i s f a l.or i a rne nte os 

mecanismos que levam à ruptura. 

A FIGURA 4.2.2.1 mostra os dois modelos alternativos 

descritos para modelar as fissura s 

.fissuração não conhecida " a priori". 

Sem refinamento na malha 

I I I 

para uma direção de 

Com malha adaptal.iva 

I I I 

FIGURA 4.2.2.1 Modelos alternativos para mode l a r a fissuração 

!)Aproximação de fissuras discrelas 

!!)Aproximação de fissuras d islri buidas 

Um modelo d e fi ssur as dislribuidas será adolado neste 

t..rabalho. A seguir faz-se a descrição d0s Le modelo , a brangendo 

os seguintes itens: 

(a) um critério de fisuração; 

Cb) urna regra para a consi deração da colaboração do concreto 

entre fissuras Ct..ension sliffening); 

(c) um modelo para a l.ranferência de tensões de corl.e. 

4. 2 . 2 . 1 - Critério d a fissur.ação 

A resistôncia à tração do concreto pode ser oblida a 

partir de ensaios em labor a tório. Na presença d e armadur a , a 

previsão do apar ecimento da primeira fi ssura e da sua direção 
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apresent-a uma maior· dificulda d e:. A mai or i a das anàl i ses 

ut-iliza crit-é rios s impl es para preve r· a frat-ura e m t.ração do 

concret-o . Corrent-emente, é usado, para esLe fim, o critério 

da máxima t-ensão d e tração ou da máxima defor maç .3:o de Lr ação . 

No trabalho , empregam-se doi s modelos 

diferent-es para descrever o comportamento do concr o& Lo e m 

tração , conforme se trabalhe com o critér i o de p lasLificação de 

OITOSEN [ 55 J ou de H! NTOJ-.1 & OWEH [ 4 2 J I s lo Lorna-se 

necessário, já que o prime iro crílério a jus ta-se ao 

comport-amento do concrelo tanto ern Lração como e m compressão, 

~as o últ-imo crit-ério só trata do comportamento do concreto em 

compressão. 

No modelo de Ol.tosen, o c o ncr e lo t-racionado é 

considerado como um material el ás tico linear alé que seja 

alcançada a superficie de ruplura. Nesl e inslanle, se a 

maior tensão principal de tração for p e lo menos igua l a metade 

da resistência uniaxial à tração do concreto f 
l 

for·rna-se uma 

!issura num plano normal à direção desta tensão principal [27). 

o /f 
2. c 

FIGURA 4.2.2.1.1- Modelo de OLLosen 

No modelo de Hinlon e Owe n, o concr e lo e m lraçã o é 

t-omado como um material e lástico line ar e uLili za-se o crilerio 

da máxima t-ensão de L r ação. Para um ponLo de i nLegração, 

previamente não fis s urado, é avaliada a L0nsão princ i p L.tl e suz.. 

direção. Se a máxima Lensão principa l supera um va l o r limiLe, 

!orrna-se uma fissura em um plano ortogona l à diLa lensz.í o. 
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Os v:1lor es limites n ecessários para definir o começo 

da fissuração são: 

(i) zona de tração biaxial: 

o = f 
i l 

v i =1 . 2 (4.2.2.1.1) 

pois existe evidênc~as experime nl.ais que mostram que a 

resisl.ência a Lração biaxial do concrel.o é quase independente 

da relação entre as componentes de tens ão; 

Cii) zona de tração-compressão: 

o=f Cl+o/f) 
\. l j l 

V i , j=1 ,2 com i~j (4.2.2.1. 2) 

onde esl.a expressão incorpora o falo de que a compressão em uma 

direção favorec e a microfiss uraçã o na direção orl.ogonal, 

reduzindo sua capacidade em tração . 

o /f 
1 c 

O' = O' 
1 2 

FIGURA 4.2.2.1.2- Modelo de Hinlo n e Owen 

Dapoi s di sl.o, admite-se que em ambos os modol os o 

comportamento do concreto d e ixa d e ser i sol.rópico~ l.orna-~-:: a 

orl.ol.rópico e os eixos mal.eriais locais coi n cidem com as 

di rações das l.ansões pr i nci pai s . E nece~s~rio observar qu~ a 

direção da fissura fica fixa a parl.ir dai. 

é conhecido como o mél.odo da fissura fixa. 

Per rni te-se que . um màximo 

Esl.e procedi mento 

d o i s conjuntos do 
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fissuras possam se formar em cada ponto de integr ação. Por 

simplicidade, 

ortogonais. 

Para 

supõe-se 

cargas 

que a direção fissuras são 

posteriores, podem ocorrer fis s uras 

secundárias em um ponto de integração que já fissurou em uma 

direção. Há três variantes disponiveis para a determinação do 

segundo conjunto de fissuras: 

Ca) Os eixos principais materiais podem ser reLacionados até 

coincidir com a direção da tensão principal atual Cou 

deformação). Este procedimento é conhecido como o modelo 

da fissura.rot..acionada. Na bibliografia l41) , informa-se 

que este método permite que se obtenha resul lados com um 

boa aproximação a resultados experimentais. 

Cb) Os eixos materiais são fixados nas direções correspondentes 

às direções das tensões principais, que ocorreram as 

fissuras primárias, independentemente da possivel rotação 

das t e nsões. 

Cc) Mantendo a direção do primeiro conjunto de fi ssuras fixo, 

realiza -se uma busca para det..ermi nar a Le nsão máxima no 

plano paralelo à fissura exislonle. isto , 

calculam-se as tensões normais e de corle at..uanles s ob o 

plano considerado. Se a tensão máxima super ar um valor 

limite, forma-se um novo conjunto de fi ssuras perpe ndicul a r 

ao anterior a os eixos maloriai~ locais $~0 fix~dos. 

Neste trabalho esta é a opção u sada. 

4 . 2.2.2- Consideração da colaboração do concreto e nt..re fis s uras 

Os primeiros estudos de análise numér ica de 

est.. rut..uras de concreto armado admitiam que o concr e lo é um 

material elástico e frágil em tração. Quando a fissura ocorr e 

a tensão normal à direção da fi ssura é imediatamente r edu zi da a 

zero. Após, foi descoberto que este procedimento introduzia 

grandes dificuldades na convergência e, o que é mais 

i.mpor\.an\.e , os resultados ·são fortemente dependentes do t.amanho 
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dos elementos finitos usados na análise. 

Tem-se, ainda , que devido as tens êSes d e ader ê ncia 

e nlra o concreto e o aço, o concreto fissurado suporta entre 

fissuras certa porcentagem da lonsfio da traç~o normal ao plano 

fissurado. o concreto, aderido arm.:>.dura, conl.r i bui 

alivament..e na rigidaz lol.al da asl.rul.ura. Esle fenómeno é 

conhecido como "efeito da rigidez à tração " Clension sliffening 

effecl). Pode ser incorporado ao modelo comput..acional de duas 

formas indiret..as: 

(a) sob a suposição que as perdas de resist ê ncia à tração no 

concreto ocorrem gradualmente depois da fi s sur.:>.çffo; 

Cb) modificando a curva tensão-deformação do aço. 

A primeira opção é equivalenle a considerar o 

concreto, como um material com amolecimento e m traç ã o, e foi 

muito usada na análi se-computacional de eslruturas de concreto 

armado. 

Contudo , ficam sem solução dois probl e mas 

fundamentais. O primeiro é que es le n~o é um modo objetivo de 

medir a quantidade de tensão enrigece dora que s e ra inclutda no 

modelo. E fácil escolher de um.:>. curva lensao-,·igidoz que seja 

adequada ;1. dados experime nt-ais, mas é muito dificil faz e r a 

previs!:io "a prior i " . Em s e gundo lugar, o r e$ullado se 

juslifica em lermos de um vinculo do inleraç~o com a .:>.rmadura de 

aço , não podendo ser aplicado para concr e to simples, ou , para o 

concr eto afastado de uma cerla di s tância da armadura . 

Recent..emenle, grande quantidade de pesquisas 

experiment..ais orient..aram-se ao e s ludo do cornportamenlo pós -J::>ico 

do concreto. Mode los de me cânica da fratura foram aplicados ao 

estudo do concrelo simples. 

o conceito principal, ace ilo pe la mecânica da 

fratura, no desenvolvimento deste~ modelos, é a hipól e se de que 

a taxa de energia 

ant..erior 

de fratura 1 i berad.1., Gf, é 

tensão-deformaç~o 

um.:>. pr opr i cdade 

material , a curva loc .:>. l . 

i mpl ernontaç~o do concei lo "G = consl. " conduz 
f 

a u1n.:. 1 oi 

amolecimenlo local, dependent..e do comprim0nt..o car al e rlslico 

função da malha de el em~ntos finitos. Como ros ull.1.do, 

A 

de 

l • 
.:: 

o 
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conceit..o de energia de frat..ura, conduz a u ma forma não local da 

r e lação de amoleciment..o equivalente , a q u al é fundamentalment..e 

diferente das forma s const..itutivas locais de " s t..r ai n-soft..eni ng" 

em plast..icidade a mecânica do dano cont inuo . 

Para a d e finiç ã o de uma curva, para o modelo com 

efeit..o de "st..rai n-s oft..eni ng " , devem-se considerar dois 

aspect..os: a forma da curva adot..ada e o val or dos p a râme t..ros 

necessários para a definição. Dist..inlas formas dos ramos 

d escendent..es da curva t..ensão-deformação são usadas por 

diferent..es aulores . 

Na maior ia dos casos , é usada uma linha ret..a ou uma 

curva bilinear. A forma bilinear foi recomendada por 

PETERSSON [60) no cont..ext..o d a mecânica da fratura, com b ase 

em ensaios experiment..ais. Curva não-linear é usada por 

CERVERA & HI NTON [ 20, 21 J • 

As hipót..eses usadas para selecionar os p aràmelros, 

que definem a curva , são mais impor lantes do que a forma da 

curva de amolecimento eleita. Com i slo é fácil de aceit..a r que 

a curva de amolecimento deve eslar r elacionada com a energia de 

frat u ra do concreto. 

Sob a suposição de que a lensão o, t..ransmilida 

at..ravés da fissura , é uma funç ã o d e s ua abertura da fissura w, 

a energia de fralura é definida como 

G=f
00

o(w) dw . 
f <.) 

(4.2.2.2.1) 

onda Gf representa a e ne ra i a n0c.:,ss.ir i a par a propaaar uma 

fissura de t..ração d e área uni lària. Neste trabal ho, 

calcula- se Gf conforme a fór·mula proposla por o Código Modelo 

do CEB-1990 (26), onde 

sendo: 

= a C f 
0

'
7 

) 
ck 

(4.. 2.2 . 2.2) 

rck (N/mm
2

J a resislência caract..erisla ·do c oncret..o à compressão 

a um parâmet..ro depe ndente do di a me lro m.ilximo do agregado , dado 

pala t..abela 
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d ( nuu J .a 
rl'o<'l >< 

8 4 

16 6 

32 12 
--

e Gf ( N m/m2 J a energia de fratur a do concreto . 

o procediment-o da flssuração distribuida não 

repr esen t-a fissuras individuais. Dest..a for ma, a abcr tur a de 

fis s ura w deve ser distribuida, ao longo de um certo 

compr imen t-o, na forma de uma deformação de fissura equivalente , 

~ . Esta deformação est..á r elacionada ao quociente da abertur a 
c 

de fiss ura fisica pelo seu comprimento caraterisLico, l o 

c 

Obtém-se esta relação considerando um volume de controle V 

contendo uma fissura com áreaS CFIGURA 4.2.2.2.1). 

FIGURA 4 . 2.2 . 2.1 Ilustração do comprimento 

r 
1 

carac LerisLico 

para um volume de controle pr-ismálico. 

Admi t..e-se que, uma vez formada a fissura, Loda 

deformaç ão i nelástica , sob o volume de contr ole, ocor re na 

fissura e o resto do volume manLém-se ·elást..ico. 

A t..axa de energia dis s ipada na fissura é dada por 

(11. 2 . 2. 2. 3) 
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Pela hipótese cje que o volume de conlr·ole fica 

submelido ao mesmo e s tado de tensões que a fi ssura, mas afetado 

pela d..:formaç~o t:JquivalE':ntv 

no volume é 

c • c 
a Laxa de dissip...1ç :.lo dt.:? 0nv1·g.t.:... 

= f 
v 

o J;: dV 
c 

Supõe- se que a Lensão , 

c <1. 2 . 2. 2. 4) 

taxas de deformaç~o e d e 

abertura de fissura são constantes no volume a considerar . E , 

então, as equações da taxa de en&rgia dissipada na fissura 

(4.2. 2.2 . 3) e.no volume d e controle (4.2.2.2 . 4) dão a relação 

entre a t..a'.xa de aber·Lura de fissura e a taxa de d.::formação de 

rissura ficticia 

w s = c v 
c 

-+ dw = C V /5) de = l de 
c c 

(4.2 . 2.2 . 5) 
c 

Esta relação define o comprimento caralerislico como 

o quoci enle entre o volume de conlrol e e a super f i c i e da 

fissura 

.t =V/5 
c 

(4.2 . 2 . 2.6) 

Aqui, é usada uma função exponencial para simul ar o 

ef&ito de amolecimento , de modo que 

a = E c Cexp C - C c - c ) / a ) 
o o o 

(4.2.2.2.7) 

onde E é o modulo de 
o 

elasticidade longitudinal ; 

deformação na fissura; a é o parâmetro de amolecimento e 

c =f /E é a d eformação de Lração nominal na zona fissurada. A o t o 
cut·va adotada é moslrada na F'I GURA 4. 2 . 2. 2. 2. 

o 

c 
o 

F'IGURA 4.2.2.2.2 Curva tensão-deformação adotada 
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O parâme tro de arnolecimenLo o fi ca deLermin::~.do p e l o 

cálculo da inLegral d a equaç ã o (~2.2.2.1) e p e l a int rodução d a 

relação entre a abe rtura de fissur a w e a d e f o rmação de fi ss ur a 

ficticia e . Isto conduz a 
c 

ro e ro 

G = f a .t de = J'o a l de + f a t d..c (4..2. 2 . 2. 8) 
f c c c 

o o "' o 

Sustituindo (4.2 . 2 . 2.7), na últin~ parcela d a equaç~o 

(4.2.2.2.8), 

E 
o 

obt..ém-se 

c 
E 

o 

ro 
c f 

o c 
o 

e 
-Cc-c )/et 

o 
de (4 . 2 . 2 .2.9) 

Calculando a primeira int..egral da equação (4.2. 2 . 2 .9) 

e fazendo a troca de variáveis x = -(e-e )/Ot na seg unda 
o 

integral , t..em-se 

E 
o 

E 
o 

E 
o 

c 
o 

z 
l.im J' ex 
z-.-oo o 

2 
e /2 + o l 

o c 
E 

o 
e 

o 

dx 

(4 .. 2. 2 . 2.10) 

Isolando et na e quação (4.2.2.2.10), obLém-se 

c 
2 

l 
o c 

/ 2) / E 
o 

e 
o 

l > o (4. 2 . 2 . 2 . 11) 
c 

No cálculo por eleme ntos finitos, o v o lume d e 

controle, correspondenLe à fissura, é o volume associado com o 

pont..o de i nt..egr ação em um dado el E.·mento. l..Jo p r- esenLe 

Lrabalho, o cornprim~nLo carat..eristico é determinado , p a r a cada 

pont:.o de integração, por onde dV é o v o lume de 

concreto representado pelo ponLo de i nLegração. De ve-s e 

observar que esta definição não leva ern conta a dir e ci o n a lida de 

da fissuração ou a distorção do elemento, mas pode ser usado 

como uma aproximação de primeira ordem do comprirnenLo de 

cont..role real. 

É importante observar qua esla pr- ocedi rno nt..o d e 

cálculo do ramo descendenLe da curva tensão-de formação é 

aplicável somente ao concreto simples. O clássico efoiLo d e 

t..ensão enrigecedora devido à presença da armadur a n a o foi 
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levado em conta. Contudo , a vanlagem des ta aproximação 

encontra -se em que a obj eti vi d a de da mal h a par a rnodel ar a 

f'ratura localizada é inquestionável. O efe i Lo d a armadura 

pode ser incluido admitindo-s e uma maior e ne r g ia d e fratura 

para concreLo armado que para concreLo simples . 

A redi s Lribuição de Le nsões devida à fi:suração e m 

outros pontos de inLegração, ou cargas pos l e riores, pode 

produz i r que algumas das fiss uras previame nte aberlas , 

f'eche m-so parcial ou totalmente. EsLa possibilidade é 

Se a deformação aLual e é considerada no presente modelo. 

pequen a com par a da com a deformaç~o arma zenada como a 

máxima deformação de tração alcançada através d a fi ssura antes 

considerada, a tensão normal à fisura , o , é calcul ada como 

o = Co / 
rof 

cor r espondenLe 

e ) e onde 
ref 

à deformação 

o 
r õOf 

e 
ríif 

é a Lensão inLerpolada 

A trajetória des:La 

"desca rga" secanle é mosLrada na FIGURA 4.2.2.2. 3 . 

A reaberLura da fis s ura s e gue a mesma trajetória até 

que excedida. EnLã o tensão é inLe rpol a da desde 

c 4. 2. 2. 2. 7). 

_,.é T 

~'--Y_, __ '_a_,~f--· -~~---------l~~r __ .. _r_"---__________ ~~e 
t+-&c--1 

F'! GURA 4 . 2. 2 . 2. 3 Curva de deformação com amolecimento 

descarga e recarga secanLe 

com 
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4. 2. 2. 3 - Transforência de Lt:nsi'5us: dt.:t corte alra vós da 

As experi ências mos tr am que no concra·Lo Ulll<:l. 

considerável quan~idade da Lens~o de corte pode ser Lransferida 

através da superficie rugosa d~ fissura. Em concrelo s impl es , 

o principal mecanismo de transferência de corte é o 

"engrenamenLo dos agregados" e as principais varió.veis 

e nvolvidas são o diâmeL ro e a granulomeLria dos agregados . 

No concreLo a rmado, o e feito de pino da a rmadur a 

C "dowell effe'c l ") desempe nha t a mbé-m um p apel s i gni fi cal i vo. 

As principais variáveis , envolvi das n e ste fenómeno , são a taxa 

de a r madura, o diâmeLro das barras de aço e o ângulo entre a 

fissura e as barras. Ambos mecanismos são controlados pela 

aberLura da fi ssura. A capacid~de de Lransfer&ncia de corLe é 

reduzida com o a ume nto da abertura de fissuras. 

o m&c-'<nismo antas me ncionado , n ão pode ser 

diretamenLe incluido no mode lo de fiss uras di stri b uldas . Uma 

aproximação s implificada é geralmente empregada p.J.ra levar em 

conta a capacidade de Lransferência de cort e no concreto 

fissurado. O processo consisto em atribuir ao módulo de 

elas ticida d e transversal , correspondente ao plano fissurado, um 

valor r eduzido , G , definido como 
c 

G = (3 G 
c o 

(4.2.2 . 3.1) 

onde G é o módulo de elasticid.J.de transversal do concreto não 
o 

fissur ado e (3 é um f alar de redução compreendido enLre O e 

1. 

Um valor constante p a r a o f alar d e r edução foi usado 

e m varias a nálises. Contudo, é n~is f á cil , r e l acionar o v a l or 

d e n com a d e formação de ~ração , normal ao plano da fis s ur a , 

uma me dida disl ri buida da abertura da fissura. 

trabalho , usa-se a seguinte expressão 

No presente 

kt 
n = 1 - C e /0 00!3) {' l • ( 4. 2 .2.3. 2) 

onde c é a deformaçã'o d e tração ficlicia norma l ao plano da 
l 

fissura e kt é um parâmetro no intervalo 0,3 até 1 , 0 (19J . 

A Figura 4.2.2.3.1 mostra a variação d e (3 com e 
l 

par a 



7 1 

diferent..es valores de kt, conforme CERVENKA (19). 

G/G 
o 

FIGURA 4.2.2.3.1 -Variação do módulo de cort..e com a doformação 

de Lração ~t..r~vés da fissura. 

4. 2.2.4 - Estudo da convergência 

O testa de conv~rgénci:~. formulado em 2. 7 é conLr-olado 

pala laxa de deformação vi scoplàsslica ef~tiva 

c r it..ério não é aplicável para o concrelo fissurado , 
vp 

poi s , 

Es Le 

nest..e 

caso pode não alcançar um est..ado esLá vel e l e r -se , c on Ludo 

c =0. 
vp 

prt::tsent..e 

Port..ant..o, é necessário formular 

trabalho opt..ou-::>ú- por conlrol :1r 
n+t 

lfl conforme . 

100 !: TOLER 

o nde k é o númoro de pontos de 

forças nodais equivalentes no ins LanLe L 
n+i 

admi lida. 

um novo test..e. No 

f orças residuai s 

( 4.2.2.4. 1) 

o velor de 

e TOLER a Lol e rànci a 
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4.3- Modelo constitutivo para o aço 

Conforme já foi me ncionado , pa r a es t abel ecer o mode lo 

do concreto armado, é suficiente conhe c e r o c o mport..arne n t o 

uniaxial do aço. 

No modelo, o aço é ideali zad o c orno a pr e s e nl ado no 

diagrama bi 1 i near, da F'I GURA 4. 3 . 1. 1. 

tomado como um material elast..oplás t..ico. 

Des t a for m~ o a ço é 

O aço d o Lipo A é 

conside rado como ela.st..oplástico p e rfe ito e o d o Li po 8, como 

el a sLoplástico com endurecime nto. 

- ---- 71'""----- ---

A 8 
IC.---------- - - ----c "-------------~C 

c 
y 

~ c 
yo 

a 

F'IGURA 4.3.1.1 -Di a gr a ma adotado p a r a o c omport .:..mt:?nLo do a ço 

Admit..e-se que o aço t e m 

elastoviscoplástico definido por 

+ 
c = -yC!o !-j) / f 

vp s til y y 

onde o é o nivel d e tensão aLual no a ç o e s 
escoame nt..o do material. 

urn compor Lame nLo 

( 4. 3 . 1 ) 

a Lu nsao d & 

O coe ficiente de flui d e z y é Lo ma d o como c onstanL C? . 

O valor de Hn. necess àrio par a uLili zar· o e:s que ma 

implicito de integração no tempo, é obti d o a pa rtir d a e qua ç ã o 

(4.3.1) como 

ôc i) 

(~ 
l a 1-f 

) 
y 

Hn = 
__ vp_ 

- y 
_ w __ .Y_ - -- --·--... C t1 .3. rD -

ôa da j j 
y y 
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CAPI TULO 5 

MODELO CONSTITUTIVO PARA O CONCRETO S UBMETIDO A CARGA 

DE LONGA DURAÇÃO 

5 . 1 Fluência e r ~Lração do conc rvlo 

Se o concreto é subm<:~ tido t.. cargas d e l o nga duração , 

a deformação ins tantânea 

defor 1nação com o Lempo. 

é s e gui d a pelo aume-nto conl 1 nuo d a 

Este f e n ó mvno , d esc o be rLo 0 111 1007 por 

Ratt (4], é r e f e rido como fluênc i a Ccreep) . 

A flu ê ncia, então , é u1n.:>. d e f'ormação do concr elo no 

tempo , que ocorre quando eslá s ubn~Lido a Lensões . Tr;:..ta-se , 

porLanLo , de uma d e formaç ã o t e ns iona l, que m~nifes t::.-se mai s 

acentuad ame nte nos momentos ime dialame:nte pos t e riores ao 

aparecimento da tensão, e ncontrando-se liga d a a f e nóme nos 

fisicos de tipo diverso relaci o n a d os c o m a c ircul aç.:io d-=: água n a 

mas sa do conc reto e com a di ssipaçã o pa r a o exterior da mesma 

C variando , d es l e modo, d e f o r ma apreciável em f unçã o d:.1s 

condições de dr em a gem) . Po r i s Lo , e m s u a magnitude o 

d~senvolvimenlo no Lempo influvm fund.-:..mvnlJ.lntt~r. L c- o g r a u d . : 

umidade ambienta, o v a lor da Le n são e sua va ri ação no Le mpo e a 

idade do concr e to L de inicio do proces so. Influe m, t a mbé m a 
o 

Lemperat.ura armienle , a composiç ã o do concreto, o t.i po d e p e ç a 

a . sendo um fenô me no progr essivo , o Le mpo t r anscor r ido d~sde a 

aplicação da Le nsão. Assim , para t. e nsã o cons t a n te , apli cad a em 

L a deformação c avol uo c o rn uma cu r v a c r escenL t.? e 
o c 

assi ntótica da forma apresentada na PIGURA 5.1.1. 

73 
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flut?r.ci~ 

CdE: t' orm.:.ç::io di C «i:: t ·id~) 

de for 1n~ção i ns LanLânaa 

4---------~------~------------------------------------------~~ 
L L 

o 

FIGURA 5.1.1 EvoJ ução da 11 u~nci a · (>ar a Lensão consl~n le 

aplicada em L 
o 

A r e lraçao Cshrink;;..ge.-) t? uma deformação inclependt:?nLe 

da Lensâo apl i cad~ , de conLr ::..ç!io d;.. m;:..ssa do cone r E: Lo , que 

mani fesLa-s.:. e m especial n o p e r i o do de endureci mt:::nLo. EsU ... 

muilo ligada a fenômenos fi sico-qu.tnti c os r&lacionados com "­

água, que G-m parLe hidrala os componentes do cimenl..o e, em 

par La, t'ica 1 i vre denLro da 1n~ssa. Em s u a nogniLude w 

d~s.::.nvolvimenLo , influem, fundarnonL.::..l moa-nLG, o grau de unudado 

.::..mbienLe , a composição do conc t·et..o , o Lipo C fot' tn::.. 0 L .::.. m.;..nho) d.êl 

do con c r b- l.o , e , s.::ndo UH\ 

progress.1.vo , o l e mpo L r ;:..nscorrido , confor111e um~ cur v a crescenll.~ 

o .:tssinlólic:.., como mosLra a FIGURA 5 . 1 . 2 . 

C » 

FIGURA 5 .1. 2 - Curva d~ r&Lr.::..~So 
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A f lué n c i ~, ma. i s a c h:..m::..cla dG· r'or· m.:.ç ão elas Li c a OLI 

i nslo.nlán.;;:.a, produ-zli?m um aullh.>-nlo cll:"l d"'fo r m.:Lçao em Lun cor· p o d.__; 

prov.:t carrf?gado em r elação a outro idê nli co , sern car g.:,. e exposLo 

c:..s ml:"lsmas condi ço.as ambi on L.d.i s C FIGURAS 5 . 1. 3 tt 5 . 1. <D . 

o 

-i· + retração 

di Lataçéio t é rmica t fLuen.ci.a + de ---
formação e L ás t ica 

a)corpo d~ prova livr.a do carga b)corpo da prov:.. car r egado 

FIGURA 5.1.3- Corpos du prova com e s~m carga 

e/a 

carregado 

.fLuência + dejo1·mação eLástica 

-------~---------------------------------~~~·~-~ d~ 
care,Cl 

retração + di LaLação térrni ca 

L - L 
o 

FIGURA 5. 1. 4 - Evol uc;ão d as df.?for mações no l e rnpo 

5 . 2 - Inclusão da f'luência no modelo 

5.2.1 - O modelo reológico 

O modelo reol6gico~ pa1·a rt:tpr.:;senL.:..r o cornporL=luH:i'nLo 

d~pendenla do l e mpo do concreLo não f'issurado, -foi adola,jo como 

sendo uma cadeia d e el em;~mlos Maxwell , consliLuida por uma 

associação l:;ffll paralelo de e lernenlos composlos por urna mol a em 
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série com um amortecedor viscoso CF'IGURA 5 . 2 .1) 

oC L) 

n-1 

E E 
n 

T'/n-1 

1 2 n-1 n 

oCL) 

FIGURA 5. 2. 1 - t-iodel o d e Maxwe ll 

Esle modelo pode ser oblido, como um caso particular 

do modelo elasto-viscopláslico, admitindo-se que lodos os 

elementos de atrito Csllder) da cade la de elementos Maxwell 

garalizada lêm tensão de plaslificação nula . 

As molas da 2adeia lêm módulos de elasticidade 

dependentes da idade L do concreto E (L) onde os i ndi ces n 
n 

r eferem-se à. unidade na cadeia Cn = l , N). Os amor L aceder a s 

são caracterizados pelo tempo de rel a xação da unidade T 
n 

(conside rado como conslanle no lompo). O coef i ciente de 

vi s cosidade é dado por T'J = E T 
n n n 

BAZANT. em [6-13) d esenvolve um mode lo deste lipo 

para representar o comporlame nLo vi scoel á s li co, com 

envelhecimento do concreto , sob bai x os niveis d e tensão. 

Além dislo , apresenta o caminho para d e terminz.r os parâJJtelros 

do modelo a partir de dados de ensaios ou informações de normas 

para estruturas de concreto. 
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5.2.2 -Modelos viscoelásticos lineares 

Os parâmetros do mode lo podem ser determinados a parL.ir 

de ensaios ou de inf'ormações de normas para concr.;:L.o . 

O comportamento viscoelás tico de um mate rial, pode ser 

linear ou não linear. 

uma histeria de tensões 

Define-se como linear (31) quando para 

o{ L.) = o C L) + o C t) 
1 :z 

obtém-se uma história da deformações c( t) = c C t ) 
1 

+ c Ct), onde 
2 

c Ct) 
1 

e c Ct) 
2 

são as histórias de deformaçé'Ses corr esponde ntes 

as histórias de tensões o C t) e o C t). 
1 2 

A hipótese de linearidade , para o concreto, 

aceitável somente em b aixas tensões, em torno da rneLade d a 

resistência do concreto. Neste estudo, por trabal har-se dentro 

desta f'aixa de tensões, adotou-se o modelo 1 i near. 

Devido a sua dif'erente formul ação matemáLíc~ . conforme 

o CEB [28] , podem-se subdividi r· os modelos d e previsão d a 

f'luêncía linear em dois grupos : 

produto. 

model os de soma e modelos de 

A caracto&ist.ica do modelo de produto, também chamado 

de fb.J.ênc(a com enuelhec(m.anto, é que a expressão da deformação 

de f'luência c Cou f'unção d e fluência J ) contém o produto d e 
CC 

uma f'unção que considera o afoito da idade d e apl icaç~o da carga 

t • e uma f'unção , que descreve o desenvolvimento da fluência no 
o 

periodo carregado Ct - t ) 
o 

/ 

/Ct-t) 
1 o 

C5. 2. 2. 1) 

onde fi C t ) é uma função monotonamente crescente com a idade e 
1 o 

f Ct - t ) é uma f'unção monotonamente crescente representativa. 
1 o 

do Lempo de desenvolvi manto da fluência. Os métodos de 

previsão dados pelo ACI (1) 

(261 pertencem a este grupo. 

e do Código Modelo do CEB de 1990 

Este também é o caso do modelo 

de BAZANT &c PANULA (10.11,12). embora este separe a 

def'ormação d ependente da carga total em componenL.es adi Li vas , 

vinculadas aos dif'erentes mecanismos d e fluência. 

A caracterist.ica dos modelos de soma , também chamados 

modelos de taxa de fluxo ou d~ Disch(n(fer melhorado, é ~ 
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s&paraç~o da fluónc i~ e m p a rcel as 

dif e rida) e irreve r s lve l 

revar s lv~l C~las Li c i d~d0 

c = 8 C L 
CC 2 

L) + [ j C L ) - f C L)) 
o 2 2 o 

( 5 . 2 . 2 . 2) 

onde 8 C L L ) é uma função 1110 no Lona111e nLe c1·esc e nle, q ue 
2 o 

r e presenta a elasticidade dife rida e o Lermo (/ C L ) - jC L)) , 
2 2 o 

t a mbém crescente c o m o t e mp o L, r epresenta a parL e i r rever si ve l 

da deformaçã o de fluência. A formul a ç ã o d es l e segundo Lern~ . 

onde o efei Lo da idade d e carga e o l e rnpo desenvo lvi d o são 

expressos por uma r unção úni ca do Lempo , r e ve l a uma 

caracLerisLica adi c ional d o mo d e l o de soma . Es l o Lipo ele 

tnodel o de previ são de f 1 u é nci a é u s ado p e los proce di menLos da 

norma DI N 4 2 27 ( 34) e Lamb&m p e lo Có digo Modelo d o CE8 dG 1 078 

( 25 ) . embo ra , n esLe últin~ . exi s La uma 

hCL ) que represenLaba a flu ê ncia ràpida . 
o 

componente adi cional 

Em Lodos es l e s model os, p odem ser i nLroduzidas f unções 

adicionais para cons iderar o efe ilo de o u l r os pa r à melros que 

influem sobre a fluência do conc reto , La i s c o mo a umida <J e 

rel ali va do ar, o Lamanho da poça , a compos ição do c o ncreto , 

ele. 

Como em Lodos e s Les mode los, f az-s e a h ipólese de 

line;1ridade de Le ns ões , para dol e rmina r a d Gf o rma ç ão por 

fluência s ob tensões vari ávei s , p ode-se a plicar o p r i nc ipio da 

s uper posi çao. 

A difer e nça entr e os ..:!oi s Lipos d e modGl o s linear es 

Lo rna-se e vidente quando sao US ;:!.dOs par a r:wevG-r o 0 f ei Lo du 

Lens ões variáveis. O mo d €.>lo do pr o duto d t. pre vi s õ e-s cor rel<:ts 

para Lensões consLanLe s . F1· e quenL e m&nLe , n tio d~ bon s 

r esultados, para hi s tórias d e cargas va ri á veis , p a rL icul a r m0n le , 

para diminuição de Lens õ es e p a r a a r elaxação d o conc r e t os 

carregados com pouca ·idade. 

Os modelos de s oma n ão Lêm f requenl erroenle boas 

previsões para Lensões cons LanLes, pe lo a c o plamento d o s efe iLos 

da idade de carga e do des envolvime nto da fluência no lempo na 

oxpress!Io da fluência i rreversi v e l. E:s Les modelos s!lo 

geralmenLe mais c:.propriados para a previ s ã o da fl uencia par a 

tensões variavels. De qualque r forma , os d u f'oiLos nas 
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previsões dos modalos de fluência linear resulLam prlncipalmenle 

do fato de que a fluência do concreto é na realidade um processo 

não-linear que requer um modelo constitutivo n~o linear. 

5.2. 3 - Determinação dos parãn~lros do modelo 

Neste trabalho, a d etermi nação dos parâmetros do 

modelo é feita como sugere BAZANT (5,13) e apresentado por 

FAI RBAI RN ( 35] A seguir, d&screve-se este procedimento. 

Primeiramente, f'ixa-se o número N de unidades , que 

compõem a cadela da elementos Maxwe ll, e os tempos de relaxaç~o 

T de cada unidade. de acordo 
n 

com a r ai xa de tempo que se 

deseja cobrir a pós a aplicação da carga. 

Cada uni da de. com tempo de r elaxação T ' n 
pode ser 

considerada r esponsável pelo interval o de l êmpo compreendido 

e ntra 0.3 T a 3 , 3 T . 
n n 

Isto sign i fica que, por exemplo , um 

modelo composto por quatro unidades com tempos de relaxação de 

3, 30, 300. a 3000 dias, pod~m garantir uma res posta precisa 

para um periodo entre 1 e 10000 dias (27 anos aproximadame nte) 

dapois de apli cada a carga. Uma unidade adicional , com 

somente uma mola Cna prática, tomd-se u m T muito g r ande), pode 
!:S 

ser conveniente para aumentar a aplicabilidade do modelo. 

A !'unção de relaxação , ou seja, a tensão o(t) 

r esultante de urna d ef'ormação unitária imposta em 

mantida cons tante e m t>t , para o modelo da cade ia do 
o 

Maxwell, é dada por. 

n 

RCt,t )= E E Ct ) exp(-CL-t )/T] 
O r O O r 

r=t 

t= L e 
o 

elementos 

(5 . 2. 3.1) 

Esta equ ação traduz o desenvolvimento da f'unç!Io de 

relaxação RCt,L ) e m série de DirichleL. 
o 

A determina ção dos termos 

pontos discretos de uma !'unção de 

representa os instantes · em que 

conhecida . 

E Ct ) é feita a partir de 
r o 

relaxação RCL _, L ) , onde L 
~ o 

a !'unção de relaxação é 
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p n p 

E 
i.=J. 

{~E Ct) exp[ -Ct.-t )/T J-R,Ct..,t )) I: exp [ - Cl -V)/T J:;;:Q 
l. r o \.o r \.o . L o j 

r = J. J= 1 

C5. 2. 3. 5) 

Esta axpress~o poda ser escr iLa da soguinLe forma: 

p n p 
E {n::,xp[CL -t .)/T +Ct -t .)/T .JE Ct ))=E RCt . , t )exp(Ct -L .)/T . J 

l.~ o \. r o L J r O . - L O O J J 
i..= t r=J. . L = J. 

C5. 2. 3 . 6) 

Sob forma matricial , o sistema pode ser escrito 

como 

(AJ <E> = {8} C5.2.3.7) 

sendo que os elementos deste sistema são os seguintes 

. p 

Ajk :;:;; E axp{-(Ct . -L )/T . + Ct -L )/T ]) C5. 2 . 3 . 8) 
i.=t 

\. o J i. o k 

p 
B . :;:;; 

J E R c t . • t ) axp( -c t . -L ) /T . J (5. 2. 3. 9) 
i.= 1 

\. o \. o J 

E . =E .Ct) C5. 2. 3.10) 
J J 

Introduzindo-se o termo residual n nas equaç ões do 

sistema , 0$ elementos Ajk d a malriz (A) 

seguinte valor 

sendo 

+ w 
2 

m 

w 
1 

m 

E CE -E ) C6k -6~+1 ) + 
r r-1 i. L 

r = 2 

C 6 k -6k-i +6k. -2) E CE -2E +E ) 
r r-1 r-2 i. i. L 

r = a 

se i =k e se 

devam ser somados ao 

C5.2.3.11) 

i =k o 

Desta maneira , resolvendo o sistema anterior , pode-se 

determina. r o s val o r es d e E C t ) , par a os va.l o r e::> de 
r o 

l 
o 

nos 

quais são dados os pontos discreLos RCt,L ). 
-- o Os valores de E , 

r 

para qualquer idade t , podem ser interpolados pela equação. 
o 



E Cl ) = E -r o o r 
+ E 

1r 
logC1 +l ) + E 

o :tr 

2 
log C1 +l ) + 

o 
E 

!Jr 

3 
log C 1 +l ) 

o 
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(5. 2. 3.12) 

Os coef'icient..es E podem ser calculados pelo méLodo 
lr ~ 

dos minirnos quadrados, minimizando a sorna dos desvios c/> , o nde 

n 

= E [E c l ) - E c t.. ) ) 2 

-r k r k 
k = .t 

C5. 2. 3. 13) 

As condições da minimização f'ormam um sislema de 

equações da forma 

* àcp / iJE. = O C5. 2. 3.14) 

sendo r = 1 , ... , 4 . 

os coeficien les E 
lr 

\.r 

Est..e sislema de equações fornecerá , 

p r ocurados. 

anUlo 

Como resul l ado , cada !'unção E Cl) pode ser 
r 

de ler minada nume r i camenle , como uma seqüência de valores par a 

cerlas idades t.. e a cadeia de elemenlos Maxwell fica 
o 

complelament..e definida. 

5 . 3 - Inc l usão da r e t raç ão no model o 

o efei t..o da relração , represenlada pelo velar de 

deformação 

{c ) = 
cs 

c Cx , y , l) 
C &I 

c Cx , y,l) 
c u 

o 

é incluido at..ravés de u m vet..or de car regamenlo 

equival enle, vat..or est..e de forças auloequilibranles. 

( 5. 3.1) 

nodal 

A Lransf ormação das deformações d e vido à relração e m 

car r e g a ment-o nodal equival ent..e, é f'eila alravés da expr essão 

(5. 3. 2) 
C li v co 
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5. 4 Valores adotados para as deformações por fluência e 

Na falla à e dados experimentais, nesLe lrc:.balho 

adolaram- se os modelos de fluê ncia , e reLração propostos pelo 

Codigo Modelo do CEB- FIP 1QOO [ 28 1. 

5 . 4 . 1 Modelo para a fluência conforme o Código Modelo do 

CEB- FIP 1 990 CMC90) 

Segundo o CEB, lem-se que a função de fluôncia JCt,L ) 
o 

que representa a deformação por unidade de Lensão vem dada por 

JCt , t) = 
o E C L ) 

+ 
'i>(L , L ) ____ o 

E 
(5 . 4.1.1) 

1 

c o c 

onde 

E 
c 

= módulo de elasticidade tangente do concreto na idade de 

28 dias que pode ser calculado pela equaçao C5 . 4 . 1 . 2 ) 

E Cl ) = módulo de elaslicidade na idade de carga l [em dias ) , 
c o o 

dado pela equação (5 . 4.1. 3 ) 

<P(t,l )= coeficienle de fluência conforme a equação C5. 4.1 . 4). o 

O módulo de elasticidade langenle C é obtido de 
r.: 

c 
1 0000 . c f ) 1 

/ 
3 

em 
em [ N/mm2

J (5.4.1.2) E 

sendo f a resistência 
em 

média à compress~o do concrelo na 

idade de 28 dias [N/mm2 J. 

O módulo de elasticidade na idade d e carga 

dias] é dado por 

s/2. <1 

L 
o 

[em 

E Cl ) = e 
c o 

YZO/l ) 
o 

C5.t1.1.3) 

sendo e ::: 0.2 para concrolo de t::tndurec .i. rnenlo rápido ou dG .:d L;:; 

resislência 

11 = 0.25 para concr.:;-Lo d e Gndurecimenlo nor m..:l.l ou rapido 
... = 0.38 para concr elo de endurecimento 1 enlo. 
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O coe f i ci e nt e de fluênci a 4{L ,L ) 
o 

</>(L, L ) ::: cp . (1 C L-L ) 
o o c o 

8 4 

é c a l c ul ado como 

c 5. 4-. 1 . .-1) 

onde <P é o coefici e nte d e flué nci a nomi n a l, c onfor-m.:: a equação 
o 

(5. 4. 1. 5) 

(1c é um coeficienLe que d escreve o desen v o lvirne n Lo da 

fluência no Lempo, conf orme a equação ( 5 . 4 .1.1 0) 

L é a idade do concreLo [em dias) no insLan Le con s ide r a do . 

O coeficient-e de fluê ncia n o mi nal, é calcul a do a p a r Lir d e 

com 

<P = <P .(1Cf ).~CL ) 
O RH em o 

1 + 

</JRH = 1 + 
0.1 

16,8 
(1C f ) = 

RH 

1 00 

3 -
-(h 

o 

em 
Y/ 

(1C L ) = 
o 

2A 
h = __ c 

o u 

em 

1 

O. 1 + L 
0

' 
2 

o 

onde RH é a urni da d e r ela Li v a d o a r 

ficLicia em (mml , com A sendo a area 
c 

perimeLro em conLato com a a lmosfera. 

( 5. 4-. 1. 5) 

c 5 . 4. 1 . 6) 

c 5. 4 . 1 . 7) 

c 5 . 4. 1. 8 ) 

c 5. 4 . 1 . 9) 

e m [ %1 , h é a e spess u ra 
o 

da seç ão Lrans v e r sal e u o 

O desenvolvim~nlo da f lu~ncia no Lempo 6 dado por' 

(1C L-L ) 
o = - L 

o 
]

0,3 

com (1 = 1 , 5 [ 1 + C O , 012 RH) Hl J h + 2 5 0 ~ 1500 di as 
H O 

c 5 . 4. 1. 1 0) 

(5 . 4. 1.1 1 ) 

No mode lo apr e s e nLado pelo CEB, o s e f eiLos d o Li po d e 

ciment-o e de v a riações d e Lempe r at. ur a sobr e as deformações por 

fluência são cons iderados a lr a vós d e correç ões d os coefi ci e nl es 

e funções definidos acima . 
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5.4.2 - Modelo para a retração, conforme o Código Mod~lo CEB-FIP 

1990 

A de!ormação devida a re~ração pode ser calculada com 

e c~.~ ) = e ~C~-~ ) 
es s ca o s s 

C5. 4·. 2. 1) 

onde 

e = coeficien~e de retração nominal 
C&O 

conforme a equação 

C5. 4. 2. 2) 

~s = coeficien~e que descreve o desenvolvimen~o da retração no 

~empo conforme a equação C5.4.2.6) 

~ = idade do concreto am Cdiasl 

~ = idade do concre~o em (dias) 
a 

no começo da re~ração 

O coeficien~e de re~ração nominal pode ser 

e = e Cf ) ~ 
csO a em RH 

com 

s c f ) = ( 1 60 + ~ ~ c c 90 - f ) ) 
~ em • em 

onde 

~ae é um coeficien~e que depende do 

-6 
10 

tipo de 

ob~ido de 

(5. 4·. 2. 2) 

(5.4.2.3) 

cimenlo 

(3 se = 
{ 

4 para cimen~o de endurecimento lento 

5 para cimen~o de endurecimenlo normal ou r ápido 

8 para cimen~o de alla resis~ência com end. rápido 

e 

~RH = { : : ::: 
~aRH 

para (5.4. 2 .4) 
RH ?: 99% 

onde 

RH r (5. 4. 2. 5) ~sRH = :1 [ 100 

Nas equações C5.4.2.3) e (5.4.2.5), /em ó a 

resi slênci a média à cornpresão E.·m ( N/mrn2
J e RH é a umidade 

rela~iva do ar média em (~J. 
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o desenvolvimen to da retração no lempo ~ dado por 

[ 
t - t r o 

e 

~ Ct t ) = C5 . 4. 2. 6) 
g I> 

~SH+ t t -
s 

com 

~SH 0 , 035 h 
2 C5. 4. 2. 7) ::: 

o 

onde o valor de h= 2A /u C5 . 4.1.7) está em (mml. 
o c 

Os efeitos de variações de temperatura sobre as 

deformações por retração do concreto são , também, consi de1· ados 

através de correções para as expressões acima . 
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6. 1 - Introdução 

Nes te capi~ulo, 

resultados forne:::idos 

CAPITULO 6 

EXEMPLOS 

apresentam-se comparações e ntr e os 

pelo progr ama c o mputacional e os 

resultados experime ntais de vigas de concreto ar mado , vi sando 

ilustrar a validade do modelo para a análise deste tipo de peça 

estrutural. 

6 . 2 - Exemplo 1 

Conforme a expressão (4. 2 . 2. 2 . 2) , pr-oposta pelo CEB- 90 

[ 261 , a E!nergia de fr atura Gf é função do tamanho rn~xirno dos 

agregados. Com o fim de testar a influênc i a da v ariação de Gf , 

no modelo proposto, a nalisa-se uma viga ensaiada por 

RAMAKRI SHNAN e ANANTHANARAY ANA [ 63 l . Faz-se G variar entre o s 
f 

valores máximos d ados pela fórmul a (4 . 2 . 2 . 2 . 2) , para o valor de 

fc obtido experimentalmente . O comportamento da viga é 

fortemente influenciado pela fi s s ur a ção, devido a baixa 

percentagem d e armadura de tração e p e la ausênc i a de a rmadur a 

trans versal . O modo d e ruptur a E·XpGrimEmtal foi de flexão , mo s 

a posição das fissuras dominantes no c o l apso s u ger e m q u e o corte 

influenciou sobre o comportamento d e rui na . 

V i gas si mi 1 a r· es , n o mesmo p r ogra1na expe r ime nt a l, 

apresentaram acentuadas fissuras de c o rt e no c ol apso , embora a 

fissuração flexionai fosse dornlna nt. e. 

Como o comportame nto não-linear do concrt..~Lo em 

compressão e o seu esrnaga.ruento nao t.~m m::..i o r i rnpo r Là n ci a nest.J. 

8 7 
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análise , esl.a viga l.orna-se parlicularmenle inL e re:ssan Le par a o 

es Ludo do eftailo d e G no modul o de fissur·açao propos l.o . 
f 

Os dol. a lhes da vig:l de espessura L ::..:72uun t:~l::ío d:..dos na 

F'I GURA 6. 2. 1. Devi do à si meL r i a, somen l e a mel a d e da viga foi 

analisada. Tomou-se uma discrel.ização d e 16 elernenl.os 

quadrát.icos, como most.ra-se n a FIGURA 6 .2.2. 

Um r es umo das propri edades ma l.eriais u sadas para a viga 

são dadas a seguir 

CONCRETO Módulo de deformação i nicial E = 20600 MP a 
o 

Coeficient.e de Poi sson v = 0 , 15 

Resi s t.ência à Compressão f :: 24 , 7 MP a 
c 

Resisl.ência â Tração f ' 
l 

= 3 ,1 MP a 

Tensão de Plasl.ifi cação a 
o = 7 . 41 MP a 

Crit.ério de Plastificação Hint.on & Owen 

AÇO Módulo de deformação E = 207000 MP a 
s 

Te nsão de escoamenLo f = 345 MP a 
y 

Módulo de endureciment.o H' = 3450 MP a 
G 

Ar e a A = 71 
2 

mm 
e 

Diferent.es curvas carga-deslocamento, u sando valores 

de G iguai s a 0,108; 0,64 e 0,28 (N/mml e um valor de kJ.=0, 65 
f 

são, comparadas na FIGURA 6 .2.3. com a curva obt..ida 

experiment.almenle. 

Na FIGURA 6. 2. 4, mosLram-se as fissuras apresent.adas 

pelo modelo, para os dist.inl.os valor es de Gf , pa ra uma carga 

P = 80 kN. 

Pode-se observar que a variação d e Gf Lem um forl e 

efeit.o sobre a forma da curva carga-deslocame nt.o, o 

desenvolviment.o da fissuração, o inicio da plasl.ificaç~o no 

concret.o e nas barras de aço e na previsão d a car ga úll.ima . 
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6 . 3- Ex~mplo 2 

NesLe i t..em, apres-::·nLa-s e uma cornpa r a c; rio enL,-e o s 

resultados fornecidos pelo p rograma compuLac iona l e o s 

resul Lados exp~r i me nlai s da vi g~ de concreLo dr m~do ET'.\- obLi d os 

por LEONHARDT e WALTHER (47]. 

Na FIGURA 6.3.1, rnos t..r a -se o det..alha me nLo da viga . 

A viga foi submet..ida a duas cargas concenl.radas. 

A ~rmadura longit..udina l consist..e, inferiorment..e , d e 

quat..ro barras de 20 mm de diâme t..ro e , superiorme nl.e, de duas 

barras de 8 mm de diâmetro Todas as bar r as s ão de aço d e 

classe 8. 

Os estribos verLicai s são de 6 mm d e diàmet..ro, 

de aço classe A , uniformemenLe espaçados . 

Calcula-se G conforme a expressão (4.2.2.2.2) com um 
f 

d =19mm, e obt..ém-se G =O , 05N/mm. 
m~ f 

A seguir esLão des crit..os o s 

paràmeLros dos maleriais para a análise desLa viga . 

CONCRETO Módulo de deformaçã o inicial E = 27500 MP a 
o 

Co~aficienLe de Poiss on v = 0,2 

Resistência à Compressão /c = 2 4, 2 Ml'>:t 

Resisl.-óncia à Tração f = 2 ,33 MP a 
L 

Tens ão de PlasLificaç~o o = 
o 

7 , 26 MP a 

Energia de F'ralura G = 
f 

0,05 N/ mm 

Critério de Plast..ifica ção Hinlo n & Owen 

ou OLLoson Co =/ 
o c 

) 

AÇO Módul o de deformação longiLudinal E = 210000 MP a 
6 

Tens ao de escoamenLo 

barras de 20mm C cl asse 8) f y = 3 00 MP a 

barras de 8 mm C cl asse 8) f y 
=- 3 2 5 MP a 

barz-as de 6rum Cclc;~.sse A) f y = 320 l'>IPa 

Módulo de endureciment..o : 

barras de 20 1mn C classe 8) H' = 16127 MP a 
o 

bar ras de 8 Inm (classe 8) H' = 17917 MP a 
o 

barras de . 6 mm C c l asse A) H' = o MP a 
o 
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Como a viga apresenta si melria de carga e de geomelrla 

a discreti zação foi efelua da somente na s ua metade . 

Utilizou-se a malha de vinte e lementos firütos de 8 nós . 

conforma mostra a F'IGURA 6.3.2. 

Na F'I GURA 6.3.3, mostra-se a evolução das flechas ao 

longo do carregamento para a viga , s egundo os resultados 

experimentais e os obtidos at r avés do modelo compulaciunal. 

Na F'IGURA 6 . 3.4 , comparam-se as t e n s ões nos estribos , 

valores obtidos atr·avés do mode lo e experimentai s p a ra a vi ga. 

Os valores a n alisados são as t ensões médias, na altu r a d a alma, 

de quatro estribos posicionados entre 38 e 71 e m a partir do 

apoio . P/2 P/2 

105 90 105 , 
lt 

I 
-/-2~0 I 

I 

..-45 I ----, 
I 

rr& "· 
[[[[]]r~ 

4J<J'20 Jdo mrtn 
~o~----------------------------~~----------------------------~2~0~ 

30 

I~ 
5 

F'IGURA 6.3.1 - Detalhamento da viga 
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F'IGURA 6.3 . 2 Discretização adotada p ara a anál is~ por 

elementos finilos da vi ga. 
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FIGURA 6.3.3 - Comparação entr e as flechas obt..idas poa-lo ensai o e 

p e lo modelo compulacional para a vig~. 

200 

150 

100 

50 

50 

FIGURA 6. 3. 4 

- · -·- Modelo 

Expêr i II)On la.l. , ·· ,. 

..... _,. 

TENSÃO NOS ESTRIBOS C MPa) 

100 150 200 300 

Comparação d as t..er.sõos nos ost..r.i bos obli dé:lS: n o 

ens:ü o e pe.l o mod~l o coruput..aci onal par a a viga. 



95 

6.4 - Exemplo 3 

Para il :Jstrar a apl icação do modelo , confr-ontam-se 

neste item os valores deter111inados atravt.s d ele , como os 

resultados experimentais obLidos por GOBETTI, CAMPOS e 

CAMPAGNOLO [37] para vigas de concreto ar n1ado , s ubmo:?tidas a um 

cargamento uniformemente distribuido d e curta e longa duração. 

Compar a m-se , a qui , os resultados corr es pondentes a duas 

v igas , r eferenciadas· no trabalho original por V7 e V8 . As 

vigas eram simplesmente apoiadas, com um vão de 3 , 72 m e seção 

transversal de 7 , 5 x 20 e m. A armadura longitudinal era 

composta, infer iormente , por duas barras de 8 mm de diâmetro de 

aço CA-608. Adicionalmente, foram colocadas, nas faces das 

vigas , mais dua~ barras de 3,4 mm de diâmetro. A armadura 

tr a nsversal consistia de estribos de 3 , 4 mm de di âmelro , 

espaçados de 10 em. 

As vigas foram concretadas e ensai3.das 

simullaneamenle. Na data do ensaio Ci6 dias após a 

concretagem) , cada v i ga foi submet..ida a um cargamen to 

uniforme mente distribu ido de 2 , 36 kN/m, a l é m do poso próprio , 

sendo esla car ga mant..i da c o nsLante por mai s sGLenLa dias. 

A resistência cil i ndrica à compress~o e a res istência à 

tração do concr eto foram medidas na d a ta do e nsaio. 

Os valores médios da umidade relat..lva d o ar e d a 

t.. e mpe rat..ura foram consider ados como $endo , res pect..iv~menle, 75~ 

e 20~C. Os efeitos da r etração e da fluência d o concreto foram 

considerados a part..ir do sét..imo dia após a concrot..agem. 

A seguir estão descritos os pa râmetros dos materiais 

adotados para a análise dest..a viga. 

CONCRETO Módulo de deformação ini cial E = 26475 MP a 
o 

Coeficiente de Poisson v = 0 , 2 

Resistência à Compr-os$:ão· I = 10,5 MP a 
c 

Resistên c i a à Tração /l = 2,2 MP a 

Energia de Fratura G = f 
0 , 05 N/mm 

Critér i o d e . Plastifi cação Oltosen 
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AÇO Módulo de d e formação 1 ongi ludi nal E = 210000 t<!P::.. 
o 

Te n são de escoame nto 

barras de 8 rnrn f = 325 MP a 
y 

barras d e 3,4 rnrn f = 320 l-1P=... 
y 

Mó dulo de endurecime nto 

barras de 8 mrn H ' = 17917 MP a 
IJ 

barras de 3 , 4 lllffi H'= o MP a 
a 

Deve-se observar, que neste exemplo s.:io f e ilas duas 

análises dislintas. A primeira esluda o comport a me nto da viga 

sob a carga de curla duração . Nes la análi :;;e , considera-se uu1 

modelo elaslopláslico. Na segunda , analisa-se o funcionamento 

da viga ao longo do lompo, alr· ::..véos do modolo vis:coulf.t ~;lico. O 

programa computacional desenvolvi do realiza e slas duas análises 

aulomalicamenle a parlir do modelo viscoelaslopló:::L i co . 

As propiedades do concrelo , para a análi se 

viscoeláslica, foram determinadas a parlir das expressões do CEB 

1990 [261, usando o progran~ descrito no ile m 5.2.3. 

Para modelar o comporlamenlo no lempo, usaram-se 5 

camadas , corno me ncionou-se no capilulo 5, e lr::..b<:ühou-se com urn 

intervalo d e lernpo consla nte de 0,5 di as. Considerou-se o 

coeficiente de Poisson como constante no Lempo , como indica 

Bazanl [14-l e se diminuiu o valor de 0,2, pnra o ensaio de 

curla duração, ao valor 0,17, para o ensaio de longa du r a çao. 

A análise compulacion al foi realizada com o emprego de 

urna malha de elemenlos finitos , composta por quinze· elemenlos 

quadrangul~res quadrálicos para eslado plano de Lonsão. Esla 

malha represenlava, apenas , a 111e La d e das vigas , por· ~s l as 

apr()Sentarern s imetria. 

Os d e lal hes da vi g<:.. es l ão dados na f.'] GURA 6. tL 1 e a 

discratizaç~o adotada moslra-se na FIGURA 6.4. 2. 

A FIGURA 6.4.3 compara as flechas das vigas . segundo o 

ensaio e o mo d elo computacional, para o c a r garn.Jnlo inslanld.nt:o, 

bem como a evolução deslas fl ech as com o decorrer do Lempo . 

A FIGURA 6.4.4 confronta os resultados exp0rim~nlai s e 

computacionais, para as deformações na armadur a tracionada e na 
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bord:l. compr imida , na seção c0nLral d~s vi gas . 

correspondem ao car r e gamenLo ins LanLã.neo. 
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A FIGURA 6.4 . 5 mos Lra as d efor rna çoes n3. seção conLr .:ü 

da viga , no instante de aplicação de carga e seLe nL a dias após , 

segundo as medições do ensai o e os r esull ados da análise 

computacional. Nesta figura os resultados expe rimenLais s!Io a 

média dos valor es obtidos para as vi gas V? e V8 . A figur:l. 

mostr a que tanlo p mlo procedimento t eórico como p e l os e nsaios , o 

ponto de incremento nulo das d eformações relaLivas ao longo do 

tempo sit ua-so acima do eixo da armad~o1r a Lracionad.;,. , 

conLr a riando a hipótese de c ritérios simplificados , que s u põem 

âc = O ao longo do tempo. 
líl 

\EB±H±+±fF3 I I li I I FFFI+l±f±E±R±I I I ifl 
I I I 

382 

2 9J 3 .4 

2 Çj 3 . 4 

2 r: u 

..... _--.7..;..5_~ 

o 
"' 

6 

FIGURA 6.4.1 -Detalhamento da viga 

711//11 

~-----------------
IU6 ----- - --·----?1 

FIGURA 6. 4.2 - Discretiz~ção adoLada p:1ra a anàlis~ d a Vl<Ja 
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CAPITULO 7 

CONCLUSOES E SUGESfO~S 

Nest...e Lrabalho, formula-se urn modelo que permiLe a 

simulação do compor Larnen Lo, ao 1 ongo do L e mpo , de peças de 

concreto armado submet...idas a est...ados planos d e Lensão a Lravés do 

mét...odo dos elemenLos finit... os. 

De sua formulação podem-se deslacar as conclusões 

seguint...es: 

Trabalhando com um modelo c o nsliluLivo 

elast...o-viscoplàst...ico, que incorpora corno casos part...iculares a . 
elast...oplaslicidade e a viscoelast...icidade , pode-se Lralar com uma 

mesma formulação.o comport...amenlo do concrelo sob cargas de cur la 

e longa duração. Além disso , com urna calibragem convenient-e 

dos parâmetros, pode-se estender ao est...udo à fluência não linear 

do concreto. 

Para cargas de curt...a duração, o modelo 6 e quival e nte 

ao elast...oplás t..ico com endurecime nt..o e , como mos t..rarn os exe mplos 

1 e 2 , fornece uma aproximaç~o aceitável quando se faz a 

comparação com os resultados experimentais . 

Para cargas de longa duraç~o. t...rabalha-se c o m um 

modelo vi scoel ás Li co com envelheci menlo, com a c a l i br agem de 

seus parâmetros conforme dados experimentais ou forrnul açôt=?s 

dadas por normas . Corno mos L r a o exernpl o 3 , o modo ! o ob L i do 

alcançou excelenle aproximação confrontado aos resul L.J.dos 

experimentais anali sados. 

P:l.ra a armadura opt...ou-se por um modelo incorpor ado , o 

qual sem a compl exidade do modelo discreto, possibilit-a 

representar armaduras com localização e direç~o arbilr~ri as . 

101 
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Trabalhou-se com um mod42lo dt? fissut~as dislribuldas, 

fixas e ortótropas . Corno mostra o .;:-xempl o 1 , o va l OI' da 

energia de fraLura G afeta 
f 

significalivam&nle a variaçao da 

curva carga-flecha , a carga de fissuração e a carga de ruplura. 

Utilizaram-se dois critérios de plasLific.:.ção, um 

proposto por HI NTOI'~ & OWEI~ e ouLro por OTTOSEN, obLendo-se 

resultados similares, como mostra o exemplo 2. 

Como sugestões para trabalhos futuros apresent.a-se: 

1) Analisar o critério de convergência do modelo; ern alguns 

exemplos o número de iterações, antes de atingir 

de convergência, parece Ler sido exagerado . 

2) Incorporar ao modelo a não-linearidade geométrica. 

3) Estender o modelo para concrelo pretendido. 

4) Empregar plasticidade não-associada. 

'\ 

a condição 
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