UNIVERSIDADE FEDERAL DO RIO QRANDE DO SUL
INSTITUTO DE MATEMATICA

PROGRAMA DE POS-GRADUACAO EM MATEMATICA APLICADA

Um Estudo Sobre Equacoes Auxiliares em
Formulacoes Nodais Explicitas para
Solucao da Equacao de Transporte de
Néutrons Bidimensional

por

Solange Regina Cromianski

Trabalho submetido como requisito parcial
para a obtencao do grau de

Doutor em Matematica Aplicada

Profa. Dra. Liliane Basso Barichello
Orientadora

Porto Alegre, 13 de Julho de 2016.



CIP - CATALOGACAO NA PUBLICACAO

Cromianski, Solange Regina

Um Estudo Sobre Equagoes Auxiliares em Formulagoes
Nodais Explicitas para Solucao da Equacao de Transporte
de Néutrons Bidimensional / Solange Regina Cromianski.—

Porto Alegre: PPGMAp da UFRGS, 2016.
118 p.: il.

Tese (Doutorado) —Universidade Federal do Rio Grande
do Sul, Programa de Pés-Graduagao em Matematica Apli-
cada, Porto Alegre, 2016.

Orientadora: Barichello, Liliane Basso

Tese: Matematica Aplicada

i




Um Estudo Sobre Equacoes Auxiliares em Formulacoes
Nodais Explicitas para Solucao da Equacao de Transporte

de Néutrons Bidimensional

por

Solange Regina Cromianski

Trabalho submetido ao Programa de Poés-Graduacao em Matematica
Aplicada do Instituto de Matematica da Universidade Federal do Rio

Grande do Sul, como requisito parcial para a obtencao do grau de

Doutor em Matematica Aplicada

Linha de Pesquisa: Fenomenos de Transporte
Orientadora: Profa. Dra. Liliane Basso Barichello
Banca examinadora:

Prof. Dr. Hermes Alves Filho
IPRJ-UERJ

Profa. Dra. Patricia Rodrigues Fortes
UFSM-FW

Profa. Dra. Eliete Biasotto Hauser
FAMAT-PUCRS

Tese apresentada e aprovada em

13 de Julho de 2016.

Prof. Dr. Carlos Hoppen

Coordenador

1ii



Porque pela graca sois salvos, por meio da fé;
e isto nao vem de vos € dom de Deus.

(Efésios 2.8)

iv



AGRADECIMENTOS

Primeiramente agradeco a Deus por estar sempre presente em minha vida, me
iluminando, me guiando e me dando forgas para continuar e nunca desistir.

Aos meus pais Emilio Luiz Cromianski e Tania Maria Cromianski, agradeco o
exemplo de vida, o carinho, o amor, o cuidado que tiveram comigo e pelo incentivo
incondicional que me deram durante toda essa minha trajetoria.

Agradeco ao meu amor Ranon de Souza Gomes, pelo companheirismo, amor,
carinho e incentivo.

Agradego, em especial, a minha orientadora, Dra. Liliane Basso Barichello, pela
oportunidade, conhecimento, paciéncia, incentivo e amizade.

A minha colega, Camila Becker Picoloto, agradeco pela amizade e pela ajuda
durante toda essa jornada.

Ao professor Dr. Rudnei Dias da Cunha, pelo auxilio na realizacao deste trabalho
e ao professor Dr. Yousry Azmy pelos ensinamentos compartilhados.

Agradeco a todos os meus colegas, amigos e demais familiares que contribuiram
direta ou indiretamente para a realizagao deste trabalho.

Agradeco a CAPES pela concessao de bolsa de estudo, possibilitando a realizagao

desta pesquisa.



vi

Sumario
AGRADECIMENTOS . . . . . . . e v
LISTA DE FIGURAS . . . . . . . e viii
LISTA DE TABELAS . . . . . . . . o ix
LISTA DE ABREVIATURAS . . . . . . . .. X
LISTA DE SIMBOLOS . . . . . . o o xi
RESUMO . . . . . e xiii
ABSTRACT . . . . . e Xiv
1 INTRODUGCAO . . . . . .o 1
2 EQUACAO DE TRANSPORTE DE NEUTRONS . ... ....... 9
2.1 Equacgao de transporte de néutrons multidimensional . . . . . . . . . 9
2.2 Quadratura simétrica de Nivel . . . . . . . .. .. ... 10
2.3 Conjuntos de Quadratura Legendre-Chebyshev . . . .. ... .. .. 12
2.3.1 Quadratura Legendre-Chebyshev Quadrangular . . . . . . ... ... ... 13
2.3.2 Quadratura Legendre-Chebyshev Triangular . . . . . . .. ... ... ... 14
2.4 Quadratura Quadruple Range QR . . . . . . . . . ... ... . ..... 16

3 FORMULACAO NODAL BIDIMENSIONAL EM ORDENADAS DIS-

CRETAS . . . 17
3.1 Equacao de Ordenadas Discretas . . . . .. ... .. ... ....... 17
3.2 Esquema ADO Nodal. . .. .. .. ... .. ... ... ... ....... 18
3.3 Solucao Homogénea pelo Método ADO na Regiaor ... ... ... 22

4 EQUACOES AUXILIARES: TERMOS DE FUGA TRANSVERSAIS 27

4.1 Algumas Abordagens Existentes na Literatura . . . . . . . .. .. .. 27
4.1.1 Método SGF-CN . . . . . . . . 27
4.1.2 Método SGF-LN . . . . . .. .. 28
4.1.3 Método SGF-ExpN . . . . . . .. 28
4.1.4 Método LT SN2D-DiagExpN . . . . . . . . . .. . 28
4.1.5 Método AHOT . . . . . . . . . .. 28

4.1.6 Equagoes auxiliares: método ADO . . . . . .. ... L. 29



4.1.6.1 Aproximacoes em termos dos fluxos médios integrados . . . . . . . . ..
4.1.6.2 Aproximagcoes em termos das solugoes dos problemas unidimensionais in-

tegrados . . . .. L L
4.1.6.3 Aproximacgoes por polinomios de ordem zero . . . . . . . ... ... ...

4.1.7 Equagoes Auxiliares: propostas alternativas . . . . . . . .. ... ... ..

5 SOLUCAO PARTICULAR . . . . . . . i
5.1 Caracterizacao do termo fonte . . . . . . . .. ... ... ... .....
5.2 Solugao particular via funcao de Green . . .. .. ... ... .. ...

5.3 Solugao geral do problema . . . ... ... ... ... ... ... ...

6 RESULTADOS NUMERICOS . ... ....................
6.1 Meio Homogéneo: Fluxo Escalar Médio . . . . ... ... ... .. ..
6.1.1 Casoteste 1 . . . . . . . . e
6.1.2 Casoteste 2 . . . . . . L
6.2 Meio Heterogéneo: Fluxo Escalar Médio. . . . . . . . . ... ... ..
6.2.1 Casoteste 3 . . . . . . . .
6.2.2 Casotested . . . . . .

7 CONSIDERACOES FINAIS . . . . .. o
REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS . . . . . . . ..

APENDICE A FORMULACAO NODAL DEFINIDA EM DOMiNIO
COMPLETO . ... ... .. ... .. ... ...,

Vil

30
31
32

34
34
36
39

42
42
43
47
65
65
76

83
85



Figura 2.1
Figura 2.2
Figura 2.3
Figura 2.4
Figura 3.1
Figura 3.2
Figura 3.3
Figura 4.1
Figura 6.1
Figura 6.2
Figura 6.3
Figura 6.4
Figura 6.5
Figura 6.6
Figura 6.7
Figura 6.8
Figura 6.9
Figura 6.10
Figura 6.11

Figura 6.12
Figura 6.13
Figura 6.14
Figura A.1
Figura A.2

Figura A.3

Figura A.4

Lista de Figuras

Quadratura Nivel Simétrica LQy, para N=6. . . . . . .. .. .. ..
Configuragao dos pesos por octantes, para N =2,4,6,8 ¢ 10.. . . . .
Quadratura PyTn, N =6. . . . . . . . .. . .
Quadratura PyITnSy, N =6. . . . . . . . . . ... ...
Representacao da divisao do dominio em regices. . . . . . . . . . ..
Escolha do ordenamento das dire¢oes U, (z,€;) . . . . . . .. .. ..
Escolha do ordenamento das diregoes W,,.(y,€2;) . . . . . . . ... ..
Representagao dos diferentes dominios. . . . . . . . .. .. ... ...
Representacao do dominio do problema, caso teste 1. . . . . . . . ..
Representacao do fluxo escalar médio para cada regiao . . . . . . ..
Representagao do fluxo escalar médio para a regiao I, 0, =0.9 . . . .
Representacao do fluxo escalar médio para a regioes II e III, o, = 0.9
Representagao do fluxo escalar médio para a regiao IV, 0, =0.9 . . .
Representacao do fluxo escalar médio para a regiao I, 0, =0.3 . . . .
Representacao do fluxo escalar médio para a regioes II e III, o, = 0.3
Representacao do fluxo escalar médio para a regiao IV, 0, =0.3 . . .
Configuracao do dominio do problema, caso teste 3. . . . . . . . . ..
Representagao do fluxo escalar médio da regiao I, quadratura LQy. .
Representacao do fluxo escalar médio das regioes II e III, quadratura
LOQN. . .
Representagao do fluxo escalar médio da regiao IV, quadratura LQ)y.
Configuragao do dominio do problema, caso teste 4. . . . . . . . . ..
Representacao do fluxo escalar médio na regiao, quadratura LQy. . .

Representacao geométrica do dominio do problema. . . . . . . ..

Escolha da numeracao das direcoes em S; para a equacao nodal

integrada em y, quadratura LQy. . . . . . . . . ... ... ..

Escolha da numeragao das diregoes em S, para a equacao nodal

integrada em z, quadratura LQx. . . . . . . . . ... ... ...

Representagao geométrica do dominio do problema. . . . . . . ..

viil



X

Lista de Tabelas

Tabela 6.1 Fluxo escalar médio, caso teste 1 . . . . . . . . .. ... ... .... 44
Tabela 6.2 Fluxo escalar médio, caso teste 2 - regiao [, 0, =09 . . . . ... .. 51
Tabela 6.3 Fluxo escalar médio, caso teste 2 - regioes Il e II, 0, =0.9 . . . . . . 52
Tabela 6.4 Fluxo escalar médio, caso teste 2 - regiao [V, 0, =09 . .. ... .. 53
Tabela 6.5 Fluxo escalar médio, caso teste 2 - regiao [, 0, =0.3 . . . . . .. .. 59
Tabela 6.6 Fluxo escalar médio, caso teste 2 - regioes Il e III, 0, =0.3 . . . . . . 60
Tabela 6.7 Fluxo escalar médio, caso teste 2 - regiao IV, 0, =03 . . . ... .. 61
Tabela 6.8 Fluxo escalar médio, caso teste 3-regiao I . . . . . . ... ... ... 71
Tabela 6.9 Fluxo escalar médio, caso teste 3 - regices [I e ITT . . . . . ... ... 72
Tabela 6.10 Fluxo escalar médio, caso teste 3 - regiao IV . . . . . . ... ... .. 73
Tabela 6.11 Fluxo escalar médio, caso teste 4. . . . . . . . . .. ... ... .... 79
Tabela A.1 Fluxo escalar, x =05 cm,y=05cm . . . . .. . ... ... ... 115
Tabela A.2 Fluxo escalar, t =0.7cm,y=07cm . . . . . . . ... ... ... 116

Tabela A.3 Fluxo escalar, t =0.98 cm, y =098 cm . . . . . . .. . ... ... 118



ADO
AHOT
CCN

EB

LLN
LQn
PyTnSy
PnTN
Py
SGF-CN
SGF-LN
SGF-ExpN
Ty

LISTA DE ABREVIATURAS

Método Analitico de Ordenadas Discretas
Método Nodal Arbitrarily High Order Transport
Modelo nodal constante constante

Equacao de Boltzmann

Modelo nodal linear

Quadratura Simétrica de Nivel

Quadratura Legendre-Chebyshev Triangular
Quadratura Legendre-Chebyshev Quadrangular
Polinémios de Legendre

Modelo espectro-nodal constante

Modelo espectro-nodal linear

Modelo espectro-nodal exponencial

Polinomios de Chebyshev



Ay Am—1, bm7 bmfl

T,y

Ayr, Dyr, Agry Doy
Ajry Ajimyar

Bj,m Bj+M/2,'r
Ajr(@), Ajinyzn ()
Ajrar Ajrmszma
Bj,r(y)a Bj+M/2,r(y)
Bjray Bjtmy2,ra

™m,r,%s Dm—l,r,i

Crmri C—1,ri

Ayrs Agr

M

N

Viry Yjr

Q= (u,n)

Py (v, ), @ur(7,€2)
o,

U(z,y, Q)

Uy (7, 92), Var(y, Q)
vy, (2, ), V7, (y, Q)
Y (2, 92), Vi, (y, 2)
Q(z,y)

Qy(@), Qu(y)

LISTA DE SIMBOLOS

Divisoes do dominio x e y
Caracterizam as posigoes das particulas, cm

Pesos da quadratura numérica

Angulo polar
Angulo azimutal

Regiao considerada

Secao de choque macroscopica total ecm™
Secao de choque macroscépica de espalhamento cm™
Matrizes associadas ao problema de autovalor
Coeficientes da solugao homogénea

Coeficientes da solu¢ao homogénea

Coeficientes da solucao particular

Coeficientes da solugao particular

Coeficientes da solugao particular

Coeficientes da solucao particular

1

1

x1

Coeficientes das aproximacoes nos contornos das regioes

Coeficientes das aproximagoes nos contornos das regioes

Autovalores do problema homogéneo médio
Numero de diregoes discretas

Ordem da quadratura

Constantes de separacao

Vetor direcao das particulas

Autofuncgoes do problema homogéneo

Fluxo escalar na regiao r

Fluxo angular

Fluxo angular médio em y e x da regiao r
Solugao homogénea média em y e x

Solugao particular média em y e x

Fonte isotropica

Fonte isotrépica média em y e x



xii

Qur(2,2), Qur(y,2) Termo fonte das equacoes nodais integradas transversalmente
Uyr (v, Q), Uy (7, ) Vetores auxiliares
Viyr (v, €2), Vi (77, Q) Vetores auxiliares



RESUMO

Neste trabalho, uma abordagem analitica ¢ utilizada juntamente com esquemas
nodais para resolugao de um problema de transporte de néutrons de fonte fixa, definido em
meios homogéneos e heterogéneos, em geometria cartesiana bidimensional, com espalha-
mento isotrépico. A metodologia é desenvolvida a partir da versao em ordenadas discretas
da equacao bidimensional de transporte. Utiliza-se esquemas nodais para obtencao de
equacoes unidimensionais integradas transversalmente, as quais sao resolvidas via método
ADO (Analytical Discrete Ordinates). Expressoes explicitas em termos das varidveis es-
paciais sao determinadas para os fluxos angulares médios em cada regiao em que o dominio
foi subdividido. Para obtencao da solucao em todo o dominio, acopla-se as solugoes de
cada regiao as regioes vizinhas, através de um sistema linear. Neste contexto, o objetivo
principal é o estudo relacionado as equagoes auxiliares necessarias para aproximagcao dos
termos desconhecidos nos contornos do dominio ou das interfaces, que surgem devido ao
processo de integracao. Trés abordagens distintas para aproximagcao dos termos de fuga
transversais, oriundos da integracao transversal, sao estudadas: aproximagcoes por cons-
tantes, aproximacoes lineares e aproximagoes exponenciais, as quais sao incorporadas ao
termo fonte. Adicionalmente, neste trabalho quatro esquemas de quadraturas numéricas
sao utilizados para aproximar o termo integral de espalhamento: quadratura Simétrica
de Nivel (LQy), Legendre-Chebyshev quadrangular (PyTy), Legendre-Chebyshev trian-
gular (PyTySn) e Quadruple Range (QR). Resultados numéricos sdo obtidos para o
fluxo escalar médio em regioes do dominio e comparados com resultados disponiveis na
literatura bem como gerados pelo codigo AHOT. A andlise dos resultados confirma a
viabilidade da proposta das equagoes auxiliares alternativas, mantendo a eficiéncia com-
putacional ja verificada em outras abordagens do método ADO, no entanto indica que
estudos complementares necessitam ser realizados para caracterizar vantagens adicionais

no uso de tais propostas.



ABSTRACT

In this work, an analytical approach is used along with nodal schemes for solving
fixed source neutron transport problems defined in two-dimensional homogeneous and
heterogeneous medium with isotropic scattering. The methodology is developed from the
discrete ordinates version of the two-dimensional transport equation. Nodal procedures
are performed to derive one-dimensional transverse integrated equations, which are solved
by the ADO method. Explicit expressions in terms of the spatial variables are obtained for
averaged angular fluxes in each region in which the domain is subdivided. The solution for
the whole domain is obtained trough the coupling of the local solutions in a general linear
system. In this context, the main goal is to analyse the use of different auxiliary equati-
ons to describe the unknown transverse leakage terms on the boundaries and interfaces.
Three different approaches are used to approximate the unknown transverse leakage
terms: constant, linear and exponential approximations, which are incorporated into the
source term. Four numerical quadrature schemes are used to approximate the integral
scattering term: Level Symmetric quadrature scheme LQy, Legendre-Chebyshev qua-
drangular PyTy, Legendre-Chebyshev triangular PyTxSy and Quadruple Range (QR).
The numerical results obtained for region-averaged scalar fluxes are compared with re-
sults available in the literature as well as numerical results provided by the AHOT code.
The analysis of the results confirm the feasibility with computational efficiency as usual
for the ADO method. However subsequent work is indicated to evidence advantages of

the proposed auxiliary equations.



1 INTRODUCAO

A modelagem e simulacao de fenomenos que envolvem o transporte de particulas
¢é tema relevante de pesquisa atual em varias areas. Interesse no estudo de geracgao de
energia elétrica ou mesmo aplicacoes médicas sao sempre razoes para estudos experimen-
tais, numéricos e computacionais envolvendo o transporte de néutrons [55, 69, 80, 93].
Acrescenta-se a isso: modelagens computacionais em problemas de oil-well logging, rela-
cionados & prospeccao de hidrocarbonetos (petréleo ou gas), que sdo estimados através
do uso de sondas nucleares [9, 16]; aplicagoes relacionadas ao transporte de radiagao,
onde por exemplo, estimativas da distribuicao de doses em tratamentos de radioterapia
sao determinadas pelo método Monte Carlo [79]; estudos em microsistemas (microca-
nais, microssensores) com gases rarefeitos, em que a taxa de fluxo de massa de um gas é
calculada pela equagao linearizada de Boltzmann [62, 102].

Estudos acima relacionados referem-se ao transporte de néutrons, fétons ou particu-
las de gases rarefeitos, fenomenos que podem ser modelados pela Equacao de Boltz-
mann (EB). Sabe-se que, a EB desenvolvida originalmente por Ludwig Boltzmann em
1872 [35], foi primeiramente utilizada na teoria cinética dos gases. E uma equacao
integro-diferencial e fornece uma descricao quantitativa da distribuicao espacial, dire-
cional, energética e temporal das particulas em meios materiais. A incognita, é uma
funcao de distribuicao que retrata a evolucao temporal da distribuicao das particulas e
depende de sete variaveis independentes: trés espaciais, duas angulares, uma da energia
e uma do tempo [58]. Um estudo detalhado sobre as propriedades e a forma de derivagao
da EB, bem como a descricao em sua forma linear e linearizada, pode ser encontrado nos
livros de Bell e Glasstone [33], Duderstadt [55] e Cercignani [41, 42].

O enfoque desse trabalho esta relacionado a equacao de transporte de néutrons,
também conhecida como equagao linear de Boltzmann ou ainda equagao de transporte.

Os neutrons foram identificados pela primeira vez em 1932 pelo fisico James Chad-
wick [118], s@o particulas nucleares eletricamente neutras e fazem parte da composicao
dos nucleos dos atomos. Devido a sua neutralidade elétrica, os néutrons interagem di-
retamente com os ntcleos e a principal forma de interacao do néutron com a matéria é
através do espalhamento e absor¢ao. O transporte de néutrons é relevante, por exemplo,

em estudos relacionados aos reatores nucleares, em particular, no caso em que a geragao



de energia nuclear é gerada pelo processo de fissao. A fissdo nuclear é o processo ao qual
lanca-se um néutron em direcao ao atomo de Uranio que ao se chocar, divide o dtomo
em dois novos atomos liberando dois ou trés neutrons do ntcleo; esses novos néutrons
se chocam com outros atomos, transformando esse processo em uma reacao em cadeia,
que precisa ser controlada [104]. Nesse contexto, utiliza-se a equagao de transporte de
néutrons, que modela a migracao dos neutrons através de um meio material, sendo que
essa migracao envolve um grande ntimero de colisoes aleatérias entre os néutrons e &tomos
desse meio.

A modelagem deste processo de transporte dos néutrons segue, em geral, duas
abordagens distintas: a abordagem probabilistica ou a abordagem deterministica. Os
métodos com enfoque probabilisticos como o método de Monte Carlo [60, 115], tem o
objetivo de resolver um problema de forma a considerar o maior nimero de efeitos e
caracteristicas fisicas reais no modelo, utilizando entao técnicas estatisticas para sua
solugao. Por outro lado, na abordagem deterministica, busca-se resolver precisamente
uma forma aproximada da equacao, como no caso da utilizacao do método dos harmonicos
esféricos (Py) [33, 39, 57, 66] e o método de ordenadas discretas [3, 14, 18, 22, 29, 65, 100,
103], os quais propoem aproximagdes nas variaveis angulares da equagao de transporte.

Neste trabalho, utiliza-se a formulacao de ordenadas discretas para o tratamento
da varidvel angular da equagao de transporte de néutrons. O método de ordenadas
discretas (Sy), foi proposto por Wick [114] e Chandrasekhar [45], é um dos métodos
classicos conhecido e utilizado na solucao da equacao de problemas de transporte. Esse
método tem como base a discretizacao das varidveis angulares em dire¢oes (ordenadas
discretas), utilizando um conjunto de quadraturas numéricas para a aproximagao do
termo integral da fonte de espalhamento, obtendo-se um sistema de equagoes diferenciais
que podem ser resolvidas através de abordagens analiticas ou numéricas.

Na literatura, ao longo dos anos algumas abordagens foram propostas para re-
solucao analitica de problemas de ordenadas discretas unidimensionais. A primeira a
ser citada foi proposta por Chandrasekhar [45], posteriormente outras formulagoes fo-
ram propostas, como o método SGF' (Spectral Gren’s Function) e o método LTSy. O
método SGF foi proposto por Barros e Larsen em 1992 [27], e consiste em discretizar as
variaveis espaciais em células nas quais as equacoes de ordenadas discretas sao resolvidas

numericamente, porém sem qualquer erro de truncamento espacial no caso de problemas



unidimensionais [30, 76, 78], ou seja, os termos de fonte de espalhamento nao sao aproxi-
mados, sao tratados analiticamente, e as inicas aproximacoes utilizadas por esse método
ocorrem aos termos de fuga transversal, que sao aproximados por polindomios de baixa
ordem. As equacoes provindas do método SGF sao geralmente resolvidas por esquemas
iterativos. O método LT Sy, proposto por Vilhena e Barichello em 1991 [111], consiste
em aplicar a transformada de Laplace nas variaveis espaciais do sistema de equagcoes di-
ferenciais ordinarias oriundas da aproximacao em ordenadas discretas, transformando-os
em um sistema algébrico para os fluxos transformados. Apds a resolucao desse sistema,
o uso da transformada inversa de Laplace fornece uma expressao analitica para o fluxo
transformado. Como para obtencao dessa solucao é necessario a inversao da matriz
definida em termos de parametros do problema, alguns métodos foram desenvolvidos
para essa finalidade, como o método de diagonalizacao proposto por Segatto e Vilhena
em 1999 [99], bem como outras abordagens relacionadas a problemas multidimensionais
(64, 110, 116, 117]. Ainda hoje, o método analitico LTSy é muito utilizado e destacam-se
varios trabalhos na literatura [20, 65, 98, 105].

Posteriormente, uma nova formulagao foi proposta, conhecido como método analiti-
co de ordenadas discretas, denominado método ADO (Analytical Discrete Ordinates). O
método ADO foi proposto por Barichello e Siewert em 1999 [18], com o objetivo de re-
solver analiticamente o sistema de equacoes unidimensionais oriundo das equacoes de
ordenadas discretas, diferenciando-se da proposta de Chandrasekhar pela utilizacao de
esquemas de quadratura arbitrarios, bem como, na forma de obtencao das chamadas
constantes de separagao através de um problema de autovalores evitando a busca de
raizes de polinomios caracteristicos. Além disso, os termos exponenciais presentes na
solucao foram reescritos a fim de evitar problemas computacionais de overflow.

Desde entao, o método ADO tem-se mostrado uma ferramenta muito 1til na re-
solucao de problemas de transporte de néutrons tanto unidimensionais quanto bidimen-
sionais [21, 22, 24, 36, 84, 86, 106, 108], bem como na dinamica de gases rarefeitos
(38, 59, 92, 94, 95] e até mesmo, em problemas de transferéncia radiativa [47, 61, 88, 89].

Por outro lado, no que diz respeito ao tratamento das variaveis espaciais das
equagoes de ordenadas discretas, no caso de problemas multidimensionais destacam-se
os métodos nodais [6, 9, 14, 15, 28, 29, 113], geralmente utilizados de tal forma que, as

equacoes multidimensionais em ordenadas discretas sao integradas transversalmente em



uma ou mais variaveis espaciais de forma a se reduzir a complexidade do problema. As
equacoes integradas via métodos nodais, sao em geral resolvidas numericamente utili-
zando aproximacoes por polinomios de baixa ordem tanto para os termos de fuga trans-
versal, oriundos da integracao transversal, como para os termos de fonte de espalhamento.

Os métodos nodais podem ser caracterizados em dois grupos: métodos nodais
polinomiais [6, 15, 112, 113] e métodos espectronodais [27, 31, 53, 76, 77]. Os métodos
nodais polinomiais, também conhecidos como métodos nodais convencionais, aproximam
tanto o termo de fuga transversal quanto o termo de fonte de espalhamento das equacoes
Sy, por polinomios de baixa ordem. Encontram-se na literatura dois métodos polinomiais
mais conhecidos, o método CCN (Constante-Constant Nodal) [113], que aproxima os
termos de fuga transversal e o termo de fonte de espalhamento por polinomios de ordem
zero, ou seja, aproximacgao por constantes, e o método LLN (Linear-Linear Nodal) [15,
112], que utilizam aproximagoes de primeiro grau, ou seja, polinomios de ordem um.

Por outro lado, os métodos espectronodais desenvolvidos por Barros e Larsen em
1992 [27], aproximam apenas o termo de fuga transversal por polinémios de baixa ordem,
os termos relacionados a fonte de espalhamento sao tratados analiticamente. Nessa classe
de métodos, os termos de fuga transversais tém sido aproximados de maneiras distintas:
primeiramente os termos de fuga transversal foram aproximados por constantes, e o
método ficou conhecido como SGF-CN (Spectro Greens’s Function Constant Nodal) [27,
28, 52|. Em sequéncia, exponenciais foram usadas para aproximar os termos de fuga
transversais, onde a constante de decaimento é fixada e identificada como sendo a secao
de choque macroscopica de absorgao, esse método denominou-se SGF-ExpN (Spectro
Greens’s Function Exponential) [26]. Inicialmente o método SGF-ExpN foi utilizado em
dominios espaciais homogéneos [25], logo apds comegou a ser utilizado para tratamento
de problemas em dominios espaciais heterogéneos [49, 75]. Mais tarde, surge o método
SGF-LN (Spectro Greens’s Function Linear Nodal) [50]. Nesse método os termos de fuga
transversais sao aproximados por polinomios de primeira ordem e o termo de fonte é
tratado de forma exata [51, 54, 119].

No contexto dos problemas multidimensionais, destaca-se também o método AHOT
(Arbitrarily High Order Transport), na resolucao das equagoes de ordenadas discretas em
meios bidimensionais homogéneos e heterogéneos com espalhamento isotrépico. Esse

método baseia-se na utilizagao de métodos nodais polinomiais e também do método das



caracteristicas para a resolucao das variaveis espaciais, denominados respectivamente por,
AHOT-N [13] e AHOT-C [8, 10].

Cédigos computacionais também tém sido utilizados no tratamento de problemas
multidimensionais de transporte de particulas. Grande parte sao baseados nas apro-
ximacoes em ordenadas discretas. Dentre esses codigos pode-se citar o cédigo ANISN
[56], utilizado para resolver iterativamente a equagao de transporte de néutrons unidi-
mensional discretizada a fim de obter o fluxo neutroénico [43, 44, 67]. Bem como, os c6digos
DOT [90] e TWOTRAN [70], que diferentemente do anterior, resolvem as equagoes de or-
denadas discretas bidimensionais utilizando o método diamond difference, nesses codigos
as variaveis espaciais sao aproximadas por malhas retangulares. No entanto, o codigo
TRIDENT [96, 97], resolve as equagdes de ordenadas discretas bidimensionais, utilizando
método de elementos finitos triangulares para aproximar as variaveis espaciais. J& os pro-
gramas computacionais TORT [91] e DORT [12], calculam o fluxo de néutrons da equagao
de ordenadas discretas em trés dimensoes e em duas dimensoes, respectivamente, com
auxilio dos métodos nodais [11, 32, 46, 101].

Apesar de existirem varios métodos numéricos e computacionais que auxiliam na
resolucao da equagao de transporte de néutrons multidimensional, ha dificuldades na
obtencao de resultados benchmark, bem como interesse em analise relativa aos erros es-
paciais e angulares. Assim, pesquisas nessa area continuam intensas e o uso de métodos
analiticos continua sendo de grande interesse, tendo em vista vantagens do ponto de vista
de custo computacional e precisao dos resultados. Nesse sentido, devido aos resultados
precisos do método ADO na resolucao de problemas de transporte unidimensionais, a
aplicacao do mesmo em problemas de transporte multidimensionais passou a ser investi-
gada nos ultimos anos.

A utilizagado do método ADO em problemas de transporte multidimensionais esta
relacionada ao uso de abordagens nodais, uma vez que, as mesmas possibilitam a obtencao
de um sistema de equacoes unidimensionais integradas transversalmente. Essas equacoes
sao resolvidas pelo método ADO, sendo a solucao explicita em termos das variaveis
espaciais.

No entanto, a utilizacao das integracoes transversais nas equacoes de ordenadas
discretas geram os termos de fuga transversais (ou fluxos desconhecidos no contorno),

que precisam ser aproximados. Para o tratamento desses termos desconhecidos diferen-



tes propostas tém sido implementadas na literatura e particularmente em associacao com
o método ADO j4 se tem utilizado diferentes abordagens como: aproximagoes relaciona-
das aos fluxos angulares médios emergentes [22, 81, 107], aproximagoes por constantes
[82, 87, 108], e aproximagoes em termos das solugoes dos problemas unidimensionais
integrados [85, 86].

Nessas referéncias acima citadas, a formulacao ADO foi desenvolvida para proble-
mas de fonte fixa em uma geometria onde a fonte aparece no interior do dominio, o qual
é circundado por condic¢oes do tipo vacuo.

Nos primeiros problemas bidimensionais tratados pelo método ADO, a partir de
2009 [21, 23, 36], os termos de fuga transversais foram aproximados através de relagao com
fluxos médios no interior do dominio. Tal abordagem tem a vantagem de nao alterar o
termo de fonte do problema original, no entanto, depende da proposicao de um parametro
a priori. Mais tarde, em 2011, Prolo Filho [86], prop6s uma nova abordagem para os
termos de fuga transversais. Nessa nova proposta, os fluxos angulares desconhecidos
nos contornos do dominio sao escritos de forma bastante geral, em termos das solucoes
dos problemas unidimensionais integrados e sao incorporados ao termo fonte. Para isso
solucoes particulares construidas via fungoes de Green sao necessarias.

Em sequéncia, buscando simplificar as condigoes de solucao dos problemas bidi-
mensionais, condi¢oes reflexivas foram incorporadas para descrever condicoes de contorno
em geometrias que devido a simetria do problema, representam uma quarta parte da con-
figuracao anteriormente citada. Nesta nova configuracao, aproximagoes por constantes
[81, 84, 106, 108] e aproximagoes por fluxos médios [84] foram utilizadas para descrever
os termos de fuga transversais.

Outro aspecto que se diferencia nos diversos problemas bidimensionais abordados
pelo método ADOQO, é a utilizacao de diferentes propostas para a construcao de solugoes
particulares: por exemplo, baseada na resolucao de um sistema mais simples, onde o
termo fonte é aproximado por constantes [21, 23, 36, 81, 84, 106, 108], ou através de
construgao nas funcoes de Green, a qual ¢é utilizada quando os termos nao homogéneos
sao mais gerais [86]. Destacam-se os seguintes problemas bidimensionais com fonte fixa
isotrépica, monoenergéticos e independentes do tempo utilizados pelo método ADO: pro-

blemas homogéneos [21, 23, 36, 81, 108] e problemas heterogéneos [17, 83, 84, 106].



Uma caracteristica ainda importante do uso do método ADO em problemas bidi-
mensionais, é referente a possibilidade de utilizacao de diferentes esquemas de quadratura
numérica para representacao das ordenadas discretas, nao se restringindo a escolha do
esquema de quadratura a ser utilizado, ndo se restringindo & escolha cléssica (Level Sym-
metric Quadrature) (LQy) [72]. Trabalhos recentes tém abordado o tema (Tres [106]
e Barichello et al. [19]). Nesse sentido, outros esquemas passaram a ser considerados:
Quadruple Range (QR) [1] e Legendre-Chebyschev (PyTy) [71].

A quadratura Level Symmetric Quadrature (LQy) [72], preserva a simetria em
relagdo a rotagao 7/2 em torno do centro da esfera unitédria, no entanto, esta quadratura
esta restrita até a ordem N = 20, pois a partir desse valor, alguns pesos comecam a
ser negativos, isso pode ocasionar solugoes fisicamente impossiveis no cédlculo dos fluxos
angulares das equagoes de ordenadas discretas. Nesse sentido, para contornar esse pro-
blema e possibilitar uso de valores de ordens maiores, outras quadraturas sao propostas:
a Quadruple Range (QR) proposta por Abu-Shumays [1], trata-se de um esquema de
quadratura produto que integra de forma precisa funcgoes que sao descontinuas nos con-
tornos [68], e a quadratura Legendre-Chebyschev (PyTy) [71], onde os angulos polares
sao definidos como sendo as raizes dos polinomios de Legendre de ordem N e os angulos
azimutais sao calculados a partir das raizes dos polinémios de Chebyschev [73].

Observa-se dos trabalhos anteriores, que o método ADO tem possibilitado re-
sultados satisfatérios e comparaveis com a literatura. Considera-se, no entanto, que
a formulacao e mesmo a implementacao do método continuam em desenvolvimento e
aprimoramento, buscando-se a solucao de classe mais abrangente de problemas e esta-
belecimento de uma andlise ampla relativa a diferentes aspectos: um deles a questao
das diferentes aproximacoes que podem ser usadas pelo método ADO e mesmo outros
métodos nodais, para os chamados termos de fuga transversal, desconhecidos nos contor-
nos do dominio ou de nés interiores.

Com o objetivo de trazer maiores contribuigoes para andlise das solugoes de proble-
mas multidimensionais utilizando o método ADO, neste trabalho duas novas abordagens
para o tratamento dos fluxos desconhecidos nos contornos sao propostas, abordagens
lineares e exponenciais que até o momento nao haviam sido utilizadas com o método
ADO. Tais propostas sao aqui aplicadas na solu¢ao de problemas em meios bidimensio-

nais homogéneos e heterogéneos, utilizando quatro esquemas diferenciados de quadraturas



numéricas para representacao das ordenadas discretas, possibilitando a consideracao de
ordens superiores ao tradicional esquema L@ y. O aspecto de implementacao do método
em diferente nimero de subdivisdes do dominio também é investigado. Tal estudo con-
tribui assim para a busca e estabelecimento de solugoes de referéncia.

Dessa forma, no capitulo 2 apresenta-se a equacao de transporte de néutrons mul-
tidimensional e descreve-se os diferentes esquemas de quadraturas numéricas multidimen-
sionais. No capitulo 3 apresenta-se a equacao de transporte de néutrons bidimensional
em sua versao em ordenadas discretas. O dominio espacial é dividido em r regides e para
obtencao das equacoes integradas transversalmente nas variaveis espaciais x e y, aplica-se
os métodos nodais.

Da integracao transversal surgem os termos de fuga transversais que devem ser
aproximados, dessa forma, apresenta-se no capitulo 4 as trés aproximacoes utilizadas nesse
trabalho, constante que ja foi utilizada em trabalhos anteriores e duas novas abordagens
de aproximagoes propostas nesta tese: lineares e exponenciais. Nesse capitulo, também
faz-se uma revisao bibliografica sobre as diferentes abordagens ja utilizadas a fim de
mostrar o diferencial desse trabalho.

No capitulo 5, a proposta de solucao particular é apresentada, sendo que para esse
trabalho utilizou-se as funcoes de Green. Os resultados numéricos obtidos, bem como as
comparacoes com resultados disponiveis na literatura, sao apresentados no capitulo 6 e
no capitulo 7 apresenta-se as conclusoes desse trabalho.

Finalmente, salienta-se que estudos anteriores (apresentados no exame de quali-
ficagdo) encontram-se no final desse trabalho na forma de um apéndice. Naquele caso,
além da formulagao ter sido definida com base em uma unica regiao (ou nodo), os re-
sultados numéricos foram avaliados para comparacao com referéncia que nao se trata
de método nodal, o que gera inconsisténcias e dificuldades de estabelecer andlise com-
parativa. De qualquer forma entendeu-se ser importante registrar tais resultados neste

texto.



2 EQUACAO DE TRANSPORTE DE
NEUTRONS

Neste capitulo apresenta-se a equacao de transporte de néutrons multidimensional
em coordenadas cartesianas, bem como os quatro tipos de quadraturas numéricas que
definem as direcoes discretas e serao utilizadas em associacao com o método de ordena-
das discretas: Quadratura Simétrica de Nivel (LQy), Quadratura Legendre-Chebyshev
Quadrangular (PyTy), Quadratura Legendre-Chebyshev Triangular (PyTnSy) e a Qua-
dratura Quadruple Range (QR).

2.1 Equacao de transporte de néutrons multidimensional

A equacao de transporte de néutrons é uma versao linear da equacao de Boltz-
mann, em sua forma original possui sete variaveis envolvidas, trés de posicao, trés de
direcao e uma de tempo. Essa equacao pode ser deduzida a partir de um balanco de
particulas realizado no espaco de fase do problema, ou seja, espaco das variacoes das
grandezas onde varia-se posigao e dire¢ao. Nesse balanco ¢ analisado o que acontece com
as particulas no seu estado atual, pois a mudanca de posicao pode ocasionar a mudanca
no estado em que elas se encontravam, na localizacao, na dire¢ao, na energia e até mesmo
no tempo [58].

De acordo com Lewis e Miller [72], a equacao de transporte independente do tempo

em um meio nao-multiplicador a um grupo de energia, é dada por

Q-+ oy(r)] U(r, Q) = / Aoy (r, Q- QU(r, Q)+ Q(r,Q),  (2.1)
S

onde U(r, Q) representa o fluxo angular de néutrons com volume elementar dV' e unidade
de angulo sélido dQ2, r = (z,y,2) é o vetor posicao e £ é o vetor unitério, onde 2 =
(u,m, &) representa as diregoes das particulas, o,(r) é a secdo de choque macroscépica
total e o4(r,Q - Q) é a segao de choque macroscdpica de espalhamento, que indica a
probabilidade de interacao do néutron por unidade de comprimento em sua trajetoria,
ou seja, indica se o néutron vai ou nao interagir com o meio hospedeiro, viajando na
posicao 7 e direcao ' em um intervalo de direcoes d€2 em torno de Q. A fonte externa

é representada por Q(r,€2) e V representa o operador gradiente.
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A integral da equagao (2.1) é avaliada em todas as dire¢oes €2 na esfera unitaria
S, sendo que o operador do fluxo angular em coordenadas cartesianas, segundo Lewis e

Miller [72], é escrito como

ov ov ov
Q’V‘P—/L%—Fna—y—i-f%. (2.2)

As expressoes dos eixos z, y, z na dire¢ao dos cossenos diretores Q = (p, 7, £) sao,

respectivamente,

po= I=Ecos(y)
n = /1—&sin(9) (2.3)

onde a seguinte relagao é vélida, u? + n? + &2 = 1, sendo que 6 € [0, 7] é o angulo polar
e ¢ € [0,27] é o angulo azimutal.

No caso do método de ordenadas discretas, o termo integral na equagao (2.1)
¢ aproximado por quadraturas numéricas. Dessa forma, nas proximas secoes, alguns
esquemas de quadraturas, utilizados nesse trabalho, sao brevemente discutidos, uma vez

que a descri¢ao detalhada encontra-se no trabalho de Tres [106].

2.2 Quadratura simétrica de Nivel

A Quadratura Simétrica de Nivel (Level Symmetric Quadrature-LQN) [40, 72],
é uma quadratura totalmente simétrica da forma que, o conjunto dos vetores direcao
(i, m, &), que compoem essa quadratura, sao invariantes sob qualquer rotagao de 90° graus
em torno do centro na esfera unitaria, dessa forma, o conjunto de coordenadas é simétrico
em relagao a origem e o conjunto de pontos em cada eixo é o mesmo. Devido a isso, os
pontos base determinados sobre a esfera unitaria preservam a simetria nos oito octantes,
podendo-se entao definir os pontos de quadratura em um dos octantes, refletindo-se as
direcoes para os demais, com alteracoes consistentes de sinais.

Representa-se o conjunto de valores dos cossenos diretores em cada eixo segundo

[37], por

(p = 1)2(1 = 3pi)
N-2

em que j; é a projegao do primeiro ponto no intervalo 0 < p? < 1/3.

py = i + 1<p<N/2, (2.4)
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De acordo com Lewis e Miller [72], a escolha de u; é arbitréria exceto para a
aproximacao Sy, onde deve-se considerar p; = 1/ V3. Definida a primeira ordenada, as
demais sao determinadas pela equacao (2.4). Nessa quadratura, o nimero de diregoes
formado pelos cossenos diretores é N(N + 2) em toda a esfera unitaria, na qual N deve
ser par e representa a ordem de quadratura utilizada. Em cada octante tem-se um total
de N(N +2)/8 diregoes, sendo que essas diregoes sao dispostas em um padrao triangular
com N/2 niveis diferentes e com N/2 — i+ 1 pontos em cada nivel 7, conforme mostra a

Figura 2.1.

Figura 2.1: Quadratura Nivel Simétrica L@y, para N=6.

Na quadratura L@y os pesos em cada octante sao normalizados [72] tal que

> we=1, (2.5)

e assim, por exemplo, para N = 2 caso que tem-se somente uma direcao para cada octante,
consequentemente de modo a satisfazer a equagao (2.5), tem-se somente um peso e este
possui valor w; = 1. Para N = 4, obtém-se 3 direcoes por octante, consequentemente
para satisfazer a equagao (2.5) bem como preservar a simetria, verifica-se pesos iguais
w; = w; = w; = 0.33. Seguindo-se esse mesmo raciocinio para outros valores de N,
determina-se os demais pesos. A Figura 2.2 retrata a representacao dos diferentes pesos

por octante estabelecidos para as direcoes em cada nivel.
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Figura 2.2: Configuracao dos pesos por octantes, para N = 2,4,6,8 e 10.

Uma das limitacoes da quadratura LQy é que, a partir de ordens N > 20, alguns
dos pesos desse conjunto de quadratura decrescem, e tornam-se negativos, podendo levar

a solugoes fisicamente nao possiveis [71].

2.3 Conjuntos de Quadratura Legendre-Chebyshev

Nesta secao apresenta-se dois esquemas de quadratura numéricas Legendre-Cheby-
shev (PyTy) [71, T4], que sao geradas através do produto de dois conjuntos de quadratu-
ras unidimensionais, um definido na variavel polar & = cos 8 e o outro definido na variavel
azimutal ¢.

Para o tratamento da variavel polar utiliza-se a quadratura de Gauss-Legendre
unidimensional e, para o tratamento da varidavel azimutal utiliza-se a quadratura de
Chebyshev de primeira classe. Esses conjuntos de quadraturas nao apresentam pesos
negativos, o que contorna a restricao da quadratura L(Q)y para N > 20.

A construcao dos conjuntos de quadraturas PyT encontra-se no trabalho de
Tres [106], e aqui é reproduzida. Nesse sentido, obtém-se os polinémios de Legendre

através da férmula de recorréncia [73, 74]

(J + D Pa(§) = (27 + DEP(E) — 1P (8), (2.6)

com P_1(§)=0e Py(§) =1, para -1 <{<1lej=0,..N.
As ordenadas £ = cosf sao dadas pelas raizes dos polinomios de Legendre Py e
os pesos associados a cada nivel &, com ¢ = 1,.., N/2 sdo determinados pela seguinte

férmula [73, 74]

2
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Por outro lado, para a discretizacao da variavel azimutal faz-se o uso da quadratura
de Chebyshev, sendo que, a varidavel azimutal é definida pelas raizes dos polinomios de

Chebyshev Ty de primeira espécie
Ti[cos(w)] = cos(lw), (2.8)

como os polinomios de Chebyshev sao ortogonais, devem satisfazer as seguintes condicoes

1 0, 1#k
/ T Tel) (1 —?) Ay =4 7, I=k=0 (2.9)
/2, l=k#0

com y = cos(w).
Apresenta-se nas subsecoes a seguir os dois esquemas de quadratura numérica do

tipo PyT obtidas do produto das quadraturas unidimensionais.

2.3.1 Quadratura Legendre-Chebyshev Quadrangular

A quadratura numérica Legendre-Chebyshev Quadrangular (PyTy) [71] é cons-
truida da forma que, ambas as ordens de quadratura de Chebyshev Ty e de Gauss-
Legendre Py devem ser iguais. Portanto, cada nivel &, que é definido como as raizes
dos polinomios de Legendre de ordem NN, sao associados N pontos provenientes da qua-
dratura Chebyshev. Para determinar o conjunto de angulos azimutais discretizados para

cada nivel ;, utiliza-se a seguinte relagao [37, 74]

N—2j+1
;= g (1—T‘7+>, j=1,..,N. (2.10)

O conjunto de pontos da quadratura produto Legendre-Chebyshev é definido por

pij =/ 1 — & cos(w;), (2.11)

emquei=1,..,N/2ej=1,..,N eos pontos 7, para cada nivel i, sdo determinados

Mg =1 —ui; — &, (2.12)

e os pesos da quadratura correspondente sao dados em termos dos pesos da quadratura

por

de Gauss-Legendre w; como [37, 71]

(2.13)
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sendo que, para cada nivel §;, as diregoes correspondentes devem ter o mesmo peso.
Conforme Tres [106] a quadratura Legendre-Chebyshev Quadrangular (PyTy)
gera um total de 2(N x N) diregoes discretas na esfera unitaria, onde as 2(N x N)/8

diregoes em cada octante seguem um padrao quadrangular conforme mostra a Figura 2.3.

Figura 2.3: Quadratura PyTxN, N = 6.

2.3.2 Quadratura Legendre-Chebyshev Triangular

De acordo Tres [106], a quadratura numérica Legendre-Chebyshev Triangular
(PnTNSN) [74], é construida de forma que as quadraturas unidimensionais de Gauss-
Legendre e de Chebyshev sao combinadas, ou seja, uma vez definido os niveis &; polares
para uma certa ordem N, a discretizacao da varidvel angular azimutal é construida de
modo que no primeiro nivel polar, utiliza-se a quadratura de Chebyshev de ordem N = 2,
para o segundo nivel polar utiliza-se a quadratura de Chebyshev de ordem N = 4, para
o terceiro nivel polar utiliza-se a quadratura de ordem N = 6, e assim sucessivamente.
Devido a isso, a quadratura resultante ira representar a mesma configuracao das direcoes

(1, m, &) apresentadas pela quadratura LQy, o que resulta num total de N (N +2) diregoes
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discretas na esfera toda e N(N + 2)/8 diregoes discretas por octante, dispostas em um

padrao triangular como mostra a Figura 2.4.

Figura 2.4: Quadratura PyTnSy, N = 6.

Na quadratura Legendre-Chebyshev Triangular, a determinacao do conjunto de

angulos azimutais seguem a relacao [37, 71, 74]
o N=2-2+3
2 N —21+42

wi’j =

), com j=1,.,N—2i+2, i=1,..,N/2, (2.14)

e os pesos correspondentes a essa quadratura sao dados em termos dos pesos da quadra-

tura de Gauss-Legendre w; da forma

w;

W 2.15
Wi = N Z2i12 (2.15)

Determinados os pesos e os valores de w; j, o conjunto de pontos da quadratura

Legendre Chebyshev triangular é definido por

ui,j =14/ 1— 512 COS(WZ'J), (216)

comi=1,...,N/2ej=1,..,N—2i+2 e os pontos 1, ; para cada nivel ¢, sao determinados

Nij =1 — sz,j - & (2.17)

por
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2.4 Quadratura Quadruple Range QR

A quadratura Quadruple Range (QR) foi proposta por Abu-Shumays [1, 2], é
uma quadratura produto assim como a quadratura Legendre-Chebyshev. De acordo com
Tres [106], essa quadratura foi desenvolvida para o tratamento de problemas bidimensi-
onais uma vez que, o angulo azimutal ¢ é dividido em quatro intervalos. Esses intervalos
dividem a parte superior da esfera unitaria em quatro quadrantes, onde as coordena-
das e os pesos da quadratura sao determinados para o intervalo principal ¢ € [0,7/2] e
consequentemente estendidos para os demais intervalos [2].

Para o tratamento da varidvel azimutal ¢, deseja-se aproximar de forma precisa a

integral dada pela equagao abaixo, cuja dedugao dessa equagao encontra-se em Tres [106]:

.
| tcososingymao n ()

sendo que, as coordenadas ¢; e w; sao determinadas via solucao de um sistema nao-linear

[,m = par (2.18)

através do método iterativo de Newton [106] e I'({) representa a fungado Gamma [5]. Essa
quadratura gera um total de NyN, direcoes por octante, na qual Ny representa a ordem
da quadratura unidimensional em relacao a varidvel polar ¢ e N, em relagao a variavel

azimutal ¢.



3 FORMULACAO NODAL BIDIMENSIONAL
EM ORDENADAS DISCRETAS

O interesse desse trabalho, estda em resolver a equacao de transporte de néutrons
bidimensional em ordenadas discretas, da forma que, o sistema de equagoes resultantes
da discretizacao da variavel angular, é resolvido através da aplicacao das técnicas nodais

em conjunto com o método ADO, e isso sera abordado nas se¢oes a seguir.

3.1 Equacao de Ordenadas Discretas

De acordo com Duderstadt [55], a equagao de transporte de néutrons bidimensio-
nal, em geometria cartesiana, a um grupo de energia e com espalhamento isotrépico, caso

particular da formulagao apresentada no capitulo 2, pode ser escrita da seguinte forma
O Wy, ) 40y, Q) + o) V(. 2)
—V(z —U(x o¢(x x =
,ua.CE » Ys Uay » Y, t\T, Y » Yy
= os(a:,y)/\lf(x,y, QdQY + Q(x,y), (3.1)
s

onde, a;(x,y) e o4(x,y) sdo respectivamente, as se¢oes de choque macroscépica total e de
espalhamento (nas préximas equagoes, a dependéncia espacial das se¢oes de choque serd
omitida por serem constantes para todos os problemas escolhidos), © = (i, n7) corresponde
ao vetor dire¢do de propagagao de particulas e Q(x,y) é o termo de fonte isotrépica de
néutrons.

O método de ordenadas discretas desenvolvido por Wick [114] e Chandrasekhar
[45], consiste em discretizar a varidvel angular Q@ = (u,n) como um conjunto de M
diregoes discretas €, = (g, Mx) que estao associados aos pesos wy, e utilizar um conjunto
de quadraturas numéricas para aproximar o termo integral de espalhamento da equagao

(3.1), da forma
M
/\If(a:,y,ﬂ’)dﬂ’ ~ > wpU(z,y, Q). (3.2)
s k=1

Desta forma, a equagao (3.1) em ordenadas discretas é dada por

0 0
—U Q. — U Q. v Q) =
ulax (37,3/7 Z)+7718y (az,y, z) + oy (33797 z)

M
= 0.y wel(z,y, Q)+ Qr.y), (3:3)
k=1
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com ¢ = 1,..., M. Em principio o esquema de quadratura utilizado é arbitrario. Neste
trabalho serao utilizados aqueles descritos no capitulo anterior.

Obtida a equagao bidimensional em ordenadas discretas, o préximo passo € aplicar
esquemas nodais nessa equagao, transformando-a em um sistema de equacoes diferenciais

ordindrias, que sera apresentado na secao a seguir.

3.2 Esquema ADO Nodal

A partir da equacgao bidimensional de ordenadas discretas, pretende-se obter as
equagoes nodais integradas transversalmente. Para isso, integra-se a equagao (3.3) nas
variaveis espaciais x e y, de tal forma que, as equacoes resultantes representam um sistema
de equagoes diferenciais ordinarias ”unidimensionais” definidas em temos de grandezas
médias.

A formulagao é construida para dominios que possam ser constituidos de materiais
distintos, dessa forma, divide-se a placa bidimensional em r = 1, ..., R regioes retangulares
definidas por, z € [ay_1,am] € Y € [by_1,bm], com 0 < a1 < @y, < ae 0 < by 1 <
by, < b e m indicando o nuimero de divisdes no intervalo de definicao de cada uma das

variaveis espaciais, conforme representacao na Figura 3.1.

Vacuo

b:n.

b:m. -1
Reflexivo Vicuo

ap—1 Qay a

Reflexivo

Figura 3.1: Representacao da divisao do dominio em regioes.

Agora, multiplica-se a equagao (3.3) por 1/(b,, — b,,—1) € integra-se em relagao a

Y € [bm_1, b], que representa o intervalo em y da regiao em que se pretende determinar
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o fluxo angular médio, resultando num sistema de equacoes diferenciais ordinarias em

termos dos fluxos angulares médios ¥, com dependéncia espacial em z,

d
—\ijr(x, Qz) + O'tr\ijr(x, Qz) =

Mida:
M2
Qyr(2, ) +asr2wk o (2, Q) + Wy (2, Q)] (3.4)
e
d
—M@‘Pyr(% Qisnmy) + 0wV (x, Qigrry2) =
M2
er(ajv Qz‘+M/2) + Ogr Z Wy [\Dyr(xv Q) + \Dyr(xa Qk+M/2)] ) (3.5)
k=1
parai=1,...,M/2er=1,...,R, sendo que os fluxos angulares médios em cada nodo
sao definidos por
1 b
Uy, Q) = — / W, (2,9, Q)dy, (3.6)
bm - bm 1Jb 1
e o termo fonte
i
er(% Qz) = er(iﬁ) - b——l)1 [‘I’r(l’> b, Qz) - ‘I’r(% b1, Qz)] (3-7)
com fonte integrada
1 b
er(x) = Qr(x7 y)dy (38)

by — b1 S, .

Para ordenamento das direcoes, considera-se o que foi proposto em Barichello et
al., 2011 [23], parai = 1,..., M/2, os vetores €; e ;1 /2, representam respectivamente,
as direcoes dos fluxos de entrada e de saida. Desta forma, ordena-se o conjunto de
dire¢bes do problema integrado em y da forma que, para ¢ = 1,..., M /2 obtenha-se a
coordenada p; > 0 eparai = M/2+1,..., M coordenada y; < 0, conforme representagao
na Figura 3.2.

De forma anéloga, obtém-se um sistema de equacoes diferenciais ordindrias em
termos dos fluxos angulares médios ¥, com dependéncia espacial em y, integrando-se a

equagao (3.3) em relagdo a = € [am—1, am),

d
nl@\PIT(y? Qz) _I' Utr\px;r(ya Qz) ==

M2

Qwr y> + Osr Z wk xr y7 Qk) + \I[W(% Qk-&-M/?)} (39)
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e
d
—md—y‘lfzr(y, Qiniy2) + 00 Var (Y, Qivriy2) =
M2
er<y7 Qi+M/2) + O Z Wy, [\Ijm‘(ya Qk) + \Ij:m‘(yv Qk+M/2):| ) (310)
k=1
para i =1,..., M/2, de tal forma que, os fluxos angulares médios sao definidos por
1 am
U (g, Q) = —/ W, (2, y, ), (3.11)
m — Am—1 Am—1
termo fonte
Hi
er(% Qz) = er<y> - [\Ilr(ama Y, Ql) - \I/T(am—la Y, Ql)] (312)

Am — Qm—1

e fonte integrada

Qar(y) = a—;al/ § Qr(z,y)dz. (3.13)

Para o problema integrado em =z, ordena-se as diregoes da seguinte forma, para
i=1,...,M/2 a coordenada seja n; > 0 e parai = M/2+1,..., M coordenada n; < 0,
conforme representacao na Figura 3.3.

Nesses processos de integracoes relacionados as variaveis espaciais x e y, sur-
gem termos relacionados aos fluxos desconhecidos nos contornos (ou termos de fuga
transversais), na abordagem proposta, esses termos sdo incorporados ao termo fonte,
equagoes (3.7) e (3.12). Visto isso, observa-se que os sistemas de equagoes em ordena-
das discretas nas variaveis espaciais x e y possuem um nuimero maior de incoégnitas do
que equacoes, sendo necessario determinar equacoes auxiliares a fim de tornar os siste-
mas possiveis e determinaveis. No préximo capitulo, sao apresentadas as propostas de

aproximagcoes para os termos de fuga transversais, utilizadas nesse trabalho.



21

i=M/2+1,...,3M/4 i=1,...,M/4
(i < 0,7 = 0) (i > 0,m; > 0)
i=3M/4,....M i=M/a+1,...,M/2
(1 < 0,1m; < 0) (i > 0,m; < 0)

Figura 3.2: Escolha do ordenamento das direcoes U, (z, £2;)

i=M/4+1,...,M/2 i=1...,M/4
(i < 0,1 > 0) (i > 0,m; > 0)
i=3M/4,.... M i=M/2+1,...,3M/4

(,u.,- < 0,m < Cl) {JI-J' >0, < 0]

Figura 3.3: Escolha do ordenamento das dire¢oes ¥, (y, ;)

No caso bidimensional nao considera-se a dependéncia azimutal, dessa forma o
numero de dire¢oes é reduzido pela metade. Os pontos da quadratura considerada sao
projetados no plano cartesiano x e y e os pontos pertencentes a z > 0 coincidem com os
pontos pertencentes a z < 0 [72], ou seja, desconsidera-se a terceira componente. Abaixo,

estd a representacao das direcoes da quadratura LQ)y.
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(b) Escolha do ordenamento das diregoes .- (y, €2;), LQN, N = 4.

3.3 Solucao Homogénea pelo Método ADO na Regiao r

A utilizacado dos métodos nodais no sistema de equagoes bidimensionais em orde-
nadas discretas, permitiu a obtencao de um sistema de equagoes unidimensionais inte-
gradas transversalmente, equagoes (3.4), (3.5), (3.9) e (3.10), que serdo resolvidas através
da utilizagao do método ADO.

O método ADO, consiste em construir a solu¢ao homogénea do problema associado
em termos de constantes de separacao e autofuncoes, que sao definidas por expressoes que

envolvem autovalores e autovetores, dessa forma, a solucao é obtida de forma analitica
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na variavel espacial. Nesse sentido, propoe-se solucoes homogéneas para as equacoes

(3.4), (3.5), (3.9) e (3.10) a regiao r, com i = 1,..., M, da forma

\Ilﬁ,(x, Q) = 0, (v, Qi)e_””/”*. (3.14)
e

U (y, ) = P (7, i)™V, (3.15)
em que, r = 1,..., R, sendo que v,, v, sao as constantes de separacao da regiao r,

associadas as autofungoes @y, (v, ;) € Dy (71, €2;), respectivamente.
Para a construcao da solugao do problema homogéneo integrado em y, substitui-se

a equagao (3.14) nas equagoes (3.4) e (3.5), obtendo-se

_&q)yrojm Qz) + O-th)yT(VT7 Qz) -
M2
Osr Z Wy, [(I)yr(yra Qk) + q)yr(yra Qk+M/2)} (316)
k=1
e
Hi _
_(I)yr(yra QiJrM/Q) + Otrq)yr(yra Qi+M/2) -
M2
Tar > Wk [Py (v, ) + Py (v, Rinry2)] (3.17)
k=1
parai=1,...,M/2.
Define-se
Uyr(yra Qz) - (I)yr(yra QZ) + (I)yr(’/ra Qi+M/2) (318)
e
Vyr(yr; Qz) = (I)yr(yra Qz) - (I)yr<yra QH»M/Z); (319)
e adicionando as equagbes (3.16) e (3.17) e considerando que 7; = 7,42 conforme

esquema de quadratura utilizado, obtém-se

M/2
Uy 204Uy
Vo (v, Q) = ;atTUyT(VT, Q) — " > wiUy (v, Q). (3.20)
() (3 k=1

parai=1,...,M/2.
Por outro lado, agora subtraindo as equagoes (3.16) e (3.17), e considerando as

definigoes dadas pelas equagoes (3.18) e (3.19),

VZIT<VT7 QZ) - inr(Vr; Qz) (321)

Vy Oy
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Finalmente, para obter um problema de autovalores de dimensao M/2 x M/2,

substitui-se a equagao (3.21) na equagao (3.20), resultando em

D, — A, ] U, = A, Uy, (3.22)
com
1
)\yr - ﬁv (323>

T

onde Dy, e A, sdo matrizes de tamanho M /2 x M /2, definidas por

2 2
D,, = diag Hg—t} { otr ] ] (3.24)
H1 Hni/2

.. ZUsrUtrw'
Ay (i,5) = TJ

parai=1,...,M/2, j=1,...,M/2er=1,...,R.

, (3.25)

A partir da solugao do problema de autovalores dado pela equagao (3.20), obtém-
se o conjunto {\;, U} com j=1,...,M/2 e as contantes de separacdo v, a partir da
equacao (3.23). Por outro lado, utiliza-se a equaca@o (3.21) para determinar o vetor V,,
para posteriormente, poder determinar as autofuncoes dadas pela equagoes

Uyr(yjra Qz) + Vyr(’/jra Qz)
2

Dy (v, ) = (3.26)
Uyr(er, Ql) — Vyr(yjra Qz)
5 .

Observa-se que, a partir de um problema que envolvia M equagoes, chega-se a

(I)yr(er, Qi+M/2) = (327)

um problema de autovalores de dimensao M /2 x M /2, devido a escolha do ordenamento
das diregoes feita no capitulo anterior, o que possibilita a construcao de um problema
de autovalores menor, o qual fornece as contantes de separacao aos pares (£v;,). Sendo

assim, a solu¢ao homogénea do problema para a regiao r pode ser estabelecida na forma

M/2
\Ifﬁ(x, QZ) - Z [Ajmq)yr(yjm Qi)ef(xfam—l)/”ﬁ_F
7j=1
Ajrfor@yr (Ve Qigarpp)e” =] (3.28)
€
M/2
\Dgﬂ(‘%? Q’i+M/2) = Z [AJ,T(I)W(V]'M Qi+M/2)67(I*am—1)/er+
J=1

Ajirtj2r Pyr Vi, Qi)e om= v ] (3.29)
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para i =1,..,M/2, © € [am_1,an), onde Aj, e Ajiaj2, representam os coeficientes da

solucao homogeénea relativos a regiao r.

Procedimento analogo é feito, para determinar a solu¢ao homogénea do problema

integrado em z, equagoes (3.9) e (3.10). Neste sentido, obtém-se o problema de autova-

lores na forma

[Dxr - Axr] U:cr = )\CCTU$T (330)
com
1
Apr = 7—3, (3.31)
onde D, e A,, sao matrizes de ordem M /2 x M /2, definidas por
o]’ o 1°
D,, = diag H—t} l fr } ] (3.32)
m N2
e
2 srUtrWy
A (i f) = 2200 (3.33)
i
parai=1,....M/2, 7=1,....M/2er=1,...,R.
As autofuncao sao determinadas por
er Ty Qz V:):r Ty Qz
Dy (Vjr, i) = (i, ) ;L GraLL) (3.34)
e
Uzr iy Qz - Vzr Iy Qz
Do (Virs Qi rrje) = FiLL) 5 0; ) (3.35)
Sendo assim, escreve-se a solucao homogénea para o problema integrado em x na
forma
M/2
\Ijgn(y7 Ql) — Z |:Bj,7'®$7'<7j7‘7 Q’i)e*(y*bm—l)/’YjT_F
j=1
Bj i my20Par (Virs Qi+M/2)€7(bmfy)/7jr] ; (3.36)
M/2
‘I’fr(% Qiynmy2) = Z [Bj,rq)m«(%'r, Q¢+M/2)€_(y_bm‘1)/”“|—
j=1
Bj+M/2,r(I)xr<7jra Qi)ei(bmiy)/%r} ) (337)
parai=1,...,M/2, y € [by_1,bn], onde B}, e Bj 2, sdo os coeficientes do problema

relativos a regiao r.
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Obtidas as solucoes homogéneas para os problemas integrados em y e em z, rela-
cionadas a regiao r, o proximo passo é determinar as solugoes particulares. No entanto,
observa-se que as solucoes particulares possuem termos relacionados a fonte externa, bem
como, termos relacionados as fronteiras de cada regiao r, que nao sao conhecidos em todas
as diregoes discretas. KEsses termos desconhecidos nos contornos, sao aproximados por

equacoes auxiliares que serao definidas no préoximo capitulo.



4 EQUACOES AUXILIARES: TERMOS DE
FUGA TRANSVERSAIS

Como foi mencionado no capitulo 3, nas equagoes nodais integradas transversal-
mente, aparecem termos referentes aos contornos ou entao fluxos angulares relacionados
aos contornos, que eventualmente sao conhecidos apenas em algumas direcoes. Desta
forma, é necessario determinar aproximagoes para os fluxos angulares nas dire¢oes nao

conhecidas, que veremos nesse capitulo.

4.1 Algumas Abordagens Existentes na Literatura

A busca por diferentes aproximacoes que representam os termos de fuga trans-
versais vem sendo investigadas por diferentes pesquisadores. Neste sentido, destacam-se
na literatura diferentes métodos que propoem algumas abordagens para aproximar esses
termos, como o método SGF-CN [27], método SGF-LN [50], método SGF-ExpN [26],
método LT'Sy2D-DiagExp [34], AHOT-NN [10] e AHOT-CN [8]. Por outro lado, no
contexto de abordagens utilizando o método ADO, as seguintes propostas ja foram uti-
lizadas para aproximar esses termos de fuga: aproximagoes por contantes [36, 83, 106];
aproximagoes relacionadas aos fluxos angulares médios emergentes [36, 83, 22]; apro-
ximagoes em termos das solugoes dos problemas unidimensionais integrados [86]. Abaixo
discute-se brevemente, para introduzir um conhecimento preliminar, alguns aspectos das

diferentes aproximacoes.

4.1.1 Método SGF-CN

O método SGF-CN (Spectro Greens’s Function Constant Nodal), foi desenvolvido
por Barros e Larsen, em 1992 [27]. Esse método, pertence a classe dos métodos espec-
tronodais, onde as equacoes Sy integradas transversalmente, no interior de uma célula
espacial arbitraria, sao resolvidas analiticamente. O termo de fuga transversal é aproxi-
mado por polindmios de ordem zero (ou constantes) e o termo fonte de espalhamento é

tratado de forma analitica.
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4.1.2 Método SGF-LN

O método SGF-LN (Spectro Greens’s Function Linear Nodal) foi desenvolvido por
Domingues, em 2006 [50]. Assim como o anterior, esse método se enquadra na classe
dos métodos espectronodais, as equagoes Sy integradas transversalmente sao resolvidas
analiticamente dentro de uma célula espacial. Os termos de fonte de espalhamento sao
tratados de forma exata e os termos de fuga transversais sao aproximados por polinomios

de primeira ordem.

4.1.3 Método SGF-ExpN

O método SGF-ExpN (Spectro Greens’s Function Exponential), desenvolvido por
Barros e Larsen, em 1991 [26], assim como os métodos anteriores, se encaixa na classe
dos métodos espectronodais. As equacoes Sy integradas transversalmente, sao resolvidas
analaticamente no interior de cada célula ou nodo, assim como o termo fonte. Os termos
de fuga transversal, sao aproximados por exponenciais simples, as quais estao relaciona-
das a parametros do problema, ou seja, relacionadas a constante de decaimento fixa, e
estas identificadas como a secao de choque macroscopica de absorcao do meio material

considerado.

4.1.4 Método LT SN2D-DiagExpN

O método LT Sy2D-DiagExpN, apresentado por Biasotto [34], utiliza a transfor-
mada de Laplace para resolver problemas Sy, os termos referentes aos contornos sao
agrupados a fonte. Para aproximacao dos termos de fuga transversal Biasotto seguiu
os trabalhos de Barros e Larsen [26] e Mello [75], sendo esses aproximados por fungoes
exponenciais relacionadas a constante de decaimento, sendo essa definida como a secao

de choque macroscopica de absor¢ao do meio.

4.1.5 Método AHOT

O AHOT é um método nodal para a solucao da equacao de transporte de néutrons
em ordenadas discretas definida em geometria cartesiana, cujo dominio espacial é divi-
dido em nodos (células). O sistema das equagbes Sy integradas transversalmente pode
ser resolvido localmente em cada célula da malha, utilizando para solucao desse sis-

tema métodos nodais polinomiais AHOT-NN [10] ou método das caracteristicas AHOT-
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CN [10]. Utiliza expansao por polinémios de ordem arbitraria para aproximar os fluxos
desconhecidos nos contornos, por exemplo, expansao por polinomios de ordem zero (cons-

tante), AHOT-NO [19].

4.1.6 Equacgoes auxiliares: método ADO

Nesta subsecao, apresentam-se as diferentes aproximagoes para os termos de fuga
transversais ja estudas via formulacao ADO. Nestes trabalhos, utilizaram-se duas formas
de representacao para o dominio do problema, conforme representacao na Figura 4.1.
Observa-se que para o Dominio 1, Figura 4.1(a), somente condigoes de contorno do tipo
vacuo foram utilizadas, onde a fonte estd localizada no interior do dominio. Por outro
lado, considerando o Dominio 2, Figura 4.1(b), observa-se que condigdes reflexivas foram
incorporadas e dessa forma, devido a simetria do problema, representam uma quarta

parte da configuracao do Dominio 1.

& Vicuo
b Vécuo
b
b
r———>—n
: : b”’l.
Vicuo : Q : Vicuo B T
z - T > m—1
i s,l | a Reflexivo Vicuo
! I
L1 2
_b’
-b 0 an—1 Ay a
Vicuo Reflexivo
(¢) Geometria 1 (d) Geometria 2

Figura 4.1: Representacao dos diferentes dominios.
4.1.6.1 Aprozximacoes em termos dos fluros médios integrados

A primeira proposta de abordagem para os termos de fuga transversais, foi a
de aproxima-los através dos fluxos médios integrados, sendo que para essa proposta,

utilizaram-se as duas formas de dominios definidos acima.
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No trabalho de Cabrera [36], considerou-se o dominio definido pela Figura 4.1(a),

e os termos de fugas transversais foram definidos na forma

U(z, b, ) ~ kU, (z, ), i=1,...,M/4, i=M/2+1,...,3M/4

U(z, —b, ) ~ koW, (2, ), i=M/A+1,...,M/2, i=3M/4+1,....M (4.1)

U(a,y, ) ~ ksU,(y, ), i=1,...,M/4, i=M/2+1,...,3M/4

U(—a,y, ) ~ kaWo(y, ),  i=M/MA+1,... M/2, i=3M/4+1,....M (4.2)

sendo k1, ko, k3 e k4 parametros que devem ser definidos a priori.

Por outro lado, no trabalho de Picolotto [84], o dominio considerado foi definido
pela Figura 4.1(b), considerando somente uma regiao, ou seja, um nodo, observa-se que
este dominio representa 1/4 do dominio definido na figura ao lado. Os termos de fuga

transversais sao definidos por

U(z, b, Q) ~ kU, (2, Q),  i=1,...,M/A, i=M/2+1,...,3M/4
U(z,0,9) ~ kW, (z, ), i=1,...,M,  (4.3)

U(a,y, ) ~ kU, (y, ), i=1,... M/, i=M/2+1,... 3M/4
T(0,y, Q) ~ kaTa(y, ), i=1,...,M,  (4.4)

onde kAl, kAg, kAg e k:A4 parametros que devem ser definidos a priori.

Nesse tipo de aproximagao os fluxos desconhecidos na fronteira nao sao introdu-
zidos como modificagoes no termo fonte, dessa forma tornando a solucao particular mais
simples de ser resolvida, além disso, o problema derivado na direcao y nao ¢ acoplado ao
problema derivado na direcao x.

4.1.6.2  Aprozimacoes em termos das solucoes dos problemas unidimensionais
integrados

Na formulagao apresentada no trabalho de Prolo Filho [86], o problema foi de-
finido conforme representacdo na Figura 4.1(a). Os termos de fuga transversais, foram

introduzidos ao termo fonte do problema e para aproxima-los utilizou-se equagcoes tendo
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em vista a forma geral da solu¢cao homogénea do problema, por exemplo, com expressoes

da forma
M/2
V(z, Z{Ek (v, Q)e™ % 4 By o ®, (v, Qigargo)e” @9/, (4.5)

para i = 1,...,M/2.

Esse tipo de aproximagao proposta por Prolo Filho [86] nao necessita da definigao
de parametros a priori, as aproximagoes propostas permitem obter expressoes para as
solucoes particulares e, juntamente com a formulacao das solugoes homogéneas, é possivel
construir um sistema onde todos os coeficientes sao determinados. No entanto, essa
proposta de aproximagao por ser mais geral, torna as solugoes particulares mais complexas
de serem determinadas, e dessa forma faz-se o uso das fungoes de Green para poder
resolveé-las.

Resultados obtidos por esta formulagao apresentaram pequena melhora em com-
paracdo com resultados da referéncia de Tsai e Loyalka [109], no entanto nao foram

comparados com abordagens nodais.

4.1.6.3  Aproximagoes por polinomios de ordem zero

Esta aproximacao consiste em representar os termos de fugas transversais por
polinémios de ordem zero (ou constantes), e estes termos sao introduzidos ao termo
fonte do problema. Essa aproximacao, foi utilizada nas duas formas de representacao
do dominio denotados na Figura 4.1. De tal forma que, no trabalho de Cabrera [36]
utilizou-se o dominio representado pela Figura 4.1(a), por sua vez, em Picolotto [84] e
Tres [106], utilizou-se o dominio conforme representagao na Figura 4.1(b). Define-se para

essa abordagem, as seguintes equacoes auxiliares

(0,y,Q) = M, (4.6)
U(a,y, ) = L (4.7)
U(z,0,Q) = J (4.8)
U(z,b,Q) = I,. (4.9)

Nesta proposta, nao é necessario definir parametros a priori, as aproximagoes per-
mitem obter expressoes para as solugoes particulares, que juntamente com a formulacao
das solugoes homogéneas, é possivel construir um sistema onde todos os coeficientes sao

determinados.
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Tendo em vista, a revisao bibliografica referente as diferentes equagoes auxiliares ja
utilizadas para aproximar os termos de fuga transversais, apresenta-se na secao a seguir,

as propostas utilizadas nesse trabalho.

4.1.7 Equagoes Auxiliares: propostas alternativas

Neste trabalho, procurou-se aproximar os fluxos desconhecidos nos contornos através
de trés abordagens distintas: aproximagoes por constantes, aproximacoes lineares e apro-
ximagoes exponenciais. E importante destacar que, as aproximacoes lineares e exponen-
ciais apresentadas nesse trabalho, até o momento nunca foram utilizadas em conjunto
com o método ADO. Apesar de aproximagcoes constantes ja terem sido utilizadas, to-
dos os resultados aqui listados foram novamente implementados em um tnico programa
computacional, o qual possibilita a opcao das trés alternativas.

No caso das aproximacoes exponenciais, utilizadas neste trabalho, nao sao associa-
das a parametros do problema, como é o caso das aproximagoes SGF-ExpN ou LT Sy2D-
ExpN, mas sim considerando o espectro do problema unidimensional integrado.

Como primeira proposta de equacoes auxiliares, define-se as aproximacgoes por

contantes da forma

U, (2, b, i) = Dy, (4.10a)

U, (2, b1, ) = D104, (4.10b)

Uy (am, y, ) = Cni, (4.10¢)

Uy (am-1,9, ) = Cu1,is (4.10d)
taisque,2=1,...,M,r=1,..., R e m indica o nimero de divisoes do dominio em cada

uma das varidveis espaciais.
Tendo em vista a segunda proposta de abordagem, define-se as seguintes equagoes

como aproximacoes lineares,

U, (2, by, ;) = 2Dy 1 (4.11a)

U, (2, by—1, ;) = D1 i, (4.11b)

U, (am, y, ) = yCmri, (4.11c)

U, (1,9, %) = yCrn1.r4, (4.11d)

parai=1,....,.M er =1,..., R, sendo que m indica o nimero de divisoes do dominio

em cada uma das varidveis espaciais x e y.
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Por 1ultimo, como terceira proposta considera-se as aproximacoes exponenciais da

seguinte forma

—(am — )

U, (2,0, Q) = Dy e Vrmaz (4.12a)
—(am — )

U, (2, b1, Q) = Dy i € Vrimaz (4.12b)
—(bm — y)

Uy (am, y, Q) = Cppi e Trimaz (4.12¢)
—(bm — y)

U, (am-1,9, ) = Copr i€ Trimae (4.12d)

comi=1,...Mer=1,.., R, mindicando o nimero de divisoes no intervalo de definicao
das varidveis espaciais, Yy maz € Vrmaz as constantes de separagao méximas de cada regiao,
obtidas da solucao do problema de autovalores.

Nas trés abordagens propostas, para aproximar os termos de fuga transversais,
nao se faz necessario definir parametros a priori, sendo os termos de fuga transversais
incorporados ao termo fonte do problema. No proximo capitulo, apresenta-se a proposta

de solucao particular para tratamento do termo fonte.



5 SOLUCAO PARTICULAR

No capitulo anterior as equagoes auxiliares que aproximam os termos de fuga
transversais foram apresentadas, sendo essas equacoes incorporadas ao termo fonte do
problema e este, resolvido através da solucao particular.

Nesse sentido, tendo em vista que o termo fonte é representado de forma mais
geral, além disso, buscando uma implementacao tinica que resolva o problema utilizando
qualquer uma das trés aproximacoes, faz-se necessario o uso das funcoes de Green para
construcao da solucao particular.

Desta forma, utiliza-se a formulacao apresentada por Barichello et al. [24] e faz-se
uma adaptacao a metodologia utilizada no referido trabalho, onde considera-se o caso

dos autovalores repetidos.

5.1 Caracterizagao do termo fonte

Considera-se nesse trabalho a presenca de uma fonte fixa isotropica de néutrons
na regiao 1 definida por
1, para z€[0,a1] e y€[0,b]
Qx,y) = ‘ (5.1)
0, caso contrario.
Substitui-se a equagao (5.1) nas equagoes (3.8) e (3.13), e obtém-se respectiva-

mente

—_

Qyr(x) = o para = (5.2)

para as demais regioes

=

1, para r=1
Qar(y) = (5.3)

0, para as demais regioes.

Além disso, observa-se que o termo fonte, presente nas equagoes (3.4), (3.5), (3.9)
e (3.10), ou dado pelas equagoes (3.7) e (3.12), depende dos valores dos fluxos angulares
nos contornos, sendo que, em algumas dire¢oes sao conhecidos pelas condigoes de con-
torno do problema (vacuo e reflexiva). No entanto, para os fluxos angulares nas diregoes
desconhecidas, utiliza-se as equacgoes auxiliares que foram definidas no capitulo anterior,

equagoes (4.10), (4.11) e (4.12). Dessa forma, emprega-se as equagoes (5.2) e (5.3) e
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define-se o termo fonte de uma forma geral para cada uma das aproximacoes, como é

caracterizado a seguir.

Escreve-se termo fonte para as aproximacgoes constantes, equagoes (4.10), da

seguinte forma

1—- bm_n#[l)m,r,i — Dip1y4], para r=1
Qyr(z,8) = (5.4)
—#[Dmm — Dyy-1,4], para as demais regioes
m — Um—1
e
1— L[Cm,r,i - Cmfl,r,i]y para T = 1
Ay, — Am—1
Qu(y.02) = (5.5)
—L[C’mm — Ci—1,4), Dpara as demais regioes.
Ay, — Qm—1
Por outro lado, o termo fonte para as aproximacgoes lineares, equagoes (4.11),
¢é dado por
1— L[Dmm» — Dy 1404) x, para r=1
bm - bm—l . v
Qyr(z, ;) = (5.6)
—#[Dmm — Dyy—1,4) ®, para as demais regioes
m — Um—1
e
- L[Cm,r,i - Cm—l,r,i] Y, para T = 1
Qm — Am—1
Qur(y, ;) = (5.7)
i

—————[Chsi — Cr—1r4] ¥, para as demais regioes.
Am — Am—1

Por tltimo, agora considerando as aproximagoes exponenciais, equagoes (4.12),

define-se o termo fonte da forma

( —(am — )
1- L[Dmri_Dm—lri] € Vr,maz ) para 1 = 1
bm - bm—l v o
er («77; Qz) -
—(am — )
—#[Dmm — Dy1,y4) € Yrmaz 0 para as demais regides
\ m — Um-—1

(5.8)
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e
( — (b — 9)
- L[Cm,r,i - Om—l,’r,i] € r.maz s para r = 1
Ay, — Qm—1
er (y, Qz) ==
_(bm - y)
_L[Cm,r,i —Cp1ri] € Trmaz | para as demais regioes,
\ Am — Am—1
(5.9)
em que i = 1,...,M, r =1,..., R. Caracterizados os termos fontes do problema in-

tegrado em y e em x, o proximo passo sera a deducao da solugao particular que sera

utilizada.

5.2 Solucgao particular via funcao de Green

Nesta secao, a proposta de solucao particular é mostrada, a qual, seguiu-se o
mesmo desenvolvimento apresentado em Barichello et al [24] e Prolo Filho [86]. Apresenta-
se neste trabalho a deducao da solucao particular para o problema integrado em y, para
o problema integrado em z a deducao é analoga.

Considera-se G,(x,€2; : 7,Q,) como sendo o fluxo angular de néutrons em (x, €2;)
vindo de 7 com direcao €2, em uma regiao r, e define-se a funcao de Green como sendo

a solugao das seguintes equagoes

uidiGr(x, Q:7,92,) +0u,Gr (2,21 7,2,) =0 — 7)di0+
T

M/2
Jerwk [Gr(x, Q. 7,Q0) + Go(2, Qisrnayo T, Qa)} . (5.10)
k=1

d
—ui%Gr(ac, Qivriy 7, Q) + 060G, Qippaye 1 7,Qa) = 0(x — 7)0ip /2,0 +

M/2
JSTZwk [Gr(q:, Q. 7, Q) + Gr(, Qiynaye T, Qa)] . (5.11)

k=1
comi=1,....M/2,r=1,...,R,a=1,..., M, T € [apm_1,an] e Ry € {;}. Os termos
d(x — T) e 0; o s80, respectivamente, a funcao delta de Dirac e o delta de Kronecker [63].
Desta forma, quando = = 7 e Q; = €, existe uma descontinuidade (ou salto).
Esta condi¢do de salto pode ser obtida através da integracao das equagdes (5.10) e (5.11)

em relagdo a x € (7 — €, 7 + €), que sao dadas por

1L hI%{GT(T +6Q :7,Q) — G (T—6,Q; :7,Q)} =bin (5.12)
€—>
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— 11 lig%{Gr(T +6,Qiiny i T, Q) — Go(T — €, Qipnryz 2 7, Q0) } = Oiyry2,a, (5.13)

parai=1,....M/2,r=1,..., Rea=1,..., M.
Combinando as equacoes de salto com as solugoes da equacao homogénea, obtidas

no capitulo 3, obtém-se as fungoes de Green

M/2
Gr<l’, Ql LT, Qa) = Z Aj,r,aq)yr(l/j,r; Qi>€7(x7‘r)/yjr, x>, (514)
j=1
M/2
G, ity 1 7, Q) = Y Ajra®yr (v, Qipnrpp)e™ 7 x> 7 (5.15)
j=1
e
M/2
G (z,8; :7,Q,) = — ZA]-JFM/Q,T’OCCI)W(VM, QHM/Z)e_(T_I)/”jT, r<T, (5.16)
j=1
M/2
Gr(xv Qi—i—M/Q : T, Qa) == Z Aj—i—M/Q,r,oaq)yr(Vj,rv Qi)e_(T_x)/era T <T, (517)
j=1

comi=1,....,.M/2,r=1,....,Rea=1,...,M.
Neste ponto, substitui-se as equagoes (5.14)-(5.17) nas equagoes (5.12) e (5.13) e

tomando € — 0, obtém-se

M2
Hi Z{Aj,r,aq)yr(yj,r; Q’L) + Aj+M/2,'r,o¢q)yr(Vj,r7 Qz—i—M/Q)} = 51',0{7 (518)
j=1
M2
— i Z{Aj,r,aq)gﬂ"(Vj,r; Qi+M/2) + Aj+M/2,r,acI)yr<Vj,ra Qz)} = 5i+M/2,oz- (519)
j=1

Os coeficientes A, € Ajir/2,a dados nas equagoes (5.18) e (5.19), podem ser

escritos através de uma matriz em blocos, da forma

-1

[Ajral _ (1 ®yr (v, i) 16 ®yr Vi, Qiniy2)] (5.20)
[Aj+M/2,7‘,o<:| [_Miq)yr(yjﬂ"v QZ-I—M/Q)] [_,uiq)yr<yj,r7 Qz)]
e sao determinados via solucao de sistema linear, onde i = 1,... . M/2, j =1,... , M/2,

a=1,...Mer=1,... R.
Determinados os coeficientes A; ;. o € Aj /2,54, pode-se calcular as equagoes (5.14)

a (5.17) e expressar a solugao particular para o problema integrado em y como

M2
WP (v, 82;) = Z{Aj,r(x)%r(yjr, Q) + Ajynyor (@) Py (Vjr, Qi) } (5.21)
j=1
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e
M/2
\I’y x QerM/2 Z{Agr yr V]r;Qi+M/2> + Aj+M/2,r($)q)yr(er,Qi)}7 (5-22)
onde
—(z=17)
Aj,r(x) = / {Z er T, Q Jr,a} e "o dr (523)
e

am M —(t—x)
Aj+M/27”'(x) = _/ {Z Qy'r(T7 Qa)Aj-i-M/Q,r,a} e vir dr. (524)
& a=1

comi=1,.,M/2 j=1.,M/2, r=1,.,R, sendo Q,(7,€,) determinado pelas
equagoes (5.4), (5.6) ou (5.8), dependendo de qual aproximagao esté se considerando.
De forma analoga encontra-se as funcoes de Green para o problema integrado em

x, de tal forma que, a proposta de solucao particular é dada por

M2
Z{ xr ’Y]ra Qz) + BjJrM/Z,r(y)(I):cr('}/jr, Q7,+M/2)} (525)
[§
M2
WL (Y, Qisny2) Z{Bjr Qo (Vir, Qitnay2) + Bijrnaor(Y) Por(vjr, )}, (5.26)
Ccom
Y M ~(y=7)
Bj,r(y) = / ZQIT(T7 Qa)Bj,r,a e Yo dr (527)
bmfl a=1
(§

bm —(r—y)
Bj+M/2r( / ZQ” T Q j+M/2ra e "ir dT (528)

onde os coeficientes Bj,. o € Bji/2rq sao determinados através da resolucao do sistema

linear, sendo a matriz em blocos definida por
-1

[Bjr.al _ [7:Par (Vi $21)] iPar (V. Qi ray2)] | (5.29)
[Bjm/2.0] [ Par (Vi Qi) =1 Par (i, )]
parai=1,...M/2 j=1,..,.M/2,r=1,..., Rea=1,...., M e o termo fonte, Q..(7,2y)
¢ definido pelas equagoes (5.5), (5.7) ou (5.9), dependendo de qual aproximagao estd se
considerando.
Estabelecida a solucao particular, pode-se determinar a solucao geral do problema,

a qual é dada pela soma da solucao homogénea com a solucao particular e, sera definida

na préxima segao.
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5.3 Solucgao geral do problema

Uma vez definidas as expressoes para as solucoes homogéneas e particulares, as
solugoes gerais dos problemas integrados em y e em x para uma regiao r, respectivamente,
sao dadas por

Uy (2, Q) = b (2,9) + VP (z,9) (5.30)

parat=1,..., M er=1,..., R, ou ainda,

M/2
\ij(x’ QZ) - Z[Aj}rcbyr(yjh Qi)e_@_am*l)/”j’“
j=1
A 1)2Py Ve, Qg arga)e™ O] L WP (2, Q) (5.32)
M/2
‘ijr(xa Qi+M/2) = Z[Ajﬂ”q)yr(yjra Qi+M/2)€*($*am—1)/l/jr
j=1
+Aj 2@y (v, Qi)eOm = Vir] WP (7, Qiyary2) (5.33)
para x € [ap_1, 0] €
M/2
\Ijzr(y’ QZ) = Z[Bj,rq)zr (’7jr7 Qi)e_(y_bmfl)/’yjf
j=1
+Bj a2 Par (Vir, Qigagge)e” O]+ W (y, Q) (5.34)
M/2
Do (y’ Qi""M/?) = Z[Bj,rqhn"(’yjra Qi—l—M/Q)ei(yfbm*l)/WT
j=1
+Bj+M/2q)$r(7jT7 Qi)e_(bm_y)/’yﬂ] + \IJI:;T(y, QH_M/Q), (535)

para y € [by,_1,by],sendoi=1,... , M/2er=1,...,R.

No entanto, observa-se que nas expressoes da solu¢ao homogénea e nas expressoes
da solucao particular, aparecem coeficientes que ainda nao foram determinados. Desta
forma, para estabelecer essa solugao geral e determinar todos os coeficientes desconheci-
dos, é necessario resolver um sistema linear, o qual é construido utilizando as condigoes de
contorno conhecidas (reflexivo e vacuo) e a condi¢ao de continuidade entre as interfaces

de cada regiao em conjuntos com as equagoes (5.32) a (5.35).
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Para isso, precisa-se das condi¢oes de contorno na sua forma integrada. Primei-

ramente, define-se as condigoes de contorno com dependéncia espacial em = e em y,

respectivamente, por

U, (z,b,€;) =0, para 1=M/4+1,...,M/2

e i=3M/4+1,... M,

U, (2,0,€;) = U, (2,0, 24 01/4) para i=1,...,M/4

e i=M/2+1,...,3M/4,

U,.(a,y, ;) =0, para 1=M/4+1,...,M/2

e i=3M/4+1,..., M,

‘I/T(O, Yy, Qz) = \IIT(O, Yy, Qi+M/4) para 1= 1, ey M/4

e i=M/2+1,... 3M/4.

Agora, integrando-se as equagoes (5.36) e (5.37) em x e as equagoes (5.38) e

em ¥y, obtém-se respectivamente,

U,.(b, Q) =0, para i=M/4+1,...,M/2

e 1=3M/4+1,..., M,
U (0,82;) = Uur (0, Qi ar/4) para i=1,...,M/4
e i=M/2+41,...,3M/4
que seguem o ordenamento da Figura 3.3,

U, (a,;) =0, para i=M/4+1,...,M/2

e i=3M/A+1,... M,

U (0,€) = U, (0, 244 01/4) para i=1,...,M/4

e i=M/2+1,...,3M/4,

que seguem o ordenamento da Figura 3.2.

(5.36)

(5.37)

(5.38)

(5.39)

(5.39)

(5.40)

(5.41)

(5.42)

(5.43)



41

Neste ponto, observa-se que a ordem do sistema linear esta relacionado a quanti-
dade de nodos que o dominio esta dividido. Para escrever o sistema linear, substitui-se
as solugoes gerais dadas pelas equagoes (5.32) a (5.35), nas equagoes de contorno na
sua forma integrada, equagoes (5.40) & (5.43) e nas condigoes de continuidade entre as
interfaces de cada regiao.

Dessa forma, para dominio com 4 nodos obtém-se um sistema linear de ordem
20M x 20M e dominio com 16 nodos um sistema linear de ordem 88M x 88M, como ¢é

descrito a seguir:
e Dominio com 4 nodos, malha (2 x 2):

- Cada nodo possui um total de 6 M coeficientes, sendo que: 2M provém
da solugao homogénea e 4M provém dos coeficientes dos contornos que

estao incorporados a solugao particular.
- Com isso, tem-se um total de 6 M x4 = 24 M coeficientes nesse dominio.

- Desconta-se M /2 coeficientes de cada lado dos nodos que estao em con-
tato com as condigoes de contorno (vécuo e reflexivo), na qual obtém-se

24M — 8(M/2) = 20M coeficientes a determinar.
e Dominio com 16 nodos, malha (4 x 4):

- Cada nodo possui um total de 6 M coeficientes, sendo que: 2M provém
da solucao homogénea e 4M provém dos coeficientes dos contornos que

estao incorporados a solugao particular.
- Tem-se um total de 6 M x 16 = 96 M coeficientes nesse dominio.

- Desconta-se M /2 coeficientes de cada lado dos nodos que estdo em
contato com as condigdes de contorno (vécuo e reflexivo), obtendo-se

96M — 16(M/2) = 88M coeficientes a determinar.



6 RESULTADOS NUMERICOS

Nos capitulos anteriores apresentou-se uma proposta de solucao para a equagao
de transporte de néutrons em geometria cartesiana bidimensional, através da utilizacao
de métodos nodais juntamente com a abordagem do método ADO e com diferentes apro-
ximagoes para os termos de fuga transversal. Neste capitulo apresentam-se os resultados
obtidos através da implementacao da metodologia proposta para alguns problemas bidi-
mensionais de transporte considerados de referéncia em meios homogéneos e heterogéneos
com espalhamento isotréopico. Para implementacao dos resultados numéricos, utilizou-se
a linguagem de programagao computacional FORTRAN, onde fez-se uso de subrotinas do
pacote LAPACK [4] (subrotina DGEEV para o cédlculo dos autovalores e autovetores, su-
brotinas DGETRF e DGETRS para a resolugao de sistemas lineares), em um computador
Intel Core 17, 6GB(RAM), HD 1TB.

A quantidade de interesse a ser calculada é o fluxo escalar médio na regiao r que,

de acordo com a formulacao desenvolvida nesse trabalho, é definido como

o M/2
_ 1 "
¢r - m m—1 ; Wk [\I/yr<x7 Qk) + qj!ﬂ”(x? Q/H-M/Z)]d‘r (61)
ou
_ 1 m R
N V-] /b > W (4, ) + War (. )y, (6.2)
m m— m—1 f=1

onde r = 1, ..., R representa o nimero de regioes retangulares, definidas para x € [a,_1, a,]
ey € [b_1,b], com 0 < apmq < ay <ael<byq <b, <b Em todos os casos testes
apresentados os resultados obtidos via equagoes (6.1) e (6.2) foram coincidentes, os quais

sao apresentados nas secoes seguintes.

6.1 Meio Homogéneo: Fluxo Escalar Médio

Com o objetivo de analisar o comportamento das diferentes aproximacoes para os
fluxos desconhecidos nos contornos apresentadas nesse trabalho (aproximagoes por con-
tantes, aproximagoes lineares e aproximacoes por exponenciais), em diferentes problemas,
buscou-se aqui comparacoes entre resultados obtidos com a utilizacao do método ADO e

do cddigo computacional fornecido pelo Prof. Dr. Y. Azmy AHOT [7].
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6.1.1 Caso teste 1

Como primeiro caso teste, considera-se um problema homogéneo, com espalha-
mento isotrépico definido em um dominio retangular @ = b = 1.0 em. Para este pro-
blema, o interesse é avaliar o fluxo escalar médio em quatro regioes, sendo que a regiao I

contém uma fonte fixa isotrépica Q(z,y) = 1.0 localizada em [0, 0.5] x [0, 0.5], conforme

representacao na Figura 6.1. A secao de choque macroscépica total é o, = 1.0 em™! e

1

secao de choque de espalhamento o4, = 0.5 cm™", nas quatro regioes.

Vacuo

1.0
1l v

Reflexivo 0.5 Vacuo

0 0.5 1.0
Reflexivo

Figura 6.1: Representacao do dominio do problema, caso teste 1.

A quantidade de interesse a ser analisada é o fluxo escalar médio determinado
através das equagoes (6.1) e (6.2). Utilizou-se para aproximar os fluxos desconhecidos
nos contornos trés aproximacoes: constantes, lineares e exponenciais, respectivamente
denotadas por: ADO-C, ADO-L e ADO-E. Os resultados encontrados sao comparados
com os obtidos pelo cédigo AHOT [7] baseado em aproximagoes constantes e lineares,
denotados respectivamente por: AHOT-C [7] e AHOT-L [7].

Na Tabela 6.1 apresenta-se os resultados obtidos por ambos os métodos, ADO e

AHOT.



Tabela 6.1: Fluxo escalar médio, caso teste 1
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Quadratura Simétrica de Nivel LQn

R2| DY

AHOT [7]

Constante

AHOT [7]

Linear

ADO

Constante

ADO

Linear

ADO

Exponencial

2x2 4x4 50x50

2x%x2

4x4 50x50

2x2 4x4

2x2 4x4

2x2 4x4

10

21

36

0.5220 0.5392 0.5455

0.5648 0.5752 0.5795

0.5710 0.5806 0.5849

0.5743 0.5840 0.5882

0.5767 0.5862 0.5904

0.5777 0.5872 0.5913

0.5444

0.5711

0.5773

0.5806

0.5830

0.5842

0.5514 0.5467
0.5777 0.5797
0.5832 0.5850
0.5862 0.5883
0.5883 0.5904

0.5893 0.5913

0.5357 0.5433

0.5809 0.5799
0.5869 0.5854
0.5900 0.5888
0.5918 0.5911

0.5926 0.5920

0.5925 0.5570

0.6432 0.5936
0.6489 0.5979
0.6507 0.6003
0.6506 0.6018

0.6500 0.6025

0.5530 0.5475

0.5956 0.5833
0.6013 0.5886
0.6040 0.5919
0.6054 0.5941

0.6059 0.5950

II|6
11T} 10
21

36

0.2073 0.1986 0.1953

0.2132 0.2077 0.2053

0.2124 0.2070 0.2052

0.2116 0.2064 0.2051

0.2109 0.2061 0.2049

0.2107 0.2060 0.2048

0.1953

0.2008

0.2014

0.2014

0.2014

0.2014

0.1928 0.1947

0.2017 0.2049
0.2021 0.2049
0.2022 0.2047
0.2022 0.2046

0.2022 0.2045

0.2073 0.1980

0.2137 0.2074
0.2130 0.2067
0.2123 0.2060
0.2116 0.2057

0.2113 0.2057

0.1799 0.1915

0.1803 0.2017
0.1798 0.2026
0.1800 0.2028
0.1810 0.2028

0.1817 0.2027

0.2041 0.1973

0.2092 0.2064
0.2083 0.2058
0.2077 0.2052
0.2073 0.2049

0.2072 0.2049

IV] 6
10
21

36

0.1583 0.1695 0.1732

0.1275 0.1284 0.1278

0.1184 0.1195 0.1182

0.1145 0.1158 0.1144

0.1117 0.1128 0.1118

0.1107 0.1116 0.1109

0.1453

0.1083

0.1027

0.0994

0.0969

0.0960

0.1634 0.1729

0.1199 0.1273
0.1127 0.1180
0.1089 0.1142
0.1060 0.1115

0.1050 0.1105

0.1612 0.1709

0.1280 0.1286
0.1183 0.1195
0.1142 0.1156
0.1113 0.1125

0.1103 0.1113

0.2152 0.1824

0.1702 0.1308
0.1547 0.1189
0.1476 0.1147
0.1428 0.1124

0.1413 0.1118

0.1759 0.1745

0.1364 0.1298
0.1253 0.1203
0.1206 0.1163
0.1174 0.1132

0.1163 0.1121

? Regido

b Diregoes por octante

Primeiramente, faz-se uma anélise para cada método observando o comportamento

dos resultados obtidos para cada uma das aproximacoes em cada regiao, em seguida, uma

andlise comparativa entre os dois métodos.

A seguir, discute-se resultados obtidos com as aproximagoes AHOT-C e AHOT-L.
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- Para uma anadlise inicial, fixa-se a ordem de quadratura e compara-se os
resultados entre as diferentes malhas em cada aproximacao. Verificou-se para
as aproximagoes AHOT-C e AHOT-L de um a dois digitos de concordancia

nas quatro regioes, quando faz-se a comparacao entre as malhas.

- Observou-se que fixada a malha para as diferentes aproximacoes, AHOT-C
e AHOT-L, os fluxos escalares médios de cada regiao conforme o aumento
da ordem de quadratura estao convergindo de dois a trés digitos para os

mesmos valores.

- Quando compara-se o método AHOT-C com o método AHOT-L, para uma
mesma malha, observa-se na regiao I, uma concordancia de dois a trés digitos
significativos entre os fluxos escalares médios com as malhas 4 x 4 e 50 x 50,
por outro lado, com a malha 2 x 2, obteve-se um digito de concordancia. Na
regioes II e III, obteve-se para essa mesma comparacao até dois digitos de
concordancia com as malhas 2 x 2 e 4 x 4, e até trés digitos com a malha
50 x 50. No entanto, com a regiao IV, essa concordancia foi melhor somente

com a malha 50 x 50, onde obteve-se dois digitos de concordancia.

Seguindo essa mesma linha de comparacoes, apresenta-se a seguir as analises ob-

tidas com as aproximacoes ADO-C, ADO-L e ADO-E.

- Observa-se para cada regiao, quando compara-se os fluxos escalares médios
entre as malhas (2 x 2 e 4 x 4) para cada uma das aproximagoes, as seguintes
andlises. Na regiao I, obtém-se até dois digitos de concordancia entre os
resultados com as aproximacoes ADO-C e ADO-E, e um digito com a apro-
ximacao ADO-L. Nessa mesma analise, agora para as regioes II e III, com
a aproximacao ADO-E a concordancia estd em dois digitos significativos e
com as aproximagoes ADO-C e ADO-L um digito. Na regiao IV, obtém-se
até dois digitos significativos com as aproximagoes ADO-C e ADO-E e um

digito com a aproximacao ADO-L.

- Como segunda analise, fixada a malha para cada uma das trés aproximacoes,
observa-se para as quatro regides uma convergéncia de dois a trés digitos
significativos nos fluxos escalares médios conforme o aumento da ordem de

quadratura.
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- Como terceira andlise, faz-se uma comparacao entre as trés aproximacoes.
Observa-se entre ADO-C e ADO-L até dois digitos de concordancia nos
fluxos escalares médios com a malha 4 x 4 nas quatro regioes e, com a malha
2 x 2 consegue-se até um digito, mesma quantidade de digitos obtida quando
compara-se a aproximacao ADO-E com a ADO-L. Observa-se uma melhora
de até um digito na comparagao entre as aproximagoes ADO-C e ADO-E,
onde obtém-se dois digitos de concordancia entre os fluxos escalares médios

com a malha 4 x 4 nas quatro regides e um a dois digitos com a malha 2 x 2.

Como préxima analise, faz-se uma comparacao entre os dois métodos, ADO e
AHOT, onde observa-se em quais malhas os dois métodos estao obtendo valores proximos

um do outro.

- Na regiao I, com as aproximagoes ADO-C malha 4 x 4 ¢ AHOT-C malha
50 x 50, conseguiu-se até dois digitos significativos entre os fluxos escala-
res médios, onde o erro relativo é inferior a 0.4%. Para as demais regioes,
conseguiu-se um digito significativo entre ADO-C malha 4 x 4 e AHOT-C
malha 4 x 4, sendo que, nas regioes II e III o erro relativo é inferior a 0.3%

e na regiao IV inferior a 0.8%.

- Observa-se que, nas regioes 1 e IV, a comparagao entre as aproximacoes
ADO-L malha 4 x 4 ¢ AHOT-L malha 50 x 50, fornecem um digito signi-
ficativo entre os fluxos médios, sendo que, na regiao I o erro relativo entre
cada método é inferior a 2.0% e na regiao IV inferior a 5.0%. No entanto,
nas regioes II e III, consegue-se um digito significativo entre ADO-L 4 x 4 e

AHOT-L 4 x 4 e o erro relativo é inferior a 0.6%.

- Entre as aproximagoes ADO-E malha 4 x 4 e AHOT-C malha 50 x 50,
obteve-se de dois a trés digitos de concordancia entre os fluxos escalares
médios em todas as regides, sendo que na regiao I o erro relativo entre as
duas aproximacoes é inferior a 0.6%, nas regioes II e III é inferior a 1.0% e

na regiao IV inferior a 1.7%.

De forma geral, pode-se concluir que os resultados obtidos para este problema teste
utilizando o método ADO aplicado as diferentes aproximacgoes para os fluxos desconheci-

dos nos contornos, foram satisfatérios e seguiram comportamento similar aos resultados
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obtidos pelo cédigo AHOT, aplicado as suas diferentes aproximagoes. Esse comporta-

mento pode ser melhor observado na Figura 6.2, que representa graficamente os fluxos

escalares médios malha 4 x 4 obtidos em cada regiao.

061 T T T T T T

—¥—AHOT-C (4x4)
—i— AHOT-L (4x4)
—4—ADO-C (4%4)
—— ADO-L (4x4)
ADO-E (4x4)

Fluxo escalar médio

0.53 ; L L

s s
2 4 [ 8 10 12 14
Ordem da quadratura

(a) regiao I

0.19 T

16

0.21 T

e

o

o

1)
T

An

0.195

Fluxo escalar médio
o
N

—i— AHOT-C (4x4)
—6— AHOT-L (4x4)
—v— ADO-C (4x4)
—8— ADO-L (4x4)
ADO-E (4x4)

6 8 10 12 14
Ordem da quadratura

(b) regioes II e III

0.14
0.174

4
0.16
015!
0.14|

0131

Fluxo escalar médio

—¥— AHOT-C (4x4)
—i— AHOT-L (4x4)
—4— ADO-C (4x4)
—— ADO-L (4x4)
ADO-E (4x4)

4 6

8

10

12

Ordem da quadratura
(c) regiao IV

Figura 6.2: Representacao do fluxo escalar médio para cada regiao
6.1.2 Caso teste 2

Para o caso teste 2, para efeito de comparacao com resultados apresentados em

Tres [106], considera-se o mesmo problema descrito anteriormente, os parametros agora

1

definidos por secao de choque macroscépica total o, = 1.0 em™" e secao de choque de

1 1

espalhamento o, = 0.3 em™ e 0, = 0.9 em ™" nas quatro regioes.

A grandeza de interesse a ser calculada é o fluxo escalar médio em cada regiao e,
nesse caso teste, utilizou-se quatro diferentes quadraturas, Quadratura Simétrica de Nivel
LQ N, Quadratura Legendre-Chebyshev Triangular PyT NSy, Quadratura Legendre-Che-

byshev Quadrangular PyTy e Quadratura Quadruple Range QR. Nas Tabelas 6.2 - 6.4



48

estao representados os valores dos fluxos escalares médios considerando o, = 0.9 em™! e

nas Tabelas 6.5 - 6.7 considerando o, = 0.3 em™".
Primeiramente, faz-se a andlise das Tabelas 6.2 - 6.4 observando os resultados e
comportamento de cada método, utilizando-se a mesma linha de comparacoes do caso

teste anterior.

Com as aproximagoes AHOT-C e AHOT-L, faz-se as seguintes analises:

- Como uma primeira andlise, fixa-se o nimero de direcoes e faz-se a com-
paragao entre os fluxos escalares médios das diferentes malhas, nas quatro
diferentes quadraturas. Observou-se que nas regioes I e IV, a aproximagao
AHOT-C seguiu comportamento analogo ao verificado no caso teste 1, no
entanto, nas regioes II e III essa comparacao melhorou, sendo que agora até
trés digitos de concordancia nos resultados entre as malhas 2 x 2, 4 x 4 ¢
50 x 50 podem ser obtidos. A analise obtida da aproximacao AHOT-L é

analoga ao caso teste 1.

- Na segunda analise, na qual fixa-se a malha e faz-se uma comparagao entre
os fluxos escalares médios obtidos, verificou-se os seguintes aspectos para
as duas aproximacoes. Na regiao I, observa-se uma convergéncia de dois
digitos conforme aumento do nimero de dire¢goes com as quadraturas LQ)y,
PyTnSy e PyTy e, com a quadratura QR a convergéncia esta em trés
digitos. Nas regioes II e III, observa-se uma melhora na convergencia dos
fluxos em relagao ao caso teste 1, chegando a obter até quatro digitos de
convergéncia com a quadratura QR. Na regiao IV a convergéncia esta em

um a dois digitos para ambas as aproximacoes e quadraturas.

- Na terceira analise, compara-se os resultados obtidos entre as aproximacoes
AHOT-C e AHOT-L considerando as mesmas malhas. A concordancia em
nimeros de digitos diminuiu para a regiao I em relagao ao que se obteve com
o caso teste 1, sendo que agora obtém-se até dois digitos de concordancia,
com as quatro quadraturas. Nas regices II, III e IV, diferentemente do
outro caso teste, consegue-se de dois a trés digitos de concordancia entre os
resultados com a malha 50 x 50. Com as demais malhas consegue-se apenas

um digito de concordancia, isso é verificado em todas as quadraturas.
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A seguir, apresentam-se as andlises baseadas nas comparacoes dos resultados ob-

tidos com as aproximacoes ADO-C, ADO-L e ADO-E.

- Os seguintes pontos foram verificados quando analisa-se os fluxos escala-
res médios entre as diferentes malhas para cada uma das aproximagoes.
Com base nos resultados obtidos para a regiao I, verificou-se concordancias
analogas ao caso teste anterior para a aproximacao ADO-C, no entanto, com
as demais aproximacoes obteve-se perdas em digitos, ou seja, com a apro-
ximagao ADO-E, obteve-se um digito de concordéancia entre as duas malhas
e com a aproximagao ADO-L nenhum digito. Nas regioes II e III, obteve-
se um digito significativo nessa comparagao para as trés aproximacoes. Na

regiao IV, observou-se comparagoes andlogas ao caso teste 1.

- Convergeéncias analogas ao caso teste anterior, foram obtidas na andlise em
que fixa-se a malha em cada uma das aproximacoes e faz-se uma comparacao
nos resultados de acordo com o aumento do nimero de direcoes. Observou-se

que, com a quadratura QR essa convergéncia esta melhor representada.

- Na analise entre as diferentes aproximacoes com malhas iguais. Entre as
aproximagoes, ADO-C com ADO-L e ADO-E com ADO-L, na regiao I
consegue-se no maximo um digito de concordancia entre os fluxos escala-
res médios e, nas demais regides até dois digitos. Por outro lado, quando
compara-se a aproximac¢ao ADO-C com a aproximacao ADO-E, um a dois
digitos sao obtidos em todas as regioes, o mesmo obtido com o caso teste

anterior.
Como ultima andalise, faz-se comparacoes entre os métodos, AHOT e ADO.

- Observa-se para a regiao I, dois digitos significativos entre os resultados das
aproximacoes ADO-C malha 4 x 4 e AHOT-C malha 50 x 50, onde o erro
relativo ¢é inferior a 0.4% nas quadraturas LQy e PyTn Sy e inferior a 0.6%
nas quadraturas PyTy e QR. Nas regioes II, III e IV verificou-se dois digitos
de concordancia entre as aproximagoes ADO-C malha 4 x4 e AHOT-C malha
4 x 4, sendo que para as regioes II e III, o erro relativo é inferior a 0.5% em

todas as quadraturas e, na regiao IV, com as quadraturas LQy, PvInSn
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e PyTy o erro relativo é inferior a 1.8% com a primeira dire¢ao e com as
demais direcoes inferior a 0.7%, no entanto, com a quadratura QR o erro

relativo é inferior a 0.2% em todas as diregoes.

Nas regioes I, 1T e III, obteve-se até dois digitos significativos entre as apro-
ximagoes ADO-L malha 4 x 4 e AHOT-L malha 50 x 50, sendo que, na regiao
I o erro relativo ¢ inferior a 3.6% nas quatro quadraturas e, nas regioes II e
I11, o erro relativo é inferior a 0.9% nas quadraturas LQy, PxTnSy ¢ PvTy
e inferior a 0.5% na quadratura QR. Para a regiao IV, observou-se até dois
digitos significativos entre as aproximagoes ADO-L malha 4 x 4 e AHOT-C
malha 4 x 4, com erro relativo igual a 8.0% nas duas primeiras dire¢oes, no
entanto, a partir da terceira direcao a porcentagem de erro diminui, ficando

inferior a 1.0%, isso é observado em todas as quadraturas.

Entre as aproximacgoes ADO-E malha 4 x 4 e AHOT-C malha 50 x 50,
verificou-se na regiao I até dois digitos de concordancia entre os fluxos esca-
lares médios, sendo que nas quadraturas LQy e PyTnSy o erro relativo é
inferior a 0.8% e nas quadraturas PyTy e QR inferior a 1.0%. Por outro lado,
nas regioes II, III e IV, obteve-se até dois digitos significativos comparando-
se as aproximacoes ADO-E malha 4 x 4 e AHOT-C malha 4 x 4, sendo que,
nas regioes II e III o erro relativo é inferior a 0.4% nas quatro quadraturas
e, na regiao IV, inferior a 2.7% com a primeira direcdo e com as demais
direcoes inferior a 1.0%, isso para as quadraturas LQy, PNTnSy e PnTy,
no entanto, com a quadratura QR o erro relativo é inferior a 0.6% em todas

as diregoes.



Tabela 6.2: Fluxo escalar médio, caso teste 2 - regiao I, o, = 0.9

Quadratura simétrica de nivel LQn

D? AHOT [7] AHOT [7] ADO ADO ADO
Constante Linear Constante Linear Exponencial
2x2 4x4 50x5002x2 4x4 50x50]2x2 4x4|2x2 4x4|2x2 4x4

10
21

0.7542 0.7959 0.8124
0.8276 0.8589 0.8712
0.8362 0.8659 0.8783
0.8410 0.8704 0.8829
0.8442 0.8731 0.8854

0.7819 0.8108 0.8140
0.8258 0.8530 0.8705
0.8363 0.8613 0.8775
0.8417 0.8658 0.8821
0.8457 0.8686 0.8846

0.8003 0.8100
0.8835 0.8749
0.8924 0.8822
0.8967 0.8869
0.8985 0.8894

0.9020 0.8350
1.0008 0.9007
1.0097 0.9063
1.0123 0.9096
1.0112 0.9110

0.8148 0.8136
0.8990 0.8785
0.9077 0.8857
0.9119 0.8903
0.9134 0.8928

Quadratura PyTn SN

Da

AHOT [7]

Constante

AHOT [7]

Linear

ADO

Constante

ADO

Linear

ADO

Exponencial

2x2 4x4 50x50

2x2 4x4 50x50

2x2 4x4

2x2 4x4

2x2 4x4

10
21
36

0.7542 0.7959 0.8124
0.8251 0.8570 0.8695
0.8379 0.8680 0.8804
0.8419 0.8714 0.8838
0.8452 0.8739 0.8862
0.8469 0.8750 0.8872

0.7819 0.8108
0.8242 0.8516
0.8380 0.8632
0.8424 0.8662
0.8471 0.8695
0.8491 0.8710

0.8140
0.8688
0.8797
0.8829
0.8853
0.8864

0.8003 0.8100
0.8808 0.8730
0.8942 0.8844
0.8975 0.8878
0.8990 0.8902
0.8994 0.8912

0.9020 0.8350
0.9974 0.8989
1.0113 0.9084
1.0127 0.9105
1.0106 0.9116
1.0088 0.9122

0.8148 0.8136
0.8962 0.8765
0.9096 0.8879
0.9126 0.8912
0.9137 0.8936
0.9139 0.8945

Quadratura

PnTy

Da

AHOT [7]

Constante

AHOT [7]

Linear

ADO

Constante

ADO

Linear

ADO

Exponencial

2x2 4x4 50x50

2x2 4x4 50x50

2x2 4x4

2x2 4x4

2x2 4x4

16
36

0.7542 0.7959 0.8124
0.8295 0.8566 0.8678
0.8422 0.8704 0.8828
0.8460 0.8740 0.8861
0.8485 0.8760 0.8879

0.7819 0.8108
0.8225 0.8455
0.8465 0.8689
0.8469 0.8689
0.8502 0.8718

0.8140
0.8661
0.8822
0.8851
0.8870

0.8003 0.8100
0.8841 0.8723
0.8960 0.8865
0.8987 0.8901
0.8997 0.8918

0.9020 0.8330
1.0016 0.8977
1.0098 0.9087
1.0096 0.9112
1.0077 0.9126

0.8148 0.8136
0.8995 0.8759
0.9110 0.8899
0.9133 0.8934
0.9140 0.8951

Quadratura QR

Da.

AHOT [7]

Constante

AHOT [7]

Linear

ADO

Constante

ADO

Linear

ADO

Exponencial

2x2 4x4 50x50

2x2 4x4 50x50

2x2 4x4

2x2 4x4

2x2 4x4

2
8
18

32

0.8027 0.8240 0.8333
0.8510 0.8786 0.8903
0.8505 0.8775 0.8891
0.8503 0.8771 0.8887

0.7949 0.8139 0.8317
0.8510 0.8727 0.8892
0.8517 0.8730 0.8882
0.8518 0.8730 0.8879

0.8530 0.8382
0.9019 0.8944
0.9003 0.8930
0.8998 0.8925

0.9728 0.8621
1.0076 0.9151
1.0061 0.9144
1.0058 0.9137

0.8693 0.8418
0.9161 0.8977
0.9144 0.8962
0.9139 0.8957

& Diregdes por octante

51



Tabela 6.3: Fluxo escalar médio, caso teste 2 - regioes II e III, o4 = 0.9

Quadratura simétrica de nivel LQn

AHOT [7]
Constante
2x2 4x4 50x50

AHOT [7]
Linear

2x2 4x4 50x50

ADO
Constante
2x2 4x4

ADO
Linear
2x2 4x4

ADO
Exponencial
2x2 4x4

10
21

0.3504 0.3443 0.3409
0.3737 0.3728 0.3717
0.3741 0.3733 0.3729
0.3738 0.3733 0.3734
0.3734 0.3732 0.3735

0.3377 0.3385
0.3541 0.3622
0.3569 0.3644
0.3578 0.3652
0.3585 0.3656

0.3404
0.3709
0.3722
0.3727
0.3729

0.3573 0.3447
0.3840 0.3746
0.3846 0.3751
0.3844 0.3749
0.3839 0.3748

0.3332 0.3381
0.3459 0.3676
0.3445 0.3702
0.3448 0.3714
0.3461 0.3719

0.3583 0.3449
0.3830 0.3743
0.3832 0.3748
0.3829 0.3747
0.3825 0.3746

Quadratura PNTn SN

Da.

AHOT [7]
Constante
2x2 4x4 50x50

AHOT [7]
Linear

2x2 4x4 50x50

ADO
Constante
2x2 4x4

ADO
Linear

2x2 4x4

ADO
Exponencial
2x2 4x4

10
21
36

0.3504 0.3443 0.3409
0.3732 0.3722 0.3710
0.3741 0.3734 0.3729
0.3736 0.3732 0.3733
0.3733 0.3731 0.3734
0.3733 0.3733 0.3736

0.3377 0.3385
0.3536 0.3616
0.3569 0.3644
0.3576 0.3650
0.3587 0.3657
0.3591 0.3660

0.3404
0.3702
0.3722
0.3726
0.3728
0.3729

0.3573 0.3447
0.3834 0.3739
0.3846 0.3751
0.3842 0.3749
0.3836 0.3748
0.3834 0.3750

0.3332 0.3381
0.3461 0.3668
0.3447 0.3702
0.3448 0.3712
0.3466 0.3717
0.3479 0.3717

0.3583 0.3449
0.3825 0.3737
0.3832 0.3748
0.3827 0.3746
0.3823 0.3746
0.3822 0.3747

Quadratura

PNTN

Da.

AHOT [7]
Constante
2x2 4x4 50x50

AHOT [7]
Linear

2x2 4x4 50x50

ADO
Constante
2x2 4x4

ADO
Linear

2x2 4x4

ADO
Exponencial
2x2 4x4

16

36

0.3504 0.3443 0.3409
0.3735 0.3736 0.3727
0.3740 0.3734 0.3736
0.3737 0.3734 0.3741
0.3736 0.3735 0.3738

0.3377 0.3385
0.3548 0.3632
0.3600 0.3665
0.3590 0.3661
0.3594 0.3662

0.3404
0.3720
0.3731
0.3734
0.3732

0.3573 0.3447
0.3841 0.3755
0.3845 0.3751
0.3840 0.3751
0.3835 0.3752

0.3332 0.3381
0.3443 0.3689
0.3459 0.3723
0.3473 0.3726
0.3488 0.3719

0.3583 0.3449
0.3827 0.3751
0.3831 0.3749
0.3827 0.3749
0.3824 0.3750

Quadratura QR

Da

AHOT [7]
Constante
2x2 4x4 50x50

AHOT [7]
Linear

2x2 4x4 50x50

ADO
Constante
2x2 4x4

ADO
Linear

2x2 4x4

ADO
Exponencial
2x2 4x4

8
18
32

0.3703 0.3699 0.3691
0.3758 0.3763 0.3767
0.3738 0.3736 0.3739
0.3738 0.3736 0.3738

0.3528 0.3605 0.3685
0.3612 0.3685 0.3760
0.3595 0.3664 0.3733
0.3596 0.3664 0.3732

0.3810 0.3717
0.3858 0.3781
0.3834 0.3753
0.3834 0.3753

0.3384 0.3675
0.3527 0.3741
0.3495 0.3714
0.3494 0.3715

0.3790 0.3713
0.3848 0.3779
0.3823 0.3751
0.3823 0.3751
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Tabela 6.4: Fluxo escalar médio, caso teste 2 - regiao IV, o, = 0.9

Quadratura simétrica de nivel LQn

AHOT [7]
Constante
2x2 4x4 50x50

AHOT [7]
Linear
2x2 4x4 50x50

ADO
Constante
2x2 4x4

ADO
Linear
2x2 4x4

ADO
Exponencial
2x2 4x4

10
21

0.2634 0.2834 0.2917
0.2354 0.2379 0.2375
0.2255 0.2278 0.2263
0.2215 0.2240 0.2224
0.2187 0.2209 0.2197

0.2498 0.2773 0.2915
0.2104 0.2269 0.2369
0.2048 0.2192 0.2262
0.2013 0.2151 0.2221
0.1987 0.2120 0.2193

0.2752 0.2885
0.2414 0.2395
0.2296 0.2288
0.2250 0.2247
0.2220 0.2214

0.3563 0.3067
0.3078 0.2435
0.2872 0.2281
0.2780 0.2234
0.2719 0.2212

0.2848 0.2910
0.2484 0.2405
0.2357 0.2295
0.2306 0.2254
0.2273 0.2220

Quadratura PNTnSn

Da

AHOT [7]
Constante
2x2 4x4 50x50

AHOT [7]
Linear

2x2 4x4 50x50

ADO
Constante
2x2 4x4

ADO
Linear

2x2 4x4

ADO
Exponencial
2x2 4x4

10
21
36

0.2634 0.2834 0.2917
0.2377 0.2408 0.2408
0.2260 0.2284 0.2272
0.2214 0.2236 0.2221
0.2183 0.2204 0.2193
0.2173 0.2195 0.2185

0.2498 0.2773
0.2125 0.2296
0.2051 0.2196
0.2008 0.2145
0.1984 0.2115
0.1975 0.2105

0.2915
0.2401
0.2269
0.2218
0.2189
0.2181

0.2752 0.2885
0.2441 0.2425
0.2302 0.2294
0.2249 0.2243
0.2216 0.2209
0.2206 0.2199

0.3563 0.3067
0.3121 0.2477
0.2881 0.2294
0.2779 0.2237
0.2716 0.2213
0.2703 0.2210

0.2848 0.2910
0.2513 0.2437
0.2363 0.2302
0.2305 0.2250
0.2269 0.2215
0.2259 0.2206

Quadratura

PyTy

Da

AHOT [7]
Constante
2x2 4x4 50x50

AHOT [7]
Linear

2x2 4x4 50x50

ADO
Constante
2x2 4x4

ADO
Linear

2x2 4x4

ADO
Exponencial
2x2 4x4

16

36

0.2634 0.2834 0.2917
0.2239 0.2226 0.2206
0.2188 0.2214 0.2198
0.2175 0.2195 0.2182
0.2167 0.2189 0.2180

0.2498 0.2773
0.1977 0.2107
0.2020 0.2149
0.1967 0.2096
0.1964 0.2093

0.2915
0.2198
0.2199
0.2177
0.2174

0.2752 0.2885
0.2278 0.2233
0.2220 0.2221
0.2207 0.2199
0.2200 0.2192

0.3563 0.3067
0.2875 0.2232
0.2722 0.2193
0.2691 0.2198
0.2690 0.2207

0.2848 0.2910
0.2340 0.2241
0.2273 0.2226
0.2259 0.2206
0.2253 0.2199

Quadratura QR

Da

AHOT [7]
Constante
2x2 4x4 50x50

AHOT [7]
Linear

2x2 4x4 50x50

ADO
Constante
2x2 4x4

ADO
Linear

2x2 4x4

ADO
Exponencial
2x2 4x4

8
18
32

0.2116 0.2087 0.2049
0.2167 0.2184 0.2178
0.2159 0.2184 0.2170
0.2161 0.2185 0.2175

0.1882 0.1988 0.2047
0.1948 0.2077 0.2170
0.1952 0.2081 0.2165
0.1957 0.2086 0.2170

0.2134 0.2088
0.2202 0.2187
0.2195 0.2189
0.2197 0.2190

0.2619 0.2014
0.2697 0.2224
0.2698 0.2204
0.2697 0.2207

0.2186 0.2090
0.2256 0.2195
0.2249 0.2197
0.2251 0.2196
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De acordo com os resultados e as andlises apresentadas acima, cabe enfatizar que
em Tres [106], as comparagoes foram realizadas entre as diferentes quadraturas utilizadas,
e nao entre as aproximagoes para os fluxos desconhecidos nos contornos utilizados pelos
diferentes métodos (ADO e AHOT), que é o objetivo desse estudo.

Dessa forma, entre todas as comparacoes realizadas por ambos os trabalhos, a
unica que se assemelha e que inclusive obteve as mesmas conclusoes, corresponde a anélise
entre os fluxos escalares médios considerando o aumento do numero de diregbes para
uma malha fixada. S, conclui-se para essa andlise que os resultados obtidos com as
aproximacoes ADO-L e ADO-E nao alteram as comparacoes que ja se obteve com a
aproximacao ADO-C, ou seja, mantiveram-se as mesmas comparagoes. No entanto, para
as demais andlises, as quais sao diferentes, nao se pode chegar a essas conclusoes para as
aproximacoes ADO-L e ADO-E.

Nas Figuras 6.3, 6.4 e 6.5, encontram-se as representagoes graficas dos fluxos es-
calares médios das regioes I, II, III e IV, respectivamente, utilizando as diferentes qua-
draturas. Conforme ja verificado no caso teste anterior, observa-se para esse caso teste,

resultados satisfatorios, bem como, comportamento semelhante das aproximagoes ADO-

C, ADO-L e ADO-E as aproximagoes AHOT-C e AHOT-L.
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Figura 6.4: Representacao do fluxo escalar médio para a regioes II e III, o3 = 0.9
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Figura 6.5: Representacao do fluxo escalar médio para a regiao IV, o, = 0.9

A seguir, apresentam-se as analises obtidas nas Tabelas 6.5 - 6.7 onde a segao de

choque de espalhamento considerada é o, = 0.3 em™!.

- Verificou-se para as diferentes linhas de comparacoes com as aproximacgoes

AHOT-C e AHOT-L, conclusoes analogas as obtidas com o caso teste 1.

- Na analise em que fixa-se o nimero de diregoes e faz-se uma comparacao nos
fluxos escalares médios entre as diferentes malhas, verificou-se conclusoes
analogas ao caso teste 1 em relagdo a aproximagao ADO-L. No entanto,
verifica-se uma melhora nos resultados com as aproximacoes ADO-C e ADO-
E, tendo-se conseguido até dois digitos significativos entre os resultados para

as quatro regioes.

- Convergéncias analogas sao obtidas em relagao ao caso teste 1, na analise em

que a malha é fixada em cada aproximacao e faz-se uma comparacao entre
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os fluxos escalares médios de acordo com o aumento do nimero de diregoes.
Conclusoes analogas ao caso teste 1, também foram obtidas quando faz-se

as comparacoes entre as aproximagoes ADO-C, ADO-L e ADO-E.

- Na comparagao entre os dois métodos, ADO e AHOT, verificou-se as seguin-

tes analises.

- Naregiao I, obteve-se até trés digitos significativos entre as aproximagoes
ADO-C malha 4 x4 e AHOT-C malha 50 x 50, com erro relativo inferior
a 0.4% nas quadraturas LQy, PvTnSy, PyTx e inferior a 0.02% na
quadratura QR. Nas regioes II, IIT e IV, até trés digitos significativos
sao obtidos entre as aproximacoes ADO-C malha 4 x4 e AHOT-C malha
4 x 4, sendo que nas regioes II e III, o erro relativo é inferior a 0.3% em
todas as quadraturas e, na regiao IV ¢ inferior a 0.4% nas quadraturas

LQy, PnTySy, PvTy e na quadratura QR, inferior a 0.2%.

- Diferentemente do que se obteve para o caso teste 1, observou-se para
esse valor de o resultados mais préximos entre as aproximagoes ADO-L
malha 4 x 4 e AHOT-L malha 4 x 4, sendo que, na regiao I obteve-se
até dois digitos de concordancia, com erro relativo inferior a 1.8% nas
quadraturas LQy, PyTnSy e inferior a 2.2% nas quadraturas PyTy
e QR. Nas regioes II e III, até tres digitos, com erro relativo inferior
a 0.6% nas quadraturas LQy, PNTnSn ¢ PyTy e na quadratura QR
inferior a 0.2%. Na regiao IV, obteve-se até dois digitos significativos
entre as aproximagoes ADO-L malha 4 x 4 e AHOT-C malha 4 x 4,
com erro relativo inferior a 7.0% nas duas primeiras direcoes e, a partir
da terceira direcao a porcentagem de erro relativo decai, sendo inferior

a 1.0%.

- Na comparacao entre as aproximacoes ADO-E malha 4 x 4 e AHOT-C
malha 50 x 50, também obteve-se uma melhora em relacao ao que se
obtinha com o caso teste 1, sendo que, na regiao I verificou-se até dois
digitos de concordancia, com erro relativo inferior a 0.5% nas quadra-
turas LQy, PvInSy e nas quadraturas PyTy e QR inferior a 0.6%,

nas regioes II e III, obteve-se até tres digitos de concordancia, onde, nas
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quadraturas LQy, PvTn Sy, PvT o erro relativo é inferior a 0.9% e na
quadratura QR inferior a 0.1%. Na regiao IV, verificou-se dois digitos
significativos, sendo que nas quadraturas LQy, PNTy Sy € PyTy o erro
relativo para a primeira direcao é inferior a 3.0% e nas demais direcoes
¢ inferior a 1.0%, no entanto, com a quadratura QR o erro relativo é

inferior a 0.8% em todas as direcoes.



Tabela 6.5: Fluxo escalar médio, caso teste 2 - regiao I, o5 = 0.3

Quadratura simétrica de nivel LQn

AHOT [7]

Constante

AHOT [7]

Linear

ADO

Constante

ADO

Linear

ADO

Exponencial

2x2 4x4 50x50

2x2 4x4 50x50

2x2 4x4

2x2 4x4

2x2 4x4

10
21

0.4562 0.4677 0.4716
0.4921 0.4979 0.5004
0.4975 0.5029 0.5054
0.5004 0.5059 0.5084
0.5025 0.5080 0.5104

0.4768 0.4791 0.4727
0.4993 0.5019 0.5007
0.5044 0.5067 0.5057
0.5072 0.5093 0.5086
0.5092 0.5112 0.5106

0.4627 0.4697
0.4996 0.5001
0.5050 0.5051
0.5078 0.5082
0.5096 0.5103

0.5088 0.4806
0.5494 0.5110
0.5542 0.5150
0.5559 0.5172
0.5560 0.5186

0.4792 0.4736
0.5123 0.5031
0.5171 0.5078
0.5194 0.5108
0.5207 0.5128

Quadratura PyTn SN

Da

AHOT [7]

Constante

AHOT [7]

Linear

ADO

Constante

ADO

Linear

ADO

Exponencial

2x2 4x4 50x50

2x2 4x4 50x50

2x2 4x4

2x2 4x4

2x2 4x4

10
21
36

0.4562 0.4677 0.4716
0.4907 0.4968 0.4993
0.4983 0.5038 0.5063
0.5010 0.5065 0.5089
0.5031 0.5086 0.5110
0.5031 0.5086 0.5110

0.4767 0.4791
0.4984 0.5010
0.5053 0.5075
0.5076 0.5097
0.5099 0.5118
0.5099 0.5118

0.4727
0.4997
0.5066
0.5091
0.5112
0.5112

0.4628 0.4697
0.4982 0.4990
0.5058 0.5061
0.5083 0.5088
0.5102 0.5109
0.5109 0.5118

0.5088 0.4806
0.5478 0.5100
0.5549 0.5158
0.5561 0.5177
0.5559 0.5192
0.5553 0.5199

0.4792 0.4736
0.5109 0.5020
0.5178 0.5087
0.5198 0.5113
0.5211 0.5134
0.5215 0.5142

Quadratura

PnTy

Da

AHOT [7]

Constante

AHOT [7]

Linear

ADO

Constante

ADO

Linear

ADO

Exponencial

2x2 4x4 50x50

2x2 4x4 50x50

2x2 4x4

2x2 4x4

2x2 4x4

16
36

0.4562 0.4677 0.4716
0.4943 0.4988 0.5010
0.5013 0.5066 0.5092
0.5035 0.5089 0.5112
0.5049 0.5102 0.5125

0.4768 0.4790
0.4985 0.5005
0.5090 0.5108
0.5099 0.5117
0.5114 0.5132

0.4727
0.5010
0.5094
0.5113
0.5127

0.4628 0.4697
0.5016 0.5010
0.5084 0.5089
0.5103 0.5112
0.5115 0.5124

0.5088 0.4806
0.5512 0.5117
0.5555 0.5175
0.5557 0.5192
0.5552 0.5204

0.4792 0.4736
0.5143 0.5039
0.5198 0.5114
0.5213 0.5137
0.5219 0.5149

Quadratura QR

Da.

AHOT [7]

Constante

AHOT [7]

Linear

ADO

Constante

ADO

Linear

ADO

Exponencial

2x2 4x4 50x50

2x2 4x4 50x50

2x2 4x4

2x2 4x4

2x2 4x4

2
8
18

32

0.4825 0.4857 0.4878
0.5055 0.5108 0.5129
0.5059 0.5111 0.5133
0.5058 0.5110 0.5132

0.4856 0.4872 0.4877
0.5114 0.5132 0.5130
0.5122 0.5139 0.5135
0.5122 0.5139 0.5134

0.4894 0.4878
0.5120 0.5130
0.5123 0.5132
0.5121 0.5131

0.5409 0.4978
0.5543 0.5210
0.5546 0.5216
0.5545 0.5213

0.5043 0.4910
0.5228 0.5155
0.5227 0.5157
0.5224 0.5155
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Tabela 6.6: Fluxo escalar médio, caso teste 2 - regioes Il e III, o4 = 0.3

Quadratura simétrica de nivel LQn

AHOT [7]
Constante
2x2 4x4 50x50

AHOT [7]
Linear

2x2 4x4 50x50

ADO
Constante
2x2 4x4

ADO
Linear
2x2 4x4

ADO
Exponencial
2x2 4x4

10
21

0.1687 0.1607 0.1579
0.1717 0.1662 0.1640
0.1708 0.1654 0.1637
0.1701 0.1648 0.1635
0.1694 0.1644 0.1633

0.1577 0.1553
0.1612 0.1612
0.1615 0.1614
0.1614 0.1613
0.1613 0.1613

0.1574
0.1637
0.1634
0.1632
0.1631

0.1685 0.1603
0.1716 0.1660
0.1708 0.1651
0.1700 0.1645
0.1694 0.1641

0.1428 0.1544
0.1419 0.1610
0.1415 0.1616
0.1418 0.1617
0.1427 0.1616

0.1640 0.1593
0.1667 0.1649
0.1659 0.1642
0.1654 0.1636
0.1651 0.1633

Quadratura PNTn SN

AHOT [7]
Constante
2x2 4x4 50x50

AHOT [7]
Linear

2x2 4x4 50x50

ADO
Constante
2x2 4x4

ADO
Linear

2x2 4x4

ADO
Exponencial
2x2 4x4

10
21
36

0.1689 0.1607 0.1579
0.1717 0.1662 0.1639
0.1706 0.1652 0.1635
0.1698 0.1646 0.1633
0.1692 0.1643 0.1631
0.1692 0.1643 0.1631

0.1577 0.1553
0.1612 0.1611
0.1613 0.1612
0.1612 0.1612
0.1612 0.1612
0.1612 0.1612

0.1575
0.1635
0.1632
0.1631
0.1629
0.1629

0.1685 0.1603
0.1716 0.1639
0.1705 0.1649
0.1698 0.1643
0.1691 0.1640
0.1689 0.1640

0.1428 0.1544
0.1420 0.1607
0.1414 0.1613
0.1418 0.1614
0.1429 0.1613
0.1436 0.1612

0.1640 0.1593
0.1668 0.1648
0.1658 0.1640
0.1652 0.1634
0.1649 0.1632
0.1649 0.1632

Quadratura

PNTN

AHOT [7]
Constante
2x2 4x4 50x50

AHOT [7]
Linear

2x2 4x4 50x50

ADO
Constante
2x2 4x4

ADO
Linear

2x2 4x4

ADO
Exponencial
2x2 4x4

16

36

0.1689 0.1607 0.1579
0.1715 0.1668 0.1647
0.1700 0.1648 0.1636
0.1693 0.1645 0.1636
0.1689 0.1644 0.1631

0.1577 0.1553 0.1575
0.1624 0.1628 0.1645
0.1620 0.1617 0.1633
0.1615 0.1616 0.1633
0.1613 0.1613 0.1629

0.1685 0.1603
0.1714 0.1665
0.1700 0.1645
0.1693 0.1642
0.1689 0.1641

0.1428 0.1544
0.1419 0.1620
0.1426 0.1622
0.1434 0.1618
0.1441 0.1613

0.1640 0.1593
0.1663 0.1654
0.1655 0.1636
0.1651 0.1634
0.1649 0.1633

Quadratura QR

Da

AHOT [7]
Constante
2x2 4x4 50x50

AHOT [7]
Linear

2x2 4x4 50x50

ADO
Constante
2x2 4x4

ADO
Linear

2x2 4x4

ADO
Exponencial
2x2 4x4

8
18
32

0.1734 0.1687 0.1671
0.1699 0.1657 0.1645
0.1688 0.1643 0.1632
0.1688 0.1643 0.1631

0.1651 0.1655 0.1669
0.1623 0.1624 0.1642
0.1612 0.1612 0.1629
0.1612 0.1612 0.1628

0.1736 0.1685
0.1699 0.1655
0.1687 0.1640
0.1687 0.1640

0.1433 0.1656
0.1459 0.1621
0.1445 0.1609
0.1445 0.1610

0.1674 0.1673
0.1658 0.1646
0.1648 0.1632
0.1649 0.1632

& Diregbes por octante
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Tabela 6.7: Fluxo escalar médio, caso teste 2 - regiao IV, o, = 0.3

Quadratura simétrica de nivel LQn

AHOT [7]
Constante
2x2 4x4 50x50

AHOT [7]
Linear
2x2 4x4 50x50

ADO
Constante
2x2 4x4

ADO
Linear
2x2 4x4

ADO
Exponencial
2x2 4x4

10
21

0.1299 0.1390 0.1417
0.1003 0.1014 0.1010
0.0918 0.0932 0.0922
0.0882 0.0898 0.0887
0.0856 0.0869 0.0863

0.1176 0.1332 0.1414
0.0834 0.0937 0.1005
0.0780 0.0869 0.0920
0.0750 0.0835 0.0885
0.0727 0.0808 0.0859

0.1312 0.1396
0.1004 0.1014
0.0916 0.0932
0.0879 0.0897
0.0853 0.0867

0.1773 0.1493
0.1358 0.1033
0.1221 0.0927
0.1159 0.0889
0.1116 0.0867

0.1462 0.1432
0.1081 0.1026
0.0979 0.0939
0.0936 0.0903
0.0906 0.0874

Quadratura PNTnSn

Da

AHOT [7]
Constante
2x2 4x4 50x50

AHOT [7]
Linear

2x2 4x4 50x50

ADO
Constante
2x2 4x4

ADO
Linear

2x2 4x4

ADO
Exponencial
2x2 4x4

10
21
36

0.1299 0.1390 0.1417
0.1022 0.1035 0.1034
0.0920 0.0935 0.0926
0.0880 0.0894 0.0885
0.0852 0.0864 0.0859
0.0852 0.0864 0.0859

0.1176 0.1332
0.0851 0.0957
0.0781 0.0871
0.0746 0.0830
0.0723 0.0803
0.0723 0.0803

0.1414
0.1028
0.0924
0.0882
0.0855
0.0855

0.1312 0.1396
0.1024 0.1036
0.0918 0.0934
0.0877 0.0893
0.0848 0.0862
0.0839 0.0853

0.1773 0.1493
0.1387 0.1061
0.1225 0.0933
0.1157 0.0890
0.1111 0.0865
0.1098 0.0859

0.1462 0.1432
0.1103 0.1049
0.0981 0.0942
0.0933 0.0899
0.0901 0.0869
0.0891 0.0860

Quadratura

PNTN

Da

AHOT [7]
Constante
2x2 4x4 50x50

AHOT [7]
Linear

2x2 4x4 50x50

ADO
Constante
2x2 4x4

ADO
Linear

2x2 4x4

ADO
Exponencial
2x2 4x4

16

36

0.1299 0.1390 0.1417
0.0913 0.0906 0.0895
0.0859 0.0876 0.0865
0.0845 0.0856 0.0848
0.0836 0.0847 0.0844

0.1176 0.1332 0.1414
0.0740 0.0823 0.0889
0.0746 0.0826 0.0864
0.0710 0.0790 0.0845
0.0705 0.0784 0.0840

0.1311 0.1396
0.0910 0.0905
0.0855 0.0875
0.0841 0.0855
0.0833 0.0846

0.1773 0.1493
0.1229 0.0903
0.1121 0.0859
0.1096 0.0854
0.1088 0.0855

0.1462 0.1432
0.0978 0.0912
0.0910 0.0880
0.0893 0.0861
0.0884 0.0853

Quadratura QR

Da

AHOT [7]
Constante
2x2 4x4 50x50

AHOT [7]
Linear

2x2 4x4 50x50

ADO
Constante
2x2 4x4

ADO
Linear

2x2 4x4

ADO
Exponencial
2x2 4x4

8
18
32

0.0840 0.0827 0.0804
0.0830 0.0838 0.0837
0.0828 0.0842 0.0833
0.0890 0.0843 0.0837

0.0684 0.0754 0.0802
0.0691 0.0769 0.0832
0.0695 0.0774 0.0830
0.0698 0.0777 0.0833

0.0834 0.0825
0.0828 0.0836
0.0826 0.0841
0.0828 0.0841

0.1102 0.0785
0.1084 0.0858
0.1086 0.0850
0.1087 0.0851

0.0898 0.0827
0.0883 0.0845
0.0880 0.0849
0.0881 0.0849

& Diregbes por octante
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Nas Figuras 6.6, 6.7 e 6.8, encontra-se a representacao grafica dos resultados

numéricos obtidos para o, = 0.3 em ™!

em todas as quadraturas. Graficamente pode-se
analisar melhor o desempenho do método ADO e verificar que o comportamento das apro-

ximagoes ADO-C, ADO-L e ADO-E, seguem mesmo comportamento das aproximacgoes

AHOT-C e AHOT-L.
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Figura 6.6: Representacao do fluxo escalar médio para a regiao I, o, = 0.3
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Figura 6.7: Representacao do fluxo escalar médio para a regioes II e III, o, = 0.3
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Figura 6.8: Representacao do fluxo escalar médio para a regiao IV, o, = 0.3

De forma geral, as trés aproximacoes, ADO-C, ADO-L e ADO-E, produziram
resultados satisfatorios e comportamento analogo as aproximagoes AHOT-C e AHOT-L,
para os dois casos testes. Com o, = 0.3 em ™!, obteve-se para as aproximacoes ADO-L
e ADO-E, resultados com porcentagens de erro relativos menores do que as obtidas com
s = 0.9 cm™!, bem como, comparacoes melhores para cada uma das aproximacoes.

Analisou-se também, que utilizando malhas menos refinadas (4 x 4), conseguiu-
se com o método ADO resultados que o cédigo AHOT obtém com malhas bem mais
refinadas (50 x 50). Além disso, observou-se que com mais divisdes no dominio, os fluxos
escalares médios obtidos através do método ADO, possibilitam uma melhor comparacao
entre as diferentes aproximacoes, principalmente ADO-L e ADO-E.

Diferentemente do problema apresentado no apéndice, verificou-se que, comparagoes

entre grandezas iguais representam analises mais significativas e proporcionam uma redugao
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do erro relativo entre os resultados. Espera-se que comparacoes ainda mais similares po-

dem ser obtidas a partir da geracao de resultados para malhas mais refinadas.

6.2 Meio Heterogéneo: Fluxo Escalar Médio

Nesta secao verifica-se o comportamento dos fluxos escalares médios obtidos pelas
aproximacoes constantes, lineares e exponenciais utilizando o método ADO, em proble-

mas heterogéneos.

6.2.1 Caso teste 3

Como terceiro caso teste, considera-se um meio heterogéneo com espalhamento
isotrépico conforme proposto por Azmy [9], o dominio é definido no intervalo a = b =
10.0 ¢m, com presenga de fonte fixa isotrépica Q(x,y) = 1.0 na regiao [0,5.0] x [0,5.0]

conforme representacao na Figura 6.9. Na regiao I a se¢ao de choque macroscépica total

1

é 0y = 1.0 em™! e a secao de choque de espalhamento é o, = 0.5 em ™!, nas demais regioes

o = 2.0 em™! e meios mais absorvedores o, = 0.1 em ™.

'S

Vacuo
10
] v
Reflexivo § Vacuo
I 1
Q
0 5 10 >
Reflexivo

Figura 6.9: Configuracao do dominio do problema, caso teste 3.

A quantidade de interesse a ser analisada é o fluxo escalar médio determinado pelas
equagoes 6.1 - 6.2. Utilizou-se para aproximar os fluxos desconhecidos nos contornos as
trés aproximagoes estudadas nesse trabalho, constantes, lineares e exponenciais, bem
como, as quatro diferentes quadraturas, LQyn, PvInSy, PyTy ¢ QR. Cabe lembrar

que, no trabalho de Picoloto [84] esse mesmo problema teste foi resolvido utilizando a



66

aproximacao por constantes em conjunto com a quadratura L(Q)y, e nesse trabalho essa
aproximacao foi reproduzida com essa quadratura e os resultados encontrados conferem
em todas as casas decimais.

A fim de analisar o comportamento dos resultados encontrados para esse caso teste,
buscou-se comparagdes com dois métodos, cédigo AHOT [7] aplicado a aproximagoes
constantes e lineares, respectivamente AHOT-C e AHOT-L, e método SGF [49] aplicado
a aproximacoes constantes e exponenciais, respectivamente, SGF-CN e SGF-ExpN.

Nas Tabelas 6.8 - 6.10 encontram-se os resultados numéricos para os trés métodos
ADO, AHOT e SGF. A analise é feita por regiao, na qual observa-se o comportamento
de cada método separadamente e em seguida faz-se uma comparacao entre eles.

Com as aproximagoes AHOT-C e AHOT-L obteve-se as seguintes conclusoes:

- Como primeira analise, fixa-se o nimero de direcoes da quadratura e faz-
se uma comparacao entre os fluxos escalares médios das diferentes malhas,
em cada aproximacao. Na regiao I, verificou-se dois digitos de concordancia
entre os fluxos escalares médios para ambas as aproximacgoes, AHOT-C e
AHOT-L. Nas regioes II e III, consegue-se um digito e, na regiao IV no

maximo um digito.

- Na segunda andlise, fixa-se a malha e faz-se uma comparacao entre os resul-
tados para os diferentes valores da ordem de quadratura. Observou-se para
ambas as aproximagoes, uma convergencia de trés a quatro digitos significa-
tivos para a regiao I e, para as regioes II, Il e IV essa convergéncia decai,

conseguindo no maximo até dois digitos significativos.

- Como terceira andlise, faz-se uma comparacao entre as duas aproximacoes,
AHOT-C e AHOT-L, na qual considerou-se malhas e direcoes iguais. Verificou-
se para a regiao I, até quatro digitos de concordancia entre os fluxos escalares
médios, no entanto, para as demais regioes, essa concordancia decaiu, con-

seguindo no maximo até dois digitos significativos.

As comparacgoes entre as aproximacoes do método SGF, resultaram nas seguintes

analises.

- Quando faz-se a comparacao dos fluxos escalares médios entre as diferentes

malhas em cada aproximacao, verificou-se tanto para aproximacao SGF-CN
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quanto para SGF-ExpN, uma concordancia de quatro digitos na regiao [. No
entanto, obteve-se uma reducao dessa concordancia para as demais regioes,
sendo que, nas regioes II e III consegue-se com SGF-CN até dois digitos e
com SGF-ExpN até trés digitos de concordancia e, na regiao IV, consegue-se

até um digito com ambas as aproximacoes.

- Na comparagao entre as aproximagoes SGF-CN e SGF-ExpN considerando
malhas iguais, observa-se para a regiao I, quatro digitos significativos entre
os fluxos escalares médios. Nas regices Il e III, verificou-se com a malha
10 x 10 até dois digitos de concordancia e com as demais malhas a con-
cordancia esta em trés digitos. Por ultimo, na regiao IV, obteve-se um
digito de concordancia com a malha 10 x 10 e com as demais malhas nao

consegue-se concordancia entre os resultados.

Seguindo essa mesma linha de comparagoes para o método ADO, obteve-se as

seguintes conclusoes.

- Na primeira andlise em que compara-se os fluxos escalares médios entre as
malhas 2 X 2 e 4 X 4 para cada uma das aproximagoes, observou-se que,
para a regiao I, a concordancia esta em dois a trés digitos. Nas regioes II
e III, obteve-se com a aproximacao ADO-C até trés digitos significativos e
com as aproximagoes ADO-L e ADO-E um digito significativo. No entanto,
na regiao IV, observa-se que somente com a aproximacgao ADO-C é possivel
obter um digito significativo, com as demais aproximagoes nao consegue-se
digitos de concordancia. As conclusoes dessas andlises sao verificadas para

as quatro quadraturas.

- Na segunda analise, onde fixa-se a malha para cada uma das aproximacoes
e faz uma comparacao entre os fluxos obtidos com as diferentes ordens de
quadratura, verifica-se na regiao I, uma convergéncia de trés a quatro digitos
significativos para ambas as aproximagcoes, essa analise é observada nas qua-
tro quadraturas, sendo que com a quadratura QR a convergéncia de 4 digitos
¢ alcancada mais rapidamente. Nas regioes II e III, observa-se para as apro-
ximacoes ADO-C e ADO-L uma convergéncia de até dois digitos nos fluxos

escalares médios com as quadraturas LQy, PvInSy e PyTy e com a qua-



68

dratura ) R, uma convergéncia de até quatro digitos. No entanto com a apro-
ximagao ADO-E, obtém-se com as quatro quadraturas uma convergéncia de
até dois digitos. Na regiao IV, observa-se das aproximagoes ADO-C e ADO-
L, uma convergéncia de até dois digitos nos fluxos escalares médios com
as quadraturas LQy, PvTnSy e PyTy, com a quadratura QR essa con-
vergéncia aumenta para quatro digitos. Por outro lado, com a aproximacao
ADO-E, consegue-se uma convergéncia de até dois digitos com as quatro

quadraturas.

- Como ultima anélise, em que compara-se as trés aproximacoes levando em
consideracao as quatro quadraturas, observou-se para a regiao I, um a dois
digitos significativos entre os fluxos escalares médios com a malha 2 x 2 e
com a malha 4 x 4 dois a trés digitos. Por outro lado, considerando agora as
regioes II e III, verificou-se até um digito significativo entre as aproximacoes
ADO-C e ADO-L malha 4 x 4 nas quadraturas LQy, PvInSy € PyTy e,
entre as aproximagoes ADO-L e ADO-E, até um digito significativo com
as duas malhas e com as quatro quadraturas e, entre ADO-C e ADO-E
nao obteve-se digitos significativos. Na regiao IV, quando compara-se a
aproximagao ADO-C com a aproximacao ADO-L malha 4 x 4, consegue-se
no maximo um digito significativo, com as quatro quadraturas. No entanto,
com a aproximacao ADO-E nao obteve-se digitos de concordancia com as
demais aproximacoes, sendo que, somente com a malha 4 X 4 pode-se obter

a mesma ordem de magnitude das demais aproximacoes.

A seguir, apresenta-se as andlises obtidas da comparagao entre os trés métodos.

- Quando compara-se a aproximacao AHOT-C com ambas as aproximacgoes
do método SGF, verifica-se para a regiao I até tres digitos de concordancia
entre os fluxos escalares médios com a malha 40 x 40 e com a malha 10 x 10
até dois digitos. Nas regioes II e III, quando compara-se as aproximacoes
AHOT-C e SGF-CN, verifica-se até trés digitos com a malha 10 x 10 e dois
digitos significativos com a malha 40 x 40 e, entre AHOT-C e SGF-ExpN,
verificou-se somente dois digitos de concordancia com a malha 40 x 40. Na

regiao IV, observa-se entre AHOT-C e SGF-CN malha 10 x 10 um digito
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de concordancia e com a malha 40 x 40 até trés digitos, no entanto, entre
AHOT-C e SGF-ExpN, conseguiu-se digitos significativos, somente com as

malhas 40 x 40 e 10 x 10 respectivamente.

Na comparacao da aproximacao AHOT-L com ambas as aproximacoes do
método SGF, verificou-se para a regiao I, dois digitos de concordancia com
as malhas 10 x 10 e trés digitos com a malha 40 x 40. No entanto, nas regioes
IT e III observa-se que essa concordancia entre os resultados decai em um
digito, sendo que, com a malha 40 x 40 obteve-se dois digitos significativos
e com a malha 10 x 10 um digito. Na regiao IV, observa-se até dois digitos
significativos entre AHOT-L e SGF-CN malha 40 x 40 e, até dois digitos
entre AHOT-L malha 40 x 40 e SGF-ExpN malha 10 x 10.

Seguindo essa linha de comparacoes, quando compara-se a aproximacao
ADO-C malha 4 x 4 com as aproximacoes dos métodos AHOT e SGF,
verificou-se para a regiao I, até trés digitos significativos com a malha 40 x 40
do AHOT e malha 10 x 10 do SGF. Nas regioes II e III, observou-se até
dois digitos de concordancia com as malhas 40 x 40 dos métodos AHOT
e SGF. Por ultimo, quando compara-se os resultados obtidos para a regiao
IV, observa-se até dois digitos de concordancia com a aproximagao AHOT-C
malha 10 x 10 e com as aproximagoes do método SGF no méaximo um digito

de concordancia.

Com a aproximacao ADO-L malha 4 x 4, observou-se na regiao I até trés
digitos de concordancia com as aproximacoes AHOT-C e AHOT-L malha
40 x 40 e dois digitos com as aproximagoes SGF-CN e SGF-ExpN qualquer
malha. Nas regioes II e I conseguiu-se até um digito de concordancia com as
aproximagoes dos métodos SGF e AHOT em qualquer malha. No entanto,
na regiao IV verificou-se um digito de concordancia com as aproximacoes
AHOT-C e AHOT-L malhas 2 x 2 e 4 x 4 e, um digito com as aproximagoes
SGF-CN e SGF-ExpN malha 10 x 10.

Como tltima analise, agora considerando a aproximac¢ao ADO-E, verificou-
se para a regiao I dois digitos de concordancia com as aproximacoes dos

métodos AHOT e SGF, qualquer malha, no entanto, nas demais regioes,



70

nao conseguiu-se digitos significativos entre as diferentes aproximacoes desses
dois métodos. No entanto, observou-se que com malhas mais refinadas, os
resultados alcangados com a aproximagao ADO-E sao mais comparaveis com

os demais métodos.



Tabela 6.8: Fluxo escalar médio, caso teste 3 - regiao I

Cédigo AHOT - Quadratura LQy [7]

D? AHOT-C AHOT-L
2x2 4x4 10x10 40x40| 2x2 4x4 10x10 40 x40
1 1.608  1.622  1.642 1.652 1.608 1.620 1.639 1.651
3 1.638 1.649 1.665 1.675 1.638 1.648 1.663 1.673
6 1.643 1.654 1.670 1.679 1.643 1.653  1.668 1.677
10 | 1.646 1.657 1.672 1.681 1.646 1.656  1.670 1.679
21| 1.648 1.659 1.673 1.682 1.648 1.658  1.672 1.681
36 | 1.649 1.659 1.674 1.683 1.649 1.659 1.672 1.681
Método SGF - Quadratura LQy [49]
D Método SGF-CN Método SGF-ExpN
10 x 10 20 x 20 40 x 40 | 10 x 10 20 x 20 40 x 40
3 1.676 1.676 1.676 1.676 1.676 1.676
Método ADO-Quadratura LQy

D ADO-C ADO-L ADO-E

2x2 4 x4 2x2 4 x4 2x2 4 x4
1 1.656 1.655 1.678 1.660 1.724 1.677
3 1.679 1.678 1.696 1.682 1.726 1.693
6 1.682 1.682 1.699 1.686 1.727 1.696
10 1.684 1.683 1.701 1.687 1.727 1.697
21 1.685 1.685 1.702 1.688 1.728 1.698
36 1.686 1.685 1.702 1.689 1.728 1.698

Método ADO-Quadratura PyTnSy

D ADO-C ADO-L ADO-E

2x2 4 x4 2x2 4 x4 2x2 4 x4
1 1.656 1.655 1.678 1.660 1.724 1.677
3 1.677 1.677 1.696 1.681 1.725 1.692
6 1.682 1.682 1.699 1.686 1.727 1.696
10 1.684 1.683 1.701 1.687 1.727 1.697
21 1.686 1.685 1.702 1.689 1.728 1.698
36 1.686 1.685 1.702 1.689 1.728 1.699

Método ADO-Quadratura PyTxy

D ADO-C ADO-L ADO-E

2x2 4 x4 2x2 4 x4 2x2 4 x4
1 1.656 1.655 1.678 1.660 1.724 1.677
4 1.681 1.680 1.699 1.685 1.727 1.695
9 1.685 1.684 1.701 1.688 1.728 1.698
16 1.686 1.685 1.702 1.689 1.728 1.698
36 1.686 1.686 1.703 1.690 1.728 1.699
64 1.687 1.703 1.728

Método ADO-Quadratura QR

D ADO-C ADO-L ADO-E

2% 2 4 x4 2x2 4 x4 2x2 4 x4
2 1.689 1.688 1.704 1.692 1.734 1.703
8 1.687 1.686 1.703 1.690 1.729 1.700
18 1.687 1.686 1.703 1.690 1.729 1.699
32 1.687 1.686 1.703 1.690 1.728 1.699
50 1.687 1.703 1.728
72 1.687 1.703 1.728

a Diregbes por octante

71



Tabela 6.9: Fluxo escalar médio, caso teste 3 - regices II e 111
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Cédigo AHOT - Quadratura LQy [7]

D2 AHOT-C AHOT-L
2% 2 4 x4 10 x 10 40 x 40 2% 2 4 x4 10 x 10 40 x 40
1 4.995-2P  4.824-2 4.564-2 4.437-2 4.975-2  4.835-2 4.593-2 4.446-2
3 4.645-2  4.506-2 4.297-2 4.173-2 4.631-2  4.513-2 4.328-2 4.196-2
6 4.579-2  4.443-2 4.247-2 4.128-2 4.565-2  4.449-2 4.270-2 4.148-2
10 | 4.547-2  4.412-2 4.221-2 4.106-2 4.533-2  4.418-2 4.243-2 4.126-2
21 | 4.521-2  4.388-2 4.201-2 4.090-2 4.508-2  4.394-2 4.222-2 4.109-2
36 | 4.510-2 4.378-2 4.192-2 4.084-2 4.497-2  4.384-2 4.212-2 4.101-2
Método SGF - Quadratura LQy [49] ‘
D Método SGF-CN Método SGF-ExpN
10 x 10 20 x 20 40 x 40 | 10 x 10 20 x 20 40 x 40
3 | 4.290-2 4.165-2 4.163-2 | 4.169-2 4.161-2 4.161-2
Método ADO-Quadratura LQy
D ADO-C ADO-L ADO-E
2% 2 4 x4 2 x 2 4x4 2 x 2 4 x4
1 4.390-2 4.397-2 3.975-2 4.293-2 2.797-2 3.622-2
3 4.129-2 4.134-2 3.806-2 4.051-2 3.067-2 3.660-2
6 4.085-2 4.090-2 3.778-2 4.011-2 3.100-2 3.658-2
10 4.064-2 4.069-2 3.764-2 3.993-2 3.113-2 3.656-2
21 4.049-2 4.054-2 3.753-2 3.979-2 3.122-2 3.654-2
36 4.043-2 4.048-2 3.749-2 3.973-2 3.126-2 3.654-2
Método ADO-Quadratura PyTnSn ‘
D ADO-C ADO-L ADO-E
2% 2 4 x4 2 x 2 4 x4 2 x 2 4 x4
1 4.390-2 4.397-2 3.975-2 4.293-2 2.797-2 3.622-2
3 4.140-2 4.146-2 3.813-2 4.062-2 3.062-2 3.664-2
6 4.084-2 4.090-2 3.777-2 4.011-2 3.103-2 3.660-2
10 4.063-2 4.068-2 3.762-2 3.990-2 3.117-2 3.658-2
21 4.046-2 4.050-2 3.751-2 3.975-2 3.126-2 3.656-2
36 4.039-2 4.044-2 3.746-2 3.970-2 3.129-2 3.654-2
Método ADO-Quadratura PyTy ‘
D ADO-C ADO-L ADO-E
2% 2 4 x4 2 x 2 4x4 2 x 2 4x4
1 4.390-2 4.397-2 3.975-2 4.293-2 2.797-2 3.622-2
4 4.097-2 4.102-2 3.784-2 4.022-2 3.069-2 3.643-2
9 4.056-2 4.061-2 3.756-2 3.984-2 3.107-2 3.647-2
16 4.044-2 4.048-2 3.748-2 3.973-2 3.119-2 3.649-2
36 4.036-2 4.040-2 3.743-2 3.966-2 3.127-2 3.650-2
64 4.033-2 3.742-2
Método ADO-Quadratura QR ‘
D ADO-C ADO-L ADO-E
2% 2 4 x4 2 x 2 4x4 2 x 2 4x4
2 4.017-2 4.023-2 3.742-2 3.952-2 3.014-2 3.564-2
8 4.029-2 4.034-2 3.739-2 3.960-2 3.101-2 3.629-2
18 4.030-2 4.035-2 3.740-2 3.961-2 3.120-2 3.642-2
32 4.030-2 4.035-2 3.740-2 3.961-2 3.126-2 3.646-2
50 4.030-2 3.740-2 3.129-2
72 4.030-2 3.740-2 3.130-2

a Diregoes por octante

b 16 se 4.995 x 102



Tabela 6.10: Fluxo escalar médio, caso teste 3 - regiao IV
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Cédigo AHOT - Quadratura LQy [7]

D? AHOT-C AHOT-L
2 x 2 4 x4 10 x 10 40 x 40 2 x 2 4 x4 10 x 10 40 x 40
1 | 3.111-3> 3.097-3 2.833-3 2.728-3 | 3.094-3 3.150-3  3.023-3 2.881-3
3 | 2311-3 2.309-3 2.115-3  2.003-3 | 2.301-3 2.336-3  2.197-3 2.071-3
6 | 2.184-3 2.185-3  2.008-3 1.903-3 | 2.173-3 2.212-3  2.096-3 1.973-3
10 | 2.126-3  2.129-3  1.959-3 1.859-3 | 2.115-3 2.155-3  2.043-3 1.924-3
21 | 2.082-3 2.086-3  1.922-3 1.826-3 | 2.071-3 2.112-3  2.004-3 1.888-3
36 | 2.063-3 2.068-3  1.906-3 1.813-3 | 2.0563-3 2.094-3  1.988-3 1.874-3
Método SGF - Quadratura LQy [49] ‘
D Método SGF-CN Método SGF-ExpN
10 x 10 20 x 20 40 x 40 | 10 x 10 20 x 20 40 x 40
3 | 2.850-3 2.019-3 2.000-3 | 2.000-3 1.995-3 1.993-3
Método ADO-Quadratura LQy
D ADO-C ADO-L ADO-E
2% 2 4 x4 2% 2 4 x4 2 x 2 4x4
1 2.746-3 2.864-3 5.140-3 3.590-3 2.229-2 1.288-2
3 2.031-3 2.117-3 3.795-3 2.657-3 1.248-2 7.685-3
6 1.926-3 2.009-3 3.594-3 2.517-3 1.134-2 6.976-3
10 1.879-3 1.960-3 3.504-3 2.454-3 1.086-2 6.672-3
21 1.844-3 1.924-3 3.437-3 2.408-3 1.050-2 6.441-3
36 1.830-3 1.909-3 3.410-3 2.388-3 1.036-2 6.344-3
Método ADO-Quadratura PyTnySy \
D ADO-C ADO-L ADO-E
2% 2 4 x4 2% 2 4 x4 2 x 2 4 x4
1 2.746-3 2.864-3 5.139-3 3.590-3 2.229-2 1.288-2
3 2.073-3 2.162-3 3.794-3 2.713-3 1.275-2 7.832-3
6 1.930-3 2.013-3 3.593-3 2.521-3 1.128-2 6.931-3
10 1.876-3 1.957-3 3.504-3 2.450-3 1.076-2 6.602-3
21 1.836-3 1.915-3 3.437-3 2.396-3 1.038-2 6.356-3
36 1.821-3 1.900-3 3.409-3 2.376-3 1.024-2 6.265-3
Método ADO-Quadratura PyTy ‘
D ADO-C ADO-L ADO-E
2% 2 4 x4 2% 2 4 x4 2 x 2 4x4
1 2.746-3 2.864-3 5.140-3 3.590-3 2.229-2 1.288-2
4 1.973-3 2.058-3 3.681-3 2.580-3 1.204-2 7.429-3
9 1.872-3 1.954-3 3.490-3 2.445-3 1.088-2 6.693-3
16 1.840-3 1.920-3 3.428-3 2.401-3 1.051-2 6.448-3
36 1.817-3 1.897-3 3.385-3 2.371-3 1.025-2 6.276-3
64 1.810-3 3.371-3 1.016-2
Método ADO-Quadratura QR \
D ADO-C ADO-L ADO-E
2% 2 4 x4 2% 2 4 x4 2 x 2 4x4
2 1.609-3 1.665-3 3.021-3 2.100-3 1.110-2 6.956-3
8 1.800-3 1.879-3 3.352-3 2.348-3 1.065-2 6.517-3
18 1.800-3 1.879-3 3.352-3 2.348-3 1.035-2 6.329-3
32 1.800-3 1.879-3 3.352-3 2.348-3 1.023-2 6.255-3
50 1.800-3 3.352-3 1.017-2
72 1.800-3 3.352-3 1.014-2

a Diregoes por octante

b 14 se3.111 x 10-3
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A representacao grafica dos fluxos escalares médios das aproximagoes dos métodos
ADO e AHOT, malha 4 x 4 e quadratura L@y para a regiao I, encontra-se na Figura 6.10,
nela pode-se observar que ambas as aproximagoes do método ADO comportam-se de

forma semelhante as aproximagoes do método AHOT.

1.7
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516 . N
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Figura 6.10: Representacao do fluxo escalar médio da regiao I, quadratura LQ)y.

Ja na Figura 6.11, estao representados os fluxos escalares médios obtidos com os
métodos ADO e AHOT malha 4 x 4 para as regioes II e III. Com base na anélise dessa
Figura, pode-se verificar graficamente que as aproximagoes utilizadas pelo método ADO

estao se comportando de forma analoga as aproximacoes utilizadas pelo método AHOT.
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Figura 6.11: Representagao do fluxo escalar médio das regioes II e III, quadratura LQ) .
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Por tltimo, os fluxos escalares médios obtidos com os métodos ADO e AHOT
malha 4 x 4 para a regiao IV, estao representados na Figura 6.12. Com base na andlise
dessa figura, pode-se observar graficamente que as aproximagoes do método ADO se-
guem mesmo comportamento das aproximagcoes utilizadas pelo codigo AHOT, observa-se
também que os resultados obtidos pelas aproximagoes ADO-C e ADO-L estao proximos

aos resultados obtidos pelas aproximacoes do codigo AHOT.

0.014 T T T

—— AHOT-C (44)
—4—AHOT-L (4%4)
—v— ADO-C (4x4)
—di— ADO-L (44)
ADO-E (4x4)

0.012F

0.008 -

0.006+ 3

0.004 A

Fluxo escalar médio

0.002

0 1 1 1 1 1 1
2 4 6 8 10 12 14 16

Ordem da quadratura LQN

Figura 6.12: Representagao do fluxo escalar médio da regiao IV, quadratura LQ)y.

Das andlises obtidas para esse caso teste, verificou-se que as aproximacoes utili-
zadas nesse trabalho, ADO-C, ADO-L e ADO-E, seguiram mesmo comportamento das
aproximagoes utilizadas pelos métodos AHOT e SGF em todas as regides. Observou-se
também que, com malhas menos refinadas conseguiu-se resultados que os demais métodos
sO conseguem com maior refinamento. Além disso, verificou-se que com malhas mais re-
finadas foi possivel obter melhores comparacoes entre as trés aproximacoes do ADO bem
como entre os diferentes métodos, principalmente para as aproximagoes ADO-L e ADO-E.

Apesar das quadraturas PyTn Sy, PvTn e QR possibilitarem uso de maiores valo-
res para IV, verificou-se mesmas quantidades de digitos significativos que ja se obtinham
com a quadratura L@y, ou seja, nao obteve-se ganho significativos em digitos utilizando
outras quadraturas.

Diferentemente das analises obtidas com o problema homogéneo, observou-se para
problemas heterogéneos com dominio maiores, que a aproximagao ADO-E nao foi possivel
obter resultados para as regioes II, III e IV, comparaveis com as aproximacoes ADO-C

e ADO-L, bem como com as aproximacoes dos métodos AHOT e SGF. Espera-se que
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com malhas mais refinadas do que as utilizadas por esse trabalho, essas diferencas de
resultados serao contornadas. No entanto, assim como foi observado nesse trabalho, bem
como em outras andlises [83], o comportamento das diferentes aproximagoes na regiao
da fonte é melhor em geral para todos os métodos, ou seja, na regiao da fonte verifica-se
uma coincidéncia de digitos maiores do que das demais regides que nao tém fonte, essas
consequéncias sao influenciadas pelo efeito raio [106], que nesse trabalho nao foi objeto

de estudo.

6.2.2 Caso teste 4

No caso teste 4 o intuito de investigar o comportamento das trés aproximagoes
apresentadas nesse trabalho, em dominios maiores do que no caso teste anterior, bem
como representacao da fonte em uma regiao menor do dominio. Considera-se como caso
teste 4 um problema heterogéneo com espalhamento isotrépico definido no dominio a =
b = 30.0 em, com presenga de fonte fixa isotrépica Q(x,y) = 1.0 na regiao [0,10.0] x
[0,10.0], conforme representagao na Figura 6.13. Os materiais sdo os mesmos utilizados

no caso teste anterior, ou seja, na regiao I a secao de choque macroscépica total é o, =

1 1

1.0 em™" e a secao de choque de espalhamento é o, = 0.5 ecm™", nas demais regioes

o=20cmeo,=0.1cm™ "

A
Vacuo
30
i v
Reflexivo Vacuo
10
I Il
Q
0 10 30 >
Reflexivo

Figura 6.13: Configuracao do dominio do problema, caso teste 4.

A quantidade de interesse a ser analisada é o fluxo escalar médio, definido através

das equacoes 6.1 e 6.2. Assim como na se¢ao anterior, utilizou-se aqui trés aproximacoes
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para os fluxos desconhecidos nos contornos, aproximacao constante, aproximacao linear
e aproximacao exponencial.

Na tabela 6.11 sao apresentados os fluxos escalares médios obtidos com a quadra-
tura LQy. A comparacao dos resultados segue o padrao das andlises anteriores.

Com as aproximacoes AHOT-C e AHOT-L, obteve-se as seguintes analises:

- Conclusoes andlogas ao caso teste anterior foram obtidas na primeira andlise,
em que fixa-se a ordem de quadratura e faz-se a comparagao entre os resul-

tados obtidos em cada malha e em cada aproximagao.

- Na segunda analise, faz-se uma comparagao entre os fluxos escalares médios
de acordo com a malha fixada em cada aproximacao. Observou-se uma
convergéncia de até trés digitos na regiao I, nas demais regioes a convergencia
estd em até dois digitos, assim como no caso teste anterior, essas analises

sao verificadas para ambas as aproximacoes.

- Quando compara-se as aproximacoes AHOT-C e AHOT-L, considerando ma-
lhas iguais, verifica-se até quatro digitos de concordancia entre os fluxos esca-
lares médios para a regiao I, mesma precisao obtida pelo caso teste anterior.
Nas regioes II e 111, observou-se para a malha 3 x 3, 4 digitos de concordancia,
e para as demais malhas até trés digitos. Na regiao IV a concordancia esta

em até trés digitos significativos.
Com as aproximagoes ADO-C, ADO-L e ADO-E obteve-se as seguintes anélises:

- Diferentemente do que se obteve com o caso teste 1, na andlise em que fixa-se
a ordem de quadratura e faz-se uma comparacao entre as diferentes malhas,
obteve-se com a aproximacao ADO-C até quatro digitos de concordancia
entre os resultados na regiao I, nas regioes II e 111, verificou-se até trés digitos
de concordancia e na regiao IV dois digitos. Com a aproximagao ADO-L
observou-se dois digitos nas regioes I, II e III, e na regiao IV nao obteve-se
concordancia. No entanto com a aproximagao ADO-E, s6 foi possivel obter

digitos de concordancia entre os fluxos escalares médios na regiao I.

- Fixada a malha em cada aproximagcao, observa-se para a regiao I trés a quatro

digitos de convergéncia de acordo com o aumento da ordem de quadratura
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nas trés aproximacgoes. Nas regioes Il e III, com as aproximagoes ADO-C
e ADO-L verifica-se até trés digitos de convergéncia e com a aproximacao
ADO-E dois digitos. Por tltimo, na Regiao IV verificou-se dois digitos de
convergencia com as aproximagoes ADO-C e ADO-L e, com a aproximacao

ADO-E até um digito.

- Observou-se na comparacao entre as trés aproximacoes, diferentes analises
das obtidas ao caso teste 1. Na regiao I, obteve-se até trés digitos significa-
tivos entre as aproximagoes ADO-C, ADO-L e ADO-E. Nas demais regioes,
consegui-se somente concordéancia entre as aproximagoes ADO-C e ADO-L,

sendo até dois digitos nas regioes II e III e um digito na regiao IV.
Como ultima analise, faz-se uma comparacao entre os métodos ADO e AHOT.

- Quando comparou-se a aproximacao ADO-C malha 4 x 4 com as apro-
ximagoes AHOT-C e AHOT-L malha 30 x 30, obteve-se até trés digitos
significativos na regiao I e, com as demais regides obteve-se até dois digitos

significativos.

- Verifica-se até trés digitos de concordancia, nas comparagoes da aproximagao
ADO-L malha 4 x4 com as aproximagoes AHOT-C e AHOT-L malha 30 x 30
e, com as demais regioes um digito significativo considerando essa mesma

comparagcao.

- Nas comparagoes da aproximagao ADO-E malha 4 x 4 com as aproximagoes
AHOT-C e AHOT-L malha 30 x 30, verifica-se dois digitos de concordancia
nos fluxos escalares médios na regiao I, ma nas demais regides nao conseguiu-

se digitos significativos.
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Quadratura Simétrica de Nivel LQn

| regido I | regides II e III | regido IV
AHOT
Constante | DY 3x3 6x6 30x30] 3x3 6x6 30x30| 3x3 6x6 30x30
1]1.788 1.793 1.813 | 1.374-2" 1.344-2 1.215-2 | 2.175-4 2.080-4 1.771-4
3| 1.806 1.810 1.826 | 1.262-2 1.236-2 1.133-2 | 1.607-4 1.542-4 1.322-4
6| 1809 1.813 1828 |1.241-2 1216-2 1.118-2 | 1.519-4 1.458-4 1.255-4
10| 1.811 1.814 1.829 | 1.231-2 1.206-2 1.110-2 | 1.478-4 1.420-4 1.225-4
21| 1.812 1.816 1.830 | 1.223-2 1.199-2 1.104-2 | 1.447-4 1.391-4 1.201-4
36| 1.812 1.816 1.831 | 1.220-2 1.196-2 1.102-2 | 1.436-4 1.378-4 1.191-4
AHOT
Linear |D|3x3 6x630x30] 3x3 6x6 30x30 | 3x3 6x6 30x30
1]1.788 1.792 1.811 | 1.374-2 1.345-2 1.227-2 | 2.176-4 2.091-4 1.890-4
3] 1806 1.810 1.824 |1.262-2 1.237-2 1.143-2 | 1.608-4 1.548-4 1.374-4
6| 1809 1.813 1.827 |1.241-2 1217-2 11262 | 1.519-4 1.464-4 1.310-4
10| 1.811 1.814 1.828 | 1.231-2 1.207-2 1.118-2 | 1.479-4 1.426-4 12774
21| 1.812 1.816 1.829 | 1.223-2 1.199-2 1.112-2 | 1.448-4 1.397-4 1.253-4
36| 1.812 1.816 1.830 | 1.220-2 1.196-2 1.109-2 | 1.435-4 1.384-4 1.243-4
ADO
Constante [D| 2x 2 4x4 2x2 4 x4 2x2 4 x4
1| 1.820 1.819 | 1.169-2 1.170-2 | 1.804-4 1.816-4
3| 1.833 1.832 | 1.088-2 1.089-2 | 1.336-4 1.344-4
6| 1.835 1.835 | 1.075-2 1.076-2 | 1.268-4 1.276-4
10| 1.836 1.835 | 1.069-2 1.070-2 | 1.237-4 1.245-4
21| 1.836 1.836 | 1.065-2 1.065-2 | 1.214-4 1.222-4
36| 1.837 1.837 | 1.063-2 1.063-2 | 1.205-4 1.213-4
ADO
Linear |D| 2x2 4x4 | 2x2 4x4 2 x 2 4x4
1| 1.827 1.821 | 1.106-2 1.153-2 | 3.474-4 2.344-4
3| 1.838 1.834 | 1.039-2 1.075-2 | 2.572-4 1.735-4
6| 1.840 1.836 | 1.028-2 1.063-2 | 2.439-4 1.645-4
10| 1.841 1.837 | 1.022-2 1.057-2 | 2.380-4 1.605-4
21| 1.842 1.838 | 1.019-2 1.053-2 | 2.335-4 1.575-4
36| 1.842 1.838 | 1.017-2 1.051-2 | 2.317-4 1.563-4
ADO
Exponencial | D | 2 x 2 4 x4 2 x2 4 x4 2x2 4 x4
1] 1.862 1.836 | 6.995-3 9.200-3 | 2.788-3 1.615-3
3| 1.863 1.844 | 7.681-3 9.308-3 | 1.564-3 9.617-4
6| 1.863 1.845 | 7.763-3 9.303-3 | 1.420-3 8.719-4
10| 1.863 1.846 | 7.796-3 9.296-3 | 1.360-3 8.334-4
21| 1.864 1.847 | 7.819-3 9.291-3 | 1.315-3 8.039-4
36| 1.864 1.847 | 7.829-3 9.289-3 | 1.297-3 7.916-4

a Diregoes por octante

b 1 ese 1.374 x 10-2
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A Figura 6.14, representa graficamente os fluxos escalares médios para as quatro
regides. Pode-se observar que na Regiao I, Figura 6.14(a), as trés aproximagoes utilizadas
pelo método ADO seguiram o mesmo comportamento das utilizadas pelo codigo AHOT.
Nas regioes II e III, Figura 6.14(b), e regiao IV, Figura 6.14(c), observa-se graficamente
as analises ja verificadas anteriormente, ou seja, nessas regioes as aproximacoes ADO-C
e ADO-L produziram resultados mais proximos entre elas e, além disso, com o mesmo

comportamento das aproximagoes do método AHOT.
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Figura 6.14: Representacao do fluxo escalar médio na regiao, quadratura LQ)y.

Assim como observado no caso teste anterior, obteve-se com esse caso teste, re-
sultados satisfatorios em comparagoes aos encontrados na literatura, ou seja, em geral
a precisao dos resultados encontrados por esse trabalho com malhas maiores sao com-
paraveis a resultados de outros métodos obtidos com malhas mais refinadas.

O enfoque desse trabalho esta no estudo e analise do efeito do uso das diferentes

aproximagoes nos contornos. Em geral, verificou-se que as diferentes aproximacoes utili-
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zadas pelo método ADO para calcular o fluxo escalar médio em meios homogéneos e he-
terogéneos, seguiram mesmo comportamento das aproximagoes utilizadas pelos métodos
AHOT e SGF como mostra a representacao grafica dos resultados.

Dentre as andlises feitas, observa-se também que as diferentes aproximacoes in-
fluenciam muito nos resultados dos problemas estudados. Sendo que para os problemas
heterogéneos, nas comparagoes entre as aproximacoes, obteve-se resultados com maior
quantidade de digitos significativos a partir do uso de malhas mais refinadas, bem como
na regiao com a presenca de fonte de néutrons, como é observado nas outras abordagens.

Além disso, verificou-se com base nos casos testes realizados para diferentes domi-
nios, que obteve-se melhores comparagoes com os resultados obtidos pela aproximacao
ADO-E considerando maiores divisdes do dominio, ou seja, a variacao da malha 2 x
2 para 4 x 4 é muito maior do que a variacao que se observa para as aproximacgoes
ADO-C e ADO-L. Porém, até onde foi possivel chegar, observou-se que a aproximacao
ADO-E nao demonstrou resultados que desde ja caracterizem esta como uma melhor
aproximacao, principalmente considerando o extenso trabalho e dificuldade de derivagao
nas deducoes analiticas, ou seja, toda a exaustiva deducao analitica, assim como o custo de
tempo computacional, nao parecem trazer ganhos significativos em relagao a aproximacao
constante, por exemplo. Espera-se que somente através da generalizacao do cédigo, que
até o momento nao foi possivel, poderia-se ter uma conclusao geral e mais eficiente do
uso da aproximacao exponencial.

Observa-se das andlises obtidas por esse trabalho, relacionadas as diferentes apro-
ximacoes, semelhancas em relacao a outras metodologias. Apesar do trabalho analitico
e computacional relacionado as aproximacoes lineares e exponenciais, o ganho em pre-
cisao de digitos é inferior em comparacao com as aproximacoes constantes. Ao que tudo
indica, o uso da aproximagao constante no contorno mostra-se sempre ser dominante,
particularmente se associada ao uso de malhas mais refinadas.

Com relagao a informacoes de tempo computacional entende-se que uma oti-
mizacao do cédigo bem como andlise mais detalhada precisa ser feita. Contudo, uma
observagao inicial indica que o aumento das divisoes do dominio pode implicar de forma
mais relevante no tempo computacional do que o uso de quadraturas de mais alta ordem.
No entanto, para dar ideia nesta questao, tomamos um caso teste e quando compara-se

as quadraturas LQy e PyTnSy, Tabela 6.8, malha 4 x 4, o tempo computacional para
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gerar o fluxo escalar médio da regiao I via método ADO-C utilizando uma dire¢ao por
octante (1.655), estd em torno de 0.02 segundos, para gerar o fluxo utilizando 21 diregoes
por octante (1.685) o tempo é de aproximadamente 9.5 segundos.

Além disso, salienta-se que a escolha do nimero de regioes foi limitada nesse tra-
balho, pois nao obteve-se a generalizacao do cédigo computacional para qualquer niimero
de regides do dominio. A ordem das diferentes quadraturas utilizadas também esta li-
mitada a resolucao do sistema linear por métodos diretos e nao iterativos, o que ja vem
sendo usado em outros trabalhos [48].

Os resultados obtidos neste trabalho, apresentados nas diversas tabelas, foram
obtidos a partir de um tunico cédigo computacional. Apesar de realizar uma série de
testes internos, para efeitos de verificacao de erros, espera-se que eles ainda possam
ser passiveis de verificagoes mais refinadas ou mesmo comparagoes com implementacoes

independentes.



7 CONSIDERACOES FINAIS

Neste trabalho, um problema de transporte de néutrons bidimensional para meios
homogéneos e heterogéneos, com espalhamento isotrépico e com presenca de fonte fixa,
foi abordado utilizando o método ADO em associacao a esquemas nodais. Verificou-se
que o uso do método ADO é uma boa alternativa no tratamento desses problemas, visto
que, possibilitou a utilizagao de diferentes esquemas numéricos de quadratura de alta
ordem, mantendo uma caracteristica importante de reducao de ordem do problema de
autovalores associados. Além disso, ressalta-se que o procedimento diferentemente dos
métodos mais comuns nesta area nao envolve nenhum esquema de varredura numérica
entre as células, e as solugoes obtidas sao para fluxos angulares médios em apenas uma
das variaveis.

O objetivo foi analisar o efeito do uso de diferentes aproximacoes nos fluxos des-
conhecidos no contorno (ou termos de fuga transversal). Para tanto, foram analisadas
trés abordagens: aproximagoes contantes, aproximagoes lineares (as quais estavam rela-
cionadas as varidveis espaciais de cada problema) e aproximagoes exponenciais (as quais
utilizaram as varidveis espaciais e as constantes de separagao de cada problema integrado).

E importante destacar, que até o momento aproximacoes lineares e aproximagoes
exponenciais tais como aqui propostas, nao haviam sido utilizadas em conjunto com
o método ADO. Dentre as analises feitas, observou-se que essas aproximacoes tiveram
maior influéncia nos resultados quando foram tratados problemas heterogéneos, e que a
maior concordancia em digitos significativos entre as diferentes aproximagoes aconteceu
na regiao em que havia presenca de fonte. Nas demais regioes, observou-se que essa
concordancia comecou a ser maior a partir do refinamento da malha.

Adicionalmente, diferentes esquemas de quadraturas numéricas foram aplicados
as equagoes em ordenadas discretas: quadratura simétrica de nivel L@y, quadratura
Legendre-Chebyshev PyTn Sy e PyTy e a quadratura quadruple range Q R, de forma que
como ja observado no caso de problemas homogéneos, foi possivel contornar o problema
de pesos negativos encontrado pela quadratura simétrica de nivel, e utilizar ordens supe-
riores em esquemas de quadratura. No entanto, observou-se que o aumento do nimero
de direcoes discretas nao apresentou, para os problemas aqui abordados, contribuigao

relevante no que diz respeito a precisao dos resultados.
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Neste trabalho, utilizou-se uma solucao particular construida a partir da funcao de
Green para tratamento do termo de fonte do problema, que é gerado nao sé pela fonte fixa
do problema fisico mas também pelos termos advindos das aproximacoes do contorno.
Para as aproximagoes lineares e exponenciais, estas expressoes envolveram incégnitas que
foram incluidas no sistema linear geral da formulagao, criando uma dificuldade adicional
significativa ao caso das aproximagcoes constantes.

Considera-se que os objetivos desse trabalho foram alcangados, no sentido de que
uma andlise mais geral das aproximacoes nos fluxos nos contornos foram estabeleci-
das, tanto para problemas homogéneos como para heterogéneos, através da utilizacao
do método ADO em conjunto com métodos nodais. Além disso, foram incorporados
diferentes esquemas numéricos de quadratura, que possibilitaram a utilizacao de altas
ordens de quadratura. Destaca-se aqui, que essas analises gerais, até o momento nao
haviam sido feitas, nesse sentido estende-se a aplicabilidade bem como desenvolvimento
do método ADO para tratamento de problemas envolvendo diferentes metodologias no
que diz respeito ao tratamento dos termos de fuga transversais.

Neste estudo, foi gerado extensa quantidade de dados que podem guiar uma analise
preliminar e seguem no caminho de validacao e desenvolvimento da formulacao ADO. De
tal forma que, agora inclui a andlise de diferentes aproximagoes dos fluxos no contorno,
que parecem determinar diferencas nos resultados, nos métodos nodais e que sao também
dependentes dos problemas abordados. Questoes de comportamento fisico esperado, como
regides mais suscetiveis ao efeito raio [72], também surgem nos resultados obtidos, sendo
que, nesse trabalho nao foram objeto de estudo.

A analise dos resultados confirma a viabilidade da proposta das equacoes auxiliares
alternativas, mantendo a eficiencia computacional ja verificada em outras abordagens do
método ADO. No entanto, indica que estudos complementares necessitam ser realizados
para caracterizar vantagens adicionais no uso de tais propostas, dentre eles, a construcao
do cédigo geral, o qual permitiré caracterizar as vantagens relacionadas ao uso de malhas
mais refinadas.

Além disso, destaca-se que os resultados obtidos por esse trabalho sao novos e
a implementacao é tunica, dessa forma, nao considera-se que os resultados numéricos
apresentados tem carater conclusivo, fato que ocasiona incentivo a continuidade desse

trabalho.
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Apéndice A FORMULACAO NODAL DEFINIDA
EM DOMINIO COMPLETO

Neste apéndice incluimos a formulagao desenvolvida sem consideracao de divisoes
do dominio em nodos, aplicada & um problema teste especifico. Representa a fase inicial

de estudos das propostas alternativas de equagoes auxiliares.

Formulacao do problema

O problema de transporte de néutrons com fonte fixa trabalhado esta definido
em um dominio retangular [0, a] x [0, b] conforme Figura A.1. No interior desse dominio
[0, as] x [0, bs] existe a presenga de uma fonte isotrépica Q(r) e em algumas fronteiras é

conhecido o fluxo angular incidente.

Véacuo

Reflexivo Vécuo

0 as a

Reflexivo

Figura A.1: Representacao geométrica do dominio do problema.

A equacao de transporte em ordenadas discretas que modela esse problema é

escrita na forma

0 0
Mi%‘y(%% Q) + Uia—y‘l’(% Y, Q) + oV (2, y, Q) =

M
— %Zwk\lf(x,y,ﬁk) +Q(z,y), (A1)
k=1
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em que, z € [0,a], y € [0,b], Q; = (u;,n;) representa as diregoes com peso da quadratura
angular associado w;, i = 1, ..., M onde M representa o nimero de diregdes (ordenadas) e
¢ definido de acordo com a escolha da quadratura utilizada. Para este problema escolheu-
se utilizar a quadratura simétrica de nivel LQy, dessa forma tem-se M = N(N + 2)/8
representando o numero de direcoes por octante. Ainda, o; e o, sdo respectivamente, a
secao de choque macroscopica total e secao de choque de espalhamento.

Os fluxos incidentes nos contornos para as fronteiras com condi¢ao de contorno do

tipo vacuo, sao definidos por

U(a,y,82) =0, (A.2)
U(z,b,Q) =0, (A.3)

e para as fronteiras com condicao de contorno do tipo reflexiva, sao definidas por

(z,0,Q) = U(z,0,), (A.4)

U(0,y,Q2) =V (0,y, ), (A.5)

onde (2 indica as diregoes de incidéncia do fluxo em cada fronteira e {2 indica as diregoes

de saida do fluxo em cada fronteira.

Equacoes nodais integradas

A partir da equagao bidimensional em ordenadas discretas, equagao (A.1), pretende-
se obter as equacoes unidimensionais integradas transversalmente. Para isso, serao utili-
zados os esquemas nodais.

Dessa forma, multiplica-se a equacgao (A.1) por 1/b e integra-se em relagao a

variavel y € [0, b],

d ;
,ui%\Ify(x, Q)+ %[\I/(x, b, Q) — V(z,0,)] + 0V (z,Q;) =

M
= Qul) T Dt ), (A.6)

para ¢ = 1,...M, sendo o fluxo angular médio definido por

1 b
0.0 = [ Bl (A7)
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e a fonte

Q) =5 | Qi (A8)

Agora, multiplica-se a equacao (A.1) por 1/a e integra-se em z € [0, a]

d Hi
md—y%(y, Q) + ;[‘I’(ny’ Q) —V(0,y, )] + 0 Va(y, ) =
o M
k=1
para i = 1,...M, com fluxo angular médio e fonte, definidos respectivamente, por
1 a
V() = [ Wy @), (A.10)
aJo
1 a
Quly) == | Qlz,y)de. (A.11)
0

Neste trabalho, considera-se o seguinte ordenamento para o problema integrado
em y, equagao (A.6), u; >0 parai=1,...M/2 e p; < 0parai=M/2+1, .., M, como

mostra a Figura A.2.

Figura A.2: Escolha da numeracao das diregoes em S; para a equacao nodal integrada

em y, quadratura LQ) .

De acordo com essa ordenagao, escreve-se a equacao (A.6) da seguinte forma,

d
Mi%‘l’y(% Q;) + oV (2,8;) = Qy(x, Q)+



+Z ; W[y (2, Qi) + Uy (2, Qiyrr/2)]

d
—Mi%‘l’y(l’, Qivny2) + oWy (2, Qiynrye) = Qy(w, Qi arya)+

Os
+— Zwk (2, Q) + Wy (2, Qitar/2)],

parai=1,...,M/2, sendo o termo fonte definido por

Qy (. ) = Q@) — F[W(a,b, Q) — (2,0,

Qy(, Qiyrr2) = Qy(x) — frje (W (2,0, Qiyarga) — W(z,0, Qiynry2)]-

b
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(A.12)

(A.13)

(A.14)

(A.15)

As equagoes (A.12) e (A.13) sao as equagdes nodais do problema integrado em

y. Para obter as equac¢oes nodais do problema integrado em =z, considera-se o seguinte

ordenamento: n; > 0 para i = 1,....M/2 emn; < 0 parai = M/2+1,...,

Figura A.3.

M, conforme

Figura A.3: Escolha da numeracao das dire¢oes em S, para a equagao nodal integrada

em x, quadratura LQ)y.

Dessa forma, considerando esse ordenamento, escreve-se a equagao (A.9) como

(0 ) + oy, ) = Qi )+

i dy
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+ W[y, Q) + W (y, Qiyaro)] (A.16)

d
—m@‘ljz(y, Qitnyz) + 0¥y, Qivnsz) = Qu(y, Qivnyz)+

Os
+Z;wk[%(g/, Q) + U, (y, Qe ar2)], (A.17)

parai=1,...,M/2, com termos fonte definidos por

Quly. ) = Quly) = T W(a,y. Q) — W(0,y, ) (A18)

i
Qa(y, Qizny2) = Qu(y) — +TM/2[‘I’(G7?J, Qitary2) — V0,9, Qigars)]- (A.19)

Observa-se que nas equagoes (A.14), (A.15), (A.18) e (A.19), aparecem termos
relacionados as condigoes de contorno, que sao conhecidos somente nas diregoes inciden-
tes. Dessa forma, como usual em esquemas nodais, equacoes auxiliares sao necessarias
para aproximar os fluxos angulares desconhecidos no contorno, que serao propostos mais
adiante.

Obtidas as equagodes unidimensionais integradas transversalmente nas varidveis
espaciais y e x, respectivamente, equagoes (A.12), (A.13), (A.16) e (A.17), pode-se utilizar
o método ADO na resolu¢ao da parte homogénea dessas equagoes, o que sera visto a

seguir.

Solucao homogénea pelo método ADO

A parte homogénea das equacgoes unidimensionais integradas transversalmente
(A.12), (A.13), (A.16) e (A.17), s@o resolvidas pela aplicagdo do método ADO. Esse
método consiste em construir a solugao homogeénea do problema em termos de constan-
tes de separagao e autofuncgoes, que sao definidas por expressoes que envolvem autovalores
e autovetores.

Desta forma, propoe-se solugoes para o problema homogéneo, na forma

Ul (z,8) = Dy (v, Q;)e (A.20)

Ul (y, Q) = @u(y, Qi)e /7. (A.21)
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Substitui-se a equagao (A.20) nas equagoes (A.12) e (A.13), obtém-se

T@@4n+@%@ngz
” M/2
ZS Z[be(y, Qi) + Py (v, Qiiry2)] (A.22)

k=1

&@y(% Qiniy2) + 0Py (v, Qignry) =

v
5. M2
i D (@41, ) + By (v, Rigarya)], (A.23)
k=1
parai=1,..., M/2.
Nesse ponto, define-se as equacoes
Uy(v,82) =[Oy (v, i) + Oy (v, Qijnsy2)] (A.24)
e
%(Vv Ql) = [(I)y(l/, Ql) - (I)y<1/, Qi+M/2)] (A25)

de maneira que ao adicionar as equagoes (A.22) e (A.23), obtém-se

Vo

> wkly (v, ), (A.26)
2p; =

para i = 1,...,M/2 com 1; = 14 p1/2-
Agora, subtraindo-se as equagoes (A.22) e (A.23) e considerando-se novamente as
equagoes (A.24) e (A.25), obtém-se
v _ M
(v, Q) = —U, (v, ), (A.27)

Voy

parai=1,...,M/2.
Nesse ponto, para obter o problema de autovalores, substitui-se a equacao (A.27)

na equagao,(A.26), resultando
Dy — AU, = AUy, (A.28)
com

Ay = — (A.29)
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sendo D, e A, matrizes de ordem M /2 x M /2. A matriz D, é definida como

D, :diag{(%)Q, <%)2 (u;j;/z)Q} (A.30)

e as entradas da matriz A, sao definidas por

W;jOs0¢

Ay(%]) =

T (A.31)

parai=1,...M/2ej=1,... M/2.

Da solucao do problema de autovalores, equagdo (A.28), encontra-se {\,;, Uy;}
para j = 1,...,M/2 e as constantes de separagao v; definidas na equagao (A.29). Logo,
pode-se determinar as componentes do vetor V,, e entao, definir as autofuncoes do
problema, utilizando-se as equagoes (A.24) e (A.25),

Uy (v, &) + V, (v;, )
2

Dy (1, 82) = (A.32)

U, (vj, ;) — Vy(’/in)'

5 (A.33)

Dy (v, Qitnry2) =

Neste ponto deve-se observar que no inicio tinha-se um problema de dimensao M,
e agora chega-se em um problema de autovalores de dimensao M /2 x M/2. Isso ocorre
devido a escolha das diregoes e ao fato das constantes de separacao serem fornecidas aos
pares Lv;.

Dessa forma, pode-se estabelecer a solucao para o problema homogéneo. Baseado
no que foi desenvolvido até o momento e levando em conta que as constantes de separacao
ocorrem aos pares, define-se a solucao homogénea para o problema integrado em y da

seguinte forma

M/2
Ul (2, Q) = [A;®, (v, Qi)e /" + B, (v, Qisprje)e*/) (A.34)

j=1

M2
U, Qisia) = > [A;®@y (v, Qusagga)e ™" + By (v, Q)e /], (A.35)

j=1
para i = 1,...,M/2 e A; e B, representam os coeficientes da solucdo, que deverdao ser

determinados.
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Processo andlogo ¢ utilizado para o desenvolvimento da solucao homogénea do

problema integrado em x. Nesse sentido, obtém-se o problema de autovalores na forma

com

Mo = (A.37)

_ﬁ’

sendo, D, e A, matrizes de ordem M/2 x M/2. A matriz D, ¢é definida como

D, — diag { (n_) (n_) (G )} (A38)

e as entradas da matriz A, definidas por

W;050¢
2 )
2n;

A (i,)) = (A.39)
parai=1,...M/2ej=1,..M/2.

Dessa forma, escreve-se a solugdo para o problema homogéneo, equagoes (A.16) e

(A.17), na forma
M/2
\Il];(y’ QZ) = Z[E](I)x(fh: Qi)eiy/%‘ + F}q)x<737 Qi—I—M/Z)ei(biy)/w] (A4O)

j=1

M/2
Wy, Qiiage) = DB Pa(vj, Qigarge)e ™ + Fdu(y;, Qi)e05], (A4l

J=1

para i =1,...,M/2, sendo E; e F}; coeficientes da solugao, que deverao ser determinados.

Solucao particular e geral

Nesse capitulo é trabalhado a solugao particular do problema, sendo que buscou-se
desenvolve-la a partir das fungoes de Green. Considerando a formulagao apresentada por
Barichello et al. [24], serd feita uma adaptacao a esse trabalho, de forma a considerar o

caso dos autovalores repetidos.

Definicao do Termo Fonte

Neste trabalho é considerado o termo fonte do dominio conforme Figura (A.1) e

como definido no trabalho de Tsai e Loyalka [109]

Qleny) = 1, para z€0,as] e y€l0,b (A.42)

0, caso contrario.
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Substituindo a equagao (A.42) na equagao (A.8), obtém-se

bs/b, x € [0,as
Qy(x) = (A'43)
0, as<z<a,

onde Q,(z) é a fonte para o problema integrado em y.

Agora substituindo a equacao (A.42) na equagao (A.11), obtém-se

as/a, y € [0,b
Qu(y) = (A.44)
0, bs<y<hb,

onde @, (y) é a fonte para o problema integrado em z.

Nas equagoes (A.14), (A.15), (A.18) e (A.19) o termo nao homogéneo depende dos
valores dos fluxos angulares dos contornos, os quais em algumas direcoes, sao conhecidos
pelas condigoes de contorno do problema e nas diregoes que nao sao conhecidas, precisa-se
de equagoes auxiliares.

Define-se os fluxos nos contornos onde hé condicao de vacuo, na forma

U(z,b, ) =0, i=M/A+1,.,M/2 e i=3M/A+1,.., M, (A.45)

Ula,y, ) =0, i=M/A+1,.,M/2 e i=3M/4+1,...M (A.46)
e, os fluxos nas fronteiras onde ha condicao reflexiva por

U(z,0,9) = W(z,0,Qisnya), i=1,..,M/4 e i=M/2+1, .. 3M/4, (A.A47)

U(0,y, Q) = U(0,y, Qisnrp), i=1,..M/4 e i=M/2+1,..,3M/4 (A48)

Nesse trabalho, procurou-se aproximar os fluxos desconhecidos nos contornos por

aproximagoes mais gerais do tipo exponencial, definidas por

—(b—y)

U(0,y,€;) = ;€ Ymaz | (A.49)
U(a,y, Q) = Liemar, (A.50)
U(2,0,Q) = Jieomar (A.51)
U(a,b, Q) = Lewma, (A.52)

comi = 1,..M/4dei= M/2+1,..,.3M/4 onde Viyar € Vmer SA0 as constantes de

separacao maximas de cada problema integrado, obtidas da solucao do problema de
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autovalores. Nessa aproximacao nao é necessario definir parametros a priori e foi con-
siderado o problema definido em um dominio cercado por condicoes reflexivas e do tipo
VACUoO.

Para obter o termo fonte para o problema integrado em y, substitui-se as equagoes

(A.51) e (A.52) juntamente com as equagdes (A.43) e (A.45) nas equagoes (A.14) e (A.15),

b —(a—x
Qy(x, ;) = +m[J—I]ev(maz), i=1,...,M/4

b b
e i=M/2+1,..3M/4, (A.53)
bs M, —e=m)
Qy(CL’,Qi) = 3 + 3(]16 vmax 1 = M/4+ 1, ,M/Q

e i=3M/4+1,.., M, (A.54)

para x € [0, a,], e

Q,(z, ) = ZZ[J _LJevmar, i=1,.., M/4

e i=DM/2+1,..,3M/4, (A.55)

M e = MJA+1,..., M/2

Qy(l’, ﬂz) b

¢ i=3M/4+1,.. M, (A.56)

para x € [as, al.
Utilizando o mesmo procedimento do problema integrado em y, obtém-se o termo

fonte do problema integrado em x,

Quly ) = 2+ B0 — LiJe e i =1, M/
e i=M/2+1,..3M/4, (A.57)

Quly, ) = =+ Blagiemnl i = M/4+1,...,M/2
e i=3M/4+1,... M, (A.58)

para y € [0,b,], e

—(b—y)

Q(y, ) = ”[M Li)e mar | i=1,..,M/4

e i=M/2+1,.. 3M/4, (A.59)
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Qu(y, ) = MZMev(rl:mi/), i = M/4+1,.., M/
e i=3M/441,.., M, (A.60)

para y € [bs,b]. Definidos os termos fontes dos problemas integrados, apresenta-se na

secao a seguir a proposta de solugao particular.

Solucgao particular via funcao de Green

Nesse trabalho as fungoes de Green sao usadas para determinar as solugoes parti-
culares. Conforme Barichello et al. [24] e Prolo Filho [86] as solugdes particulares para o

problema integrado em y com i = 1, ..., M /2, podem ser dadas por

M/2
0P (z, ;) Z{A oV, Q) + Bj(x)®, (v, Qi arg)} (A.61)
[§
M/2
P (2, Qigarye) = Z{A oV, Qisara) + Bj(x)®, (v, )}, (A.62)
onde
T M —(z—7)
:/ ZQy(T7QQ)Aj,a e Vi odr (A63)
0 a=1
[§

a M (r—x
Ba)=- [ {Z Q,(r. sza>Bj7a} e dr (A.64)

Os coeficientes A, , e B;, sao calculados através do sistema linear

M2

i Y {Aja®y(1, Q) + Bja®y (v, Qisipa)} = i, (A.65)
M2

—t1i Y {Aja®y(v, Qicarja) + Bia®y(vj, )} = bis1/20, (A.66)
j=1

onde ;o com¢=1,...,Mea=1,.. M éa funcao delta de Kronecker.
Para o problema integrado em z, onde ¢ = 1, ..., M/2, as solugoes particulares sao
dadas por

M/2
\ij y7 Z{A %7 Q)+ B, (y)q)x(7j> QiJrM/?)} (A'67>
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e
M/2
UL (y, Q2 1+M/2 Z{A ’ng z+M/2)+Bj(y)q’x(’Yj,Qi)}7 (A.68)
onde
v (U ~(y=7)
:/ ZQz(Taga)Cj,a e odr (A69)
0 a=1
e

M —(r—y
Bj(y) = - /b {Z Qx(Tv Qa>Dj,a} € (Wj )dT- (A?O)

Os coeficientes C;, e Dj, sao calculados através do sistema linear

M/2
i Y AC5a®u(75, ) + Dja®u(v5, Qivarja)} = G (A.71)
j=1
M/2
=i Z{Cj,aq)x(%', Qi+M/2) + Dja®e(v, i)} = Oit M/2,01 (A.72)
j=1

ondei=1,...M/2, j=1,...M/2ea=1,..,M/2.

Denota-se como solucao particular W}, (x,€2;) para x € [0,a,], V,(z, ;) para
x € [as,a]l e VP (y,€;) para y € [0,bs], ¥, (y, ;) para y € [bs,b] com i = 1,..., M. Na
proxima secao a solucao geral do problema é estabelecida para possibilitar o calculo dos

coeficientes desconhecidos.

Solucgao geral do problema

Definido as expressoes para as solucoes homogéneas e particulares, expressa-se a
solucao geral do problema da seguinte forma
M2

Wy (2, 00) = 3 [A, (1, Q)™+ By, (v, Qupagjo)e 0] £ 0D (2.Q0), (AT3)

j=1

M/2
Uy (2, Qisarje) = 3[4y (v, Qigarg2)e ™ + By®y (v, Qi) @™/ 4+ U (2, Dy ap/0),  (AT4)

j=1

para x € [0, a),

M/2
Uy (2, Q) = Y _[C5®y (v, Qi)e™ %)/ 4 D@, (v, Qg agjo)e” O]+ WDy (2, Q). (AT5)
j=1
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M/2
Uy (2, Qi pry2) = Z[qu)y(ij Qi+M/2>€_($_aS)/Vj + D;®, (v, Q;)e /i) 4 Uro(z, Qiyrr/2),
j=1
(A.76)
para x € |as, al,
M/2
U (y, ) = Y [B;®u (v, Ri)e ¥ + Fi@u(v;, Qigarya)e P90 + 02, (y, ), (A.77)
j=1
M2
\Ilg(%QiJrM/Q) = Z[Ej@w(Wj,QiJrM/z)e_y/” + Fj®, (v, Qy)e b0/ 4 U0 (y, Qiinrg2), (AT8)
j=1
para y € [0, by,
M2
U, (y, Q) = Z[Gﬂ’x(%‘, Q;)e” WP 4+ H @ (v, Qigngga)e O] + TP, (y, ), (A.79)
j=1
MJ2
TPy, Qiynije) = Z[Gj@m(%, Qisnrsa)e” V0 4 Hid (v, Q)e™ O] 4 B8, (y, Qi s sa),
j=1
(A.80)

para y € [bs, b].
Para definir o sistema linear que determinara os coeficientes desconhecidos é pre-
ciso integrar as equagoes de contorno de incidéncia e reflexivas. Multiplicando as equacgoes

(A.46) e (A.48) por 1/b e integrando em y € [0, b], obtém-se

U, (a, ) =0, i=M/2+1,...M (A.81)

\Ify(O,Qz) - \Ify(O,Qi+M/2), 1= 1,...,M/2, (A82)
multiplicando as equagoes (A.45) e (A.47) por 1/a e integrando em z € [0, a], obtém-se

U, (b, ) =0, i=M/2+1,...M (A.83)

Da mesma forma, multiplicando as equagdes (A.49) e (A.50) por 1/b e integrando em
y € [0,b] e multiplicando as equagoes (A.51) e (A.52) por 1/a e integrando em x € [0, al,
obtém-se

—b

1
\IJy(O, Ql) = E")/max<1 - eW)Ml (A85)
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1 _

W, (0 ) = 5 Yomar(1 — e7mar ) L, (A.86)
1 —a

U,(0,Q;) = aymax(l — evmaz ) J;, (A.87)
1 —a

\Ifx(b, Qz) = al/max(l — €Vmaz )Iza (A88)

parai=1,..., M/2.

Tendo a forma integrada das equacoes necessarias para montar o sistema, faz-
se o acoplamento dos problemas integrados nas varidveis x e y, cuidando o uso das
aproximacoes dos contornos e a associagao das diregoes €2; entre os dois problemas.

Assim, aplica-se as solugoes gerais equagoes (A.73) a (A.80) nas condigdes de
contorno, equagoes (A.81) a (A.88), e considerando a condigao de interface, obtém-se as
equagoes do sistema para o problema integrado em y e as equagoes do sistema para o
problema integrado em x, resultando num sistema linear 7M x 7M.

Resolvendo o sistema linear, encontra-se os 7M coeficientes necessarios para de-
terminar a solucao dos fluxos angulares, que serao utilizados para calcular algumas quan-

tidades de interesse, tal como a seguir.

Resultados Numéricos

As quantidades de interesse a serem calculadas sao: fluxo escalar de néutrons e
taxa de absorcao.

O fluxo escalar de néutrons em ordenadas discretas é definido por

| M2

Zwk (z, %) + Uy (2, Qi a1/2)] (A.89)
(§]

| M2

Zwk (Y, ) + Vo (Y, Qrpary2)]- (A.90)

Meio Homogéneo: fluxo escalar

Como primeiro problema teste considera-se o problema descrito por Tsai e Loyalka
[109], definido em um dominio retangular a = b = 1.0 ¢m, com uma fonte fixa isotrépica
Q(z,y) = 1.0 na regiao [0,0.52] x [0,0.52], conforme representada na Figura A.4. Nesse

problema a condicao de simetria é considerada, onde as condigoes de contornos sao do tipo
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vacuo e reflexiva. Para a secao de choque macroscépica total considera-se, o, = 1.0 em ™1 e

para a secao de choque de espalhamento, o, = 0.5 em ™!, 0, = 0.10cm ™t e oy = 0.05 em 1.

F 3 .
Vacuo
1,0
Reflexivo 0,52 Vacuo
Q
-
0 0,52 1,0
Reflexivo

Figura A.4: Representacao geométrica do dominio do problema.

A quantidade de interesse a ser analisada é o fluxo escalar de néutrons calculado
para os valores: © =y =05cm,x =y =07cmexz =y = 098 cm. A formulacao
desse problema ¢ implementada para dois esquemas diferentes de quadraturas, quadratura
Simétrica de Nivel (LQy) e a quadratura PyTnSn [74]. Para os fluxos desconhecidos
nos contornos utilizou-se aproximacoes por constantes e aproximagoes por exponenciais.
Sendo que, os resultados obtidos para o fluxo escalar onde utilizou-se aproximagoes por
constantes para os fluxos desconhecidos nos contornos e a quadratura L@y, conferem em
todos os digitos com o trabalho de Tres et al. [108]. Por questao de notagao, chamou-se
aqui: aproximacoes por constantes de ADO-Constante e, aproximacoes por exponenciais
de ADO-Exponencial.

Compara-se os resultados com os existentes na literatura, T'sai e Loyalka [109], Tres
et al. [108], Prolo Filho [86]. Em Tsai e Loyalka [109] a equacao integral de transporte
de néutrons bidimensional é resolvida numericamente e os fluxos escalares sao calculados
em cada ponto. Nessa mesma referéncia, encontram-se resultados para fluxo escalar que
foram gerados numericamente pelo cédigo TWOTRAN-II [109].

No trabalho de Prolo Filho [86] ndo considera-se a simetria do problema, o dominio
é cercado somente por condicoes do tipo vacuo, com fonte externa localizada na regiao

central do dominio. Utiliza-se o método ADO para resolver as equacoes unidimensionais,
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os fluxos desconhecidos nos contornos sao aproximados por equagoes baseadas na solugao
homogénea do problema, os fluxos escalares sao obtidos em termos dos fluxos angulares
médios onde utilizou-se somente a quadratura LQ) .

Em Tres et al. [108] considera-se a simetria do problema. Utiliza-se o método
ADO para resolver as equagoes unidimensionais, os fluxos desconhecidos nos contornos
sao aproximados por constantes, os fluxos escalares sao obtidos em termos dos fluxos
angulares médios, sendo que utilizou-se a quadratura LQ)y. No entanto, a diferenca
deste trabalho e de Tres et al. [108] estd na aproximagao para os fluxos desconhecidos
nos contornos e na utilizagao de novas quadraturas, uma vez que aqui utilizou-se apro-
ximagoes por constantes e aproximacgoes por exponenciais e dois tipos de quadratura
LQx e PyTnSn, enquanto que em Tres et al. [108] utilizou-se somente aproximagoes por
constantes para os fluxos desconhecidos nos contornos e a quadratura LQ)y.

Os resultados obtidos para os fluxos escalares estao apresentados nas Tabelas A.1-
A.3. A seguir faz-se a analise para cada valor de = e y, na qual compara-se os resultados
com os disponiveis na literatura.

Verifica-se que, para x = y = 0,5 os fluxos escalares obtidos utilizando a quadra-
tura LQy e o ADO-Exponencial apresentam uma concordancia maior em digitos signi-
ficativos do que o ADO-Constante, quando faz-se a comparacao aos resultados obtidos
por Tsai e Loyalka [109]. Por outro lado, quando compara-se ADO-Constante e ADO-
Exponencial com Trés et al. [108] e Prolo Filho [86] quadratura L@y, obtém-se uma
concordancia de até dois digitos significativos, nesse caso estamos comparando grandezas
iguais. De um modo geral, este problema apresentou um comportamento semelhante aos
dos trabalhos de Tres et al. [108] e Prolo Filho [86] em relagao ao de Tsai e Loyalka [109].

Quando faz-se uma analise dos resultados obtidos pela quadratura PyxTxnSy,
observa-se que apesar dela permitir utilizar valores maiores para N, nao obteve-se maiores
ganhos significativos em digitos em comparacao aos que ja se obtinha com a quadratura
LQy, para as aproximacoes ADO-Constante e ADO-Exponencial. Nesse caso, obteve-
se os mesmos digitos significativos que ja se obtinha com a quadratura L)y, quando

comparados com a literatura.
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No caso de x = y = 0.7 em tanto com a quadratura L@y quanto com a PyTnSy,
conseguiu-se até um digito de concordancia com os fluxos escalares de Tsai e Loyalka
[109], no entanto, a mesma concordancia é observada quando compara-se os trabalhos de
Tres et al. [108] e Prolo Filho [86] com Tsai e Loyalka [109]. Quando faz-se a comparagao
do ADO-Constante e ADO-Exponencial, com Trés et al. [108] e Prolo Filho [86], observa-
se uma concordancia de um a dois digitos significativos. Para esse valor de = e y, pode-se
concluir que o comportamento do ADO-Constante e ADO-Exponencial é semelhante ao
comportamento dos resultados obtidos pelos trabalhos de Tres et al. [108] e Prolo Filho
86].

Na analise do ultimo caso, x = y = 0.98 ¢m, consegue-se com o ADO-Exponencial
utilizando ambas as quadraturas, até um digito de concordancia com Tsai e Loyalka [109],
sendo que isso ndo é observado quando compara-se os trabalhos de Tres et al. [108] e Prolo
Filho [86] com Tsai e Loyalka [109]. Quando compara-se os resultados das aproximagoes
ADO-Constante ¢ ADO-Exponencial com Trés et al. [108] e Prolo Filho [86], verifica-se
até um digito significativo. O uso da quadratura PyTn Sy, apesar de possibilitar o uso de
maiores valores de N, nao propiciou ganhos significativos em digitos quando comparados
com os fluxos escalares disponibilizados na literatura.

Os resultados e andlises obtidos para esse problema em especifico, motivaram a
continuar os estudos, a fim de obter resultados comparativos entre grandezas médias
iguais, em particular, resultados gerados por outros métodos nodais diferentes do pro-

blema trabalhado em Tsai e Loyalka.
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