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RESUMO
A EQUACAO UNIDIMENSIONAL DE DIFUSAO DE NEUTRONS COM MODELO MULTTI-
GRUPO DE ENERGIA E MEIO HETEROGENEO: AVALIACAO DO FLUXO PARA
PROBLEMAS ESTACIONARIOS E DE CINETICA

Na presente tese é resolvida a equacao de difusao de néutrons estacionéria, bem como proble-
mas de cinética, em geometria unidimensional cartesiana multi-regiao considerando o modelo
de multigrupos de energia. Um dos objetivos e inovagao neste trabalho é a obtencao de uma
solugao aproximada com estimativa de erro, controle de precisao e na forma de uma expressao
analitica. Com esse tipo de solucao nao ha a necessidade de recorrer a esquemas de inter-
polagao, geralmente necessarios em caso de discretizacoes do dominio. O fluxo de néutrons
¢ expandido em uma série de Taylor cujos coeficientes sao encontrados utilizando a equagao
diferencial e as condigoes de contorno e interface. O dominio é dividido em vérias células,
cujo tamanho e o grau do polinomio sao ajustaveis de acordo com a precisao requerida. Para
resolver o problema de autovalor é utilizado o método da poténcia. A metodologia é aplicada
em um benchmark que consiste na solugao da equagao de difusao como condicao inicial e na
solucao de problemas de cinética para diferentes transientes. Os resultados sao comparados
com sucesso com resultados da literatura. A convergeéncia da série é garantida pela aplicagao
de um raciocinio baseado no critério de Lipschitz para funcoes continuas. Cabe ressaltar que
a solucao obtida, em conjunto com a andlise da convergéncia, mostra a solidez e a precisao

dessa metodologia.
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ABSTRACT

THE ONE DIMENSIONAL DIFFUSION EQUATION WITH MULTI GROUP ENERGY
MODEL AND HETEROGENEOUS MEDIA: FLUX EVALUATION TO STATIONARY
AND KINETIC PROBLEMS

In the present dissertation the one-dimensional neutron diffusion equation for stationary and
kinetic problems in a multi-layer slab has been solved considering the multi-group energy
model. One of the objectives and innovation in this work is to obtain an approximate so-
lution with error estimation, accuracy control and in the form of an analytical expression.
With this solution there is no need for interpolation schemes, which are usually needed in
case of discretization of the domain. The neutron flux is expanded in a Taylor series whose
coefficients are found using the differential equation and the boundary and interface condi-
tions. The domain is divided into several layers, whose size and the polynomial order can be
adjusted according to the required accuracy. To solve the eigenvalue problem the conven-
tional power method has been used. The methodology is applied in a benchmark problem
consisting of the solution of the diffusion equation as an initial condition and solving kinetic
problems for different transients. The results are compared successfully with the ones in the
literature. The convergence of the series is guaranteed by applying a criterion based on the
Lipschitz criterion for continuous functions. Note that the solution obtained, together with

the convergence analysis, shows the robustness and accuracy of this methodology.
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1. INTRODUCAO

O estudo da evolucao espaco-temporal dos néutrons em sistemas nucleares se mostra
como um desafio tanto fisico quanto matematico e constitui um toépico fundamental na
pesquisa na area de cinética de reatores nucleares. Esse estudo, dentre outras aplicacoes,
propoe métodos de analise para predizer o comportamento do reator durante diferentes tipos
de transientes. A descricao do comportamento dos néutrons implica numa série de dificul-
dades, devido ao fato de que os néutrons prontos, emitidos diretamente da fissao, reagem
a perturbagoes quase instantaneamente, enquanto os néutrons atrasados, provenientes do
decaimento radioativo dos produtos da fissao, reagem bem mais lentamente a essas per-
turbacoes ou alteracoes no regime. Para o caso de um reator térmico, as escalas de tempo
relacionadas aos néutrons prontos sao da ordem de 10~% a 107% segundos e para os néutrons
atrasados sao da ordem de 107! a 10! segundos. Mesmo representando menos de 1% do
total de néutrons produzidos, os néutrons atrasados desempenham um importante papel
na seguranga e operacao de um reator nuclear, pois retardam a resposta do reator a uma
determinada perturbacao, facilitando o controle da reacao em cadeia. Essa caracteristica, da
existéncia simultanea de diferentes escalas de tempo, do ponto de vista matematico, confere
um carater de rigidez ao problema de cinética fazendo com que métodos numéricos tradi-
cionalmente utilizados tenham limitagoes quanto a precisao e impulsiona a busca por solucoes
analiticas ou que fornecam resultados mais precisos e com menor tempo computacional.

A descricao completa da populagao de néutrons é dada pela equacao de transporte
de Boltzmann dependente do tempo incluindo os néutrons atrasados [Duderstadt e Hamilton,
1976; Keepin, 1965], porém esta equacao além de ser dificil de ser resolvida, possui muitas
informagoes que sao irrelevantes na operacao de um reator, entao, solugoes exatas sao en-
contradas para modelos simplificados baseados em hipoteses fisicas adequadas. O modelo
aproximativo mais simples é o da cinética pontual, no qual o fluxo de néutrons é considerado
como o produto de uma fun¢ao forma espacial (modo fundamental) independente do tempo e

uma amplitude dependente do tempo [Keepin, 1965]. Contudo, em diversas situagoes, como
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por exemplo em sistemas onde existe o dominio de uma fonte externa [Ravetto et al., 2004;
Maiorino et al., 2007; Ait-Abderrahim e Stanculescu, 2006], o fluxo de néutrons nao pode
ser representado unicamente por um modo espacial fundamental, devendo sim ser represen-
tado pela soma de todas as autofuncoes relacionadas ao operador. Entao, como transientes
induzidos por perturbacoes localizadas podem produzir mudancas espaciais e espectrais na
distribuicao de néutrons e a cinética pontual nao é adequada para a andlise de tais per-
turbagoes, é necessario um modelo dependente da energia, espago e tempo [Gaboury, 1993].
Portanto, a motivacao por tras do desenvolvimento de solugoes para as equagoes de cinética
dependentes do tempo e do espago nao é somente pelo desafio de resolver um sistema grande
de equagoes diferenciais parciais acopladas, mas também pela necessidade de avaliar a segu-
ranca de reatores comerciais de grande porte.

Enquanto a solucao do problema homogéneo pode ser obtida simplesmente por uma
expansao em termos de autofungdes [Ceolin, 2010], o problema em meio heterogéneo, por sua
vez, introduz muitas complicagoes adicionais e é descrito por algumas caracteristicas fisicas
e matemadticas que requerem uma abordagem especifica. Mesmo assim, é valido considerar
este tipo de problema. Com o passar dos anos foram desenvolvidos inimeros métodos para
tratar deste assunto. KEstes métodos podem ser divididos em duas categorias principais:
métodos diretos e indiretos. Os métodos diretos utilizam os métodos de discretizagao de
problemas estacionarios para tratar a dependéncia espacial, e resolvem a dependéncia no
tempo. Sao exemplos os métodos de diferencas finitas [Nahla et al., 2012; Alcouffe e Albrecht,
1970], malha grossa [Orellana e Barros, 2002] e nodais [Grossman e Hennart, 2007; Barros
et al., 2003]. Os métodos indiretos baseiam-se na ideia de separar a parte espacial da parte
temporal. Sado exemplos os métodos modais [Lima et al., 2009; Stacey, 1967] e de sintese
[Kaplan et al., 1964b]. Mais detalhes sobre esses métodos podem ser encontrados nos artigos
de Sutton e Aviles [Sutton e Aviles, 1996] e de Adams [Adams, 1977]. Métodos numéricos e
analiticos foram resumidos em uma revisao feita por Kaplan et al. [Kaplan et al., 1964a] e
no livro de Alvim [Alvim, 2007], este dltimo com foco nos métodos numéricos.

A maioria dos estudos em teoria de reatores nucleares trata o transporte de néutrons
como um processo difusivo [Duderstadt e Hamilton, 1976]. Embora esse tipo de tratamento
tenha validade limitada, essa aproximacao é considerada apropriada para muitas aplicacoes.

Com base nisso, na presente tese, inicialmente resolve-se a equacao de difusao de néutrons
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estacionaria em geometria unidimensional cartesiana multi-regiao considerando o modelo de
multigrupos de energia. Um dos objetivos e inovacao neste trabalho é a obtencao de uma
solugao aproximada com estimativa de erro, controle de precisao e na forma de uma ex-
pressao analitica. Com esse tipo de solucao nao ha a necessidade de recorrer a esquemas
de interpolacao, que geralmente sao necessarios como consequéncia de abordagens com a
discretizacao do dominio. O método utilizado para a solucao é baseado em uma expansao
em uma série de Taylor [Barrio et al., 2011; Boyce e DiPrima, 2001; Corliss e Chang, 1982].
Métodos baseados nesse tipo de expansao tém sido amplamente utilizados na solucao de
problemas em cinética pontual [Nahla e Zayed, 2010; Nahla, 2011; Mitchell, 1977]. O ob-
jetivo de resolver a equacao de difusao estacionaria é encontrar uma condicao inicial para
problemas de cinética que serao resolvidos posteriormente. Entao, para resolver a equacao de
difusao, o fluxo escalar de néutrons é expandido em uma série de poténcias e os coeficientes
dessa expansao sao encontrados utilizando a equacao diferencial ordinaria juntamente com as
condicoes de contorno e interface. Divide-se o dominio em véarias células para garantir a con-
vergéncia com uma baixa ordem de truncamento da série de Taylor. Em cada célula a solucao
é aproximada através de um polinomio. As solugoes de cada célula sao unidas utlizando as
condigoes de interface (continuidade de corrente e fluxo de néutrons). O tamanho de cada
célula, bem como o grau do polinomio sao ajustaveis de acordo com a precisao requerida.
A fim de resolver o problema de autovalor e assim calcular o coeficiente de multiplicacao
efetivo k, utiliza-se o método da poténcia [Duderstadt e Hamilton, 1976].

O préximo passo é resolver as equagoes cinéticas de difusao incluindo os néutrons
atrasados para diferentes tipos de transientes. O procedimento utilizado é similar, ou seja,
os fluxos escalares de néutrons bem como as concentracoes de precursores sao expandidos
em séries de poténcias, tanto para a variavel espacial quanto para a variavel temporal.
Novamente sao utilizadas as equacoes diferenciais e as condig¢oes de contorno e interface para
calcular os coeficientes da expansao. A condicao inicial utilizada é a solucao encontrada
para a equacgao de difusao estaciondaria obtida anteriormente pela mesma metodologia. Essa
¢ outra vantagem desse método, pois permite a utilizacao do mesmo procedimento para o
calculo da condicao inicial e também para o problema transiente.

A metodologia proposta é aplicada em um benchmark do Argonne National Labo-

ratory [National Energy Software Center, 1985] descrito por Pollard [Pollard, 1977] e Aviles
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[Aviles, 1991]. Esse benchmark consiste na solu¢ao da equacao de difusdo como condicao
inicial bem como a solucao de problemas de cinética para trés tipos de transientes: rampa
positiva, rampa negativa e senoidal. Além desses, mais um transiente é considerado: uma
mudanca instantanea na secao de choque de fissao. Os resultados obtidos neste trabalho sao
comparados com sucesso com os resultados obtidos por Quintero-Leyva [Quintero-Leyva,
2010].

A solucao obtida fornece a informacao necessaria para obter o valor do fluxo de
néutrons em qualquer ponto do dominio com controle do erro. Essa metodologia é quase
tao simples quanto um algoritmo de diferencas finitas, com a vantagem de ser uma solucao
continua com controle de erro, ao invés de uma solucao discreta que geralmente necessita de
interpolagao. A convergéncia da série é garantida pela aplicacao de um raciocinio baseado
no critério de Lipschitz para fungoes continuas [Searcéid, 2007], através de uma estimativa
de solucao inferior e superior a um ponto onde a solucao é exata, dentro do sub-dominio.

Cabe ressaltar que a solugao obtida por essa metodologia nos fornece uma repre-
sentacao analitica da solucao da equagao de difusao estacionaria e de cinética e os resultados,
em conjunto com a analise da convergéncia, mostram a solidez e a precisao dessa metodologia,
que também pode ser utilizada no futuro para a aplicacao em problemas multidimensionais,
por exemplo.

A presente tese encontra-se estruturada da seguinte maneira: no capitulo 2, sao
apresentados os modelos fisico-matematicos que serviram de base para nosso estudo. No
capitulo 3, a metodologia utilizada para a solugao dos problemas propostos é apresentada.
No capitulo 4, sao mostradas as aplicagoes da metodologia para diferentes casos bem como
os resultados obtidos e suas andlises. Por fim, no capitulo 6 encontram-se as conclusoes e as

sugestoes para trabalhos futuros.



2. MODELOS FiSICO-MATEMATICOS PARA O TRANSPORTE DE
NEUTRONS

O problema central da fisica de reatores nucleares é a determinacao da distribuicao
de neutrons no reator. Pelo estudo do comportamento temporal da populacao de néutrons
somos capazes de inferir sobre a estabilidade da reacao de fissao em cadeia. Para modelar a
distribuicao de néutrons no reator devemos investigar o processo de transporte de néutrons,
cuja descricao matematica em um determinado meio material é baseada na equacao de
balanco chamada equagao de transporte de néutrons. Esta equacao representa o balanco
entre producao e perda de particulas num elemento do espago de fase (dr, dE, dfl), sendo r o
vetor posigao (com componentes z, y e z), E é a energia e Q representa o vetor unitario que
indica a direcao do movimento. A equacao de transporte de néutrons em termos do fluxo

angular ¢ é dada por:

10 (

v 8752

:/d@/dmuﬂﬁﬂﬁaﬂmmﬂﬁﬁ+w,
4 0

A~

r, B, Q)+ Q- Vo(r, E,Q,t) + S (r, E)o(r, E, 2, t)
E.Q.1), (2.1)

onde v é a velocidade, ¥; é a secao de choque macroscopica total, X, é a secao de choque
macroscopica de espalhamento e s(r, F, Q, t) representa uma fonte de néutrons presente no
dominio, que pode ser prescrita ou incluir fissdo. Na equagao (2.1) os termos a esquerda
da igualdade representam respectivamente as fugas do elemento de volume considerado bem
como as perdas por colisao, enquanto que nos termos a direita estao representados os ganhos
pelo espalhamento de néutrons com energia E’ e direcao Q) para a energia F e direcao Q, e
pela fonte que pode ser externa, que ¢é a fonte que nao depende das colisoes de néutrons no
sistema, ou por fissao.

Nota-se que essa equacgao contém derivadas na variavel espacial e temporal, bem

como integrais na variavel angular e na energia, o que a caracteriza como uma equagao
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integro-diferencial. Além disso, a varidvel dependente  possui 7 variaveis independentes, 3
de espaco, 1 de energia, 2 de angulo e mais a temporal.

Sendo assim, a solucao dessa equacao é muito complicada, principalmente devido
a forte dependéncia das se¢oes de choque com a energia, e solucoes exatas sao encontradas
apenas para modelos simplificados. Por isso, utiliza-se uma aproximacao da equagao de
transporte conhecida como equacao de difusao, onde o movimento dos néutrons é tratado
como um processo no qual os néutrons tendem a se difundir de regioes de alta densidade
para regioes de baixa densidade. O tratamento do transporte de néutrons como um processo
difusivo tem validade limitada (essa validade serd melhor discutida na segao 2.1), porém essa
aproximacao ¢é considerada adequada para muitas aplicacoes em reatores.

Sabe-se também que a fissao nuclear da origem a fragmentos que sao elementos
com menor numero de massa do que o nuclideo original. Alguns desses fragmentos sao
instaveis e no processo de decaimento eles emitem néutrons. Tais néutrons que sao emitidos
apds o processo da fissao sao chamados de néutrons atrasados e os nuclideos que os emitem
sao chamados de precursores de néutrons atrasados. O modelo da difusao incluindo a con-
tribuicao dos neutrons atrasados é conhecido como modelo da cinética de reatores nucleares.

Nas segoes seguintes serao apresentados com mais detalhes os modelos da difusao e

da cinética, cuja solucao das equacgoes é objetivo deste trabalho.

2.1 Modelo da difusao

Para a maioria dos calculos em fisica de reatores os detalhes da dependéncia angular
do fluxo de néutrons nao sao necessarios, ¢ importante saber apenas o fluxo integrado na

variavel angular, ou seja, o fluxo escalar:

b(x, B, 1) = /4 o(r, B, 0, 1)d€Y. (2.2)

Entao, podemos formular uma equagao para ¢(r, F,t) integrando a equagao (2.1)

na variavel angular, ou seja, aplicando o operador:

/M Q. (2.3)



Fazendo isso, obtemos a equacao da continuidade de néutrons:

L0 e 1)+ V3 1) + Sl B)o(r, E.1) =
/ dE'S,(E' — E)é(r, E',t) + S(r, E, t), (2.4)
0
onde:
V~J(r,E,t):/ A2 Q- Vo =v- [ dQ, (2.5)
4 47

sendo J a corrente de néutrons.

Ao removermos a dependéncia angular, introduzimos uma nova variavel dependente
J(r, E,t), o que nos leva a um problema indeterminado, com 1 equagdo e 2 incégnitas.
Sabemos que nao é possivel relacionar a corrente J(r, E,t) e o fluxo escalar ¢(r, E,t) de
forma geral e exata. Entao, se faz necessaria uma relagao aproximativa que permita escrever
a corrente de néutrons, que é uma grandeza vetorial, em funcao do fluxo escalar de néutrons,
para que a equacao seja descrita em termos de apenas uma incégnita. Para isso, utiliza-se a
Lei de Fick, a qual foi originalmente usada na quimica. Essa lei mostra que, se a concentragao
de um soluto é maior em uma regiao da solucao do que em outra, o soluto se difunde da
regiao de maior concentragao para a regiao de menor concentragao. Além disso, também
afirma que a taxa de fluxo do soluto é proporcional ao negativo do gradiente da concentracao
do soluto. Esta é a afirmagao original dessa lei.

O comportamento dos néutrons é considerado como sendo similar ao do soluto na
solucao. Assim, se a densidade ou fluxo de néutrons é maior em uma parte do reator, ha
um fluxo liquido de néutrons dentro da regiao de menor densidade. Matematicamente, essa

hipdtese pode ser escrita da seguinte forma:

J(r,E,t) =2 —D(r, E)Vo(r, E ), (2.6)

onde a constante de proporcionalidade D(r, E'), que é dada em ¢m, é conhecida como coefi-

ciente de difusao e é definida pela seguinte relacao:



Air(r, B
pir, ) = 20 E), 2.7
onde \;. é chamado de livre caminho médio de transporte, e é dado por:
1 1
Air(r, E) = = (2.8)

Y (r,E)  Xi(r,E) — pXy(r, E)’

na equagao (2.8), ¥, é chamada de se¢ao de choque macroscopica de transporte, ¥, é a
secao de choque macroscépica total, 5 é a secao de choque macroscopica de espalhamento
do meio e j1 é o valor aproximado do cosseno do angulo no qual os néutrons sao espalhados
no meio. O valor de i para a maioria dos néutrons com energias de interesse nos calculos

pode ser computado pela formula:

2
= — 2.

onde A é o numero de massa atomica do meio, considerando nucleos pesados em relacao ao
néutron.

Vale ressaltar que a Lei de Fick foi construida com base em aproximagoes, logo,
seu uso possui limitacoes, tais como em regioes préoximas a fonte ou as fronteiras do meio e
para meios fortemente absorvedores. No entanto, essa teoria apresenta resultados bastante
razoaveis mesmo envolvendo problemas onde na teoria essa aproximacao nao seria valida.

Por fim, a equacao da difusao de néutrons pode ser escrita substituindo a Lei de
Fick apresentada na equagao (2.6) na equagao da continuidade (2.4). Como resultado dessa

substituicao obtemos:

%% (I';Eyt) -V D(r,E)V¢(r,E,t) + Zt(r7 E)¢(I‘,E, t)

_ / T AES(E = E)o(r, E' 1) + S(r, BL1). (2.10)
0



2.1.1 Difusao em meios multiplicativos

Meios multiplicativos sao meios materiais onde reagoes entre néutrons e nicleos-alvo
podem gerar mais néutrons, como por exemplo, através da fissao nuclear, e assim estabelecer
uma reacao em cadeia. Em seguida vamos analisar como ocorrem os eventos envolvendo uma
reacao em cadeia em um reator térmico. Os néutrons gerados por fissao nascem com uma
energia alta na escala MeV e sao chamados de néutrons rapidos. E possivel que esses
néutrons causem fissoes em isétopos fisseis, como 2*U ou 23° Pu, ou fissiondveis, como 28U
Mas o mais provavel é que os néutrons rapidos sejam moderados para energias mais baixas
através de espalhamentos elasticos em colisoes com um material moderador composto por um
niicleo leve, como 1 H ou $2C. Ao serem moderados, os néutrons oriundos da fissao passam
por energias comparaveis com a energia de ressonancia por absorcao em nicleos pesados e
tém uma probabilidade de serem absorvidos. Durante o processo de moderacao eles podem
também eventualmente escapar do ntcleo do reator. Contudo, em um reator térmico, cerca
de 85 — 90% dos néutrons vao ser moderados para energias na escala térmica. Os néutrons
entao, se difundem no meio até escaparem ou serem absorvidos. Se eles forem absorvidos no
combustivel, poderao induzir uma nova fissao, repetindo assim todo o ciclo.

Em fisica de reatores existe um parametro que é extremamente importante e fun-
damental na modelagem matematica dos fenomenos fisicos que ocorrem na operacao de um
reator nuclear. Este parametro recebe o nome de fator de multiplicacao efetivo e é definido

CO1mMo:

nimero de néutrons em uma geracao

k:

— . (2.11)
nimero de néutrons na geragao anterior

Se k = 1, dizemos que o reator nuclear esta no estado critico, pois o nimero de
néutrons é sempre o mesmo com o passar das geragoes. Se k < 1, dizemos que o reator esta
subcritico, pois o numero de néutrons decresce de geracao para geragao. Se k > 1, dizemos
que o reator esta supercritico, ja que o numero de néutrons cresce em cada geragao e a reacao
em cadeia vai multiplicando néutrons sem limite.

O fator de multiplicacao efetivo também pode ser definido como:



10

taxa de producao de néutrons no reator

~ - . (2.12)
taxa de remocao de néutrons no reator

O estado de criticalidade de um sistema é atingido quando um fluxo de néutrons
independente do tempo pode ser estabelecido na auséncia de outras fontes senao a fissao, ou
seja, a taxa de producao de néutrons ¢é igual a taxa de remocao, sendo assim k£ = 1. Para
fins de célculo de criticalidade, consideremos a equacao de difusao estacionaria para néutrons

monoenergéticos:

—VD(r)Vo(r) + Xa(r)d(r) = v3(r)o(r), (2.13)

onde Y, é a secao de choque de absorgao, v é o nimero médio de néutrons emitidos por
fissao e Xf € a secao de choque de fissao.

Essa equacao nao tem solucao de relevancia fisica para os casos gerais realisticos, a
nao ser que se consiga a combinagao exata da composicao e geometria do reator para que
o mesmo esteja critico. Portanto, o que se faz é introduzir um parametro arbitrario k na

equagao (2.13) de tal forma que:

VDY) + Sa0)0(r) = 15 (X)), (2.14)

Logo, para algum valor de k, podemos garantir que a equacao da difusao terd uma
solugao de relevancia fisica. Se k = 1, entao a equacdo (2.14) se reduz a equagao (2.13) e,
portanto, temos um sistema critico. Se k # 1, entretanto, precisamos escolher uma nova
combinagao entre dimensao e composi¢ao para atingirmos a criticalidade. H&, em geral, um
conjunto de autovalores k, para a equagao (2.14), contudo, apenas o maior dos autovalores,
ou seja, o autovalor dominante corresponderd a uma autofuncao que é nao-negativa em todos
os pontos do sistema, ou seja, fisicamente relevante. Definimos esse autovalor dominante
como o fator de multiplicacao efetivo que indicara se o sistema esta em estado subcritico,

critico ou supercritico.
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2.1.2 O modelo de multigrupos de energia

Os néutrons tem um espectro amplo de energia, variando de uma fracao de eV até
alguns MeV. Nos sabemos que a energia é uma variavel continua, porém no modelo de
multigrupos ela é tratada como uma variavel discreta. O dominio energético dos néutrons é

discretizado em intervalos ou grupos, como no esquema abaixo:

Ey>FE >...>FEq_1> E¢.

Nota-se que se usa uma notagao em ordem decrescente dos indices, ou seja, do maior
para o menor, pois fisicamente o néutron geralmente perde energia durante sua meia-vida.

Definimos os fluxos discretizados como as integrais de ¢(r, E,t) no interior de cada
grupo de energia, de tal forma que ¢,(r,t) represente o fluxo escalar de todos os néutrons
com energia E no grupo E, < E' < E,_1. As equacoes para ¢,(r,t) para g =1,...,G terdo
a forma de um sistema de equagoes de difusao que irao descrever os néutrons em cada grupo
de energia. Essas equagoes serao acopladas, j4 que os néutrons podem sofrer mudancas de
energia e passar de um grupo para outro, como quando nascem em grupos de alta energia e
vao passando para grupos de menor energia a medida que sofrem colisoes com nuicleos mais
leves durante o processo de moderagao.

Vamos reconsiderar a equagao da difusdo dependente da energia (2.10) agora tor-

nando explicita a fonte de fissao:

1 0
v(E) ot (x,

Sy(r, E)o(r, E,t) = /OOO dE'S,(E' — E)¢(r, E' t) +

Et) =V -D(r, E)Vo(r,E,t) +

X(E) /000 dE'v(E"Ss(r, Eo(r, E',t) + S(r, E, ). (2.15)

Aqui, x(E) representa o espectro de néutrons prontos emitidos na fissao com energia
E, X¢(r, E) é a secao de choque macroscépica de fissao e S(r, E,t) é uma fonte externa co-
nhecida.

Para eliminar a varidvel energia da equagao (2.15), integram-se todos os termos no
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g-ésimo grupo de energia, definido pelos limites F; < £ < E,_4, com g =1,...,G:

a Eg_1 Ey 1

1
ot B, m¢(r,E,t) dE — /Eg V- D(r, E)V¢(r,E t)dE

Eg 1 Eg 1 00
+ / Su(r, B)é(r, B, t)dE — / dE / AE'S.(E = E)(r, B',1)
Eg Eq 0

Ey_1

_ﬁ/%1MEME/wdEb@UZﬂREWMREJV+/ St B HdE. (216)

Eq Eyq

Apoés assumir a separabilidade energética no g-ésimo grupo de energia, ou seja,
considerando ¢(r, E,t) = ¢(E)y(r,t), resolvendo as integrais e utilizando algumas definigoes

[Duderstadt e Hamilton, 1976], podemos escrever as equagoes de multigrupo de difusao:

L0 0(r1) = V- Dy D)V, (x, 1) + Deg (610 (r, 1)
G G
= Z X919 (T) g (T, 1) + Xg Z[sz(r)]g/¢g/(r> t) + Sy(r,t), (2.17)

parag=1,2,...,G.

Calculos precisos de célula sao feitos tipicamente com até 150 grupos de energia
para se obterem as secoes de choque médias de cada grupo. Entao, aproximacoes de poucos
grupos sao usadas para calculos globais baseados nessas se¢oes de choque médias calculadas.
Calculos com poucos grupos podem ser muito adequados desde que os calculos das se¢oes de
choque médias de cada grupo tenham sido realizados com técnicas mais sofisticadas [Camargo
et al., 2013].

Em reatores nucleares a energia do néutron incidente é substancialmente maior
do que a energia térmica do nicleo-alvo, logo ele nao ganha energia em uma colisao de
espalhamento. Esses néutrons rapidos serao moderados para energias menores através de

colisoes, portanto, assumimos que:

Ysg9 =0, para g/>g. (2.18)

Ja que a maioria dos calculos de poucos grupos utiliza somente um grupo térmico
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para descrever néutrons com E < 1 eV (assumindo que os néutrons nao se espalhardo para

grupos de energia maior), podemos simplificar o termo de espalhamento da seguinte forma:

G g—1
Z Ysg19Pgr = Z 2s,g19Pgr F 2is,g9Pg- (2.19)
g/=1 g/=1

Aqui, tivemos o cuidado de separar o termo de espalhamento intra-grupo ¥ 4, que
caracteriza os espalhamentos nos quais os néutrons perdem uma quantidade suficientemente
pequena de energia para que eles ainda permanecam no mesmo grupo. E comum se transferir
este termo para o lado esquerdo da equacao (2.17) e assim definir a segdo de choque de

remocao:

Sy = Sy — 5 (2.20)

5,99

que caracteriza a probabilidade de um néutron ser removido do grupo g de energia por uma
colisao.
Incluindo as hipéteses dadas pelas equagoes (2.18), (2.19) e (2.20) na equagao (2.17)

e eliminando a fonte externa, obtemos:

10
U—ga%(rv t) =V - Dy(r)Vey(r,t) + Epg(r)dy(r, t)
g—1 G
= Z Es,gig(T) g (T, 1) + Xg Z[fo(r)]glgbg/(n t), (2.21)

parag=12,...,G.
No geral, em célculos globais de reatores nucleares, como calculos de criticalidade,
a dependéncia temporal pode ser ignorada, sendo assim, consideremos o seguinte problema

de autovalor:

—V - Dy(r)Vy(r,t) + X,4(r)dy(r, t)
G

= 3 S 0 0) 1, S (22

g/=1 gr=1
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onde g = 1,2,...,G e k é o autovalor. A equagao (2.22) forma um sistema de G equagoes
diferenciais acopladas, cuja solucao é o fluxo escalar de néutrons no nicleo do reator. O
autovalor dominante é definido como o fator de multiplicagao efetivo k. A solucao da equacao

(2.22) serd apresentada na secao 3.1.

2.2 Modelo cinético de difusao

A fissao nuclear da origem a fragmentos que sao elementos com menor niimero de
massa do que o nuclideo original. Alguns desses fragmentos sao instdveis e no processo
de decaimento eles emitem néutrons. Tais néutrons que sao emitidos apds o processo da
fissao sao chamados de néutrons atrasados e os nuclideos que os emitem sao chamados de
precursores de néutrons atrasados.

Os néutrons atrasados nao tém as mesmas propriedades que os néutrons prontos
produzidos diretamente da fissao. A energia média dos néutrons prontos é de aproximada-
mente 2 MeV'. Este valor é muito maior do que a energia média dos neéutrons atrasados, que
¢ de aproximadamente 0,5 MeV. O fato de os néutrons atrasados nascerem com energias
mais baixas tem dois impactos significantes na maneira que eles procedem no ciclo de vida
do néutron. Primeiramente, os néutrons atrasados tém uma probabilidade muito menor de
causar fissoes rapidas do que os néutrons prontos, devido ao fato de que sua energia média
estd abaixo do minimo requerido para a ocorréncia da fissao rapida. Em segundo lugar, os
néutrons atrasados tém uma probabilidade menor de fuga do nicleo, porque eles nascem
com baixas energias e consequentemente viajam distancias mais curtas do que os néutrons
rapidos.

Os produtos de fissao que emitem néutrons atrasados foram reunidos, por con-
veniéncia, em 6 grupos de acordo com sua meia-vida. A tabela 2.1 mostra a fracao de
néutrons atrasados para cada grupo de um combustivel comumente usado em reatores nu-

cleares térmicos.



15

Tabela 2.1: Constantes referentes ao Uranio-235 [Duderstadt e Hamilton, 1976].

Grupo | Meia-vida [s] | Constante de decaimento \; [s~!] | Fragdo §;
1 55,72 0,0124 0,000215
2 22,72 0,0305 0,001424
3 6.22 0,111 0,001274
4 2,30 0,301 0,002568
5 0,61 1,14 0,000748
6 0,23 3,01 0,000273

Sendo 3 a fragao total de néutrons atrasados dada por:

6
B=> 8 (2.23)
=1

entdo, neste caso (tabela 2.1), 5 = 0,0065, ou seja, os néutrons atrasados correspondem a
aproximadamente 0,65% dos néutrons produzidos pela fissao do Uranio-235. Parece pouco,
porém para escalas de tempo maiores quando comparadas com a escala de tempo da fissao,
estes néutrons tém um efeito muito significativo.

Isto posto, o proximo passo é definir um conjunto de equagoes que descrevam a
dependéncia temporal da concentragao dos precursores de neutrons atrasados. Para isso,
inicialmente vamos avaliar quais os mecanismos de perda e ganho dos precursores, possibi-
litando assim a construcao de uma equagao de balanco.

Sabemos que a variacao temporal da concentracao dos precursores é dada pela
producao do precursor através da fissao, e pela perda causada pelo posterior decaimento.

Os néutrons produzidos pelo grupo ¢ podem ser contabilizados da seguinte forma:
multiplicando a taxa de produgao de néutrons por fissao (vX;¢(r,t)) pela fragao de néutrons

atrasados (f;):

BivEyp(r,t). (2.24)
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Ja a perda ¢ dada pela taxa de decaimento do precursor, que pode ser expressa
como o produto da concentragdo do precursor (C;(r,t)) e da sua respectiva constante de
decaimento ();). A constante de decaimento de um precursor ¢é a fragdo do nimero inicial
de atomos do precursor que decai em determinada unidade de tempo.

Assim, a equacgao de balanco que representa a variacdo temporal da concentracao

de precursores ¢ dada por:

0

aC’i(r, t) = —)\ZCi(r, t) + &VEf(r)gb(r, t) 1= 1, ey 6. (225)

Logo, incluindo os néutrons atrasados na equagao (2.21) através do fator 5 e da taxa
de decaimento e assumindo que as segoes de choque também podem variar com o tempo,

temos:

10
() = V- Dy )V, )
g ( + ZZ 79/9 Cbg/( )
G
+(1= A D[Sy (r D)y (x,t +xg2w (r,1), (2.26)
P G
acﬁ'(r? t) = _AiCi(rvt) + B lz:l[yzf(rv t)]g/(bg/(r?t)v (2'27)

parag=12,...,Gei=1,2,...,] e onde:

r  ¢é o vetor posicao espacial,

t ¢ a variavel temporal,

v é a velocidade dos néutrons,

D é o coeficiente de difusao,

Y. ¢ asecao de choque macroscopica de remocgao,

s ¢ a secao de choque macroscopica de espalhamento,

N
~

é a secao de choque macroscépica de fissao,
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x? ¢é o espectro de fissao para os néutrons prontos,

é o espectro de fissao para os néutrons atrasados,

=

é o numero médio de néutrons emitidos na fissao,
representa o fluxo escalar de néutrons,

é o gradiente,

a4 =

¢é a concentracao do precursor,

¢é a constante de decaimento do precursor,

S,

= >

¢ a fracao de néutrons atrasados.

O sub-indice g indica o grupo de energia e o sub-indice ¢ indica o grupo do precursor.

Na equagao (2.26) o termo que aparece a esquerda da igualdade representa a variagao
temporal do fluxo de néutrons. Os termos que aparecem a direita representam respectiva-
mente: as fugas (termo difusivo), as perdas por remogao, o espalhamento para o grupo g, a
producao de néutrons prontos por fissao e a producao de néutrons atrasados pelo decaimento
dos precursores. Na equagao (2.27) o termo a esquerda representa a variacao temporal da
concentracao de precursores, enquanto que os termos a direita representam respectivamente
a taxa de decaimento do precursor e a sua producao através da fissao.

O sistema de equagoes formado pelas equagoes (2.26) e (2.27) descreve o fluxo escalar
de néutrons em um reator nuclear incluindo os néutrons atrasados e a sua solucao sera

discutida na secao 3.2.
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3. METODOLOGIA DE SOLUGAO VIA SERIE DE TAYLOR

Neste capitulo sao apresentados os métodos de solucao utilizados nesse trabalho.
Primeiramente, na secao 3.1, é mostrada a solucao da equacgao de difusao para o caso esta-
cionario, bem como o calculo do coeficiente de multiplicacao efetivo utilizando o método das
poténcias. Em seguida, na segao 3.2, é apresentada a solugao para a equacgao cinética de

difusao incluindo os néutrons atrasados para um transiente genérico.

3.1 Solucao da equacao de difusao estacionaria

A equacao de difusao estaciondria para o modelo de multigrupos de energia é dada

por:

V- Dy ()96, (1) + Sy (1064 () = 3 Say (1060 (1) + 100 3 v S (0)6(r). (31)

gl#g

onde g = 1,2,...,G. Na equagao (3.1), Dy(r) é o coeficiente de difusdo para o grupo de
energia g, X,4(r) é a segdo de choque de remocao do grupo de energia g, X4, (r) é a secao
de choque de espalhamento do grupo de energia ¢’ para o grupo de energia g, k é o fator
de multiplicacao efetivo, x, € o espectro integrado de fissao para o grupo de energia g, v, é
o nimero médio de néutrons no grupo g emitidos por fissdo, X,(r) é a secdo de choque de
fissdo para o grupo de energia g e ¢4(r) é o fluxo escalar de néutrons para o grupo de energia
g.

A equacao (3.1) pode ser escrita na forma matricial, aqui, por conveniéncia introduz-

se a seguinte notagdo: M = (myy) e F = (f,4), logo:

M(r) = T Fu(r) (3:2)

onde,
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_v : Dg<r)v + ng(r)’ g= gla

e _Esy/g(r)> 9#9,
fog = XgVeZga(r),
v@) = (6 ) - dolr) ) - (33

Com o objetivo de resolver o problema de autovalor dado pela equagao (3.2) utiliza-

se o método da poténcia que sera descrito na préxima secao.

3.1.1 O Método da Poténcia

O método da poténcia [Duderstadt e Hamilton, 1976] é um método iterativo que
avalia o fluxo escalar de néutrons e o fator de multiplicagao efetivo até a convergéncia de
acordo com um critério estabelecido. O método da poténcia utilizado nesse trabalho é dado

por:

My (r) = - By (r) =

1

WS("A)(I‘), (34)

cuja solucao dominante é o fluxo escalar de néutrons atualizado. A solucao do problema
(3.4) é discutida na secao 3.1.2.

A fim de calcular o fator de multiplicagao efetivo utiliza-se a seguinte expressao:

SMav
W = — / — (3.5)
yRCE— [ Str=Dav
onde V' é o volume definido pelas fronteiras der e n = 1,2,..., N é o nimero de iteragoes.

No presente trabalho, o critério utilizado como limitagao para as iteragoes ¢ o critério de

diferenca relativa, que para o autovalor k é dado por:

e para o fluxo escalar, é dado por:
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< €. (37)

Cabe observar que para dar inicio ao processo iterativo necessita-se da escolha de
uma estimativa inicial para o fluxo escalar e para o fator de multiplicagao efetivo, dado este
valor inicial, o método ird convergir para a solucao do problema, de forma iterativa de acordo
com os critérios previamente escolhidos para € e €4.

Através das equagoes (3.4) e (3.5), nés encontramos a forma do fluxo escalar de
néutrons e um valor para o fator de multiplicagao efetivo k. Em vista de obter a amplitude
do fluxo precisa-se de uma nova informacao. Neste trabalho, utilizamos a poténcia gerada

prescrita P e a poténcia calculada,

. G
P=E [ Y swoeav. (3.8)

onde E é a de energia média gerada por fissao.
Quando o método da poténcia converge, o fluxo de néutrons é dado pela funcao

M) (r) convergida e pela poténcia gerada;

vlr) = ) (3.9)

e a aproximacao para o fator de multiplicacdo efetivo é dada por k).

3.1.2 A Expansao em Série de Taylor

Sem perda da generalidade, considera-se a equagao de difusao estacionaria em geo-
metria cartesiana para dois grupos de energia (G = 2) e sem up-scattering (X1 = 0), ou
seja, os neutrons nao ganham energia ao sofrerem espalhamento, o que é uma consideragao
adequada quando se trata de problemas em reatores nucleares térmicos. Como de costume,
os grupos um e dois sao chamados de rapido e térmico, respectivamente. Também considera-
se que a geracao de néutrons, devido ao processo de fissao, ocorre somente no grupo rapido,

ou seja, x1 = 1 e yo = 0. Neste trabalho considera-se um caso heterogéneo no qual em
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cada regiao os parametros sao constantes mas nao necessariamente iguais. Devido a estas

hipéteses pode-se simplificar a equagao (3.1) da seguinte forma:

r d? r r 1 r !
DL 0w+ 5800w = (Sl @) + sl ).

T d2 T T [r r T
~Dy' 568 (@) + 563 (0) — Sihet (@) = 0, (3.10)
onde r = 1,2,..., R denota a respectiva regiao e R é o numero de regides. A validade

da equagao (3.10) é restrita aos valores de x entre as interfaces da regiao r, representadas
pelas posices das interfaces em xz"~U e zl"l. Para conectar as soluces das equacdes (3.10)
utilizam-se as condig¢oes de contorno e de interface. Como condi¢ao de contorno considera-se
os fluxo igual a zero nos contornos e como condicao de interface utiliza-se a continuidade do
fluxo e da corrente de néutrons, através da convencional Lei de Fick [Duderstadt e Hamilton,

1976]:

oy (@) = 0,
¢[ng (zI) = ¢[T+1]( Iy,
pirl-L gt ) = il d o)
9 dx"? 2=zlr) z=zl"] ’
gb[gR] 2y = o, (3.11)
parar=1,2,...,R—1e g=1,2. Neste trabalho a distancia extrapolada nao é explicitada

ja que ela pode ser considerada pequena quando comparada a dimensao do dominio.

A equacao (3.10) pode ser resolvida utilizando uma série de Taylor para ¢y. Com
esse objetivo, aproxima-se a solucao exata por um polinémio, onde em um determinado ponto
arbitrario do sub-dominio a expressao coincide com a solucao exata, desde que a funcao seja
analitica naquele ponto. Divide-se o dominio em células de tamanho Az, logo a expansao

em série de Taylor para o fluxo de néutrons para uma célula genérica ¢ é

#9(z) Z Al (g — 210 (3.12)
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onde os coeficientes A[;;]- devem ser determinanos, £ = 1,2,..., L denota a respectiva célula
e L é o numero total de células. De acordo com o método da poténcia (3.4) os termos
que multiplicam 1/k sdo considerados como termos-fonte S (), sem influéncia direta nos
procedimentos seguintes. Dessa forma, o termo-fonte pode ser representado também por

uma expansao em série de Taylor e a equagao (3.10) pode ser escrita como:

P & . 1
4 l 4 [
D Al ety TS Al ity = 1)
j=0
2 & .
l l 4 l
DU Aty S Al el
7=0
- szl]QZAV] 29y =0, (3.13)
onde
§(x) = TR Y Al -y + ) ZAW 29
7=0
= 3 sl —alty B
7=0

e 21 6 o centro da célula ¢, onde a série de Taylor é centrada. De forma similar, a validade

da equagao (3.12) e da equagao (3.13) é restrita aos valores de x entre as interfaces da célula
(. Para resolver a equacao (3.13) avaliam-se as derivadas de segunda ordem e organizam-se

- ¢
os termos de acordo com a poténcia do termo (z — $[c})i

> (= DYA (G +2)( + D — 2l + SHAf (x — 2Ly

J=0

1 :
—psi (= ally ) =0,

/ Y4 . . ¢ X
(= DY A (i +2)( + D) — 2l + £ Al (@ — 21y

NE

<.
Il
=)

LA @ -2 =0 (3.15)

Analisando cada termo do polinomio separadamente, pode-se construir um esquema
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. . . V4 .
recursivo para determinar os coeficientes A[gj]- para j > 2:

1 [f] [ﬁ] [ ]
v DW <y 2+ 0
4 é

0 D?O+%U+D

para 7 =0,1,....
Para conectar as solugdes da equacao (3.13) e posteriormente calcular os coeficientes
Ag]], usam-se as condigoes de contorno e interface dadas por (3.11). Entao, utilizando a

expansao (3.12), as condigdes de contorno e interface podem ser escritas como:

1
> Al — 2ty =0,
7=0

¢ 41
ZA[QJ]'( [e] ZAH] e+1]) ’
7=0

4 . ;

=D A+ DG =2y =

j=0

+1] . j
_D[gé-i-l} ZA[(L]D(] + 1)(33[@ _ x[cé-l-l])]’
7=0

}:A” L] _ g1y = 0, (3.17)

Para avaliar os coeficientes através das equagoes (3.16) e (3.17), é construido um
sistema linear cuja ordem depende da ordem de truncamento da série (3.12). Neste trabalho,

¢ utilizada uma ordem de truncamento dada por:

A[;]J(x — 2l < ¢ (3.18)

para qualquer x € [z~ 2] e para qualquer ¢. Esse critério assegura que o valor absoluto
do fluxo de néutrons nao mude significativamente ao incluir termos de mais alta ordem
da série (3.12). Resultados numéricos para diversos casos (Tabela 4.2), mostram que para

Az = 1.0 em, a série satisfaz o critério requerido, para este problema especifico, com apenas
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trés termos (J = 2). Entao, utilizando as expressoes (3.16) e truncando a série de Taylor

(3.12) no terceiro termo, obtém-se as seguintes equagoes:

[\ 25 [4]
¢ ¢ (x — 2’ )*X, ¢
M) = Al <” T ) + Al (v — 2l
2Dl

(z — :zz[f])%([f]

[4
2k D!
(42514
¢ ¢ (x —xe' )%, ¢
R =R I
2
(z — =25l AT
- - . (3.19)

Utilizando estas expressoes (3.19) para ¢[1€] (x)e [21“]] (x), juntamente com as condigdes
de contorno e interface, podem-se construir dois sistemas lineares algébricos pentadiagonais
desacoplados (o primeiro para ¢;(z) e o segundo para ¢,(z)). A solucdo do primeiro sis-
tema pode ser calculada de forma independente e entao pode ser utilizada como parametro
conhecido no segundo sistema. Dessa forma, ao invés de utilizar um sistema para o calculo
de todos Ag]}-, os coeficientes sao calculados em duas etapas diferentes. O sistema linear é

escrito como:

C,A, = B, (3.20)
para g = 1,2, onde
b o o - 0 0
T VA (PP | 0
o i i ... o0 0
C, = : (3.21)
[ L— | L—
o 0o o - it

0o 0 0 --- 0 bH



A

g

B

g

1 1 2
- (A Al a2

= (Sbg] Si[gl} sif]

L L
A AT,

SiLLq] SbgL])T7

25

(3.22)

com sub-matrizes bg], bgL], igi], igiH, sbg], sbg” e sil’l parag=12el; =1,2,.... L —1

definidas abaixo:

sG]
siy” =

e sao os equivalentes aos termos dos coeficientes nos contornos x

1 1
(@25l

(1+Ty] {L'[O}

g

_x[cl] ) )

x[L]—x[CL] QE[TL] L
1+% Im—xL]),
x[Zi]ix[fi] 22[T4i] ) 0
L )
g
(x[ei] . x[fi})z[fé‘] D![fi]

(lti] —gllit2plltt]

11—

2Dy

—(.T[el] . x[cﬁi+1])2£‘%‘+l]

1 1
(al0)—glt])2 1
2k D! ’

(x[L] _x[L] )QS[L]
e J 20
2k D! ’

)

(025l Al
2pll)

L]

(2l —aft)2s ) Al
2Dk ’

(m[éi]_z[cli])ngi]

—zlbl 4 x[fﬁu

_Dgﬂrl]

(!t _$[cfi+1])2$gi+1]

2k D! 2k D
($[€i]_$[cei])s[oli] B (I[zi]_gﬁ[fﬁl])séfﬁl] ’
k k
(@l —altihy2sltl Al (gl glti gl gl

2plfil

. £; L] Alls ,
(2] = 2T Al —

2yt

1 _ x[cfi-i-l})z[fri-l]A[l%-i-l]

s12

= (L]

(3.23)

(3.24)

, nas

interfaces em r = x[m, e os termos independentes nos contornos em x = x[O], em z = ztX

e nas interfaces em x = % para os grupos de energia 1 e 2, respectivamente; e 0 denota
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a matriz nula. A ordem do sistema é 2L para o caso em que J = 2, e de forma genérica
a ordem é J x L para ambos os grupos de energia. A solucao do sistema (3.20) utilizando
o método da poténcia apresentado na secao 3.1.1, fornece toda informacao necessaria para
avaliar o fluxo escalar de néutrons em qualquer ponto do dominio com erro controlado. Cabe
salientar que essa metodologia é quase tao simples quanto um algoritmo de diferencgas finitas,
porém com a vantagem de fornecer uma solugao continua com controle de erro ao invés de
uma solucao discreta que geralmente necessita de interpolacao, e além disso requer tanto

esfor¢co computacional quanto o presente método.

3.1.3 Analise da Convergéncia

A convergéncia de (3.12) é assegurada pelo simples fato de que um polindémio é
diferenciavel em qualquer ponto arbitrario do intervalo e é limitado nesse intervalo, o que
nos permite utilizar o critério de Lipschitz [Searcéid, 2007]. Esse critério indica se uma
funcao é continua com a medida da diferenca da solucao exata e da solugao aproximada, da

seguinte forma:

9(x:) — o) < K|z — 251 (3.25)

Se essa desigualdade é satisfeita em um determinado intervalo de z, entao a funcao
¢(z) é chamada de “Lipschitz continua”. Fungoes Lipschitz continuas sdo uniformemente
continuas, o que significa que para qualquer ¢ > 0 existe § > 0 tal que se |z — z;| < 0 entao
|p(x) — ¢(x;)| < €. Em nosso trabalho, utilizando a expansao (3.12), esse critério assegura a

convergéncia da série para § = é€/k:

|0g(2) — Pg(x0)| < Klx — 20| < KO =, (3.26)

com x e xg sendo quaisquer pontos do dominio, essa desigualdade é satisfeita para a série
completa para x entre os contornos do dominio.
Para melhor compreensao de como esse critério pode ser usado para uma analise de

convergéncia e estimativa de erro, supoe-se uma expansao em Série de Taylor de uma funcao
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genérica f(x):

fla) =" an(z — )", (3.27)

sendo a, os coeficientes da expansao e xg o ponto do dominio onde a série é centrada.

Escrevendo os termos do somatdério de forma explicita, tem-se:

f(z) =ag + a1(z — x0) + ag(x — 2,)* + as(x — 20)* + .. .. (3.28)

Agora, avaliando a fungao f(x) no ponto g, obtém-se:

f(z) = ap. (3.29)

Portanto, a representacgao em Série de Taylor de uma funcao f(x) apresenta um valor
exato em determinado ponto do dominio, independente da ordem de truncamento utilizada
para a série. Sendo assim, podemos afirmar que como a solucao exata coincide com um
ponto x no sub-dominio, desse modo para uma escolha adequada de x a solucao exata é
limitada superiormente e inferiormente pelo cone com abertura x e assim pode ser usada
como estimativa de erro.

A expansao em Série de Taylor vai diferir da solugao exata na medida que o ponto
a ser avaliado se distancia do ponto xy, onde a série é centrada. Ou seja, existe uma relagao
entre o cone de Lipschitz e o erro associado a fungao em determinado ponto. Sabendo que
o cone de Lipschitz inclui toda a funcao em seu interior, se o cone for centrado em xy, onde
a solucao é exata, o valor da funcao exata vai estar sempre dentro do cone e, além disso,
conforme o Az (tamanho do sub-dominio) se aproxima de zero, o cone vai diminuindo sua
abertura. Logo, o que se faz é reduzir a abertura x do cone por meio da diminuicao do Ax.
Portanto, para avaliar o erro que esta sendo cometido, basta verificar a amplitude méaxima
que o cone de Lipschitz atinge avaliado em ¢(z) e ¢(xg), e essa diferenga maxima pode ser
associada, dessa forma, ao maximo erro que esta sendo cometido com a expansao.

Note que esse procedimento somente faz sentido quando a solucao é dada por uma
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funcao continua. Em outras palavras, um critério de convergéncia baseado no critério de
Lipschitz nao é aplicavel para solugoes discretas, ja que esse tipo de solugao nao fornece uma
fungao continua como solu¢do. Valores para s calculados através da equagao (3.26), para

determinados problemas especificos, serao apresentados no capitulo 4.

3.2 Solugcao da equacgao cinética de difusao

Nesta secao considera-se a equacao cinética de difusao de néutrons unidimensional
em geometria cartesiana considerando dois grupos de energia e seis grupos de precursores de
néutrons atrasados. Considera-se também que tanto os néutrons prontos quanto os atrasados
sao gerados no grupo rapido de energia, ou seja, Y} = x¢ =1 e x5 = x4 = 0. Como exemplo,
escolhe-se deixar de forma explicita a dependéncia temporal da secao de choque de remocao
do grupo térmico X9, ja que na maioria dos casos considerados neste trabalho o transiente é
considerado nesse parametro, porém o método pode ser utilizado para transientes aplicados

em qualquer um dos parametros nucleares. Com essas consideragoes, pode-se escrever:

1 9 m 9 ] L [r] 1 [T] g
Fa 1(z,t) = Df 5201 (z,t) — o (:):,t)+E(1_5)( =l (2, t)

6
+ wSNe (@, ) + Y MO (1),

i=1

1 a T T 62 T i T T T
a0 (@ 1) = DY dlla.t) = SR095 (a,0) + Sihol (1), (3.30)
Uy Z
9 ] Bi [r] Ir] [
SOt = (el ) + Slel @,0)) — nCa.0), (3.31)
ondei=1,...,6 er=1,2,..., R denota a respectiva regiao e R é o numero de regioes. A

validade das equagdes (3.30) e (3.31) é restrita aos valores de z entre as interfaces da regiao
r, representadas pelas posicoes das interfaces em zI"~! e zl'l. Para conectar as solucoes
das equagoes (3.30) e (3.31) utilizam-se as condigoes de contorno (fluxo igual a zero nos
contornos) e interface (continuidade da corrente e do fluxo de néutrons nas interfaces).
Como no caso estaciondrio, o sistema de equagoes dado por (3.30) e (3.31) pode ser

resolvido utilizando uma série de Taylor para (b[r] gb[;} e CZ»[T]. Neste caso, o dominio espacial
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é dividido em células de tamanho Az e o dominio temporal também é dividido em intervalos
7 de tamanho At. Entao, expandem-se os fluxos escalares de néutrons e as concentracoes

de precursores em séries de Taylor descritas abaixo para uma célula genérica ¢ e para um

intervalo de tempo 7:

il Z Z Al (o — 2yt — ¢lrym

n= Om 0
KT T TI\m
2, t ZZAMQ 2" (t =)
n= Om O
ZT T n TI\m
ae: ZZA%WH (z — 29y (t — tlhym, (3.32)
n=0 m=0

Aqui 2 ¢ o centro da célula ¢, onde a série em x é centrada e tI ¢ o centro do

intervalo 7 onde a série em t é centrada. Observa-se que as séries ja estao truncadas, sendo
o truncamento baseado nos mesmos critérios utilizados na solugao do problema estacionario.

Sabe-se que, para uma determinada funcao arbitraria f(z,t) expandida em série de

Taylor, tem-se:

el @) =30t DA le — )" (¢ — 1)

[1“-]( 70) = Bgl(l'—l’”) +B]~1< -

[ca) + BOl?
B22 ('T - SL’[ }) + Blz( xt[:ﬂ) + BOza (334)

NS
2,
A
S
=
I
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Cie,0) = oo (Spe 7w 0) + S0l Tw0))
= By, (v — 2N+ By, (v — 2 + B,,,,. (3.35)

Lembrando que utiliza-se como condigao inicial a solucao do problema estacionario
de difusao resolvido na secdo 3.1. Portanto, as constantes BB, presentes nas equacoes (3.34)
ja estao determinadas.

Substituindo a série de Taylor (3.32) para uma determinada incégnita j, sendo

j=1,...,(I +G), nesse caso j = 1,...,8, obtém-se:

2 1
ZZA[“] — zhr(—Ap™ = DBy, (x —z1)? + By (x—x“) + By,

n=0 m=0
ASh 4+ AST(—At) = By, (3.36)
Isolando A[;l:] na equagao (3.36), tem-se:
Al B,
0, 2,0, 2j
Ay} = = (3.37)
de forma similar,
0,
e _ Atl, — By,
1,1]' [ }At )
0,
h, — B,
0, 0,0, 0;
Ay = NI (3.38)
ou, de maneira geral:
A B
4T n,0; nj
AT = N (3.39)

Entao, utilizando (3.39) na equagao (3.31) para os precursores, obtém-se:
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2
IR ] (o) P TR Ty
=0 n= 0
- ZAfS (@ —al)", (3.40)
logo,
AK&}+2 - B0i+2 ﬂl [2 7.] [Z T] [f T]
At — E <V12‘f1A07701 + I/QEfQAO:(h) — AiAO,bi+27 (341)
portanto,
At I5; B
b i e, 0;
A = 17 am, {k (MZnALE + 12 pAlT)) + Af] :
_ AtBnEn en  AtBaXe e L
(1 + At )/{3 0,01 (1 + At/\)k 0,02 (1 + At/\z) Oit29
- Z-*-2‘/4([35071 + M21+2A£ﬁ707—2] + Mczz+2 B0i+2‘ (342)

Com isso, substitui-se na primeira equagao de (3.30), para o grupo 1 de energia, e,

dessa forma, retira-se a dependéncia explicita dos precursores de néutrons atrasados:

1 A [¢,7] B01 1— . . .
0,01 = ( ﬂ) <I/12f114([)&01] + VQZfQA([)ZbQ]> + 2D1A2701 — ZTlA([)&Ol}
(%1 At k ’ ’ ’
6
0, 0,
+ Z )‘i<M1i+2A[[),01} + M2¢+2 A([) 02] + MClz+2 Boi+2)7 (343)
=1

agora, isolando A[ZZOTE na equagao (3.43) obtém-se:

1 1 B
&t _ f1 [z 7]
Azor = 2D, (E“ At ZA lez) 0,01
1 va(l — B)Ep [t,7]
+2D1 <_ L - Z AiM2i+2 A0,02
1

By
— | —— ANiM.; . By, , 3.44
+ 2D1 ’UlAt Z i+220i 42 ( )
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ou seja,

2,7’ e T [ T
A[2,01] QhA[o 0t Q2 002] + Qeiy (3.45)

para o grupo 1 de energia.
A segunda equagao de (3.30), para o grupo 2 de energia, é descrita da seguinte

forma:

1 A(fog] By,

— Al 42D, AL — 5,0 Al (3.46)
V2 At ’ ’ ’

Isolando A[;’OT; na equagao (3.46) fica-se com:

iz \ L) 1 1 [e,7] By
Asgh = Al + — Sea(t) ) Abod + |~ 52
2,02 2D2 0,01 + 2D2 UQAt + 2( ) 0,02 + 2D2'U2At 7

= QuAYT + Qo ()AL + Quiy, (3.47)

para o grupo 2 de energia.

Ou seja, de forma geral:

AGid = Qi ALS + Q, () ATE] + Qui, (3.48)

nesse caso, para g=1, 2.
Desta forma, os coeficientes de 22 vao depender somente dos termos independentes.

: - e, .
Com isso e com a equagao (3.39), reescreve-se qu T], com g=1,2, e obtém-se:

2 1
oy t) = Dy Al —all)y - t)",
n=0 m=0
2
4, n T
- (A 2ty AL @ = alfyr (e - 4l)), (3.49)

3

assim,
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2 - A[&g] B,
e = 3 (o sty BEE Pty

0

7] 7
T L —1e ) Bng(t_tc ) n
= (Af,oi (1 L X ) -t ) (z —zM". (3.50)

n=0

3
|

Realizando o somatério em (3.50), fica-se com:

[7] (7]
0 o [¢,7] (t —te ) ng (t — te ) y
¢£7 ](x,t) = <A2,og (1 + N — A7 (x — 95([:])2
(7] (7]
AleTl [ ( Pl .
+ ( 1,04 ( + At At ('CC Le )

(7] [7]
t—t) By, (t —tc)
+ AT 1+ ( — : :
( 009 ( At At (3.51)

. , o 2 - .
O préximo passo é substituir ALY pela expressio encontrada anteriormente na
2,04

equagao (3.48). Assim, obtém-se:

(7] (7]
. . t— By, (t — i
oY, 1) = ((ngAEf:oﬂ+ng(t>A[o%§+Qcig> <1+( N >> - Bl >) (x — ally?

[7] B [7]
[¢,7] (t—tc) 1g (t—t) (4]
—+ A 1+ _ —

(7] (7]
t—t) By, (t —te)
+ [ Al 1+( - )
( 0,0, ( N} N ) (3.52)

ou seja,

. 4T 0, 0, 0,
o (1) = (@Al + Qo (AL + Qu, ) (@ — alf)? + Al (@ — 2l + Al
0, 0,
+ [(ngA[D701] + Qgg (t)A[0702] + Qcig - BQg) (x — x[cé])2

[7]
T T t - tc
+ (A[foj - Blg> (z — 219) + (A{f’og] - Bogﬂ ( )

N (3.53)

Entao, pode-se montar as expressoes para as condi¢oes de contorno e interface. Para

a condicao de continuidade de fluxo, pode-se escrever:
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¢y Az t) = ¢y TV (= A, 1),

1
ZAZT] Az (t — ) —i—AZT] Ax( [T]) A([ﬁ’,ﬁg(t—t[g])m
m=0

1
[éJrl T _ [T} m [ZJrl,T] _ _ [T] m [€+1,’T} _ [T} m
Z (t tc ) + Al,mg ( AZ’) (t tc ) + AO,mg (t tc ) : (354)

m=0

Ou seja, a equagao (3.54) para m = 0 vale:

A[;’(QA:EQ + Agﬁgjm + Agjgj — Ag{gjﬂ(—mf + A[fgglﬂ(—A )+ Alt Tl, (3.55)

e paraem = 1:

AL AR 4+ AT AL + Al = AT (CAR)? 4 AT (CAg) + Al (3.56)

Porém, de acordo com a equagao (3.39), tem-se que:

AL BT A B Al - B
[ ] [ ] A [ ] [ ] A [ ] AF ]
Aggi)r.lﬂ- N 2€'+1,T 1[;;1,7' _ BIZ_+17T Aofarl,‘r _ BOZ_+17T
= 2 J —Ax)? ) 2 —-A 7 3.57
A7 (—Az)” + A7 (—Az) + Y (3.57)
Reorganizando os termos da equagao (3.57), obtém-se:
(AQ{’OTJ IAZ? + Afg) Az + AKZQ) - (BV’T]A:I:2 + By Az + B[“]>
_ <A[2€’-gj1,7'](_A ) +A£+1T]( A )+AZ+1T]>
- (Bg;“ﬂ(_m + B (- Ar) + B([f;“ﬂ) . (3.58)

4,7]

Pode-se observar que, como a condicao inicial B,[%T certamente satisfaz as condigoes

de contorno, os segundos parénteses de cada lado da igualdade na equagao (3.58) se cancelam,

restando apenas a condicao de contorno redundante a m = 0. Portanto, para m = 0,

0 .
[t7] toma a seguinte forma:
m=0
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’ ET ET
o)y = (Qu, A+ Qo 0ALT + Qu, ) (o — 2lf)?
e 0y o 4ler]
+A10 ( —x') + Ao, (3.59)

que, por conveniéncia, pode ser reescrito como segue, inicialmente para o grupo 1:

0, 07 o .
U7y = @ = e DA+ (Que = ) + 1) AGT + @, (D (e - 2 A,
+Qui, (x — )2 (3.60)

e para o grupo 2:

7 Z’T b 0,
;" m=0 (v - m[ﬂ)A[lvOz} +Q, (7 - m[cz])QA([),ol] + (Qau(t)(x — 21y + 1) A([),oz]
+Qci2 (SU — I[CZ])Q. (361)

Com isso, as condigoes de continuidade do fluxo podem ser reescritas da seguinte

forma:

Az AT+ (Q[ff]m? + 1) AST 4+ Qo ()AL AT) + QYT AR? =
—AaAl T 4 (QUF (- aw)? + 1) Al
+Qa, ()T (=2 Ag ™ 4+ Qi T (~Aw)’, (3.62)

ci1

para o grupo 1 de energia. Reorganizando os termos, para o grupo 1:

AzAl7]+ (QU71Az + 1) AL+ Qo (0 AP ALT] + Awaly))

/+1,7 E T l+1,7 /+1,7
— (@ = aw) +1) AL - QU (- Aw) Al
= QM (—Ar)? — QYA (3.63)

ci1 ci1

De forma semelhante, para o grupo 2 de energia, obtém-se:
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QA AL + Av AT 4+ (Qo, (0112 + 1) ATT) — QU (—Aw)2 AL
LA A[lzgj 7] (Q[eHT( $) )Ag&l 7]
= QT (A — QY AL (3.64)

cio cig

Portanto, as equagoes (3.63) e (3.64) s@o as condigoes de continuidade para os fluxos
escalares de néutrons, para o grupo 1 e 2 de energia, respectivamente. Agora, realiza-se um
procedimento similar para que sejam obtidas expressoes para a outra condicao de interface,
dada pela continuidade da corrente de néutrons.

Analisando inicialmente a derivada de primeira ordem do fluxo de néutrons, tem-se

que:

aé[f‘l'

- = AL 4201, (2 — 2! AT+ 2Qu, (x — 2) (1) Al ) + 2Qu, (x — 7). (3.65)

m=0

Logo, para a continuidade de corrente de néutrons pode-se definir:

DIt (A + 2017 Av Al + 2087 () Az AlT] + 2 Ax)
_ Dgg_ﬂﬂ—] (A[ﬁ;gl’ﬂ . 2Q[1€g+1,7' AxA(iglLT] . QQ[;;-I,T( )A A([)Z—(l)—;’r . 2Q[€+1 T]A > : (366)

reorganizando os termos, tem-se:

DéZ,T]A[ﬁvOZ] + QD![}@,T} [fg,T]Al,AKb:] + 2D[€T [67 ( )A A([JZS—Q D[g_H r A[le_é_gl 7
_|_2D[g€+177']Q[lfg-i-l,T]AxAg-(f)—ll,T] +2D Z—‘,—LT]Q [0+1,7] (t)AIAOEELLT] _
2D[€+1 T]Q[f-‘rl T]A 2D[€ T]Q[f T]Ax (367)

Ou seja, a continuidade de corrente de néutrons para o grupo 1 de energia pode ser

escrita como:
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KT (0,7 4,7 A16,7] [0, 4,7 A16,7] 0, 0+1,7] A[0+1,7
DAY 1 2pl Q[ Az Aod—%ZD[ ol ()AmAgg._zg+11A5§1
_2D[1€+1,T]Q[€+1 T]A D[Z T]Q[Z T]Ax (368)

ci1 ciy

e para o grupo 2 de energia:

D[E-l—l T]A[lf—({);l ,7] 4 2D[€+1 T Q[é-i-l ( )AQ?A%Z—[ZLT _
2D€+IT]Q€+1T]A 2D€T]Q€T]A (369)

Cc12 C12

Desta forma obtém-se 4 equacoes para cada célula, sendo 2 equacoes para a con-
tinuidade de fluxo e 2 equagoes para a continuidade de corrente, sendo que tém-se 4 incégnitas
[ZvT] [eﬂ—] [&7—] [e,T} 3 3 3 e A 3
(Ao, Ao, Alo, € Agp,), forma-se assim um sistema linear 4 x L ndo homogeéneo determi-

nado, onde L é o numero de células. Esse sistema linear pode ser escrito na forma matricial,

MET ()Y ) = glem) (3.70)
onde,
ccl7] 0 0 0 0
CI[l 7] CI[2 7] 0 0 0
, o ci?’? c® ... o 0
Mid@ = | T T T | (371)
L-1,7 L,
0 0 o ... citv crtt
0 0 0o - 0 CcclE]

em que,
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Az QU (=Az+1 0 QY6 (—Ax)’

cc' () = " N
0 QuT(-Ar?  —Az QYT(H)(-Ar)?+1
Az QA2+ 1 0 Q[“()
+ - T T T !
DIt apilgfiae o 2Dl @w()
0 2D£@,T]Q[1@2}A$ pltl oplt T]Q[z]( £ Az
~(ar) — (@A +1) 0 ~Qb7 (1) (~ Ay
e, 4,7]
ary — |0 (@A) —(can) @l (a0
D —2pl QT (— Ax) 0 —2D QT (1) (— Ax)
0 —2DY QU (—Az)  —DYT —2DYTIQYT (1) (—Ax) |
[L,7] [L,7]
ccle () Ar Qy"Az*+1 0 Q3" (1) Ax?
0 QA2 Ar QA +1
O termo fonte do sistema linear (3.70) é escrito como:
T
Sl = [ qolirl gt gil27 ... gl SC[L,T}] 7 (3.72)

onde,

_0bl_ 2

SC[]"T] — Q[Cil ( ) ’
7] 2
Qe (—A)
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Qi (=Aw)? — Qi Ax?
Qa (= A2 - QG Aw?

2D£€+1,T}Q[€+1,T} (—Al’) . 2D£€,T]Q

cio

silt7) =
I Ay

ci1

I A g

cio

_ [LvT]AxQ
sclbl = chl
_QLi;T]Aﬁ
O vetor solucao Y7 tem a forma:
T
2% 1,7 1,7 1,7 1,7 2,7 2,7 2,7 2,7
YT = A[l,ol] A&oﬂ A[l,oj A([),OQ] A[Lol] A([),ol] A[l,OQ] Ag,oj ] ‘ (3.73)

No sistema linear (3.70), a matriz M7 carrega a dependéncia temporal do tran-
siente, portanto o sistema é resolvido para cada intervalo At, sendo que a solucao encontrada
para (t — At) é usada como condigao inicial para o préximo passo de tempo, este esquema re-
cursivo é chamado de continuacdo analitica. O procedimento para estabelecer a convergéncia
em t é semelhante ao visto para a variavel x, com a diferenca que se consideram apenas dois
termos da série de poténcias ao invés de treés.

Portanto, resolvendo o sistema linear (3.70) tém-se os coeficientes das séries de
Taylor descritas nas equagoes (3.32), e substituindo os coeficientes nas séries truncadas e

realizando o somatério, obtém-se a solu¢ao do problema dado pelas equagoes (3.30) e (3.31).
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4. RESULTADOS NUMERICOS

Neste capitulo, a metodologia proposta neste trabalho e descrita no capitulo 3, é
aplicada em um benchmark que consiste em um problema de difusao estacionario e em
problemas de cinética considerando 3 tipos de transientes: rampa positiva, rampa negativa
e senoidal. Além desses, mais um transiente é considerado: uma mudanca instantanea na
secao de choque de fissao. Os resultados obtidos neste trabalho sao comparados com sucesso

com os resultados obtidos por Quintero-Leyva [Quintero-Leyva, 2010].

4.1 Caso 1: Difusao estaciondria

Nesta secao, aplica-se a metodologia anteriormente apresentada para resolver um
benchmark do Argonne National Laboratory [National Energy Software Center, 1985] des-
crito por Pollard [Pollard, 1977] e Quintero-Leyva [Quintero-Leyva, 2010]. Este problema
consiste de um reator unidimensional com 3 regioes e com parametros nucleares apresentados
na Tabela 4.1. A regido 1 é limitada pelas posicoes das interfaces em zl%) = 0 em e 2V =
40 e¢m, a regiao 2 pela posicao das interfaces em ! = 40 em e 2 = 200 ¢m e a regido 3
por zl2 =200 em e B = 240 em. As regides 1 e 3 possuem o mesmo material, logo sao

descritas pelos mesmos parametros nucleares.

Tabela 4.1: Parametros nucleares [Quintero-Leyva, 2010]

D![f} [em)] Z% [em™1] VZEI!]] [em™!] EE;]Q [em™!]

Regiao r g=1|g=2|g=1|g=2|g=1|g=2 -

led 1,5 0,5 10,026 | 0,18 | 0,01 | 0,2 0,015

2 1,0 | 0,5 | 0,02 | 0,08 | 0,005 | 0,009 0,01

O objetivo inicialmente é encontrar um Az apropriado, cuja magnitude seja sufi-
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ciente para que as expressoes (3.1.2) com ordem de truncamento J = 2 tenham uma boa
aproximacao. Entao, usando (3.18) com € = 0,001, alguns céalculos s@o realizados para o
problema teste. Utilizando os parametros nucleares e a geometria mencionados anterior-
mente, calcula-se o quarto termo da série (3.1.2) (J = 3) para o grupo rapido de energia
considerando varios valores para Ax. A Tabela 4.2 mostra os valores numéricos para o valor

méximo de A[l@(x — z.)% para alguns valores de Az.

Tabela 4.2: Céalculo do Ax

Az [em] | max {A[ﬂ,(m - xc)3}
10,0 0, 1448804
5,0 0,0327128
2,0 0,0035102
1,0 0, 0005527
0,5 0, 0000789

Por meio destes resultados e da precisao previamente escolhida (¢ = 0,001), pode-se
fixar Ax = 1,0 ¢m e consequentemente L = 240. Para o método da poténcia os critérios de
parada utilizados foram €, = €, = 107°, nas equagoes (3.6) e (3.7) respectivamente.

Os resultados obtidos para o fluxo rapido e para o fluxo térmico sao mostrados na
Figura 4.1. Resultados numéricos para o fator de multiplicacao efetivo e para as fracoes de
poténcia de cada regiao sao apresentados na Tabela 4.3. O valor maximo para o fluxo rapido

2

para a poténcia gerada de 1 W foi de 2,81 x 10*° em=2s! para x = 33 cm e = 207 cm, ja

2

para o grupo térmico o valor méximo foi 2,81 x 10 em 257! para = 44 ecm e = = 196 cm.

Os resultados obtidos estao de acordo com os resultados de Quintero-Leyva [Quintero-Leyva,
2010].
Como descrito na secao 3.1.3, utiliza-se um critério de convergéncia inspirado no

critério de Lipschitz para fungoes continuas. Segundo esse critério, deve existir um & tal que:



|0g(2) — Pg(x;)| < K|x — 20| < KI = ¢,

com z e x; sendo quaisquer pontos do dominio.

calculados os valores maximos de k.
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(4.1)

Para o benchmark em questao, foram

Para o fluxo rapido, o valor maximo de x foi de

0,4796576 e o valor maximo de x para o fluxo térmico foi de 0, 0599387.

........... fluxo rapido
fluxo térmico

fluxo de néutrons normalizado [1/cm?2.g]
(4]
1

Figura 4.1: Fluxo de néutrons para o caso estacionario.

Tabela 4.3: Resultados numéricos para o k e para a Fracao de Poténcia

Série de Taylor

Ref.[Quintero-Leyva, 2010]

k 0,90160 0,90155
Fragao de Poténcia-Regiao 1 0,2789 0,2790
Fracao de Poténcia-Regiao 2 0,4422 0,4421
Fracao de Poténcia-Regiao 3 0,2789 0,2790
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4.2 Caso 2: Cinética de difusao

Como descrito na secao 3.2, a metodologia também é aplicada para problemas de
cinética incluindo os néutrons atrasados. Nesse caso, sao considerados 6 grupos de néutrons
atrasados, mas vale destacar que o método nao impoe limitacao quanto a esse nimero. Os
parametros nucleares e a geometria do problema sao os mesmos do caso estacionario. Os
parametros nucleares referentes aos néutrons atrasados sao mostrados na Tabela 4.4. A
condicao inicial utilizada é a solugao do problema estacionario de difusao apresentada na
secao anterior. A velocidade dos néutrons para o grupo rapido é v; = 1.0 x 107 ¢m/s e para
o grupo térmico é vy = 3.0 x 10° cm/s, para todas as regioes. Em todos os casos de cinética

consideramos At = 0,01 s.

Tabela 4.4: Parametros dos néutrons atrasados [Quintero-Leyva, 2010].

i Bi i [s71]
0,00025 | 0,0124
0,00164 | 0,0305
0,00147 | 0,1110
0,00296 | 0,3010
0,00086 | 1,1400
0,00032 | 3,0100

S Ot s W NN

Os calculos sao realizados para quatro tipos diferentes de transientes, que serao

detalhados nas segoes seguintes.

4.2.1 Caso 2a: transiente do tipo rampa positiva

O primeiro caso trata-se de um aumento linear na se¢ao de choque de remogao (ab-
sor¢ao) para o grupo térmico na regiao 1 de 3% (0.1854) em 1 segundo. Os resultados obtidos
para o fluxo rdpido para diferentes tempos sao mostrados na Figura 4.2, e os resultados para
o fluxo térmico sao mostrados na Figura 4.3. O resultado para a poténcia normalizada esta
representado na Figura 4.4. Observando o grafico da poténcia, nota-se que ela diminui com

o tempo, o que é esperado ja que nesse caso a remoc¢ao de neéutrons estd aumentando.
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O valor maximo do parametro s, referente a convergéncia, é de 0,4359502 para o

fluxo rapido e de 0,0540383 para o fluxo térmico, para t = 2s.

10 /
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9 - / \ / \

@ ! \ / \
o 84 ,’ \
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5 ! \
g I
= 74 \
3 ! |
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c
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Figura 4.2: Fluxo de néutrons rapidos para um transiente do tipo rampa positiva.
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Figura 4.3: Fluxo de néutrons térmicos para um transiente do tipo rampa positiva.
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Figura 4.4: Poténcia normalizada para um transiente do tipo rampa positiva.

4.2.2 Caso 2b: transiente do tipo rampa negativa

O segundo caso trata-se de um decréscimo linear na secao de choque de remocao
para o grupo térmico na regiao 1 de 1% (0.1782) em 1 segundo. Os resultados obtidos para o
fluxos réapido para os tempos de 0 e 4 segundos sao mostrados na Figura 4.5 e os resultados
para o fluxo térmico para os mesmos valores de tempo sao apresentados na Figura 4.6. O
resultado para a poténcia normalizada esta representado na Figura 4.7. Observando o grafico
da poténcia, nota-se que ela aumenta com o tempo, o que é esperado ja que nesse caso a
remocao de néutrons esta diminuindo.

O valor maximo do parametro s, referente a convergeéncia, é de 2,3500565 para o

fluxo rapido e de 0,2728593 para o fluxo térmico, para t = 4s.
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fluxo de néutrons rapidos normalizado [1/cm”2.5]

Figura 4.5: Fluxo de néutrons rapidos para um transiente do tipo rampa negativa.
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Figura 4.6: Fluxo de néutrons térmicos para um transiente do tipo rampa negativa.
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poténcia para o caso rampa negativa [W]

Figura 4.7: Poténcia normalizada para um transiente do tipo rampa negativa.

4.2.3 Caso 2c: transiente do tipo senoidal

O terceiro caso trata-se de uma mudanga senoidal de periodo de 1 segundo com
maxima amplitude de 1%: X,2(t) = (1 + 0,01sen(27t)) na se¢ao de choque de remocao do
grupo térmico na regiao 1 continuamente por 4 segundos. O fluxo de néutrons rapidos esta
mostrado na Figura 4.8 e o fluxo de néutrons térmicos na Figura 4.9. O resultado para a
poténcia total normalizada até 4 segundos estd mostrado na Figura 4.10.

O valor maximo do parametro s, referente a convergéncia, ¢ de 0,0588671 para o

fluxo rapido e de 0,0073139 para o fluxo térmico, para t = 4s.



fluxo réapido de néutrons normalizado [1/cm”2.s]
o
~N
1

0.1

Figura 4.8: Fluxo de néutrons rapidos para um transiente do tipo senoidal.
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Figura 4.9: Fluxo de néutrons térmicos para um transiente do tipo senoidal.
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poténcia [W]
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Figura 4.10: Poténcia total normalizada para um transiente do tipo senoidal.

4.2.4 Caso 2d: transiente do tipo mudancga instantanea

O quarto caso transiente trata-se de uma mudanca instantanea na secao de choque
de fissao do grupo térmico na regiao 1 por um fator de 1,01882. O fluxo de néutrons rapidos
e o fluxo de néutrons térmicos para t = 1s sao mostrados na Figura 4.11. Observando a
Figura 4.11, pode-se notar que ambos os fluxos aumentam muitas ordens de grandeza em
todo reator. O resultado para a poténcia normalizada estd representado na Figura 4.12.
Observando o grafico da poténcia, nota-se que ela aumenta com o tempo, o que é esperado
ja que nesse caso a fissao de néutrons esta aumentando.

Nesse caso, o valor maximo do parametro s é de 624649, 58 para o fluxo réapido e de

72354.964 para o fluxo térmico, para t = 1s.
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Figura 4.11: Fluxo de neéutrons para um transiente do tipo mudanga instantanea em o

para t=1s.
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Figura 4.12: Poténcia normalizada para um transiente do tipo mudanca instantanea.
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5. CONCLUSAO

Na presente tese é desenvolvido um método que fornece uma representagao analitica
para a solugao de problemas estacionarios e de cinética. Os resultados obtidos, em conjunto
com a analise da convergéncia, mostram a solidez e a precisao dessa metodologia. Apesar
desse tipo de problema ser amplamente estudado e discutido na literatura por décadas, o
aspecto novo apresentado nesta tese é um controle genuino da precisao pela utilizacao de
um critério de convergéncia geralmente ausente nas abordagens anteriores.

A metodologia descrita obteve sucesso em avaliar o comportamento do fluxo de
néutrons em um meio heterogéneo. A diferenca entre a abordagem desenvolvida aqui se da
pelo fato da solucao obtida ser continua e com estimativa de erro que permite o controle da
precisao da solucao. Com pouco esforco computacional, mostra-se ser possivel obter uma
solucao mais apropriada para problemas de difusao e de cinética. Cabe ressaltar que, para
esse tipo de problema, os métodos numéricos geralmente usam em seus codigos computa-
cionais um critério de parada comparando as solugoes obtidas para dois passos subsequentes.
Para demonstrar a falha nesse procedimento vale relembrar alguns fatos conhecidos. (a) Este
tipo de procedimento gera uma sequéncia de Cauchy. (b) Enquanto todas as séries conver-
gentes sao do tipo de Cauchy, nem toda sequéncia de Cauchy é convergente. Um simples
contra-exemplo mostra que uma propriedade de estabilidade algoritmica, que é usada no caso
do critério de parada, também termina para o caso de uma divergéncia logaritmica e esse
procedimento falha. O procedimento apresentado neste trabalho evita esse tipo de proble-
ma pela representacao da solucao como uma expressao analitica na forma de um polinémio
seccionado, que permite estabelecer um critério e fornece um limite superior e inferior para
cada intervalo associado, contendo a soluc@o exata no seu interior. Além disso, no limite
infinitesinal essa estimativa inferior e superior coincide com a solucao exata. Em outras
palavras, a solugao polinomial obtida converge para a solucao exata.

Além disso, é notavel que o procedimento proposto tem uma simplicidade inerente

quando comparado a alguns métodos que fazem uso de esquemas numéricos, sendo que o
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esfor¢go de implementacao computacional é semelhante ao esforco requerido pelo método de
diferengas finitas, por exemplo. O uso de polindmios de baixa ordem resulta em uma de-
scricao continua da solucao sem a necessidade de interpolagao entre pontos vizinhos, que
apareceriam como consequéencia da discretizagao do dominio como geralmente é feito em al-
gumas abordagens numéricas. Com a metodologia apresentada neste trabalho, as derivadas
nas variaveis espacial e temporal sao calculadas com base na funcao expandida em série,
enquanto que varios métodos numéricos aproximam os termos derivativos. Neste sentido, a
presente analise deste problema é completa do ponto de vista matematico, ja que apresenta-
se um algoritmo para obter a solugao juntamente com uma andlise da convergéncia. Como
trabalhos futuros pretende-se continuar a expansao dessa metodologia para problemas mul-

tidimensionais.
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