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RESuUMO

A presente tese tem por objetivo o desenvolvimedéo metodologias para a
decomposicao de solucdes fundamentais da elastictddimensional e da teoria de placas finas
por intermédio de solugBes fundamentais do mesmoadpr diferencial. A diferenga entre as
solugdes fundamentais utilizadas na decomposicéciéetria do tensor constitutivo de cada
uma dessas solucdes, cujas propriedades eladiwabretamente proporcionais aos coeficientes
da(s) equacgéao(des) diferencial(ais). O objetivesa@eecomposi¢cdo € evitar um efeito conhecido
como degeneracdo matematica. Esse efeito crialafidades ndo regulares nessas solucbes
guando considerado altas simetrias, tanto na teteigplacas finas quanto na elasticidade
tridimensional. Dois tipos de decomposicdes — ciitéara e constitutiva — sdo apresentados e
discutidos. Devido a relagdes hiperdefinidas, cawvgise que a decomposi¢cdo via critérios
cinematicos é impossivel. Mostra-se a possibilidddedecomposicdo constitutiva, via duas
diferentes abordagens. Suas propriedades e paridtades bem como outros resultados séo

discutidos no decorrer do texto e sdo comparadasdp possivel, com a literatura disponivel.



ABSTRACT

Methods on Additive Decompositions of Elastic Tmginsional and Thin Plates Theory
Fundamental Solutions

The present thesis has as objective the developroénd methodology for the
decomposition of elastic tridimensional and thinatpt fundamental solutions through
fundamental solutions of the same differential apmr The difference between the fundamental
solutions is the constitutive tensor symmetry afresolution, in which is directly proportional to
the differential equation(s) coefficients. The alige of the decomposition is to avoid an effect
known as mathematically degeneration. This effeedtes non regular singularities in these
solutions when high material symmetries are comedién the thin plate’s theory as well in the
tridimensional elasticity. Two types of decompasis — kinematics and constitutive — are
presented and discussed. Due to hyper-definedaesips, it is proved that the decomposition
by kinematics criteria is impossible. It is alsoosim the possibility of the constitutive
decomposition, by two different approaches. Theopprties and particularities as well other
results are discussed through the text and are a@up when possible, with the available

literature.
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1 INTRODUCAO

O termo “solucao fundamental” -Gfundlésung — foi cunhado por Courant e Hilbert no
livio “Methoden der Mathematichen Physik de 1924 (Kythe, 1996). A base de toda a
construcao teodrica de solu¢des fundamentais, confoddesenvolvida pelo pesquisador George
Green, que, em 1828, apresentou trés identidadestrqnsformam integrais de dominio
(tridimensional) em integrais de contorno (bidimenal) (Cheng & Cheng, 2005). A dltima,
terceira, € hoje utilizada para resolver problepatenciais, pois utiliza como fungéo teste a
solugéo fundamental do operador laplaciano. A epairtida para a elasticidade dessa identidade
de Green foi desenvolvida por Volterra, em 190Boeigliana, em 1885 (Cheng & Cheng,
2005). A definicdo matematica moderna de solucaddmental é apresentada somente com o
desenvolvimento da teoria de funcdes generaliZadasqual a funcdo delta de Dirac tem seu
tratamento matematico definido e desempenha um | papportante. Diversos outros
pesquisadores, como Maxwell e Fourier, encontranaiacbes matematicas que tém
comportamento equivalente a funcéo delta de Dinaseus estudos (Kythe, 1996; Marczak &
Denda, 2010). Courant e Hilbert, Hadaramard e Aellescrevem as propriedades de solugdes
fundamentais e da mesma maneira que Maxwell e érp@inda ndo utilizavam a fungéo delta
de Dirac. Eles demonstraram que uma solucdo funutaiié dada como a solucdo de um

operador diferencial em um dominio néo fechaddiriio ou semi-infinito — quando submetido

! Métodos de Fisica Matematica (traduc&o livre).

2Monografia produzida por L. Schwartz, em 1950.

% E importante pontuar as diferencas entre solutetamentais e funcées de Green, muitas vezespmeeamente,
consideradas iguais. O diferencial entre amba®lagdes é dado pelas condi¢cdes de contorno dogmablNas
primeiras, essas condi¢fes de contorno séo dattesquadices de radiagdo de Sommerfeld, que s&odéneas
no infinito. Para as Ultimas, elas sdo condi¢cdesatorno essenciais (de Dirichlet ou primeiro Yjpuaturais (de
Neumann ou de segundo tipo), ou uma relacao lieegie essas duas (de Robin ou de terceiro tipdp-8& por
pressuposto que, em solug¢des fundamentais, o doiimfinito ou semi-infinito. J& em funcdes de Greeste é
finito.



a uma excitacao infinitesimal neste dominio. Edtiana (excitacdo infinitesimal), dependendo
do comportamento que o operador diferencial descrepode ser uma forca
pontual/deslocamento prescrito — ou carregamemdinga, etc. — aplicado ao dominio, ou uma
carga elétrica, ou mesmo uma fonte térmica. Naegpéo da carga infinitesimal — que, nas
palavras de Maxwell, sdo “pequenos corpos cujaembies sao insignificantes perto das
distancias principais envolvidas” (Kythe, 1996) gu& a fungéo delta de Dirac desempenha seu
papel no calculo desse tipo de solucdo, pois desgeecisamente esse efeito em um ponto de
vista fisico-matematico.

Com o desenvolvimento de metodologias para a soldgh equacdes diferenciais e
integrais, dois trabalhos foram embrionarios deon@ numeéricos empregados atualmente.
Walter Ritz, em 1908, desenvolve um método que Geap uso de funcdes teste e o calculo
variacional para achar solu¢cbes aproximadas pernm@dio de integracdes produzidas em
subdominios. Anos mais tarde, Erich Trefftz publiean 1923, um método que seria a
contrapartida do método de Ritz para integracéesontorno do dominio. Utilizando a ideia de
Ritz* de funces teste e forcando-as a obedecer aséeguggvernantes e ndo necessariamente
as condi¢cOes de contorno, Trefftz chegou a equagiesao necessarias integracdes no contorno
do dominio apenas. Ambos os métodos, ao considesaanestratégia para a solucdo do
problema, assemelham-se com metodologias numéaisaguais como o Método dos Elementos
Finitos (MEF), com o método de Ritz, e o Método &tesmentos de Contorno (MEC), com o
método de Trefftz.

Mesmo ap0s o advento do computador, que facilitadesenvolvimento e eficiéncia
desses métodos numeéricos, solugdes fundamentaiseséssarias, pois tém papel essencial em
métodos como o MEC. Nele, por intermédio da idextddde Green, toda influéncia do dominio
€ inserida no contorno, sendo entdo necessaricagperdiscretizacdo deste. Devido a essa
propriedade, a malha de elementos tem uma dimenséenos que o problema a ser resofido
e, consequentemente, o niumero de elementos e nBHEGOé significativamente menor. No
entanto, paga-se um preco pela solu¢do do probten@ontorno apenas: para cada ponto de

interesse dentro do dominio, € necessaria a segragéo. Outro ponto interessante, derivado do

* O artigo é intitulado como “Contrapartida ao Métate Ritz” (traduc&o livre) (Cheng & Cheng, 2005).
5 Ou seja, em um problema tridimensional, a dizzagefio € bidimensional (elementos planos ou deacgsra
contornos curvos). Ja para contornos bidimensipnai€aso de teorias como a de placas, utilizagleseentos de
linha ou elementos curvos. Em casos unidimensieneaigas e barras —, usam-se elementos de ponto.



uso de solugbes fundamentais na sua metodologiap@ssibilidade de analise de dominios
infinitos e semi-infinitos sem a insercédo de efeide borda. Um exemplo simples do uso dessa
propriedade € o estudo de propagacdo de ondasreamaéos (Chaillat, Bonnet, & Semblat,
2009). E relevante, também, a obtenc&o da resgastaacdes na mesma ordem de interpolacéo
gue os deslocamentos. Por este mesmo motivo, godphsar, além de condi¢cbes de contorno
essenciais que, no caso da elasticidade, sdo desatos prescritos, condicdes de contorno
naturais, ex. forcas de superficie prescritas@esay

Por ser um método matematicamente mais elegarté, rehis complexo. Encontram-se,
durante o processo de seu desenvolvimento, ingegiagulares e hipersingulares que sao
divergentes quando utilizados métodos usuais agria¢do. Além disso, as matrizes na anélise
numeérica sdo populosas e nem sempre simétricanjnatido a possibilidade de uso de
metodologias numéricas para matrizes simétricagpargas. Outro ponto negativo do MEC € o
tratamento de ndo-linearidades. Como esses efeitosuya grande parte, sdo de dominio e como
um dos principios do MEC é a solucdo das equadfm®mkiais no contorno, eles devem ser
inseridos neste, via identidade de Green. Notats® Qor ser dependente dos passos de
integracdo, a cada passo de analise essas integrdebem ser produzidas. Contudo, essas
integracdes sdo originarias de células que dividesominio ndo aumentando a malha no
contorno.

Apesar dos prés e contras, a quatidade de trabglimsliscursam e que se utilizam do
MEC tém crescido (Cheng & Cheng, 2005). Ele airglananece como um método de nicho, no
qual uso esta limitado a problemas que outros método podem ser usados ou falfiaEmtre
0s motivos, podem ser listadas a falta de conhextonem relacdo a esta metodologia, fora da
comunidade académica e a pouca aplicacdo comdociaitodo.

Diversas propriedades do MEC decorrem do uso ded@es fundamentais no processo
numérico. Todavia, a obtencdo dessas solucdesgmodie extrema complexidade, dependendo
da forma do operador diferencial. Diversas manepas adquiri-las estdo na literatura:

aplicacdo da transformada de Fourier (Shiah, TanWé&ng, 2012); utilizacdo de tensores

® Fora o exemplo anteriormente mencionado, o ME@atiw na andlise de descontinuidades geométrigsts. é
um caso classico no qual o MEC obtém respostaariagprecisas, com malhas pouco refinadas e sdiizagaio
de elementos especificos para trincas. Sabe-stjdmmda necessidade de conhecimento da segunidadieda
solucdo fundamental (Buroni, Ortiz, & Saez, 2010).



auxiliares — tensores de Barnett-Lothe, na elasti® — (Nakamura & Tanuma, 1997; Liou &
Sung, 2007) para facilitar sua obtencao; integra@a das equacgdes, etc.

Muitas solug¢des fundamentais ndo caracterizanintetdae o “espectro de solucdes” de
um problema especifico. Denota-se “espectro deg8efi todas as solucbes fundamentais de
um dado operador diferencial, dentro das poss#dubkd de variagdo dos coeficientes. Essas
solucbes podem ter singularidades (fora as ja @idé® que dependem, entre outros fatores, de
relacbes entre esses coeficientes. Na elasticidesies coeficientes sdo proporcionais as
combinac6es de propriedades constitufiveisas dependem diretamente da simetria cristdlina
material, que influenciam fortemente na maneiracomaterial deforma bem como no formato
dos fluxos de forgas, ou tensdes, quando um ddaiw gsubmetido a forgcas/restricbes externas
guaisquer. Essas simetrias, matematicamente, csitutlacdes interessantes para o estudo
cientifico. Como avaliado neste e nos proximostolgs, elas sdo divididas em grupos que se
diferenciam pelo nimero e posicado de planos siocastriOcorre que singularidades aparecem
nas solucdes fundamentais, dependendo da simastalioa e/ou de relagbes internas entre as
propriedades constitutivdsEssas singularidades s&o chamadas de degenenapdmatica e
estdo intrinsicamente ligadas as equacOes cadditt@si dos operadores diferenciais e a
multiplicidade de suas raizes. Devido as posssiagularidades geradas por essa relacdo entre
as raizes, podem existir solu¢cdes fundamentaisediies para um mesmo operador diferencial,
gue se distinguem em funcdo disso. Ou seja, existdugdes fundamentais que séo utilizadas
em materiais de simetria mais baixa, como ortoridashou monoclinicos, que ndo podem ser
aplicadas a materiais isotropicos ou transversakmisntrépicos, considerados de alta simetria,
em razdo da existéncia da multiplicidade de ratl®squacdo caracteristica de operadores
diferenciais quando esses materiais compdem o donAnda existem situacbes nas quais
mesmo simetrias cristalinas que, devido a baixantilede de planos simétricos, nao
degenerariam matematicamente o fazem, ao verdisaelacdes internas entre as propriedades
constitutivas. Basicamente, a degeneracdo matemasc apresenta como uma relacdo de
subtracdo entre as raizes da equacdo caractemstide@nominador da solucdo fundamental.

Havendo multiplicidade dessas raizes, tem-se uwisadi por zero (ou seja, uma singularidade).

" E geométricas do componente em anélise, paradipesadiferenciais de algumas teorias elastica@ieoria
de placas (finas ou semi-espessas) e vigas.
& Também podem ocorrer singularidades em funcacatasienadas espaciais adotadas.



Um operador diferencial cuja solucdo fundamental pdde ser usada para materiais de
simetria mais alta € o da teoria de placas finaguab a solucéo pode ser encontrada no trabalho
de Shi & Bezine, 1988 Ela é utilizada para materiais de simetria maixdy por exemplo,
triclinicos e ortorrdbmbicos. No entanto, ela ndaeduz a solucdo fundamental do operador bi
harménico, no qual descreve o comportamento deaplasotropicas e transversalmente
isotropicas (Paiva, Sollero, & Albuquerque, 200%). artigo de Shi & Bezine, 1988, apresenta-
se uma segunda solucdo fundamental, para casosifegisede degeneracdo em materiais de
baixa simetria, devido ao fato de que, para gstede simetria, ela tem forma indeterminada. Ou
seja, dependendo do tipo de simetria do matesalnuse a solucado do operador bi harménico, a
solucdo do operador anisotropico ou a solucdo yraranaterial de baixa simetria que obedece a
uma relacdo naquele trabalho especificada. Contpdm materiais nos quais existe uma
pequena diferenca na propria simetria — algo coma pequena perturbacdo em um material
isotropico — qual solucdo? Basicamente, € estaduokegia que € usada para a analise de
materiais de alta simetria, com a solu¢do paraaplanisotropica (Shi e Bezini, por exemplo).
Aplica-se, entdo, uma pequena perturbacdo no rakhisotropico e utiliza-se esse material na
solucdo fundamental anisotrépica de Shi e BezietgN2009). Entretanto, essa estratégia falha
em exatidao na solucdo fundamental (Paiva, SoldeAdpuquerque, 2002).

A degeneracdo matematica ndo aparece apenas gacf@iumndamental de placas finas.
Um efeito semelhante ocorre com a solugéo fundahdatelasticidade tridimensional e plana.
Ao se analisar o desenvolvimento delas pelo fosmali de Stroh, as solucdes de problemas
planos séo obtidas por intermédio da raiz do tedsdChristoffel (Ting, 1996). Entretanto, uma
das restricdes do formalismo é que as raizes desser sejam diferentfs Dependendo da
simetria do tensor constitutivo, essas raizes paigrndénticas. Para esses casos sdo necessarios
procedimentos algébricos para contornar esse pnabllesmo com a extensdo do formalismo
de Stroh para outros operadores lineares, comiméargional (Ting, 1996; Buroni, Ortiz, &
Saez, 2010; Tavara, Ortiz, Maht& Paris, 2008) ou placas finas (Cheng & Redd@22@heng
& Reddy, 2003; Hwu, 2003), essa restricdo ndo desap. Sendo assim, tém-se solucdes

fundamentais que se diferenciam em funcdo da sanetmstitutiva do dominio ou mais

° Percebe-se que essa solugdo fundamental de filmsmsnisotrépica ndo é a (nica que degenera atligar um
tensor constitutivo de alta simetria. Todas ascéi@a de placas finas devem ter raizes da equacdcteréstica
distintas (LaMattina, Klang, & Eischen, 1998).

2 0Ou que, sendo os autovalores da matriz fundaméatelasticidade iguais, que seus autovetores séfarentes.



diretamente, se diferenciam pela multiplicidade sless raizes na equacao caracteristica. Para os
casos tridimensionais, s6 sdo conhecidas as salifg@damentais isotropicas (Ting, 1996) e
transversalmente isotrépicas (Wang, 1997; Nakar@ufanuma, 1997; Tavara, Ortiz, Maki

& Paris, 2008), na sua forma analitica fecHhd®ara os outros casos de simetria, apenas
solucbes semi-analiticas ou numéricas sdo posqsaiscoes abertas). Pontua-se que, mesmo
em solu¢Bes fundamentais derivadas por métodos rimaméos efeitos de degeneracdo séo
encontrados (Shiah, Tan, & Wang, 2012).

E de interesse cientifico, consequentemente, augroe desenvolvimento de solugdes
fundamentais, que englobem todas as simetrias-salm®ntudo, da dificuldade/impossibilidade
de obtencdo de uma Unica solucdo fundamental pamdado operador diferencial que descreva
o comportamento elastico de um sélido que contetoplas as possiveis simetrias constitutivas.
Este trabalho pretende, entdo, utilizar as solu¢bedamentais existentes na literatura. Por
intermédio de uma decomposicdo aditiva, ou seja saperposicdo, que pode se dar tanto na
parte constitutiva quanto na parte cinematica, jahse contornar o problema da degeneracéo
matematica. Ou seja, objetiva-se decompor uma&oliupdamental inicialmente indeterminada
em solugcbes que ndo degeneram. Além disso, poadeisea decomposicao da solugéo, forcar a
degeneracdo em uma das solugbes conhecidas fazendajue as solucdes resultantes da
decomposi¢cdo ndo degenerem. Essa ideia provémabdalito de Marczak & Denda, 2010, e
ilustra uma situacdo interessante. Sabe-se quesnmadtamente (Tu, 1968; Browaeys &
Chevrot, 2004), é possivel decompor um tensor itotigd de baixa simetria — p.ex.
ortorrdombico — em uma soma de tensores de simetd@s alta — p.ex. isotropico,
transversalmente isotropico, etc. Pode-se, alésodsuperpor um operador ndo-linear e obter
sua resposta via sistema recursivo (Adomian, 193tanto, um incremento nessas ideias, seria
a aplicacao dessas decomposicdes do tensor ctimstieim solucdes fundamentais e analisar
gual o seu efeito nessas solugdes. Um ponto migeeissante colocado no trabalho de Marczak
& Denda, 2010 é a possibilidade de existir uma ‘s’ de solucdo isotrépica dentro de
solucbes de redes cristalinas mais complexas. Gwngpitando: € possivel que uma solucao
fundamental seja uma soma finita de solu¢des fuadtais/funcdes quaisquer nas quais cada

1 Conota-se solugéo analitica fechada uma “exprededorma fechada’closed-form expressipnNeste texto,
essas fungbes sdo expressdes que contém um nuimiépode fungdes (somatdrios infinitos ndo podem se
expressos de forma fechada) e apenas operacBesntdeas (apenas as quatro operacdes matematicas mai
bésicas). Fica claro que solu¢fes fundamentaisnpgée analiticas aproximadas (Shiah, Tan, & Wa@§2p



uma delas é a solucdo do operador diferencial ean especifica simetria? Serd que o
comportamento elastico linear de um sodlido anipitmd pode ser definido pela soma de
comportamentos elasticos lineares de sélidos cajennal é definido tendo simetrias mais altas
— como, por exemplo, isotropico ou hexagonal? Cetokyg deste trabalho é responder essas
perguntas, sendo o seu objeto de estudo os opesadi® placas finas e o operador da

elasticidade tridimensional.

1.1 REVISAOBIBLIOGRAFICA

O trabalho proposto esta alicercado em duas areasficas: Simetrias Constitutivas e
Solugbes Fundamentais. Dentro de cada uma dessas, &bjetiva-se o estudo de simetrias
constitutivas, relacdes dessas simetrias com sedutidamentais e de decomposicao aditiva do
tensor constitutivo e solugdes fundamentais deapléinas e elasticidade tridimensional.

Smith & Rivlin, 1958, investigam as restricdes irsas a funcéo energia de deformacao
pelas simetrias cristalinas. Inicialmente, os a#dazem consideracdes relativas ao campo de
deslocamentos (hip6tese dos pequenos deslocamentols(ervam que a funcdo energia de
deformacao pode ser descrita com termos de prireesagunda ordem dos gradientes desde
campo. Ao considerar o material livre de tensaosemestado indeformado, mostrou-se que a
funcédo energia de deformacdo é uma expresséo tjaadréem funcdo desses gradientes — e
homogénea. Retratando a funcdo energia de defoonegéo um polindmio em relagcdo aos
componentes do tensor-deformacéo de Green, asigiipes esta funcdo com relacdo a simetria
cristalina podem ser avaliadas por meio da detatéim da base polinomial invariante. Com o
uso consistente da teoria dos invariantes, osesittgscrevem a base polinomial para cada uma
das 32 classes cristalinas. Na construcdo dessas,bas autores utilizam seis conjuntos de
transformacédo. Essas transformagdes, aplicagcddensor constitutivo e notagbes comuns as
simetrias constitutivas estdo apresentadas noulagit

Utilizando os conceitos apresentados por Smith ®ilRRi1958, o pesquisador Tu, 1968,
desenvolve uma decomposicdo dos tensores congigutie segunda e quarta ordem e dos
tensores de flexibilidade de segunda e quarta ar&#endesenvolve cinco hierarquias de bases
tensoriais ortonormais que abrangem as constaldisticas dos tensores de segunda ordem nos
sistemas cristalinos. O autor ndo considera a eclasstalina triclinica. As hierarquias tém

relacdo direta com os planos simétricos das siasetcristalinas e 0s grupos de simetria



(Chadwick, Vianello, & Cowin, 2001). A simetria & ou o tensor a ser decomposto em outras
simetrias, pertence ao grupo criado pela interseci® grupos de simetria utilizados na
decomposicdo. Apesar disso ndo ter sito explicitdenedescrito, algumas provas dessa
necessidade estdo descritas no capitulo 4 destaQssgrupos simétricos sdo apresentados no
trabalho de Chadwick, Vianello, & Cowin, 2001.
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Figura 1.1 — Hierarquia das classes simétricastitotingas com seus planos de simetria e a
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Diferentemente de muitos trabalhos que obtém apembassor isotropico mais préximo,
na metodologia apresentada por Tu, 1968, desenselwena decomposicdo na qual se alcanca
diversas simetrias cristalinas. Nas hierarquiagsgmtadas pelo autor, pode-se decompor um
material monoclinico — com plano de simetria caleote ao plana; — em uma soma de
tensores com simetria isotropica, hexagonal, tetralg ortotropica e monoclinica. A Figura 1.1
descreve oito grupos simétricos com seus planosirdetria. Nota-se, por meio das setas, a
decomposi¢do de um material monoclinico deve mangmetria original e, na decomposic¢éo,
adicionam-se outros planos de reflexdo. Ele — satemonoclinico — apesar de ndo constar no

trabalho de Tu, 1968, poderia ser decomposto coma soma entre um tensor de simetria



monoclinica, trigonal, cubico e isotropico, no qaaknsor cubico poderia ndo ser considerado.
Neste caso, além disso, vé-se que a mesma decg@pgmide ser produzida por uma soma
entre tensores de simetria trigonal e tetragoralqumel, a intersec¢édo dos grupos de simetria
utilizada na decomposigéo coincida com o grupardetsa monoclinica. Pontua-se, no entanto,
gue uma nova base tensorial ortogonal deve, erd@o, desenvolvida para a correta
decomposicao constitutiva. Entretanto, como vigsien trabalho e no trabalho de Browaeys &
Chevrot, 2004, que serd abordado mais a frentéers®res decompostos ndo retém todas as
caracteristicas fisico-matematicas que sdo ne@sgdara a correta definicho de um tensor
constitutivo. Como sera apresentado no capituladd aecordo com o trabalho de Browaeys &
Chevrot, 2004, as resultantes decompostas sdozesmtque tem o formato das simetrias
constitutivas apenas. Elas ndo sao positivo-deffjidparametro basico para um tensor
constitutivo descrever o comportamento de um nstezal.

A Figura 1.1 apresenta, além da hierarquia entatagses simétricas (por intermédio das
setas), a quantidade de planos suficientes paralefidcdo. Visto de cima para baixo e da
esquerda para direita, conjuntos sdo formados.mietsia triclinica ndo participa de nenhum
grupo. Para a simetria monoclinica, é necessangfimicdo de um plano simétrico. J& as
simetrias ortorrombica (que na Figura 1.1 estardascomo ortotropica), tetragonal, trigonal e
transversal isotropica (hexagonal) € preciso ant@d de dois planos simétricos. Devido as
reflexdes e aos axiomas de transformacéo, os quittoes aparecem naturalmente. Por fim, trés
planos devem ser descritos para as simetrias cUbidaotropica. No capitulo 2 serdo
apresentadas todas as simetrias constitutivasadastna Figura 1.1, com seu devido tratamento
matematico.

O trabalho de Chadwick, Vianello, & Cowin, 2001pya a existéncia de oito grupos
simétricos. Eles utilizam uma prova encontradarabatho de Cowin & Mehrabadi, 1987, cuja
gual um plano é considerado um plano de simetria setor normal a esse plano for um
autovetor tanto do tensor de dilatacdo quando motede Voigt (ambos serdo apresentados no
Capitulo 2). Chadwick, Vianello, & Cowin definemugios simétricos sendo materiais que séo
invariantes a especificos grupos de transformagdedazer essas definicbes, eles encontram
oito grupos simétricos, sendo eles: triclinico, pwimico, ortorrdbmbico, tetragonal, trigonal,
transversalmente isotrépico, cubico e isotropicaeonforme Figura 1.1. Além de provar a
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existéncia dos oito grupos simétritoms autores descrevem os grupos de transformagides
guais esses grupos simétricos sao submetidos. ,SPmitith, & Rivlin, 1963, demonstram todas
as transformacgfes necessdrias para cada uma adsasrexistentes — as 32 simetrias ja citadas,
com suas restricbes ja comentadas. Entretantorsdvdransformacdes podem ser idénticas,
principalmente em materiais de alta simetria, conaderiais com simetria cristalina cubica ou
hexagonal. Chadwick, Vianello, & Cowin, 2001, entddesenvolvem conjuntos de
transformacao irredutiveis e Unicos, para cadaasmdo grupos de simetria.

Ao utilizar a mesma prova — desenvolvida por Co8vikehrabadi, 1987 —, Browaeys &
Chevrot, 2004, desenvolvem uma decomposicao cotingiit por intermédio de uma
representacdo vetorial do tensor constitutivo. Camutilizagdo de projecdes, os autores
descrevem uma metodologia que transforma esse setstitutivo de uma dada simetria para
gualquer simetria mais alta. Eles consideram qualqger simetria triclinica pode ser
decomposta em seis tensores de diferente simBmaavéeys & Chevrot, 2004, p. 670). Mesmo
apresentando resultados bastante promissores ctagdoe as normas euclidianas das
decomposicées, chegando a resultados de mais ded86f& normd, os autores pecam, do
mesmo modo que Tu, 1968, num principio basico deansor constitutivo: sua positividade.
Na&o é dificil notar que todos os tensores res@famtesconsiderando o tensor isotropico, ndo sédo
positivo-definidos, pois em ambos os exemplos radss, 0s tensores ortogonais e tetragonais
resultantes tém pivés iguais a zero em duas egjliigiias/colunas, respectivamente. Fica claro a
ndo possibilidade de inversdo de tais tensores, premissa matematica basica para sua
utilizacdo em operadores lineares. O método desaduelos autores € similar ao descrito por
Tu, 1968, podendo ser aplicado de uma forma maigles e direta, mantendo ainda seu sentido
fisico. A diferenca entre os dois trabalhos (Tu68® Browaeys & Chevrot, 2004) estd na
caracterizacdo das simetrias constitutivas. Tu,8,1@@nsidera classes simétricas, conforme
Figura 1.1 enquanto Browaeys & Chevrot, 2004 watihzo conceito de familia cristalina,
conceito esse que sera brevemente abordado naloghit

O Unico trabalho, dentro do conhecimento do au¢ssa tese, que relata modificacbes

em sistemas elasticos lineares em funcdo da sardiiriensor constitutivo é escrito por Lodge,

12 gmith, Smith, & Rivlin, 1963, mostram apenas s&temas. Entretanto, o que os autores expdemssimilias
cristalinas, que sao definidas de forma distintaistemas cristalinos (que séo oito, conforme tidouneste texto).
13 por utilizarem uma apresentacéo vetorial do terestuzido de Kelvin (um vetor em um espaco 21-Djonceito
de norma para este caso é a norma euclidiana dodetomposto.
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1955. Ele modifica as equacdes de equilibrio tresigionais para materiais de baixa simetria
para seu formato isotrépico em funcdo da energialefermacdo. Por intermédio de uma
transformacao linear, ele gera relacdes entre @wipdades constitutivas para que um sélido
anisotrépico seja analisado da mesma forma que ataria@ isotrépico. Contudo, as relacbes
internas sdo muito restritivas, conforme o aut@co®/e em sua conclusao, e a possibilidade de
aplicacdo do método proposto € praticamente nula.

O Formalismo de Stroh (Ting, 1996) descreve a degio de um corpo elastico, dentro
das hipéteses de deformacgéo plana, utilizando umsapoblacdo com fungbes arbitrarias de
variavel complexa nos deslocamentos. Inserindo iagsgolacédo nas equacdes de equilibrio da
supramencionada teoria, Stroh obteve sistema dwaates e autovetores. Os autovalores tem
uma relacédo estreita com as propriedades congtituéi a simetria do seu tensor. Sao obtidos por
meio de um polinbmio caracteristico de ordem seipdr isso esse formalismo também é
conhecido como Formalismo Séxtico de Stroh). Dewdaitérios de positividade energética,
essas raizes sdo complexas e, portanto, apresergatdgares (raiz e seu conjugado). Os
autovetores sdo paralelos aos deslocamentos. Eoadimeento semelhante, é possivel obter um
vetor codirecional as tensdes no qual dominio ®gtito. Por intermédio dessas relacoes, pode-
se obter simultaneamente os vetores paralelosnaée®g e aos deslocamentos ao empregar a
matriz fundamental da elasticidade, que é escnitdumcdo do tensor constitutivo. Entretanto,
para isso, deve-se respeitar a ndo multiplicideake rdizes da equacdo caracteristica (ou do
polinbmio descrito acima). Ting, 1996, demonstra quanto mais planos simétricos o tensor
constitutivo tiver, maior a chance de multiplicida®ara o caso isotropico, por exemplo, as trés
raizes sempre sao iguais, sendo, portanto, umdeadegeneracdo matematica.

Com a ampliacéo do escopo deste formalismo pas dadimensionais (Nakamura &
Tanuma, 1997; Buroni, Ortiz, & Saez, 2010; Ting9@Pe de placas finas (Cheng & Reddy,
2003), algumas dessas necessidades nao se aldwambalho de Nakamura & Tanuma, 1997,
desenvolvem-se diversas provas mateméaticas pararisagho de solucdes fundamentais
tridimensionais em funcdo dos graus de degenerdgsioaizes do problema de autovalores de
Stroh. Ao final do seu trabalho, os autores destregolucdes fundamentais fechadas para
materiais transversalmente isotropicos cujas pedpdes constitutivas estdo em evidéncia.
Apresentam-se as solugdes para quatro casos datpereigue ocorrem nesta simetria, dos seis

casos possiveis para qualquer simetria. A impadéhesse trabalho esta nas provas de diversas
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identidades para o desenvolvimento das solucdedafoentais e suas derivadas, além das
solucdes apresentadas.

Wang, 1997, descreve solucdes fundamentais tridiimeais utilizando a representacao
integral da funcéo delta de Dirac em unido comoaidede calculo de residuos em integrais.
Ademais, o autor apresenta a primeira e segundeadas da solucdo fundamental (para casos
de analise de descontinuidades geométricas) eanmsdps nos quais a solucdo pode degenerar.
Apesar de ndo utilizar diretamente o Formalismdtteh, o desenvolvimento das solugfes é
muito proximo a autores que o utilizam. A chamagizagdo séxtica da elasticidade € idéntica ao
polinbmio de sexto grau de Stroh. Inclusive a egaagtegral por ele descrita (Wang, 1997, p.
45) e semelhante a proposta por Ting, 1996. Coraside que a integral é feita no dominio real,
depende de apenas uma variavel e o integrando odms dentro do dominio de integracao
(quando transformado para o dominio complexo), {s@daplicar com relativa facilidade o
teorema dos residuos. O autor apresenta, ndo iexplente, a solugdo fundamental e suas
respectivas primeiras e segundas derivadas pava nas degenerados e degenerados em todos
0S seus graus de degeneracéo.

Tonon, Pan, & Amadei, 2001, utilizam a metodoladgaWang, 1997, para o célculo da
solucdo fundamental tridimensional e apresentamitagi®®s numéricos aplicando essa solucéo
em um codigo que tem como base o MEC. Para o oaliad derivadas dessa solucéo, os autores
usam diferencas finitas centrais. Os resultados énigps apresentados para a simetria
transversalmente isotropica exibem boa correlagdm solucdes fechadas conhecidas na
literatura e, conforme o0s autores colocam, o tengo@ssario para seu calculo € bastante baixo.

Tavara, Ortiz, Manti, & Paris, 2008, expressam a solucao fundamentiingnsional
para simetria transversalmente isotrépica por iméelio do segundo tensor de Barnett-Lothe.
Esse tensor tem uma propriedade muito interesspae® bastante utilizada neste e em outros
trabalhos (Buroni, Ortiz, & Saez, 2010; Shiah, Ta&rlWang, 2012). Ele independe do mddulo
do vetor distancia entre o ponto campo e fonte mgredo apenas da direcdo deste. Ele também
representa uma funcdo caracteristica (ou modular)salu¢cdo fundamental e tem como
integrando a inversa de um tensor semelhante gortatilizado para o calculo dos autovalores e
autovetores do formalismo de Stroh (tensor de Gfiek). Ao analisar a inversa via regra de
Cramer, o determinante gera um polindmio caratisvisle sexta ordem que condiz com o

formalismo mencionado. Conforme outros trabalhas eitpdos, sdo necessarios procedimentos
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algébricos para raizes com multiplicidade, quecaso de simetrias transversalmente isotropicas.
Os autores aplicam a solucao fundamental, bem wae derivadas, em um cédigo humérico
baseado no MEC e obtém respostas muito préximasxai®s, mesmo quando o plano de
simetria isotropica do material estudado ndo dsthaalo com os eixos coordenados do sistema
em estudo.

Buroni, Ortiz, & Saez, 2010, utilizam o mesmo paiogento que o artigo anterior e para
a solucado das integragcfes, usam o teorema de ossiduintegral, conforme Wang, 1997. Este
teorema também resolve integral com mdltiplos pads desta maneira que se desenvolvem
solucBes para materiais degenerados (ou seja, ai@esrmultiplas na equacao caracteristica).
Para a integracado de uma funcdo com polo dergdmyve-se derivar o integrando- 1 vezes.
Para um material que tenha as trés raizes igusotrdpico), é necessario que se derive 0
integrando duas vezés Para a primeira derivada da solucdo fundamentacéssario que se
derive cinco vezes o integrando e, apesar de rtao @splicitamente descrito, para a segunda
derivada dessa solucdo seriam necesséarias oitvag@es do integrando. Além disso, as
derivadas da solucdo fundamental sdo escritas agédude um tensor de sexta ordem, que
apesar de ter varias simetrias internas, tém IRteindependentes. Os autores fazem estudos
de caso, aplicando a solucdo fundamental obtiddMB& e resolvendo diversos exemplos
obtendo resultados satisfatérios inclusive pardlpras com descontinuidade geométrica (cujo
qual é necessario o conhecimento da segunda darilzasiolucdo fundamental).

Shiah, Tan, & Wang, 2012, desenvolvem um procedioneamérico para a descricdo da
solucdo fundamental tridimensional para materidtirticos por meio da fungéo caracteristica
(ou modular) em termos dos angulos azimutal e petarcoordenadas esféricas. Quando a
funcdo modular € descrita por meio de coordenasfasieas, os problemas com manipulagédo de
tensores de alta ordem, encontrado em Buroni, ,O&ti’Saez, 2010, desaparecem. Outra
propriedade importante € que essa funcdo modylariédica em ambos os angulos (azimutal e
polar) em2r. Devido essas propriedades, a funcdo modular peddescrita por intermédio de
séries duplas de Fourier. As integrais dentro tenmlo supracitado sdo desenvolvidas por meio
da quadratura de Gauss. Em razdo da rapida varteg@ttegrando, € necessario o uso de 64

pontos para cada direcao de integracdo. Ademaiautmses utilizam 40 posicdes para cada

14 Cita-se que no integrando a ser derivado, a \@lrigansivel a esta operacéo se encontra no derdonir@uanto
maior o nimero de derivagdes que o integrando énetitlo, maior sera o grau polinomial e, portant@ism
suscetivel a instabilidades numéricas.
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direcdo no calculo dos coeficientes das séries adupTém-se, consequentemente, 1600
coeficientes que devem ser integrados numericamemted096 posicOes, cada. Apesar do
relativo peso computacional, esses céalculos deesrfegos apenas uma vez para cada material
analisado e devido a propria estrutura de célcsdo, facilmente paralelizados. Os autores,
inclusive, apresentam uma tabela com o custo cauojumal para o calculo da solucéo
fundamental e suas derivadas e comparam com augtzlologias encontradas na literatura.
Nos célculos das derivadas da solucao fundamendinp aparecer singularidades espaciais. Na
primeira derivada, os autores sugerem a utilizagiperturbacdes. Na segunda, transformam as
coordenadas espaciais para evitar degeneracOemut@es aplicam suas solucdes utilizando o
tensor constitutivo da alumina rotacionado arb#raente e obtém bons resultados quando
comparados a outras solucoes.

O Formalismo de Lekhnitskii (Hwu, 2010; Lekhnitskii981; Yin, 2000) considera o
equilibrio estatico de um corpo bidimensional déhao por uma superficie cilindrica. A se¢éo
transversal pode ser finita ou infinita e o corpae ser descrito tanto com uma anisotropia
retilinea quando com uma cilindrica. Este formatismicia-se por expressoes para as tensdes
em termos de fungbes tensdo que satisfacam o beguie, por intermédio das equacdes de
compatibilidade, decompde-se o operador diferertgatexta ordem em um sistema algébrico
de sexta ordem. Esse sistema algébrico dependaidas da equacédo caracteristica do operador
diferencial, e conforme o Formalismo de Stroh, s&tapre de varidvel complexa. Os problemas
de degeneracdo matematica devido a multiplicidaderaizes da equacao caracteristica também
sdo encontrados neste formalismo

Na teoria de placas finas, existem, ao menos, tijmis de solucbes fundamentais: a
solucdo fundamental do operador bi harmoénico e lacdo fundamental do operador
anisotrépico (a solucdo para simetrias anisotr§pose degeneram é apenas uma reducdo da
solucao fundamental anisotropica). A primeira ézatila para materiais com simetria isotropica
e transversalmente isotrépica. A segunda, pararedrias restantes. Existem diversas solucdes
fundamentais para o caso anisotropico e elas s@sagpadas por LaMattina, Klang, & Eischen,
1998. Ao comparar trés solugdes fundamentais agEoas, os autores mostram que elas nao

15 pode-se fazer uma relacéo entre duas teoriasadespsemi-espessas e os formalismos de Stroh eitsiia A
teoria de placas de Mindlin esta para o formalistadtroh assim como a teoria de placas de Reisst@para o
formalismo de Lekhnitskii devido o fato, jA& cometdaque os primeiros partem de campos de deslotameros
segundos de funcdes tensdes.
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sdo iguais, porém equivalentes. Um problema derw#ocontorno bem posto consiste em
equacoes governantes e condicbes de contorno. uagd diferencial ndo-homogénea tem
duas solucdes: uma relacionada com a parte homagenequacao (solucdo complementar),
gue normalmente tém constantes, e outra ligadarté pao-homogénea, que ndo € Unica. A
solucdo geral € uma combinacdo entre a solucdolepmaptar e as solucdes particulares. Ao
aplicar as condi¢cBes de contorno, obtém-se a wueid Conforme cita o autor, solucdes
fundamentais séo solucdes particulares: satisfagpeEmas a parte ndo-homogénea da equagao e,
portanto, podem ser multiplas. A maneira como dsras igualam as solu¢des fundamentais
apresenta um ponto bastante interessante. Denaminke raio de referéncia o coeficiente
polinimial da variavel que relaciona a distanci&rem ponto campo e forlfe Por intermédio
desse parametro, os autores relacionam as soldgadamentais. Cita-se, inclusive, que
alteracbes neste coeficiente, vinculadas as disgmeais do problema a ser resolvido, podem
acelerar a analise.

Westphal, Schnack, & de Barcellos, 1998, descrewera formulagéo interessante para
0 célculo do raio de referéncia para a solucdo dmmhtal de placas finas isotropicas. Em
diversos trabalhos encontrados na literatura, orvaééste coeficiente é distinto. Encontra-se
valores comd, —1 ou—1/2, por exemplo. Ao considerar a propriedade de i@&alde solucdes
da teoria de placas semi-espessas a sua respaetplacas finas, os autores obtém, por meio do
limite da solucédo fundamental na direcao transvelsdeoria de placas semi-espessas quando a
espessura da placa tende a zero e a rigidez dbacignto transversal tende a infirfiitoo valor
desse termo como sendd /2. Obtém-se, portanto, uma comprovagdo matematicaathy
deste raio de referéncia.

Paiva, Sollero, & Albuquerque, 2002, fazem uma carapao entre resultados da solucdo
fundamental isotropica com a anisotropica (Shi &iBe, 1988), quando o tensor constitutivo
utilizado para derivar a ultima solu¢do é muitoxpr®d de um tensor de simetria isotropica. E
demonstrado pelos autores que, para raios pequasosplucdes fundamentais sdo bastante
distintas, mesmo se construidas com propriedadestittdivas praticamente idénticas. Ja para
raios maiores, as solucdes ficavam aparentementellsgntes. Uma explicacdo mais concisa e

conclusiva sobre esses efeitos pode ser encontea@apitulo 2 e no Anexo | deste texto.

% Em outras palavras, seria todo o termo ndo migtigb pelo termo logaritmico, que esteja em fungéssa
variavel. Essa equacédo serd apresentada no capidelsta tese.
1" para manter a hipétese de Kirchhoff sobre a nddade das fibras transversais na superficie méd@mada.
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A decomposi¢cédo de Adomian (Adomian, 1994) dividedado operador diferencial ndo-
linear em duas partes: termo linear e termo n&miinA parte linear do operador ainda pode ser
dividida em duas outras partes que se diferenciaim gonhecimento da inversa do operador,
denominadas linear (termo que se conhece a inversagto (emainder termp O termo nao-
linear e, se for o caso, o termo resto sdo coraidsrcomo parte fonte da equacado. A solucéo é
obtida por intermédio de um sistema recursivo, igeere a influéncia da parte ndo-linear e do
termo resto na solugdo, passo a passo. A aproxindgdarte nao-linear € desenvolvida por
meio de polinbmios especificamente gerados pargp® & grau de nado-linearidade. Esses
polinbmios sdo denominados polindmios de Adomianfoenam uma série de rapida
convergénci&®, cuja prova é demonstrada por Cherruault & Adomit®93 e Abbaoui &
Cherruault, 1994. A analiticidade desta metodologga da pelo conhecimento da solucdo
analitica da inversa do operador linear quando @sea o termo fonte. Essa analiticidade se
propaga durante as operacgdes recursivas. Portaedeauma solucdo que deve ser truncada, ela
ndo é exata, na maioria dos casos.

Rao, 2010, utiliza esta decomposicdo para a solupdoequacbes diferenciais
generalizadas de Riccati. A equacao diferenciallim@ar ordinaria é separada em duas partes
no qual o termo inverso estd relacionado com aeparmporal da equacédo diferencial. Ele
resolve dois exemplos, apresentando a inversa @oadg e os polindbmios de Adomian,
necessarios para a aproximacdo da parte nao-liobtando resultados muito préximos com
solucdes exatas.

Biazar, Babolian, & Islam, 2004, demonstram qua dstomposicéo pode ser usada para
a solucao de sistemas de equacOes diferenciaibneg@oes ordinarias, obtendo bons resultados
guando comparados as solucdes exatas dos probEmamalise. Inclusive, como citam os

autores, pode-se ter uma 6tima estimativa da famaéitica fechada da solucéo do sistema.

1.2 PROPOSTA EANALOGIAS

A proposta de tese € a decomposicao da solucaarhertal de um operador linear, por
intermédio de uma decomposicdo constitutiva, ciiea@u mista, para evitar a degeneracao
matematica desta solucdo. Procura-se encontragdesfundamentais que antes degenerariam

por intermédio de outras solu¢cdes fundamentais @smm operador diferencial que né&o

18 Denota que poucos termos s&o0 necessarios paraprmamacao coerente.



17

degeneram ou que a degeneracdo matematica estélacemh uma parte conhecida da
decomposicao. Utiliza-se o0 mesmo conceito de deosit§o para obter a solucdo de materiais
de alta simetria por meio de solu¢cdes de matat@alsaixa simetria ou seu inverso: usar solucdes
de alta simetria para a obtencéo de solucdes debaiia simetria, como ja discutido na revisdo
bibliografica®®. Por meio da decomposicdo de Adomian, pode-seupiodima solucéo
fundamental regrada em um modelo hierarquico dastsas constitutivas que € baseado na
Figura 1.1.

Os operadores diferenciais lineares e suas regpedplucdes fundamentais que séo o
objeto deste trabalho correspondem aqueles queestest 0 comportamento elastico da teoria
de placas finas (utilizando as hipéteses da tedea placas de Kirchhoff) e solidos
tridimensionais. Cada uma das decomposicOes estsidadste trabalho tem formas de
abordagem diferentes. E necessario, portanto, exclis de certas nomenclaturas que seréo
utilizadas no decorrer do texto para o correto refiteento dessas decomposi¢fes. Uma dada
solucdo fundamental — tanto para problemas de ®ldoems como para elasticidade
tridimensional — é relacionada com o tensor cartstd e sua simetria. A equacao caracteristica
do operador linear é escrita em fungcédo dessasipdaples e, por intermédio das suas raizes, séo
construidas, efetivamente, essas solu¢gbes. Emsplmass, € utilizada a equagédo proposta por
Lekhnitskii (Shi & Bezine, 1988) e ela sera expttaano capitulo 3. Neste capitulo, sera
mostrada a equacgao caracteristica para o casasiidade tridimensional, que é intimamente
ligado a expansao do formalismo de Stroh aplicadlenainios tridimensionais.

A solugédo fundamental produzida por meio de umaegsnstitutivo ndo-decomposto
serd denominadaolucdo fundamental verdadei@u somentesolucdo verdadeirae o tensor
correspondente sera intituladensor constitutivo verdadeird= importante pontuar que um
tensor constitutivo verdadeiro ndo tem relacdo esnpropriedades elasticas de um material
existente na natureza. Inclusive, pode-se obtesotes verdadeiros via materiais hipotéticos.
Aquelas solucbes que sao desenvolvidas por tendecesnpostos ou por solugdes decompostas

correspondem asolugdes fundamentais ficticau somentesolucdes ficticia® seu respectivo

19 Como exemplificado ao se comentar o trabalho del@rck, Vianello, & Cowin, 2001, sobre a decompaside
um material com simetria monoclinica cujo qual psededecomposto por meio de uma soma entre umieiatem
simetria trigonal e outro com simetria tetragor@nforme a Figura 1.1, os dois Ultimos materiais $@ais
simétricos” que o primeiro.
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tensor € denominaddensor constitutivo ficticio Uma melhor compreensdo dos termos
introduzidos se dara nas explicagbes das deconfigesécna propria analogia ao tema proposto.
A forma da solugcdo fundamental ficticia depende dé@omposicdo utilizada. Na
decomposi¢cdo cinemética, a solucdo ficticia é igaaum somatério finito de solugbes
fundamentais verdadeiras desenvolvidas por meiatiizacdo de tensores constitutivos de
diferente simetria. Tendo em vista que a forma aac8o ficticia jA é conhecida, a relacdo
incégnita é entre os tensores das solucdes fundaimererdadeiras que compdem a solucdo
ficticia. No caso da decomposicdo constitutiva, @@nrelacdo supramencionada € cognita, a
relacdo ndo conhecida é entre as solucdes fundamemrdadeiras que descrevem a solucéo

ficticia.

(@) (b)
Figura 1.2 — Representacdo de um sistema massacorolga) Molas em série e (b) Molas em

paraleld®

Existem diversas analogias que se assemelham aspacgqui apresentada. Uma delas é
a soma de molas em paralelo e em série (Figurapard)a obtencdo de um sistema com uma
Gnica mola. Essa analogia é interessante, poigeinsa conceito correlato as decomposicdes e,
além disso, demonstra algumas de suas restric@esoma em série de molas (Figura 1.2 (a)), o
inverso da rigidez ficticia — que € uma rigidez dgsa em conta resposta todas as molas em
série, neste exemplo — € igual & soma das invelaagigidezes verdadeiras das molas. O
deslocamento relativo a cada mola verdadéifae,) € somado para obter-se o deslocamento
ficticio e a forca aplicada nas molas verdadeirasnéesma. E importante ressaltar que se tém
trés informacdes quanto a obtencdo da solucdo algona da Figura 1.2 (a): relacdo entre a
rigidez ficticia e as rigidezes das molas verdadeiforca atuante e deslocamento ficticio em
funcdo dos deslocamentos relativos a cada mol@slo@ghmentos verdadeiros.

O caso da Figura 1.2 (b) é levemente mais compkexage analisar no ponto de vista da

decomposicdo que se propde. Nesta figura, configri@ caso no qual o deslocamento ficticio

% Imagens retiradas do site http://en.wikipediawikj/Series_and_parallel_springs.
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do sistema é idéntico ao das molas verdadeirasprga faplicada a ele € decomposta
ponderadamente em funcdo das rigidezes verdadeiestas sdo somadas para a obtencédo da
rigidez ficticia. Ao analisar o sistema, entretaqor intermédio da influéncia de cada uma das
molas _verdadeiras no resultado do sistema, outeds;Oes sdo geradas, que sdo mais
interessantes para a explicacdo da proposta. Abtveecada uma das molas verdadeiras como
um sistema separado (ou seja, como se as outras m@b existissem), obtém-se um valor de
deslocamento relativo aquela mola apenas. Ao rpagnovamente o sistema, observa-se que o
deslocamento ficticio pode ser obtido por interraéienas dos deslocamentos relativos a cada
uma das molas verdadeiras quando submetidas &fiictica (e ndo a ponderada, de acordo com
o que foi explicitado acima). A relacdo é que a&isa do deslocamento ficticio € igual a soma
das inversas dos deslocamentos relativos verdaddiragidez ficticia mantém-se a mesma (a
soma das rigidezes verdadeiras das molas parakelasYorca, para respeitar a relacdo das
inversas do deslocamento, permanece igual para gada das molas, portanto, ndo ha
ponderacdo da forca aplicada no célculo dos desleatos relativos das molas em paralelo.

-~

keq Decomposigio

Decomposigio Constitutiva
Cincmdlicy

Decomposi¢do
Mista

Figura 1.3 — Decomposi¢des Cinematica, ConstitudivMista em funcdo da analogia

apresentada

A equivaléncia de molas em série e em paraleloretdgionada com a decomposicao
cineméatica e constitutiva, respectivamente, confommostra a Figura 1.3. A proposta do
trabalho, com relacdo a analogia apresentada &, gue intermédio de uma “mola ficticia”,
“molas verdadeiras” que podem ser dispostas era efsu em paralelo. E importante destacar,
entretanto, que para ambas as decomposi¢des, quansiolerado a analogia, expressam-se as

! Imagens retiradas e modificadas do site httpu/iéipedia.org/wiki/Series_and_parallel_springs.
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relacbes entre deslocamentos e rigidezes ficteciasrdadeiras. As Ultimas sdo expressoes que
dependem da simetria constitutiva e, também, daslighes de contorno. Sera visto nos
préximos capitulos que a rigidez de um sistemaietheada mais € que a transformada inversa
de Fourier da inversa da transformada de Fourieraglor diferencial em andlise. As condi¢des
de contorno de radiagcdo de Sommerfeld sdo condaeram operacdes aritméticas para a
obtencéo da solucdo fundamental de um respectigmdpr (e neste caso, € necessario que ele
seja linear). A analogia € escalar e, apesar d@odatque a equacéo diferencial de placas finas
também o seja, as propriedades constitutivas desaodoperadores sdo agrupadas em matrizes
(ou tensores, com suas respectivas propriedadasjo&ssim, o tratamento das equacdes é mais
complexo do que o apresentado. Ainda, a restricgmamencionada esta na utilizagdo das
decomposi¢cBes de forma simultanea. Por interméaiBigura 1.3, pode-se verificar claramente
a impossibilidade de tal desenvolvimento, apesamagematicamente, este ser possivel. Nos
proximos capitulos, provar-se-a que apenas comeunsot constitutivo igual a identidade pode-

se utilizar ambas as decomposicées simultaneafiente

1.3 ORGANIZACAO DO TEXTO ENOTACOES

7

A proposta desse trabalho, entdo, € obter, por rdeiodecomposi¢cées do tensor
constitutivo ou da propria solucdo fundamental,usi®s que ndo degenerem ou que a
degeneracdo esteja em uma das solucdes reais dansiducao equivalente e a sua resolucao
seja conhecida. Este texto esta dividido em seteegaalém de dois anexos. O capitulo 2
apresenta as diversas simetrias constitutivas gamginios tridimensionais bem como para a
teoria de placas finas (tensor constitutivo redajzi® capitulo 3 descreve métodos de obtencgéo
de solugbes fundamentais, tanto para o caso tmdiimeal quanto para o caso de placas finas.
Neste capitulo também se encontra uma pequendoeléstransformada de Fourier. No capitulo
4, explica-se as duas decomposicbes do tensoritatinet relatadas na revisdo bibliografica
além de uma terceira, que mantém a positividadefiaicfio, além das simetrias tensoriais.

Demonstra-se, no capitulo 5, as decomposicdes agitadneste trabalho. S&o discutidas

20 que é diametralmente diferente da decomposigétanmapresentada na Figura 1.3. A decomposicata mis
considera, inicialmente, uma decomposi¢do cinemapara que, em uma das solu¢cdes decompostas, a
decomposi¢do constitutiva seja aplicada. Podetsbém, apos a aplicacdo de uma decomposicao coinstitu
aplicar em uma das resultantes uma decomposic&mnéiica (ndo mostrado na Figura 1.3). Entretardio, é
possivel, simultaneamente aplicar a decomposigé@msitica e constitutiva.
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propriedades e restricbes de cada uma das decadg®sicinematica, constitutiva direta e
utilizando a metodologia da decomposicdo de Adojpana os operadores diferenciais objetos
deste trabalho. No capitulo 6 encontra-se uma siéicua cerca de cada resultado obtido e um
breve resumo da tese. Dispde-se no capitulo 7 fagdmeias bibliograficas utilizadas neste
trabalho. No Anexo | € mostrado uma alternativapss de utilizacdo da solucao fundamental
anisotropica de placas finas para a obtencdo deostss de simetria isotropica, sem as
probleméaticas encontradas na perturbacdo do teasstitutivo. Ao final de cada capitulo se
encontra uma pequena concluséo sobre os temadismléidos. A partir do capitulo 4, a tese se
reveste de originalidade.

Duas notacdes sdo predominantes neste texto: arisgne a indicial. Na primeira
notacao, tensores de segunda ou de alta ordemriganatdo escritos em letras capitais e em
negrito. Tensores de primeira ordem e vetores sd@fadps em letra mindscula e em negrito.
Tensores de ordem zero (escalares) sédo representadim em letras capitais quanto em
minudsculas, porém sem negrito. Na notacdo indisejue-se a relacdo entre letras mailsculas e
minusculas. Entretanto, ndo € usado negrito, porsleam de tensores é descrita pela quantidade
de indices que, repetidos, denotam somatorio sobegiacdo desses indices, a ndo ser que seja
explicitamente dito o contrario. A variacdo dosided sera sempre explicitada apos a

apresentacao das equacoes.
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2 SIMETRIAS CONSTITUTIVAS PARA SISTEMAS TRIDIMENSIONAIS E DE

PLACAS FINAS

Solidos podem ser classificados como cristalinasde-cristalinos (ou amorfos). Um
material é identificado como cristalino quando hdeoamento atdbmico de longa distancia,
formando uma estrutura tridimensional chamada de wzistalina. Esse padrao de estrutura
espacial e suas simetrias internas desempenhanapeh importante em diversas propriedades
fisicas. Metais, materiais ceramicos e alguns misipodem ser classificados como cristalinos.

a¥*c

a, B,y #90° a #90° atb#c a=p=y # 90°

, ¥ =90° 1
7\ Y2

a
a a a 7
b a

a

“

(a) (b) (c) (d) (e) (f) (9)
Figura 2.1 — Forma geométrica das células unitéiagssete simetrias e relacdes angulares e de
tamanho de aresta: (a) Triclinico (b) Monoclinich@rtorrébmbico (d) Trigonal (e) Tetragonal
(f) Hexagonal (g) Cubica

O ordenamento de longa distancia pode ser desmitama geometria caracterisfita
(ou padréo), que se repete por todo o soélido, devawta célula unitaria geométrica (Figura 2.1).
Por intermédio dessa célula e seu formato espaditdm-se uma série de propriedades fisicas

como planos principais de deformacéo, fator de eotpaento, transparéncia entre outras. Para

23 Imagens retiradas e modificadas do site: httpwigipedia.org/wiki/Crystal_system.
4 Também chamada de reticulo.
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a averiguacdo das propriedades mecanicas, confydmas a geometria da célula e certas
simetrias internas sdo importantes, pois elas dstraon de forma natural os possiveis planos
simétricos além de angulos importantes (como oslésgle Euler). Devido a isso, as simetrias
apresentadas na Figura 1.1, podem ser descritasupsr células unitarias, de acordo com a
Figura 2.1. E importante citar que nesta figuregnas os casos mais gerais (ou de menor
simetria interna) sao colocados.

Tabela 2.1 — Classes Simétricas

(a) Solidos Tridimensionais (b) Placas Fifias
Sistema Constantes Sistema Constantes
Cristalino Independentes Cristalino Independentes
Triclinico 21 (18) Monoclinico 10
Monoclinico 13 (12) Ortorrdmbico 7
Ortorrémbico 9 Tetragonal 5
Tetragonal 7 (6) Trigonal 4
Trigonal 7 (6) Hexagonal 4
Hexagonal 5 Clubico 3
Clubico 3 Isotrépico 2
Isotrépico 2

A Figura 2.1 pode ser explicada por intermédio @temininacdo entre trés vetores
espaciais, que contém informacdes sobre os angliretor e tamanho das arestas da célula
unitaria. A origem desses vetores é um dos vértieesélula. A Figura 2.1 (a) representa um
material triclinico. Observa-se nela que essesvieéwres tem norma e angulos diferentes. Isso
faz com que a célula unitaria de um material trict tome praticamente qualquer formato. Um
material da simetria monoclinica, de acordo comgarg 2.1 (b), tem as trés normas vetoriais
diferentes. Entretanto, dois angulos entre esdesegesdo de 90°. A Figura 2.1 (c) representa um
paralelepipedo e mostra a célula unitaria da simnetrtorrombica. Os vetores tém normais
diferentes e sao ortogonais entre si. O caso tigapresentado pela Figura 2.1 (d), tem relagéo
de igualdade entre as normas e seus angulos, qudifeéentes de 90°. A simetria tetragonal,
demonstrada pela Figura 2.1 (e), tem seus angakisipnados de forma ortogonal. Além disso,
dois desses vetores tem mesma norma. Ja a sirhekagonal tem dois vetores com mesma
norma e posicionados entre si a 120°. O terceta ¥enormal aos outros dois e pode ter ou nao
norma diferente. A Figura 2.1 (g) apresenta a aémitaria de um material cubico (no qual a

simetria isotropica pode ser inserida). Todos dsres sdo perpendiculares entre si e tem a

% Em funcao da simetria ao plampr,. N&o sdo apresentadas as constantes elasticasiaisse
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mesma norma. Cada uma das relacbes acima deguaitasas simetrias constitutivas criam
restricbes as deformacgfes (conforme Smith & RiviiB58) e alteram a forma do tensor
constitutivo, fazendo com que delimitacbes aparegaaiterem a quantidade de informacao
necessaria para descrever o comportamento meamiom solido. A Tabela 2.1 apresenta esses
sistemas em func¢do do numero de constantes efrticassarias para a completa descri¢cdo, em
gue o numero entre parénteses descreve as coss@asticas essenciais do comportamento
mecanico do material tanto para sélidos tridimereim

Os sete primeiros grupos apresentados na Tabel@ap (hue estdo de acordo com o
proposto por Chadwick, Vianello, & Cowin, 2001 evdo & Mehrabadi, 1995) podem ser
subdivididos em 32 classes cristalingsift symmetry conforme Tu, 1968, Smith, Smith, &
Rivlin, 1963, e Cowin & Mehrabadi, 1995, cuja ddaciacdo se da pela quantidade e tipo de
transformacdes invariantes, como reflexdes e retaetn funcdo de um sistema de coordenadas.
A titulo de exemplificacdo, existem outras duasmias de agrupar os materiais cristalinos:
familia cristalind® e sistema do reticulaffo(que pode ser dividido, também, no reticulado de
Bravais, que tem 14 subdivisbes). Marczak & Der{# 0, utilizam o conceito de familia
cristalina, e, por esse motivo, ndo se encontrératzalho citado a simetria trigonal que nada
mais é uma subdivisdo da familia hexagonal, se distacordo o sistema cristalino.

O sistema descrito na Tabela 2.1 advém das tranafdres invariantes do tensor
constitutivo que representa matematicamente o rakatEéssas transformagdes estédo intimamente
ligadas a estrutura cristalina do material e agdmse quantidade de planos reflexivos ou eixos
de reflexdo. Um exemplo simples € um material nal qua forma cristalina tem arranjo
paralelepipédico (Figura 2.1 (e), por exemplo).cBastituirmos um sistema cartesiane=
{x1 x2 x3}ondex; ex, sdo colineares com as arestas de tamarg, 0 € com a aresta de
tamanhoc, pode-se rotacionar esta célula em torno do ejxemn/2, m e3n/2 - fora a
rotacdo dem - sem que sua configuracdo espacial se alter&én®be entdo, transformacdes
invariantes (quatro, no total) ao tensor constitutiAs transformacdes acima descritas séo
simplesmente a matriz de rotagdo canbnica em tdme&ixox;. Como esse tensor é uma

representacdo de propriedades que tem sentido #sicfuncdo da direcdo que atuam, essas

% Tem apenas 6 divisdes. Tem a mesma divisdo quistems do reticulado, entretanto a simetria trijana
hexagonal estéo inseridas dentro da familia dnstdlexagonal.

*’ Também ¢ dividida em 7 sistemas, diferencianddessistema cristalino e da familia cristalina entemiais
hexagonais, que séo divididos em romboédrico eduma. O grupo é definido pela geometria do reticul
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transformacdes forcam que certas relacdes intesgjam obedecidas. Cada sistema cristalino é
definido por um grupo de transformagfes cujo qué&rsor constitutivo é invariante. Quatro
axiomas sdo necessarios para definir esse grupwiffC& Mehrabadi, 1995): fechamento,
associatividade, identidade e inversas. Fechantsmota que o resultado do produto entre dois
elementos que fazem parte de um grupo também astil@ nele. Associatividade corresponde
a propriedade cuja qual a sequéncia do produtaédeeiementos ou mais é indiferente ao
resultado. O axioma da identidade relata que ewstod grupos, existe um elemento identidade
gue, no exemplo acima se daria pela rotagcdprdd?or fim, inversas remete a atribuicdo que
cada elemento do grupo tem inversa e ela € degpaitamatriz transposta desse elemento. O
segundo e o quarto axiomas sao propriedades ratadlgebra matricial.

Para a apresentacdo das simetrias dos tensordgutivos descritas na Tabela 2.1, é
necessaria a exposicdo da Lei de Hooke generalizsta lei descreve o comportamento
mecanico de materiais cujo qual seu comportamestsidnal varia linearmente com as
deformacdes. Sendo assim, tem-se que:

Tij = CijrsExs (2.1)
segundo o qudl;; e £ sdo os tensores tensdo (tensao de Cauchy) e dgfwnideformacao
infinitesimalY® de segunda-ordem ®jrs € 0 tensor constitutivo de quarta ordem (tens@ qu
agrupa os coeficientes de proporcionalidade, onsteotes elasticas). Os indideg, k es
variam de 1 a 3. Existem trés simetrias que re@nno tensor constitutivo e essas simetrias séo
independentes as relacionadas ao material (sédpendentes da geometria da célula unitaria e a
guantidade e posicdo dos planos e eixos reflexiielgs sdo a simetria do tensor tensao
(T;; = Tj;), do tensor deformacdd;; = E;;) e o requerimento termodindmico de que ndo ha
trabalho produzido por um material elastico em uctodechado. Essas restricdes sdo escritas,
respectivamente, como:

Cijks = Gjiks Cijks = Cijsk Cijks = Crsij (2.2)
As simetrias acima mencionadas reduzem as constaldtsticas independentes de 81 para 21.
Pode-se reescrever a equacdo (2.1) de forma geasortconstitutivo de quarta ordem seja

reduzido a um tensor de segunda ordem (segund@mgéoode Voigt). Sendo assim, tem-se:

8 J4& se considera a hipétese dos pequenos desldcamen
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06={T11 Ty Tsz Tp3 Tiz Ti}" ={01 02 03 04 05 0g}7 (2.3.b)
e={Ey1 Ey; Es3 E3 Ei3 Epp}i={&1 & & & & &)} (2.3.c)

[C11 Ciz Gz Cia Cis Cie]
Cry Ca3 Cyy Cys Cye

C= C33 C3q (35 (36 (2:3.0)
Caa Cus Cue
Css  Cse
| sym Ce6-

no qual os indicese; variam de 1 a 6 &; e¢; sdo tensores de primeira ordem que agrupam as
tensdes e deformacdes, respectivamente. A relaté® @s indices da equacado (2.1) com os da
equacao (2.3.b) — (2.3.d) é descrita na forma:

11-1 22 - 2 33 -3 (2.4)

23 >4 13 -5 12 -6
e esta de acordo com os trabalhos encontradodenatura (Chadwick, Vianello, & Cowin,
2001; Marczak & Denda, 2010; Cowin, 1989).

A equacao (2.3.a) descreve o estado tensorial par das deformacdes em um problema
da elasticidade tridimensional. Para o caso deapldinas, por se tratar de um problema de
deformacdo e tensdo plana simultdnea, a relac&Adateformacdo € escrita de forma
semelhante. Elimina-se das equagdes (2.3.b) e€a8posicdes 3, 4 e 5 dos vetores e altera-se

o tensor constitutivo de segunda ordem nas forndisiais e matriciais (Cheng & Reddy, 2003),

como:
~ Ci3Cj3
Co.=Cii —
ij A (2.5.a)
_ Cin Gz Cie 1 Clz  Ci3Cas Ci3Cs6
C= C2 (26 T €3 Ca3Cs6 (2.5.b)
sym C66 33 sym 63?6

sabendo quéej variam em 1, 2 e 6. O tensor expresso nas equéZdds) —C — é chamado de
tensor constitutivo reduzido. O que se nota cora egslacao é que esse tensor ndo apresenta as
propriedades constitutivas contidas na quarta at@gdinha/coluna. Isso é uma consequéncia

direta da hipotese de Kirchhoff com relacdo a memgéio da perpendicularidade das fibras



27

normais a superficie média da placa. A eliminacAaelceira posicdo dos vetores tensdo e
deformacédo sdo devidas a hipotese de tenséo edef@o planas. O efeito de flexibilidade, ou
seja, reducdo das propriedades constitutivas, @esequéncia disso.

Observa-se que a equacdo (2.5.a) é similar a desicAp do tensor constitutivo
proposta por Kelvin (Marczak & Denda, 2010), aoanajue o produt@;;C;; € um produto
externo entre vetores iguais, sendo{€lg C,3 C3¢}. No entanto, é impossivel de se obter
uma resposta para a primeira matriz do lado di#tcequacédo (2.5.b), outra para a segunda
matriz do lado direito desta mesma equacao e delsemwma solucdo a partir dessas duas
solucbes — que é exatamente o que é proposto teedte tendo em vista a decomposicao
constitutiva. A segunda matriz da equacao (2.5.ggrda por meio de um produto externo,
portanto, é singuld’. Sendo assim, a decomposicdo de Kelvin ndo podeissela para a
decomposicao da solucdo fundamental via supermpgiod tensores constitutivos. Por este
mesmo motivo que as decomposicdes propostas pwaBys & Chevrot, 2004, e Tu, 1968, ndo
devem ser utilizadas, pois elas geram tensoregitdives singulares. I1sso serd abordado com
mais detalhes no capitulo 4. Para a apresentagasirdatrias e suas resultantes na elasticidade,
serdo utilizadas as equacdes (2.3.d) e (2.5.bppdssibilidade ocorre quando da necessidade de
positividade de todos os tensores envolvidos nardposicéo.

O trabalho de Smith, Smith, & Rivlin, 1963, des&@s transformacdes invariantes das
32 classes cristalinas que respeitam o teoremastigcéo cristalografico. Por intermédio dessas
transformacdes, pode-se entdo encontrar as relggéegem a seguir. A notagcdo, bem como o0s
tensores, segue o trabalho de Cowin & Mehrabad5.1€@ontudo, antes da avaliacdo dos oito
grupos descritos na Tabela 2.1, é necesséria @migifimatematica de simetria constitutiva. Os
tensores constitutivos estdo descritos no sistent@ordenadas cartesianos: {x1 X2 X3}e
por ser um tensor de quarta ordem, a transforn@gste tensor a um novo sistema coordenado é

descrita como:

C = MynMjn Mo Msp Crnop (2.6)

!
ijks
no qualc;j,s denota o tensor constitutivo na nova configuradfié, uma matriz transformagéo

unitaria (que seque 0s quatro axiomas ja descetas) indicesn, n, o ep variam de 1 a 3. As

2 Toda a matriz gerada mediante um produto extemdorman @ m, no qualn em sdo vetores, tem, por
definicdo, ranque 1 (dependéncia linear entre firddau colunas da matriz resultante). Consideragu@oo tensor
resultante tem dimensdes 3x3, existe dois grasindelaridade.
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matrizesM estéo listadas no trabalho de Smith, Smith, &iRjv963. A titulo de reproducéao,

essas matrizes sdo escritas como:

100 -1 0 0
MO =10 1 ol M®=|0 -1 o (2.7.a)
0 0 1 0o 0 -1
-1 0 0 1 0 0 1 0 O
M® =0 1 ol M®P=]0 -1 ol M® =0 1 o0 (2.7.b)
0 0 1 0 0 1 00 -1
1 0 0 -1.0 0 -1 0 0
M®=10 -1 0|MP=|0 1 0o|M®=|0 -1 0 (2.7.c)
0 0 -1 0 0 -1 0 0 1
100 0 0 1 010
M® =10 0 1| MU9 =0 1 ol MDD =[1 0 o0 (2.7.d)
01 0 100 0 0 1
01 0 0 01
M2 =10 o0 1| M®™® =1 0 o0 (2.7.€)
100 010
[—1/2 \/§/2 Ol [_1/2 _\/§/2 Ol
M9 = MO =
~V3/y =1/, 0 Vify =1y 0 (279
l 0 0 1J lO 0 1J

CasoCjj,s = Cijks, €xiste simetria na direcdo de transformacdo dsoteconstitutivo. Para o

tensor constitutivo de segunda ordem, a equacépfi@a:

Ci’j = RmianCmn (28&)
M M3, M3 M1 M3, Mi1 M3 M1 My,
[ MZ, M3, M3, M3;M>; M1, M3, My, M;, } (28b)
—| M3 M3, M3, M33M33 Mi3Ms33 Mi3Ms3
2My3Myy;  2ZMy3Myp  2M33Msy;  MagMszp + My Msz  MizMsy + MipMss MyzMay + MypMas
2My Myz 2ZMy Mp3  2M3y Mz MMz + My Msz  MyyMag + M3y Mys My Maz + My M3
2My1 My, 2My1 Moy 2M3iMz;  M3iMay + My Mz, M3y My + MMz, MpyMyp + My My,

Por meio da matriz de transformacéao da equacad)2@de-se entdo verificar a simetria na
gual o material esta inserido ou mesmo encontraplamo de simetria. A explicacéo fisica de
cada uma das matrizes de transformacdo das equ@dg®sta descrita em Smith & Rivlin,
1958 e em Smith, Smith, & Rivlin, 1963, em que seoatra, também, as relagbes entre as
matrizes de transformacédo devido o axioma de feehtom As matrizeR (eq. (2.8.b)) estéo
explicitadas no trabalho de Cowin & Mehrabadi, 199%omo no trabalho de Smith, Smith, &
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Rivlin, 1963, apresentam-se também o0s produtose esdr matrizes contidas no grupo de
transformacéo.

Outra forma de se conhecer os planos simétricosindetensor constitutivo € por
intermédio do vetor normal a este plano. Cowin &kédadi, 1987, provam que sdo condicdes
necessarias e suficientes para um vgiodefinido entR® e constituindo uma triade ortonormal
juntamente com os vetorgs ens, ser um eixo refletivo (ou um vetor normal ao plano

simétrico) se forem satisfeitas as seguintes afiéest

Cijies1 M N1 = (Cmnopnlmn1n7710771p)771i (2.9.a)
kaﬂ’l ( pkkqM1,M1, ) (2.9.b)
Cijikn; = (Cqukmp?hq) e (2.9.c)

CijimMz M2 = (ConnopMan T2yl ) M1y (2.9.d)

(2.9.e)

Cijkmn3j773k771m = (Cmnopn3n773o771m771p)771i

A introducéo de trés tensores facilita o entendimelas equacdes (2.9). Eles sdo os tensores
acustico (ou de Christofell), de Voigt e de dildia@ sdo escritos, respectivamente, na seguinte

forma (Chadwick, Vianello, & Cowin, 2001):

Qij(Mx) = CirjsNx;Nx, (2.10.a)
. _ [C11 + Cs5s + Cg  Ci+ Cop+ Cas  Cis + Cag + Css
CHPt = Cigjpe - € = Coz + Cyq+ Cop (g + (34 + Csg (2.10.b)
i sym C33 + Caq + Css
_ [C11+ Ci2+ Ci3 Cig + Ca + C36  Cis+ Cas + C3s
Cd‘l = Cijkx -~ C¥ = Cig+Cop+ (o3 Cip+Coy +C3y (2.10.c)
sym Ci3 + Cy3 + (33

onde o subindic¥ toma valores de 1 a 3, bem como os indicgsk es. Por intermédio dos

tensores acima descritos, reescreve-se as equac@ede modo que:

Qi @)m1; = (Qua @y, ) M, (2.11.8)

; 2.11.b
Civjmnlj = (Cv lﬂ1pn1q) M1, ( )
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. . 2.11.c
Cg-ll?hj = (C,‘félﬂ1p771q)771i ( )
2.11.d

Qi,-(nz)m, = (qu(nz)m,,mq)mi ( )
(2.11.e)

Qij(773)771]- = (qu('?3)771p771q)771i
e, por intermédio das equacdes (2.11.a), (2.1)(2)14.e), pode-se provar que:

Qi (1) + Qi;(m2) + Qi;(ms) = ' (2.12)
gue confirma que se um vetor € um autovetor doteadistico, ele o sera do tensor de Voigt ao
multiplicar ambos os lados pelo vetpre considerar a normalidade entre a triade. Odsenti
fisico das equacbes (2.11.a), (2.11.d) e (2.11expécado por intermédio de dois conceitos em
propagacao de ondas: direcao especifica (eq. §3)ElLeixo especifico (egs. (2.11.d) e (2.11.e))
(Cowin, 1989). As equac0es (2.11.b) e (2.11.c) @esen que, para que 0 Velpr seja colinear

a um eixo reflexivo, ele deve ser um autovetor dessores de Voigt e dilatacdo
simultaneamente (Chadwick, Vianello, & Cowin, 2001)

Para o caso de placas finas, os tensores de Vdgytldatacdo sao escritos como:

Ci1 + (i +Ci3 (i + (o6 + C36 0
cdil = Ciz + Cyy + Cy3 0 (2.13.a)
sym Ci3 + Cy3 + (33
C11+C6 Cie+C O
Cvot = Co2+Ces O (2.13.b)
sym C33

gue, por meio do tensor reduzido, é escrito como:

- Ci1 + Coz C~16 + €26 0 (Cis + Cyz + Cs3) Ciz3 C3 O
c4l = Ci,+Cpp O+ Con Gz O (2.14.a)
sym 0 sym C33
. Ci1+Css Cig+Cy 0 1 Cf3+C3 C36(Ciz+Cp3) O
' = Caz2 +Ces OfF E 33+ Cls 0 (2.14.b)
2
sym 0 sym C33

A seguir serdo apresentados 0s oito sistemas licrita A simetria isotropica ndo €
mostrada na Figura 2.1, pois ela € um caso espiialateriais cubicos, bem como a simetria
transversal isotropica, que é um caso especialimdatrsa hexagonal. Serd visto que, ao

considerar a divisdo por sistemas cristalinos, dmmportamento mecanico de um material
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gue apresenta simetria hexagonal se reduz ao spect&’o de um material transversalmente
isotropico. Apenas para o caso triclinico e momiadi que serdo apresentadas explicitamente as
matrizesR. Por intermédio do trabalho de Smith, Smith, & IRiv1963, ou Cowin &
Mehrabadi, 1995, pode-se obter todas as outraszemtpara outras simetrias. Atentou-se,
inclusive, para a grande quantidade de variacbesegsa matriz pode tomar em casos de alta
simetri&®. Desconsiderando as duas simetrias supracita@lasneetria trigonal, serdo mostrados
0s tensores constitutivos com ao menos uma sim@Etiaelacdo ao eixo;, ou seja, simetrias
gue tenham um plano reflexivo paralelo ao plajg devido o fato que a placa fina analisada
esta contida em tal plano. A ordem cujas simes@sapresentadas serd a mesma do trabalho de
Cowin & Mehrabadi, 1995.

Foi desenvolvida uma pequena rotinaspftwarede computacéo algébriddaple verséo
15 para a derivacdo das solucdes das equacdes. @drho entrada, o programa recebe um
tensor constitutivo que tem ou ndo alguns planoetsicos impostos. Sera visto, na explicagao
das simetrias, que se pode usar como base um temssiitutivo de outra simetria desde que
este contenha todos os planos reflexivos da senestudada. Outro dado de entrada € um vetor
normal a rotacdo produzida. Aplica-se uma rota@&ariada, em qué < 8 < /2, em sentido
destrogeno em torno deste vetor. As 15 equacdesemgesolvidas com relacdo a rotacdes dos
vetores da triadgp,, n, en; sdo apresentadas e pode-se verificar as necessidadrelacdes
entre constantes elasticas ou posi¢cédo de planiegivels a fim de se respeitar as restricdes de
simetria. Por intermédio desta rotina, obtém-sdodeaa consistente, todas as simetrias possiveis
para a elasticidade tridimensional. Por interméd&s equacdes (2.5), escreve-se o0 tensor

constitutivo reduzido relacionado com cada simetria

2.1 DESCRICAO DOS OITCBISTEMAS CRISTALINOS

A Figura 2.2 descreve o0s planos simétricos dos sigtemas cristalinos que seréo
apresentados neste capitulo. Eles estdo de acoml@x mostrados por Chadwick, Vianello, &
Cowin, 2001, na Figura 1.1. Entretanto, seus plaeosimetria estdo alinhados para a obtencgéo

do tensor constitutivo reduzido, em funcdo da @msta superficie média.

30 Na simetria cubica, uma tabela na qual se apresedias as transformacées possiveis para um maigsiao usa
duas paginas do trabalho ( Cowin & Mehrabadi, 1995274-275).
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Os cortes nos cubos da Figura 2.2 representam pkinetricos. Os chamados eixos
simétricos ou de reflexdo sdo diregcbes normaistes gganos. Em simetrias como tetragonal,
cubica e trigonal, os planos simétricos ndo alinsabs planos gerados pelo sistema coordenado
cartesiano tém angulos fixos com relacdo a est® & simetrias tetragonal e cubica, esse

angulo tem calor de/4. Para a simetria trigonat,/ 3.

(@) (b) (€) (d) (e) (f) (9) (h)
Figura 2.2 — Planos simétricos para as simetr@gstriclinica (b) Monoclinica (c) Ortorrémbica

(d) Tetragonal (e) Cubica (f) Trigonal (g) Hexagoffaansversal Isotropica) (h) Isotrépica
2.1.1 SIMETRIA TRICLINICA

De acordo com a Tabela 2.1 e o trabalho de SmitithS& Rivlin, 1963, materiais que
tem simetria triclinica, tém duas classes cristalifpedial e pinacoidal). As transformacdes

invariantes possiveis para este tipo de simetdaasématrize D, para o caso pediald™® e

M® para o caso pinacoidal. Contudo, ambas as tranafdes s&o involucionais resultando em
uma matriz de transformacao para o tensor contidé@hica a matriz identidadex 6.

De fato a simetria triclinica, no que tange a @aidde, trata-se de um sistema cristalino
cujo qual inexiste qualquer tipo de simetria emrdaocom a Figura 2.2 (a). Nela ndo se
apresenta nenhum plano de reflexdo, conforme ar&ifjl. O seu tensor tridimensional &
descrito pela equacdo (2.3.d) necessitando de @fripdades elasticas para a completa
caracterizacdo. Pode-se também escrevé-lo em fulec@B constantes elasticas essenciais e trés
angulos (angulos de Euler) intrinsecos ao tensostitotivo (Cowin & Mehrabadi, 1995, pp.
264 - 267). Por meio das relagbes providas nesibaltio, escolhe-se, com relativa
arbitrariedade, trés constantes a se anular. Igsod&izido por trés rotacdes que sao especificas
as constantes remanescentes. Os tensores de atilatagde Voigt sdo 0s mesmos que 0S
expressados nas equacdes (2.10.b) e (2.10.c)ctiespeente.
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Em placas finas, sdo necessérias 10 constantégadgsara definir completamente um
material anisotropico. O tensor constitutivo redozé idéntico ao da equacdo (2.5.b). Seus

tensores de Voigt e de dilatagéo estado descritas pguacoes (2.13).
2.1.2 SIMETRIA MONOCLINICA

A simetria monoclinica € dividida em trés classastalinas: domatica, esfenoidal e
prismética. De acordo com a Tabela 2.1, indepeedémtclasse, existem 13 constantes distintas
nessa simetria. Ela é definida por ter apenas amoptle simetria (ou um eixo reflexivo), vide
Figura 2.2 (b). Nesta figura esté definido que maiplano de simetria é alinhado com o plano
X1X, ou tendo seu eixo reflexivo colinear ao eixo aAai®ox;. Nota-se que a orientacdo deste
plano ndo é, necessariamente, alinhada com o sistengsoordenadas. Este alinhamento é feito
para se obter os respectivos tensores no seu fomas simples. Concordante ao método para
reduzir trés constantes elasticas de materialfnttos, é possivel gerar uma rotacéo arbitfaria
coincidente ao plano de simetria para se eliminaa wessas constantes. Ao utilizar as
transformacgoes invariantes explicitadas por Srfithith, & Rivlin, 1963, tem-se que:

(€11 Gz Ciz3 Cy O 0 7
C2 Coz Cpy O 0
C = C33 €34 O 0 (2.15)
Csys O 0
Css  Cse
L sym (s

que é diferente do proposto por Marczak & Dendal020Contudo € idéntico ao tensor
constitutivo apresentado por (Cowin & Mehrabadi93)9 Conforme descrito pelos ultimos
autores, fica claro que as transformacg6fes defipda$Smith, Smith, & Rivlin, 1963 para o caso
monoclinico definem que o plano de simetria sgjg (ou 0 eixo reflexivo colinear &). I1sso
pode ser provado por intermédio das equacdes {2.1lh vetor normal ao plano supracitado
pode ser escrito como:

n={1 0 07 =¢ (2.16)

3L A rotacdo ndo é completamente arbitraria em acocio uma discussdo encontrada em Cowin & Mehrabadi,
1995, p. 268
32 Cowin & Mehrabadi, 1995, utilizam rotagdes no tersonstitutivo e nao as férmulas das equagéed)(2.1
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ondee; é o vetor canbnico colinear ao eixg e, inserindo-o nas equacdes (2.11.a),

considerando um material triclinico, tem-se que:
Cis =0 Cis =0 (2.17.a)

e ao aplicar o mesmo vetor nas equacdes (2.11(dJL&.c), ja observando as igualdades das
equacdes (2.17.a), chega-se em:

Co6 + C36 =0 Cps + C35 =0 (2.17.b)

Co6 + C4s =0 Cas + Cpg =0 (2.17.c)
Ao inserir 0 mesmo vetor nas equacoes (2.11.d)1d @), e notando que um vetor normal ao
vetor da equacao (2.16) deve ter componente zedoegiox, , tem-se que:

Ca6b3 + (Cy5 + Ca)bybs + C45b3 =0 (2.17.d)

Cagb? + (Cas + C36)byb3 + C35b5 =0 (2.17.€)
Ao considerar a solugcao do sistema das equacded,(2hega-se na equacéao (2.15) provando-se
gue o plano de simetria monoclinica deste tenddaramhado com o plano cartesiana;. A

matriz R para o caso explicitado acima é:

1000 0 0
[010000]
R0 0 1.0 0 o0 (2.18)
0001 0 0
0000 -1 0
0000 0 -1l

Os valores-1 na 52 e 62 posicdo diagonal da maRida equacédo (2.18) denotam reflexéo
nessas dire¢cdes. Quando had uma Unica reflexdo,e@) guando os pivos das diagonais
relacionadas tem sinais diferentes, as constalésticas devem ser iguais ao seu valor negativo,
cuja Unica solugéo é a trivial. Isso ocorre ndsdgicolunas 5 e 6, ao se considerar a mitda
equacao (2.18). E por este motivo que ao obsemataz na equacio (2.15), essas propriedades
sdo nulasCs, € diferente de zero pois existe uma reflexdo duplanesmo ocorre para 0s
valores na diagonal nas supramencionadas linhas.

Sendo assim, as constantes que se anulam, deeskeglano de simetria e os tensores

de Voigt e de dilatacéo, séo:

Cis = (o5 = (35 = (45 = (16 = C36 = (36 = C46 = 0 (2.19.a)
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[C11 + Css + Cep 0 0
Crt = Co2 + Cuq + Cop (34 + C34 + (s (2.19.b)
sym C33 + Cyq + Css)
cait = Ci2+Cap+Co3 Cig+ Cop+Cay (2.19.c)
sym C13 + Cy3 + C33]

Se considerarmos que o plano de simetria do doréinj®,, conforme a Figura 2.2 (b),
chega-se na forma mais usual de se representarateniah monoclinico:

[ C11 Ciz (i3 0 0 Cie]
Cpy Gz O 0 Gy
C;z O 0 Cs6

C=
C44 C45 0 (2203.)
Css O
L sym Ces6-
_ Cll 612 Cl6 1 Clz3 C13C23 C13C36
C= Caz Co6| — Con C3s  Cp3Cs6 (2.20.b)
sym Cee 3 [sym C3,
no qual a matriR é descrita como:
[1 0 0 O 0 0]
0 1 0 O 0 0
R= 0 01 O 0 0
000 -1 0 0 (2.21)
0 0 0 0 -1 0

0 0 0 O 0 1
Para este plano simétrico € apresentado o tensetittiivo reduzido, pois € neste plano
gue ele é definido. O que se nota € que a fornmta tEssor na simetria monoclinica é idéntica ao
seu respectivo na simetria triclinica. Portantoapesta teoria estrutural, a simetria mais baixa
possivel é a monoclinica, em concordancia com enmhtque necessita de mais constantes
elasticas para sua completa definicdo (Tabela 2.1).
Ao analisar o vetor normal ao plano de simetriapativel com a Figura 2.2 (b), chega-

se nas relacgoes:

Css =0 Cap =0 (2.22.a)

Cis +C5 =0 Cis +Cy =0 (2.22.b)
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Ci5+ Cis =0 Csg+Cra =0 (2.22.c)
C15b? + (Csg + C14)b1by + Cagb? = 0 (2.22.d)
Cs6b? + (Cas5 + Cag)byby + C4b3 =0 (2.22.e)

Novamente, resolvendo-se o sistema das equac@23 ¢hega-se no tensor constitutivo
descrito pela equacdo (2.20.a). As constantes rallas tensores de Voigt e de dilatacéo,

mediante ao plano de simetria, sdo:

614_ = 624_ = C34 = CIS = 625 = 635 = C4-6 = CS6 =0 (22361)
_ [C11 + Cs5 + Co Ci + Cog + Cas 0
cyt = Cyz + Caq + Cog 0 (2.23.b)
i sym C33 + Cyq + Css|
_ [C11 + Ci2 + Ci3 Cip+ Cop + C36 0
Cg'll — ClZ + sz + Cz3 0 (223C)
sym C13 + Cy3 + C33]

Ainda existe 0 caso no qual o plano de simetria esntido emx;x;. Os tensores

constitutivos ficam entdo:

[ C11 Ciz (i3 0 Cis 0
Cpz C3 0 G5 O
C= C3;3 0 (G35 O
Cow 0 Cag (2.24)
Cse O
L sym Ces6-

Para o caso das equacao (2.24), a mRtézscrita na forma:

Moo 0 0 0f
010 0 0 0
R_001000|
o 0 0 -1 o0 0| (2.25)
000 0 1 0
000 0 0 —1l

Do mesmo modo que nos plang; ex;x,, aplica-se a prova de Cowin & Mehrabadi,

1987, e obtém-se que:

Co6 =0 Cs =0 (2.26.a)

Cie + C36 =0 Cia+C3u=0 (2.26.b)
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Ci6+ Ci4s =0 Csg+C34.=0 (2.26.c)
Ci6bf + (Csg + C1a)b1b3 + C45b3 = 0 (2.26.d)
Cseb? + (C45 + C36)bybs + C34b2 =0 (2.26.e)

em que as constantes nulas e os tensores de \egliatacao séo:

Cl4 = CZ4- = C34 = Cl6 = 626 = C36 = C45 = CS6 =0 (2.27-a)
. _Cll + C55 + C66 0 C15 + C46 + C35_
cyt = Cyz + Caq + Cog 0 (2.27.b)
i sym C33 + Caq + Css)|
. _Cll + CIZ + C13 0 C15 + C25 + C35_
Cg.ll = Cip + Cyp + Cy3 0 (2.27.c)
sym C13 + Ca3 + C33]

N&o importando qual o plano de simetria para nagemonoclinicos, sdo necessarias 13
constantes para caracteriza-lo completamente. gketti€a entre os trés casos esta em qual plano

existe o acoplamento de tensées normais com dbansas.
2.1.3 SIMETRIA ORTORROMBICA

Na simetria ortorrombica fazem-se necessarias O9staotes independentes para
caracterizar completamente o material. Esta sieedri caracterizada por ter trés planos
simétricos ortogonais entre si em concordancia @nkigura 2.2 (c), quando 0s eixos
coordenados séo vetores normais aos planos refexiNdo serdo mostradas as matrRegie
s80 necessérias para a prova de tal simetria. @@ntonsiderando que em uma simetria
ortotropica quando o reticulo esta alinhado cons@ma cartesiano, tem-se que seus planos de
reflexdo também estéo alinhados com os planos dedsena de modo que as equacdes (2.19.a),
(2.23.a) e (2.27.a) devem ser satisfeitas simudtaeate. E fato, entdo, que as matrizes de
rotacdo das equacgbes (2.18), (2.21) e (2.25), démmatriz identidadé x 6 fazem parte do
grupo de transformacgao invariante da simetria @tobica. Ou seja, a unido dos grupos de
simetria monoclinica quando seus planos reflexsés ortogonais entre si gera uma simetria

ortorrdmbica. O tensor constitutivo e seu respeatdduzido é descrito como:
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rC;y Cip Ci3 O 0 0 1
Cry Cp3 O 0 0
Cs3 0 0 0
C= Cas 0 0 (2.28.a)
Css O
L sym (s
_ Cin Cp O 1 Clz  C13C3 0
C= G2 0| =7 €3z 0 (2.28.b)
sym Cee 3 | sym 0

As constantes nulas e 0s tensores de Voigt e atachio séo:

Cig = Co = (34 = (15 = C35 = (35 = (45 = C16 = (6 = (36 = (46 = (56 = 0 (2'29'a)

[C11 + Css + Cg 0 0 ] (2.29.b)
crt = C22 + Cuq + Cos 0
i sym C33 + Cyq + Css |
[C,1 + C1p + Cy3 0 0 ] (2.29.¢)
cit = Ciz + Cop + Cy3 0
sym C13 + Co3 + C33)

Nota-se que para a simetria ortogonal, os tensteafoigt e de dilatacdo sao diagonais.
E importante citar que, apesar de ter sido dito ajsémetria ortorrdmbica corresponde a uma
simetria com trés planos mutualmente ortogonaiggquerimento matematico € que existam
apenas dois planos normais. O terceiro plano apamaturalmente, devido o axioma de
fechamento. Outro ponto que ja € conhecido dgsted& simetria € o desacoplamento entre as
tensdes normais com as cisalhantes, além de cae @8tmas sdo diretamente proporcionais as

suas respectivas deformacdes.
2.1.4 SIMETRIA TETRAGONAL

A simetria tetragonal € caracterizada por cincagiareflexivos de simetria sendo trés
deles idénticos aos planos de simetria da clageer@nbica. Sendo assim, espera-se que esta
simetria seja mais restritiva, pois, além contemesmos elementos de transformacgéo do grupo
de simetria ortorrdmbica, adiciona-se mais restscdevido aos novos planos de reflexao, que
séo perpendiculares entre si e tem angulo dé®/5P) em relacdo aos planos ortorrombicos. A
Figura 2.2 (d) mostra os cinco planos de reflex@grdtos. Como visto, a normal desses planos é

perpendicular ao eixo;. Observa-se que esses planos também podem sgor@i® aos outros
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eixos coordenados. Contudo, ndo simultaneamente. &® caso da simetria cubica e sera
explorado mais a frente. Utiliza-se entdo, come lZ@sequacdes (2.11) e a equacéo (2.28.a). A
triaden,, n, en; € montada de forma que o veipr esteja alinhado ao eixq, como ja
discutido e demonstrado na Figura 2.2 (d); €n, rotacionem em torno deste eixo. Sabendo-se
da posicédo dos planos reflexivos ndo haveria assatzle dessa rotacdo variavel. Entretanto,
faz-se esse giro, pois as equacdes resultantesnpsele usadas nesta e em outras simetrias
demonstrando de forma categorica as diferencasmattas e fisicas das simetrias.

Aplicando-se essa triade nas equacdes (2.11) deegatr 10 equacdes dependentes das
propriedades constitutivas e da posicdondes n,. As outras cinco restantes sdo apenas

identidades devido a orientacdo do vaejgr Apenas cinco equacdes sao independentes, ao

considerar a variacdo da rotatads restricdes sdo escritas como:

Cy1c08%20 + (1 —2cos?0)Cyy + (cos2 0 —1)Cyrp + 2(1 — 2052 0)Cyg = 0 (2.30.a)
C11(cos? @ — 1) + (1 — 2 cos? 8)Cy, + cos? O Cyp + 2(1 — 2 c05% ) Co6 = 0 (2.30.b)
Css+C11—Cyp—Caq =0 (2.30.c)

Ci3+C11—Cpp —Cy3=0 (2.30.d)

Cas — Css = 0 (2.30.e)

Por intermédio da equacéo (2.30.e), obtém seCgue Css, C;; = C,, (€. (2.30.¢)) e
Ci3 = Cy3 (eq. (2.30.d)). Com essas relacdes, as equac@saRe (2.30.b) se reduzem a uma
Unica equacao escrita na forma:
(1—2c0s20)(Cyy — Cyy + 2Cs6) =0 (2.31)
Satisfaz-se a equacédo (2.31) obtendo o zero dgiicetdgonométrica ou da relacéo entre
as propriedades elasticas. A primeira afirmacae-devao material tetragonal que, como dito,
tem planos simétricos eny4. A segunda afirmacdo é dada para materiais treseugente

isotropicos e sera abordada mais a frente. Obtéenie os tensores tetragonais na forma:

335inf # 0 ecosh # 0



40

(€11 Gz Gz 0 0 0]
Ci1 Ci3 O 0 0
C33 O 0 0
C= Cus 0 0 (2.32.a)
Cuy O
Lsym Cee !
_ Cii G2 O C2 1 1 0
C= C, 0= ﬁ 1 0] (2.32.b)
sym Cee 33 Lsym 0

E encontrado no trabalho de Marczak & Denda, 2610y, 1968, um tensor tetragonal
especial cujo qual necessitaria de sete constgrdes ser descrito. Conforme Cowin &
Mehrabadi, 1995, esse tensor pode ser modificadampa rotacdo arbitraria de modo que se
reduza ao tensor escrito na equacao (2.32.a) defque um material tetragonal € descrito por
apenas seis constantes. Portanto, ndo ha doissgrimetricos dentro da simetria cristalina
tetragonal, cujos quais sdo normalmente denomintatcegonain = 7 em = 6 (Marczak &
Denda, 2010).

Os tensores de Voigt e de Dilatacdo sédo descioio®

[C11 + Cs5 + Ceg 0 0 ] (2.33.a)
cret = Cpz + Caq + Cog 0
i sym C33 + 2C44]
[Cy1 + C12 + Ci3 0 0 ] (2.33.b)
cit = Ciz + Gz + (o3 0
sym 2Cy3 + C33]

2.1.5 SIMETRIA CUBICA

A simetria clbica necessita de trés constantessuaraompleta descricdo. Essa simetria
€ caracterizada por nove planos de simetria indtuws trés planos ortogonais e seis planos da
simetria tetragonal, ao se considerar que o0s edesotacdo dos dois planos adicionais
tetragonais sejam normais entre si (Figura 2.2. (€)importante explicitar, pelo mesmo
argumento da simetria ortogonal, que ndo ha a sieleefe de calculo dos dois planos adicionais.
Calculando-se apenas dois que, ao observar a,tddd#o de uma vez s6, obtém-se as relacdes
para os quatro planos, devido o axioma de fecham&eindo assim, usa-se como base o tensor

tetragonal e faz-se a rotacdo em torno do ejxmotando-se que seria indiferente qual eixo
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utilizado para rotacionar os planos reflexivog)a, intermeédio das equacdes (2.11) e o tensor da

equacao (2.32.a), obtém-se as relacdes necessdrea-se entdo em:

C33c0520 + (1 —2c0s?0)Cy3 + (cos?0 —1)Cy; + 2(1 —2¢c0s26)Cyy =0 (2.34.a)
C33(cos?8 —1) + (1 — 2c0s?0)Cy3 + cos? 0 Cy; +2(1 —2¢c0s%20)Cyy =0 (2.34.b)
Cog + C11 — Ca3 — Caq = 0 (2.34.0)

Ci2+ €11 —C33—C13=0 (2.34.d)

Caa —Co6 =0 (2.34.e)

Com a equacdo (2.34.e) tem-se dug = Cys, C11 = C33 (eq. (2.34.c)) &, = Cy3 (eq.
(2.34.d)). Da mesma maneira que o0 material teti@gas equacdes (2.34.a) e (2.34.b) se

reduzem a mesma, quando considerada a solucadguiagdes (2.34.c) — (2.34.e). Chega-se em:
(1—2c0s28)(Cyy — Cyq + 2C4s) =0 (2.35)

gue, conforme a equacéao (2.31), pode ter duas@sdugma com relacdofae outra com uma

relacdo entre as constantes. A primeira € dada 6oma/4, que € um plano de simetria do

material aqui estudado. A segunda é relacionadaacsimetria isotropica e sera desenvolvida

mais a frente. Sendo assim, o tensor da simetbi@& & dado como:

rCy1 Cip Cip O 0 0 1
Ciy C, 0 0 0
o C, 0 0 0
Cus 0 0 (2.36.8)
Ch O
sym Cys
Ci1 Cp O C2 1 1 0
= 12
¢= (n 0 |—-== 0 (2.36.b)
Cia 0
sym Cys sym
e os tensores de Voigt e Dilatagéo sao:
[C11 + 2Ca4 0 0 (2.37.a)
CiI;-Oi = C11 + 2C44 0
| sym C11 + 2C44 ]
[C11 + 2Cy 0 0 (2.37.b)
cit = Ci1+ 2Cy5 0
sym Ci1 + 2C15]




42

2.1.6 SIMETRIA TRIGONAL

A simetria trigonal contém trés planos de simeajua sdo defasaday'3 entre eles, em
conformidade com a Figura 2.2 (f). Um desses plg@ooe ser considerado paralelo a um plano
cartesiano que pode ser traduzido por um dos plarsoclinicos apresentados no capitulo
2.1.2. Portanto, a simetria trigonal deve ser amrada mais restritiva que a simetria
monoclinica e devido a isso, se utilizara o tedsssa simetria para os calculos. Como mostrado
nessa simetria, existem trés tensores monoclin®&as utilizado o tensor da equacao (2.24.a).
Cowin & Mehrabadi, 1995, e Marczak & Denda, 201ljzam o da equagédo (2.15). Portanto,
esperam-se diferencas entre 0s tensores aqui a@se e 0S tensores apresentados nos
supramencionados trabalhos.

Ao utilizar o tensor da equacéo (2.24) e rotaciondem torno do eixa; com o plano

monoclinico emx;x; € com a triade ja explicada, chega-se nas seg@qgtacoes:

(Cyy+ Cyy —4Ceq — 2C15) €052 + 2C4¢ + C15 — Cry =0 (2.38.a)
(Cy5 — 2Chg — Cp5) €08% 0 + 2C46 + Co5 = 0 (2.38.b)

Css + Crq — Cpp — Cag = 0 (2.38.0)

Cys + Cog + Cas = 0 (2.38.d)

Cia+ Cr3— Cpz — Cp3 =0 (2.38.e)

Cys + Cps + C35 = 0 (2.38.f)

(C11 + Cyy — 4Ce6 — 2C15) c08% 0 + 2C46 + C15 — C11 =0 (2.38.9)
(C15 — 2C46 — C25) €082 0 + Cyg + Cy5 — Cy5 = 0 (2.38.h)

Cas = 0 (2.38.0)

Caa — Css = 0 (2.38.)

A equacao (2.38.i) é direta, bem como as equagh@s.), (2.38.c) e (2.38.e), obtendo
Cuy = Css, Cy5 = —Cy5 €Che = —Cy5, respectivamente. Também se pode obter, rapidamant
C,, = C33 (eq. (2.38.d)) e, com isso, chegar &ém= C,; (eq. (2.38.1)). As equacgdes restantes

se reduzem a duas equacdes que sdo escritas como:

(1 - 2 COSZ 9)(C12 - Cll + 2C66) = 0 (239a)
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(3 —4c0s20)C;5 =0 (2.39.b)
que, par®d = n/6, cujo qual é um plano reflexivo desta simetriagaacao (2.39.b) é satisfeita
mas a equacéo (2.39.a) A&dortanto, é necessario que:

Ci1 — Crz (2.40)

C.. =
66 2

Tem-se entdo que 0s tensores sao:

(€11 Cp Gz 0 Cis 0
Ciun Gz 0 —Cis 0
C33 O 0 0
C = Cio O —Cys (2.41.8)
Cia 0
svm C11 C12
L y 2
C C 0
11 12 C2 1 1 0
T = Cia . 0 o |- 0] (2.41.b)
sym % C33 [sym 0
e os tensores de Voigt e Dilatagédo sao:
Ci1—C
[Cn + Cpq + 2 > = 0 0 |
voi Cyy—C |
Cl} Ci1+ Cuy + 11 12 0 J (2.42.a)
sym C33 + 2C44
cii' = Cia+ iz + G 0 (2.42.b)
sym Cs3 + 2Cy5

2.1.7 SIMETRIA HEXAGONAL (TRANSVERSALMENTE |SOTROPICO)

Para a simetria hexagonal ou transversalmentedso#, utiliza-se o tensor da simetria
tetragonal (equacdo (2.32.a)) e a equacdo utilipada monta-lo (equacdo (2.31)). Naquele

calculo, analisava-se uma simetria em relacdo @lano definido emr/4. Ou seja, a equacao

3 Ao satisfazer a parte trigonométrica da equaca®9(8), obtém-se um plano perpendicular ao morioolin
utilizado como base neste célculo. Por intermédiaxdoma de fechamento, reduz-se a um materiairéridico.
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(2.31) era satisfeita por intermédio desse plamy.® entanto, satisfizermos a equagéo por
intermédio de uma relacdo entre as propriedadestiosld, chega-se a um material que tem
infinitas simetrias na direcao de rotacdo. Ou spjajquer rotacdo produzida em torno do eixo
X3, para o caso apresentado, € uma transformacéaoaimeaao tensor constitutivo, em acordo

com a Figura 2.2 (f). O cilindro na figura mencidaadescreve esse comportamento. Este
material € um material transversalmente isotrogao seja, no seu plano transversal ele tem
isotropia).

A relacdo da equacéo (2.31) que deve ser obedécida

o _Cu—Co (2.43)
66 2
E os tensores sédo descritos como:
Ci1 Cip Gz O 0 0
C;, Cz 0 0 0
C;z 0 0 0
C= Cae O 0 (2.44.a)
Cas 0
1
| Sym 2 (Ci1 — C12)_
C C 0
11 12 ) 1 1 0
~ Ci1 0 Ci3 1 0
€= 1 T Cas (2.44.b)
sym 5(611 — C12) sym 0
E os tensores de Voigt e de Dilatacdo séo:
Ci1—C
Cll + C44 + % 0 0
Cl] Cll + C4_4_ + u 0 (2458.)
[ sym C33 + 2644J
Cgil = C11 + C12 + C13 0
sym C33 + 2C3

E importante notar que a simetria hexagonal corgpenas materiais transversalmente
isotrépicos (em acordo com o apresentado por ClekgdWianello, & Cowin, 2001). De acordo
com Cowin & Mehrabadi, 1995, o tensor constitutileoum cristal hexagonal e de um material

transversalmente isotropico (chamado pelos autdeesmateriais com textura transversal
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isotropica) € idéntico e consequentemente saodtrataomo iguais. Ressalte-se que materiais
transversalmente isotropicos tem tensor constduteduzido idéntico a materiais trigonais,

respeitando os planos de reflexao utilizados emaarab simetrias.
2.1.8 SIMETRIA |SOTROPICA

A simetria isotrépica pode ser obtida por interroédid tensor da equacéo (2.36.a) e a
equacao (2.35). A Figura 2.2 (h) apresenta os plate reflexdo deste material. A esfera
representa que qualquer transformacdo aplicadaemsort isotropico € uma transformacéo
invariante. Consoante ao que foi feito na simdigaagonal, satisfaz-se a equacgao (2.35) com

relacéo as constantes elasticas. Portanto temese qu

C., = C11 = Cyp (2.46)
44 2
e 0s tensores sao:
rCi1 Ciz Cia 0 0 0 ]
Ci1 Cpo 0 0 0
Ci1 0 0 0
1 (C11 — Cy1y) 0 0
C= 2 2 (2.47.a)
1
E (Cll - C12) 0
1
_Sym E (611 - C12)_
Cll ClZ 0 ) 1 1 0
=~ Ci1 0 Ciz 0
¢= 1 T C, (2.47.b)
sym P (€11 — C12) sym 0
e os tensores de Voigt e Dilatagdo sao:
-2C11 - C12 0 0 1 (2.48.61)
cht = 2C;1 — C1 0
| sym 2C11 — Cy]
[C11+ 2Cy 0 0 ] (2.48.b)
cit = Ci11+ 2Cy5 0
sym Ci1 + 2C15]

Materiais de simetria isotropica sdo os mais simplescritos pela lei de Hooke

generalizada. Ao relacionar os resultados obticesentrabalho — e consequentemente pelos
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trabalhos de Chadwick, Vianello, & Cowin, 2001, @M & Mehrabadi, 1995 — por intermédio
da aplicacao sistematica das equacdes (2.11) coeteaqdescritos em Marczak & Denda, 2010,
e Smith, Smith, & Rivlin, 1963, pode-se estabelalilzrencas entre os tensores obtidos neste
texto e nos trabalhos supramencionados. As difasedagr-se-ao por dois motivos: conceituacao
de grupos cristalinos diferentes e simetrias queedazem (cujas quais sdo apresentadas em
Marczak & Denda, 2010, e ndo neste trabalho). AcB® entre os tensores aqui apresentados e
os encontrados em Marczak & Denda, 2010, p. Apéndié dada pela Tabela 2.2. Também sao

inseridas nesta tabela algumas propriedades iesrardada uma das simetrias.

2.2 CoONCLUSAO

Apresentou-se neste capitulo as simetrias crigmglisuas propriedades elasticas e
algumas relacdes internas. Conforme diversos trabaklas sao descritas em oito grupos de
classes cristalinas. Mostrou-se que certas sirses#areduzem a outras por intermédio de
rotacdes arbitrarias que nao tem relacdo com sepsgde transformacdo. Muitas simetrias que
eram consideradas casos especificos ndo o saon@Wlehrabadi, 1995). Demonstrou-se,
para cada grupo simétrico, seu respectivo tensestitotivo reduzido. Para certas simetrias,
como é o caso da simetria triclinica com monodi®drigonal com transversalmente isotropica,
respeitando os planos reflexivos utilizados na @magfio, os tensores constitutivos reduzidos
sdo idénticos. As informacBes demonstradas negi@uto serdo utilizadas no estudo das
decomposicdes do tensor constitutivo e na apres@ntée uma nova decomposi¢cao, encontrada
no capitulo 4.
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Tabela 2.2 — Relacdes entre os tensores do prdsgiod#ho com aqueles encontrados em

Marczak & Denda, 2010 bem como algumas propriedddesimetrias.

Presente Marczak & Denda, .
Observacoes
Trabalho 2010
Triclinico Triclinico Inexisténcia de simetrias énhas.
Definida por conter apenas um plano reflexivo. Ndpalho
Monoclinico Monoclinico de Marczak & Denda, 2010, é apresentado o tensor co

plano reflexivo paralelo & x,.

Ortorrdmbico

Ortorrébmbico

Contém trés eixos deendib ortogonais.

Tetragonal

Tetragonalm = 7)

Com uma rotagéo arbitraria, reduz-se o tensor parmetria

tetragonallm = 6) em Marczak & Denda, 2010.

Tetragonalm = 6)

Contém cinco planos de reflexd@o: trés ortogonagss ois
planos também ortogonais entre sire/& de um dos planos

ortogonais com apenas um eixo de rotagao.

Trigonal

Hexagonalm = 7)

Com uma rotagéo arbitraria, reduz-se o tensor parmetria

hexagona(m = 6) em Marczak & Denda, 2010.

Hexagonalm = 6)

Contém trés planos reflexivos que estao/a entre si. A
intersec¢do dos trés planos é dada por um eix@tde&o

cujo qual é medido o angulo d¢3.

Transversalmente

Hexagonalm = 5)

Contém um plano reflexdo monoclinico e, neste planm

simetria isotrépica. Dentro desse plano isotropgmlquer

Isotrépico o .
rotacdo € invariante. Fora dele, apenas uma reflexa
Contém 9 planos reflexivos: trés ortogonais e géas0S
. . semelhantes aos planos tetragonais, neste castr&ogixos
Cubico Cubico . .
de rotacdo (que fazem/4 com relacdo aos planos
ortogonais).
o o Contém infinitos planos reflexdo. Qualquer transfagdo é
Isotropico Isotropico

invariante ao tensor constitutivo.
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3 SOLUCOES FUNDAMENTAIS

Neste capitulo serdo apresentadas as solucdesnfanttas dos operadores lineares
objetos deste trabalho: placas finas e elasticidadienensional. Como a forma de tratamento
das solucdes € via transformada de Fourier e devglm utilizagcdo na decomposi¢cdo cinematica
e nas duas abordagens da decomposicdo constitdam solugcdes fundamentais
supramencionadas, uma breve introducdo sobrearagesera apresentada. Como, normalmente,
a transformada de Fourier € mostrada para sistamdsnensionais, serdo exibidas as relactes
para dominios bi e tridimensionais, para seu usoaperadores diferenciais de placas finas e
elasticidade tridimensional, respectivamente, bemacpara sistemas de coordenadas diferentes
do cartesiano. Por intermédio desta ferramenta m@diea, obtém-se a forma integral das
solucdes fundamentais de ambos operadores. A megpalala obtencdo deste formato segue de
maneira analoga a encontrada no trabalho de Ma&zBknda, 2010. Como n&o é objetivo
deste trabalho, a derivacdo das solucdes fundaimerdia sera apresentada aqui. Elas serdo
retiradas de trabalhos como Paiva, Sollero, & Allerque, 2002, e Buroni, Ortiz, & Saez, 2010,

além de outros encontrados na literatura.

3.1 TRANSFORMADA DEFOURIER PARADOMINIOS Bl E TRIDIMENSIONAIS

A Transformada de Fourier decompde uma funcao gaakm componentes harmdnicos
de diferentes frequéncias. Ou seja, a saida dsftramacdo é uma funcdo em seu dominio de
frequéncias enquanto a entrada € essa funcao enmidogspacial ou temporal. Em funcdes
periddicas, a transformada se reduz as Séries aléeFoUm dos pontos mais importantes da

transformada é na sua utilizagdo para a solucaeqimcdes diferenciais. Uma equagéo

diferencial ordinaria de ordem € transformada em um polinémio de ordemo dominio de
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frequéncia. Pode-se, entdo, manipular essa equdgébricamente e aplicar a transformada
inversa para a sua solucao.
Sejam, entao, as fungbgbx,, x,, x3) = f(x) e g(xy, x,) = g(x), suas transformadas de

Fourier e a respectivas inversas sao escritas como:

400 400 400

fo=| | | rweieax (3.1.2)

—00 —00 —00

+00 400 +o00

f(x)=(2711)3f f ff(f)e"“"‘)d( (3.1.b)

—00 —00 —00

+00 4o

g(()=f fg(x)e_i(('x)dx (3.2.2)

—00 —00
+00 +00

1 )
g(x)=mf fg(()el“'x)d( (3.2.b)

em quei=vV-1, x={x1 %} el={{ {} para as equacdes (3.2.a) e (3.2.by =

{x1 x2 x3}el={{; {; {3} paraas equacdes (3.1.a) e (3.1.b) respectivanfemizos o0s
vetores representam um sistema cartesiatmed{ denotam os produtérios dos diferenciais em
funcdo dos vetores e dimensdes do probldmaorresponde ao produto interno entre dois
vetores € ({) corresponde a transformada de Fourief@9. O acento circunflexo sobre uma
funcdo denota que essa funcdo esta no dominiddrarexo. Por meio da identidade de Euler,
que decompde’” em senos e cossenos gntomprova-se a afirmacdo que a Transformada de
Fourier decompde uma funcdo qualquer em termosdmcos. Um ponto interessante a ser
colocado € a consisténcia dimensional da transfibeinde Fourier e sua inversa. Ele dependera
das dimensdes da funcdo transformada e das diner&idadas na transformacgédo (bi ou
tridimensional). O dominio da transformada de Feyuéi chamado de dominio das frequéncias,
pois quando uma funcao temporal (escritas em segyngd por exemplo) é transformada, as
variaveis da transformacéo de Foufigem dimensao de frequéncia, ou sElds = Hz]. Para
transformacdes espaciais, que é o caso aqui, @veiarda funcao estdo definidas em unidades

de distancia, por exemplo, metijes]. Portanto, as variaveis da transformacao teradades de

[1/m].
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As equacdes (3.1) — (3.2) podem ser reescritasneamotacdo mais compacta:
f@ = Ff(x)} 9@ = FAf ()} (3.3.2)
fx) = FHA@) g = FH{F (O} (3.3.b)

Ao aplicar a primeira equacao (3.3.a) na primeira aequacao (3.3.b) (ou
alternativamente, aplicar a segunda equacédo (3.aggunda equacéao (3.3.b)), prova-se que a
transformada de Fourier € uma transformacéo comfoAdemais, por intermédio das equacdes
(3.1), verifica-se que € uma transformacdao linear,funcdo da propriedade de linearidade da
integral. Todas as propriedades anteriores e airseglvém das equacdes (3.1) e séo
relativamente faceis de provar. Essas provas panencontradas na literatura (Bracewell,
1999; Baddour, 2010).

E importante ressaltar que mudancas de coordemasagansformadas e suas inversas
mostradas nas equacodes (3.1) — (3.2) podem siogplidi integracdo direta das equacdes. Além
disso, pode-se obter uma funcdo transformada emindmntartesiano de uma funcao
espacial/temporal, cujo seu respectivo dominioréular, ou polar. A inversa desta operacéo
também existe. Como também se pode derivar uma&mkm coordenadas esféricas e obter sua

transformada também nessas coordenadas. Entao:

+00 400

g\(() — f f g(r, Q)e—ir(g cos 0+{, sin ) rdrd@ (3.4.&)

—00 —00

+00 +00

909 = | | guieripeacosorasing gy (3.4b)

—00 —00
400 400

9o, ) = f f g(r,8)erP o508 17 dg (3.4.0)

em que(r, 6) e (p, ¢) sdo coordenadas polares do sistema real e trarlorrespectivamente.
Semelhantemente ao demonstrado nas equacbes (®dg-se obter as inversas das
transformadas. Nota-se que a equacao (3.4.c) dreetea transformada de Hankel (Bracewell,
1999), quando a funcdp(r,8) é independente d& Essa transformada pode obter de forma
mais eficiente a solucdo fundamental isotropicantot de placas finas quanto na elasticidade
tridimensional.
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Sejam as mesmas fungO¢sx,, x,, x3) = f(x) e g(xy,x,) = g(x) . Sua enésima
derivada enx,,, no dominio transformado é:

?z{anf(x)

n
x5y,

a"g(x)

n
axy,

} = ("f(Q) - T{{ } = ()3 (®) (35)

segundo o quatl é um nimero naturalre designa o eixo no qual ¢ feita a diferenciacapoE
intermédio desta propriedade que a transformad&aleier modifica uma equacdo ou um
sistema diferencial linear em uma equacdo ou sssteotinomial. Se considerarmaspar, a
transformada de uma diferenciacdo € sempre retd. &9o caso dos operadores objetos neste
trabalho.

Sejam as fungdef (x1, x2,x3) = f1(x), f2(x1, %2, %3) = fo(x), g1(x1,%2) = g1(x) €
g2(x1,x,) = g,(x). A transformada de Fourier de um produto entrgdaa no dominio real é

dada por uma operacdo chamada convolucao. Elaétdeomo:

+00 400 4+

Fdix) ()} = f1(Q) #xx () = f f f @) LG - dg (3.6.8)

—00 —00 —00
+00 +o00

Felgi (09200} = §1(0) ++ §2Q) = f f 9:@)8,@ — D¢’ (3.6.0)

no qualx corresponde a operagéo de convolugéo e a suddapdetienota o nimero de dire¢cdes
da convolucdo. E importante salientar as condigiiegxisténcia dessa operacdo: as funcbes
£:(@) e §:(¢") devem obedecer a desigualdade de Cauchy-Scfivakzmesma operacdo é
utilizada para a obtencgéo da inversa da transfandadum produto entre funcdes descritas no

dominio transformado. Portanto, a contrapartideed@sicoes (3.6) € dada por:

400 400 400

AR} = f,(x) 5% fo(x) = f f fﬁ(x')fz(x'—x)dx' (3.7.2)

—00 —00 —00
400 400

FoUG1(D5, @)} = 91(0) ** g2 (x) = f f 91 (X ga (¢ — x)dx’ (3.7.0)

—00 —00

% Ela enuncia que o quadrado do valor absoluto waial do produto de duas fun¢des quaisquer nalseinio
deve ser menor ou igual ao produto entre as integta quadrado do valor absoluto dessas duas fsngbe

1172 F0g @) dx < [F21F G dx - 771 g(x)1? dx.
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A convolugdo é comutativa, associativa e distnfautiOutras trés propriedades dessa

operagao sao:

f@) wex8(x—y) = f(y) ~ g(x) xx5(x —y) = g(¥) (3.8.a)
FED@) o f(x) = 8(x) = gD () ++ g(x) = §(x) (3.8.b)
L[ (x) wxx f5(x)] = [L(0) fr ()] 5% f,(x) = f1(x) % [L(9,) f2(x)] (3.8.0)
L(0,)[g1(x) #x g2(x)] = [L(0x) g1 ()] ** g2 (x) = g1(x) ** [L(0,) g2 (x)] (3.8.d)

e sdo chamadas de identidade multiplicativa, eleméverso e diferenciacag(—? (x) é
chamado de elemento inverggx) € a funcéo delta de Dirad.€d,) € um operador diferencial
qualquer. Essas trés propriedades estdo intimanig@das as solugbes fundamentais de
operadores diferenciais quaisquer. Dada uma solfiggode um operador diferencib(d,) em

quef,,.(x) é a excitacdo externa, escreve-se que:

L(3,)f(x) = foxe(x) (3.9)

gue, por intermédio de sua solucao fundamefi(taly) pode ser obtida na forma:

f(x) = F(x,y) %%* for (%) (3.10)
A prova da equacédo (3.10) é bastante simples. &pgk¢ em ambos os lados desta equacéo, o
operadot.(d,), que por intermédio das equacdes (3.8.a) e (3rédliz-se a uma identidade do
tipo fox: (X) = fort(x). Existem diversas outras propriedades dessa oramafla (Bracewell,
1999). Apresenta-se aqui apenas aquelas utilizzatasa determinacéo das decomposicdes. Para
dominios cilindricos e esféricos, a descricdo devalucdo € mais complexa devido ao fato que
a relagédo entre as fungbes convoluidas se da [gfada cartesiana entre dois pontos (ponto
fonte e campo). Propriedades da transformada deef@ua convolucdo em dominios esféricos

podem ser encontradas no trabalho de Baddour, 2010.

3.2 SOLUCAO FUNDAMENTAL DE PLACAS FINAS

A equacéo diferencial de placas finas, se consideapenas o deslocamento transversal,
pode ser escrita como (Paiva, Sollero, & Albuquer@®02):

a* a* a*

———+
I ax3ox, Zox2 (3.11)
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a* a*

+4D,p ———+ D, — | uz(x{,%,) = g(x4,%x
266x16x§ zzaxg 3(x1,x7) = g(xq,%3)

no qualD;; = h3C;;/12, comi ej variando em 1, 2 e 6, o tensor constitutivo redzj; é
demonstrado no capituld®u;(x,, x,) denota o deslocamento transversal da plagag x,) é

a parte ndo-homogénea, ou seja, o termo fonte dacéq (3.11). Fisicamente, esta parte
corresponde ao carregamento externo aplicado afwmipemédia eD;; denota a rigidez de
placas fina¥. Devido as propriedades do tensor constitutivoperador diferencial linear da
equacéo (3.11) é eliptico. O dominio no qual a efualiferencial descreve o comportamento
elastico do componente é definido pela Figurar®lqualQ denota o dominio tridimensional da
placa,l, € o contorno desse dominio — uma superficfecarresponde o plano médio da placa
— area hachurada — bem cofoseu contorno — uma linha k-representa a espessura, 0 vator
responde pela normal externa ao contofRoe o vetorx = {X; X Xx3}T sdo eixos
coordenados cartesianos. A teoria estrutural deapléinas define que todo o comportamento
mecanico de um componente similar ao da Figura-3fano na configuracao indeformada e
com razdo de esbeltez &fta pode ser descrito pelo comportamento da supeniiédia(A)

apenas (Timoshenko & Woinowsky-Kreiger, 1959).

Figura 3.1 - Dominio de uma Placa Fina

Por intermédio das condi¢des de contorno, desautam:

% 0 caso mais anisotrépico é dado pela equac&o.l?.2screve um material monoclinico com planoedlexdo
paralelo a superficie média da placa fina.

37 Para um tensor constitutivo reduzido isotropiasaerigidez é também conhecida como constante plieSo
Germain.

% Uma discuss&o sobre os limites das razdes deespara a aplicabilidade de placas finas poderssantrada na
dissertac@o de mestrado do autor da tese (Lisb08).2
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uz(xy, xz) = Uz(xq, x7) emly, (3.12.a)
ou ou
a—ng(xbxz) = 6_713 (1, %) emr; (3.12.b)

em que’y, = ILLUT; e[, nT; = 0, e da equacao (3.11), pode-se obter o comportanedfstico

da superficie média quando submetida ao carregardestrito pog (x;, x,). Diversos métodos
bem como variadas formas de obter solugbes parstems descrito pelas equacdes (3.11) —
(3.12) sdo encontradas na literafilraA titulo de exemplificacéo, cita-se Timoshenko &
Woinowsky-Kreiger, 1959.

Marczak & Denda, 2010, demonstram algumas formasobiencdo da solugao
fundamental do operador linear eliptico da elatdide tridimensional. Naquele trabalho, é
aplicado a transofmrada de Fourier em conjunto taegracdes por partes para determinar a
forma integral da solucdo fundamental e, a padia,dlesenvolver metodologias para obtencéo
de sua forma direta. Nesta tese uma outro modapeedentado. Reescreve-se, entdo, a equacao
(3.11) na forma de um operador diferencial, como:

L(0,)usz(xy, x2) = g(xy, x3) (3.13)
em que:
h3 h3
L(a,) = EaTca = L(0y) = Efijksaiajakas (3.14.a)
g [ ) 0
~|ox? axZ Toxiox,) ' dxg (3.14.b)

Os indices nas equagdes (3.14) j%,s — variam de 1 a 2. O tensor constitutivo de quarta
ordem para placaséjxs — € 0 tensor constitutivo reduzido de quarta or@em relativo ao seu
respectivo de segunda ordem mostrado no capituld 2puacédo (3.13) € idéntica a equacao
(3.11). Aplica-se, entdo, em ambos os lados dacgégug§3.13) a transformada de Fourier
(equacédo (3.2.a)) e obtém-se:

+00 400 +00 +o00

f fL(ax)u3(x1,x2)e‘i('xdx1dxz= f fg(xl,xz)e‘lz'xdxldxz (3.15)

—00 —00 —00 —00

%% problemas de valor de contorno ou PVC.
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A parte esquerda da equacgéo (3.15) pode ser dégielavde diversas formas. Uma maneira
bastante simples € considerar a propriedade dafdramada de Fourier quando aplicada a

equacoes diferenciais (eg. (3.5)). Portanto:

+00 +0o0 +00 +00
h3 . .
17 CiresSsSiéiSi f f us(xy, ;) e %dx; dx, = f f g(x1,x3) e ¥dx, dx; (3.16)

no qual percebe-se que:

3

h
L() = 17 CuiksSi$jSkSs = Fe{l(9x)} (3.17)

Tanto para o operador de placas finas quanto pamdasticidade tridimensional, esta

nomenclatura seré usdflaReescreve-se (3.16), por intermédio da equacid)(3a forma:

+00 +00 +00 +0o0 (318)
L(()f fug(xl,xz)e‘i('xdxldxzzf fg(xl,xz)e‘i""‘dxldx2

Ao considerar a equacédo (3.2.a) e notar a posatidddo operaddr(Q), além da sua grandeza

escalar, reescreve-se a equacéao (3.18) de forma que

+00 +o00

1 )
ﬁz((p(z):@f fg(xl,xz)e“('xdxldxz (3.19)

—00 —00

gue, aplicando-se a transformada inversa (eqb{3, Zica:

+00 400 +0co +oo
1 1 . .
uz(xy, x7) =W f f TZ) f f g(x1,x,) e7%¥dx,dx, | eX* d,dd, (3.20)

Por intermédio da equacédo (3.20), pode-se obteic@es fundamentais para diversos
tipos de carregamento — pontuais, em linha, enti®® (Marczak & Denda, 2010). Ao alterar a
funcdo carregamentog(x;,x,) pela funcdo delta de Dirac €(x; — y, X, —yy) =
6(xy —y1)8(x, —y,) —, cuja representacao é de uma carga pontuabdplito dominio, e, por

meio de suas propriedades (Kythe, 1996), obtém-se:

0 Quando o operador est4 no dominio transformadm énéolocado acento circunflexo, apenas o pararfetko
diferenca entre o operador de placas finas e cadpeida elasticidade trimensional se da pelas dinansdes: o
primeiro é escalar e o segundo tensorial.
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+00 +00
1 1 .
u3(xq, X2, ¥1,¥2) = n)2 f f Tz)el('(x_y) ag,d¢, (3.21)

—00 —o00
no qual o vetox é o ponto campo e o vetpré o ponto fonte. Nota-se que, ao considerar o
ponto fonte como uma carga infinitesimal e aplicadarigem, a solucdo fundamental € igual a

transformada inversa% 1{-} — da inversa operador linear transformadb@)]*. Ou seja:

1 +00 400 1 .
us () = F LI = s f f 5@ (3.22)

A solucéo da equacdo (3.22) é fortemente dependantelacdo entre os coeficientes do
operador linear da equacéao (3.11). Como dito, esseficientes sado diretamente relacionados
com a simetria do material cujo qual o dominio Bstituido. Dependendo da simetria do tensor
constitutivo, existe uma ou outra solucdo. Parainzetsia mais baixa possivel, ou seja,
monoclinica, uma possivel solu¢do da equacao (8.2pyesentada por Shi & Bezine, 1988, e é

escrita como:

1
us(r,0) = Erz{ClR(l)(r, ) + C.RA(1,0) + C5[SDV(r,0) — S@(r,0)]} (3.23)
em que:
(A=)’ — (e —e]) oo (di—do)’ +(ef — e
1= GHe, 2 GHe,
3.24.a
4d, —dy) (3.24.2)
T GH

G = (dl - dz)z + (61 + 32)2 H = (dl - d2)2 + (el - 82)2 (324b)

RO (r,0) = [(cos @ + d; sinH)? — e? sin? ] x

2
X {ln lr—z ((cos 6 + d; sin 8)? + e? sin? 9)] — 3} +
p (3.25.a)

e;sin 6 )

—4e; sin B (cos 6 + d; sin ) arctan (cos 6+d;sing

S®(r,0) = e; sinb (cos 8 + d; sin B) x (3.25.b)
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2
X {ln [; ((cos 8 + d; sin8)? + e? sin? 9)] — 3} +

e;sinf

Y 2 2 2 2

+[(cos 8 + d; sin 6)“ — ef sin” f] arctan (Cos 8+ d sin 9)
segundo o qual os indicesas equacdes (3.25) variam de 1 a 2, os paramkteas sao reais e

dependem da equacéao caracteristica de placasiidaspor:
Dyou* + 4Do6pt® + 2(D1p + 2Dge)u® + Dygpt + D1y = 0 (3.26)

Devido o fato da positividade do tensor constitugy por sua vez, das rigidezes de placa, tem-se
que as raizes da equacéo (3.26) sdo sempre comdlidatimaticamente, sdo escritas como:

W =dqi +ieg U, =d, +ie, (3.27)

fy =dy — e fy =d; —ie
no qualIm{y;} > 0, ou sejeg; > 0.

Conforme descrito na parte introdutoria deste teatalegeneracdo esta intimamente
ligada as raizes mostradas na equacdo (3.26), 8¢, forem iguais, a segunda equacao
(3.24.b) —H — se anula, indeterminando as equacofes (3.24@)e@e nota € que mesmo para a
simetria mais baixa possivel em placas finas (miémoa) essa degeneracao pode ocorrer. Basta
gue o critério supramencionado seja satisfeito.nidaida em que se desce na hierarquia das
simetrias constitutivas (Figura 1.1), a equacaaataristica vai se modificando, até que para os
casos isotropicos e transversalmente isotropicas iizes sao sempre iguais e independentes as
propriedades elasticas.

Para comprovar as afirmacdes acima enunciadasjdec@se entdo uma simetria
ortorrombica. Por n&o ter acoplamento entre aiésnsormais e deformacdes cisalhantes (eq.

(2.28.b)), a equagéo (3.26) é reduzida a um polim@muadratico. Se satisfeita a relagdo:

— - 3.28
N T, S (3.28)
2

a parte real das raizes da equacdo caracteristrmdae(ou seja, as raizes sdo puramente
imaginarias). Nao é dificil perceber que as equa¢823) — (3.25) ficam mais simples quando
satisfeita a inequacéo (3.28). Ademais, manipuasspropriedades elasticas e nado as rigidezes

de placas, pois ndo ha diferenca entre ambasuag®és (por se tratar de relacdes internas).
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Para simetrias tetragonais e cubicas, a inequ&¢28) (¢ simplificada, pois em ambas as
simetriasC,, = C;;. No caso do material clbico, tem-se 4yge= C,,. Ao Se reescrever a
inequacgao para 0s materiais mencionados, chega:se e

Cog > €11 = Cop (3.29)
2

Ressalta-se que as inequacfes acima apresentadabestas. Ou seja, ndo admitem a
igualdade, pois é exatamente nela que ocorre andeggo. Em contrapartida, se alterarmos o
sinal da inequacao (trocarpor<), as equacdes (3.23) — (3.25) ainda s&o vélidpen#s as
raizes da equacdao caracteristica terdo parteoned) (ao nulos).

Antes de entrar na analise das inequacdes (3.28)29) para materiais hexagonais e
isotropicos, apresenta-se a solucdo fundamental qg@sos nos quais ambas as relacdes acima
entram na regido degenerativa. Ela é descrita lpio% 8ezine, 1988, p. 700, e tem a forma:

(3.30)

2
r
us(r,0) = r2 {(cos2 0+ C3,ysin?0)In [F (cos? 6 + CZ,, sin?6)

16mC3,,
— (3 cos? 6 + CZ,, sin? 9)}

cujo qualCyey = C11/C,,. De acordo com os autores, a equacao (3.30) podgikzada para as
possiveis degeneracdes nas inequacgdes (3.289%. (3.2

Ao analisar, entdo, a parte degenerativa das eqad8®8) e (3.29) € que os materiais
com simetria isotropica e transversalmente isot@pe inserem. Ambos ndo conseguem manter
a restricado da inequacéo (3.29). Em verdade, ambosateriais estdo posicionados exatamente
onde ocorre a inequacgdo, pois mantém uma relagétadintrel,,, C;, € C;,. As raizes da
equacao caracteristica sdo iguais = u, = i) e independem das propriedades constitutivas.
Dessa forma, a solugédo fundamental mostrada n&&g|{8.23) toma uma forma indeterminada.
Pode-se, sem ter problematicas com singularidageglal & multiplicidade das raizes da
equacao caracteristica, utilizar a equacéo (3.26a p grupo de materiais supramencionado.
Entretanto, em consequéncia da prépria naturetaisienateriais, sua solugdo fundamental deve
ter caracteristicas quanto a sua variacao em ekagdordenada tangenc{@l). Como néo ha
direcdo principal (pois todas s&o) no plano cujal qu superficie média esta4 contida, essa

variacao deve ser nula, sendo entdo a solucéorherdal para materiais hexagonais (quando
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seu plano de simetria infinita é paralelo ao pldaglaca fina) e isotropicos dependentes apenas

da coordenada radi@t). Ao considerat,., = 1 para a equagéo (3.30), se reduz a:

1 T 1
us(r,0) = o r? (ln (E) —cos? 6 — E)
22

Dois problemas ocorrem na equacédo (3.31). O pran&icom relagdo as propriedades

(3.31)

constitutivas. Elas inexistem na equacao, ao fiaemonsideracdo. Provavelmente é um erro de
digitacdo typo*!. A segunda, ao expor as consideracbes de naoc&arided na solucéo
fundamental isotropica, demonstra a ndo reducasotigdo anisotrépica de placas finas aos
comportamentos esperados nas solu¢des fundamisotaipicas e hexagonais. A variacdo @&m

€ ndo removivel, sendo entdo, necesséaria uma ntgie fundamental, para ambas as simetrias
materiais, que descreva coerentemente seu comgm@ortarmecéanico. Para isso, reescreve-se 0
operador da equacdo (3.11) em funcdo dos tensorestitativos das equacdes (2.44.b) e
(2.47.b). Ele tem a forma:

0* 0% 0%

Este operador é idéntico ao bi harménico pondegamaD,,42. A solucdo fundamental da
equacao acima apresentada é:

r2 (3.33)
87Dy (Inr + k)

uz(r) =

Nota-se na equacdo (3.33) sua independéncia capamlad. k € uma constante que tem
valores diferentes, dependendo da literatura. S&ammnos um paralelo ao trabalho de
LaMattina, Klang, & Eischen, 1998, ela sera umastamte de proporcionalidade do raio de
referéncia reference radj. Conforme citado na revisdo bibliografica, Westplschnack, & de
Barcellos, 1998, demonstra que, para haver coer@mtre as solu¢gdes fundamentais de placas
semi-espessas e finas, seu valor deve-9¢12.

Pode-se provar que a equacao (3.23) nao se reelgzagao (3.33) ao se considerar um
tensor constitutivo isotrépico perturbado (uma ledierenca entrel;; e C,,, produzida

artificialmente). Por intermédio desta perturbagéostra-se uma forma de utilizacdo da solucao

*1D,, deve dividir toda a parte direita da equac&o, emnd® com a equacéo (3.31).

“2D,, para a simetria isotropica é diferente que pasaretria transversalmente isotrépica como apredent@
tensor constitutivo reduzido (egs. (2.5)).
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fundamental anisotropica de placas finas paraw@8olde problemas isotropicos. Esta técnica
esta descrita no Anexo |. Ademais, por intermédie equacdes (3.31) e (3.33), observa-se que,
para um mesmo material, existem duas solucfes ruentais diferentes e ndo equivalentes.
Quando utilizada uma perturbacdo no tensor isaojpecai-se na equacao (3.31). O trabalho de
Paiva, Sollero, & Albuquerque, 2002, descreve castdnte coeréncia as variacées de uso das
solugbes fundamentais e suas diferencas.

Uma maneira de escrever a solugado fundamentalatagplfinas em relacédo a fungdes
auxiliares desacopladas demonstra algumas prodeeda serd utilizada na decomposicéo
cinemética. Ao observa®®(r,0) eS®W(r,0), pode-se separar essas entidades em funcdo das
coordenadas polares. Ao inserir quatro funcdesrifrees apenas de modifica-seR 9 (r, 9)

eSO (r,0) de modo que:

gii)(e) = (cos @ + d;sin9)% — e? sin? 6 (3.34.a)
ggi)(e) = In[(cos 6 + d; sin §)? + e? sin? ] (3.34.b)
ggi)(e) = 4e; sin 0 (cos B + d; sin 6) (3.34.0)
DN o1 e; sin@ ) (3.34.d)
95" (0) = tan (cos 0 +d;sinf
Portanto:
. ; r? ; ; ; ; 3.35.a
R90,0) = 90@) o1 - 3| + 6 @198 0) - o @190 (5558
, . r2 , ; ; 3.35.b
SO, 6) = g5 (©) [ln (;) - 3] + 9@’ (0) + 91" (6)g5” (6) (3:35:0)
E ao nomear:
fir) =7r? (3.36.a)
72 (3.36.b)
fo(r) =1In (ﬁ) -3
e ao realizar algumas manipula¢des algébricasseeque:
(3.37)

1
u3(r,0) = o~ L (1) |CLgt” 0) + G0 (6) + €5 (957(0) — 957 ©) )] +

+Ci [ @9 ©) - g5V (0)g ()] +
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+C| 9 )92 ®) - 9P (0)9 (0)| +
+Co| 95" (©)957(0) + 9P ()95 (0) +
(957 ©)195°8) + 9P 09 @)}

gue, com a insercdo de duas novas funcdes, éitaesuno:

us(r,0) = %fl (M{f,()h(8) + hy(8)} (3.38)
em que:
hi(8) = €197 (0) + C,97(0) + 5 (957 (6) — g5 () (3.39.9)
hy(8) = i[9V (8)g5" (6) - g5” (0)g5° ()] + (3.39.b)

+C[97 )92 0) - 9P (0)9 (0)] +
+Co| 95" ()95 (0) + 9P ()95 (0) +
~(57®92©®) + ¢ (0)9P )]

A importancia da equacdo (3.38) se da com relacadiséussdo apresentada por
LaMattina, Klang, & Eischen, 1998 e com a reducaosdlucdo fundamental anisotrépica a
isotropica. A equacao proposta por Shi & Bezing88L@&q. (3.23)) ndo tem o mesmo formato
das utilizadas em comparacdo no trabalho de LahMatKlang, & Eischen, 1998. Com as
operacOes algébricas acima produzidas, diz-s¢;quih,(0) € o raio de referéncia e na medida
em que se queira equivaler duas solucdes fundammemtgotropicas de placas finas, este deve
ser o valor a ser trabalhado (deve-se atentar paeamo independente na equacao (3.36.b)).
Com relacdo a reducéo a solucéo isotropica, podeseque seria necessario que:

1 k (3.40)
h(0) > — h,(6) > —
! Dqq 2( D14

Sabe-se, entretanto, que a segunda equacédo (3@@grreduz e sua prova esta apresentada no
Anexo |.

Outro ponto importante da equacéo (3.38) diz rés@esua facilidade de diferenciacédo
em relacdo as coordenadas polares. As derivada® sfio diretas e isso sera abordado na

decomposicao cinemética, demonstrada no capitulo 5.
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3.3 SOLUCAO FUNDAMENTAL DA ELASTICIDADE TRIDIMENSIONAL

Os procedimentos para a obtencdo da solucdo fumdaiméridimensional sao
semelhantes ao de placas finas, devido a semelleatrgaos operadores. A equagao diferencial
parcial ndo homogénea que descreve o comportamstagtico de um sélido tridimensional é

escrita como:

dLCau(x) = g(x) (3.41)
em que:
4 0 0 0 4 '
0xq dx; 0xy
a, =10 g 0 4 0 g
d 0 0
0
B axg axZ ax1
ux) = U, U, us)’ (3.42.b)

A obtencdo da solucéo fundamental tridimensiorat@oga ao caso de placas finas e é
mostrada no trabalho de Marczak & Denda, 2010. #gra-se entdo, o resultado da aplicacéo
da transformada de Fourier na equacdo (3.41) asidmyar que o carregamento externo é
descrito pela funcéo delta de Dirac. Ela € descatao:

1 +00 +00 400 (3.43.a)
wey) = | | [ R@Iete dgagas,
L(d,) = d%Ca, (3.43.b)
em quef denota o vetor dire¢do da carga infinitesimal eaisresx, y e tem trés dimensoes.
Pode-se reescrever a equacdo (3.43.a) em outra,foranqual a solucdo fundamental € um
tensor (tensor solucdo fundamental). Essa forma bastante utilizada nas decomposi¢cbes

descritas no proximo capitulo e tem a forma de:

400 400 400

1 -1
Uij(xJO:Wf f f[Lij(Z)] 131{'(x_y)d<1d§zd§3 (3.44)

em que o subscritbe j denotam a direcdo da solugédo fundamental e addireég carregamento

infinitesimal, respectivamente. Ting, 1996, obtémm@sma equacédo alterando-se apenas a sua
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notacédo. A transformada de Fourier do operadomtedsionall;;({) é idéntica ao tensor de
Christofell, dado pela equacédo (2.10.a), quandeetoryy € analogo ao vetdy. A partir da
equacdo (3.43.a) ou equacado (3.44) pode-se ent@o stlucdes fundamentais para o caso
tridimensional.

Uma possibilidade é a utilizacdo do formalismo ttelSpara problemas tridimensionais.
A transformacéo da equacao (3.44) para uma equagaoaplicacdo deste formalismo seja
possivel é relativamente simples e sera aqui mizstidanipula-se, por intermédio da regra de

Cramer, a inversa do operador linear transformakig(€). A regra € escrita como:

adj (L;(®)  4,@
LI ~ D@

em queadj(.) denotam o adjugado de uma matriZ|-f corresponde ao determinante. Ao

[L;®@] " = (3.45)

considerar uma decomposicdo no vétem funcédo de um parametro arbitrapima forma:
{=ncosy +msiny (3.46)
sabendo-se que, m er/x formam uma triade mutualmente ortogonal, elimmasstermo
exponencial da integral da equacao (3.44). Por aeeiequacao (3.46), o operador linka(q) e
reescrito, em funcdo do parametro arbitrdrjicomo:
Li;(}) = Q;jcos® + (Ry; + Ry;) siny cosy + Ty sin? (3.47)

no qual:

Qik = Cijrsnjng Rix = Cijrsnjmg Ty = cijesnyms (3.48)

Introduzindo-se uma nova variavel arbitraria p=tany — e realizando-se algumas

manipulacdes algébricas, chega-se em:

1 +00 1 +ooA (p) (349)
_1 i.
Uij(x) = 4mr? f [Lij (p)] dp = 472 f D](P) ap
em que:
Lij(®) = Qi + (Rij + R;;)p + Tyjp? (3.50)

Um ponto interessante das equacdes (3.49) — (&5@)e elas sdo semelhantes ao
formalismo de Stroh. Nota-se, na regra de Cramez,aginversa de uma matriz pode ser escrita

na forma apresentada na equacao (3.45) e o detarmido tensor da equacao (3.50) é idéntico
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a forma do formalismo de Stroh. Sendo assim, olst€ras propriedades deste formalismo, e,
portanto, que as raizes do determinante do tempticitado na equacéo (3.50) sejam distintas.

Para casos ortorrdombicos — ou menos simétricoo-éribssivel a obtencdo da solucao
fundamental de forma analitica, sendo entdo nedesséso de ferramentas numéricas para sua
derivagao: para os casos ortorrombicos, o motivoaiapossibilidade é a grande complexidade
do problema; jA para casos triclinicos, por exemplampossivel de se obter as raizes do
determinante do tensor da equacdao (3.50) semizagéib de ferramentas numéricas.

Solucdes para casos de alta simetria estdo dispostiteratura. Ting, 1996, demonstra a
derivacao da solucao fundamental para materiaijsoos. Ela (tensor solucédo fundamental) &

escrita como:

1+v xQx (3.51)
Ux) = —— |3 = a1 + 222
@ = gaimig 1~ 5

sabendo qu|| para um vetor denota norma euclidia®asepresenta um produto externo entre
dois vetores ¢ € a matriz identidade de dimensdes 38y sdo o modulo de elasticidade e o
coeficiente de Poisson, respetivamente, que demtrey comportamento mecanico de uma
simetria isotropica.

Para solucdes para a simetria transversalmentépstd, citam-se os trabalhos revisados
na introducdo. Apenas a titulo de demonstracaotegrial utilizada por Buroni, Ortiz, & Saez,
2010, é idéntica a da equacdo (3.49). Considerqnd® determinante do tensor de Christofell é
relacionado com os autovalores do Formalismo dehSta multiplicidade das raizes (ou
multiplicidade dos autovalores) pode ser contornadase utilizar o célculo de residuos
multipolos, pois as raizes da equacao caracteristicelasticidade tridimensional podem ser
tratadas como polos no integrando da equacéo (3.49)

3.4 CoNCLUSAO

Apresentou-se, neste capitulo, uma pequena rewsadransformada de Fourier e
algumas de suas propriedades. Por intermédio dessanenta matematica, mostrou-se o
desenvolvimento algébrico para a determinacéo alag@s fundamentais de placas finas e da
elasticidade tridimensional. No caso da primeirariée estrutural, foram apresentadas trés
solucbes fundamentais. Uma para materiais isomémdransversalmente isotrdpicos, outra para

materiais ndo citados acima e uma terceira pamsads degeneracdo em baixas simetrias. A
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tltima @ uma reducdo da segunda. Mostrou-se quelugd® fundamental para materiais
anisotrépicos ndo se reduz aquela para mater@i®gcos e transversalmente isotropicos. Fez-
se, inclusive, um pequeno estudo sobre as relagiEssarias para materiais de baixa simetria
nao degenerarem.

Devido ao fato de que o desenvolvimento algébriacapa solucdo fundamental da
elasticidade tridimensional se encontrar no trabakd Marczak & Denda, 2010, apresentou-se
aqui os procedimentos matematicos para a sua erélierivacdo a partir do Formalismo de
Stroh. Apresentou-se a solugcdo fundamental isa@ogabendo-se que, de forma analitica

fechada, s6 se tem conhecimento desta e de solpgfEsimetria transversalmente isotrpica.



66

4 DECOMPOSICOES DO TENSOR CONSTITUTIVO

As decomposi¢cbes do tensor constitutivo que sepéesantadas neste capitulo sdo as
descritas nos trabalhos de Tu, 1968, e Browaeysh&vfot, 2004, e ja foram brevemente
mencionadas na introducédo desta tese. Ambas asngesizbes propostas pelos autores séo
semelhantes e serdo chamadas de inconsistentespgmimantém a positividade de todos os
tensores envolvidos, requerimento basico para $iliaagdo na mecanica do continuo. A
equivaléncia se da na igualdade dos tensores shpidla decomposicdo e ndo pela base que
cada uma das metodologias foi desenvolvida. Issgupoos autores utilizam diferentes critérios
para caracterizar a simetria material. Tu, 196Bizatcomo base as classes simétricas como
Browaeys & Chevrot, 2004, utilizam como parametnmilias cristalinas. As diferencas entre as
duas caracterizacdes ja foi abordada no capitulo 2.

A prova da inconsisténcia sera dada por intermédiconsecucédo do tensor isotropico,
utilizando as projecdes propostas por Browaeys &ev@it, 2004, e da verificagcdo da
positividade do tensor residual (que € a diferaamtee o tensor que foi base na decomposicao e
0 tensor isotrépico decomposto). Apesar de ndoasérase para a geracdo dos tensores
anisotrépicos decompostos, é necessario que orteesidual seja positivo definido, ja que
corresponde a soma dos tensores constitutivos Wessasimetrias. Devido a propriedade que
descreve que a soma de duas matrizes positivasdisfigera uma matriz com esse atributo, é
impossivel que o tensor residual seja indefinickeja gerado por tensores positivos definidos
(Mirsky, 1955). Como a base ortogonal do tensofulel 968, é idéntica a projecdo de Browaeys
& Chevrot, 2004, para materiais isotropicos, o dsama ou outra metodologia gera resultados

iguais. Em concordancia com a Tabela 2.2, as difa entre classes simétricas e familias
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cristalinas se ddo nas simetrias transversalmeoiipica, trigonal e tetragonal, ao se considerar
a nomeclatura de classes simétricas.

Como para a superposicdo de solucbes fundameptaisneio da decomposicdo dos
tensores constitutivos, ha a necessidade matengaticasses tensores sejam positivos definidos,
uma forma de decomposicao que tem como base arcagde dessa propriedade e as diferencas
simétricas de cada tensor da decomposicéo serseapada. Dentro do conhecimento do autor,

inexiste uma decomposicao aditiva de tensores itwtingis que expresse tais propriedades.

4.1 DECOMPOSICOESNCONSISTENTES

A decomposicdo proposta por Browaeys & Chevrot,42@tabalha com o espaco de
projecdes das simetrias. Por meio de uma transt@oniénear, modifica-se um vetor que agrupa
as propriedades elasticas, projetando-as no egpmcgimetria desejada. Esse vetor tem 21
dimensdes devido a quantidade de constantes akistidependentes de um tensor triclinico.
Utiliza-se a operagdo que transforma uma matriZtsica em um vetor com entradas Unicas. O
vetor utilizado por Browaeys & Chevrot, 2004 é raajado de forma que as propriedades com
caracteristicas fisicas semelhantes fiquem juiNae. sdo levados em considera¢do os angulos
de Euler. De acordo com o citado na introducdoedespitulo, apresentar-se-a apenas o célculo
para o tensor isotropico e residual.

Usa-se em ambas as propostas (Browaeys & Chevooy; ZTu, 1968), apenas as
componentes de um tensor semelhante ao de sinoetoiadmbica (ou seja, mesmo que um
tensor seja triclinico, apenas os termos presaeatésnsor ortorrdmbico séo utilizados no céalculo
da parte isotrépica) reduzindo o vetor que contérmprapriedades elasticas para 9 dimensoes.
Escreve-se esse vetor na forma:

T
Vil ={Cu Cup Css V20 V2Cis VZCip 2Css 20ss 2Ceq) (1)
em que(;; sdo as componentes de um tensor constitutivo tafisco e a matriz de

transformacao que projeta este vetor dentro despace isotropico é:

_ 3 V2 2 (4.2)
M—>lSO — E 4 _\/E
sym 3

sabendo que cada numero em negrito representa atnia 8x3 preenchida por este nimero (ou

seja, a matriz de transformaghfo’’*° tém dimensées 9x9). Browaeys & Chevrot, 2004izatih
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a notacao do tensor constitutivo de Kelvin, bema@®@owin & Mehrabadi, 1995. Isso pode ser
visto pelos fatores/2 e 2, multiplicando as constantes elasticas (eq. (4A)yesultante do
produto entreM~° e V%, pode ser escrita diretamente para as duas ctestatasticas
isotropicas:

) 1 4.3.a
CiY’ = 15 [3(C11 + Cpp + C33) + 2(Cyp + Cy3 + Cp3) + 4(Cay + Cs5 + Cy6)] ( )

. 1 4.3.b
Ol = o [Cay + Cop o) + 4Gz + Cia F €)= 2Caa  Cos + Cegd] o)

gue sdo descritos de forma mais compacta por istiardos tensores de Voigt e dilatagdo, de

forma que:

. 1 . . 4.4,
cige = —[2er(€™) + er(c*)] (4.4.2)
; 1 ; . 4.
61130 — E [Ztr(cdll) _ tr(cvm)] (4 4 b)
Para exemplificar o uso dessa decomposicao e dérmogse ambas sao semelhantes e

inconsistentes, serdo utilizados dois materiaisjmetrias diferentes, que sao escritos como:

110.250 2.726 —0.803 0 —0.929 0 (4.5.9)
8.680 —0.831 0 0.388 0
cauatz — 12.992 0 —-0.577 0
2.895 0 —0.243
3.825 0
L sym 6.912 |
(192 66 60 0 0 07 (4.5.b)
160 56 0 0 O
Colivine — 272 0 0 0
60 0 O
62 0
L sym 49

O material descrito na equacéo (4.5.a) foi obtiddrabalho de Tu, 1968, corresponde a
um cristal AZ de quartzo e tem simetria monoclinimam plano de simetria fixado e;.
Neste trabalho, o tensor foi decomposto em um tersuropico, hexagonal, tetragonal,
ortorrdmbico e monoclinico. JA4 o explicitado na a@o (4.5.b) foi retirado do trabalho de
Browaeys & Chevrot, 2004, descreve o comportametdgtico do material olivina e tem
simetria ortorrdbmbica. Ele foi decomposto nas g#gsi simetrias: isotrOpica, tetragonal,
hexagonal e ortorrombica. Ao aplicar, entdo, asaedes (4.4) nos tensores das equacdes (4.5)

chegam-se em:
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101652 0.6017  0.6017 0 0 0 (4.6.9)
10.1652 0.6017 0 0 0
e 10.1652 0 0 0
iso 47818 0 0
47818 0
sym 4.78181
194.6667 67.3333  67.3333 0 0 0 (4.6.b)
194.6667 67.3333 0 0 0
Jlivine 194.6667 0 0 0
Ciso = 63.6667 0 0
63.6667 0
sym 63.6667

Os tensores da equacéo (4.6) sao exatamente aquesémdos nos trabalhos citados, que séo
chamados de tensores isotropicos mais proximearést isotropic tenspem ambos os artigos.
O tensor residual é:

0.0848 21242 —1.4047 0 -0.929 0 (4.7.3)
—1.4852 —1.4327 0 0.388 0
CTNATtZ _ cquartz _ pavartz _ 2.8268 0 —0.577 0
res iso —1.8868 0 —0.243
—0.9568 0
sym 2.1302
-2.6667 —13333 —7.3333 0 0 0 (4.7.b)
—34.6667 —11.3333 0 0 0
- . - 77.3333 0 0 0
olivine _ colivine _ colivine _
Cres™ =C Ciso ~3.6667 0 0
—1.6667 0
sym —14.6667

Ambos os tensores das equacodes (4.7) violam dveezessidades para que eles sejam
positivo-definidos. Ressalta-se, por meio das €ipgm¢4.6), que a parte isotroOpica mantém essa
positividade. A condi¢cdo necessaria e suficienta gae uma matriz seja positiva definida € que
0s autovalores de sua parte simétrica sejam todsiivos, o que, de fato, ndo ocorre nas
matrizes das equacodes (4.7). Ao considerar a samaethsores das simetrias cujos quais 0s
tensores sdo decompostbsuma das condicdes necesséarias seria a positividadtensor
resultante (j& que, a soma de duas matrizes pogikfinidas resulta numa matriz positiva
definida). Dessa forma, as decomposicdes de Brav&aeihevrot, 2004, e Tu, 1968, ndo podem
ser usadas para uma decomposicdo constitutiva pesadbres lineares que necessite da

positividade de todos os tensores envolvidos. Bs@ se desenvolveu uma decomposicao

*3 A equagdo (4.7.a) é equivalente & soma de tendersisnetria hexagonal, tetragonal, ortorrémbiozo@oclinica.
J4 a equacado (4.7.b) é o resultado da decompoaitifiva de tensores com simetria tetragonal, haxalge
ortorrbmbica. Para esses casos, € consideraddsaalipor familia simétrica e ndo por classe sicetrittilizada
neste texto.
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constitutiva bastante simples que mantém as paguies necessarias para 0S tensores

constitutivos.

4.2 DECOMPOSICAOCONSISTENTE

A decomposicdo consistente, além de gerar umamgiedo de tensores de diferentes
simetrias, mantém a positividade desses tensaakiaetes. Esta ndo é testada pelos autovalores
dos tensores decompostos, pois € cara computatientd, mesmo para sistemas numericos.
Usa-se como base o critério de Sylvester que afiguma se todos 0s menores principais
(principal minor9 de uma matriz forem positivos, a matriz € poaitilefinida. Existem, ainda,
outras restricdes com relacdo as simetrias nass qumi dado tensor pode ser decomposto.
Portanto, a decomposicdo proposta tem trés res$ri¢gasicas: positividade dos tensores
resultantes, grupos de simetrias base e relacteeagintre os tensores decompostos.

A relacdo aditiva € idéntica a das decomposicoesnsistentes e € dada da seguinte
maneira:

CFIC —cD 4+ c@ 4 ... . ¢V (4.8)
O sobrescritdIC denota ficticio e os sobrescritos numeéricos guarénteses estao relacionados
as simetrias nas quais o ten€6f¢ é decomposto observando ¥ é um ndmero natural ndo
nulo que descreve em quantas simetrias a decordpo8igeita. As simetrias de cada um dos
tensores com sobrescrito numeérico sdo diferentesda,(1) pode estar relacionada a simetria
isotrépica enquant(2) & simetria tetragonal, por exempfo)A equacéo (4.8) pode ser chamada
de “equacado de teto”. Ou seja, ela limita o valas gropriedades constitutivas nas direcdes
especificas. Por intermédio das inequactes, genaelas requerimentos de positividade, que
serdo apresentadas ainda neste capitulo, o coseedtonelhor entendido.

Por meio da equacéo (4.8), pode-se descreverrg@iestios grupos de simetria. Essas
vao depender diretamente da simetria do tensortitdive® ficticio, ou, mais diretamente, do
grupo cujo qual essa simetria é invariante. Dedacoom o trabalho de Chadwick, Vianello, &
Cowin, 2001, e a parte introdutoria deste textdacsimetria constitutiva pode e € descrita em
funcédo de um grupo formado pelas transformacgOesqual seu tensor constitutivo € invariante.
Ao considerar essa informac¢do, a medida que sdiquerital invaridncia no tensor, sua

decomposicéo aditiva (eq. (4.8)) também deve sarignte. Isso denota que a interseccédo do

** A numerac&o nao precisa seguir a hierarquia destisas constitutivas.
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grupo de transformagfes do tensor equivalente sewOs respectivos grupos de cada um dos
tensores na decomposicédo deve ser igual ao prirgeigo (ou seja, 0 grupo de transformacéao
do tensor ficticio). Matematicamente, isso podelsscrito como:

RC™“R™ = ¢F'¢ = R(C™M + €@ + ...+ CM)RT = (4.9)

= RCORT + RCPRT + ..+ RCMRT = cD + ¢ 4 ... 4 ¢
em que a matriz de transformac#® pertence ao grupo de invariantes G&¢ e,
consequentemente, pertence ao grupo de todas essiasecompostas. E importante observar
gue se algum tensor da parte decomposta naoRieer seu grupo de transformacéo invariante,
CFI¢ nao sera indiferente a transformacéo e, portadto terdR em seu grupo. Prova-se, assim,
a afirmacéo da interseccao dos grupos de transf@mademais, outra restricdo que precisa ser
obedecida na decomposicéo € que a unido do grgatesformacdes invariantes dos tensores
decompostos resulta na simetria do tensor equitealémtretanto, essa restricdo necessita de
mais estudos, pois ha diversos problemas relacisnadel&’. Nota-se que todos os tensores
decompostos devem estar definidos no mesmo sisteroaordenadas.

Ao considerar as duas restricbes, pode-se entdar eamh explicacdo da terceira: a
positividade dos tensores decompostos. Como jarittesa positividade de uma matriz €
definida pela positividade dos autovalores de sute simétrica. Isso porque tanto a positividade
guanto a definicdo de uma matriz estéo ligadasadivente a forma quadratica descrita por:

0 =2"Az (4.10)
no quald ez sdo uma matriz e um vetor ndo-nulos quaisquegreotisamente e ¢ uma forma
guadrética, por se tratar de valores reais (Mir&R$5). Dependendo dos valoresgalefine-se
se a matrizAd é positiva definidg¢ > 0), positiva semi-definidgde > 0), negativa semi-
definida (¢ < 0) e negativa definiddp < 0) para qualquer vetoz # 0. Caso a forma
guadréticap ndo possa ser definida em nenhum dos critérioeaswgncionados, a matriké
denominada indefinida. E interessante notar quequagdo (4.10), se vista por meio da
elasticidade, descreve a densidade da energiafdendeédo se& = € e A = C. Ela representa o
caso de que, havendo uma deformacdo qualquer, rgieerde deformacdo armazenada no

dominio sempre sera positiva (sendo que aqui jaomsiderada a positividade dg),

> Como a soma de dois tensores monoclinicos cuamsoplde simetria sdo ortogonais. Isso geraria uteriala
triclinico, por esta relagdo. Entretanto, essagadppode for¢car uma direcao principal, que serimeat a linha de
interseccdo dos planos.
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independente do tipo de deformacdo que é geradmwendo deformacdo, ha energia de

deformacao £ ndo-nulo). Ao analisar os tensores resultantestranos nas equacodes (4.7), e

considerando as afirmacdes aqui descritas, se @sngesicdes propostas por Browaeys &

Chevrot, 2004, e Tu, 1968, forem utilizadas pacaloulo de solu¢cbes da elasticidade, iniUmeros
efeitos sem conceituacdo fisica podem ocorrer caeformacdes sem energia ou mesmo

estados de energia de deformacao negativa. Aodsyasique para a decomposi¢cao constitutiva
ter sentido fisico, € entdo necessario que se lobotema superposicdo de tensores constitutivos
gue tenha sentido fisico, sendo assim, positivbeides.

O critério de Sylvester demonstra que uma matrsitipa definida deve ter seus menores
principais positivos. Para provar essa descricgbyeSter decompds a mati, da equacéao
(4.10), no método de Decomposicdo Matricial em Aalores/Autovetores®® (Matrix
Eigendecompositign Os autovetores, quando aplicadog,adescrevem uma transformacao
linear no sistema e desacoplam o sistema quadr&&calo assim, se todos os autovalores forem
positivos, independente das dimensdes envolvidésinaa quadratice serd sempre positiva.

Para que, entdo, os autovalores sejam todos sstem-se que:

C C Cix Ciz Ci3
Py =||C11ll >0 P, = Cll C12 >0 Py =|ICiz C32 Co3)[ >0
12 ez Ciz Gz (33
Cll 612 Cl3 Cl4 ClS
gn glz gla 514 Ciz Cys Cpz Cpy Cys
P, = 12 22 23 241l 5 0 Ps = ||Ciz Cy3 C33 C34 Css|| >0

Cis Cas Css Cas Css (4.11)

sabendo qué; sdo 0s menores principais (para uma matriz 6xé)aédrdo com Mirsky, 1955,
Frobenius demonstrou que, ndo ha necessidade ddgangéo da ordem da matriz para que ela
mantenha sua positividade. Neste caso especificedja, na elasticidade), basta que alteremos

as posicoes das tensdes e deformacdes na equa:ap{22.3.c), que descreve a lei de Hooke,

6 A decomposicdo descreve uma matiz MDM~!, cujo qualM é composta pelos autovetores normalizados de
A. D é descrita pelos autovalores posicionados na dégtesta matriz.
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que o tensor constitutivo mutfaComo tanto uma linha quanto uma coluna da métaitterada,
simultaneamente, seu determinante permanece addtePortanto, mantém-se a restricdo de

positividade. Com isso, modificam-se as equacddd )4a forma:

c.C. Ci Cij Ci
_ 3 _ 122 9] _ C C C
P, =||Cill >0 P, = C.. C. >0 P;=||Ci; G ik || >0 ..
v C; Ci;, C (4.12)
ik 'j kk

no qual indices repetidos ndo denotam somatoridamo, sdo condicbes necessarias, porém

nédo suficientes que o tensor constitutivo sejatiposilefinido se:

C; >0 (4.13.8)

CiiCjj > Cf: (4.13.b)

CiiCijCrex + 2C;jCix Cjte — C3.Cj; — CEChye — CCiy > 0 (4.13.c)
IIC]l >0 (4.13.d)

sabendo-se que indices repetidos ndo denotam swmmatjue as inequacdes (4.13) sdo obtidas
por intermédio d@,, P, e P; (egs. (4.12)). E exatamente por este motivo queoadi¢cbes nas
equacdes (4.13) sdo necessarias, porém nao stdgigois ndo sdo consideradp® P por

sua extensao (ja qu é diretamente a inequacéao (4.13.d)). O que seéqte, em simetrias
gue nado tem o acoplamento das deformacdes cisathanm as tensdes normais (isotrépica,
transversalmente isotropica, cuUbica, tetragonal rterrbmbica), apenas as condi¢cdes nas
equacOes (4.13.a) — (4.13.c) sdo necesséariasagestds. Isso porque, para essas simetfjas,

Ps e P, podem ser escritos por intermédioRjee P;. Ademais, mesmo para 0S casos nos quais
h& esse acoplamento (trigonal, monoclinico e amdigizio), os calculos dos menores principais

P,, P; e P, podem utilizar as equacdes (4.13.a) — (4.13.c)imermédio do_complemento de

Schur. Ele descreve gque para uma matriz siméfridefinida em blocos, cujos quais nao
necessitam ter as mesmas dimensfes nem mesma @eempesitiva definida, seus blocos
devem obedecer as seguintes restricoes:

zTBz >0

_[B F]..
A= [FT G] ~z Az > 0> ZT(G —FTB_lF)Z >0 (414)

" Por exemplo, se permutarmes (52 linha do vetor que agrupa as tenséesypo(2? linha) e fizermos o mesmo
com as respectivas deformagles €¢,,), altera-se, para a manutengéo da equidade dg&x(@.3.a), o tensor
constitutivo permutando a 52 linha/coluna com a 22,
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em queB eG s&o escalares ou matrizeE e escalar, vetor ou matriz. Pode-se entéo, pa me
da equacgdo (4.14), descrever a mdriegomo um menor principal ja calculado sendo ent&o
necessario apenas o célculo da segunda restripfretdnto, ela tem uma inversa dentro da sua
expressao, tornando-a relativamente cara computloiente, ao se considerar que as entradas
das matrizes sdo expressoes algébricas.

Como exemplo para o equacionamento, uma decompod&am tensor ortorrombico
em uma parte isotropica e outra residual que, pelente, terd simetria ortorrdmbica. As

restricdes aditivas, chamadas anteriormente decégaale teto, sdo descritas como:

Ci’fQ =Cise + ot (4.15.a)
il =l + eyt (4.15.b)
C _ (Czso lSO) + Cort (4.15.0)

no qual nas equagdes (4.15) indices repetidos @datain somatorio e sua variagdo ¢ de 1 a 3
parai ej e 4 a 6 par&. Na equagdo (4.15.h)# j. As equacgbes (4.15) representam a
decomposicdo de um tensor ortorrdmbico. A seguimdetsa esta relacionada diretamente com
a do tensor equivalente pela restricdo dos grupustricos. Ao verificarmos o primeiro,

segundo e terceiro menor principal, apresentadmuoacao (4.13.a) — (4.13.c), chega-se em:

CE° >0 CEe > cisP (4.16.a)

cie > |cise (4.16.b)

ClSO n zczso 3C150 Cise > 0 (4.16.c)

Ct >0 (4.16.d)

COTtCort > |COrE|2 COtCert > [CoTE2 COtCert > |Cort)? (4.16.€)
COrtCoTECITt 4+ 2COTECOTECOTt — (Cortzclrt n Cortzczrt n CortZCort) >0 (4.16.1)

em que as equacodes (4.16.a) e (4.16.d), (4.16(86)16.e), (4.16.c) e (4.16.f) sdo obtidas por
intermédio dos menores princip#s P, e P;, respectivamente|d denota valor absoluto. Como
ja descrito, as inequacdes necessérias para dag@atisdo menor principaf; sdo mais

complicadas e de dificil manipulacédo. Entretantodgm-se utilizar manipulaces algébricas

para desenvolver essa restricdo. Dividindo a equéka6.c) poClS" e, observando qugs° é

sempre positivo, tem-se que:
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. 3 . 2
ClSO ClSO
1+2(gh) -3(22) >0 @)

11 11

cujo qual é positiva dentro do intervatal /2 < C5°/CE° < 1. Tem-se que o intervalo superior
ja corresponde a equacéo (4.16.a). O intervaloianfé mais restritivo que a inequacéo (4.16.b).
E importante observar que a equacdo (4.17) desmsvimites tedricos do coeficiente de
Poissorv, tal que—1 < v < 1/2. Para a inequacéo (4.16.f), procede-se de massinalhante,
dividindo-a porCrtcortcsyt e observando a relagéo de (4.16.d). Tem-se entio q
oo (et et eyt

- >0
cortegrest \Cgreat T Citest T chres (4.18)

1+2

Com a introdugédo de trés parametros adimensiotess,quea,;, = C3°/\/CACE, a5 =

COt /A COTECOYt eayy = CIFE//COECOE, altera-se a inequagéo (4.18) para:

14 2015013003 — (af, +afz +ag3) >0 (4.19)
N&o € dificil notar a complexidade de se encorgsatimites de cada variavel na inequacao
(4.19). Pode-se obter uma amostra da regido cujas @s valorea,,, a;3 € @,3 mantém a

positividade do tensor ortorrémbico, deve-se obitea relacdo implicita entre elas (Figura 4.1).

Figura 4.1 — Regido de positividade da equaca®)4idterna a superficie)
A Figura 4.1 (piramide de base triangular com fao@was) demonstra os limites das
relacbes adimensionais,, a;3 € ;3. A parte interna do gréfico registra a regido nal
tensor constitutivo ortorrémbico mantém a posithdd. Pontos na superficie ndo podem ser

considerados, pois gerariam um tensor semi-definido
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Tem-se, portanto, todas as informacdes para o delsenento da decomposicéo
consistente em relacdo a cada um dos tensoregdetante citar que as relagdes das equacdes e
inequagbes (4.15) — (4.19) s&o relativas a uma ndgosicdo de um tensor constitutivo
ortorrombico ou de mais alta simetria (utilizandbi@rarquia de Chadwick, Vianello, & Cowin,
2001 e Cowin & Mehrabadi, 1995). Para materiaistGuerelacao entre as tensées normais com
deformacdes cisalhantes, outras relacées sdo agesss, provavelmente, serdo mais restritivas
gue as apresentadas. Outro aspecto importantecdendesicdo apresentada tem relacdo com a
guantidade de tensores que serdo decompostos. Breloacom a equacdo (4.15), a
decomposicédo pode ser produzida em funcad deteriais desde que respeitada as restricoes
aos grupos simétricos. O que se nota, com relag@sitividade, € que com a adigdo de outros
tensores, restringe-se cada vez mais os valoregssge@nstantes elasticas podem tomar.

Ao unir as restricbes das equagbes (4.15) — (4al@)mas relacdes em funcdo do tensor
isotrépico sao obtidas. Para a clara apresentdgdde-se o tensor constitutivo equivalente em 3

partes: diagonal da regido que relaciona as tens@®sais com as deformacdes normais de
mesma diregéoniQ ondei varia de 1 a 3 e néo é utilizado o somatério dagéo indicial),

regido que relaciona as tensdes cisalhantes calefasnacoes cisalhante@ﬁ(2 no quali varia
de 4 a 6, ndo é utilizado o somatdrio da notacd@icial e por se tratar de um material
ortorrdmbico, essa matriz jA é diagonal) e a regjée relaciona as tensées normais com

deformacdes normais que nao as da direcéao daSEH-:‘ﬁé";S emque variadela3de2a3e

i # j). Para manter a positividade do tensor residij$l,deve ser menor que o menor termo na
primeira regido do tensor equivalente (devido aessidade gerada pelo primeiro menor
principal ;). O mesmo é dado pela segunda regi&o, €jfo— C5° ndo pode ser maior que o
menor termo do tensor equivalente (mesma raza@ qunéerior). Ja para a terceira regido, deve-
se verificar apenas as inequacdes (4.17) paraomsatre equacao (4.19) para materiais
ortorrdmbicos. Matematicamente, tem-se que as gdawiras relacdes sao descritas, jA em
unido com algumas relacdes das equacoes e inegudchbs) — (4.19), como:
0 < C° < min(C/9) (4.20.8)
min(C/° oY (4.20.b)

5 =-— < Cil < che = min(CﬁQ
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cuja restricdo de intervalo na inequacéo (4.2@b)istervalos tedricos que apenas relacionam 0s
maximos e minimos dé’° com seus respectivos d&°. E necessario, ainda, que as restricbes
das equacdes (4.16) sejam obedecidas, o que termalculos dos limites das propriedades

elasticas decompostas extremamente complexos.

4.3 EXEMPLOS DEAPLICACAO DA DECOMPOSICAOCONSISTENTE

Utilizar-se-a como base dos exemplos tensoresitgnsis ortorrombicos (eq. (2.28.a))
ou mais simétricos (Figura 1.1) devido a apresé@otatas equacdes para este tipo de simetria
(egs. (4.15) — (4.19)). A fim de se obter uma rgmgea comprar dois materiais isotropicos e
saber qual seria 0 seu respetivo mais proximo deltttensor constitutivo ortorrémbico, usa-se
a norma euclidiana proposta por Browaeys & Chewa@d4, que para um material isotropico é

descrita como:

Nigh, = [ectio? + oci® - scipciy @.21)
A norma do tensor residual e do tensor ficticio&Houladas da seguinte forma:

NEIS = \JvFic . yFic (4.22.9)

Ny, = Vyres -yres (4.22.b)
no qualVf¢ ey sdo semelhantes ao vetor da equacdo (4.1) quaraio entradas Ssdo
cambiadas pelas dos tensores ficticio e resideaphectivamente. Se utilizarmos os limites
descritos nas inequacdes (4.20), a norma desaitaqnacdo (4.21) é sempre crescente. Ao
analisar o problema como uma otimizagdo de parasde é justamente o que sera feito
posteriormente), os 6timos se encontrardo pertooguimites. A falta de convexidade faz com
gue o 6timo para o tensor isotrépico torne o terssidual muito préximo da semi-positividade.
Uma discussao sobre isso e outras propriedadesedamgosicdo serdo apresentadas na
concluséo deste capitulo e desta tese.

Um algoritmo de otimizagdo usando como base o roétdd Monte Carlo foi
desenvolvido para encontrar os por(tﬁﬁ", C{i") gue geram a maior norma, dentro dos pontos
testados. A escolha da metodologia de otimizacatAgeela facilidade de implementacéo e dos
testes necessarios para cada ponto verificandsitvitade do tensor residual em fungcédo das
inequacdes da decomposicdo inconsistente. A rbieaada neste algoritmo esta apresentada no

Anexo Il desta tese.
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O primeiro exemplo dessa decomposicdo consistest@ s@plicado ao tensor
ortorrdmbico da equacéao (4.5.b). O que se percebsuesultados € que o tensor isotrépico de
maior norma esta muito préximo do limite da fungijetivo, como ja comentado. O tensor
isotropico mais préximo, tendo em vista o critéd@ norma, e seu respectivo residual sdo
escritos na forma:

1159.15 65.75  65.75 0 0 0 7 (4.23.a)
159.15 65.75 0 0 0
cea5D) _ 159.15 0 0 0
iso 46.70 0 0
46.70 0
L sym 46.70]
132.85 0.25 —5.75 0 0 0 7 (4.23.b)
0.85 —9.75 0 0 0
eq(4.5.b) 112.85 0 0 0
Cres 7 = 1330 0 0
15.30 0
| sym 2.301

com norma d&57.90393, que corresponde890.43% da norma total (que é 444.98540) sem o
tensor residual perder a propriedade de positigdAdnorma do tensor residual é 125.445 que
corresponde a 28.19%. Pela desigualdade triangutamna das normas é maior que a norma das
somas (a norma do tensor constitutivo da equacédj¥t Apesar da problemética com relagéo
ao Otimo proximo da borda da funcéo objetivo, aoteibgia é de facil aplicagcdo e obtém
resultados bastante satisfatorios.

O segundo exemplo é desenvolvido para o tens@veasalmente isotropico:

307 165 103 0 0 0
307 103 0 0 0
3581 0 0 0
Ciis = 783 0 0 (4.24)
783 0
[ sym 711

O tensor da equacao (4.24¥5% — representa 0 comportamento mecanico do cobresakmlas
equacoes (4.15) — (4.20) terem sido feitas pardemsor ficticio ortorrdmbico, elas podem ser
utilizadas sem correcdes para materiais de sintetrigversalmente isotropica.

O tensor isotropico e residual, para a equacad)4sao dados por:
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284.8 143 143 0 0 0 7 (4.25.a)
284.8 143 0 0 0
cea24) _ 2848 0 0 0
iso 709 0 0
709 0
L sym 70.9.
[22.2 22 —40 O 0 01 (4.25.b)
222 —-40 O 0 0
Ceq(4'24) _ 733 0 0 0
res 74 0 0
74 0
| sym 0.1.

cuja norma para a equacdo (4.25.a) é 93.969% daanalo tensor ficticio. Observa-se,
novamente, que um pivé do tensor da equacao (4.85t& muito préximo de zero, podendo ter
0S mesmos problemas ja descritos no tensor fialiecmmposto anterior. Entretanto, dessa vez,
este pivo se encontra na relacdo entre as tensfi#erenacoes cisalhantes.

E importante salientar que a apresentada decondposip tensor constitutivo €é
diretamente relacionada com o tensor da elastieitiddimensional. Para o tensor constitutivo
reduzido, € necessario que se faca uma analisdhsenee respeitando as dimensdes do tensor
constitutivo que descreve o comportamento de unenmbia teoria de placas finas. Utiliza-se
0Ss menores principais que se aplicam ao caso degfmas P,, P, e P;)*® suas equacdes de
teto (egs. (4.15)) e claro, o tensor constitutieduzido equivalente e decompostos. Se, ao
utilizar o procedimento descrito na secéo 4.1.2 partir dos tensores resultantes de dimensdes
6x6, reduzi-los por intermédio das equacdes (a$kquacdes de teto, em funcdo dos tensores
reduzidos, ndo sdo respeitadas.

Pode-se provar que, com a decomposicdo do tensatitobivo, as raizes da equacao
caracteristica de placas finas (eq. (3.26)) deidanser iguais. Utiliza-se como exemplo, um

tensor constitutivo reduzido, que é escrito como:

225 120 0 (4.26)
C=|120 169 0
0 0 375

Nota-se que o tensor da equacgéo (4.26) tem sin@toardmbica. Ele ndo representa nenhum
material real. Suas propriedades elasticas foramllédas de modo que as raizes da equacao

caracteristica de placas finas (eq. (3.26)) sejamis. Esta e suas raizes sdo escritas na forma:

8 Ou diretamente as equacdes (4.16), apenas carnhiandice 3 por 6.
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169u* + 2(120 + 2 x 37.5)u? + 225 =0 (4.27.9)

fi=pa =1 (4.27.b)

A solucdo fundamental da equacdo (3.23) tem fornetérminada e, portanto, é
necessaria a utilizagdo da solugdo fundamentalqdacéo (3.30), no quél,,, = 1.331361.
Pode-se, entretanto, decompor este tensor paraugiseraizes sejam diferentes das da equacao
(4.27.b). Ao aplicar a rotina apresentada nas émsa@.15) — (4.20) e notando que se utiliza o

tensor constitutivo reduzido, tem-se que o tersairépico de maior norma encontrado € escrito

como:
. 162.6667 130.1886 0 (4.28)
C° =[130.1886 162.6667 0
0 0 16.2309

Ao inserir as propriedades elasticas do tensortitotido da equacdo (4.28) na equacgao
caracteristica de placas finas, chega-se em re¢meslhantes as da equacéo (4.27.b). Entretanto,
para este caso, nao € possivel utilizar a equa;ad0)(pois ela gera uma solucao fundamental
gue viola o principio de invariancia com a diregatacional em solucdes isotropicas, como
comentado no capitulo 3. Utiliza-se entdo a solfgadamental para simetrias isotropicas e

transversalmente isotrépicas. O tensor resultanteoé@émbico e tem a forma:

62.3333 —10.8886 0 (4.29)
Co't =[-10.8886  6.3333 0
0 0 21.2609

As raizes da equacao caracteristica para o teasoritth na equacéo (4.29) sao:

Wy = 2.980132i (4.30)
ty = 1.052711i

N&o existe restricdo para a aplicacéo da solug@tafuental da equacéo para as raizes da
equacao (4.30). Prova-se que a decomposicao dorteade modificar as raizes das equacdes
caracteristicas e, porventura, evitar a degeneragd@matica. Tendo isso em vista, necessita-se,
portanto, de uma relagcédo entre a solu¢do fundamgudaé gerada pelo tensor constitutivo da
equacao (4.26) e das solucdes fundamental iso&rogie utiliza o tensor da equacéo (4.28), e
anisotrépica, que utiliza o tensor da equacao J4oR9mais diretamente, as raizes da equacao

(4.30). E exatamente isso que sera proposto ntut@pi
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4.4 CONCLUSAO

Provou-se que duas decomposi¢cdes do tensor constijpropostas na literatura ndo
correspondem as decomposi¢cfes consistentes, poigeram tensores positivos definidos.
Provavelmente, as teorias que obtém o tensor Eotromais proximo ndo levam em
consideracdo a positividade do tensor residualogamo, ndo podem ser considerados em
analises que necessitam desta propriedade. Apoessatentdo, uma decomposicao consistente,
gue mantém a positividade dos tensores resultadtesu-se, entretanto, que a funcéo objetivo
da otimizacdo para a obtencdo de um tensor isotrqqar intermédio de um tensor ortorrébmbico
€ sempre crescente e seu 0timo estad sempre psrtesiacoes. Isso faz com que o menor pivo
do tensor residual seja muito proximo de zero.

Uma alternativa € alterar a funcdo objetivo de fompie esta se torne convexa. Outro
ponto é a definicdo de 6timo. Para o exemplo desari 6timo € um tensor de maior norma
possivel (sendo essa norma a descrita pela eqd¢Eh) que seja positivo e mantenha a
positividade do tensor residual. Contudo, outrasnas podem ser utilizadas bem como outras
restricbes. Para o primeiro, pode-se utilizar @meinante, que nada mais é que o produto dos
autovalores. Para o segundo pode-se forcar umenigfe especifiéddos autovalores do tensor
residual e assim poder evitar valores na diagosestiedensor proximo de zero, como o ocorrido
no exemplo. Apesar de certos problemas, a decoggmproposta obteve éxito no que concerne

o desenvolvimento de um tensor isotropico e re$iolsitivos.

9 Segura, em fungéo da degeneracdo matematica.
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5 DecomMPOSICAO ADITIVA CINEMATICAE CONSTITUTIVA

A decomposicao aditiva de solu¢Bes fundamentas disidida em duas abordagens:
cinematica e constitutiva. Esta Ultima esta subdiem duas metodologias nomeadas de direta e
decomposicao de Adomian. Elas serdo apresentadts orelem e em relacdo aos operadores
diferenciais lineares da elasticidade tridimendiende placas finas. A decomposi¢ao cinematica
trabalha diretamente com a superposicdo de solufidetamentais do mesmo operador
diferencial. Elas se diferenciam pelos coeficientlesse operador na forma de simetrias
constitutivas diferentes. Como se introduz a fodaaolucdo fundamental equivalente, a relacéo
incégnita € em relacdo aos tensores constitutigag/alentes e das solugbes decompostas. Na
decomposicao constitutiva, a ultima relacdo € cadae Portanto, deve-se obter a relacédo entre
as solu¢des fundamentais decompostas e a solugdanfiental equivalente.

Ser4 provado, para ambos os operadores diferenolgjsto deste trabalho, a
impossibilidade de desenvolvimento da decompos@@ematica quando utilizados tensores
constitutivos decompostos ndo proporcionais e,aptt de diferente simetria. As relacdes
obtidas para a decomposi¢cdo constitutiva, via ammoh direta, sdo inconclusivas, ndo se
provando sua possibilidade. A solucdo equivalentgbiida por intermédio de convolugdes
implicitas. Mostra-se, também, para este casolonlodda primeira e segunda derivadas e sera
apresentada sua nao-linearidade em funcdo dasdseslugecompostas. A decomposicao
constitutiva, tendo em vista utilizacdo da decorgdms de Adomian, se apresenta possivel.
Contudo, sdo necessarios os célculos de solucfidarhientais com o termo fonte diferentes da
funcédo delta de Dirac, tornando seu desenvolvim@etado analiticamente. Ainda assim, a

metodologia abre espaco para a determinacdo dedssldundamentais baseadas na hierarquia
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do tensor constitutivo via classes simétricas (faglil) podendo-se obter uma Unica solucéo

fundamental ndo-degenerativa que englobe todamatias.

5.1 DecomMPOSICAOCINEMATICA

A prova da impossibilidade da decomposi¢céo cineraaera apresentada, inicialmente,
para o caso da elasticidade tridimensional, p@gete ser facilmente reduzida a placas finas.
Ser& suposto que a decomposicdo é possivel eiadaarelacdo encontrada entre os tensores
constitutivos, serd demonstrado que apenas pasar&nproporcionais, 0s equacionamentos se
mantém.

A equacéo inicial para tal decomposi¢édo € dada como

N (1)
uVER (x) = uFI¢(x) = z u@® (x) = u®(x) + u(Z)(x) + oo u™ (x)

n=1

onde os sobrescritos seguem a mesma regra quagéedq4.8) e o simboks € de equivaléncia,
devido a discussdo apresentada por LaMattina, Kl&n&ischen, 1998. Ou seja, a solucdo
fundamental equivalente deve ter equivaléncia cosolacdo fundamental verdadeira. Isso é
descrito dessa forma, pois a solucdo verdadeirae puib existir, tomando uma forma
indeterminada, quando houver degeneragdo matem@ticao a solucao ficticia € desenvolvida
por intermédio de outras solu¢des, que forcadanmdedegeneram, pode-se desenvolver uma
metodologia de obtencéo de soluc¢des fundamentaiampes degenerariam por solucdes que nao
o fazem. A diferenca entre as solugdes decompesté® (x), u®(x) eu™(x) — esta no
tensor constitutivo que as desenvolve. Mais diretds nas raizes da equacdo caracteristica do
operador diferencial, que é relacionada com asrigagdes elasticas.

O vetor solucdo fundamental, descrito na equacay, (dode ser descrito por intermédio
do tensor solugcdo fundamental, conforme a equé®dd)( Sendo assim, pode-se reescrever a
equacao (5.1), de modo que:

N (5-2)
UFIC(x) = z U™ (x) =UD(x) + UD(x) + -+ UM (x)

n=1
O vetor solucdo fundamental é dado pelo produtexditacdo externa com o tensor solugcéo
fundamental (eq. (3.43.a) e (3.44)). Ao consideraquacao (3.41) em unido com a equacao
(5.1) — (5.2), tem-se que:
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TCrIC9, U™ (x) = —18(x) = ALCTCA,[UD (x) + UD (%) + - + UM ()] (53)

onde ja foi considerado que a excitacdo externada gela funcédo dela de Dirac aplicada na
origem do dominio. Como cada uma das solu¢fes dqmsias na equacao (5.2) € uma solucao
fundamental, sabe-se que:

ATCXP UD (x) = —15(x) (5.4)
no qualX pode ter os valores numeéricos das solucdes funtammela equacédo (5.2). Aplica-se a

transformada de Fourier tridimensional em ambokdss da equacédo (5.2), por intermédio da

mesma transformada nas equacdes (5.4), obtéma&e anequacoes:
076@) = UV@) + 0D@) + -+ TN Q) (552)

LOQU®D@Q =1 (5.5.b)

sabendo que o operador diferendi@? (d,) é descrito pela equacéo (3.43.b) e sua transf@amad
de Fourier segue a equacao (3.5). E importantaltasscom relacéo as equacdes (5.1) — (5.5), o
gue é conhecido e o0 que é incognito. As solucdedaimentais verdadeiras decompostas, diga-se
uM(x), u®(x) eu™ ou seus respectivos tensores solucdo fundametel &), UP (x) e
U™ (x) — sdo conhecidos. Entretanto suas transformadasad A transformada de Fourier,
neste caso, é apenas uma ferramenta matematicalparaelaces entre as entidades ficticias e
decompostas. O tensor constitut&d® é um dado de entrada do problema. Seus respedtigos
solugcbes decompostas sao parcialmente incognédbe:s apenas suas simetrias. Em verdade, é
essa relacdo que se quer obter. Por meio deléicaese a possibilidade da decomposi¢cdo bem
como as propriedades elasticas do tensor fictecrgpagam aos tensores decompostos.

Ao notar que as variaveis da transformada sao eegige o tensor constitutivo é positivo
definido, a equac&o (5.5.b) pode ser escrita ataptiente em relaciol* (7). Ela nada mais é
gue a inversa do seu operador diferencial trangfdom Modifica-se a equacdo (5.5.a), por

intermédio dessa informacgé&o, na forma:

LFIC(Q~1 = L(l)(()_l + L(z)(()—1 4ot L(N)(()—l (5.6)
Ou seja, o inverso do operador equivalente é iguaoma dos inversos dos operadores
decompostos. Nota-se, pela equacdo (5.6), a ref@g&ima que a decomposi¢do cinematica

tem com a soma de molas em série, ao se considétéf) como uma rigidez. Para se obter as

relacdes entre os tensores constitutivos, invertesslois lados da equacgéao (5.6), na forma:
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L@ = LO@[LO @) + L2 @] LO@) ®.7)

notando que, para a equacéo (5.7), utilizavse 2. Nao se perde em generalidade ao fazer tal
consideracdo. Basta, ap0s obter as relacfes enteasores constitutivos ou mesmo diretamente
na equacao (5.7), considerar que a soldt8tx) € uma solucéo ficticia e propor novamente a
decomposicéo. E importante explicitar que a equé&dd ¢ comutativa com relacad. & (7) e

L® (@) . Devido o fato de que algumas operacbes matrigagem forcar a perda desta

propriedade, escreve-se que:

2LF@Q) = LOQLOQ) + LO@Q)] ' LO@ + LOQLO©Q + L2 1w O
Imp0de-se, portanto, a comutatividade.
A transformada do operador diferencial da elasibédtridimensional € dada por:
LO@) =¥ @QCDY Q) (592)
G 00 0 & G (5.9:b)

Y(():O Gz 0 G 0 ¢
0 0 &G G ¢ 0

Por intermédio das equactes (5.9) pode-se colonaevedéncia os tensores constitutivos na
equacdo (5.8). Para obter relacbes entre os tensmestitutivos, sem as variaveis da
transformada, diversas operacfes matriciais sdessé@gas. As identidades usadas nessas
operacoes sdo a operacdo vetorial, produto de Ekeneidentidade do produto misto (produto
matricial e o produto de Kronecker) e a transfod@oage um produto matricial triplo, quando
submetido a operacéo vetorial. Matematicamentesiderando qud, B, X, D e E sao matrizes

gue podem ser retangulares, tem-se que:

vec(A) ={A11 Az Am Az Ay v Apy o ApndT (5.10.9)
A B A;pB - AB
AyB A,,B -+ A,,B
Amxn®Brxq =% T T (5.10.b)
AmB  AnB -+ ApB mrxnq
(A®B)(D®E) = AD®BE (5.10.0)

vec(AXB) = (BT®A)vec(X) (5.10.d)



86

E importante destacar que o produto de Kroneckalmgente ndo é comutativo. Esse é o motivo
da imposicdo da comutatividade da equacao (5.7gndb entdo, a equacédo (5.8). Tanto o
produto de Kronecker (eg. (5.10.b)) quanto a ogeragtorial (eq. (5.10.a)) sao lineares. Como
a igualdade na equacao (5.8) é relativa a cadg&dmsio operador equivalente transformado,
pode-se aplicar, em ambos os lados, a equacaogpelfeescrevendo a equacao (5.8) de modo

que:

2vec(LFI€(Q)) = vec (L(l) QL@ + L<2>(z)]’1L<2>(z))
B (5.11)
+ vec (L(z)(l) [L(l) @ + L(z)(()] L (())

Utiliza-se a identidade da equacéo (5.10.d), meatiiiio a equacao (5.11), de modo que:
2(Y"®Y")vec(C1%) = [(LOBLD) + (LORLW)vec ([L® + L] ") (5.12)
Aplica-se, entdo, quatro vezes a identidade dagégu@®.10.c) obtendo:
LORLY = (r'er") (cPec?) (rey) (5.13)

ondei e j tomam valores 1 e 2 ie+ j. Ao inserir a equacdo (5.13) na equacgdo (5.12) e

considerando novamente a identidade da equacdhdp.fem-se que:
2(Y" @Y vec(€™'€) = (' @YN[(CVRCP) + (CORCW)vec (YLD +LP]7'Y)  (5.14)

Por intermédio da equacédo (5.14) pode-se montarsisiema lineadz = 0, onde
A= (YT®YT). Como essa matriz é diferente de zero, o wetteve ser nulo em todas suas

posicdes. Portanto, a fim de satisfazer tal afifmageescreve-se a equacao (5.14) de modo que:
1 -
vee(€0) = 2 [(€DRCD) + (CPRCD)]vec (YY" (c® + c@)r]y) (5.15)

Por meio da equacdo (5.15) pode-se provar a inphdade da decomposicédo
cinematica quando tratada dessa forma. O lado ekmdessa equacao € dependente apenas das
propriedades elasticas ficticias. O lado direitpesiele dos tensores constitutivos decompostos e
das variaveis da transformada. O produto matrinigfno a operacaeec, por se tratar de um
produto matricial retangular, mantera sua depend@&ma . CasoY fosse uma matriz retangular
e ndo-singular, a equacao seria satisfeita e gd@kentre as propriedades elasticas equivalentes e
decompostas seria semelhante a (5.8), cambiandetamiente os operadores lineares

transformados pelos tensores constitutivos.
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Ao investigar mais profundamente a resultante daeragdes matriciais dentro do
operadowec, pode-se obter uma prova mais contundente, perniédio dadivisdo longa de
polindbmios Propde-se que a inversa seja resolvida pela geg@ramer, mostrada na equacéo
(3.45). Por intermédio dela, chega-se em:

1 (5.16)
To3: (VT ( (1) 2)
TR GOEYO M adj(Y"(c® + c@)y)y

YT[¥7(c® + c®)y] Y =

Os polindmios obtidos na resultante do produto igiat¥”adj(Y” (€™ + ¢®)Y)Y tem grau

de homogeneidade 6, com relacdo as varia§eidD mesmo acontece com o grau de
homogeneidade do determinante encontrado na equ#&gd®). Pode-se utilizar as
transformacfes mostradas nas equacgoes (3.46) ©) (Ba que a equacédo (5.16) dependa de
apenas uma variavel. Como as transformacdes n&waralt o grau dos polinbmios, o
denominador da equacao (5.16) tera grau polinojidlem como todas as entradas da matriz
desta mesma equacédo. Portanto, tem-se a divisadoidepolindbmios de sexto grau. Por

intermédio do teorema do restbd polynomial remainder theorg@nuescreve-se que:

n 5.17
FOPO) _ g(0m+) + 1@ &40

Casoa seja uma raiz deste polindmifia) € igual a zero e tem-se uma divisdo exata. Ao
considerar o teorema fundamental da algebra, pp@sesever qualquer polindémio em funcéo de
suas raizes. Entédo, por intermédio da equacéo) (edifse que, para a razdo da equacéo (5.16)

seja independente de € necesséario que as raizes do polinbmio denootireadlo numerador

sejam iguais. Isso sO ocorre quar@® é proporcional LD se respeitarmos essa Ultima

afirmacédo, tem-se que a decomposicdo cinematiégpedsivel quando existe proporcionalidade
entre os operadores diferenciais e, portanto, sémpossivel sua separacdo em funcdo da
simetria constitutiva. Isso porque €& impossivel gxeésta proporcionalidade entre tensores
constitutivos de diferente simetria. Nota-se queaesstricio ndo se afeta apenas a simetria dos
materiais decompostos. Podem existir dois matedeianesma simetria ndo proporcionais.
Ademais, cas@® seja proporcional 81, ambos seréo proporcionai€dC.

A impossibilidade de se obter um tensor constitutequivalente que respeitasse a
equacdo (5.1) e (5.2) pode ser explicada por itéionda equacdo (5.7) ou (5.8). O que se
procura fazer nessas equacdes € obter o compottaneperador diferencial equivalente por
intermédio de um produto comutativo. A impossilsiié se da no residuo deste produto, que
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depende das variaveis da transformada. Essas egu@ed uma ligacdo intima com as equacoes
(5.1) e (5.2) e, portanto, ndo podem ser subsituid

Uma alternativa para a obtencdo da decomposicdméditica entdo, é modificar a
equacao (5.1) e adicionar um termo no qual exisia elacédo entre as solugdes fundamentais de
forma que a parte residual da equacao (5.16) messeliminada. Entretanto, ndo se pode provar
gue este novo termo nao degenere ou mesmo quessa eliminar a parte residual. Além disso,
perde-se a caracteristica de superposicdo de ssldgddamentais, pois o termo adicionado
provavelmente ndo serd uma solucao deste tipo.

A decomposicdo cinematica da solucdo fundamentalaas finas tem propriedades
semelhantes em relacdo a decomposicdo na eladécittddimensional. Portanto, ela é
impossivel. Por se tratar de um operador diferénesgalar, pode-se obter uma relacéo
independente das variaveis da transformada. Entogta sistema de relagbes obtido, entre as
propriedades elasticas ficticias e decompostadpérdefinido. Pode-se determinar que essa
relacdo seria semelhante na decomposicdo na eladgctridimensional e, por meio dela,
mostra-se o termo residual. Para manter um proedonmatematico coerente, se apresenta
todos os passos de andlise. Tem-se entdo, a desigApada solucdo fundamental equivalente,
na forma:

N (5.18)
uVER(x) = uFIC(x) = z ) (x) = u(l)(x) +u@x) + -+ uM(x)

n=1
onde os indices sdo analogos ao da equacao (5rhgstho se diz com relagdo a equivaléncia
entreu’ER (x) euf’“(x). Aplica-se o operador (3.14.a) na equacéo (5atgndo-se:
h3 _ h3 _ (519)
EaTCFICauFIC (x) = 8(x) = EaTCFICa[u(l)(x) +u@ ) + -+ ud® (x)]
onde j& se considera que a carga infinitesimal @sliéada na origem do sistema coordenado.
Cada uma das solucbes decompostas sdo solucOesnemizis e, por iSso, seguem a seguinte
relacao:
h3 _ (520)
—3TC®au® (x) = §(x)
12
Aplica-se a transformada de Fourier em ambos assldd equacédo (5.18) e (5.20), e, sabendo
gue a transformada da solucdo fundamental é iguahvarsa do operador diferencial

transformado (eq. (5.20)), tem-se que:
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11 1 1 (5.21)
e - Lo@ 1o@ T T TIeE

gue tem uma relacdo analoga com sua respectiviasticidlade tridimensional (eq. (5.6)). Por
esta relagdo e pelo mesmo motivo que na elasteit@imensional, considerar-séVa= 2 e a
equacao (5.21) é escrita como:

LO@QLP@(© (5.22)

O =1mg 00

Pde-se em evidéncia os tensores constitutivos icmijzna forma:
3 5.23.a
LO@) = T gTEwg o

(=G G 205} (5.23.b)
e multiplica-se ambos os lados da equacéo (5.22)(pg7) + L (7), notando a positividade
dos operadores transformados. Ao fazer tais cargides, chega-se em:
%(T[CFICE(C(D + C(Z)) + (C(l) + C(Z))fCFlC —CWEC@ — C(Z)EC(D]( =0 (5.24)
onde& = {®{. E importante ressaltar, como o produzido na s@afla decomposicdo na
elasticidade tridimensional, forcou-se a comutdtide na operacao, ja que a equacao (5.22) é
comutativa. Considerando o fato que a matriz é tsica¢ devido a comutatividade, e positiva

definida, além do fato que os vetofeg 0, tem-se que, entéo:
CFICE(CD + C@) + (€W + CD)ECEQ — cWECD — cCDgC™ = 0 (5.25)
que, ao utilizar o operador vetorial (eq. (5.10.dhega-se em:
[cFCR(C™ + €@) + (¢ + €@)RCC — CVRCP — CDRCD]vec(s) =0  (5-26)
e notando queec(§) # 0, tem-se que:
CFIEQ(CD + €@) + (€W + €P@)QCFIC = cCVRCD + D QCW (5.27)

Em forma indicial, a equacéo (5.27) € escrita como:

1 2 1 2 1) ~(2 1) (2 5.28
cHe(cd + @)+ (P +cP) =P + P (5.28)
ondei, j, k es variam em 1, 2 e 6. Observa-se que as equac®y &.5.28) ndo sao iguais.
Pode-se, entretanto, por intermédio da equacad)(5dbter todas as relagbes existentes

resultantes dos produtos de Kronecker da equaczo) (5
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Nota-se entdo, que a relacdo gerada pela equagd (Bonta o tensor equivalente de
forma que, ao aplica-lo no operador transformadeqimcéao (5.22), obtenha-se a decomposicdo
apresentada na equacao (5.18). Contudo, a masuitaete do produto de Kronecker, para o
caso da equacao (5.27), gera uma matriz 9x9 sgaétriando 45 equacdes que devem ser
satisfeitas. Neste conjunto, apenas 21 equacdemadpendenté® Ao observar que o tensor
equivalente é conhecido, ha apenas 12 varidvee&reansencontradas se for considerado que
tanto o material (1) quanto o material (2) tenhamefria monoclinica. Fica claro que, ao
aumentar a simetria de um dos materiais, 0 numer@adiaveis diminui sem uma reducao
diretamente proporcional das equacgdes independentes

Uma interessante explicacdo fisica da equacéo )(n88e ser dada em funcdo da
analogia apresentada no capitulo 1. Propde-s&,anté cada componente de um tensor elastico
de segunda ordem seja considerado como uma meka.liA propagacédo do efeito de uma das
molas ficticias é relacionada com todas as molasomdpostas de todos os materiais
decompostos. Ou seja, o0 efeito de uma constargdceldicticia é correlato com todas as suas
respectivas dos tensores elasticos decompostossdPem relacdes muito rigidas, a Unica
solucdo possivel é que as propriedades elasticasngestas sejam proporcionais entre si e,
portanto, proporcionais com o tensor equivalentvi@ a essa proporcionalidade, as simetrias
do tensor ficticio e dos decompostos devem serti@@n Cita-se que, para 0 caso
unidimensional proposto na analogia, a equaca®@)®Btém exatamente a rigidez equivalente
de molas em série.

Outros argumentos podem ser usados para provaialpaente, que a degeneragao
cinematica € impossivel. Diz-se parcialmente, peistiliza apenas as solu¢cdes fundamentais de
placas finas e uma decomposi¢do na qual uma dagdssl € sempre isotrépica. Apesar disso,
algumas caracteristicas podem ser expandidas @ @masos.

Considera-se a variacao da solucao fundamentavaqote para placas finas, mostrada
na equacdo (5.18). Ao explicitar que a solugfd é desenvolvida por um material isotrépico

(eq. (3.33)) e que a soluc@f” seja constituida por um material anisotropico quex, no qual

%0 nimero de 21 equagdes advém do mesmo prinagpimndtensor elastico triclinico ter 21 constantéstieas.
Basta considerar que a equacéo (5.28) pode seitdgsm 2 tensores de quarta ordem (um do ladoezdqg e outro
do lado direito) que tem, exatamente, as mesmastrsas que um tensor constitutivo elastico de quartiem (eq.

2.2)).
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sua solucdo fundamental € descrita pela equac¢d8),(analisa-se a variacdo @nda solucao
fundamental equivalente, de modo que:

qu _ ”,%2) (5.29)

que analisada por intermédio da equacéo (3.38kebegm:

h52(6) = h$5(8) (5.30.b)

As equacgOes (5.30) podem ser vistas como restrigess na relacdo entre as
propriedades elasticas equivalentes e do mateétjall§so porque a igualdade de ambas as
equacOes deve-se manter para tbdoas raizes da equacado caracteristica da equUa@&) (
devem ser diferentes, para haver uma decompositdeud? + u®. Entretanto, para que as
equacdes se sustentem, os componentes reais eamagjidessas raizes devem ser iguais, e,
portanto, tendo seus tensores proporcionais. Sasglm, de uma forma mais simples — e menos
geral — prova-se que a decomposi¢cao cinematicpod® ser desenvolvida.

Tendo em vista a impossibilidade da decomposicAentitica, a decomposicdo mista
descrita no Capitulo 1 e mostrada na Figura 1.®béamé inviavel. Ser& visto, contudo, que a
decomposicao constitutiva via decomposicao de Adometém algumas das propriedades dessa

decomposi¢ao (mista).

5.2 DECOMPOSICAOCONSTITUTIVA
5.2.1 ABORDAGEM DIRETA

Em acordo com a decomposicdo cinematica, serd empaele a decomposicao
constitutiva para o caso de elasticidade tridinwradj pois pode ser reduzida a teoria de placas
finas. Conforme a equacéao (4.8), um tensor cotistitpode ser decomposto em outros tensores
de diferente simetria. Para correlacionar essandeasicdo com as equacdes da decomposicéo
cinematica, reescreve-se essa equagao na forma:

N (5.31)
CVER = CFIC = z CW = ¢V 4 €@ 4 ...y ¢

n=1
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onde os sobrescritos seguem a mesma relacdo dgieqdaB). Insere-se entdo a equacédo (5.31)

na equacao (3.41) — equacéo diferencial linearg@asticidade tridimensional — obtendo-se:

N (5.32)
a5 [z cm

n=1

A, U (x) = [8TCDa, + 3LCP, + -+ ATCM I, JuF'C (x) = g(x)

Nota-se, por intermédio da equacao (3.43.b), gdecamposicdo constitutiva nada mais € que
uma decomposicdo aditiva do operador diferenciagali da elasticidade tridimensional.
Portanto, tem-se que:

N (5.33)
1P (@, 0u"e (x) = <Z L<n><ax)) uf1e(x) = g(®)
n=1

gue, ao considerar que o carregamento externaigcdd delta de Dirac e que o vetor solucéo
fundamental pode ser descrito por intermédio dsaesolucdo fundamental, tem-se que:
N -1 (5.34)
oreQ) = L)) = [Z L™ (0]
n=1

Utiliza-se a equacdo (5.5.b) para entdo, obtetagde entre as solu¢des fundamentais ficticia e
decompostas. Tem-se entdo que:

-1 (5.35)
o7e(Q) =

N
0.0 (")_l(z)]

n=1

Considera-se, devido o0 mesmo motivo da decomposiggmaticaN = 2. Chega-se em:

UFIc(g) = TO@Q[UD Q) + TP Q)] 0@(Q) (5.36)

notando-se que a mesma identidade utilizada na dammversas dos operadores transformados
utilizada na decomposicéo cinematica € usada Rguianto, os produtos matriciais da equacao
(5.36) sdo comutativos. Para forcar essa comudatié, tem-se que:

2071€(g) = TO@Q[ID Q) + TR Q)] TR Q) + TOQIO@) + 0O o0 ©37)

Algumas consideracfes sao feitas com relacdo ac&gu®.37). Nao se conhecem as
transformadas de Fourier das solu¢des fundamesgasmpostad/ P (x) e U?) (x), conforme
exposto na decomposicdo cinematica. Entretanto,oc@® conhece todos 0s tensores
constitutivos, as solugbes decompostas sdo cogndadominio real. A solucéo ficticia é

considera indeterminada, pois a principio, degemat@maticamente ou mesmo é desconhecida,
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guando construida por solu¢cdes decompostas dealteasmetria, e € escrita por intermédio das
solucdes decompostas apenas.

A partir dessas afirmacdes, surgem alguns problemasrelacdo a equacgédo (5.37). A
transformada inversa da inversa da som&'dy{) e U®({) ndo é conhecida. E necessario
procedimentos algébricos para eliminar qualquecdantransformada do denominador dessa
equacdo. Utiliza-se a regra de Cramer para inveesa®mnsiderando que o determinante

relacionado é sempre diferente de zero, reesceeaeequacao (5.37) na forma:
2|00 @ + 0D @)U () (5.38)
= 00(©adj (TD@Q) + U9 ()) 1D Q)

+ 0@ (9adj (T +TD(©) T (@)

no qual o grau de homogeneidade da equacdo (5r88fumcdo das solucbes ficticia e
decompostas € quatro. Esse grau € importante, gefine diretamente a quantidade de
convolucbes necessarias para a obtencdo da tnaasfarinversa da equacéo (5.38). E pertinente
colocar que a transformada bem como sua inversadguaplicadas a equac¢des matriciais, sao
desenvolvidas termo a termo. Sendo assim, a tnanaéta inversa da equacéo (5.38) € resolvida
por intermédio de quatro convolucdes em relacdo tansos das solugdes nesta equacdo
descritas.

A forma explicita da equacdo (5.38) no dominio réakxtensa. Além disso, sdo
implicitas as componentes do tensor solu¢cédo fundeainicticio. O peso computacional, mesmo
para casos semi-analiticos ou puramente numérsars alto demais para a obtencdo dessa
solucdo em uma resolucdo minima. Ressalta-se,tarttye a importancia da equacgéo (5.38).
Caso ela seja resolvida em uma forma analiticaafiechpara uma decomposicdo do tensor
constitutivo relacionado a trés materiais diferenteoderia-se obter a solucdo fundamental
ortorrombica, por intermédio de trés tensores dmoiisbs de simetria transversalmente
isotrépicas. E notavel que a equacao (5.38) nawaskifica muito para este caso. Ela ganha dois
novos termos no lado direito da equacéo e o datante teria trés termos diferentes, ao invés de
dois. Contudo o grau de homogeneidade ndo seratef@ndo assim, 0 peso computacional ao
adicionar mais uma simetria & decomposicdo do teswststitutivo na equacao (5.38) ndo seria
muito mais alto que com essa decomposicao apemasdpeés materiais. Observa-se que a

solucdo fundamental da elasticidade tridimensipagh materiais transversalmente isotropicos é
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conhecida (Nakamura & Tanuma, 1997). Nao se dizeenmo para esta solucdo para simetria
ortorrombica.

Pode-se também obter a relacdo entre as soluchdanientais ficticia e decompostas
diretamente no dominio real, por intermédio dasaeges (3.45) — (3.50), que descrevem o
formalismo de Stroh aplicado a elasticidade tridigi@nal. Tem-se que, por meio das equacodes
(3.48), que:

EC = oW 4 @ REIC = RD 4 RD TEC = 7D 4+ 72 (5.39)
e, portanto:
LiE () = Ly @) + L () (5.40)
Modifica-se a equacéo (3.49), por intermédio daega (5.40), de modo que:
+o0 (5.41)
US-’C x) =
E importante colocar que:
(5.42)
©9) —
U (%) =

e que as equacobes (5.39) — (5.41) séao facilmergansiveis para solu¢des fundamentais
decompostas. O problema matematico é desenvolwveressa da equacao (5.42). Nao se pode
escrever a equacao (5.41) em funcédo apenas dadeq{tag2). Sempre havera termos residuais
no célculo que estardo em funcéo de produtos esttermos dé® (p). Pode-se explicar essas
afirmacgodes na forma:
1 (5.43.a)
Uilj-lc(x) =3 [Ul.(jl)(x) + Ul.(jz) (x)] —

I;jdp

F(p) = [L(Z)(p)L(l)-l(p) n L(1)(p)L(2)—1(p)]—1 [L(l)(p) N L(z)(p)] (5.43.b)

Nota-se o aumento da complexidade da integral eesetvida. Além disso, ndo se sabe
se o resultado da integral da equacéo (5.43.ape&ofuncdes que ellmlneuf (x) eU(z)(x)
bem como ndo se sabeRB@) pode degenerar ou ndo. Espera-se, contudo, quedssa, pois,

apesar de se retirar da integral da equacao (594$9)|ug6e§i(j1) (x) eUl.(jz)(x), observa-se que
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LE¢(p) ainda se mantém na parte residual (Gltima mawipmduto da equagédo (5.43.b) ao
observar a equacéao (5.40)). Ressalta-se que ag&n(#¢3.a) ndo tem forma Unica. Foi utilizada
a identidade binomial por duas vezes, para mantanautatividade das equacdes matriciais.
Pode-se utilizar outras identidades para expandiversa da soma no integrando da equacéao
(5.41) chegando a outras relacdes.

Outro ponto importante a ser colocado é da resolwds derivadas da solugéo
fundamental ficticia, necessarias para seu uso BG.NConsiderando o fato que esta solucéo é
indeterminada ou desconhecida, essas derivadamdmreobtidas por intermédio das derivadas
das solucbes decompostas. Sera apresentado, bdefsta capitulo, que estas derivadas podem
ser altamente n&o lineares com relacéo as solde@espostas.

A decomposicao constitutiva da solucéo fundametgagilacas finas tem como base uma
equacdo semelhante a equacéo (5.31). Ela é defioida:

N (5.44)
CVER — GFIC _ Z T = €D 4 T@ 4o 4 T

n=1
Por intermédio dessa equacgdo, pode-se explicazdo rda decomposicdo do tensor
constitutivo apresentada no capitulo 4 ter de eq@mesentada diretamente ao tensor constitutivo
reduzido. A equacao (5.44) geraria as “equacoetetdé e, portanto, modificam levemente o
equacionamento la demonstrado.

Ao inserir a equacao (5.44) nas equacdes (3.13)14), de modo que:

N
z ™
n=1

tem-se que, conforme sua contrapartida na elaatieidtridimensional, a decomposi¢céo

(5.45)

aT 8,uf¢(x) = [01CWa, + dTCPa, + -+ aLCMa, |u"C (x) = g(x)

constitutiva € uma superposicado de operadoreséseke placas finas. Entdo:
N (5.46)
LIE@ure@) = L™ @) |u () = gx)
n=1

Ao considerar qug(x) é igual a funcdo delta de Dirac, ao analisar agdp (3.19) e a partir
dessa afirmacéo, escreve-se que:

1 1 1 1 (5.47)

afc - g T T T Im
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que, paraV = 2, fica:
2@ () (5.48)
aM(Q) + 1)

A semelhanca entre a equacédo (5.48) com a equacz®) demonstra que 0S mesmos

2me(Q) =

problemas |4 considerados sdo encontrados aqui.sBl&mnhece a transformada inversa da
inversa da soma d&V({) et ({). Por ser uma equacdo escalar, sua manipulacidsé ma
simples. Multiplica-se, em ambos os lados, o denador da parte direita da equacao (5.48) e,
por meio da equacéo (3.7.b), chega-se na formdc#apltendo em vista o dominio real, da
solucéo fundamental ficticia. Ela € descrita como:

UFIC (x) %% (u(l)(x) n u(Z)(x)) = uD(x) xx u@(x) (5.49)

em que asterisco denota convolucéo.

A prova de que a equacdo (5.49) descreve corretantegonceito da decomposicao
constitutiva é dada pela aplicacdo do operadordatifgal de placas finas em ambos os lados
dessa equacao. Tem-se que:

LFI€(d.) [uF’C(x) o (u(1) (x) + u(z)(x))] = LFIC(3,) [u(1) (x) * u(z)(x)] (5.50)

Por meio da identidade multiplicativa (eq. (3.8@)propriedade da diferenciacdo (eq. (3.8.c)),

chega-se na identidade:
U ) +u@ ) = u®O ) + u@(x) (5.51)

lembrando que o operador diferenciallf& (d,) é a soma dos operadoig® (a,) eL?(a,)
(eq. (5.46)). Via equacéo (5.50) e a propriedaddifdeenciacdo pode-se obter outra forma de
representacdo da equacéao (5.50). Ela é:

1 (5.52)
ufl¢(x) = > [u(l) (x) + u®(x) — uf1C(x) ** (L(Z)(ax)u(l)(x) + LM (3,)u® (x))]

Um ponto bastante interessante da equacdo (5.%2)nessua semelhanca com as

equacoes (5.43), na elasticidade tridimensionalnétar qud(X)_l(p) tem uma relagéo direta
com UX(x) (eq. (5.42)), pode-se ver que as solucbes siovatguie. Corrobora-se a
possibilidade da manutencdo da degeneracdo matardatsolucao ficticia.

E importante mencionar que a equacao (5.49) nde pedresolvida diretamente, isto &,

determinando-se as convolugdes. Nota-se que, qrajge seja a simetria dos materiais ficticios
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envolvidos, as integrais ndo podem ser calculadasglas violam a desigualdade de Cauchy-
Schwarz. Para visualizar tal afirmacéo, observguse no lado direito da mencionada equacao,
as duas funcdes (P (x) eu® (x)) tendem ao infinito a medida quéambém tenda (egs. (3.23)

e (3.33)). Isso acontece também no lado direiteuggiamencionada equacédo, ao considerar que
uf’¢(x) também é uma solucdo fundamental do operador ataplfinas e deve, por esse
motivo, ter comportamento semelhante as soluceseaptadas no capitulo 3.

Apesar de ser desenvolvida a partir da equaca®)(5a& equacgdo (5.52) contém
convolugbes representadas por uma funcdo que teprigmtades semelhantes as equacdes
(3.32)/(3.33) e outra corresponde ao operador deosto aplicado a uma solucdo fundamental,
resultando em uma funcdo com caracteristicas/caampentos semelhantes as da funcao delta
de Dirac. Espera-se que essa convolucdo possaradrzjgla, notando-se que, ao combinar
funcdes como as mencionadas, o requerimento dehZ&@ahwarz pode ser satisfeito. Pontua-se
gue, por se tratar de uma convolucdo implicitapraptexidade de se obter as relacdes é alta.
Possivelmente possa existir relacdes ekitr€a,) e L(*)(a,), ou mais diretamente, enié" e
€, além das ja apresentadas para que as convoleg@#am. Ressalta-se que esse efeito
ocorre apenas na solugdo fundamental de placas. fiha respectivas na elasticidade
tridimensional tém caracteristicas diferentes @aism o requerimento para a existéncia das

convolugoes.
5.2.2 DECOMPOSICAO DE ADOMIAN

A decomposicao de Adomian (Adomian, 1994), confordommevemente explicado no
capitulo introdutério, decompde um operador difel@nndo-linear qualquer em duas ou trés
partes em funcéao da linearidade de seus termostecinento de suas inversas: termo linear,
termo resto (também linear no qual ndo se conhé@oeeesa) e termo ndo-linear. A metodologia
para a obtencéo da solucdo do operador diferemegahal, ou seja, formado pelos termos linear
e nao-linear é recursiva: os termos resto e n&adlisdo considerados como termos fonte e,
passo a passo, sua influéncia € inserida na sollg@a caracteristica importante é a rapida
convergéncia, mesmo em situacdes de nao-lineariff@derruault & Adomian, 1993; Rao,
2010).

Ao considerar os operadores objetos desta tesecbera a decomposicdo constitutiva

na sua equacdo geratriz (equacdo (5.31) e equagéd) (para elasticidade tridimensional e
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placas finas, respectivamente) e, ao notar a mmfiaé dessas equacdes nos operadores
diferenciais, nota-se que a decomposicao de Adomdmie ser diretamente aplicada a estes
casos, utilizando apenas as superposi¢coes lingare® linear e termo resto). A sua utilizagao

considera o conhecimento da inversa do termo lifi€sta, para 0s casos aqui em estudo, nada
mais é que a sua solucdo fundamental. Com a maggmlalgébrica das equacdes, algumas
propriedades interessantes sdo encontradas. E tamporsalientar que a decomposicdo de
Adomian € utilizada em parte nesta monografia: toddesenvolvimento nédo-linear desse

método € desconsiderado devido ao fato da linedgidkos operadores objetos desse texto;
utiliza-se o conceito de recursividade; superpaosigas diversas componentes geradas pelas
equacoes.

Um estudo é produzido para verificar a convergédoianétodo e possiveis restricdes
aos operadores e, portanto, diretamente aos tsndemmpostos. Com ele, conceitos dessa
decomposicdo podem ser melhores entendidos, beno soims vantagens e desvantagens.
Conforme as analises anteriores, a transformadbodeer sera utilizada juntamente com o
teorema de Parseval (Bracewell, 1999) e a progteeda todas as solucdes fundamentais com
relacdo a aproximacgOes (todas as solucdes fundaimesdto funcbes temperadas). Inicia-se o
desenvolvimento pelo operador de placas finas dewidato de ele ser escalar. Apos, sera
apresentada a mesma andlise para o operador tleiddake tridimensional.

Apoés o estudo descrito, uma forma de solugédo daascégs geradas pela decomposicéo
de Adomian é proposta. Ela é baseada no conhedrdannversa do termo linear, necessidade
do uso da propria metodologia e sua propriedadesaica de convolu¢cdo com o termo fonte da
equacao diferencial.

Apresentada uma forma de solucionar as equacdadagepela metodologia, € mostrado
gue, teoricamente, pode-se obter uma solucdo fustaim Unica que incorpore todas as
simetrias constitutivas e seja livre de degeneragdomenos aquela relativa as propriedades
materiais. Ademais, diversas propriedades inereatesalculo das equacdes recursivas podem
simplificar e acelerar a obtencéo dessas solugchemmentais.

Salienta-se que o0s resultados obtidos por este dmégfio solucdes analiticas
abertas/truncadas sendo, portanto, solucbes apmdasn Espera-se, entretanto, que a rapida
convergéncia do método (Rao, 2010; Cherruault &midn, 1993) faca com que 0s erros entre

a solucdo truncada e a exata sejam minimos.
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Inicia-se 0 estudo de convergéncia via equacad)®4considera-se nel= 2. As
motivacdes de se considerar apenas dois matefdisids sdo as mesmas ja citadas na
decomposicao cinemética e constitutiva via abonthedjecta. Reescrevendo-a, ja considerando a
equacao (3.14.a), o termo fonte igual a funcdoadaidt Dirac e a ideia da decomposicdo de
Adomian (termo resto ser considerado como forge);se:

LOUFIC (x) = 6(x) — LOuFI (x) (5.53)
A ideia inicial de Adomian, 1994, é decompor a s@bu ¢ (x) em um somatdrio infinito de
modo que:

uf1C(x) = ufy (1) + ufty () +uiy (1) + -+ uimy(x) + - (5.54)

no qual as solugdes,§ (x), comn indo de0 a infinito, obedegam a seguinte relagéo:

LM (@ )ufy (x) = 6(x) (5.55.a)

LD @ )ugy (x) = =L (@ )ufy (x) (5.55.b)
LD @ )ufzy (1) = —LP@uiy () (5.55.c)
L@ )ufps(x) = =L@ (@,)ufy 4y (x) (5.55.d)

em quem € a recursdo onde a solucéo da equacio (5.54ywecada. E importante notar que a
solucéo do passo inicial do sistema recursivo (&§5.a)) € a solucédo fundamental do operador
linear decompostd™(a,). A prova de que as equacoes (5.54) — (5.55) repr@s a equacio
(5.53) é dada pela soma de todas as equacdes. (B.3blerenca entre as equacédo (5.53) e
equacdes (5.54) — (5.55) é dada pelo operador rest®(d,) — aplicado &, (x). Pela
propriedade que solu¢des fundamentais sdo funedgsetadas, a medida gMecresce, o erro
diminuird. Para provar essa afirmacao, aplica-sarsformada de Fourier em ambos os lados

das equacdes (5.55), chegando-se em:
1
n=20 Uy (§) = 0@ (5.56.a)

N L?(Q)
n=1 u(l)(() = —W (5.56.b)
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A L@
n=2 U(z)(() = % (5560)

~D™L@ @)™
[LO Q]+

observando-se que nas equacdes (5.56.b) — (5.%6.sultado da equacdo (5.56.a) ja é

n=m ey (§) = (5.56.d)

utilizado. Uma informacao importante verificada reguacdes (5.56) é da necessidade de
positividade dos tensores decompostos. Observaiseagenas o tensdék? necessita ser
positivo definido, devido o fato de que a inversaogeradol. () ({) deve ser conhecida em todo

o dominio. O tensof® pode ser indefinido, pois em nenhum momento ésséci® a inversa

do operador respectivo. Essa € a maior diferenga @s duas abordagens da decomposicdo
constitutiva. Sendo assim, a utilizacdo das decsmpes do tensor constitutivo inconsistentes
(Browaeys & Chevrot, 2004; Tu, 1968), abordadasapmitulo 4. Ao considerar a transformada
de Fourier da equacéao (5.54) em conjunto com aascégs (5.56), tem-se que:

X 1 L@@ (1P©Q\ L@2@"
1O = o {1 oGN (Lm(o) o [(_1) L(ﬁ(o] ’ I

_ 1 X L@
- @2, O

Nota-se quéif’¢({) é construido por intermédio de uma série de piéiternada, cuja soma

(5.57)

infinita é dada por:

A 1 1
O e | o0 (5.58)
I0©)

gue é idéntica a equacao (5.53) transformada ndnilmrde Fourier. Prova-se, portanto, que a
metodologia recursiva converge, desde eue< L@ ({)/L™M({) <1. Esse intervalo de
convergéncia é dado para que a série alternadaegjaescente. Pode-se entdo, por meio dessa
relacdo, montar os intervalos nos quais essa megiddem convergéncia absoluta. Considera-

se a equacao (5.23) e a relagdo supramencionadareeendo-a na forma:
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§TT@g

1< gy

<1 (5.59)

O limite esquerdo € considerado na hipotese sdiypdade do tensor constitutivo ficticio. O

lado direito gera uma relacdo que é escrita como:

{[e@ -¢@]g>0 (5.60)
A equacdo (5.60) apresenta uma restricdo da ajpitzate da decomposicdo de Adomian
guando da determinacdo de solucbes fundamentaifefenca entre o tensor constitutivo
utilizado a esquerda e a direita das equacodes)(@e»® gerar uma matriz positiva definida. Essa
restricdo ndo existia na decomposicdo constitwmaaabordagem direta. A necessidade da
positividade d&€™ se mantém.
Ao considerar que a solucdo exata sO0 se da no &omanfinito (eq. (5.54)), é

importante a andlise de erro e possiveis métodasreduzi-lo. A definicdo de erro € dada por:
uVER () — uf (x) = e(x) (5.61)
no qual sua norma euclidiana € descrita por:

2

f f [WER(x) — uFC)2 dx b = [le@)] (5.62)

Por intermédio do teorema de Parseval (Bracew@89), a norma da equacao (5.62) pode ser
escrita no dominio transformado. Dessa forma:

2

+oo +0o N
[ = - aeras = || [ﬁ”R(O—ZaE{?«)] @=le@I” (569
—o0 —o0 n=0

gue, por meio da equacdo (5.56) e algumas manigmgaglgébricas e ja considerando o
truncamento, tem-se que:

+00 L(z)(() 2(m+1) 1 ) 2
_fi (L(l)(()> (L(l)(() + L(Z)(O)Z g = [le) (5.64)

A equacdo (5.64) corrobora com a equacao (5.68p L% (¢)/L™M () > 1, ndo satisfazendo a

equacao (5.60), o erro é crescente a medidangaemente. Caso essa divisdo obedeca a essa

equacao, quanto maior o valormee menor sera o erro e este sera decrescente camento de
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m. Outra informacdo importante com relacdo a equés®d) estd em funcéo da velocidade de
convergéncia. Quanto mais proximo de zE¥3({)/L™({) estiver, mais rapido a solucéo
ficticia esta proxima da verdadetta

Para o operador da elasticidade tridimensionalyesagse 0s mesmos procedimentos
utilizados na decomposicao constitutiva na teoeigldcas finas. Utilizam-se as equacotes (5.5)
ja considerando o processo da decomposi¢cédo de Adoiem-se, entdo, que:

LD (@,)UC(x) = §(x)I — L@ (3,) U™ (x) (5.65)

Expande-se o tensor solugdo fundamental de forma qu

UFIC(x) = UGS () + UGS (x) + -+ Uy (x) + - (5.66)

Utiliza-se, entéo, o sistema recursivo para a @édieme cada uma das componentes do tensor

solucdo fundament&i”’¢ (x), de modo que:

LM (0,)UfS (x) = 8(01 (5.67.a)

LO @)U (x) = —LD(3,) U (%) (5.67.b)
L0,V (x) = —LP () U (%) (5.67.c)
LM (@,)UG5(x) = —=LP(@,)Uf 1y (%) (5.67.d)

De maneira analoga a teoria de placas finas, mpaissal da recursdo se da pelo conhecimento
do tensor solucdo fundamental do termo decompastopérador diferencial ficticib™ (a,,).

Ao aplicar a transformada de Fourier nas equadfi6g)( tem-se que:

n=0 Ui = [LO@] (5.68.a)
n=1 0FiC Q) = —[LOQ]  LO@LD@] (5.68.h)
n=2 UFE @) = [LO@] LO@LO @] LP@LO@] (5.68.)

1 Em verdade, essa afirmagéo é corroborada quatéleagsio é nula. Chega-se diretamente na solugditieande
LD(3,).
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n=m 055 = LY@ {~oLP@LO@] ) (5.68.d)

notando-se que nas equacdes (5.68.b) — (5.68d@ugado o resultado da equacéo (5.68.a) e
sabendo-se que:

2o} = 2@V P OLY@] L2 ORY@)] (5.69)

ntimes

A transformada da equacéo (5.66) é escrita pomiégio das equacdes (5.68) na forma:

07 Q) = [LO@] " {1 - LO@QEO@] T + -+ [-DLP@LO@] ]

I o 5.70
n } _ [L(l)(()] 1 z [(—1)L(2)(()[L(1)(()] 1] ( )
n=0

A equacao (5.70) é muito semelhante a obtida enaglfinas, com a diferenca de ser matricial.
Por esse motivo, a relacdo de convergéncia € maiplexa. Contudo, por se tratar de uma série
de poténcia alternada, € necessario que quareoo, o termo do somatorio tenda a zero. Ao

analisar poténcias em matrizes, pode-se utilizée@mposicdo por autovalores e autovetores.

Diga-se que:

-1 -
LA@LV@] =a=0AQ™" (5.71)
ondeQ é a matriz que contém os autovetores agrupa os autovalores na sua diagonal. Ao

inserir a equacao (5.71) na equacéao (5.69), eseeygae:

LO@LO@] "} = 4" = [0AQ']" = QAQ'QAQ ™ ..QAQ'QAQ"

n times

= QAIAQ' ...QAIAQ! = QA"Q1 (5.72)

ntimes

A matriz dos autovalores, por ser diagonal, temmténcia definida diretamente pela poténcia
de cada um dos valores da diagonal. Ao considssa afirmacgéo, tem-se que, para que a série
seja decrescente, todos os autovalores pleecisam estar entrel e 1, para que, entdo, a rotina
recursiva entre em convergéncia, de modo semelltameo que foi demostrado em placas
finas. A andlise de erro das solugcdes fundametrtdilensionais, por ter sua representacdo de
forma matricial, € mais complexa que a solucdo domehtal de placas finas. Entretanto, as
caracteristicas daquela analise podem ser utikzaldeforma analoga, para o caso aqui estudado.
Também de forma analoga, cds®(d,) seja nulo, tem-se que a resposta do sistema & exat

igual a solucéo fundamental 869 (a,).
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Ao se obter as relagbes necessarias entre osderdgrompostos para a convergéncia da
recursdo, analisa-se metodologias para a solucGoegaacdes (5.55), para placas finas, e
equacoes (5.67), para elasticidade tridimensidfé@ldiversas maneiras de resolver as equacdes
diferenciais supramencionadas. Apresenta-se aqaiqgue utiliza as propriedades de solucdes
fundamentais e, além disso, pode descrever de foraig sucinta uma possivel hierarquia das
solugbes fundamentais. Em concordancia com o indl@esa secdo, serd apresentada as
caracteristicas da metodologia de solucdo para® @& placas finas, primeiramente, para apos,
mostrar a rotina para a solugcéo do caso da eldatieitridimensional.

Ao notar que a solugédg)c(x) nada mais é que a solucdo fundamental do operador

LM (a,) e que pela propria identidade de solucbes fundtaisemostradas nas equacées (3.9) —
(3.10), a equacao (5.55.b) é reescrita, de modo que

ual)c(x) = u(Fé)C(x) *k [—L(z)(ax)u(Fé)C(x)] (573)

Nomea-se ent&o:
L@ (@, )ufgy (x) = f4"(x) (5.74)
e reescreve-se a equacao (5.73) na forma:
u(ty (x) = —uggy (x) *+ £ (x) (5.75)
Nota-se qug*™*(x) ndo € uma solucdo fundamental. A convolucdo dagqu (5.75) deve

existir devido fatos ja discutidos na decomposig@ustitutiva via abordagem direta com relagcéo

ao requerimento de Cauchy-Schwarz. Para n-ésstuesém, tem-se que:

Uy (1) = (=1)"ufgy (1) #x [fO(x) *% - xx f97(x)]

—— (5.76)
Que, ao considerar a equacao (5.54), chega-se em:
w1 (x) = uggy () +x {8(x) = fO"(x) + fU(x) % O (x) — - +
(5.77)

FED [0 w5 e fO)] +

n times

Observa-se, na equacao (5.77) que, a cada passsiveca influéncia do operador decomposto
(2) vai se inserindo na equacé@é’“(x). Ademais, para cada passo adicional, usa-se as
convolucbes calculadas anteriormente, acelerand@raresso de obtencdo da solucéo

fundamental.
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Para o caso da elasticidade tridimensional, o égo@amento é semelhante notando-se
apenas que, por se tratar de operacdes matripiide-se na comutatividade das operacoes.

Sabe-se que, por intermédio da equacao (5.67.a)Uﬁ§§éx) € a solucdo fundamental do

operador.™(a,). De forma semelhante ao método de placas finaseiaese:

L@ @)Uy (x) = FAV (%) (5.78)

podende-se manipular o sistema de modo que:
UGS (x) = —Ufgy (x) #xx FV (x) (5.79.a)
UFIS (x) = UFIE (%) e [FAY () s FAV ()] (5.79.b)

UES () = (—DM TS ) wo [PV () s v FY ()]

ntimes

(5.79.c)

A solucéo fundamentdl*’¢ (x) é obtida, portanto, por intermédio das equacd@9)® equacio
(5.60). Ela é escrita na forma:
UFIC(x) = UfgS () %5 {8 = FA¥ (x) + [FA" (x) #++ FAV ()] +
+ (=) [FAV (x) 5k o kxx FAV ()] + -+ } (5.80)

ntimes

Um ponto interessante que surge ao observar ag@pib.73) — (5.80) é a possibilidade
de montar uma solucdo na qual todas as simetriagmesinseridas e, a partir de eliminagdes
diretas, poder desenvolver solucbes de alta semeftd se analisar uma relagdo com trés
materiais diferentes, pode-se desenvolver uma rokeid para inserir todas as oito simetrias
constitutivas da Figura 1.1. Apresenta-se 0 equaai@nto para elasticidade tridimensional. Sua
modificagcdo para a teoria placas finas é relativaenesimples, em concordancia com as
equacoes (5.73) — (5.80). A equacao (5.78) é rigeesier modo que:

[L® (@) + LP @)Ul (x) = F& (x) + FAN (%) (5.81)

em queF{) (x) tem relagdo com o operadd®(d,) e F{H)(x) comL®(d,). Ao inserir a equagao

(5.81) na equacéao (5.79.c), chega-se em:

UG5 (1) = (=D"US () 05 [FE) (1) + FE ()] w0 o worx [FE (x) + FE (2)] (5.82)

ntimes
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gue esta intimamente relacionado com o bindmio dtbh. Pode-se, por intermédio desta

regra, escrever que:

UES () = (DU () wo [FEG0) won s FEGO] +

ntimes

+(—1)nU€(§)C(x) Kok k [F‘é’%(x) Kokok oo oKk F’(qg(x)] +
ntimes (583)

n-1
+(_1)nU€(§)C(x) *okk z {F?zl\;(x) Hokok oo dokok F’(qzl\;(x) *k F‘g\;(x) KK oee KKK Ff(‘l?i\g(x)
k=1

n—k times k times
gue, ao ser inserida na equacao (5.66), descregrsor solucdo fundamental da elasticidade
tridimensional quando o operador diferencial ficti€ decomposto em trés simetrias distintas.
Observa-se que a equacao (5.82) é dividida em rBosgerem funcdo da dependéncia dos
materiais decompostos: 0 primeiro dependente amknél) e (2), 0 segundo dependente apenas
dos (1) e (3) e o ultimo sendo uma iteracao erdgrgés materiais. Esse efeito cria uma série de
propriedades como ca&é”’(a,) ouL® (d,) sejam nulos, sua influéncia é retirada diretamente
sem problemas com singularidades. Como as soldigiidamentais dos materiais (2) e (3) nao
sdo usadas, os efeitos de degeneracdo materjaleseatam estritamente a solugdo fundamental
U‘(’é)c (x). A construcdo dos trés termos pode ser indepemdentseja, tendo-se a relacdo entre
0os materiais (1) e (2), calcula-se essa relacae @st materiais (1) e (3) — ou (2) e (3) — e,
posteriormente, pode-se calcular as relagfes eattees materiais, isto é, determinar o ultimo
termo.

Outro ponto interessante da equacao (5.83) é aassivel expansdo pakamateriais.
Vide o trabalho de Chadwick, Vianello, & Cowin, 20@s simetrias constitutivas sao divididas

por oito classes simétricas diferentes. Digamos que
Ef’c = (IS0 4 Ccub 4 C¢tet 4 ¢ort 4 ¢mon 4 ¢tri (5 84 a)
Elglc = Ciso 4 Ctis 4 Ctrg 4 ¢mon 4 ¢tri (5 84 b)
sabendo-se que 0s sobrescriss cub, tis, trg, tet, ort, mone tri correspondem a isotropico,
cubico, transversalmente isotrépico, trigonal,agbnal, ortorrdmbico, monoclinico e triclinico.
Por intermédio da Figura 1.1, pode-se ver que agu ndo pode ter todos 0s termos em

conjunto, devido a prépria hierarquia entre as siage Por esse motivo, dividiram-se as classes

simétricas em dois grupos, conforme as equacodd)(INelas, para materiais monoclinicos ou
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triclinicos, pode-se usar qualquer uma das equa¢fmssiderar-se-a co é)c(x) a solucéao
fundamental isotrépica, pois além de ser a maiplssn depende apenas da direcdo radial. A

equacao (5.83) pode ser expandida, ao utilizar ecoramplo a equacéao (5.84.b), de forma que:
UTIS () = (UL () +x+ {[6(T7) + 6(€77) + 6(T™") + 6(T")]
+[H(@ ) + m(T ) + H(TET) + BT, T
+H(T",T") + BT )| + (T T T

n M(Etis, Z,«trg, Etri) n M(Etis, Emon, Etri) + M(Etrg’ Z,«mon, Etri)]

(5.85)

" N(Etis, Z;trg, Z,«mon’ Z;tri)}

notando-se que, caso alguns dos tensores acimauwdejeelimina-se a funcdo matricial inteira.
O requerimento de positividade dos tensores dacéquéb.84.b) ndo precisa ser satisfeito,
excluindo-se o tensor isotrépico. Devido a pro@dss de bindbmios, trinbmios e quadrindmios
as funcbed, M e N séo binérias, trindrias e quadrinarias, ou se@ependem da ordem dos
parametros. Caso se utilize a equacédo (5.84.a),nava funcdo matricial € necesséria, tendo
cinco parametros, e um maior nimero de combinagfi@se 0s parametros (tensores
constitutivos) nas fun¢des matriciais da equac&®5§5

Um ponto importante, ja citado, € a interdependémiads funcée&, H, M e N. As
primeiras podem ser calculadas diretamente comuwe;ées (5.78) — (5.80), independentemente
uma das outras. As segundas, com as equacoOes {5(8183). As terceiras e a quarta, com
expansdes das Ultimas equacgdes citadas. O ganh@odsével paralelizagdo do problema,
inclusive no que concerne nas suas derivadas. @rnganho, caso a equacao (5.85) seja
expressa por funcdes matriciais e operagdes elamsnt o desenvolvimento de uma solucéo
fundamental Unica que contém informacdes de toslagreetrias constitutivas e seja invariante a
degeneracdo matemética. Apesar da alta complexdtadgquacédo (5.85) a apresentacédo de uma

possivel solugcdo com as propriedades descritafazjue seu estudo seja bastante valido.
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5.2.3 DERIVADAS DA SOLUCAO FUNDAMENTAL FICTICIA

Para o céalculo das derivadas da solucdo fundaméctigia via abordagem direta, €
importante relembrar que esta € construida unicemgelas solucdes decompostas. Tem-se
entdo, que a primeira derivada é descrita como:

AuFIC  GuFIC gu®  GuFIC gu@ (5.86)
ax, _ oud oz,  9u® ox,

O gque se nota, por intermédio desta equacgdo, @depardo das derivadas das solucdes
fundamentais decompostas em relacdo aos eixoser@atds, que é feita pela “sensibilidade” da
solucdo fundamental ficticia com relacdo as decstago E importante observar a n&o-
linearidade que a equacéo (5.86) gera. Ao consides provavelmente, a solucado fundamental
ficticia sera desenvolvida por relagbes de prodetodivisbes, para manter a consisténcia
dimensional, em funcéo das solu¢cbes decompostassdeclaro que havera nao-linearidades na
solucéo ficticia e em suas derivadas. A segundeaatier € descrita como:

92uFIC  uFIC 324D FuFIC 324@  F24FIC Gy gD (5.87)

0x40xp ~ 9u® 0x,0xp + 0u® 0x,0xg * qu? 0x, 0xg

32uF1C gu@ gu® 92y FIC ou® gu®  Gu® gu®
+ +
au(z)z 0x, axﬁ duDou@ < )

0x, Oxg + 0xg 0xq

em que ainda se mantém a dependéncia da primeitadie E importante notar que, caso a

decomposicdo cinematica fosse possivel, as eque®€y — (5.87) seriam bem mais simples.

Como, naquele caso, existe uma decomposicao aditivaear das solugcbes decompostas, a
“sensibilidade” da solucdo equivalente a estasasamitaria e sua derivada nula. Ou seja, a
primeira e segunda derivadas dessa solucdo sen@msuperposicdo da primeira e segunda
derivadas das solu¢des decompostas. O célculceflasdicoes e tensbes em placas finas utiliza
a primeira e segunda derivada. Coloca-se tambénmacaamissibilidade cinemética € sempre

obtida, sendo ela indiferente a forma da solucdovatgnte. Observa-se que para o caso da
elasticidade tridimensional, as equagfes (5.86%.87] teriam termos adicionais, pois ela &

definida como um vetor ou um tensor solucdo funaaateContudo as néo-linearidades devido

a “sensibilidade” ndo-constante sdo também, paeacaso, encontradas.

Ao analisar a equacdo (5.54) e equacédo (5.66)rseoifgue as derivadas da solucdo

fundamental ficticia, obtida por intermédio da alagem via decomposicdo de Adomian, tém
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como caracteristica a simples derivada de cadadasasolucdes obtidas recursivamente. Ou
seja, além dos passos recursivos irem corrigindolecao fundamental, o mesmo ocorre para
suas derivadas, tanto as primeiras quanto as saguiithte € outro aspecto positivo da
decomposicao de Adomian. Ou seja, encontrada apamntes das solucdes, as derivadas séo

obtidas diretamente e analiticamente.

5.3 CoNcLUSAO

Apresentaram-se, neste capitulo, as duas decordpssipropostas da solucao
fundamental. A primeira a ser apresentada, decagdm<sinematica, se mostrou impossivel
devido a hiper-definicdo das relacbes entre asrigagules elasticas ficticias e decompostas,
para o caso de placas finas, e devido a imposkld# de eliminacdo das variaveis da
transformada de Fourier no equacionamento, parastiicddade tridimensional. Além disso,
mostrou-se outro argumento, com relacdo a solugddafmental de placas finas ficticia e sua
variacdo na coordenada circunferencial, quanda@andgosicdo era desenvolvida por intermédio
de um material isotrépico e outro anisotropico. Aica solucdo possivel, nos dois casos
propostos, se da quando os tensores constitutipuogadentes e decompostos sdo proporcionais,
eliminando a possibilidade de uma decomposicaotiea para diferentes simetrias.

As relacbes obtidas para a decomposicdo consétuiia abordagem direta séo
inconclusivas com relagcédo a sua possibilidade sppetiva de eliminacdo da degeneracdo da
solucdo fundamental ficticia. Para esta Ultimastern evidéncias (conforme as equacgodes (5.43)
e (5.52)) que demonstram a sua nao possibilidadelal® fato da implicidade das equacgdes
encontradas. Também foi apresentada, para o captacks finas, a equagao implicita para a
obtencdo da solucdo fundamental ficticia. Por méelio dessa equacdo, demonstrou-se uma
ligacdo intima entre as decomposicdes de ambos peyadores diferenciais, ambas
desenvolvidas por procedimentos diferentes, endaacmm as equacgdes (5.43) e (5.52).

Para esta decomposicéo, a solucdo equivalentéda @arr meio de equacdes implicitas a
esta funcdo, além de que, para ambos 0s casos, sdsgdes envolvem convolucdes bi e
tridimensionais. No caso bidimensional, existe apeama Unica convolucdo. Ja para o caso
tridimensional sdo quatro fungdes a serem convadulisimultaneamente, para cada uma das seis

componentes do tensor solugdo fundamental.
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A operacédo de convolucdo, quando aplicada ao aaslecbmposicéo constitutiva, pode
ser explicada de algumas formas. Inicia-se a dsétupela ndo unicidade da decomposicao do
tensor constitutivo apresentada no final do capitul Diferentemente das propostas por Tu,
1968, e Browaeys & Chevrot, 2004, as relacbes sades para a obtencdo dos tensores
decompostos ndo geravam uma situacao de uniciddé€lenesmo porque o critério 6timo de
escolha de um tensor isotropico, como mostradaxemplo, pode variar entre situacdes. Pode-
se, ao invés de uma norma maxima do tensor isotrpdesejar uma razdo de diferenca entre
autovalores do tensor residual. O proprio critélé norma pode ser desenvolvido de forma
diferente. Seguindo este raciocinio, ao se retivainserir “rigidez” em uma dada solucéo, via
seu tensor constitutivo, este efeito deve se panpdg forma coerente, pois a “rigidez” final é
fixa, por intermédio das equacfes de teto. Congdagdo entre o0 tensor constitutivo de simetria
gualquer e sua respectiva solugdo fundamental & plardintermédio de equacdes caracteristicas,
gue sdo associadas ao operador diferencial, prinemte esses efeitos de incremento e
decremento das propriedades elasticas nas sol@igd@dsmentais devam ser modulados. Essa
modulac&o é produzida pela operacdo matematicar®leicdo. E importante colocar que a ndo
unicidade da decomposicdo do tensor constitutivim éhydem si, um problema. Devido a essa
possibilidade de variacdo, pode-se a desenvolvenatto que simplifique a decomposi¢do da
solucao fundamental.

Apesar dos problemas ja citados, a decomposicastitdgiva de uma solucéo
fundamental tridimensional pode se tornar uma feerga para derivacdo de novas solucgoes,
caso seja comprovado sua possibilidade. Isso pongore intermédio dos equacionamentos
apresentados bem como a superposicao dos tensorsstutivos decompostos, consegue-se

obter solu¢bes fundamentais analiticas e fechaolamgio de solu¢cdes de simetrias mais altas.

Um exemplo € a solucdo para um material ortorrémlgjoe pode ser obtida por intermédio de
trés solucbes transversalmente isotrépicas. Owtde ger dado pela simetria monoclinica, que
pode ser dada por meio de um material tetragonagenal. Contudo, diferente do primeiro
exemplo, ndo se conhece a solugcdo fundamental gem@s Ultimos materiais. Ou seja, a
metodologia apresentada pode facilitar no desemaeimo de solugdes fundamentais que, antes,
seriam impossiveis de serem desenvolvidas.

Ao utilizar a ideia de recursividade da decompasigé Adomian, pode-se obter um

equacionamento que obtém solucbes fundamentais peeasquer simetrias material,
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conhecendo-se apenas uma parte de sua inversste@airecursivo € semelhante tanto para o
operador de placas finas quanto para o da elasdieittidimensional. Contudo, a solucao final é
truncada e, portanto, aproximada. Como discutidon@ortancia da metodologia se da pela
possibilidade de obtencdo de solu¢des fundamerdanpletas, ou seja, que englobam todas as

simetrias constitutivas e nao degeneram.
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6 CONCLUSAO

Esta tese procurou desenvolver uma base tedrica @aroblema de decomposicao
aditiva de solugbes fundamentais. Duas abordageasfadotadas: superposicdo de solugcdes
fundamentais descritas por diferentes simetriasstidativas e superposicdo de tensores
constitutivos e sua influéncia nas solucdes. Dewidiato que cada capitulo da presente tese tem
sua concluséo parcial, apresenta-se neste capfieias um resumo de tais apontamentos.

Iniciou-se este texto por uma descricdo historics dundamentos das solucdes
fundamentais. Nesta parte, apresentaram-se divpesuglisadores e seus trabalhos, que muito
contribuiram para o desenvolvimento do tema. Descam-se, também, algumas vantagens e
desvantagens do Método dos Elementos de Contooisonpste método, solugdes fundamentais
desempenham um papel importante. Ao entrar nad@\Wibliografica, descreveram-se variados
trabalhos sobre as duas bases tedricas sobre iasegteatrabalho esta alicer¢cado. Iniciou-se por
artigos que estudaram as simetrias constitutivasmdéeriais cristalinos. La também foi
apresentado dois trabalhos sobre decomposicawaaditi tensor constitutivo. Provou-se, no
capitulo 4, que ambas as metodologias geram tenspie ndo detém todas as propriedades
necessarias para sua aplicacdo na metodologia aengesicdo constitutiva via abordagem
direta. Por esse motivo, foram denominadas decadgiss inconsistentes. Decorreu-se entéo
em trabalhos que descreviam a obtencdo de soldgdeamentais, tanto para o operador
tridimensional quanto para o da teoria de placaasfi Neste trecho do texto, explicou-se a
definicdo de degeneracdo matematica, que seriamideéela com mais precisdo no capitulo 3.
Apés a revisdo bibliografica, apresentou-se umalogiea as decomposi¢cdes neste texto

estudadas a fim de que varios conceitos fossenometimpreendidos.



113

No capitulo 2 encontra-se uma breve explanaca® smetrias constitutivas de sistemas
cristalinos. Foi desenvolvido todo o tratamentait®de matematico para o correto entendimento
de tais definicbes. Apds, foram apresentados asotes constitutivos para sua utilizacdo na
elasticidade tridimensional e na teoria de plasaasf(tensor constitutivo reduzido) nas oito
classes simétricas estudadas e uma breve comparagédamilias cristalinas encontradas na
literatura.

Formas de obtencao das solu¢cbes fundamentais paf@ecadores objetos deste trabalho
foram descritas no capitulo 3. Para a solucdo fuedsal da teoria de placas finas, foi
apresentado todo o seu desenvolvimento, por inthoméa transformada de Fourier. Essa
ferramenta matematica foi base para as decompss@diivas das solugdes fundamentais,
mostradas no capitulo 5. Mostraram-se, para esti testrutural, duas solucdes fundamentais,
gue se diferem na simetria material na qual o dmrénconstituido. A primeira, chamada de
anisotrépica, € utilizada para todos os materiaésrifo tem infinitos planos de simetria. Ou seja,
materiais hexagonais e isotropicos ndo estao gesp®. Para esses, outra solu¢do fundamental
foi apresentada, analoga a do operador bi harmobiszutiram-se suas diferencas e a ndo
reducdo da solucédo anisotropica para a bi-harmdmesnonstraram-se os motivos e, por
intermédio deste estudo, uma técnica simples feemelvida para a utilizagcdo da solugéo
fundamental anisotropica na obtenc@o da solucadafuental bi-harmdénica. Esta técnica esta
descrita no Anexo |. Para o operador diferencial afasticidade tridimensional, foram
apresentadas duas formas: uma utilizando a tranaftar de Fourier e a outra o Formalismo de
Stroh aplicado a esta teoria estrutural.

No capitulo 4 provou-se que as decomposicbes dedys & Chevrot, 2004, e Tu,
1968, ndo geravam tensores constitutivos positiamidos, eliminando entdo a possibilidade
de utilizacdo dessas metodologias na decompos@ésiittitiva das solu¢des fundamentais via
abordagem direta. Apresentou-se neste capitul@oents relacbes necessarias para que uma
decomposicdo do tensor constitutivo desenvolvaotesspositivos definidos. Por intermédio
dessas relacdes, mostrou-se exemplos de aplicag@odara o tensor constitutivo utilizado na
elasticidade tridimensional quanto o tensor canstd reduzido usado na teoria de placas finas.

As decomposicdes das solucdes fundamentais décielade tridimensional e da teoria
de placas finas estdo apresentadas no capitulbicta-se pela exposicdo da decomposicéo

cinematica, em ambos os operadores. Por internt&dmrocedimentos algébricos e identidades



114

matriciais, foi provado que esta decomposicao ésgsivel. As motivacdes estdo relacionadas
com um sistema hiperdefinido, para o0 caso de pldices e com a impossibilidade de
eliminacéo das variaveis da transformada, parao da elasticidade tridimensional.

A decomposicdo constitutiva via abordagem diretengstrou inconclusiva. Para ambas
as teorias estruturais, sdo necessarias a deteduinke convolucdes implicitas. Para o caso da
elasticidade tridimensional, pode-se evitar esgaagao, via formalismo de Stroh. Contudo, héa o
requerimento de solugdes de integrais cada vez omargplexas. Ademais, mesmo com a
decomposicdo, ndo ha informacgdes suficientes, goaceonamentos desenvolvidos, que essa
operacao conseguira eliminar a degeneracdo mateméto que foi obtido, mostra-se que a
degeneracéo, provavelmente, se mantém no sistepesaAdisso, esse tipo de decomposi¢cao
abre espaco para o desenvolvimento de novas seldg@édamentais de baixa simetria, em
funcéo de outras solu¢des de mais alta simetria.

A abordagem via decomposicdo de Adomian apresestiigdes bastante promissoras.
O requerimento de que todos os tensores constitutionsiderados na analise fossem positivos é
eliminado. Adiciona-se a necessidade de que a fquadratica da diferenca entre o tensor base
(nos célculos considerado como material de sohteqd)) o os avaliados como termo fonte
(nos calculos correspondiam ao material de sobteg@)) seja positivo. Por intermédio dessa
necessidade, inclusive, pode-se estudar a velaeidacdtonvergéncia. Apds a apresentacdo dos
equacionamentos, mostrou-se uma forma de calculonae Unica solucdo fundamental que
engloba todas as simetrias e ndo é sensivel aelegéo gerada por propriedades constitutivas,
além de ser redutivel entre simetrias consideradas.

Os proximos passos da pesquisa sdo a implementhgd@lculo da decomposicéo
constitutiva via decomposicdo de Adomian em plditess. Essa teoria € escolhida devido ao
fato que sua solucdo exata para a anisotropiaosdiecida e, portanto, pode-se ver e analisar a
aproximacao da solugdo fundamental ficticia obpida este método a ela. Ao se analisar a
decomposicao constitutiva via abordagem direta;qationentos numéricos serdo buscados a fim
de se obter métodos para a solucao das convolugésas informa¢cdes podem, naturalmente,
auxiliar no desenvolvimento da decomposicdo de Adorbem como no calculo da solugéo
fundamental Unica. Ademais, formas analiticas tampédem ser procuradas de modo que o
fechamento das solu¢des fundamentais ndo se perca.
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Ao final do primeiro capitulo desta tese, divergagguntas foram feitas. Questionava-se
se poderia existir uma semente isotropica dentnmateriais mais complexos. Espera-se que, ao
menos teoricamente, tenha-se mostrado que sim.-deodézer que ha essa semente e seu
comportamento pode ser isolado conforme mostradtecemposicao constitutiva, indiferente a
abordagem adotada. Estudos mais profundos sdosaeocsse isto € 0 que se propde para 0s
préximos passos dessa pesquisa.
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Anexo |. SOLUCAO FUNDAMENTAL  ANISOTROPICA EM  MATERIAIS

| SOTROPICOS

Este anexo tem por objetivo apresentar uma tésimaales, porém eficiente, na obtencao
de solugbes fundamentais isotrépicas por intermédisuas respectivas anisotropicas. A ideia
provém da solucdo reduzida, mostrada na equacda)(3juando as propriedades elasticas
utilizadas geram uma simetria isotropica. DisesBynaquele capitulo, uma violagéo fisica de
tal equacgéo e aqui se apresenta uma forma de pantai efeito. Parte importante desta anélise
€ que ela pode ser expandida para a forma congdetmlucdo fundamental (eq. (3.23)), nao
importando o grau de anisotropia. O ganho destac#esta na questdo de armazenamento de
solu¢des fundamentais. Basta que se armazene agerais(eq. (3.23)) e por intermédio dela
obtém-se a solucdo fundamental isotrépica. As égpsantrodutorias estdo todas descritas no
Capitulo 3. Entretanto, algumas delas serao rejaicaeste anexo para rapida referéncia.

Ao analisar a solucdo de placas finas para maerijos quais geram uma
indeterminagéo (eq. (3.26)), reproduzida neste@dexorma semelhante:

1
8mD,,

Al.l
us(r,0) = (AL1)

1
r? [lnr— (COSZB +E+lna>

Como ja discutido, a solugdo fundamental isotrocransversalmente isotropica deve ser
invariante &, o que ndo ocorre claramente na equacao (Al.1p tdmma bastante simples de
retirar a variancia neste parametro é fazer a ngtti@ duas solu¢cdes fundamentais: a primeira
idéntica a mostrada na equacédo (Al.1) e a seguwideionada em /2. Matematicamente, tem-
se que:

Al.2
r?[Int — (1 + Ina)] (Al2)

%[ug (0) +us (0 +5)] = 87Dy

Foi utilizada a identidadeos? 8 + sin? = 1 para a eliminacdo da variacdo trigonométrica.
Conforme ja discutidag € uma constante e normalmente toma valores w¥téPiara este caso,
ela sera utilizada para equivaler a solucao fundéahgerada pela média descrita acima com a
solucdo fundamental isotrOpica, mostrada na equ@cd8). Para isto, basta que:

a = e~ (k+D) (AL3)

Obtém-se, portanto, a solucdo fundamental isotedgior intermédio de solugbes

fundamentais anisotrépicas, apenas rotacionandecuigalendo os termos independentes (eq.
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(Al.3)). O mais interessante desta propriedade & ela se propaga com relativa exatiddo a
solucdo fundamental anisotropica mais completaejay a apresentada na equacéo (3.23). Desta
forma, ao fazer uma média da de uma solucdo funaaimanisotropica com sua respectiva
rotacionada a 90°, tem-se uma solucao muito prégefandamental isotrépica.

Para a apresentacdo desta interessante relagada-ssta forma reduzida da equacao
(3.23) para materiais isotropicos por intermédiana perturbacéo lateral, mostrando os passos
dos calculos. Apos isso € demonstrada a variacdé emsua influéncia na equacgédo (Al.1).
Chega-se em resultados analogos aos de PaivajoSd@leAlbuquerque, 2002. Demonstra-se,
entdo, por meio de graficos das solu¢bes fundamseataeducédo a solucdo isotropica tanto para
materiais base de simetria ortorrdmbica como micd. Apds, mostra-se uma pequena
motivacao de tal propriedade existir, em funcadodama geomeétrica das solugcdes fundamentais
e uma breve explicacdo analitica mais geral, aptasdo a possivel origem dos erros.

Considera-se, entdo, um tensor de simetria isatgperturbado lateralmente, escrito na

forma:
[ - a?)Dy, Di; 0 | (Al4)
p=| D (1+ a®)Dy, 0 |
1
[ 0 0 5 (D11 — DlZ)J

onde—1 < a < 1. Paraz = 0, tem-se um material isotrépico. O interessantesenusar tal
perturbacdo é que as raizes da equacao (3.27gsdGtas como:
U =1 (Al5.a)

a2 (AL.5.b)
be= |7t =h

Ou seja, uma das raizes fica idéntica as respeqbi@e materiais isotropicos e, tdo importante
guanto, € independente do valoradeA segunda raiz pode ser por intermédio do par@fete
guandox — 0, 8 — 1. Ao inserir as raizes das equacfes (Al.5) nascéasa(3.23) — (3.25),

chega-se em:
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2

8m(1 — f2)Dy,

(A1.6)

us(r,0) = {— cos(20) {ln IZ—E] — 3} + 2sin(26) 6

2
+ % [cos? 8 — B?sin? 6] {ln IZ—Z (cos? 8 + B2 sin? 9)] — 3}

— 2 sin(26) arctan(p tan 9)}

A equacéo (Al.6) tem uma indeterminacao do €66 quandgs — 1. Ao aplicar a regra
de L'Hopital, chega-se exatamente na equacédo (AAInportancia da equacao (Al.6) é vista
no tratamento numérico. Se utilizarmos a relacapgsta na equacéo (Al.2), tendo como base a
equacao (Al.6), pode-se tendgf numericamente a unidade. Ao considérar —1/2 na

equacéo (3.33) e fixar a constantde modo que a equacao (Al.3) seja satisfeita,stem-

(b) § = 0,85

0005
0010~

0020-] 0018

(d)p =095 () =099 (f) B =0999
Figura Al.1 - Solucdo fundamental isotropica cosphucéo obtida por intermédio da equacao
(Al.6) para varios valores g&

A simples técnica demonstra que ndo ha problemasveeflow ou instabilidades

numéricas mesmo para valores fMleroximos da unidade. As diferencas entre a mddia
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solucéo fundamental e sua respectiva rotacionadeeltéo a solucdo isotropica sdo minimas,
para os dois Ultimos casos (Figura Al.1 (e) e (figsmo para pequenos valoresrdeem
contrapartida, Paiva, Sollero, & Albuquerque, 200@jzando diretamente a equagéao (Al.1),
demonstra que é exatamente nesta regido que estamwiares diferencas entre a solugéo
fundamental isotropica e a solucdo fundamental otndigica para materiais que geram
indeterminacgdo. A explicacdo de tal efeito é retatiente simples. A variacdo éma equacao
(Al;1) é multiplicada pelo terme? enquanto a parte ndo variante o é#fdnr. Dentro do
limite 0 <r <e, ondee & a constante de Euler, ambos tem a mesma ordeené@o assim,
influenciam de forma igual & solucédo fundamentagufa Al.2 (a)). A medida que> e, a
segunda funcado cresce mais que a primeira (Figu2a()) até que, para grandes valores de
primeira funcdo se torna secundaria (Figura Al)2 @&s plotagens na Figura Al.2 demonstram

as afirmac¢des acima, cujo qual a fungao variant@ érfixada em seu maior valat & 0).
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Figura Al.2 - Plotagem das funcdes para averigudedsua relevancia dentro da solucao

fundamental anisotrépica

As analises anteriores utilizavam um tensor isitmperturbado lateralmente. Como
dito na parte introdutéria deste anexo, a partaersq da equacao (Al.2) pode ser utilizada para
materiais mais complexos, facilitando e generatizad uso desta técnica esoftwares
numeéricos. Escreve-se entdo que:

%[ug (r,0) + usg (r, 6 + g)] = uz(r) (AL7)
cujo qualus(r,8) é uma solucdo fundamental anisotrépica para usotate qualquer simetria.

Para o tensor triclinico:
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D =400 600 150

250 150 300
as curvas de nivel da solugcédo fundamental [vermeimucdo rotacionada [azul] e a média

450 400 250] (AL.8)

[verde] das duas podem ser plotadas como:

(g) U3(T', 9) = 0,75 (h) u3 (T', 6) = 5 (|) u3(r, 9) = 10

Figura Al.3 — Plotagens da equacéo (Alw(r, 8) em vermelhoy;(r, 0 + m/2) em azul e

u;(r) em verde
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Figura Al.3 mostra plotagens da solucédo fundametsotropica do material mostrado
na equacao (Al.8). O erro de trés das nove figarastradas na Figura AlL.3 é mostrado na
Tabela Al.1. Inicialmente é calculado um raio méaosolugéo isotropica obtida pela média das
solugdes anisotropicas. Entdo séo feitas divergmhdas analisando a diferencga entre esse raio

médio e com o raio efetivo (distancia do ponto igern). Sdo utilizados 60 pontos para cada

semi-circulo.
Tabela Al.1 — Erro na média das solucdes
Nptos
1 2
Uz (T, 9) Tm z (re - rm)
nptos me1
0 2,9988747 2.108032 x 10793
0,75 5,3010194 1.141017 x 10793
10 12,298834 1.702203 x 10793

o8 M M.‘
R e,
»* 10 .

¥ 3 .

4 x2 64 "-,_

’ x]
Figura Al.4 - Exemplo do Calculo do emg(r,0) = 10

Uma questdo a ser feita €: porque essa relacate.eklma explicacdo é puramente
matematica. A solucao fundamental anisotropicapéet& de funcbes seno e cosseno, elevadas
ao quadrado. Na rotacdo de 90°, os termos serm ewaseno e vice-versa e sao eliminados pela
soma de seus quadrados. Os termos dependeasadeelevados ao quadrado tem sua ordem
reduzida, jA que, como ja dito, a rotacdo minonss sfeitos. Outro ponto sensivel é que a
parcela independente @e na soma das solugdes, cresce a raz&or. Em contrapartida, a
parcela dependente sé cresce a razad d@utra questdo importante, com relagdo a prinéeira
que o raio da solugéo isotropica (considerandoagti® € um circulo nos cortes mostrados na

figura 1) € dado pela interseccao da solucéo dimtasua respectiva rotacionada.



