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Introdução    
 

 Considere, no espaço ,ℝ3 uma esfera e um plano. Quais são os pontos 

de interseção? Resolve-se esse problema usando geometria analítica 

elementar, uma vez que tanto a esfera quanto o plano têm equações 

algébricas associadas, a saber, (𝑋 − 𝑎)2 + (𝑌 − 𝑏)2 +  (𝑍 − 𝑐)2 =  𝑟2       

e       a’ X + b’ Y + c’ Z = d’  (com r, a, b, c, d, a’, b’, c’, d’ números 

reais), onde  a solução dessa questão são os pontos (X, Y, Z) que 

satisfazem ambas as equações. Aqui, consegue-se resolver um problema 

geométrico de uma maneira algébrica, resolvendo o sistema de equações 

associado. Assim, é natural tentar generalizar tais problemas. Pode-se 

generalizar de várias maneiras, por exemplo, mudando o corpo base (que 

nesse caso era o dos reais), a ‘dimensão’ do espaço (no caso era 3) e a 

quantidade de subconjuntos do espaço em questão cuja interseção é 

considerada. Essas questões geométricas são estudadas usando 

ferramentas da Álgebra. De maneira informal, a ideia é classificar 

estruturas geométricas, denominadas variedades, através de estruturas 

algébricas,  ideais associados  às variedades. 
 

Variedades Algébricas Afins 

 
   Seja K um corpo. O produto cartesiano A𝑛 =  𝐾𝑛 é, por definição, o 

Espaço Afim. Considere o anel de polinômios 

 K[𝑋1 , … , 𝑋𝑛] = R. Se f ∈ R, f pode ser visto como função polinomial f: 

A𝑛 → K, que avalia o polinômio no ponto. O conjunto de todas as 

funções polinomiais é um anel, que coincide com o R, se K é infinito. 

Tome, portanto, K infinito.  

   Dado S ⊆ R, defina: 

Z(S) = {a ∈ A𝑛  | ∀ f ∈ S, f(a) = 0}.  

Tem-se que se I = 〈S〉, então Z(I) = Z(S). Com isso, define-se uma 

variedade algébrica afim V como um subconjunto de A
𝑛

dado por V = 

Z(I), para algum ideal I de R. 

 

   Pelo Teorema da Base de Hilbert, que diz que todo ideal de  R é 

finitamente gerado, tem-se que uma variedade é definida pelos zeros 

comuns de uma quantidade finita de polinômios.  

  Fica, por fim, definida a correspondência:  

Z : {ideais de R} → {variedades afins de A𝑛} 

I           →           V = Z(I) 

 

    Pode-se, também, associar um ideal de R para cada variedade afim V. 

Define-se o ideal da variedade V por  I(V) = { f ∈ R | ∀ a ∈ V, f(a) = 0}. 

Tem-se a correspondência: 

I: {variedades afins de A𝑛} →  {ideais de R} 

V   →   I(V) 

    Além disso, se V for variedade, vale que Z(I(V)) = V. Segue a 

correspondência bijetora entre I e Z: 

 

{variedades afins V}           {I(V) | V variedade} (*) 
  

    

 Topologia de Zariski 
 

   Tem-se que Z(0) = A𝑛 ; Z (R) = ∅. Ademais, para I e J ideais de  R, 

Z(I) ∪ Z(J) = Z(IJ) e ∩𝑗Z(Sj) = Z(∪𝑗Sj). Dessa forma, é possível munir  

A𝑛  de uma topologia, denominada Topologia de Zariski, onde os 

conjuntos  fechados são as variedades afins. 

     

 

     ↔    

   Algumas propriedades básicas de tal topologia são: 

-   Em  A1, os fechados não triviais são os conjuntos finitos. 

- Como K foi tomado infinito, A𝑛 não é  espaço de Hausdorff. Um 

espaço topológico é  de Hausdorff se quaisquer dois pontos distintos 

são cobertos por abertos disjuntos. 

- ∀ A ⊆  A𝑛, 𝐴  (fecho de A) = Z(I(A)). 

-    A topologia tem uma base dada por abertos. Para cada 

 f ∈ R, seja 𝑉𝑓 = { a ∈ A𝑛   | f(a) ≠ 0}. Segue que  

 𝑉𝑓 = A𝑛\Z(〈𝑓〉) . Logo 𝑉𝑓 é aberto de A𝑛. A base é dada por 

{𝑉𝑓 | f  ∈  R}. 

 

É também possível definir uma topologia, também chamada de topologia 

de Zariski, numa variedade V, via a topologia subespaço. Os fechados de 

V são os fechados de A𝑛 intersecionados com V. Assim, define-se que 

uma variedade V é irredutível se V não é escrita como união de dois 

fechados não triviais de V. 

 

    Teorema (Classificação de variedades irredutíveis): Seja V uma 

variedade. V é irredutível se, e somente se, I(V) é ideal primo de R.. 

 

    É também possível mostrar que se V é variedade irredutível, o espaço 

topológico V, munido com a  topologia de Zariski, é conexo. Além disso, 

que todo aberto não-vazio é denso em V. Portanto, se K é infinito, A𝑛 é 

espaço conexo, via o teorema acima.  

 

Nullstellensatz 
 

    Considere o seguinte problema: Quando um sistema polinomial 

{𝑓α}=0 tem solução? Geometricamente, a pergunta é: a variedade afim 

V=Z(〈{𝑓α}〉) é não-vazia sob quais condições? 

 

    Nullstellensatz Fraco: Seja K algebricamente fechado. Se I é ideal de 

K[𝑋1, … , 𝑋𝑛],  I ≠K[𝑋1 , … , 𝑋𝑛], então Z(I) ≠ ∅. 

 

    Com tal resultado, obviamente tem-se uma resposta para o problema 

supracitado. Observe que se K não é algebricamente fechado, então o 

resultado é falso. Tome K = ℝ e seja V= Z(〈𝑥2+1〉) ⊆ ℝ. Essa variedade 

é certamente vazia, mesmo que 〈𝑥2+1〉 seja ideal não-trivial de ℝ[x]. 
 

   Finalmente, segue o teorema que classifica os ideais da 

correspondência (*), ficando, assim, totalmente estabelecida a relação 

entre variedades afins  V e seus ideais I(V) correspondentes.  

   Seja A um anel e I um ideal de A. Defina rad I = { a ∈ A |  

am ∈ I, para algum m natural }. De fato, rad I é também ideal de A. Diz-

se que o ideal I é radical se I = rad I.  Para a teoria construída até então, 

tem-se que o ideal I(V) de uma variedade é radical. 

 

   A classificação buscada é dada pelo 

   Nullstellensatz Forte: Seja K corpo algebricamente fechado e I ideal de 

K[𝑋1, … , 𝑋𝑛]. Então I(Z(I)) = rad I. Além disso, a correspondência 

abaixo é bijetora. 

 

{variedades afins}    ↔     {ideais radicais de K[𝑋1, … , 𝑋𝑛]} 

                 Z(I)        →                   I(Z(I)) = rad I 

                 Z(J)                       ←                       J = rad J 
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