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O anel de séries formais de potências com coeficientes inteiros é um 
domínio de fatoração única, isto é, todo elemento não inversível ou 
é irredutível ou pode ser escrito como produto de irredutíveis. 
Sendo assim, estamos interessados em estudar a redutibilidade de 
polinômios neste domínio. Alguns casos são simples, e estão 
resumidos a seguir 
 
Teorema. Seja 𝑓 𝑋 = 𝑎0 + 𝑎1𝑋 + ⋯ + 𝑎𝑑𝑋𝑑 ∈ 𝑍[[𝑋]]. Então: 
(i) Se 𝑎0 = ±1, então 𝑓 𝑋  é inversível; 
(ii) Se 𝑎0 = 𝑝 é primo, então 𝑓 𝑋  é irredutível; 
(iii) Se 𝑎0 = 𝑚𝑛, com 𝑚 ≠ ±1 ≠ 𝑛 e mdc 𝑚, 𝑛 = 1, então 𝑓 𝑋  é 
redutível; 
(iv) Se 𝑎0 = 𝑝𝑛, com 𝑝 primo e 𝑛 > 1, e mdc(𝑝, 𝑎1) = 1, então 𝑓 𝑋  
é irredutível. 
 
Todos estes casos são verificáveis através da análise dos coeficientes 
das séries numa possível fatoração de 𝑓(𝑋). É importante observar 
que fatoração em 𝑍[𝑋] e 𝑍[[𝑋]] não tem qualquer relação direta. De 
fato, o polinômio 6 + 𝑋 + 𝑋2 é irredutível em 𝑍[𝑋], mas pode ser 
fatorado em 𝑍[[𝑋]]. Por outro lado, o polinômio 2 + 7𝑋 + 3𝑋2 
admite a fatoração (2 + 𝑋)(1 + 3𝑋) em 𝑍[𝑋], porém esta não é 
uma fatoração própria em 𝑍[[𝑋]], visto que um dos fatores é 
inversível. 
  
Com os resultados do Teorema, vê-se que falta somente considerar 
o caso em que 𝑓(𝑋) é da forma 

𝑓 𝑋 = 𝑝𝑛 + 𝑝𝑚𝑎1𝑋 + 𝑎2𝑋2 + ⋯ + 𝑎𝑑𝑋𝑑 
com 𝑎𝑑  não nulo, 𝑛 > 1, 𝑚 > 1, e mdc 𝑝, 𝑎1 = 1. Separamos este 
caso em dois: quando 𝑛 > 2𝑚 e quando 𝑛 ≤ 2𝑚. 
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Inteiros p-ádicos 

Estamos acostumados a trabalhar no conjunto dos números inteiros 
com a métrica euclidiana, que nos é mais natural. Porém, há outras 
métricas interessantes que podem ser definidas em 𝑍. Fixado um 
número primo 𝑝, dizemos que a maior potência de 𝑝 que divide um 
certo número inteiro 𝑛 é á valorização 𝑝-ádica de 𝑛, e denotamos 
este número por 𝑣𝑝(𝑛). Com esta notação, a função  

𝑑 𝑚, 𝑛 =
1

𝑝𝑣𝑝(𝑚−𝑛)
 

define uma métrica em 𝑍 . O interessante aqui é que existem 
sequências de Cauchy nesta métrica que não convergem em 𝑍, de 
modo que faz sentido falarmos no completamento métrico de 𝑍 
com relação a métrica 𝑑, e é a este conjunto que damos o nome de 
números inteiros 𝑝-ádicos, denotado por 𝑍𝑝. Podemos estender 

naturalmente a soma e o produto de 𝑍 a 𝑍𝑝, obtendo assim um 

domínio de integridade. Trazemos aqui alguns resultados 
importantes sobre 𝑍𝑝 e 𝑍𝑝 𝑋 : 

 
Teorema. Sejam 𝑎 ∈ 𝑍𝑝 e 𝑓(𝑋) ∈ 𝑍[𝑋]. 

(i) Existem 𝑛 = 𝑣𝑝(𝑎) e 𝑢 ∈ 𝑍𝑝 inversível tais que 𝑎 = 𝑝𝑛𝑢; 

(ii) 𝑓(𝑋) possui uma raíz em 𝑍𝑝 se, e somente se, possui uma raíz 

modulo 𝑝𝑘, para cada 𝑘 ≥ 1; 

(iii) Se 𝑓 𝑎 = 0 mod 𝑝2𝛿+1 , 𝑓 𝑎 = 0 (mod 𝑝𝛿) e 𝑓′ 𝑎 ≠

0 (mod 𝑝𝛿+1) para algum 𝛿 ≥ 1, então existe um único 𝜃 ∈ 𝑍𝑝 tal 

que 𝑓 𝜃 = 0 em 𝑍𝑝 e 𝜃 = 𝑎 (mod 𝑝𝛿+1). 

 
Utilizando o Teorema acima, podemos encontrar, em alguns casos 
particulares, relações entre a redutibilidade de um polinômio com 
coeficientes inteiros em 𝑍[[𝑋]] e 𝑍𝑝[𝑋]. 
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