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RESUMO 

Consideramos uma cadeia de Markov (X~)n2:0 com espaço de estados finito e matriz 
de transição dada por 

F = (1 - E )IPI + EIP2
' o < E < 1 

onde: IPI é a matriz de transição de uma cadeia de Markov (X~)n>o com l classes 
ergódicas e IP2 é a matriz de transição de uma cadeia de Markov (X;)n>o irredutível 
e aperiódica. Provamos. utilizando a técnica de "grafos" de Freidlin e Wentzell (6] , 
alguns resultados sobre o problema do primeiro instante de saída de um domínio 
contendo várias classes ergódicas. Mostramos que tal cadeia exibe um comportamento 
metaestável através da análise do limite de P(X~(~) = y I Xó = x), x, y E S, quando 
n--+ oo, ElO e n (E)~ ;, c> O no sentido de que lim En (E)= c. Para isto analisamos 

- dO 
as propriedades de certos domínios chamados "ciclos" . 

ABSTRACT 

We consider Markov chain (X~)n>o with finite state space and transition matrix 
as follows -

F = (1 - ::-) IPI + EIP2
' o < E < 1 

where: IPI is the transition matrix of a Markov chain (X~)n>o with l ergodic classes 
and IP2 is the transition matrix of a Markov chain (X~)n>o irreducible and aperiodic . 
We prove , using the FW graphical technique, some resuTts on the first exit problem 
from a domain containing many ergodic classes. We show that these chain exhibit 
metastable behavior through the analysis of the limit P(X~(~) = y I Xó = x), x, y E S, 
when n--+ oo, ElO and n (E) ~ ;, c> O in the sense that lim En (E)= c. For this we 

- ~!O 

analyze the properties of special domains called "cycles" . 
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O - INTRODUÇAO 

A metaestabilidade consiste basicamente em fenômenos que apresentam "falsos" 
estados de equilíbrio, ou seja , um fenômeno pode apresentar-se estável por um deter
minado período e a partir de alguma alteração nas condições em que ele se encontra, 
fazer uma transição para um outro estado de equilíbrio. 

Um exemplo de metaestabilidade (ver Vares [15]) pode ser dado através de uma 
simples garrafa de cerveja. Muitas pessoas já devem ter presenciado o fenômeno que 
ocorre quando pegamos uma garrafa de cerveja, que esteve no freezer por um longo 
período, mas que apesar disso ainda se encontra em seu estado líquido, e que ao ser 
tocada, quase instantaneamente fica congelada. Isso se deve ao fato de que a cerveja 
apresentava um "falso" estado de equilíbrio (líquido), mas ao contato das mãos com 
a garrafa ela alcança outro estado (sólido). 

Este fenômeno está relacionado à Mecânica Estatística, que é um ramo da Física 
Teórica que estuda propriedades macroscópicas de sistemas com muitos subsistemas 
microscópicos interagindo (sistemas de infinitas partículas: átomos , moléculas , etc) e 
tenta relacionar estas propriedades com o que é conhecido sobre a interação destas 
partes microscópicas. Um exemplo de tais teorias macroscópicas é a termodinâmica, 
que descreve matematicamente sistemas em equilíbrio, como gases e líquidos. As 
variáveis envolvidas são estados macroscópicos: pressão, densidade, temperatura, etc 
(ver Martin-Lof[12]) . 

Neste sentido, várias classes de processos estocásticos markovianos (principalmente 
sistemas de infinitas partículas) têm sido propostas como modelos para a evolução tem
poral destes sistemas (ver Ligget [11]) , sendo que um dos problemas mais difíceis é 
entender e modelar o fenômeno da metaestabilidade. Neste contexto, a metaestabili
dade pode ser resumida da seguinte maneira: um processo estocástico com uma única 
medida invariante , sob certas condições iniciais , descreve por um longo período uma 
medida "estacionária" (estado metaestável) que não é o equilíbrio real , sendo que no 
final , faz uma abrupta transição para este equilíbrio (ver Galves , Olivieri e Vares [7]) . 
Alguns autores têm se dedicado a modelar tais fenômenos: Cassandro, Galves , Olivieri 
e Vares (2], Galves , Olivieri e Vares (7] , Vares (15] e outros . 

A metaestabilidade também pode ser vista em cadeias de Markov finitas cujas 
probabilidades de transição dependem de um pequeno parâmetro. Nesta dissertação 
tratamos desta situação e as principais referências são: Freidlin [5], Freidlin e Wentzell 
[6], Catoni e Cerf [3], Olivieri e Scoppola [13] e Scoppola [14]. Todos estes trabalhos 
envolvem probabilidades de transição exponencialmente pequenas em relação a um 
grande parâmetro (3. Nestes trabalhos a principal questão é a existência de estados 
ou classes com um grande poder de atração, de onde o processo só consegue sair 
depois um longo período. Cada um dos artigos traz uma contribuição especial para 
esta dissertação: em Freidlin [5] foram introduzidas as idéias de "grafos" e "ciclos" 
e posteriormente também utilizadas em Catoni e Cerf [3]. Nesta dissertação, grafos , 
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"renormalização" de uma cadeia e ciclos são ferramentas fundamentais. Um conceito 
de renormalização encontra-se em Scoppola (14) . 

O objetivo do nosso estudo é analisar o fenômeno de metaestabilidade num processo 
estocástico markoviano mais simples possível , isto é, uma cadeia de Markov finita , ir
redutível e aperiódica. Mais especificamente, partimos de uma cadeia de Markov 
(X;)n>O, com espaço de estados finito S = {0, 1, 2, ... , N} , com l classes recorrentes 
e sem-estados transientes. Sabemos, através da teoria de cadeias de Markov, que 
(X;) n>O possui l medidas invariantes extremais (Definição A.16) cada uma com su-

porte ;m classes recorrentes distintas (e portanto disjuntas). É bem conhecido que seu 
comportamento assintótico , quando n ~ oo, depende do estado inicial (Observação 
A.1) . Esta cadeia é então "perturbada" por uma nova cadeia de Markov (X~)n>o 
irredutível e aperiódica, com o mesmo espaço de estados S = {0, 1, 2, ... , N} e por
tanto , com uma única medida estacionária (ver condições suficientes no Apêndice) , da 
seguinte maneira: introduzimos um "pequeno" parâmetro O < ê < 1 e consideramos 
então a cadeia de Markov (X~)n;::: o com matriz de transição 

onde: 
1P'1 = (bxy) x,yES é a matriz de transição de (X;)n>O e 
JP>2 = (axy)x ,yES é a matriz de transição de (X~)n~o. 

Podemos pensar que (X~Jn>o é o resultado de tlma "pequena" perturbação em 
(X;) n>O, através de (X~)n>O , pois , quando ê 1 O, a matriz F converge para a matriz 
JP>1 . Esta nova cadeia tem tã:-mbém, para cada ê > O fi. .. w , uma única medida invariante . 

Para analisar a questão da "estabilidade" da cadeia (X~)n>O vamos estudar o com-
port amento assintótico de -

pe (x~ = y I xg = x), x, y E S, 

quando n ~ oo e é 1 O. Uma das principais ferramentas nesta análise é a idéia de 
grafo. No Capítulo 1, definimos alguns tipos de grafos e mostramos sua aplicação 
numa cadeia de Markov finita genérica. Utilizando grafos é possível expressar de 
forma explícita as distribuições estacionárias, a probabilidade da cadeia escolher o 
estado y , y E S, no primeiro instante em que sai de um conjunto vVc, w c Ç S (y é um 
ponto de saída) , o tempo médio que a cadeia necessita para sair de w c e o número 
médio de retornos (ou visitas) a um estado y antes de sair de um conjunto w c. A 
real importância de tal ferramenta está no fato de que as expressões acima citadas são 
somas com um número finito de parcelas obtidas através de grafos , enquanto que na 
teoria clássica de Processos Estocásticos, elas muitas vezes recaem em séries (mesmo 
quando o espaço de estados é finito). Por exemplo, sendo V Ç S , o número médio 
de retornos (ou visitas) a um estado y antes de sair de V é calculado de acordo com 
(1.5.1) , ist o é, através de uma série . 

No Capítulo 2, mostramos que , fazendo primeiro é 1 O e depois n ~ oo , o limite de 
pe(x~ = y I xg = x) depende do est ado inicial X. Ao invertermos a ordem dos limites , 
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ou seja , fazendo primeiramente n --t oo e depois E 1 O, a mesma probabilidade acima 
converge para um valor que não depende do estado inicial. Além disso, provamos 
que tal limite é , na realidade , uma das distribuições estacionárias de (X~)n>O, a qual 
é dada explicitamente por uma combinação convexa das distribuições extremais de 

(X~)n>O (ver Proposição A.3). 
Como podemos perceber, trocando a ordem dos limites em n e E obtém-se resul

tados diferentes. Isto nos leva a pensar no que aconteceria se introduzíssemos uma 
dependência entre n e E. No Capítulo 3, mostramos que se n = n (E) é da ordem de~ (c 
constante positiva) , é possível determinar uma constante c1 >O tal que se n (E) < -;- , 
para E suficientemente pequeno, a cadeia (X~)n>O, iniciando num estado de uma das 
classes recorrentes da cadeia (X~)n>o , permanece nela, quando E 1 O, com probabili
dade 1. A cadeia só sairá da classe - inicial quando n (E) > 7, para E suficientemente 
pequeno. 

Mais geralmente , mostraremos que existem constantes c1 < c2 < · · · < Cm, to
das positivas , e conjuntos A1, A2 , ... , Am, Am+l - S (os quais são uniões de classes 
ergódicas), tais que , quando ~ < n (E) < c•; 1

, para E suficientemente pequeno, a 
cadeia (X~)n>o , iniciando em Ai+ I , permanecerá neste conjunto com probabilidade 
convergindo para 1, quando E 1 O. Estas diferentes faixas de velocidade determinam 
os limites metaestáveis: mostraremos que 

e 

lim Pe (X~(é) = y I X~= x), 'tfy E ~+1 
d O 

depende somente de y para~ < n (E) < ci;1
, com E suficientemente pequeno. Podemos 

dizer então que dependendo da velocidade do tempo n (E) a cadeia apresenta "fal
sos" estados de equilíbrio (estado metaestável) , somente alcançando o equilíbrio real 
quando 

para E suficientemente pequeno . 
Os conjuntos A1 , A2 , ... , Am+l são determinados através do conceito de renor

malização de cadeias de Markov e de ciclos. Essas idéias foram utilizadas por Freidlin 
(5] e Scoppola (14]. Ainda no Capítulo 3, definiremos o que é um ciclo e como a 
renormalização da cadeia (X~)n>o pode nos ajudar na determinação dos ciclos. Além 
disso , veremos que os conjuntos -A1 , A2, . .. , Am+1 são uniões de classes ergódicas cor
respondente aos diferentes ciclos. Neste mesmo capítulo mostraremos ainda que a 
velocidade necessária para a cadeia escapar de um ciclo não depende do ponto inicial 

dentro do ciclo, ou seja , partindo de qualquer ponto do ciclo a cadeia (X~)n>o necessita 
da mesma velocidade para deixá-lo. -

No Apêndice apresentamos alguns resultados de cadeias de Markov os quais podem 
ser encontrados em bibliografia básica como: Karlin e Taylor [lO] , Isaacson e Madsen 
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[8] e muitos outros. A seleção destes resultados foi baseada em sua utilização nesta 
dissertação. O objetivo do Apêndice é facilitar a leitura deste trabalho para o leitor 
não familiarizado com cadeias de Markov. No decorrer do texto aparecerão referências 
ao Apêndice, sempre representadas pela letra A . 

Os teoremas apresentados nu Capítulo 1 podem ser encontrados em Catoni e 
Cerf [3] , mas sem as correspondentes demonstrações. Neste mesmo capítulo estas 
demonstrações são feitas em detalhes com base nas provas apresentadas em Freidlin e 
Wentzell [6] para resultados análogos. Já os resultados apresentados nos Capítulos 2 
e 3 são totalmente inéditos . 
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CAPÍTULO 1 

GRAFOS El\!I CADEIAS DE l\!IARKOV FINITAS 

1.1 - Definição de grafos 

Neste capítulo introduzimos a idéia de grafo e mostramos como aplicá-la na análise 
de uma c.adeia de Markuv finita . 

Podemos definir um ·'grafo orientado" em S =I 0, finito , como um conjunto de pon
tos de S ligados aus pares através de setas orientadas: "x --+ y", :~:, y E S. Utilizando 
a notação g para um grafo. temos g Ç {x--+ y: x, y E S}. Chamaremos de caminho 
uma seqüência de ":r.,. ---t y .. " , com y.,.. = Xn+I, n = 1, 2, .... Por exemplo se 

q = {1 - 2, 2- 3, 3- 4, -l - 2} 

então 2 ---t 3, 3 ---t 4 é um caminho no grafo que leva 2 ao 4. Quando um caminho inicia 
no ponto y e em algum momento retorna a este ponto, diremos que é nm caminho 
fechado. No exemplo acima, 2 ---t 3, 3 --+ 4, 4 --+ 2 é um caminho fechado no estado 
2 . 

Definiremos a seguir alguns tipos de grafos . 

Definição 1.1.1: (Grafos G {W}) 
St>-ja Hl nm. ::;·uúw'flj'(l.n{u mbü:ní:riu dt>- S, S fini/.u, Hl #- 0. Um grafu u·rit>-n/.culu ::;uÚrt>

S é chamado -um. lV - grafo se e somente se as seguintes condições são satisfeitas: 

1. não há setas partindo de lV . 

2. wda ponto de Hlc é ponto inicial de exatamente ·uma seta . 

3. para cada ponto .r em l'V'. e:Diste 1Lm caminho {de setas} no grafo levando :1: a W 

Notação: O conjunto de todos ~V - g1·ajos é denotado por G {~V} . 

Note que a segunda e terceira condições são equivalentes a dizer que não há 
caminhos fechados nu g1·afu, isto é, nãu há caminho nu g1·afu que inicie em um ponto 
x E H-r~: e retorne ao mesmo ponto . 

5 
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Exemplo 1.1.1: Sejam S = {1, 2,3} e W = {3}. Neste caso G {W} = {91,92,93}, 
onde: 

91 = {1 -t 2, 2 -t 3}' 92 = {2 -t 1, 1 -t 3} , 93 = {2 -t 3, 1 -t 3} . 

Figura 1.1.1: Exemplo de grafos 9 E G {W} . 

Definição 1.1.2: (Grafos Gx,y {W}} 
Sejam W =/= ~ , W Ç S , x E S e y E W . Se x E w c o confunlo Gx,y {W} é o 

conjunto de todos os grafos orientados sobre S , tais que: 

1. não há setas partindo de W . 

2. cuda ponto de w c é ponto inicial de exatamente urna seta . 

3. para cada ponto z em wc existe um caminho no grafo levando z a W . 

4. e:L"Íste um caminho no grafo levando x a y . 

{
0 sex=/=y 

Além disso, se x E W, Gx,y {W} = G {W} , se x = y 

Note que os grafos Gx,y {W} não tem caminhos fechados e Gx,y {W} Ç G {W} , 
Vx E Se Vy E W . 

Exemplo 1.1.2: Sejam S = {1, 2, 3, 4} e W = {3, 4}. Neste caso G1,3(W) = 

{91, 92, 93, 94} , onde: 
9J = {1 -t 2, 2 -t 3}, 92 = {2 -t 1, 1 -t 3}, 93 = {1 -t 3, 2 -t 3} , 94 = {1 -t 3, 2 -t 4} . 
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s 

Figura 1.1.2: Exemplo de grafos 9 E Gx,y {W} . 

D efinição 1.1.3: (Grafos G {x-~-+ W}} 
Sejam W-=/= 0, W Ç S, x E S. Se x E wc, o conjunto G {x-~-+ W} é o conjunto de 

todos os grafos orientados sobre S , tais que: 

1. não há setas partindo de W . 

2. cada ponto de wc, exceto um, digamos y, é ponto inicial de exatamente uma 
seta . 

3. não há caminlws fechados no gmfo . 

4. não há caminho no grafo le'uando x a W . 

Além disso, se x E W, então G {x -rt W} = 0 . 

Note que a terceira condição é equivalente a dizer que para cada z E Wc\{y}, há 
um caminho no grafo levando z a W U {y} . 

Exemplo 1.1.3: Sejam S = {1, 2, 3, 4} e W = {3, 4}. Neste caso G(1 -rt W) = 

{91,92,93,94}, onde: 
91 = { 1 -7 2}' 92 = { 2 -7 1} ' 93 = { 2 -7 3}' 94 = { 2 -7 4} . 

w s 
1 

\ 
Figura 1.1.3: Exemplo de grafos 9 E G {x -rt W} . 
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Definição 1.1.4: (Grafos Gv {W}) 
Sejam W i= 0, V# 0 e W Ç V Ç S. O conjunto Gv {W} é o conjunto de lodos 

os grafos orientados sobre V, tais que: 

1. não há setas partindo de W . 

2. cada ponto de wc n V é ponto inicial de exatamente uma seta . 

3. para cada ponto x em wc n V existe um caminho no grafo levando x a W . 

Exemplo 1.1.4: Sejam S = {1,2,3,4},V = {2, 3,4} e W = {4}. Neste caso 
Gv {W} = {g1 , g2 , g3} , onde: 

gl = {2 -t 3, 3 -t 4}, g2 = {3 -t 2, 2 -t 4} , g3 = {2 -t 4, 3 -t 4} . 

1 
• 

Ih 
fib 

i3 

s 

Figura 1.1.4: Exemplo de grafos g E Gv {W} . 

Definidos estes tipos de grafos vamos relacioná-los com uma cadeia de Markov 
(Xn) n>o, com espaço de estados S finito e matriz de transição Jll>= (pxy) Es· 

- X~ 

Definição 1.1.5: Seja g um gmfo orientado qualquer, sobre S. D efinimos 

1r(g) = IT P(Xn+l = Z I Xn = y) = IT P(y,z) = IT Pyz· (1.1.1) 
(y-+z )Ey (y--+z )Eg (y-+ z )Ey 

1.2- Distribuição estacionária 

O Teorema 1.2.1 dá uma forma explícita para a distribuição estacionária através 
de grafos. Este Teorema foi provado por Freidlin e Wentzell [6] , no Capítulo 6 . 
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Teorema 1.2.1: Consider·emos uma cadeia de Mar·kov (Xn)n>O IRREDUTÍVEL, 
com espaço de estados S finito e matriz de transição lP= (Pxy):,yES' Então a dis
t·rib-uição estacionár·ia (ve r· Definição A.15) desta cadeia é p, = (~-tx)xES dada por· 

/-Lx = xES (1.2.1) 

onde: 
Q x - L 7r (g) = L I1 Pyz (1.2.2) 

gEG{x} gEG{x}(y--+z)Eg 

e G { x} conforme Definição 1.1.1 . 

Prova: Por ser irredutível e finita , pela Proposição A.2 , podemos concluir que todos 
estados são recorrentes positivos. Portanto, pelo Teorema A.3 , podemos afirmar que 
ela possui uma única distribuição estacionária p, = (~-tx)xES a qual. por (A.1) , satisfaz 
as equaçoes: 

1-Lx =L /-LyPy:r: , 
yES 

'<:/x E S . (1.2.3) 

Mas, se (1.2.1) é distribuição estacionária. então tem que satisfazer a equaç.ao 
análoga a (1.2.3L isto é . 

'</;r; E S 

e então 

Qx =L: QyPy:r:, '<:/x E S. (1.2.-1) 
yES 

Então, basta provar que os valores Qx, x E S, definidos em (1.2.2) satisfazem 
(1.2.4). Podemos escrever , para x E S, 

Logo 

Qx = L Qypyx + QxPxx· 
yES,yf x 

(1 - Pxx) Qx = L QyPyx 
yES,yf x 

sendo (1- Pxx) = E Pxz e, por (1.2.2), Qx = E 7r (g). Temos 
zES,zfx gEG{x} 

L Pxz L 7r (g) = L L 7r (g) Pyx 
::ES,z-/-:z: gEG{x} yES,y-/-:~.: gEG{y} 
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e portanto 

z ES,z-f=x gEG{x} yES,y -f=x gEG{y} 

o que prova a igualdade (1.2..!), já que ambos os lados são idênticos a I: 7r (g'), onde 
g' 

g' é um grafo que satisfaz as seguintes condições: 

1. todo ponto y E S é ponto inicial de exatamente uma seta y ---+ z (y =/= ;;, ;; E S); 

2. no grafo g' há somente nm caminho fechado e este contém o ponto x . 

• 
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1.3 - Ponto de saída 

Seja W Ç S, ~V =f 0. Denotamos por T (Wc) o primeiro instante que a cadeia sai 
de wc. De acordo com a Definição A.9 , T (~Vc ) é um tempo de parada . 

Definimos 

(1.3.1) 

O Teorema 1.3.1 dá uma forma explícita em termos de grafos para a probabilidade 
acima definida, isto é, para a probabilidade de um estado y ser alcançado no primeiro 
instante que a cadeia sai de lVc, dado que partiu do estado x. A expressão encontrada 
para (1.3.1) é extremamente útil, pois é dada pela soma de um número finito de 
parcelas , o que é bastante conveniente para o cálculo dos limites apresentados no 
Capítulo 2 . 

Teorema 1.3.1: (Ponto de Saída) 
Seja (Xn)n>O 'Uma cadeia de Mar·kov com espaço de estados S e matr·iz de tr-ansição 

JP> = (Pxy)x ,yES ~ Pam W Ç S , W =/:- 0 temos: 

L: 7r (g) 
gEGx ,y{W} 

qw (:r;' y) = L: 7r (g) ' Vx , y E 8 (1.3.2) 

gEG{IV} 

desde q'Ue o denominador seja posit·ivo . 

Prova: Vamos provar por indução no número de elementos em H; c . 

Suponhamos #Wr. = 1. Seja w c = {x} , vV = S\ {x}. Para y E lV, 

qw (x, y) P ( XT(Wc) = y I Xo = x) =L P ( XT(Wc) = y, T (lV'") = n I X 0 = x) = 
n;::: t 

p (Xl = y I Xo = :r)+ p (X2 = y, xl =X I Xo = x) + 

+P (X3 = y , x2 = x, XI= X I Xo = x) + ... 

""" n Pxy 
Pxy ~Pxx = 1 -p 

n;:::o :ex 

L: 7r (g) 
gEGx,y{W} 

L: 7r (g) . 
gEG{W} 

Suponhamos agora que (1.3.2) é válida para #Wc =r- 1 (hipótese de indução) . 

11 



• • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • 

Se #Wc = ·r temos, para :r: E wc e y E W, 

qw (x, y) P (xT(wc) = y I Xo =:r) = 

2.::: P ( XT(H'") = y, XT({x}) = Z I X o = X) + 
zEW 

+ 2.::: P (xT(Wc) = y, XT({x}) = z I Xo = x) 
zEW"\{x} 

- P (X7 (wc) = y,XT({x}) = y I Xo = x) + 

+ 2.::: P (xT(Wc) = y,X7 ({x}) = z,T( {x}) < T(Wc) I Xo = x) 
zEWc\{x} 

- P(XT({x})=yiXo=x)+ 

+ 2.::: P ( XT(W") = y I Xo =:r, XT({x}) = z) X 

zEWc\{x} 

x P (xT({x}) = z I Xo = x) . 
Mas, pela propriedade forte de l\:1arkov, temos 

qw (x,y) = P (xT({x}) = :Y I Xo = x) + 

+ 2.::: P (xT(wc) = y I Xo = z) P (xT({x}) = z I Xo =:r) 
zE~Ilc\ {x} 

- qS\ {x} (:r , y) + L qS\{x} (:r , z) X 

zEWc\{x} 

X 2.::: P (XT(Wc) = y,XT(Wc\{x}) = Zt I Xo = z ) + 
ZJEW 

+ L qs\{x} (x , z) P (XT(W") = y, XT(I-1<'"\{x} ) = x I Xo = z ) = 
zEWc\{x} 

- qS\{x} (:c, y) + L qS\{x} (:r: , z) X 

zE~Vc\{x} 

x P ( XT(Wc) = y, XT(IVC\{x}) = y I Xo =;;) + 

+ L qs\{:~:} (x , z) P (xT(Wc) = y, XT(Wc\{x}) = x I Xo = z ) 
zEWc\{x} 

qs\{x} (x, y) + L qs\{x} (x, z) P ( XT(Wc\{x}) = Y I Xo = z ) + 
zEWc\{x} 

+ L qs\{x} (x, z) P ( XT(W") = y, XT(W"\ {x}) =X I Xo = z ) . 
zEWc\{x} 

Mas, sendo P ( X 7 (W") = y, XT(W"\{x}) = x I Xo = z ) igual a 

P (X7 (wc) = y I Xo = z,XT(Wc\{x}) = x) P (x~(Wc\{x}) = x I X 0 = z ) , 
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e , para x E wc e y E lV, T (Wc\ { x}) < T (Wc) , a propriedade forte de Markov 
permite escrever 

P (X7 (wc) = y I Xo = z, XT(Wc\{x}) = x) = P (xT(Wc) = y I Xo = x) . 
Com isso , temos que 

qw(x,y) = qs\{x}(x , y)+ L qS\{x}(x ,z)qwu{x}(z,y)+ 
zEWc\{x} 

+ L qs\{x} (x, z )P (xT(Wc) = y I Xo = x) x 
zEWc\{x} 

x P (X7 (wc\{x}) = x I X0 = z) = 

- Qs\{x} (x , y) + L QS\{x} (x , z) Qwu{x} (z , y) + 
zEW c\{x} 

+P (xT(Wc) = y I Xo = x) L Qs\{x} (x, z ) Qwu{x} (z, x) 
zEWc\{x} 

qS\{x} (x , y) + L qS\{x} (x, z) qwu{x} (z, y) + 
zEWc\{x} 

+qw (x, y) L qs\{x} (x, z) qwu{x} (z, x), 
zEWc\{:r} 

de onde concluímos que 

qs\{x} (x, y) + L qs\{x} (x, z) Qwu{x} (z, y) 
z EWc\{x} 

qw (x , y) = ---------'--'---------
1- L q S\ { x} ( x, z) Qwu{ x} ( z, x) 

z EWc\{x} 

Logo, pela hipótese de indução em qwu{x} (z, :r) e Qwu{x} (z, y): 

L r.(g) L 1r(g) L rr(g) 

Qw (x , y) 

g EGx ,y { S \i.x!! + "'\""' g Eo G.,, z{S\{x:•} yEGz ,y {IV U{ x }} 

L ;r(g) ~ L r.(g) L 1r(g) 
gEG {S \{:c;:, zEWc\{x} g EG { S \{x )"t gEG {W U{ z )i 

L rr(g) L rr(g) 
1- "'\""' g E Gx ,z{ S \{ x )} g EG z.z {W u{ x )} 

~ 2: 7r(g) . 2: 7r(g) 
zEWc\{x} g EG {S\ {x }} g EG {IVU{x }} 

(1.3.3) 

L 7r(g) L 7r(g)+ L L 7r(g) L 7r(g) 
g EG {W U{ z }} g EGz ,y {S \{z }} zE WC\{xj 9 EGx,z {S\{z }} g EGz ,y {W u{ x )) 

L rr(g) L 1r(g)- L L rr (g) L 1r(g) 
gEG {S \{ x }} gEG {W u{ x }) zE Wc\{x j YEGx,z {S \{z }} g EGz ,x { WU {x )) 

L 7r (g) 
gEGx ,y{W} 

Vx E wc , y E W. - L 7r(g), 
gEG{W} 
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Mas, se x E lV, então pela Definição 1.1.2, 

e portanto 

Por essa razão , 

{
0 sex=/=y 

Gx,y {W} = G {W} , se x = y 

{ 
O, se x =I= y 

qw (x , y) = 
1, se x = y 

I: 7r (g) 
(

, , ) _ gEG:c ,y{W } 
qw x, y - I: 7r (g) , Vx,y E S. 

gEG'{W} 

1.4- Tempo de saída 

Para X E s e vV ç S'. definimos 

• 

(1.4.1) 

onde E é a esperança correspondente a cadeia { X 11 } n>o e R:c é a esperança condicional 
dado Xo =X. Portanto mw (x) é o tempo médio até a primeira saída do conjunto rvc, 
partindo do estado x . 

É bem conhecido (ver James [9]) que se X é uma variável aleatória, não negativa, 
em N, então 

FJ (X) =L P (X > n) . 
n~O 

Em particular . 
Ex (T(Wc)) =.L: P(T(Wc) > n I Xo = :z: ). (1.4.2) 

n~O 

O Teorema 1 ...!.1 nos fornece o tempo médio necessário para que a cadeia saia pela 
primeira vez de um conjunto wc Ç S . 
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Teorema 1.4.1: (Tempo Médio de Saída) 
Seja { Xn} n>O ·uma cadeia de M ar-kov com espaço de estados S .finita e matriz de 

tmnsição IP' = CPxy)x,yES. Pam lV Ç S, W =I 0 temos 

L 7r (g) 
( 

gEG{x-+> W} 
mw .r)= ( ) , L Jrg 

Vx E S (1.4.3) 

gEG{W} 

onde G {W} e G {x---,'? W} conjoNne as definições 1.1.1 e 1.1.3, r-espectivamente . 

Prova: Por indução no número de elementos em wc, suponha #Wc = 1. Seja wc = 
{x}. Então 

mw (x) ms\{x} (x) = Rx (T({x})) ='L P(T({x}) > n I Xo = x) = 

L [ 1 - P ( T ( { x}) ::; n I X o = x)] = 

L [1- :t P (T ({ :r:})= m. I Xo =;r:)] = 
n2:0 m=l 

L [1- L P(XJ =ziXo=x)-
n::::o zES,zfx 

- L p (X2 = z, xl = X I Xo = x)-
zES,z j x 

-···-L P(Xn=Z,Xn-t=X, ... ,Xt=:IIXo=x)] 
zES,z f x 

L [1- L (Pxz + PxzPxx + · · · + p~; 1Pxz )] = 
n2:0 ::ES,z f x 

[ 

n-1 l L 1- L P~x L Pxz = 
n2:0 m=O zES,zfx 

L [1-
1 = P~x (1- Pxx)] =L P~x = 

1
, · 

n2:0 1 Pxx n2:0 1 - Pxx 

Como wc = { x} definimos L 1r (g) = 1 e portanto 
gEG{x-+> vi/} 

{ 

L 7r(g) 
g E G{x--. W} 

mw (x) = L 7r(g) ' 
g E G { W } 

+oo, 

se Pxx < 1 

se Pxx = 1 
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Como hipótese de indução suponhamos que (1.4.3) é valida quando wc tem r - 1 
elementos. Se # wc = r e x E wc, temos 

mw (x) 
n2:0 

- L[P(T(W'")>n ,T({x})>niXo=x)+ 

+P(T(Wc) > n,T({x}):::; n I Xo = x)] 

- L P ( T ( { x}) > n I X o = x) + 

+L P (T(H1 c) > n,T({x}):::; n,Xr({x}) E Wc\ {x} I Xo = x) + 
n2:0 

+L +P (T(Wc) > n,T({x}):::; n,XT({x}) E W I Xo = x) . 
n2:0 

Mas , P (T(Wc) > n ,T({x}):::; n , XT({x}) E W I Xo = x) =O. Então 

mw (:c:) - ms\{x} (x) +L P (T(Wc) > n,XT({x}) E TtVc\ {x} I Xo =:r)= 
n2:0 

ms\{x} (x) +L L P (T (Wc) > n, XT({x}) =;:;I Xo = x) = 
n2:0 zEWc\{x} 

- ms\{x} (:r:)+ L L P (T (H1c) > n I Xo = x, XT({x}) = z) X 
n 2:0zEWc\{x} 

x P (xT({:r}) = z I Xo = x ) . 

Aplicando a propriedade forte de Markov, temos 

mw(x) ms\ {x} (x) + L L qs\{x} (x , ;:;) P (T (Wc) > n I Xo = z) = 

- ms\ {x} (;r)+ L qS\{x} (x, ;:;) X 
zEWc\{x} 

x L P(T(vV'" ) > n,T(Wc\ {x}) > n I X 0 = z ) + 

+ L qs\{:r } (x ,z) L P(T(vVc) > n,T(vVc\ {x}):::; n I X 0 = .:::) -
zEWc\{x} n;:::o 

- ms\{x} (x) + L qs\{x} (x, z) L P (T (Wc\ {x}) > n I Xo = z ) + 
zEWc\{x} n 2:0 

+ L qS\ {x} (;c, z) X 

zEWc\{x} 

X L P (T(Wc) > n ,T(Wc\ {x}):::; n , XT(Wc\{x}) =X I Xo = z) + 
n;:::o 

+ L qs\{x} (x, z) X 

zEWc\{x} 
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x I: P (T(~Vc) > n ,T(lVc\ {x}) ~ n , Xr(Wc\ {x}) E TV I Xo = z) . 
n2:0 

Mas , 

I: P ( T (Wc) > n , T (Wc\ {X}) ~ n, Xr(Wc\ {x}) E W I X o = Z) = O . 
n2:0 

Então 

mw(x) ms\{x} (x) + 'L: qS\{x} (x, z) mwu{x} (z) + I: qS\{x} (x, z) X 
zEWc\{x} zEWc\{x} 

X I: P (T(ltVc) > n I Xo = z,Xr(Wc\{x}) = x) X 

n2:0 

x P (Xr(Wc\{x} ) = x I Xo = z) . 

Novamente , aplicando a propriedade forte de Markov; temos 

mw (x) = ms\{x} (x) + I: qs\{x} (x, z) mwu{x} (z) + 
zEWc\{x} 

Portanto , 

+ I: P (T (Wc) > n I Xo = x) 'L: qs\{x} (x, z) qwu{x} (z, x) 
n2:0 zE Wc\{x} 

ms\{x} (x) + 'L: qs\{x} (x, z) mwu{x} (z) + 
zEWc\{x} 

+mw (x) 'L: qs\ {x} (x , z) qwu{x} (z , x) . 
zE li'c\{x} 

ms\ {x} (x) + L qs\ {x} (x , z) mwu{x} (z) 
( ) 

z EWc\{x} 
·rnw x = 

1- L qS\ {x}(x ,z)qwu{x}(z, x) 
z EWc\{x} 

Logo, pela hipótese de indução e pelo Teorema 1.3.1: 

L 1r(g) L 1r (g) L 1r(g) 
g E G {x ~S\ {x }} + ~ g E G x,z {S \{ x }) g E G {z- W u{ x }) 

L 1r (g) ~ L 1r(g) L 1r(g) 
g E G {S \{x )} z EH'c\{x} g E G {S \{ x }} g E G { W U{ e< }} 

mw(x) 

L 1r(g) L 1r(g)+ 2::: L 1r(g) L 1r(g) 
g EG{WU{ x }} g EG{x-S\{x)) zE WC \ {x ) YEGx ,z{ S \{ x }} y E G {z- W U{ x }} 

L 1r(g) L 1r(g)- 2::: L 1r(g) L 1r(g) 
gEG{S\{x }} g E G {WU{x }) z E WC \{x)9EGx,z {S \{ x )} g EGz,x{WU{x }} 

L n (g) 
gEG{x -+> W} 

L n (g) , 
gEG{W} 
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Mas, se X E vV, então pela Definição 1.1.3, G {x---f+ W} = 0 e portanto 

rnw (x) = O . 

Por essa razão , 
L 7r (g) 

. . ( · ) _ gEG{x -+> W} 
m11 x - L 7r (g) , VxE S. 

gEG{W} 

• 
1.5 - Número esperado de visitas (ou retornos) 

Sejam V Ç 8 e y E 1/. Denotamos por N-: o número de visitas ao estado y antes 
de sair de V. Então 

N~' =L f{y} (Xn) f (T (V) > n), 
n 2: 1 

e portanto 
Ex (N~·· ) ="L: P(Xn = y,T(V) > n I Xo = x) (1.5.1) 

n2:1 

onde T (V) é o primeiro instante de saída de V . 

O Teorema 1.5.1 nos dá o número esperado de visitas (ou retornos) a um estado 
antes da cadeia sair de nrc . 

Teorema 1.5.1: Seja (Xn )n>O 'Uma cadeia de Markov com espaço de estados S finito 
e matriz de transição JP> = (p~Y)x.yES. Se x, y E w c, então 

L 7r (g) 
ET (Nivc) = gEGx ,y {WU{y}} 

Y L rr (g) 
gEG{W} 

Prova: Vamos provar utilizando a indução no mhnero de elementos em wc . 

Suponha que # w c = 1, digamos vVc = { x}. Então 

L P(Xn = X,T({x}) > n I Xo = x) = 

L P (T ( {x}) > n I Xo = x) = ms\{x} (x) = 

L 7r (g) 
gEG{x-+>S\{x}} 

L 7r (g) 
gEG{S\{x}} 
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Como wc = { x} definimos 2::: 7r (g) = 1 e portanto 
gEGx ,x{WU{x}} 

L 7r (g) 
Ex (N{x}) = gEGx,x{WU{x}} , 

X L 7r (g) 
gEG{S\{x}} 

Como hipótese de indução suponhamos que (1.5.2) é válida quando wc tem r- 1 
elementos. 

Se #Wc = 'f' temos para x 'I) E wc ' '. ' 

n~l zEWc\{x} 

L [P (Xt = z I Xo = x) L P (Xn = y, T (Wc) > n I Xt = z)] = 
zEWc\{x} n~l 

L Pxz [L p ( Xn = y' T (Wc) > 'n , T (Wc\ {X}) > n I X I = ;; ) + 
zEWc\{x} n~l 

+L P(Xn = y,T(Wc) > n ,T(Wc\ {x}) :S n I X1 = z)] 
n~l 

L Pxz [L P(Xn = y,T(Wc\ {x}) > n I xl = z)+ 
zEWc\{x} n~l 

+L p (xn = y , T (lVt; ) > n, T (W t;\ {x}) :S n,XT{WC\ {x}} =X I xl = z) + 
n~l 

+L P (Xn = y,T(Wc) > n,T(Wc\ {x}) :S n,XT{Wc\{x}} E W I X1 = z)]. 
n~l 

Mas , 

L p ( Xn = Y,T ('W'C) > n, T (Wc\ {x}) :S n, XT{W"\{x}} E lV I xl = z) =O . 
n~l 

Então , 

L Pxz [Ez ( N:'c\{x}) + 
zEWc\{x} 

+L p (xn = y,T(Wc) > n,XT{WC\{x}} =X I xl = z)] -
n~l 
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L Pxz [Ez (N;'c\{x}) + 
z EWc\{x} 

+ L P (X.,= y, T (Wc) > n I X1 = z, XT{Wc\{x}} = x) X 

n 2': 1 

X p (xr{WC\{x}} =X I xl = z)]. 
Pela propriedade forte de Markov, temos que 

Ex (Nywc) = L Pxz [Ez (N~Vc\{x}) + 
zEWc\{x} 

+Qwu{:r} (z, x) L P (X., = y, T (Wc) > n I Xo = x)] 
n 2': 1 

L Pxz [Ez (N:'c\{x}) + Qwu{x} (z,x) Ex (N:'c)] = 
zEWc\{x} 

Então, 

(1.5.3) 

Logo, usando a hipótese de indução 

L ;r(g) 
'\" g E G z ,y { W u{ x,y )l L., p . . .. 

.:: EWc\{x } X Z 2: ;r (g) 
g E G { W U{x) ) 

L rr(g) 
l - L g E G z.x { W u< x !} 

,E Wc\{:r} Pxz . L rr (q) 
- g E G {W u {x }} 

L Pxz L 7r (g) 
zEWc\{x} gEGz,y{IVU{x,y}} 

L 1r(g)- L P:rz L 1r(g) 
gEG{WU{x}} z EWc\{x} gEGz,x{IVU{x}} 

L 7r (g) 
gEGx,y{WU{y}} 

L 7r (g) 
gEG{W} 

Além disso , 
L 7r (g) 

E (Nwc) = gEG{WU{x}} 
X X L 7r (g) 

gEG{W} 

• 
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CAPÍTULO 2 

RESULTADOS ASSINTÓTICOS PRELIMINARES 

Neste capítulo iniciamos a análise assintótica da cadeia de Markov (X~)n>o apre
sentada na introdução. O que nos interessa é descrever o comportamento desta cadeia 
quanto a estabilidade. 

Relembrando, a cadeia (X~)n~o possui espaço de estados S finito e matriz de 
transição 

onde: 

JP>1 = (bxy)x ,yES é a matriz de transição de (X~) 11~0 uma cadeia de Markov com 
espaço de estados S finito e com l classes ergódicas e , 

JP>2 = (axy)x ,yES é a matriz de transição de (X~)n.~o nma cadeia de Markov com 

espaço de estados S finito . irredutível e aperiódica. Neste caso Y = (P~y) , onde 
x,yES 

e: = { (1 - ê )byz + sayz, se y e ;; pertencem a mesma classe ergódica 
Pyz Eayz, se y e z pertencem a classses ergódicas diferentes. 

(2.1) 

É fácil notar que para um O < E < 1 fi.'Co , a cadeia (X~)n.>o possui uma única 
distribuição estacionária f.L~ (ver Teorema A.3) , ou seja , se a distribuição inicial é a 
distribuição estacionária então o processo é estacionário (estável). Note que , para 
ê > O fixo 

l. p~ ( "'ré I xe: ) ~ ( ) rm .'\. n = y 0 = :r = f.L 7J , 
n ___.oo · 

Vx, y E S. 

Como p s (X~ = y I Xõ = x) depende de n e E é natural nos perguntarmos o que 
acontece quando E l O e n -t oo? A "estabilidade" se mantém? 

O que nos interessa é analisar o comportamento desta cadeia de Markov em 
situações limites. isto é: 

1. 1' ps (X$ I x e: ) rm rm 11 = y 0 = X ; 
n - H X) e: !O 

(2.2) 

lim lim y (X~ = y I xg = X) 
e:!O n ->oo 

(2.3) 

e 

l}nJ Pé: (x~<s> = y I xg = x) 
onde n (E) é uma certa função de ê tal que n (E) -t +oo quando ê l O. O tipo de 
dependência entre n e ê será caracterizado no Capítulo 3 . 
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Se os resultados de (2.2) e (2.3) fossem idênticos não haveria necessidade de calcu
larmos o terceiro limite. pois isto indicaria que qualquer subseqüência de x~(e) teria 
o mesmo limite , mas na realidade estes limites são distintos . 

2.1 Distribuição limite 

Neste varágrafo mostramos as diferenças entre os limites (2.2) e (2.3). O limite 
(2.4) será tratado no Capítulo 3 . 

Quando primeiramente aplicamos o limite quando € l O, retornamos a cadeia 

(X~)n:::o, pois 

lim F = lim [(1 - € )1P'1 + €1P'2] = 1P'1 
. 

elO elO 

Então, 
lim limpe (X~= y I X~= x) = lim P(X~ = y I Xci = x) . 

n-+oo elO n-+oo 

Logo, o limite existe mas devende do estado inicial x E S (ver Observação A.2) . 
Para determinação do limite (2.3) utilizaremos subconjuntos dos grafos G definidos 

no capítulo anterior. A seguir definimos tais subconjuntos . 

Definição 2.1.1: Seja x E S. Definimos 

H { x} = {g E G {:r} : no grafo g há somente uma seta saindo de cada 

classe ergódica} . 

Definição 2.1.2: Sejam :r, y E S e TV Ç S. Definimos 

Hx,y{W} = {g E Gx,y{W} : no grafo g há somente uma seta saindo de 

cada classe ergódica} . 

Definição 2.1.3: Sejam x E S e W Ç S. Definimos 

H{x--i-tW} {g E G{x --f+ W} :no grafo g há somente ·uma seta saindo 

de cada classe ergódica} . 

Definição 2.1.4: Sejam W Ç V Ç S. Definimos 

Hv{W} = {g E Gv{W} : no grafo g há somente uma seta saindo de cada 

classe eryódica} . 

22 



• • • • • • • 
• • • 
• • • 
• • • • • • • • 
• • • • • • 
• • • • • 
• • • • • • • 
• 

Portanto, os grafos H são análogos aos grafos G do Capítulo 1 com a condição 
adicional de que há somente uma seta saindo de cada classe ergódica . 

Como um grafo g é um conjunto de pares de pontos de S, podemos separar esses 
pares em dois conjuntos: 

E9 = { (y ~ z) E g : y e .z pertencem a mesma classe ergódica} (2.1.1) 

e 
Eg = { (y ~ .z) E g : y e .z pertencem a classes ergódicas diferentes} (2.1.2) 

e portanto g = E9 U Eg. Utilizaremos a notação #g para o número de pares de pontos 
de S no grafo g . 

Seja 

Jr<: (g) = II p~Z' 
(y-+z)Eg 

com P~z definido em (2.1). Os conjuntos E9 e Eg nos permitem escrever .,r (g) de 
forma mais conveniente: 

Jre (g) = IT [(1- E)byz + Wyz] IT Eayz· (2.1.3) 
(y-+z)EE9 (y-+z)EEg 

Observação 2.1.1: Convém destacar que 7r<= (g) = O se e somente se existe um par 
(y ~ z) no grafo g tal que P~z =O. Por (2.1) podemos perceber que P~z =O se existem 
y e .z pertencentes a classes ergódicas diferentes tais que ayz = O, ou se existem y e .z 
pertencentes a mesma classe ergódica tais que byz = ayz =O. Daqui em diante vamos 
considerar somente grafos g tais que Jrê (g) =I= O . 

A partir de (2 .1.3) vemos que o grau do polinômio Jrê (g) depende do número de 
pares em g. Por exemplo. se #g =r·, então o polinômio tem grau r-, pois cada par em 
g aumenta em um grau o polinômio Jrê (g) . 

Nos próximos teoremas vamos utilizar outro tipo de produtório: 

7r* (g) = II P:z (2.1.4) 
(y-+z)Eg 

onde: 

* { byz, se y e z pertencem a mesma classe ergódica 
Pyz = ayz , se y e z pertencem a classes ergódicas diferentes . (2.1.5) 

Convém ressaltar que (P~z ) não é uma matriz estocástica . 
y,zES 

No seguinte teorema, Teorema 2.1.1 , provamos que o limite (2.3) existe e não 
depende do estado inicial. 
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Teorema 2.1.1: Sejam JP>1 e JP>2 como definidas anteriormente e S espaço de estados 
finito comum. Se F= (1- ~ ) JP>1 + éJP>2 , \7'0 <é< 1, então: 

a) Existe l}UJ p,5
, sendo Jl-5 = (p,~)xES a única distribuição estacionária de (X~)n~o e 

b) ll -1· ll.é A, 
r-x = lm,_.,x = ~' dO ~n= 

\ix E S, 
zES 

sendo p, = (J.Lx)xES uma distribuição de probabilidades, Ax = I: 7r* (g) com 7r* (g) 
gEH{x} 

conforme (2.1.4) e H{x} conforme a Definição 2.1.1 . 

Prova: Pelo Teorema A.3. sendo (X~)n>o uma cadeia irredutível e finita , ela possui 
uma única distribuição estacionária, a qual, de acordo com o Teorema 1.2.1 , é dada 
por: 

X E S, 

onde Q;, = I: 7r5 (g) com 7fé (g) conforme (2.1.3) . 
gEG{x} 

Suponhamos que #S = n. Assim para cada g E G { x} teremos que #g = n - 1, 
isto é, o grafo g é composto por n- 1 pares. Portanto, se 7fé (g) =/=O (ver Observação 
2.1.1) então 7r5 (g) é um polinômio em é de grau n- 1. A partir deste fato e da 
expressão (2.1.3) , podemos concluir que se #Eg =r, ou seja, foram feitas r transições 
entre classes ergódicas diferentes no grafo g , então fi é ayz tem grau r e podemos 

(y-+z )EEg 
escrever 

onde a~, ... , a~_ 1 são constantes que dependem de g, com a~_ 1 e a~ positivos . 

Pudemus verificar que u menur valur que ·r pude assumir é (l- 1) (l é u númeru 
de classes ergódicas) , pois o valor de .,. depende do número de transições entre classes 
ergódicas. Portanto, o menor valor que r assume é quando cada classe ergódica fizer 
apenas uma transição para outra classe ergódica; neste caso #E9 = l- 1 (ver Figura 
2.1.1) . 
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s 

Figura 2 .1.1: Exemplo de um grafo g E 11 {x} . 

Então, existem constantes cj, j = l - 1, l , ... , n - l, com Ç_1 e cf_1 positivas, tais 
que: 

onde 

L: af_1 = L: IJ byz IJ ayz = 
gEH{x} gEH{x} (y-+z)Etl9 (y-+z)Ef<)g 

Como df_1 > O, Vg E H {x} com 1re(g) =/:- O, podemos dizer que cf_1 > O . 
A l>artir disto podemos afirmar que: 

Q~ Ç_1ên-1 + Ç_2ên-2 + ... + cft:l + cf_ lé-1 

L: Q;n - L: [c~-lên-l + c~-2ên-2 + ... + cf'é + c~lé-1] -
mes mES 

êl- 1 (ç_ lên-l + Ç_2ên-l- l + .. . + cft: + cf-1) 

- é-1 L: (c~-Iên-l + c~-2ên-l-1 + ... + cf't: + c~l) 
mES 

Ç _ lên-l + Ç_2ên-l-1 +. • • + cjt: + cl-1 
E (c~~~1êu-l + c::~2ên-l-1 + ... + cj"t:) + L: cj~l. 

mES mES 

Logo, aplicando o limite quando E: ! O, e utilizando (2.1.6) temos que 

L: 7r* (g) 
lim /LI!: = _C::....;_l-....:1=-- _ gEH{x} _ Ax 
e!O x L: c~1 L: E 7r* (g) E Az . 

mES mESgEH{m} zES 
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Sejam Cm, mE {1, 2, ... , l} as classes ergódicas da cadeia (X~)n>O. Se aplicarmos 
o Teorema 1.2.1 a cada uma destas classes teremos que: -

(2.1.8) 

onde (nm(x))xES é a distribuição extrema! com suporte na classe Cm (ver Definição 
A.16). 

No próximo teorema mostramos que a distribuição estacionária obtida no Teorema 
2.1.1 é uma das combinações convexas das distribuições extremais da cadeia (X.~)n ;::: o· 

Teorema 2.1.2: Sejam n 1 (-) , 7r:,!(-), ... , n 1(·) as distribuições extremais da cadeia 
(X~)n;:::o· Se_ja f-L a distribuição limite de (X~)n~O' obtida no Teorema 2.1.1. Então 

(2.1.9) 

l 

onde f3m = _l!Ji..._( ) , Vy E Cm, m = 1, ... , l e 2:: f3m = 1 com f3m > O, paro lodo 
11"m Y m=l 

1n=l, ... ,l. 

Prova: Seja f-L<; a distribuição estacionária de (X~)n~o· Logo 

f-L õ: f-LE; X F 

- f-L õ: X [(1- E) JP1 + =: JP2] . 

Mas , lim f.l õ: = J-L , e portanto f.1 = f-L x IP1
. Então. pelo Teorema A.3. f-L é uma 

e .lO 
distribuição estacionária de (X~)n>O , que é combinação convexa das distribuições ex
tremais de (X~)n>o· Então basta -provar que os coeficientes da combinação convexa 
são dados por -

{3 - {I;, /-Ly 
m = m. = -1fm-(Y-)' Vy E Cm, m = 1, ... , l 

e 
l 

2:!3~=1. 
·m = l 

Inicialmente vamos mostrar que {J"fn - f3m não depende de y , mas somente da classe 
Cm. Seja y E Cm, 

zECm 
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Mas L Ax e L Q;t não dependem de y e portanto é suficiente provar que ~ é 
xES xEC"' y 

constante para todo y , isto é , só depende da classe Cm. Temos 

L 7r* (g) 
gEH{y} 

L 7r (g) L 7r* (g) 
gEGcm {y} gEHc"'{y} 

L 7r* (g), Vy E Cm 
gEH {Cm} 

com Cem {y} e Hem {y} conforme Definições 1.1.4 e 2.1.4, respectivamente. 
Além disso , 

l 

L /3m 
m = l 

m = l :rECm 

• 
Com estes dois teoremas fica evidenciada a diferença entre os limites (2.2) e (2.3) . 

2.2 - Ponto e tempo de saída 

Neste parágrafo apresentamos alguns resultados assintóticos envolvendo variáveis 
aleatórias e probabilidades de certos eventos já utilizadas no Capítulo 2. Ressaltamos 
que a cadeia de .i'viarkov aqui considerada será sempre (X~)n>O e , portanto, às notações 
já introduzidas no Capítulo 1, acrescentamos um sobrescrito ê . 

Os teoremas a seg;uir ajudarão a determinar o tipo de dependência entre TL e ê e 
analisar o comportamento da cadeia em cada uma das classes ergódicas. 

O Teorema 2.2.1 nos dá o limite, quando ê tende a zero , da probabilidade da cadeia 
(X~)n>O alcançar o estado y no primeiro instante que sai de wc, dado que o estado 
iniciaCé x. Utilizaremos a notação qw(x, y) para tal limite, isto é. 

qw(x, y) = lim qfv(x, y) =limpe (x:(wc) = y I X~ = x) . 
.;:10 dO 
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Teorema 2.2.1: S ejam (X~)n>o como definido anteriormente, W Ç S , vV #0. S eja 
x E C, C uma classe ergódica. -Então, para x E wc e y E W, 

qw(x, y)- { 

I: 7r* (g) 

g E H x.y { W } se y E c ou c n w = 0 2: 7r*(g) ' 
g E ll { W } 

O, se y f{. C e C n W =I 0 

(2.2.1) 

com 1r* (g) como em (2.1.4) . Em particular, se C = { x} e wc = C então 

( ) 
axy 

I.J.w x, y = 1 ' - axx 
Vy # x . 

Prova: Sejam vV ç S, vV =I 0, l o número de classes ergódicas da cadeia (X~)n>O I l' 
o número de classes ergódicas que interceptam W e t = l - l' . -

Vamos supor que #Wc =r. Sabemos pelo Teorema 1.3.1 que 

I: 7rz (g) 
é ( , ) _ gEGx,y{W} 

qw x , Y - I: 7ré (g) ' 
gEG{W} 

Vx E W c e Vy E lV. 

Sendo #vVc = r, cada g E G{vV} ou g E Gx,y{vV} é tal que #g = r, pois pelas 
Definições 1.1.1 e 1.1.2 , respectivamente, sabemos que cada elemento em 1.-Vc é ponto 
inicial de exatamente uma seta. Levando em conta (2.1.3) e o fato de #g =r, podemos 
dizer que o grau do polinômio 1rz (g) é r , a não ser quando -rr (g) = O (Observação 
2.1.1) . Em toda a prova sú estamos interessados nos grafos g tais que 7ré (g) =I O . 

Para g E G{W} , existes com t :::; s :::; r e existem constantes d}, j = s, . .. , r -1, r, 
com d~ > O, tais que: 

7rz (g) = d~ér + d~-l t;r-1 +. •. + d;+lés+l + d~és. 

Podemos também afirmar que o menor valor que s pode assumir é l (l = l- l') , pois 
o valor de s depende do número de transições entre classes ergódicas e portanto s 
assume o menor valor quando cada classe ergódica contida em H fc fizer apenas uma 
transição para outra classe ergódica qualquer; neste caso #E9 =te g E H{W}. Então 

L 1rz (g) = dré r + dr-lé r-l + • · · + dt+l é t+l + dt Et, 

gEG{W} 

onde d1 = I: d] , Vt < j :::; r e 
gEG{W} 

L df = L II byz II a yz = 
gEH {W} gEH {W} (y--+z )EE9 (y--+z )EEg 

L IJ P~z = L 7r* (g) · 
gEH {W} (y--+z )Eg gEH {W} 

28 

(2.2.2) 



• • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • 

Agora, vamos considerar g E Gx,11{W} com x , y fixos, x E w c e y E W. Para 
calcular E ,r (g) , temos que dividir em dois casos: 

nEr.., ., fW). 

12 Caso: x,y E C ou CnW = 0 . 
Existe s com t ~ s ~ r e existem constantes 0, j = s, .. . , r - 1, r ; s ~ t, com 

df. > O, tais que: 

Podemos afirmar que o menor valor que s pode assumir é t (t = l -l') , pois o valor de 
s depende do número de transições entre classes ergódicas e portanto o menor valor 
que s assume é quando cada classe ergódica contida em w c fizer apenas uma transição 
para outra classe ergódica qualquer; neste caso #E~ = te g E Hx,11{W}(ver Figura 
2.2.1) . 

s s 

Figura 2.2.1: Exemplo de grafos g E Hx,11{W}, com x , y E C3 ou C3 n W = 0 . 

Então 

onde 

e 

Portanto, 

L 1fe (g) = Crêr + Cr- I ê r-l + · · • + Ct+1€t+1 + Cté, 
gEG.,,11{W} 

ct -

-

c i = L S, Vt < j ~ r 
gEG,.,11{W} 

) d/ ) n b..,? n 
gEH,. ,11{W} gEH.,,11{W}(y-+z)EE9 (y-+z)EEg 

L rr * Pvz = L: 1f*(g). 
gEH,.,11 {W}(y-+z )Eg gEH.,,11{W} 

'>O 

a...~ = 

(2.2.3) 
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_ lim é(C,.êr-t + Cr-1êr-t-l + · · · + Ct+1ê + Ct) = 

dO é(drêr-t + dr-1êr-t-1 + · · · + dt+] ê + dt) 
Ct 

- dt . 

Substituindo (2.2.2) e (2.2.3) na expressão anterior, temos 

L: 1f* (g) 
lim tfv (X ) = gEH.,,,{W } 
elO W ' Y L: 1f* (g) 

gEH{W} 

2~ Caso: y ~ C e C n W =!= 0 . 
Para g E Gz,11 {W} , existe 8 com t ~ 8 ~ r e existem constantes c;,j = 8, ••• , r-

1, r, com df. >O, tais que: 

Podemos também afirmar que o menor valor que 8 pode assumir é t+ 1 ( t = l - l') , pois 
o valor de 8 depende do número de transições entre classes ergódicas e portanto o menor 
valor que 8 assume é quando cada classe ergódica contida em wc fizer apenas uma 
transição para outra classe ergódica em S; neste caso #Ea = t + 1 e g E Hz.!/{W}(ver 
Figura 2.2.2) . 

s 

Figura 2.2.2: Exemplo de um grafo g E Hz,y{W}, com y fj. 03 e 0 3 n W =/= 0 . 

Então 

onde 

L ,r (g) = C,.êr + Cr-1êr-
1 + · · · + Ct+1êt+\ 

gEG.,,11 {W} 

c; = L S, Vt < j ~ r 
at:=G~ .. (W1 
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e 

Ct+l L df+l L II byz II ayz = 
gEHx ,y{W} gEHx,y{W}(y-+z)EE9 (y-+z)EEy 

L II P;z = L 7r* (g) · 
gEHx ,y{W}(y-+z)Eg gEHx ,y{W} 

Portanto, 

lim q~(x, y) 
e:!O 

• 
O Teorema 2.2.2 nos fornece o tempo médio assintótico que a cadeia leva para sair 

pela primeira vez do conjunto w c . 
Seja mfv(x) como definido em (1.4.1) , mas correspondente a cadeia (X~)n>o, isto 

é , mw(x) =E~ (T (Wc)) , onde E~ é a esperança condicional dado Xó =X em relação 

a cadeia (X~ )n~o . 

Teorema 2.2.2: Sejam (X~)n>o como definido anteriormente, W Ç S e x E w c . 
Seja x pertencente a uma classe ergódica C. Então 

{ 

L -rr· (gJ 
g E H { x ,t. w ; 

mw(x)- lim E m~v(x) = L -rr· (g) ' 
~!0 g E H {W ' 

o, 

se C Ç vvc 
(2.2.4) 

se C rJ;: w c 

onde n* (g) está definido em (2.1..4). 

Prova: Como antes , estamos interessados somente nos grafos g tais que 1r"' (g) 1= O . 
Seja W Ç S, W 1= 0. Sejam l o número de classes ergódicas da cadeia (X~)n>O, 

l' o número de classes ergódicas com elementos pertencentes a lV e t = l- l'. Vamos 
supor que #Wc =r~ 1. 

Pela prova do Teorema 2.2.1 sabemos que exist~m constantes dj, .i= t, ... , 7'-1, r, 
com tais que: 

L 7r~; (g) = drér + dr-I Er-l + · · · + dt+Iét+ l + dté , 
gEG{W} 
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onde 

e 

d; = ), d~ , Vt < _j ~ r 
gEG{W} 

dt = L 1r* (g) 
gEH{W} 

como em (2.2.2). Sabemos pelo Teorema 1.4.1 que 

I: -,r (g) 
E: ( ) _ gEG{:z:f+W} 

mw x - I: 7rE: (g) , Vx E S, VW Ç S . 

gEG{W} 

Sendo #Wc =r, então para cada g E G{x-.<+ W} temos que #g =r- 1, pois pela 
Defini cão 1.1.3, sabemos que cada elemento em wc, exceto um, é ponto inicial de 
exatamente uma seta. Então por (2.1.3), podemos dizer que o grau de -,r (g) é r - 1 . 
Portanto, existem se constantes t1, j = s, . .. , r, r -1, com ~-l >O, tais que: 

(2.2.5) 

Para calcular I: 71"1! (g) , vamos considerar dois casos: 
gEG{:z:f+W} 

1~ Caso: Seja x E C Ç wc (ver Figura 2.2.3) . 
Neste caso, podemos afirmar que o menor valor que s pode assumir é t-1 (t = l - l') , 

isto é, existe g E G{x-.<+ W} com tr (g) dado por (2.2.5) com s = t - 1. Basta ver que o 
valor de s depende do número de transições entre classes ergódicas e portanto s assume 
o menor valor quando cada classe ergódica contida em wc fizer apenas uma transição 
para outra classe ergódica qualquer; neste caso #Eli = t - 1 e g E H{x-.<+ W}(ver 
Figura 2.2.3) . 

s 

@ 9 

4 

Figura 2.2.3: Exemplo de um grafo g E H {X -.'+ W} com X E cl ç wc . 
Então 

L ~ (g) = er-lêr-l + er- 2ê r - 2 + ... + Ctêt + Ct-lê t - l , 

gEG{:z:f+W} 
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• • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • 

onde 

e 

ez = L ~, V t - 1 < z ~ r - 1 
gEG{xf+W} 

€t-1 = L ef-1 = L 11 P;z = L 7r* (g) · 
gEH{xf+W} gEH{xf+W}(y~z)Eg gEH{xf+W} 

Usando (2.2.2) e (2.2.6), temos 

z= .,r (g) 
lim êm~(x) - lim êgEG{xf+W} = 
e!O e!O Z: 7re (g) 

gEG{W} 

(2.2.6) 

22. Caso: Seja x E C i wc (ver Figura 2.2.4) . 
Neste caso, podemos afirmar que o menor valor que s (em (2.2.5)) pode assumir é 

t (t = l-l') , pois o valor de s depende do número de transições entre classes ergódicas 
e portanto o menor valor que s assume é quando cada classe ergódica contida em wc 
fizer apenas uma transição para outra classe ergódica em S; neste caso #E9 = t e 
g E H{x -rt W} (ver Figura 2.2.4) . 

s 

@ 9 

c 

Figura 2.2.4: Exemplo de um grafo g E H {X -+t W} com X E c2 i wc . 

Então 
L 1fE: (g) = er-Iêr-1 + €r-2êr-2 + . .. +f-tê\ 

gEG{xf+W} 
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onde 

e 

e~, Vt < ;; :::; 7' - 1 
gEG{xf>W} 

et = L ef 
gEH{xf>W} 

L II P;z = L 7r* (g) · 
gE H{xf>W}('Y-+z )Eg gEH{xf>W} 

Portanto 

lim ém~(x) 
dO 

L ~(g) 

l
. gEG{xf;W} lm é :..__......:.......:....___:__,.......,.._ 

élO L ~ (g) 
gEG{W} 

1
. e r-1 é r-1 + er-2ér-2 + ... + eté 
lm é ------...,...--------,----
d O drér + dr-1ér- 1 + · · • + dt+lét+1 + dté 

1
. é ( e r-1 ê r-t- 1 + er-2ér-t.- 2 + ... + et) 
1m E---'---------------'-
d O é (drér - t + dr-1é r-t- 1 + • · • + dt+1 é + dt) 
o . 

2.3 - Transições entre classes e tempo de saída de uma classe 

• 

Os Teoremas 2.2.1 e 2.2.2 são bem gerais , não fazendo restrições nem ao estado 
de chegada, y, nem ao conjunto ~V. A partir de agora estaremos interessados somente 
nas transições entre as classes ergódicas e no tempo médio em que a cadeia (X~)n>o 
permanece em cada uma delas. -

Como antes, C1, C2 , ... C1 são classes ergódicas e L= {1, 2, ... , l} o conjunto dos 
índices das classes ergódicas. Os conjuntos W e vVc , a partir de agora, também serão 
utilizados como subconjuntos de L e seus elementos indicados vor i, j , k , etc . 

No próximo teorema obtemos as probabilidades assintóticas de transição entre as 
classes ergódicas , ou melhor. o limite, quando é tende a zero, destas probabilidades . 
lYiostraremos que estes limites dependem apenas da classe ergódica onde a cadeia 
inicia, isto é , ele não depende do ponto inicial dentro da classe . 

Teorema 2.3.1: Seja (X~)n;:::o , como definido anteriormente. Então, para x E Ci, 

(2.3.1) 
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com 7r* (g) definido em (2.1.4) . 

Prova: Seja x E C. Temos que 

Pé ( x;(ci) E cj 1 xg = :r) = L P ( x:cci) = y I xg = x) . 
yECi 

Pelo Teorema 1.5.1 

pé (x:(ci) E cj I xg =X) =L q~f(x , y). 
yECj 

Então, Teorema 2.2.1 implica. em 

qij ~i1IJI P ( x~cci) E cj 1 xg = x) = 

lim L q~~ (x , y) =L lim q~c (x , y) = 
.;:1 0 • dO • 

yECj yECj 

L: 7f* (g) 
"'"' ( ) "'"' gEHx ,y{Cf} = ~ qcf X, Y = ~ ~ 7r* ( ) , Í =/= j . 

·!!EC · '!!EC 6 g 
. 1 ' 1 gEH{Cf} 

Basta provar agora que o resultado acima é constante para todo x E Ci . 
Seja x' E ci, x' =I= X. Neste caso 

i =/=_j. 

Mas , pela definição de lfr.y {W} , temos que Hx',y {Cf} = Ilx,y{Cf}. Logo, 

É fácil ver também que qii = o, pois neste caso Hzw { cn = f/J . 

• 
Corolário 2.3.1: Sejam wc = U Ck onde V é um subconjunto de índices. Então , 

kEV 

para X E Ci, i E V e j f/: V 

(2.3.2) 
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comn*(g) definido em (2.1.4) . 

Prova: Conseqüência imediata dos Teoremas 2.2.1 e 2.3.1. 

• 
O Teorema 2.3.2 fornece um resultado assintótico para o tempo médio de saída de 

(X~)n;:::o de uma classe ergódica . 

Teorema 2.3.2: Seja (X~)n;:::o como definido anteriormente. Então 

(2.3.3) 

com n* (g) definido em (2. 1.4) . 

Prova: A prova deste teorema é uma conseqüência imediata do Teorema 2.2.2, bas
tando apenas provar agora que o resultado acima é constante para todo X E ci . 

Sejam x, x' E ci, neste caso 

E n* (g) 

1• Eé ( (C·)) = gEH{x'f.Ci} 
1m é x' T t ( ) 
"'10 E n* g 

gEll{Ci} 

Mas' pela definição de H { x' -f+ vV}' temos que H { x' -f+ cn = H {X -f+ cn . 

2.4 - Tempo de saída de uma união de classes ergódicas 

Seja qiJ como definido em (2.3.1). Temos que 

L ªij 
jEL\{i} 

E n* (g) 
L L gEHx ,y{Cf} 

JEL\{i}yECj E n*(g) 
gEH{Ci} 

E n* (g) L gEHz,y{Ci} 

yES\C E n* (g) 
' gEH{Ci} 

E n* (g) 
gEH{Ci} = 

1 E 7f* (g) , Vi E L. 

gEH{Ci} 
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Vemos então que ( qij) . . EL é uma matriz estocástica com qii = O, Vi E L . 
t,J 

Como vimos , <Q= ( qij) . . EL é uma matriz estocástica e fornece as probabilidades 
t,J 

assintóticas de transição entre classes. Esta matriz determina uma nova cadeia de 
Markov, (Yn)n>O, com espaço de estados Sy = L= {1, 2, ... , Z}. Este fato introduz a 
idéia de renormalização, isto é, partindo da cadeia (X~)n>o e observando X~ somente 
nos instantes de saída de cada classe ergódica, determinamos uma nova cadeia cujos 
estados são os índices das classes ergódicas de (X~)n~o· No próximo capítulo faremos 
uma generalização desta idéia . 

No próximo teorema trabalhamos simultaneamente com as cadeias (X~)n>o e 
(Yn)n>O' pois ele envolve o número médio de passos que a cadeia (X~)n>O dá antes 
de sarr de uma classe ergódica, cálculo este, baseado nas probabilidades de transição 
da cadeia (X~)n>o , e o número médio assintótico de visitas (ou retornos) feitas a uma 
determinada classe, a qual é calculada pelas probabilidades de transição da cadeia 

(Yn)n>o· 
Se}a Nj =número de visitas da cadeia (Yn)n>O ao estado jantes de sair de V Ç Sy 

e Ei (N'f) dado pelo Teorema 1.5.1. Daqui e~ diante , até o final do capítulo. E é 
a esperança e Ei será a esperança condicional dado Yo = i, correspondente a cadeia 

(Y,,,)n~o· 

Teorema 2.4.1: Seja vvc = ucj, cj classe eryódica da cadeia {XT~}n~O' v 
{k E S}': C., Ç W c}. Então paro Ci Ç w c 

(2.4.1) 

onde mi é dado pelo Teorema 2.3.2 . 

Prova: Provaremos por indução no número de classes em vvc. Para w c = Ci, temos 
V= {i} e rni(V) = mi. Portanto. retornamos a situação do Teorema 2.3.2 . 

Começamos então com w c = Ci u Ci. Temos V= {i,j} e #V= 2. Para :z; E Ci, 
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+L p (T (Ci u Cj) > n, T (Ci) ~ n, x:(ci) E cj I xg =X)+ 
n2::0 

+ L p ( T ( ci u cj) > n, T (c i) ~ n, x:( C;) E w I xg = X) . 
n2::0 

Como o segundo somatório é zero temos 

E;. ( T (wc)) - E;. ( T (c i)) + L p<: ( T (c i u cj) > n, X~( C i} E cj I xg = X) = 
n2::0 

- R~(T(Ci))+L L Pê(T(CiUCi)>niXg=x,X~(c;)=y)x 
n2::0yEC; 

x P (x~(Ci) = y I xg =X) . 

Pela propriedade forte de Markov e por (1.3.1), 

E~ (T (Wc)) - E~ (T (Ci)) + L [q~\C; (x, y) L p<: (T (Ci u Cj) > n I xg = y)l = 
yEC; n2::0 

- E~ (T (Ci)) + L [q~\C; (x, y) x 
yEC; 

X L p<: ( T ( ci u cj) > n, T ( cj) > n I xg = y )] + 
n2::0 

+L [q~\C;(x,y)LPe(T(CiUCi)>n,T(Cj)~niX~=y)l = 
yEC; n 2::0 

- E~ (T (Ci)) + L [q~\C; (x, y) L pe (T (Cj) > n I xg = y)l + 
yEC; n 2::0 

+ L [q~\C; (x, y) x 
yECj 

X L p<: ( T (Ci u Cj) > n, T ( Cj) ~ n, x~(Cj) E ci I xg = y )] . 
n2::0 

Novamente, pela propriedade forte de Markov e por (1.3.1) e (1.4.2) , temos 

E! (T (vVc)) = E~ (T (Ci)) + :L { q~\C; (x, y) [E; (T (Cj)) + 
yEC; 

+:L L pe(T(CiUCj)> 'n, X~(C;)=xiiXg=y)]}-
n;:::Ox1 EC; 

- E~ (T (Ci)) + L q~\C; (x, y) E~ (T (Ci)) + 

+ L q~\C; (x,y) L L pe (x~(C;) =XI I xg = y) X 
yEC; n2::0xl EC; 
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Mas , 

mi{{í,j}) 

x Y (T (Ci u Cj) > n I xg = y,X~(Cj} =X}) -
- E~(T(Ci))+ L q~\Ci(x,y)E~(T(CJ))+ 

+ L qhc, (:r, y) L q~\c1 (y , x1) X 
yECj X!ECi 

n 2:0 

yECj 

+ L q~\Ci (x, y) L q~\c1 (y, x1) E~1 (T (Ci U CJ)) -
yECj XJECi 

+ L q~\C• (x , y) L q~\Ci (y , Xt) E! 1 (T (Wc)) . 
yECj XJECi 

- limcE~(T(Wc )) =limcE!(T(CiUCJ)) = 
êlO êlO 

- l"'w ~ [E~ (T(ci))+ L ª~\ci (x , y)E;(T(cj))+ 
yECj 

+ L q~'\C; (x , y) L q~\c1 (y, x1) E!1 (T (Ci U CJ))l -
yECj XtEC; 

- lim :: t,'~(T (Ci ))+ lim c """' q~\C · (x,y)Ey"'(T(CJ))+ 
.;:lO elO ~ ' yECj 

+ lim E """' q~\C· (:r, y) """' q~\C · (y, xt) E~ 1 (T (Ci U CJ)) -
~1 0 ~ ' ~ 1 - yECj XlECi 

- lim ::E~ (T (Ci)) + L lim cq~'\C (x , y) E~ (T (CJ)) + 
êlO elO • yECj 

+L L ~f;rcq~\Ci(x,y)q$\cj (y,xl)E! 1 (T(CiuCJ)) . 
yECj XJEC; 

Aplicando o Teorema 2.3.2 , 
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Pelo Teorema 2.3.1 , temos que 

Daí segue que 

mi{{i,_j}) 

Pelo Teorema 1.5.1 , 

mi + qijmj 

1- qijqji 

1 q·· 
---rni + tJ rnj. 
1 - qijqji 1 - qijqji 

mi{{i, j}) E- (N{i,j}) m· +E- (N{i,j}) ·m · = 
t t t t J J 

L mkEi (N1i,j}) . 
kE{i,j} 

Agora supondo que 

mi (V)= L mkEi (N;'), para #V= n- 1, 
kEV 

vamos provar que a expressão acima vale para #V = n. Seja w c = U CJ e C i ç w c . 
jEV 

Para x E Ci, 

E~ (T (Ci)) + 
+L p == (T(l-Vc) > n,T(Ci):::; n,X~(Ci) E w c\Ci I X~= x) + 

n 2:0 

+L P é (T(lVc) > n,T(Ci):::; n,X~(ci) E W I xg = x) . 
n2:0 
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Como o segundo somatório é zero. temos 

E~ (T (Ci)) + L p é (T (Wc) > n , x~(Ci) E W c\Ci I X~= X) = 
n2:0 

- E~ (T(Ci))+L L Pé (T(Wc) >n iXg= x, x :(c. )=y) x 
n2:0yEWc\Ci 

x Y (x~(C'i ) = y I xg =X) . 

Pela propriedade forte de Markov e por (1.3.1) e (1.4.2) , temos 

E! (T (Wc)) - E! (T (Ci)) + L q~\C• (x, y) L Y (T (Wc) > n I X~= y) = 
yEWc\C'; n2:0 

n2:0 

L!)~ (T (Ci)) + L q~\C; (x , y) L p é (T (H'c \Ci) > n I xg = y) + 
yEWc\Ci n2:0 

+ L qhc; (x, y) x 
yEWc\C; 

X L p é ( T (vVC) > n, T (Wc\ Ci) :::; n, x : (H' C\C; ) E c i I X~ = y) 
n2:0 

- E~ (T(Ci )) + L q~\Ci(x, y)E~ (T(Wc\Ci))+ 
yEWc\C'; 

X L L p é (T(Wc) > n ,x:(wc\C; ) = X l I X~= v) -
n2:0x,EC'i 

E! (T (Ci)) + L q~\c. (x, y) E~ (T (vVc\Ci)) + 
yEWc\Ci 

+ L q~\c; (x, y) L L Pé (x:<wc\c•> = x1 I X~= v) x 
yEWc\C'i n 2:0xt ECi 

x P é (T (Wc) > n I X~= y , x~(Wc\Ci ) = xl) . 
Novamente, aplicando a propriedade forte de Markov, temos 

E~ (T (Wc)) = E~ (T (Ci)) + L q~\C; (x, y) E~ (T (Wc\Ci)) + 
yEWc\C; 
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+ L q~\C; (x , Y) L q~uc;. (y, xi) X 

n2:0 

lim êE~ ( T (lVc)) = 
.;10 

llffl E [E~ (T(Ci ))+ L q~\c, (x , y)E~(T(Wc\Ci))+ 
yEWc\C;. 

+ L q~\c, (x , y) L q~uc, (y,xi)E~~(T(Wc ))l = 
yEWc\C;. XJ EC;. 

lim êE~ (T (Ci)) + lim E "' q~\C (x, y) Evt: (T (Wc\Ci )) + 
t: !O t: !O L.....- '· 

yEWc\C;. 

+llW ê L q~\ci (x,y) L q~ruc; (y,xl)E~ 1 (T(vVc)) = 
yEWC\C; X] EC; 

+ L L llw Eq~\Ci (x, y) qfvuci (y, xt) E~ I ( T (vVC)) . 
yE~Vc\C; XI EC; 

Com o resultado do Teorema 2.3. 2, obtemos 

mi+ L L lim EE~ (T (Wc\Ci) ) lim q~\C · (x, y) + 
jEV\{i} yECj d O dO ' 

+ L L L lim êE~1 (T (Wc)) X 
jEV\{i}yECjXJEC'; dO 

x lim q~\C (x, y) qf-vuc· (y, xi) = 
t: !O • • 

rni+ L L ·lnJ(V\{i})limq~\C; (x,y)+ 
jEV\{i} yECj dO 

+ L L L mi(V)l!RJ q~\C; ( x, Y) q~uc; (y, xt) -
jEV\{i} yECj X! EC; 
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nLi+ """" mJ(V\{i}) lim"""" q~\C (x,y) + 
~ t:J.O ~ ' 

jEV\ {i} yECj 

+ """" mi (V) lim """" q~\C (x, y) lim """" q~uc - (y, xt) . 
~ t:l.O ~ • t:l.O ~ • 

jE~'\{ i} yECj Xl EC, 

Usando o Teorema 2.3.1. temos que 

mi(V) = mi+ L mj(V\ {i} )qij+ L mi(V) qijqQcui (j, i). 
jEV\{i} jEV\{i} 

Pela hipótese de indução, 

mi(V) = mi+ L qij L mkEj (N~\{i}) + mi (V) L qijqQcud.i, i) . 
jEV\{i} kEV\{i} jEV\{i} 

Então, 

mi(V) 

L mk L qiJEJ (N:\{i}) 
1ni kEV\{i} jEV\{i} 

1- L qijqQcui (.j, i) + 1- L qijqQcui (.j, i) 
jEil \ {i} jEV\{i} 

Mas, por (1.5.3) 
""' . ·E · (N'r\{i}) 
L.., qt) J k 

jEV\ {i} = g (Nv) 
1- L qijqQcui (.j, i) 1 k . 

jEV\ {i} 

Então . 

mi(V) =mi Ei (Nt) + L mkEi (Nr) =L mkEi (Nr) . 
kEV\fi} kEV 

• 
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CAPÍTULO 3 

RENORMALIZAÇAO E CICLOS 

No capítulo anterior introduzimos a cadeia de Markov (Yn)n>O que descreve as 
transições assintóticas entre as classes ergódicas da cadeia (X~)n;o. Também calcu
lamos o tempo médio assintótico que a cadeia (X~)n>O necessita pãra escapar de cada 
uma destas classes. Neste capítulo vamos definir certos domínios especiais denomina
dos ciclos. 

Aqui , construímos outras cadeias cujas matrizes de transição representam as transições 
assintóticas da cadeia (X~ ) n>O entre os ciclos. Estudamos também os seus respectivos 
"tempos de saída". -

A partir destas novas cadeias vamos mostrar o que acontece com o limite (2.4) 

Vamos ver que as constantes c: 1, c:2, ... , em, citadas na introdução dependem direta
mente do "tempo de saída" de cada ciclo e os conjtmtos A1 , A2 , .. . , An~+l são uniões 
de classes ergódicas correspondente aos diferentes ciclos . 

Primeiramente, vamos definir o que são ciclos . 

3.1 - Ciclos de ordem zero 

Definição 3.1.1: (Ciclo de or-dem zero) 
Diz-se que n? = {i} é ·um ciclo de or-dem zero se a classe Ci tem mais de um 

elemento . N este caso pelo Teorema 2. 2. 1, se x, y E C i, y =I :z:, então 

1~W p <: (x:(c;\{:v}) = y 1 xg = :r)= 1, 

Neste capítulo assumimos que todas as classes ergódicas correspondem a um ciclo 
de ordem zero. isto é , #Ci > 1, Vi E L . 
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3.2 - Ciclos de primeira ordem 

Definição 3.2.1: (Ciclo de primeira ordem) 
Seja 1r Ç Sy _ L, #n > 1. Diz-se q·ue 1r é ·um ciclo de primeira ordem que contém 

i se e somente se 1r é o menor S'ubconjunto de Sy satisfazendo: 
a) i E 1r e 
b)Vj,kEn, J#k 

lim pt: (xê E cj I X~ = x) = 1' 
t:iO T c~,. Cm \Cj) 

Observação 3.2.1: 
a) Se existe um único 1r que satisfaça a Definição 3.2.1 , então 1r = L ou existe j 

tal que j f/: 1r, e neste caso dizemos que 7r' = {j} é um ciclo de primeira ordem. Da 
mesma forma, se existem mais de um ciclo de primeira ordem, conforme Definição 
3.2.1 , então Vj tal que j não pertence a nenhum destes ciclos. dizemos que 7r' = {j} é 
um ciclo de primeira ordem . 

b) Convém ressaltar que não é possível que todo ciclo de primeira ordem tenha 
cardinalidade 1, isto é , corresponda a um única classe ergódica. Por exemplo, se a 

matriz Q = (qii)í,jE{l,2,3} é dada por 

o 1 l o 1 
o o 

então 1r1 = {1 , 3} e 1r2 = {2} são os ciclos de primeira ordem . 

Se Q = (qíj)i,jE{l,2,3} é dada por 

então existe um único ciclo de primeira ordem que é 1r = Sy _ L . 

c) Outro fato importante é que um ciclo 1r sempre corresponde a uma união de 
classes ergódicas da cadeia (X~)n::=: o a qual será denotada por W (n) . 

d) Dois ciclos de primeira ordem distintos são disjuntos . 
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Teorema 3.2.1: Se,jam (X~)n 2: o como definido anteriormente, Cm, m E L , classes 

ergódicas da cadeia {X~}n2: o , num ciclo conforme a Definição 3.2.1 e w c = U Ck . 

Então para i , j E 7r e :r E Ci, 

P (Yr(1r\{i}) = j I Yo =i)
q7rcU{j} (i,j). 

Prova: Vamos provar utilizando a indução no número de elementos em n . 
Seja n = {i, j}. Portanto #n = 2. Temos que. se .r. E Ci 

P (Yr, =.i I Yr,.-1 =i) = P (Yi = j I Yo =i) - qij · 

Mas como qii =O, Vi E L, podemos dizer que 

% = P ( Yr( {i}) = j I Yo = i) . 
Portanto. pelo Teorema 2.3.1 , 

kE1r 

(3.2.1) 

Agora , como hipótese de indução, suponhamos que (3.2.1) é válida para #n = r-1. 
Se #7J =.,.e i E n , temos por (1.3 .1) e (1.3.3) que 

P (Yr(7r \ {j}) = j I Yo =i) - q7rcU{j} (i, j) = 

qij+ L qikq(1r\{i,jW (k , .i) 
kE7r\{i,j} 

1- L qikª(1r\{i,j}r (k , i) 
kE7r\{i, j} 

A+B 
1-c· 

Mas pela hipótese de indução, para 7r' = 7r \ {i} , #7r' = r - 1, 

q(7r'\{j})" (k , j) =l}ffi p <: ( x~(Wc\(C.UCj)) E cj I xg = z) ' 

e por (2.3.2) 
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Por (2.3.1) 

L 7r* (g) 
"" gEHx ,y{ Cf} A - L.... -------,----,---

)JEc1 L 7r* (g) 
gEH{Cf} 

e podemos escrever 

L 7r* (g) L L 7r* (g) 
A= gEH{(Wc\(C,UCJ))c} yECJ gEH:z:.y{ c~} 

L 1r* (g) L 1r* (g) 
gEH { Cf} gEH{(Wc\(CiUCj)n 

Substituindo (3.1.3) e (3.1.4) em B de (3.1.2) , temos para x E Ci, 

[ 

L 7r* (g) L 7r* (g) l 
B - L L gEII, ,, { Cf} * L gEHz,y{(Wc\(ciuci)n * = 

J.:E'rr\{i j} zEC.- L 7r (g) yECj L 7r (g) 
' . gEH { Cf} gEH{(Wc\(CiUCj)n 

kE~,j} [ , ~>YE H,;( c:) 1r• (g) Y~> gEH, ,, {( W~( C;uc, ))") 1r• (g) l 
L 1r* (g) L 1r* (g) 

gEH { Cf} gEH { (Wc\(CiUCiW} 

Substituindo (3.1.3) e (3.1.4) em C de (3.1.2). temos para x E C, 

c 

(3.2.4) 

Vemos que A, B e C têm o mesmo denominador. Além disso o numerador de A+ B 
é 

7r*(g) 

e o de 1- C é 

L 7r* (g) . 
gEH { (Wc\Cj n 
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Logo, 

P (Yr(7r\{j}) = j I Yo =i) 
A+B 
1-C 

• 
O Teorema 3.2.1, nos permite reescrever a Definição 3.2.1 em função da cadeia 

(Y;t)n~O · 

Definição 3.2.1': (Ciclo de primeira ordem) 
Seja 1r Ç Sv _L, #1r > 1. Diz-se q'Ue 1r é 'Um ciclo de primeira ordem q'Ue contém 

i se e somente se 1r é o menor s'Ubconj'Unto de Sv satisfazendo: 
a) i E 1r e 
b) V j, k E 1r , j =/= k 

P (Yr(7r\{j}) = j I Yo = k) = 1. 

No caso de haver mais de um ciclo de primeira ordem podemos formar ciclos de 
ciclos. Surge então a idéia de ciclos de diferentes ordens. Para que esta idéia seja 
definida rigorosamente, é necessária a renormalização da cadeia. o que definimos a 
seguir. 

Seja 1r um ciclo de primeira ordem. Para i E 7r definimos o tempo médio assintótico 
necessário para a cadeia (X~Jn~o sair do ciclo 1r , tendo partido do estado x E Ci, por 

(3.2.5) 

onde lV (1r) é a união das classes ergódicas que compõem o ciclo 7r. 
A Proposição 3.2.1 mostra que este tempo médio assintótico não depende da classe 

onde a cadeia inicia , mas somente do ciclo, ou seja, este tempo é constante para todo 
i E 1r. Este resultado nos permite definir 
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Proposição 3.2.1: Sejam i , j E 1r, 7r conforme Definição 3.2.1'. Então 

Vi, j E n, i =f. j . 

Prova: Se i, j E 1r então. pela Definição 3.2.1', 

q7rcU{j} (i , j) = P (Yr(7r\{j}) = j J Yo =X) = 1. 

Mas pelo Teorema 1.3.1 aplicado a cadeia (Yn)n~O, temos 

onde n (g) = Il qkt· Logo 
(k-+l)E_q 

L: 1r (g) = L: 1r (g) , 
gEGi,j(7rcU{j}) gEG(7rcU{j}) 

o que implica em 

Portanto 
L: 1r (g) = L: 1r (g) , 

gEGi,k{7rcU{k}) gEGj,k{;rcU{k}) 

Vi,jEn, 

Vi, j, k E 1r . 

Vi, .i, k E n . 

Os dois resultados anteriores nos permite concluir que 

Vi , j,k E 1r, 

já que. pelo Teorema 1.5.1. temos que 

Como. pelo Teorema 2.4.1 , 

mi (n) =L: mJEiNj , 
jE7r 

concluímos que 
Vi,j E 1r . 
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• 
Proposição 3.2.2: Seja 7r ·um ciclo de primeira or-dem com m (-rr) como em (3.2.6) . 
Então V1 >O 

lim p~ (m (-rr)- f < T (W (-rr)) < m (-rr) + f I x é: = x) = 1, 
dO ê ê O 

Vx E W (-rr) , 

onde W ( 1r) é a união das classes ergódicas que compõem o ciclo 7r . 

Prova: Vamos provar que para x E W (-rr) e 1 > O 

(3.2.7) 

e 

(3.2.8) 

pois se (3.2.7) e (3.2.8) se verificam é imediato que 

Primeiro vamos provar que (3.2.7) vale. Para x E W (-rr) e 1 > O, pela desigualdade 

de Tchebychev, temos 

P (r (W ( 1r)) 2: m ( 7r) + 1 I X~ = x) ~ ( ~ E! ( T (W ( 7r))) . 
ê rn -rr + r 

Portanto, 

Supondo que 

lim P (r(W(-rr)) 2: m(-rr) + r I X~= x) > O, 
é: lO ê 

temos que existe / o > O tal que 

o que é absurdo , pois 

logo (3.2.7) vale . 

lim ê E~ (r (W (-rr))) = m (-rr) , 
dO 
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Agora provaremos a validade de (3.2.8). Seja x E W (1r) e 1 > O 

pé ( T (W ( 7r)) :::; m(-rr}- -y I xg = X) = 

pé (T (W (7r)):::; m(-rr}--y' T (x) < m(:)--y I xg =X)= 
p é (T (W (7r)) :::; m(-rr;--r' T (x) < m(-rr;--r' x~(x) E w (7r) \ {x} I xg =X)+ 
+Pé (T (W (7r)) :::; m(-rr}--y' T (x) < m(:)--y ' x~(x) E [W (7rW I xg =X) . 

Mas, a segunda parcela converge para zero quando E 1 O, pois 

Pé(T(W(7r)) :::; m<:>--r, T(x) < m(:)--r, x~(x) E [W(7r)t IXõ=x) < 

< pé (x~(x) E [W (7r)t I xg =:c:) 
e pelo Teorema 2.2.1 esta probabilidade converge para zero quando E 1 O . 

Por outro lado 

p (T(W(7r)):::; m(:>--r, T({x}) < m(:)- -r ,x~({x}) E W(7r) \ {x} I xg =x) -

L pé ( T (vV ( 7r)) :::; m(:)--y' x~({x}) = y I Xõ = X) = 
yEW(-rr)\{x} 

"" pé (T (~V (7r)) < rn(-rr)- -y I xé = X xé = v) X 
~ - é O ' r( { x}) 

yEW(-rr)\{x} 

x l?é (x~({x}> = y I xg = x ) . 

Usando (1.3.1) e aplicando a propriedade forte de Markov, a probabilidade acima é 
igual a 

L p é (T(W(7r)) :::; m(-rr;-: I Xó =y)qs\ {x}(x, y) = 
yEW(-rr)\{x} 

= L qS\{x } (x, y) X 
yEW(-rr)\{x} 

x P é (T (1-V (1r)) :S m(:)-l , T (W (1r) \ {x}) < m(:)-~r I X 0 = y) = 

= L qS\{x} (x, Y) X 
yEW(-rr)\{x} 

[p.,. ( (W ( )) < rn(-rr)-l (W (. ) \ { }) m(-rr)-l x é I x é ) 
X - T 7r - é ' T 7r X < é ' r(W(-rr) \{x}) = X O = y + 

+pé (T (lV (7r)):::; m(:)- -y' T (TV (7r) \ {x}) < m(:)--y' x~(W(-rr)\ {x}) E lVC (7r) I Xó = y)] . 

Novamente , pelo Teorema 2.2.1 , a segunda parcela converge para zero quando ê 1 O . 
Logo 
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x P' (T (W {1r)) <:: m (11";- 'Y, x;(W(•)\{x)) =X I X~ = y) 
lim '2: q~\{x} (x, y) X 
dO yEW('rr)\{x} 

X P' ( T (W (11")) <:: rn (11";- 'Y I X~ = y, x;(W(•)\{x)) = X) X 

x P(f; (x~(Hl(rr)\{x} ) =X I xg =v) . 
Usando (1.3.1) e aplicando a propriedade forte de Markov, temos 

Ou seja, 

Portanto , se 

temos que 

Mas 

lim p~ (r (TtV ( 1f)) < m(-rr)-'Y I xê = x) = 
ê!O -- e O 

= llfol '2: q~\{x} (x, Y) q~c(rr)u{x} (y, x) x 
yEW(rr)\{x} 

x P' ( T (W {")) <:: m ( ";- 'Y I X~ = x) . 

lim {p (T (W (7r)) :::; m (7r)-- ''l I xg =:r:) X 
é!O é 

X [1-- '2: q~\{x} (x , y) qf{' c(rr)U{x} (y, x)]} = O . 
yEW(rr)\{x} 

llfol [1-- '2: q~\{x} (x,y) qf, ,c(rr)u{x} (y,x)] =O . 
yEW(rr)\{x} 

l!Fo [1-- 2: q~\{x} (x , y) q~c(rr)U{x} (y, x)] 
yEW(rr)\{x} 

1-- l!Fo '2: q~\{x} (x, y) q~V" (r.)u{x} (y, x) · 
- yEW(rr)\{x} 

Aplicando o Teorema 2.2.1 , temos 

I: 7r* (g) I: 7r* (g) 2: gEHx,y(S\{x}) gEHy,x(Wc(r.)U{x}) = 
1 

yEW(rr)\ {:c} I: 7r* (g) I: 7r* (g) ' 
gEH(S\{x}) gEH(Wc(rr)U{x}) 
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o que é absurdo, pois 

2:::: 2:::: 7r* (g) 2:::: 7r* (g) < 2:::: 7r* (g) 2:::: 7r* (g) , \f X E W ( 7r) , 
yEW('rr)\{x} gEHx,y(S\{x}) gEHy,x(Wc(7r)U{x}) gEH(S\{x}) gEH(Wc(1r)U{x}) 

Ja que 

[ U Hx,y(S\{x})l c (H(S\{x})] 
yEW(7r)\{x} 

e 

[ U Hy ,x (Wc(7r)U{x})l c (H(Wc(1r)U{x})] . 
yEW(7r)\{x} 

Logo, 

lim p (T (W (7r)) ~ m (7r)- 'Y I xg = x) =o, \fx E w (7r)' \f"(> O . 
elO c 

• 
Em particular, se 7r ={i}, pela Proposição 3.2.1 , temos que V"(> O 

lim pe • < T (c i) < t I X~ = X = 1, (
m · - 'Y m · + 'Y ) 

elO c c 

Convém ressaltar que este resultado não é válido se a classe ergódica contém um único 
elemento, isto é, não é um ciclo de ordem zero, pois neste caso verifica-se facilmente 
quepe (T (W (7r)) ~ m(:)-'Y I xg =X) não converge para zero , quando c 1 O . 

Consideremos m1, m2, ... , rn1 já ordenados, isto é, ·rn1 < ·rn2 < · · · < rrL1, 

mi = lim c E~ ( T ( ci)) ' 
elO 

com X E ci. Seja n (c) uma função de c tal que n (c) ---7 00 quando c 1 o e tal que 
cn (c) converge. Seja a =l~ftl cn (ê) >O . 

Teorema 3.2.2: Supondo que a= l~re cn (c) < mj, então, paro k ~ j e X E ck 

l~W pe ( x~<e> E CkiX8 = x) = 1. 

Prova: Sabemos que, para 'Y > O 

l}W pe ( x~(e) E CkiX8 =X) 

1. [pe (xe C mk - 'Y (C ) mk + 'Y IXe ) 1m n(e) E k, < T k < 0 = X + 
eLO c c 

+ pe (x~(e) E Ck, lcT (Ck)- mkl ~ 'YIX~ = x)] . 
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No entanto, pela Proposição 3.1.2 . 

Então, 

lim P "' (x~(é) E Ck, JêT (Ck)- mkl ~ riX~ = x) < 
d O 

< lim P "' ( iET (Ck)- mkl ~ riX~ = x ) =O, \:fx E Ck . 
;:lO 

Sendo a =lim En (c) , temos que Vó > O, :3c0 > O tal que 
dO 

a - ó a+ó 
-- < n (c) < --, Vê ::; E0. 

ê ê 
(3.2.9) 

Escolhendo ó e 1 suficientemente pequenos tais que ó < m j - a -/, temos que existe 
Eo > O tal que 

a+m · -a -1 m · - 1 
n (c) < ·1 = 1 

, 
ê E 

Deste modo, 

\:fk ~ j . 

Logo , dado que X 0 = x E Ck, 

e ent ão 

pela Proposição 3.2.2. Portanto, 

\:fk ~ j . 

• 
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Teorema 3.2.3: Suponha que mj <lim cn (c) < mj+ l e seja X E ci tal que mi < mj . 
dO 

Então 

limpe (x~(e ) E U CkiX~ = x ) = 1, 
dO k=j+l 

j 

'ílx E U Cm. 
m=l 

Prova: Seja j fixo e i tal que mi < mj. Seja X E ci· Como as classes ergódicas são 
mutuamente disjuntas , podemos escrever que 

lim P (x~(e) E U CkiX~ = x) = lim t pe (x~(e) E CkiX~ = x) = 
e !O k=j+I t:!O k=j+I 

Seja k fi-xo e k 2: j + 1. Então 

l 

L l!m P (x~(e) E CkiX~ = x) . 
k=j+I ~!O 

l!m L pt: ( x~(ê) E Ck, x:(ci) E CsiX~ =X) = 
~!O So/-i 

~~W [ L pt: ( x~<e> E ck, x:cci> E CsiX~ = x) + 
l :Ss:S j , # i 

l 

+ L pt: (x~(t:) E ck,x:(Ci) E CsiX~ = x) + 
s=j+I,s,tk 

+P (x~<e> E C~~:, x:cci) E CA:IX~ = x)] 
LI+ L2 + L3 . 

Primeiro vamos mostrar que L2 = O. Para isto basta mostrar que 

l}fJ p t: ( x~(e) E C~~:, x:(ci) E CsiX~ =X) =o, 

tis E {j + l , j + 2, ... , l} e s f- k. Pela Proposição 3.2.2 , 'í/1 > O, 

~~W Pé ( x~<e> E C~~: , x:cci> E CsiX~ = x) = 

l . Dê (xê c x e c ffii - I (C) mi + ' IXê ) 1m r n(e) E k, T(C ·) E s, < T i < 0 =X = 
e!O '· .. é é 

l}~ L L pe (x~(e) E Ck,x;(c,) = y,T(Ci) = niX~ = x) = 
! =· - -y =·+-r yEC .::.:.1.......! <n < .::..:.t...:... s 

e e 

l}W L L pe (x~(e) E CkiX~ = x,x:(ci) = y, T (Ci) = n) x 
"'i - -y <n< mj +'l' yECs 

• • 
x Pe (x;(ci) = y, T (Ci) = niX~ = x ) . 
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Sendo a =l~fll E n (c), corno na prova da Teorema 3.2.2, ternos (3.2.9). Escolhendo 

8 e 1 suficientemente pequenos tais que O < 1 + 8 < a- ffii, temos que existe Eo > O 
tal que 

() 
a-8 rni+ 'Y 

n c> --> , 
€ é 

Logo, n (c) > n se m;~-y < n < mi!õ+y_ Utilizando a propriedade forte de Markov em 

temos 

l}RJ F ( x~(e) E Ck, x:(ci) E CsiX~ =X) = 

1~ L L pe (x~(é)-n E CkiX~ = y) x 
! m ·--y m·+-y yEC 

:.:.::.>.-....: < n<~ s . . 
(3.2.10) 

Agora tomando ó e / 'o suficientemente pequenos tais que 

O < 8 + / o < rni+l - a 

ternos que existe Eo > O tal que 

a + rn + 1 - a - / o rn + 1 - / o 
·n (c) < 1 

= 
1 

, 
c E 

Deste modo, levando em conta que n > m ir;-1 , para 1 já escolhido de modo que 
1 + 8 < a - m i, temos 

n(c)-n < "''J+l - l 'o m,i - 'Y 'Tnj+l - n ti - l o + 1 
____:c_:_ _ _:_ - = < 

E c c 

< rns - (rni- I + lo) 
'ílc:::; co, 'íls ~ j + 1. 

Escolhendo 1 e lo suficientemente pequenos tais que 1 - l o > O e ms - mi > l o - 1 
temos 

mi - 1 + l o - 1* > O 

e existe co > O tal que 

·1n8 - 1* 
n(c)- n:::; --'

E 

Então, pela Proposição 3.2.2, para y E Cs 

'ílc:::; c0 , 'íls ~ j + 1. 

rJê (xe C IXE ) rJê (xé C rns - 'Y* (C ) rns + 'Y* IX!õ ) .r n(e)-n E k O = Y = .r n(é)-n E k, E < í s < c O = Y · 
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Logo, como n (é) - n :::=; m,;"( para é:::=; éo, o limite acima é igual a zero, isto é, 

Portanto. retornando a (3.2.10) 

1~W Pé (x~<é> E ck, x~<ci) E CslX~ = x) =o, Vs 2:: j + 1, s =1= k . 

Logo podemos concluir que 

I 

L2 = l}ftl L p ( x~(é) E Ck, x~(Ci) E CslX~ =X) =O. 
~ s=j+l,s-,fk 

(3.2.11) 

Agora vamos calcular L 1 + L3. Primeiramente vamos definir Qj = {j + 1, ... , l} 
j 

tal que L= Q1 U Qj , i E Qj, k E Q1 e wc = U Cs, com Ci Ç ~Vc. Pela Proposição 
s= I 

3.2.2, podemos escrever , v,> O, X E ci 

L3 +LI = 

1. [ "" p é (xé c xé c mi - I (C) mi + I IXé ) 1m 6 n(é) E k, T(Ci) E 8 , _ < T i < o =X + 
dO sEQc\{i} c é 

J 

Pé (xé c X é c ·fni - I (C ) m ,i + ' IXé ) ] + n(é) E k, T(Ci) E k, é < T i < é O = ~[; = 

l~~L [L L L Pé(x~(é)EC"IX~=x,X~=z,T(Ci)=n) x 
l yECk sEQc\{i}zECs m; --r<n< m; +-r 

J • • 

x P6 
(X~= z,T(C) = niX~ = x) + 

+ L P (x~{é) E CkiX~ = x,X~ = y,T(C) = n) x 
mi - -r <n < m; i 'Y 

< E 

x P6 
(X~= y, T (Ci) = nJX~ = x)J . 

Sendo T (Ci) um tempo de parada e n (r:: ) > n 'í/r:; :::=; r:;0 , se mi~-1 < n < mi+1 a 
é 

propriedade forte de Markov, permite escrever -

L3 +LI = 1lw [L L pé (x~(é) -11 E ck1x~ = y) x 
yECk m; - -r <n< m;.+-r 

E < 

x Pé (X~= y, T (Ci) = nJX~ = x) + (3.2.12) 

+ L L L Pé (x~(é)-n E Ckjxg = z) x 
sEQ~\{i}zECs mi -'Y <n<mi+'Y 

] . . 
x Pé (X~= z, T (Ci) = njXg = x)] . 
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Mas , utilizando ó, "to e 1* escolhidos anteriormente temos que existe Eo > O, tal que 

Logo, 

m - ~* 
n(E)-n< s , 

é 
Vc ~co Vs ~.i+ 1. 

limpe (x~(e)-n E CkJXg = Y) = 1, 
dO 

(3.2.13) 

Então, o limite, quando E l O, da primeira parcela de (3.2.12) pode ser escrita como, 

L . e ( e 1ni - I (C ) mi + I I e ) hm p xr(C·) = y, < T i < Xo =X , 
t:lO ' ' é é 

yECk 

a qual , pela Proposição 3.2.2, é igual a 

e pelo Teorema 2.3.1, 

L lim pt: (x~<ct> = yJXg = x), 
EC 

e.LO 
y k 

L llw P" ( x~(Ci) = yiXg =X) = qik, 
yECk 

Para obtermos o limite , quando E l O, da segunda parcela de (3.2.12) fixamos 
j 

sE Qj\ {i} e z E C8 • Utilizando (3.2.11) e lembrando que ~vc = U C8 , temos 
s = l 

+Pé: (x~(e)-11 E Ck, x:(W"\Ci) E CiiXg = z)] X 

x Pe (X~ = z, T (Ci) = nlXg = :r) = 

l}U{ L [L pe (X~(e)-n E CklXg = z, X~(Wc\Ci ) = Yl) X 
mi -'Y <n < mi+"~ Y1 ECk . . 

x P (x:(wc\Ci) = Y1lXg = z) + 

+ L P (x~(e)-n E CklXg = z, X~(Wc\C• ) = x1) X 
XJECi 

x Pe (X~(Wc\C•) = x1iXg = z )] pe (X~ = z, T (Ci) = niXg = x) . 

Utilizando a propriedade forte de Markov, podemos escrever a expressão acima 
como 
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lim L 
dO m·--y m ·+-r 
~<n< .:.:.:.L.!....! . . [ L pé ( x~(é)-n-T(Wc\Ci) E ck IXg = YI) X 

Y1ECk 

X pé ( x~(WC\Ci ) = Yl IXg = z) + L pé ( x~(é)-n-T(WC\Ci) E CkiXg =X]) X 
XJECi 

Mas , já vimos por (302013) que existe Eo > O, 8, {o e 1* tais que 

·m -{* 
n(e)-n< 8 

, 

e 
V e :::; e0 V s ~ j + 1, 

portanto pela Teorema 30202 

lé~ pé ( x~(é)-n-T(WC\Ci) E ck IXg = YI) = 1, Vyl E cko 

Se além deste fato utilizarmos os resultados do Teorema 20301 e Corolário 20301, 
chegamos a conclusão que a segunda parcela de (302012) é dada por 

L {qisqQjU{i}(s,k)+ 
sEQj\{i} 

+ l}r;J L L L [Pé (X~(é)-n-T(Wc\Ci) E Ck,X~(Ci) E CkiXg = x1) + 
l zECs mi - -y <n<m; +-r X!ECi 

e • 

+ L pé ( x~(é)-n.-T(WC\Ci) E ck, x~(Ci) E CsiXg = xl)l } X 

SJEQj\{i} 

x Y (X~(Wc\ci) = :r.J!Xg = z) Pé (X1~ = z, T (Ci) = niX~ = x) 

Seguindo o mesmo argumento , temos que 

L3 + Lt = qik+ L qisqQiu{i} (s , k) + L qisqQu{i} (s, i) qi,k + 
sEQj\ {i} sEQc\ {i} 

+ L qisqQiu{i} (s,i) L qi81 qQiU{i} (s1,k) +o o o = 
sEQj\{i} SJEQj\{i} 

qik [1+ L qisqQU{i} (s, i)+ ( L qisqQU{i} (s, i)) 
2 

+o o o] + 
sEQc\{i} sEQc\{i} 

+ L qisqQu{i}(s,k) [1+ L qi,sqQu{i}(s ,i)+ 
sEQj\{i} sEQj\{i} 
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como já foi visto na prova do Teorema 1.3.1. 
l 

Falta mostrar que L qQ (i , k) = 1. Mas, 

l 

L qQj (i, k) 
r =k 

r =k 

1 (qir+ L qisqQjU{i}(s,r)) L sEQj\{i} . = 

r=k 1- L qisqQjU{i} ( S, 't) 
sEQj\{i} 

1- L q~sqQju{i}(s,i ) (t.q,,+ •E~{i) q,,t.qq,u{i)(s,r))-
sEQj\{i} 

1- L qisqQu{i} (s , i) 
__ s_E_Q...::.j_\ {_i}----.,.--,- = 1. 
1- L qisqQu{i}(s ,i) 

sEQj\{i} 

3.3 - Renormalização e ciclos de ordem superior 

• 

A primeira idéia de renormalização, no sentido em que é usada nesta dissertação , já 
apareceu no Capítulo 2 com a cadeia (Yn)n >O' com espaço de estados Sy = {1, 2, ... , l} 
e matriz de transição Q = ( qi,j) . Esta cadeia representa a primeira renormalização . 
Com os ciclos de primeira ordem formados a partir dela construímos a segunda cadeia 

(v.r'>) ' cujo espaço de estados sv> é formado pelos índices que representam os 
n>O 

ciclos d~ primeira ordem, S~!> = {1, 2, .. . , li} . A matriz de transição é dada por 
Q(l) = ( qg>), onde 

(1) l. pe (xe w ( ) I xe ) qij = ;w T(W('rri)) E 'lrj o = x , 

com lV (1ri) é a união das classes ergódicas que compõem o ciclo 7ri . 

A cadeia (Y~l)) determina os ciclos de ordem 2; de modo geral , definimos a 
n>O 

cadeia de Markov (Y~s>) , com espaço de estados S~) formado pelos índices que 
n2:0 
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t · l d d · ' ')(s) { 1 2 l } 8 8 8 -represen amos c1c os e or em s, 1sto e , .. y = , , .. . , s se 1r1 , 1r2 , ... , 1r1s sao os 

ciclos de ordem s. A matriz de transição é denotada por <Q(s) = ( qt>) , onde 

X E W ( 1rt) , i =/= .i 

com W ( 1rf) é a união das classes ergódicas que compõem o ciclo 7rf. Claramente 

q~~) =o 
tt ' 

Para provar que <Q(s) = ( qt>) é uma matriz estocástica para todo s, usaremos o 

Corolário 2.3.1: para x E W (1rl) 

e , fazendo a soma para todo j E S~) \ {i}, temos 

L.: 7r* (g) 
gEH { ( W ( rrf)) c} 

Definição 3.3.1: (Ciclos de ordem s) 

S . s-1 s-1 s-1 . l d -À 1 s . s c s<s-1) # s eyam 7r1 , 7r2 , ... , 7r18 _
1 

czc os e 01uem s - . e;a 7r _ y , 7r > 1. 
Diz-se q'Ue 7r8 é um ciclo de ordem. s que contém i se e somente se 7r5 é o menor 
subconjunto de s~- 1 ) satisfazendo: 

a) i E 7r8 e 
b) V' j , k E 7r8

, j =/= k 

(s-1) (. .) p (Y(s-1) · I v(s-1) ·) 1 
q(rrs\{J}t z, J = T(rrs\{j}) = J I O = Z = ' 

onde T( 7r
8

\ {j}) é o primeir-o instante q'ue a cadeia (Y~s-l)) sai de 1r8
\ {j} . 

n20 

A Observação 3.2.1 é análoga para ciclos de ordem s. 
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Figura 3.3.1: Exemplo de ciclos de primeira (em vermelho) e segunda ordem (em 
azul) . 

Definição 3.3.2: Definimos m(l} < m(2) < · · · < ffl(K) como os valores de m ( 71!) , n E 

s~>, Vs, ordenados . 

Note que se k E {1, 2, ... , K} então existe pelo menos um se um n E S~) tal que 

(3.3.1) 

Se usarmos a Definição 3.3.1 podemos estender os resultados das Proposições 3.2.1 
e 3.2.2, e Teoremas 3.2.1 e 3.2.3 para os ciclos de ordem s, pois todas as provas são 
feitas com base nas classes ergódicas que compõem os ciclos de primeira ordem, 1r, e 
os ciclos de ordem s, 1r8

, os quais também representam uniões de classes ergódicas . 
Então podemos concluir que o conjunto dos valores ffl(i), definem as faixas de 

velocidade que determinam onde a cadeia se concentra. Isto é. se a cadeia 
encontra-se, assintoticamente, numa velocidade entre m~> e m~+Il , então a cadeia 
ficará concentrada na união das classes que compõem 71!, tal que 

m(j+l) =lim ê E! (T (W (1r~))) . 
e!O 

Para que isto fique mais claro enunciamos as próximas proposições e teoremas cujas 
provas são análogas àquelas feitas para ciclos de primeira ordem . 

Teorema 3.3.1: Sejam (X!)n>o como definido anteriormente, W (1r8
) união das 

classes ergódicas que compõem o-ciclo~' 1r8 conforme a Definição 9.2.1. Então paro 
Ci, cj ç w (~) e X E ci, 

~Ri pe (x:(W(1r"}\C;} E cj I xg = x) - p (Yr~;·\{j}) = j I Yo
8 =i)= 

- q!cu{j} (i,j) . 
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Seja 7r8 um ciclo de ordem s. Definimos o tempo médio assintótico necessário para 
a cadeia (X~)n;:::o sair do ciclo 1f

8
' tendo partido do estado X E ck ç w ( 7r

8
) ' por 

onde W (1r8
) é a união das classes que compõem o ciclo 7r8 

• 

A Proposição 3.3.1 mostra que este tempo médio assintótico não depende da classe 
onde a cadeia inicia , mas somente do ciclo , ou seja, este tempo é constante para todo 
k tal que Ck ç W ( 7r

8
) • Este resultado nos permite definir 

(3.3.2) 

Proposição 3.3.1: Sejam Ci e Cj Ç W (1r 8
) , 7r

8 conforme Definição .'J. ,"/. 1. Então 

Proposição 3.3.2: Seja 7r
5 um ciclo de ordem s, com m (1r 8

) como em (3.3.2). Então 
v,> o 

lim pé (m (7rs) _, < T (W (7r8 )) < m (7rs) + ')' I x é = x) = 1, 
é lO ê ê O 

onde W ( 1r8
) é a união das classes que compõem o ciclo 1r5 

• 

Consideremos mc1), mc2) , ... , 'ln(K) conforme a Definição 3.3.2 . 

Teorema 3.3.2: Suponha que 'ln(j) <l}ffJ En(E) < m(Hl) e seja x E Cm Ç W (1r(i>), 

tal que m(i) < rn(j) onde m(i) = m ( 7r(i)). Então 

lim p (x~(é) E b w (7r~) IXg = x) = 1, 
dO n=J+l 

j 
'Vx E Cm Ç U W (1r~) . 

n=l 

onde 7r~ conforme (3.3.1) . 
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3.4- Descrição dos limites metaestáveis 

Pelos resultados da Proposição 3.3.2 e Teorema 3.3.2 apresentados neste capítulo 
podemos concluir que n (é) é da ordem de ~, i = 1, 2, ... , K onde as constantes 
ci , mencionadas na introdução, são os valores m{i) da Definição 3.3.2. Logo estas 
constantes determinam faixas de velocidade para a cadeia (X~)n>O. Se fixarmos K = 4, 
podemos visualizar tais fai.."Xas na Figura 3.4.1. -

f; 

m(I) 
-f;-

1 
8 

Figura 3.4.1: Exemplo de fai.."Xas de velocidade com K = 4 . 

Neste caso, se a velocidade da cadeia (X~)n>O é inferior a m~1 >, para é suficien
temente pequeno, partindo de qualquer classe ergódica ela perm-acece na classe até 
alcançar velocidade necessária para partir, ou seja , quando a velocidade for muito 
baixa a cadeia (X;,)n>O comporta-se como a cadeia (X.~)n>o• ficando restrita a classe 
ergódica na qual inici-;u. Então, nesta faixa de velocidade -o limite (2.4) é análogo ao 
limite (2.2) , isto é, 

lim P (x~(e:) = y!Xg = x) 
dO 

depende de x , sendo que este limite só será positivo se y pertencer a mesma classe 
ergódica que x. Além disso, pelo Teorema 3.2.2 sabemos que \:fj E L, 

Então, este limite, bem como o anterior, não dependem de x , mas da classe Cj. 
Portanto o suporte da distribuição condicional da cadeia (X~)n;::o dado Xó = x é 
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apenas uma das classes ergódicas. Neste momento a cadeia (X~)n>o descreve um 
"falso" equilíbrio ou equilíbrio metaestável , pois uma variação na faixa de velocidade 
permite que a cadeia escape desta classe ergódica . 

Por exemplo, se a velocidade estiver entre m;12 e m;22 , para E suficientemente pe
queno, existe um conjunto A (que como já foi dito inicialmente é uma união de classes 
ergódicas) tal que, pelo Teorema 3.3.2 

e Vx , y E A 

lim Pé (x~(é) E AIX~ = x) = 1, Vx E A 
d O 

lim Pé (x~(é) = yjXg = x) > O 
é lO 

Neste caso, este limite e o anterior não depend~m de x , mas de A, portanto o suporte da 
distribuição condicional da cadeia (X~)n>O dado Xó = x deixa de ser apenas uma das 
classes ergódicas para ser uma união de classes ergódicas , ou seja, com uma variação 
na faixa de velocidade o suporte da distribuição condicional é ampliado. Aqui a cadeia 
apresenta um outro equihbrio metaestável. 

Nota-se , então, que a medida que a ordem da velocidade aumenta, maior é o 
suporte da distribuição condicional da cadeia (X~)n>o dado X 0 = .7: . Sendo que quando 

a velocidade for superior a m~Kl, para E suficiente~ente pequeno, a cadeia consegue 
alcançar todos os estados. o ~limite (2.4) não depende de x, Vx E S, e finalmente 
a cadeia (X~)n>o atinge o real equilíbrio , onde o suporte da distribuição é todo o 
conjunto S. Quando isto ocorre o limite (2.4) coincide com o limite (2.3) . 
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APÊNDICE 

RESULTADOS DE PROCESSOS ESTOCÁSTICOS 

Este Apêndice visa facilitar o entendimento desta dissertação , contendo alguns re
sultados básicos da teoria de Processos Estocásticos. Sendo assim, algumas definições 
foram suprimidas , pois assumimos um conhecimento básico de Probabilidade . 

Seja (n, A, P) um espaço de probabilidade, isto é, n =I 0, A uma a--álgebra e P 
uma medida de probabilidade . 

Definição A.l: Um processo estocástico é uma famtlia de variáveis aleatórias Xt, 
t E T, T =10 todas definidas no mesmo espaço de probabilidades (n, A, P) . 

Um modelo probabilístico para um processo estocástico { Xt, t E T} envolve: 
* T: conjunto de índices. 
* S: espaço de estados. (conjunto dos possíveis valores que a variável aleatória Xt 

pode assumir) . 
* Para cada t E T, Xt : n ~:!R é uma variável aleatória definida num espaço de 

probabilidade comum . 
Num processo estocástico {Xt, tE T}, as distribuições de 

são ditas distribuições finito-dimensionais . 

Definição A.2: {Xt, t E T} é dito um processo estocástico estacionário se 

têm a mesma distrib'uição, 'Vh > O, Vt 1 < t 2 < · · · < tn . 

Definição A.3: (Propriedade Praca de Markov) 
Dizemos que {Xt, tE T} satisfaz a propriedade fraca de Markov, se para todo t 1 < 

t2 < ... < tn < t, 'Vxl, X2, . . . 'Xn-1 E s e A E A 

Se o processo estocástico { Xt, t E T} satisfaz a Definição A.3 e possui espaço de 
estados S finito ou enumerável, dizemos que é uma cadeia de Markov e denotamos 

por (Xn)n 2:0 . 
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Em particular, para cadeias de Markov, a propriedade fraca de Markov pode ser 
definida por 

P(Xn+l = j I Xo = io,Xl = i1, ... ,Xn =i)= P(Xn+l = j I Xn =i) 

Vio,i1 , ... ,i,jES, VnEN . 
As probabilidades P (Xn+l = j I Xn =i), i, j E S, n 2:: O são ditas probabili

dades de transição. Dizemos que a cadeia tem probabilidade de transição estacionária 
quando P (Xn+l = j I Xn =i)_ Pii> não depende de n. Consideraremos somente este 
tipo de transição . 

Definição A.4: Distribuição inicial de uma cadeia de Markov (Xn)n>o é a dis-
tribuição da variável aleatória X 0 . -

Notação: fi= (fli)iES, onde fli- f' (Xo =i), fli 2:: O, Vi E S e L fli = 1. 
iES 

É fácil ver que as distribuições finito-dimensionais da cadeia de Markov (Xn)n>o 
são determinadas pela distribuição inicial f-L e a matriz de transição 1?= (pij). 'ES , pms 

t,) 

utilizando a propriedade fraca de Markov, temos 

Vio,il,···,in-l ,in ES, VnEN . 

A partir deste momento todas as definições dadas serão baseadas na cadeia de 
Markov (Xn)n>O com matriz de transição 1?, distribuição inicial f-L e espaço de estados 
S finito ou em1merável. 

Definição A.5: As probabilidades de transição de ordem superior são dadas por 

pij- P (Xn = j I Xo =i), 'in 2:: 1 e Vi, j E S . 

Definição A.6: Seja C Ç S. Dizemos que C é fechado se L Pii = 1, Vi E C . 
jEC 

Definição A. 7: O estado i "cond·uz" ao estado j se :3 n 2:: O tal q·ue Pi; > O. 
Notação: i --t j . 

Definição A.8: Os estados i e j "se comunicam" se e só se 't "conduz" a J e J 
"conduz" a i, isto é, :3m, n 2:: O tais que pij > O e P}i > O . 

Notação: i +-+ j . 

É facil ver que a relação "+-+" é uma relação de equivalência. Portanto todos os 
estados de uma mesma classe comunicam-se entre si . 
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Quando todos os estados de uma cadeia de Markov se comunicam, ou seja, i+--+ j, 
Vi, j E S, dizemos que a cadeia é IRREDUTÍVEL. 

Definição A.9: Uma variável aleatória a valores inteiros T é dita 'Um tempo de paroda 
(o'u tempo de Mar·kov) paro a seqüência (Xn)n>O se toma valores em {0, 1, · · · }U { +oo} 
e se o evento [T = n] é determinado por (X0, X1, X 2 , . •• , Xn) , no sentido de pertencer 
a CT-álgebro geroda pelas variáveis (X0 ,X1,X2 , ... ,Xn) (ver Billingsley [1]) . 

Definição A.lO: (Propriedade Forte de Markov) 
Seja T 'Um tempo de pamda paro 'Uma cadeia de Mar·kov (Xn)n>o e sejam os e'uentos 

A, determinado por (X0 , X 1 , X 2 , ••• , XT_I), e B determinado po-r (XT+b XT+2 , ••• ,) • 

Dizemos que (Xn)n~o satisfaz a pr-opriedade forte de Markov se 

P(B I XT =i,A) = P(B I XT =i) 

(ou equivalentemente 

P (XT+t = j I Xo = io,X1 = i1, ... ,XT =i)= P (Xt = j I Xo =i), Vt >O, Vi,j E S) . 

Proposição A.l: Se (Xn)n>o é uma cadeia de Markov homogênea no tempo e T é 
um tempo de pamda então -

p (XT+t. = j I Xo = io, xl = il' ... 'XT = i) = p (Xt = j I Xo = i) ' 

Vt E {1, 2, ... } , Vi, j E S. Ou seja, toda cadeia de Markov satisfaz a propriedade forte 
de Markov . 

Prova: Sejam T um tempo de parada, t > O e io, i1, ... , i, j E S. Então, 

P(XT1t. =j I Xo =io,Xl =il, ... , X-r =i) = 

L p (X-r+t = j , T = n I Xo = io, xl =i}, ... ) XT =i)= 
n~O 

L P (XT+t = j I Xo = io, X1 = i1, ... , XT =i, T = n) x 

X P ( T = n I Xo = io, X 1 = ÍIJ .. . , XT =i) = 

L P (Xt+n = j I Xo = io, X1 = i1, ... , Xn = i) X 

x P (T = n I Xo = io, xl = il, ... l XT =i) l 
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mas pela propriedade fraca de Markov 

P (Xr+t = j I Xo = io, X1 = i1, ... , Xr = i) -

I: p (Xt = j I Xo =i) p (T = n I Xo = io, xl = il, ... 'Xr =i)= 
n 2: 0 

p (Xt = j I Xo =i) I: p (T = n I Xo = io, xl =i}, ... ' Xr =i)= 
n;:::o 

P (Xt = j I Xo = i) . 

• 
Definição A.ll: Para A Ç S define-se o instante da primeira visita ao conjunto A 
como, 

T ( )-{ min{n2:1,Xn(w)EA}, se {n2:1,Xn(w)EA}=/=0 
A w- +oo, se {n2:1,Xn(w)EA}=0 · 

Note que TA é um temiJu de IJarada. Em }>articular, se A= {i} , usamus a nutaçãu 

Ti. 
Para i, j E S, sejam 

fij - P (Tj = n I Xo = i) 

e 

Então: 
a) fi} é a probabilidade de que a primeira visita ao estado j iniciando em i , ocorra 

no n -é si mo passo . 

b) ftJ. representa a probabilidade de visitar pela primeira vez o estado j, num tempo 
finito, iniciando em i. Se i = j, fi: denota a probabilidade de retornar pela primeira 
vez. ao estado i , num tempo finito . 

Definição A.12: Dizemos que o estado i é recorrente se fi: = 1 e z é transiente se 

fi: < 1. 

Note que se i é recorrente, P (Ti = +oo I X 0 = i) = O. Portanto, podemos definir 

Ei ('li) = 2:: nfi~· 
n2:1 

Se i é transiente, fi:= P (Tj < +oo I Xo =i) < 1 e portanto 

P (Ti = +oo I Xo = i) > O . 

Logo Ei (Ti) = +oo, Vi transiente . 
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Definição A.13: Seja i recorrente. Se Ei (Ti) < +oo, dizemos que i é recorrente 
positivo; se Ei (Ti) = +oo, i é recorrente nulo . 

Proposição A.2: Se S é finito e irredutível, então todos os estados são recorrentes 
positivos . 
Prova: lsaacson e Madsen [8] . 

Definição A.14: Definiremos o período do estado i, d (i), por 

d (i)= { m.d.c. {n 2:: 1 : p~ >O}, se {n 2:: 1 : p~ >O} =10 . 
O, se {n 2:: 1: p~ >O}= 0 

Em particular, se d (i) = 1, Vi E S, dizemos que a cadeia é aperiódica . 

Definição A.15: Uma distribuição de probabilidade tt = {J-Li} iES é chamada esta
cionária (ou invariante) para uma cadeia de M arkov com matriz de transição IP= (Pii). ·Es , 

t,J 
se 

l-Li =L 1-"kPkj' v j E S. 
kES 

Teorema A.l: (Teorema da Renovação em R) 
Sejam (ak)k 2:0, (bk)k 2:0, ('Uk)k2:0, ~eq'Üência de n'Úme1"0s r-eais tais que: 

b) m.d .c. { k 2:: 1 : ak > O} = 1 

Se a equação, 
n 

'Un- L an-kUk = bn, 
k=O 

Vn 2:: O 

tem solução (uk)k>O limitada em R (isto é, sup JukJ < +oo) então: 
- k2:0 

1) Existe lim Un (em R) n-+oo 
Lbk 

2) Se L kak < +oo então lim Un = ~o 
k2:0 n-+oo L .. }ak 

k:;>:O 

3) Se "'"' kak = +oo então lim Un = O. 
~ fl,---+00 

k2:0 
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Prova: Karlin e Taylor [10] . 

Teorema A.2: Se (Xn)n>o é uma cadeia de Markov com matriz de tmnsição JP> e é 
irredutível, aperiódica e recorrente, então: 

{ 

~~Jk = EilT,)' se L kft~ < +oo (Et (Ti) < +oo) 
~ " k>O 

) l. n -
a 1m P·· = k ~o 

n-->oo tt O, se L kfi~ = +oo (Ei (Ti)= +oo) 
k?_O 

Note que Ei (Ti) =L kfi~' se i é recorrente . 
k?_O 

b) Vi, j E S, lim p3~i = lim p~ . 
n-+<X> n-+oo 

Prova: Decorre do teorema da renovação. (ver Karlin e Taylor [10]) . 

Teorema A.3: Seja (Xn)n>O uma cadeia de Markov com matriz de tmnsição JP> e é 
irredutÍ'uel, ape1"iódica e 1·eco1·rente positiva. Então, 

1. n O f..LJ = 1m p
3
.
3
. > , 

n-->oo 
Vj E S, L /-Lj = 1 

jES 
e 

f..L = f..L X JP>. 

Reciprocamente, se existe 71 = (71i) jES tais que 71i > O, V j E S, ifs, 71j = 1 e 

71 = Jl x JP> e além disso a cadeia é i1ndutvuel e ape1iódica, então a cadeia é Tecor·rente 
positiva . 

Prova: 
(a) Como a cadeia é recorrente positiva, pelo teorema A.2 , temos que 

Seja /-Lj = E)Tj). Sabemos que 

fixo. Mas, VM >O, 

Vm~ 1, 

M 
~ n m < ~ n m .n+m 
~ PikPki - ~ PikPki = Pii · 
k=O kES 

Fazendo n---+ oo, a desigualdade fica da seguinte forma: 

M 

L /-LkP7:; :S /-Lj' Vj E S, Vm ~ 1 e V M > O . 
k=O 
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Então, 

L f-tkP7:; :::; f-Lj' 'i/ j E S, 'ílm 2: 1. 
kES 

Agora suponha que existe j E S tal que 

f-Lj >L f-tkP7:; >L f-tk L P7:;' 
kES kES jES 

L f-Lj >L f-tk, 
jES kES 

que é um absurdo! 
Portanto, 

f-Li= L f-tkP7:; , 'ílj E S, 'ílm 2: 1. 
kES 

Logo, vale para m = 1, ou seja, f-L = f-L X JP . 
Fazendo m---+ oo , temos 

/-lj =L f-tkf-tj 
kES 

e portanto 

L f-tk = 1 . 
kES 

(b) 

Então 
O<jli =L JikP7:; , 'ílm 2: 1. 

kES 

Se a cadeia de Markov fosse transiente ou recorrente positiva teríamos que 

m rrt-+oo O 
Pki ---t 

e neste caso Jli = O, 'íl.i E S e portanto , não seria uma distribuição de probabilidade . 
Logo, a cadeia de Markov (Xn)n::=:o é recorrente positiva. Então, pela parte (a) , 

portanto, 

llj =L Jikf-tj 
kES 

logo, 

Jlj '""' - 1 - = ~ f-tk = 
f-Lj kES 
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de onde concluímos que 
Jii = /-Lj, Vj E S . 

• 
Observação A.l: O Teorema A.3 vale para classes irredutíveis e fechadas, isto é, 
seja C Ç S, fechada e irredutível. Temos que 

l . n !""i - E·(Tc)' 
{ 

'' --
1

- sei,J"EC 
1m P·· = • • 

n-+oo 1' O, se i, j t/:. C 

onde /-Li =L /-LkPki, Vi E C. Para ver isto basta aplicar o Teorema A.3 para 
kEC 

uma cadeia de Markov (X~)n>o com espaço de estados C. Vemos que (!-Li)iES' com 
/-Li = O, Vi tf. C, é uma distr1buição estacionária da cadeia original (X11 )

11
>o. Esta 

distribuição estacionária tem suporte em C. -
Com base na Observação A.1 podemos definir as distribuições estacionárias ex

tremais (ou ergódicas) . 

Definição A.16: Sejam C1, C2 , ... , C1, classes recorrentes positivas da cadeia de 
Markov (Xn)n>o· Uma distr'ib·uição (!-Li)iES é dita distribuição extremai (ou ergódica) 
da cadeia (XnJn>O se tem suporte em alguma das classes recorrente positiva. Se o 
suporte é Cm denotaremos 

( 
(m)) 

/-Li iES 

como a correspondente distribuição estacionária ergódica (ver Doob (3]). Então 

(A.2) 

Além disso, chamaremos C1, C2 , .. . , C1 de classes ergódicas . 

Proposição A.3: Sejam (X.,)n >o uma cadeia de Markov com l classes ergódicas e 
(!-Li)iES uma distribuição estaciondria desta cadeia. Então, existem am, m = 1, 2, ... , l , 
tais que 

Vi E S (A.3) 

I 
onde L Om = 1, Om ~ O. 

m=l 

Prova: Para provar que f-Li é distribuição estacionária de (Xn)n>O basta mostrar que 
(A.3) satisfaz (A.1). -

I 
SejamiESeal ,a2, ·· ·,altaisque L Om=1eam~O, m=1,2, ... , l . 

m=l 
Substituindo (A.3) em (A.1) , temos 
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Mas , Pkj =O se k e j pertencem a classes ergódicas diferentes. Portanto, supondo que 

j E Ci, temos 

logo 
11\i) = """"' ll(i)p . 
,..,] ~ r-k k]' 

kECi 

que é válida por (A.2) . 

• 
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