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RESUMO

Neste trabalho utiliza-se como sistema dinamico o circuito eletronico que si-
mula o conjunto de equacoes acopladas do sistema de Rossler modificado. Este sistema
possui uma nao-linearidade dada por uma funcao linear por partes e apresenta com-
portamento cadtico para certos valores dos seus parametros. A caracterizagao experi-
mental da dinamica do sistema de Rossler modificado é realizada através do diagrama
de bifurcagoes.

Apresenta-se uma fundamentacao tedrica de sistemas dinamicos introduzindo
conceitos importantes tais como atratores estranhos, variedades invariantes e também
uma analise da estabilidade de comportamentos assintéticos como pontos fixos e ci-
clos limites. Para uma caracterizacao métrica do caos, apresenta-se a definicao dos
expoentes de Lyapunov. Sao introduzidos também os expoentes de Lyapunov condici-
onais e transversais, que estao relacionados com a teoria de sincronizacao de sistemas
cadticos. Apresenta-se também a conceituacao da sincronizacao de sistemas cadticos,
introduzindo-se a definicao de sincronizacao idéntica, sincronizacao de fase e variedade
de sincronizacao.

As principais propriedades da intermiténcia modulacional, obtidas a partir de
aplicagoes discretas (mapas), sao apresentadas, dando-se énfase a obtengao das leis
de escala. Relatamos a nossa contribui¢cao mais importante: a andlise experimental
da intermiténcia modulacional em dois circuitos de Réssler (osciladores eletronicos)
acoplados em uma configuracao do tipo mestre-escravo. Atencao particular é devotada

as leis estatisticas associadas com a intermiténcia modulacional.



ABSTRACT

In this work it is used as a dynamical system the electronic circuit that integrates
the modified system of Rossler coupled equations. This system has a nonlinearity given
by a piecewise linear function and shows chaotic behavior for certain values of the
system parameters. The experimental characterization of the modified Rossler system
dynamics is realized through a bifurcation diagram.

It is presented a theoretical fundamentation of dynamical systems introducing
important concepts like strange attractors, invariant manifolds and also a stability
analysis of asymptotic behaviors like fixed points and limit cycles. For a metric cha-
racterization of chaos, the definition of the Lyapunov exponents is presented. Also
introduced are the conditional and transversal Lyapunov exponents, that are related
with the synchronization theory of chaotic systems. It is also presented the conceptual
ideas of chaotic synchronization introducing the definitions of identical synchronization,
phase synchronization and synchronization manifold.

The main properties of modulational sychronization are obtained from discrete
systems (maps), giving special attention to the scaling laws. We report our chief contri-
bution: the experimental analysis of modulational intermittency in two coupled Rossler
circuits (electronic oscillators) in a master-slave configuration. Particular attention is

devoted to the statistical laws associated with modulational intermittency.



1. INTRODUCAO

Um sistema dinamico é chamado deterministico quando a sua evolucao é descrita
por uma regra bem definida. No estudo da evolugao temporal de um sistema dinamico
deterministico, consideramos dois tipos de variaveis quando expressamos matematica-
mente a “regra dinamica”em termos de uma ou mais equagoes. As variaveis dinamicas
sao aquelas que podem modificar-se a cada instante e os seus respectivos valores sao
determinados solucionando as equagoes (que, em muitas vezes, dependem do tempo).
Por sua vez, as variaveis estaticas, doravante denominadas de parametros, sao ajus-
tadas quando se determinam as equacoes do sistema. As varidveis estaticas que sao
passiveis de alteracao determinam os chamados parametros de controle do sistema e
a mudanca nos seus valores pode induzir o sistema a um comportamento dinamico
diferente.

Ao se analisar um sistema dinamico, é comum se proceder a seguinte inves-
tigacao: altera-se o valor de um parametro de controle e verifica-se que mudanca essa
variagado provoca sobre o comportamento dinamico do sistema. Em relagao a esse
aspecto, dentre a imensa gama de sistemas dinamicos deterministicos possiveis, nos
ultimos anos especial atencao foi devotada a um particular subconjunto desses siste-
mas: sao aqueles descritos por equagoes nao-lineares deterministicas e que, para certos
valores apropriados dos parametros, apresentam um comportamento complicado, nao
periddico, erratico. O interesse nos sistemas nao-lineares justifica-se pela seguinte com-
paracao. Num sistema linear uma variagao num de seus parametros altera a escala de
seu comportamento, mas nao provoca uma mudanca qualitativa deste. Assim, se o sis-
tema linear apresenta um comportamento estacionario, com a variacao do parametro

o comportamento permanece estacionario. Por outro lado, num sistema nao-linear,
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uma pequena variagao de um parametro, além da mudanca quantitativa, pode indu-
zir mudancas bruscas e dramaticas no seu comportamento qualitativo. Por exemplo,
ele pode passar a apresentar uma evolucao erratica, totalmente aperiédica. Essa ri-
queza em comportamentos dinamicos diferentes tornou o sistema nao-linear um alvo
privilegiado das pesquisas recentes. A dinamica deterministica que descreve o compor-
tamento erratico desses sistemas ¢ denominada de dinamica cadtica ou simplesmente
caos deterministico.

Por sua vez, a sincronizagao de sistemas dinamicos foi provavelmente documen-
tada pela primeira vez por C. Huygens em 1650 [1]: ele observou que dois relégios
de péndulo idénticos, afixados numa mesma barra (flexivel), em um curto espago de
tempo oscilavam de forma sincronizada, nao importando quais eram as fases iniciais
deles. Apds isso, muitas outras observacoes de movimentos sincronizados foram feitas.
Destaca-se o trabalho de B. van der Pol [2] que, no inicio do século XX, estudou a
sincronizacao de oscilagoes entre circuitos eletronicos. Todas essas observagoes foram
feitas com sistemas dinamicos (osciladores) ordenados, isto é, periédicos. Agora, com
a descoberta do caos deterministico, introduz-se o oscilador cadtico e surge entao a
questao: € possivel sincronizar movimentos cadticos? Intuitivamente isto parece ser
irrealizavel, mas L. Pecora e T. Carrol, em 1990, demonstraram a sincronizacao de
caos [3].

Hoje se reconhece na natureza muitos exemplos de sincronizacao espontanea
em sistemas dinamicos nao-lineares acoplados e a razao do porqué, e como isso ocorre,
nao esta clara ainda. De fato, hd muitas questoes pertinentes a sincronizacao cadtica
que demandam um estudo maior e, por isso, atualmente a sincronizacao de osciladores
cadticos desperta muito interesse como tema de pesquisa. E nesse panorama que se in-
sere o presente trabalho: estudamos um sistema dinamico composto de dois osciladores
eletronicos acoplados. Como também ocorre em outros sistemas cadticos proximos da
sincronizacao, o sistema investigado apresenta a intermiténcia modulacional. O nosso
maior proposito é caracterizar experimentalmente as suas propriedades no contexto de

sistemas dinamicos que apresentam caos deterministico.
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A intermiténcia caracteriza-se pela alternancia “aleatoria” entre um sinal regular
quase periédico e um sinal totalmente aperiédico. Este é denominado de estouro (em
inglés técnico burst) e ocorre no meio do primeiro durante um breve instante de tempo,
apos o que reinicia a fase regular, também chamada laminar. Mudando o parametro
de controle, altera-se a freqiiéncia e duracao dos estouros, até que eles tomem conta do
sinal que é entao considerado cadtico. Esta fenomenologia foi descrita pela primeira vez
em 1980 por Pomeau e Manneville [4]. Por sua vez, a intermiténcia modulacional foi
relatada pela primeira vez por Fujisaka e Yamada [5] e depois detalhada por Platt, Spi-
egel e Tresser [6] e, como veremos, apresenta propriedades distintas das intermiténcias
tipo I, II e IIT de Pomeau e Manneville.

Estruturamos este trabalho da seguinte forma: no capitulo 2 descrevemos a mon-
tagem experimental do sistema dinamico empregado ao longo do trabalho: o sistema
modificado de Rossler, implementado em termos de circuito eletronico. No capitulo 3
sao apresentados tépicos da “teoria de sistemas dinamicos”que julgamos importantes
- para um melhor entendimento da andlise experimental proposta. No capitulo 4 é
colocada a idéia da sincronizacao de sistemas cadticos e no capitulo 5 introduzem-se as
principais propriedades da intermiténcia modulacional, obtidas a partir de aplicacgoes
discretas (mapas). No capitulo 6 relatamos a nossa contribui¢cdo mais importante: a
andlise experimental da intermiténcia modulacional em dois circuitos de Rossler (os-
ciladores eletronicos) acoplados, particularmente as leis estatisticas associadas com a
intermiténcia modulacional. Finalmente, no capitulo 7 sao apresentadas as conclusoes.

Por fim, é oportuno um esclarecimento sobre o termo intermiténcia modulacional
que adotamos neste trabalho. Na literatura em inglés, emprega-se predominantemente
a expressao on-off intermittency, canhada por Platt, Spiegel e Tresser [6], que, em uma
traducao literal, levaria a expressao intermiténcia liga-desliga. Em vez deste cacofato,
preferimos usar a expressao intermiténcia modulacional. A bem da verdade, um dos
primeiros trabalhos sobre o assunto foi de Fujisaka e Yamada [5], sendo que eles usam
o termo modulational intermittency, o qual inspirou a nossa traducao. Infelizmente,

o termo modulacional ainda nao consta do léxico portugués, ao contrario dos termos
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modulada e modulante. Mesmo assim, preferimos adota-lo como neologismo, porque,
na nossa opiniao, a expressao intermiténcia modulacional sintetiza melhor as proprie-
dades do fenomeno aqui investigado do que as expressoes intermiténcia modulada ou

intermiténcia modulante.



2. O CIRCUITO DE ROSSLER

Neste capitulo descrevemos o sistema experimental com o qual trabalhamos ao
longo do desenvolvimento deste trabalho. O aparato experimental consiste basicamente
de circuitos eletronicos. Optamos por tal tipo de equipamento devido a flexibilidade,
facil montagem, disponibilidade e reprodutibilidade de varios sistemas semelhantes.
Existe toda uma variedade de montagens que nos possibilitam praticamente todas as

operacoes matematicas necessarias para a modelagem de sistemas fisicos.

2.1 O Sistema de Rossler

O sistema de equacoes que iremos trabalhar foi baseado no sistema criado por

O. E. Rossler [7, 8]:

dx

a —(y+2);
d
d—j—b+(:c—c)z

Essas equagoes foram propostas por Rossler em meados de 1976 a partir das equacoes

de Lorenz, transcritas abaixo:

d

d_f:0-<y_x>v
@_ xr — — Iz,
dt—p y )
dz

— = —fPz+xy.
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As equagoes acima constituem o modelo de Lorenz, apresentado em 1963 por E. Lo-
renz [9] com o intuito de modelar a convecgao de fluidos termicamente induzida na
atmosfera. As simulagoes numéricas feitas por ele, ao mostrarem um atrator estranho
no espaco de fase do sistema dinamico investigado, evidenciaram de forma pioneira
um comportamento caético deterministico. O propédsito de Rossler com o seu sistema
era o de criar um modelo mais simples, mas que também apresentasse caos. O cir-
cuito eletronico que iremos utilizar ao longo desta dissertacdo modela um conjunto
de equacgoes levemente modificado do sistema proposto por Rossler: a nao-linearidade
quadratica zx é substituida por outra, representada por uma funcao linear por partes,
e a equacao x possui um termo de amortecimento adicional [10].

Optamos pelo sistema de Rossler modificado devido ao alto custo de um multi-
plicador eletronico de sinais de tensao, necessario para implementar o sistema original
de Rossler e também pelo fato de nao ocorrer nenhuma mudancga qualitativa relevante

na dinamica dos dois sistemas. As equagoes para o sistema de Rossler modificado sao:

%
—d: = —a(I'Vx + BVy + AVy) (2.1a)
dV
—th =a(Vx +7W) (2.1b)
dv,
—dtZ = da(g(Vx) — Vz) (2.1c)

onde as variaveis dinamicas Vx, Vy e Vz sao as tensoes nos nés do circuito, a, I', (3,
A, 7, 0 sdo constantes determinadas a partir dos componentes do circuito eletronico e
g(Vx) é a fungao nao-linear (linear por partes) modelada pela presenga de um diodo.

Neste ponto, vale lembrar que para chegarmos as equagoes (2.1), deveremos nos
recordar de alguns detalhes. Em um circuito, um né é um elemento que liga dois ou
mais elementos de um circuito. Em uma construcao, é a juncao de dois fios. Poderemos

entao estabelecer as leis de Kirchoff, sintetizadas nas préximas duas definigoes:
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Definicao 1. A soma algébrica das correntes em um né € nula. Matematicamente

> i =0 (2.2)

k

Aqui, convém notar que quando falamos em soma algébrica, temos que estabe-
lecer a convencao de que as correntes que entram em um no, sao consideradas como
positivas; e, as que saem, como negativas (o contrario também valeria, mas vamos

adotar esta primeira convencao).

Definicao 2. A soma algébrica das quedas de tensdes em uma malha é nula. Mate-

maticamente
> Vi=o. (2.3)
k

Para implementar num circuito o conjunto de equagoes (2.1), precisamos de
amplificadores operacionais para efetuar as derivadas que aparecem nas equacoes. Ad-
mitimos que os amplificadores operacionais sejam ideais; conseqiientemente, as duas
condicoes seguintes que representam as “leis de ouro” para amplificadores operacionais

[11]):

Definigao 3. As entradas positiva e negativa em um amplificador operacional possuem
a mesma tensao, isto €,

V,=V.. (2.4)

Definicao 4. A corrente que entra em um amplificador operacional € nula,
1o = 0; (2.5)

ou seja, as entradas positiva e negativa possuem impedancia infinita.
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2.2 Construcao do circuito equivalente ao sistema

de Rossler modificado

Empregando as defini¢gdes 1 a 4 acima, com o auxilio de amplificadores operaci-
onais e demais componentes eletronicos, construimos circuitos, onde cada um modela
uma das equagoes do sistema (2.1). Depois, a juncao desses circuitos num dnico repre-

sentard o circuito correspondente ao sistema de Rossler modificado.

2.2.1 O circuito para a equacao VX

O circuito que modela a equacao 2.1a estéd representado na figura 2.1.

<
_/\/\[\/_
R3
R1 ic
O—’\/\/\/7:H
Y %n c1

Fig. 2.1: Circuito que modela a equacio Vy.

Segundo a definicao 1, todas as correntes que entram em um no serao positivas
e todas que sairem, negativas. Vamos recordar também que a corrente segue o sentido

do potencial maior para o menor, tendo-se entao para as correntes da figura 2.1:

i+ iy + i3+ 1. = 0. (2.6)

Também na figura 2.1, observamos que a saida nao-inversora do amplificador
estd aterrada; logo, pela definicao 3, V., = V_ = 0. Sabemos também que para um

capacitor a corrente que passa por ele é da forma:

qv
o
‘ dt
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e entdo escrevemos a equacao (2.6) em fungao das tensoes e resisténcias:

Vo — Vo Vy—V. Vx-—V_ d
C— (Vx—V.)=0
R, + R, + Ry + dt(X )
Vo Vg Vx dVy
Y Z X o0 X 9
R R Y
dVX VX VY VZ
oX |\ XY,z 2.7
dt [R3+R1+RJ (2.7)

E conveniente definir a constante a:

Re
RsR;Cy

Multiplicamos ela no lado direito de (2.7) no denominador e numerador, estabelecendo

em seguida

’1
Il

OzRgC

&)
Il

Olec

>
Il

OZRQC
(§] chegaremos a equagéo em VXZ

A%
d—tX = —a [[Vx + BVy + A\Vy]. (2.8)

2.2.2 O circuito para a equacao Vy

O circuito que modela a equagao (2.1)b esta representado na figura 2.2 logo a
seguir:

Aplicando as defini¢oes para o amplificador operacional ideal, conjugadas com
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Fig. 2.2: Circuito que modela a equacio Vi .

as leis de Kirchoff, ao circuito da figura obtemos:

1y + 15 +16 =0

(2.9)
—ig—i7 =0 (2.10)
ic +ir = 0. (2.11)

onde, para um amplificador operacional ideal, a corrente em sua saida sera nula. Por-

tanto, no n6 A da figura 2.2, teremos somente as correntes ig € i7, COMoO observamos
na equagao (2.10).

Reescrevemos a equagao (2.9) em termos das tensoes e resisténcias, sendo Vj a
tensao no no identificado na figura 2.2:

Vo =0 Vx—=0 V4—-0
=0
Ry * Rs * Rg

VW Vx
R (242X
‘ <R4 " R5)

Agora, pela equacao (2.11), sabemos que:

Vy =

(2.12)

Vie0 _d
e W —0)=0
r O W0
Vs
Vi=-CR; X

(2.13)
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Juntando (2.12) e (2.13), teremos

dVy Vw  Vx
—CR; — =—-Rg | =— + =
Tdt 0 (34 * 35)
dVy RG VY VX
— = — + = 2.14
i CRs (34 i 35) (2.14)
Definindo
_ I
V= i
e substituindo em (2.14) junto com «, obtemos finalmente a equagao para Vy:
dVy
d—ty =aVx +vVW]. (2.15)

2.2.3 O circuito para a equacao Vy

O circuito que modela a equacao 2.1c esta representado na figura 2.3.

R12
12 «<—

X R10 o

R8 o c3

N R

8 1 1
—8
B —
1 i1 o
i9 z
RY
= 4 = 4

Fig. 2.3: Circuito que modela a equacao V.

L W
1

Deveremos, de agora em diante, considerar o fato de que o diodo tem um com-
portamento nao-linear no modelamento de Vy: ele funciona como uma chave ideal. Ou
seja: para tensoes aplicadas sobre o diodo menores que a sua tensao de jungao (Vp) ele
nao conduz; para tensoes maiores que Vp ele é um condutor perfeito. Usamos diodos
de silicio e assim Vp = 0,69V. A tensao sobre o diodo é dada pelo divisor de tensao a
esquerda na figura 2.3. Considerando que a entrada do amplificador operacional tem

uma impedancia infinita, é como se o diodo estivesse ligado a um terra virtual e dai
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se obtém a figura 2.4. Escrevendo a equacao para a malha dessa figura, obtemos um

T

X

R

WD
f R4
-1V =

Fig. 2.4: Divisor de tensao.

valor para Vy que satisfaca a condicao de que Vp = 0,69V

0,60 = —12 +
Rs + Ry

(2.16)

O valor de Vx obtido é Vx = 2,56V. Para Vx > 2,56 o diodo pode ser
considerado como um curto circuito e assim a figura 2.3 pode ser simplificada como

mostrado na figura 2.5. Aplicando entao a definicao 1 ao amplificador mais a esquerda

Fig. 2.5: O diodo foi substituido por um fio condutor.

da figura 2.5, temos

Escrevendo em termos das tensoes, sendo Vg a tensao no né identificado na
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figura 2.5:
(Vx —2,56) (—12—0) Vg —0
+ + =0
Rs Ry Ry
(Vx —2,56) 12
Vg=—-Ry|——————+ — 2.18
B 10 { e + Ry (2.18)

O 1ltimo termo na equacao acima é somente um nivel de tensao continua, po-

dendo ser desprezado pois nds s6 estamos interessados em variagoes de tensao.

Por outro lado, temos para o outro amplificador, mais a direita da figura 2.5:

111 + 112 +1c =0
Ve—-0 V,—-0 d
=+ 2 C— (Vz—0)=0

Rt R Ut

v, dVZ)
Vo= —Ry (22 + 022 2.19
= R (Ru v (2.19)

Unindo (2.18) e (2.19), obteremos (desprezando o termo de tensao continua):

V. dv; R
R11< e/ Z) = 210 (v — 2,56)

Ry, ' dt ) R
= Vx —2,56) —V, 2.20
dt RlzC |:R8R11 ( * ’ ) Z:| ( )
Definimos
_ RigRio
"= ReR
gdti1
5 _ Rak
~ ReRip
e notando que
1 RsR;
= =«

= o =
RlQC R6R12

poderemos reescrever (2.20) na forma

V2 _ salu(Vy —2,56) — V)

dt

(2.21)
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R10

Fig. 2.6: O diodo foi substituido por um circuito aberto.

Agora, se Vy < 2,56, o diodo nao conduzira e; portanto, o circuito pode ser

redesenhado tal como na figura 2.6. Entao, i;g = 717 = 0, e teremos:

’i12+’iC:O
Vy,—0 d
C= (Vy—0
r, g V70
v,
d—tZ = —baVy (2.22)

Unindo as equagoes (2.21) e (2.22), poderemos chegar a uma expressao geral da

forma:
dV,
2 =adlg(Vx) = V] (223)
onde
w(Vxy —2,56), se Vx > 2,56
g(Vx) = (2.24)
0, caso contrario

Essa equacao corresponde a ultima das equagoes do sistema (2.1). A tabela
2.1 resume as constantes obtidas. Os valores dos componentes que serao utilizados
sao dados pela tabela 2.2. Nao colocamos o valor de R;; nesta tabela, pois o seu
valor é varidvel tal que tenhamos um parametro ajustével no circuito (o parametro
correspondente é ;1 < 1/Ry7). O diodo é do tipo BA316 e os amplificadores operacionais

sao do tipo TLO7T2. As resisténcias empregadas tém tolerancia de 1%.



Tab. 2.1: Constantes em funcao dos componentes do circuito.
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_ R _ 1
@ Razl?ic I'= aCF
b= sor, A= om
Rs — RioRip
7= R, ~ RgRy
5 — Rs Ry
ReR12

Ry =100 k2 || Ry = 200 kQ2
R3 =2 MQ Ry =75 kQ
Rs; =15 kQ Rg =10 kQ
R; =100 kQ? || Rg =10 kQ2
Ry =68 k) || Ryp = 150 k2

Tab. 2.2: Valores dos componentes utilizados na montagem experimental.

Agora, juntando-se os trés circuitos anteriores, que representam as equacoes
para Vy, Vy e Vz, num sé circuito teremos finalmente o circuito correspondente ao

sistema de Rossler modificado. Ele estéa representado na figura 2.7.

2.3 Validacao do circuito equivalente

Um ponto importante é saber se o nosso sistema experimental implementado
corresponde realmente ao modelo adotado. Nesse aspecto devemos ter especial atencao
ao modelo usado para o diodo.

O comportamento do diodo quando submetido a tensao estd ilustrado na figura
2.8. Esta curva foi obtida experimentalmente, digitalizando a corrente conduzida pelo
diodo em funcao da tensao aplicada sobre ele. Como podemos ver da figura, o diodo
BA316, que é um diodo de silicio, comeca a conduzir aproximadamente ao redor da
tensao Vp = 0.69V. A figura mostra claramente que o diodo nao se comporta como
uma chave perfeita e desse fato devemos suspeitar que pode haver discrepancias entre o
resultado experimental e aquele obtido numericamente do modelo. Uma breve anélise

sobre esta questdo pode ser encontrada nas referéncias [12] e [13].
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Fig. 2.7: Esquema do circuito correspondente ao sistema de Rossler modificado (2.1)

Aqui queremos ilustrar essas discrepancias em termos do diagrama de bifurcacao.

Ele é obtido alterando-se um parametro do sistema e tomando os valores de maximo

de uma das variaveis. Realizamos tal diagrama experimentalmente para o circuito de

u.1u
0.084 :
1 |
0.064 f
< |
= 004 f
| :
0.02- ]
1 i
0.004 /

T T T T T T T T T T T T T
-2.0 -15 -1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0
Tensédo /V

Fig. 2.8: Curva caracteristica do diodo BA316. O eixo vertical é a corrente conduzida
pelo diodo e o eixo horizontal é a tensao aplicada sobre ele.
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Rossler variando a resisténcia R;;. Isto é equivalente a variarmos o parametro p. O
resultado é mostrado na figura 2.9(a).

Por sua vez, integrando-se o sistema modificado 2.1 e adotando o mesmo proce-
dimento anterior, obtemos o cor No modelo integrado numericamente assumimos uma
g(Vx) dada por (2.24), isto é, estamos assumindo uma func¢ao que passa abruptamente
do valor zero para um valor u(Vy — 2,56) quando Vy passa de 2,56V. Implicito a
isso esta a suposicao de que o diodo, o qual na experiéncia simula a funcao linear por
partes, é uma chave perfeita, ou seja, nao conduz corrente até uma tensao de 0,69V,
sendo que para uma tensao superior a essa ele passa a conduzir uma corrente infinita.
Porém, o diodo possui uma curva caracteristica dada pela figura 2.8 e a funcao que

descreve esse tipo de curva possui a seguinte forma [14]:
i=a(e® —1), (2.25)

onde a e b sao constantes que dependem do material do qual é feito o diodo; ¢ é a
corrente que o diodo conduz quando aplica-se a tensao V. Portanto, para gerar uma
melhor concordancia entre os diagramas de bifurcacao obtidos numérica e experimen-

talmente precisamos melhorar a descricao do diodo no modelo numérico.
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2.80m

2.45m

. 2.10m-

1.75m 1

1.40m

0 25 50 75 100

3.5

(V)

max

0 50 100 150

Fig. 2.9: Diagramas de bifurcacao (a) experimental e (b) numérico obtidos para o
circuito de Rossler da figura 2.1 e modelado pelas equagoes 2.7. Os compo-

nentes eletronicos considerados sao os constantes na tabela 2.2. O parametro
de controle é o valor da resisténcia Ri;.



3. TOPICOS EM SISTEMAS
DINAMICOS

O nosso intuito aqui nao é fazer uma revisao exaustiva das propriedades de
sistemas dinamicos cadticos. Pretendemos apenas recordar alguns topicos que julgamos
importantes para um melhor entendimento da andlise experimental da intermiténcia

modulacional em dois circuitos de Rossler acoplados.

3.1 Sistemas Dinamicos

Um sistema dinamico é chamado deterministico quando a sua evolucao é descrita

por uma regra bem definida. Ele serd, entao, caracterizado pela especificagao:
e do estado do sistema, que contem toda informagcao essencial acerca dele;

e da sua dinamica, que fornece a regra segundo a qual um estado evolui com o

passar do tempo.

Uma classe de regras muito importante para a descricao de fenomenos naturais sao
as equagoes diferenciais. Mais especificamente, utiliza-se como regra um sistema de

equacoes diferenciais ordinarias de primeira ordem, da seguinte forma:

d
d_}t( =fx(t),n)  xeR";pelR. (3.1)

O campo vetorial f(x,p) = [fi(x, 1), f2(X, 1), ooy fu(x, )]F, £: R" x IR — IR"™, cons-

titui um conjunto de funcoes diferenciaveis, o qual descreve a evolucao temporal do
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sistema (3.1)!. Em geral, e obrigatoriamente para sistemas cadticos, f(x, i) é nao li-
near. O vetor n-dimensional x(t) = [x1(t), z2(t), ..., z,(t)]T é chamado de estado do
sistema num certo tempo ¢ e 4 ¢ um parametro.

Como o tempo nao aparece explicitamente em (3.1), esse sistema é chamado
de autonomo. Isto nao é uma restricao, pois um sistema nao autonomo pode sempre
ser transformado em auténomo introduzindo-se varidveis adicionais [15]. Também nao
é restrigao o fato de (3.1) ser um sistema de equagoes de primeira ordem, pois uma
equacao diferencial de ordem superior pode ser colocada nessa forma. A solucao do
sistema (3.1), com a condi¢ao inicial x(t=0) = xo, é chamada trajetéria ou Orbita
do sistema e é denotada por ¢;(x,), onde ¢;: IR" — IR". O conjunto de todas as
trajetorias que o sistema pode assumir é chamado de fluxo. Quando o parametro, p,
¢é variado, podem ocorrer mudancas na estrutura qualitativa das solugoes para certos
valores desses parametros (por exemplo, o sistema que apresentava um ponto fixo passa
a apresentar um ciclo limite). Estas mudangas sdo chamadas bifurcagdes e os valores
dos parametros nos quais ocorrem as bifurcacoes sao chamados de pontos de bifurcacao.
Para cada condicao inicial, xq, existe uma trajetéria no espaco que é originado pelo
conjunto de varidves x(t) e que é chamado de espago de estados ou espago de fase
do sistema (3.1). Como veremos na préxima secao, o espaco de fase de um sistema

cadtico apresenta propriedades muito interessantes.

3.1.1 Atratores Estranhos

Na mecanica classica os sistemas dinamicos sao separados em duas grandes
classes: sistemas conservativos e sistemas nao conservativos. Os sistemas conservativos

sao aqueles para o qual o teorema de Liouville é aplicavel,

Vv £(x) :iﬁ = 0. (3.2)

1T é matriz transposta.
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O que a equagao (3.2) nos informa é que o volume do espago de fase nao se contrai e
nem se expande, ou ainda, a energia do sistema se conserva. Por outro lado, sistemas
nao conservativos sao aqueles que apresentam atritos internos que dissipam a energia
de forma a nao conserva-la. Portanto, a esses sistemas o teorema de Liouville nao é
aplicavel. Neste trabalho daremos énfase a sistemas nao conservativos, ja que o sistema
Rossler ¢ desse tipo.

Nos sistemas dissipativos uma certa regiao U C IR" ira se contrair sob a ac¢ao do
fluxo, pois V f(x) < 0. O comportamento assintético para um sistema n-dimensional
tem que recair sobre uma superficie de dimensao menor do que n. Esta superficie
é chamada de atrator. Um atrator é um subconjunto A do espaco de fase, atraindo
pontos vizinhos de x(t). Isto significa que ¢;(x) tende para A quando ¢ — oco. Sistemas
nao-lineares tipicos podem ter mais de um atrator, cada um com diferentes bacias de
atracao. A bacia de atracao de A é o conjunto dos estados no espaco de fase que se
aproximam de A quando t — co. As condicoes iniciais determinam em qual atrator o
sistema se acomoda. Exemplos simples de atratores sao pontos fixos e érbitas periddicas
assintoticamente estaveis.

Nao ha uma definicao final e inica para caos deterministico. A diferenca entre
as varias defini¢oes encontradas na literatura reside no enfoque que se dé ao problema.
Para os nossos propésitos é suficiente considerar que caos deterministico é um movi-
mento irregular, aperiodico, proveniente de equacoes deterministicas. Na evolucao de
um sistema dinamico cadtico, o seu movimento é caracterizado pelas seguintes propri-
edades: ¢é limitado (no sentido que as variaveis dinamicas nao podem assumir valor
infinito); é completamente aperiédico e é sensivel a pequenas variagoes nas varidveis
dinamicas. O comportamento cadtico é essencialmente devido a essa sensibilidade a pe-
quenas variacoes que, quando existe, resulta da nao-linearidade do sistema dinamico.
Na pratica, isto significa que a distancia entre as dérbitas que se originam de duas
condigoes iniciais infinitesimalmente proximas diverge exponencialmente no tempo.
Por outro lado, como o atrator deve permanecer num dominio limitado do espaco de

fase, duas trajetérias nao podem divergir para sempre. Estas duas condicoes, aparente-
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mente antagonicas, dao origem ao atrator estranho. A divergéncia de duas trajetérias
arbitrarias se da apenas por pequenas distancias no espago de fase e é seguida de um
dobramento do atrator. Novas divergéncias e dobramentos aparecem devido a acao do
fluxo, de tal forma que o aspecto final do atrator estranho é o de uma camada dobrada
nela mesma muitas vezes e com dimensao fractal (dimensao fraciondria) menor que a
dimensao do espaco de fase do sistema.

Sistemas do tipo (3.1) com n < 2 ndo podem ser cadticos. Para n =1, como
as trajetorias nao podem se cruzar, o movimento fica restrito a uma linha no espaco
de fase que se aproxima ou se afasta de um ponto fixo quando ¢ — oco. Para n =2,
o teorema de Poincaré-Bendixson [15, 16] diz que uma trajetéria limitada pode se
aproximar somente de um ponto fixo ou entao de um ciclo limite. Pontos fixos e
ciclos limites representam movimento regular. Portanto, sistemas do tipo (3.1) podem
apresentar comportamento cadtico somente para n > 3. Além disso, o comportamento
cadtico nao ocorre para todos os conjuntos de parametros das equacoes que modelam
o sistema dinamico. Para algum conjunto de parametros a solucao é regular e para
outros é caodtica.

Para finalizar, como exemplo de atrator estranho, reproduzimos na figura 3.1
o atrator do sistema de Rdssler modificado (2.1), correspondente a um conjunto de

parametros para o qual a evolucao do sistema é caotica.

3.1.2 Variedades Invariantes

Uma formulagao geométrica da teoria de equagoes diferenciais conceitua a equagao
diferencial como um campo vetorial sobre uma variedade. Intuitivamente, uma va-
riedade (manifold)? I-dimensional em R" (I < n) pode ser visualizada como uma
superficie suave formando um subconjunto de IR". Podemos citar como exemplos de
variedade unidimensional uma linha reta infinita ou uma circunferéncia definidas em

R", com n > 2. Exemplos de variedades bi-dimensionais sdo as superficies de um

2 Para uma descri¢io completa e cuidadosa, ver referéncia [17].
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z/V

Fig. 3.1: Espago de fase do sistema de Rossler modificado (2.1) para Ry; = 70k Os
valores dos demais componentes sao os da tabela 2.2.

cilindro infinito, de uma esfera, de um toro e de um plano real infinito em IR", com
n > 3. Ja a superficie de um cubo nao é uma variedade, pois os vértices do cubo nao
satisfazem a condicao de suavidade. Variedades tridimensionais em IR", com n > 4, sdo
mais dificeis de serem visualizadas. O exemplo mais simples é o espaco tridimensional,
IR3, infinito. Uma variedade invariante é uma variedade com a condicdo adicional
de que orbitas iniciando sobre ela permanecam na variedade através do curso de sua
evolucao dinamica. Adicionalmente, o conjunto das orbitas as quais se aproximam ou
se afastam de uma variedade invariante, M, assintoticamente no tempo, sao também
variedades invariantes, as quais sao chamadas de variedades estaveis e instaveis, respec-
tivamente, de M. O conhecimento das variedades invariantes de um sistema dinamico,
tanto quanto as interagoes de suas respectivas variedades estaveis e instaveis é ab-
solutamente vital a fim de obtermos um completo entendimento da dinamica global.
Variedades invariantes também possuem a propriedade de persistirem sob pequenas

perturbagoes [18]. Como veremos mais a frente, estaremos interessados principalmente
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na variedade de sincronizagao de um sistema acoplado, que é uma variedade invariante.
O conhecimento da estabilidade dessa variedade é de crucial importancia na teoria de

sincronizacao.

3.2 Analise de Estabilidade

Nesta secao introduziremos conceitos importantes relacionados a estabilidade
de pontos fixos e ciclos limites. Para caracterizarmos estruturas mais complexas, tais
como atratores estranhos, introduziremos os expoentes de Liapunov. No capitulo 4
veremos que a sincronizacao de um conjunto de sistemas acoplados pode ser analisada
estudando-se a estabilidade de um ponto fixo na origem da variedade transversal a

variedade de sincronizacao.

3.2.1 Pontos Fixos

Um ponto fixo® x* do sistema (3.1) é uma solucao constante tal que,

dx

- =f(x") =0. (33)

x(t)=x*

Estamos interessados na estabilidade do ponto fixo x*. Para isso, linearizaremos o
sistema (3.1) em torno de x*, assumindo um deslocamento infinitesimal em relagao a
esse ponto, n(t) = x(t) — x*. A pergunta que se faz é se o deslocamento ird crescer
ou convergir para zero. Para isso, substituimos no sistema (3.1) x(t) por x* + n(t),

obtendo:
n=fx"+mn). (3.4)

Podemos fazer uma expansao em série de Taylor de f(x* + 1) em torno de x*, como
segue:

f(x* +n) = f(x*) + Df(x*)n +O(n?) , (3.5)

3 Também chamados pontos de equilibrio, pontos estacionérios ou pontos singulares.
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onde Df(x*) é uma matriz quadrada de ordem n, que é chamada matriz jacobiana.

Ela possui os seguintes elementos:

Ofi
[ PN
J Ix(t)=x
Fazendo a andlise préxima ao ponto fixo temos |n| << 1, donde podemos manter em
(3.5) apenas os termos lineares em 1. Lembrando, ainda, que f(x*) = 0, obtemos a

seguinte aproximagao linear para o sistema (3.4):
n=Df(x")n. (3.7)

A estabilidade é determinada pelos autovalores da matriz jacobiana. Se a parte real de
pelo menos um autovalor é maior do que zero, o ponto fixo ¢é instavel Por outro lado,
se a parte real de todos os autovalores é menor do que zero, o ponto fixo é estavel. Se
algum dos autovalores tem parte real igual a zero, entao a estabilidade nao pode ser

determinada pela linearizacao.

3.2.2 Ciclos Limites

O ciclo limite é uma oscilagao auto-sustentada e isolada, isto é, trajetorias vi-
zinhas nao sao fechadas; essas trajetdrias se aproximam ou se afastam do ciclo limite.
Ciclos limites sao fenomenos inerentemente nao-lineares. Podemos descrever um ciclo

limite do sistema (3.1) da seguinte forma:
x(t)=x(t+1T), (3.8)

para todo t e algum periodo minimo 7" > 0. Em outras palavras, a trajetoria no
espaco de fase retorna ao ponto de partida depois de um tempo 7". O conjunto atrator
correspondendo ao ciclo limite é a curva tragada por ¢;(x) num periodo. O espectro de

Fourier de uma solucao periédica consiste de picos discretos na freqiiéncia fundamental
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v = 1/T e seus harmonicos 2v, 3v,.... A amplitude de algum destes componentes
pode ser zero. Ciclos limites estaveis sao muito importantes fisicamente; eles modelam
sistemas que apresentam, como ja foi dito, oscilagbes auto-sustentadas, ou em outras
palavras, estes sistemas oscilam sem a necessidade de uma forca externa periddica.
Alguns exemplos sao: a batida do coracao; ritmos diarios da temperatura do corpo
humano e secrecao hormonal.

Consideremos, agora, uma Orbita peridédica do sistema (3.1). Se xo é um ponto
da érbita periddica, entdo é possivel construir uma superficie com dimensao (n — 1)
que intercepta transversalmente a Orbita, denominada secao de Poincaré. Uma vez
escolhida a secao, observam-se os pontos de consecutivas interseccoes da trajetéria com
esta, sendo que a seqiiéncia discreta de pontos resultantes origina um mapa, chamado
de mapa de Poincaré. Portanto, a secao de Poincaré associa ao fluxo de um sistema

dinamico continuo no tempo um mapa. Dado um ponto sobre a secao de Poincaré,

y

() ()
y QN

(x3.)

Fig. 3.2: Se¢ao de Poincaré.

podemos nos perguntar qual serda o préoximo ponto sobre a mesma que a trajetéria ird
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originar a cada vez que ela intercepta a se¢cao no mesmo sentido. Dessa forma estaremos
reduzindo a analise da estabilidade de uma érbita periddica a analise da estabilidade de
um ponto fixo do mapa gerado por essa érbita. Uma secao de Poincaré para o sistema
(3.1) origina o seguinte mapa:

Xip1 = P(x1) | (3.9)

onde x; representa a k-ésima intersecao da trajetéria com a secao de Poincaré. Ob-
servamos que um oOrbita periddica corresponde a um ponto fixo no mapa de Poincaré.
Entao, a andlise da estabilidade linear de um ciclo limite corresponde aquela de um
ponto fixo do mapa de Poincaré. Seja x* um ponto fixo do mapa P, isto é, P(x*) = x*.
Entao, uma trajetéria que parte de x* retorna a x* apés um certo tempo 7. Usando
procedimento andlogo ao da secao 3.2.1, podemos definir um deslocamento infinitesi-

mal, &, em relacdo a x*, e escrever a seguinte relagao (seguindo a regra (3.9)):

X'+ &1 = P+ &)
= P(x") + DP(x") &+ O(&) , (3.10)

onde realizamos uma expansao em série de Taylor da fungdo P(x* + &) em torno
do ponto fixo x*. Assumindo que termos O(|€%]) sdo despreziveis e lembrando que

x* = P(x*) podemos escrever o mapa linearizado como

A estabilidade vai ser determinda pelos autovalores A; da matriz DP(x*): a drbita
periddica vai ser estavel se e somente se |A;| < 1 para todos os j, onde j =1,...,n — 1.
Os autovalores \; sao chamados de multiplicadores de Floquet da 6rbita periddica.

Em geral, os multiplicadores de Floquet sé6 podem ser obtidos numericamente [18].
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3.2.3 Expoentes de Liapunov

Os dois atratores citados até aqui (ponto fixo e ciclo limite) sdo exemplos de
estruturas muito regulares e suas dimensoes tomam valores inteiros. Esses dois tipos
de atratores possuem a propriedade de que pontos préximos no espago de fase perma-
necem proximos na evolucao temporal, isto é, pequenos desvios nas condicoes iniciais
permanecem pequenos quando t — oco. Por outro lado, quando a evolucao de duas tra-
jetorias, para um determinado conjunto de parametros do sistema, inicialmente muito
proximas, divergem exponencialmente para ¢ — 0o, o atrator é chamado estranho ou
cadtico, isto é, o sistema é cadtico. Tais sistemas possuem sensivel dependéncia as
condicoes iniciais. Para quantificar tais sistemas, temos a necessidade de introduzir
um método que seja capaz de caracteriza-los. Isto é possivel através dos expoentes de
Liapunov .

Expoentes de Liapunov, tanto de sistemas dissipativos quanto de sistemas con-
servativos, caracterizam o comportamento global, isto é, o comportamento assintotico
de trajetorias. Eles medem a razao da divergéncia ou convergéncia de orbitas inici-
almente proximas no espaco de fase. Suponha que um certo tempo transiente tenha
passado tal que a trajetoria esteja sobre o atrator e x(¢) é um ponto qualquer desse
atrator num tempo t. Considere um deslocamento infinitesimal §(0). Para sistemas

cadticos vale a seguinte propriedade:
[6(t)| & |6o]e™ (3.12)

que pode ser observada qualitativamente na figura (3.3). Consideremos a evolucao de
uma esfera infinitesimal de condicoes iniciais definida no espaco de fase do sistema
(3.1). Sob a agdo do fluxo, essa esfera vai ficar distorcida na forma de um elipséide.
Seja o, k = 1,....,n, o comprimento do k-ésimo eixo principal do elipséide. Entao,
ap6s um tempo ¢, 5x(t) = 6, (0)e !, onde \; sdo os expoentes de Liapunov (um sistema
n-dimensional possui n expoentes de Liapunov). Para ¢ grande, o diametro do elipséide

vai ser controlado pelo Ay mais positivo, como pode ser visto qualitativamente na figura



3. TOPICOS EM SISTEMAS DINAMICOS 29

X(t)

X(1)+5(t)

Fig. 3.3: Divergencia de drbitas préximas.

(3.4). Os expoentes de Liapunov sdo numeros reais e podem ser ordenados em ordem

- .
AR
L/

Fig. 3.4: Evolucao da esfera de condic¢oes iniciais.

decrescente: A\ > Ay >,...,> \,. Os expoentes positivos representam as direcoes de
estiramento no espago de fase; os negativos as dire¢oes de contragao e os expoentes nulos
representam a direcao marginal. Se a trajetéria nao termina em um ponto fixo, entao
pelo menos um expoente de Liapunov é nulo. A razao para isto é que a trajetoria evolui
com o tempo sem ir para um final, nao havendo contragao nem divergéncia ao longo
desta. A soma dos n expoentes do espectro de Liapunov mede a razao da contracao do

espago de fase. Mas pela equagao (3.2) a razao da contragao do espago de fase também
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é dada pelo divergente do campo vetorial f(x). Portanto,

Conseqlientemente, para sistemas dissipativos a soma ¢é negativa, refletindo a contragao
do espago de fase; para sistemas conservativos a soma é zero.

Um dos algoritmos mais utilizados para o célculo numérico do espectro de Lia-
punov de sistemas de equagoes diferenciais é o de Wolf et al. [19], baseado nas técnicas
desenvolvidas independentemente por Shimada e Nagashima [20] e Benettin et al. [21].
Ambas basearam-se na técnica desenvolvida por Benettin et al. [22] para o célculo do

maximo expoente de Liapunov. Uma técnica diferente é dada por Eckmann e Ruelle
[23].
3.2.3.1 Definicao de Expoentes de Liapunov

A diferenca infinitesimal £(¢) de duas trajetérias vizinhas evolui no tempo de

acordo com a equacao variacional

n
g’izzgg &G, i=1,..n, (3.14)

k=1
onde Jf;/0x). sdo os elementos da matriz jacobiana do campo vetorial f(x), e que em
geral é dependente do tempo. O sistema variacional (3.14) é o termo linear de uma
expansao em série de Taylor. Quando a solugao é estaciondria, isto é, X = 0 em (3.1),
a matriz jacobiana correspondente é independente do tempo e seus autovalores podem
ser calculados analiticamente. Os expoentes de Liapunov de um ponto estacionario sao
iguais a parte real de seus autovalores. No caso geral nao existe solugao estacionaria,
e a equacao variacional tem que ser resolvida numericamente. A linearizagao transfere
a dinamica do espaco de fase para o espago tangente. Seguindo a evolucao do vetor

tangente, £(t), ao longo da trajetéria, constata-se que seu comprimento pode crescer
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ou diminuir a uma razao exponencial. Esta razao determina o expoente de Liapunov,

1
A= tlim i log [€(1)] , (3.15)

onde |.| significa a norma euclidiana,

=@ rgt..re. (3.16)

No que se refere a qual dos n possiveis expoentes sera obtido em (3.15), observa-
remos que, devido ao efeito do estiramento, todos os vetores tangentes irao alinhar-se
na direcao de maior crescimento, levando ao maior expoente de Liapunov. Os valores
de \; poderiam depender do ponto inicial x(¢ = 0), mas isso foi excluido pelo teorema
de Oseledec [24], que justifica 0 uso de uma dire¢ao arbitraria no espago de fase se
existir uma medida ergdédica do sistema. Pode-se esperar (com probabilidade 1) que
duas condicoes iniciais escolhidas aleatoriamente, irao divergir exponencialmente a uma

razao dada pelo maior expoente de Liapunov.

3.3 Rotas para o caos - intermiténcia no cenario

de Pomeau-Maneville

Existem trés rotas basicas ja amplamente estudadas para o caos. Sao elas:
a) Quasiperiodicidade;
b) Dobramento de periodo;
c) Intermiténcia.

Descrevemos a seguir algumas caracteristicas da rota para o caos denominada
intermiténcia. Esta rota foi descoberta em 1980 por Pomeau e Manneville [4] e as suas

principais propriedades sao detalhadas em [25].
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3.3.1 Comportamento caracteristico

Os sistemas que estao em regime intermitente se caracterizam basicamente por
uma resposta linear num certo intervalo de tempo - as denominadas fases laminares -
mas que é abruptamente modificada por estouros cadticos de rapida duracao que ocor-
rem a intervalos irregulares. Um exemplo é o comportamento intermitente apresentado

pelo sistema analisado nesta dissertacao, como podemos observar na figura 3.5. Nela,

Burst

=

L

n
! l\ ” \'\ — "

Sinal

Tempo
Fig. 3.5: Exemplo de sinal intermitente

estabelecemos que GG é o limiar que define a ocorréncia de um estouro se a amplitude
do sinal for maior que GG ou de uma fase laminar se a amplitude do sinal for menor que

G. Também definiremos que L,, sera o tamanho da enésima fase laminar.

3.3.2 O mecanismo que provoca a intermiténcia

Para um sistema dinamico qualquer, vamos impor que ele possua um parametro
de controle que passaremos a denominar a partir de agora por €. Para certos valores

de ¢, este sistema dinamico possuira um ciclo limite atrator. Portanto, nesta situacao,
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o sistema em questao estard oscilando e sera estavel frente a pequenas perturbacoes.
No entanto, a medida que aumentarmos este parametro de controle, chegar-se-4 em
um determinado valor critico do parametro de controle - €. - onde aparecerao estouros
caoticos. Ao nos afastarmos deste parametro critico, estes estouros serao cada vez mais
freqiientes, até a resposta do sistema se tornar completamente cadtica.

Pomeau e Manneville pensaram em termos da secao de Poincaré para explicar
este mecanismo que leva um sistema dinamico ao comportamento intermitente. Deste
ponto de vista, para ¢ < g, teremos que as oscilagoes estaveis corresponderao a um
ponto fixo estavel na secao de Poincaré. Ja quando tivermos € > &., este ponto fixo
se tornara instavel. Pelo fato de haver apenas trés modos de um ponto fixo poder
perder sua estabilidade (em todos eles o médulo dos autovalores do mapa de Poincaré
linearizado® torna-se maior que a unidade), Pomeau e Manneville distingiiiram trés
tipos de intermiténcia, identificadas como tipo I, II e III. Em todos eles a intermiténcia
inicia com uma bifurcacao na qual os multiplicadores de Floquet da érbita periddica
(ponto fixo na secao de Poincaré) passam de |A;| < 1 (¢ < e.) para [A\;| > 1 (e > ).
Podemos entao imaginar um circulo de raio unitario no plano complexo de modo que
0s \; possam atravessd-lo de trés maneiras diferentes: pelo eixo real (por +1 e —1)
e por um numero complexo qualquer (o £ i com «, 3 # 0). De uma forma ou de
outra, quando o A; atravessa o circulo unitario, a drbita periddica se desestabiliza
e, associado a um mecanismo de reinjecao aleatério, a intermiténcia se estabelece.

Pomeau e Manneville criaram entao a seguinte classificagao:

Intermiténcia tipo I : passagem pelo circulo unitario por +1;
Intermiténcia tipo II : passagem pelo circulo unitario por a 4¢3 com «, 3 # 0;

Intermiténcia tipo III : passagem pelo circulo unitario por —1.

Pensando em termos do espaco de fase, podemos compreender que o que ocorre é

a resposta do sistema “explodir” em um grande atrator, onde a antiga orbita periddica

4 Os autovalores sdo os multiplicadores de Floquet da secdo 3.2.2
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limite serda um subconjunto deste novo atrator caético quando € = ¢.. Portanto,
como resultado da bifurcacao, uma orbita periddica torna-se fracamente instavel. Em
conseqiiéncia, durante os estouros, a trajetoria se afasta da orbita periddica que existia

para € < .. Existem trés tipos genéricos de bifurcagoes que atendem estes requisitos:
a) Bifurcagao tangente;

b) Bifurcagao de Hopf subcritica;

c) Bifurcacao de dobramento de periodo subcritica.

A cada uma destas bifurcacoes foi associado um dos trés tipos de intermiténcia: tipo I —
a), tipo IT — b) e tipo III — ¢). Entretanto, é importante salientar que somente a perda
de estabilidade por uma destas trés bifurcacoes nao é condicao necessaria para que
ocorra a rota para o caos através da intermiténcia. E necessario que também tenhamos
um mecanismo de reinjecao ou “relaminarizagao”, isto é, um mecanismo que reinjete
repetidamente a trajetéria em uma vizinhanca proxima a orbita periddica original.
Portanto, os estouros corresponderao a afastamentos da orbita no espaco de fase da
trajetéria original e as fases laminares, aos instantes em que ela permanecer proxima
a ela. Este mecanismo é obviamente necessario pois, se nao ocorresse, a trajetoria
jamais visitaria novamente a érbita original e nao teriamos as fases laminares tao

caracteristicas do comportamento intermitente.

3.3.3 Leis de escala

Os trés tipos de intermiténcia do cenario de Pomeau-Manneville apresentam
transicoes distintas préximo a e, devido aos seus respectivos mecanismos de bifurcacao.
Em funcao disso, podemos esperar um comportamento distinto para cada tipo de sinal
intermitente no que se refere a distribuicao dos estouros e das fases laminares no sinal.
De fato, para cada tipo de intermiténcia existem duas leis de poténcia: a probabilidade
de encontrarmos uma fase laminar de tamanho n, P (n), e o tamanho médio da fase

laminar, (n), e que assumem o seguinte comportamento [25]:



3. TOPICOS EM SISTEMAS DINAMICOS 35

a) Intermiténcia tipo I:

P(n) ~n1?2

(n) ~ (e — )

b) Intermiténcia tipo II:

P(n) ~n?

(n) ~ (e —ec)”
c) Intermiténcia tipo III:

P(n) ~n=3?

(n) ~ (e —eo)”

Alguns exemplos de estudos sobre a teoria de transicao para a intermiténcia sao
os artigos de Hu e Rudnick [26] que utilizaram teoria de renormalizagdo de grupos,
Hirsch et al. [27] que caracterizou o comportamento intermitente na presenca de ruido

e Ben-Mizrachi et al.[28].



4. SINCRONIZACAO EM SISTEMAS
DINAMICOS

E usual se falar na area de sistemas dinamicos em sincronizacao, mas, o que €, ou
melhor, o que significa sincronizacao? Queremos encaminhar a resposta a esta questao

neste capitulo, seguindo a linha desenvolvida recentemente por Pikovsky, Rosenblum

e Kurths [29].

4.1 O conceito de sincronizacao

A palavra sincronizagao é a jungao de duas palavras gregas: {pévd( (chronos,
significando tempo) e odv (sin, significando mesmo, comum), ou seja, sincronizagao
pode ser compreendida como “compartilhando o mesmo tempo”, ou “ocorrendo ao
mesmo tempo” [29].

Em dicionarios podemos também encontrar outras defini¢oes. Por exemplo,

para a palavra sincronizar:

e tornar sincrono (agdo, movimento, exercicio), ..., estabelecer uma relagao entre
acontecimentos ocorridos ao mesmo tempo, ..., produzir-se ao mesmo tempo,

ocorrer ao mesmo tempo, ser contemporaneo ou simultaneo [30];

e para a palavra sincronizacao:

e condicao de duas quantidades periédicas de terem a mesma freqiiéncia cuja dife-

renca de fase é constante ou varia em torno de um valor médio [31];
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e dois osciladores ou fontes alternadas estao sincronizados se possuem freqiiéncias

e angulos de fase idénticos [32].

Entretanto, talvez a melhor e mais atual defini¢do para sincronizacao seja dada
por Pikovsky, Rosemblum e Kurths [29] que estabelecem que podemos entender sincro-
nizacao “como um ajuste dos ritmos de objetos oscilantes devido a sua fraca interagao”.
Esta definicao, por sua vez, merece uma analise um tanto mais detalhada. Por exemplo,
quando nos referimos a objetos oscilantes, devemos estender este conceito ao modelo

de oscilador auto-suficiente que possui trés caracteristicas basicas:

a) o oscilador é um sistema ativo, isto é, possui uma fonte interna de energia que
é transformada em movimento oscilante. Matematicamente, é descrito por um

sistema dindmico auténomo (sem dependéncia explicita do tempo);

b) a forma de oscilagao é determinada pelos parametros do sistema, e ndo de como ele

iniciou seu movimento;
c) as oscilagoes sao estaveis frente a pequenas perturbagoes.

Do ponto de vista experimental, quando se acoplam dois osciladores auto-
suficientes, temos que ter em mente que estes dois sistemas sempre possuirao minimas
diferencas entre si, por mais que parecam semelhantes. Entao, quando estabelecemos
alguma forma de interacao entre eles, isto é, um acoplamento, estamos, na verdade, es-
perando que ocorra uma modificacao do comportamento oscilante, por parte de apenas
um dos sistemas - ajustando seu ritmo ao de outro - ou de ambos. Portanto, a fungao
do acoplamento é fazer um oscilador “sentir” a presenca do outro. Esta interacao de-
vera ser praticamente imperceptivel de tal forma que o sistema nao seja modificado
significativamente; entretanto, ela devera alterar os ritmos de cada um dos sistemas.

Quando falamos em ritmos, entendemos que nos referimos a freqiiéncia e o
periodo de um oscilador. Disto temos dois conceitos importantes: a freqiiéncia natural
e o chaveamento (travamento) de freqiiéncias. A freqiiéncia natural de um oscilador

¢é definida como a freqiiéncia de um sistema isolado, sem acoplamento. Ja o conceito
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de travamento de freqiiéncias esta relacionado com a interacao de dois osciladores nao-
lineares que, possuindo freqiiéncias distintas f; e fy, quando acoplados, eles poderao
comegar a oscilar com uma freqiiéncia comum f. O fato de eles sincronizarem, ou nao,

dependera de dois fatores primordiais:

a) Intensidade do acoplamento: o quao forte (ou fraca) a interagao é. Esta é uma
quantidade que varia de acordo com cada sistema e, em geral, de dificil medida

em experimentos.

b) Diferenca de freqiiéncia: quantifica o quao diferente sao os dois osciladores quando

desacoplados. Matematicamente, é descrito por:

Af:fl—f2

Ao contrario da intensidade do acoplamento, esta quantidade é facilmente men-

suravel experimentalmente.

Podemos entender entao que, quando falamos em ajuste dos ritmos, estamos
na verdade falando de travamento de freqiiéncia. Agora se temos dois osciladores fun-
cionando travados na mesma freqiiéncia, isto nao necessariamente significa que seus
movimentos sejam idénticos. Por exemplo, os dois osciladores podem estar travados
tal que as “cristas” e os “vales” das respectivas oscilagoes coincidam. Por outro lado,
eles podem estar travados tal que a “crista” de um oscilador coincida com o “vale” do
outro. Um importante conceito para diferenciar esta situacao é a fase de um oscilador.
Matematicamente, a fase é uma quantidade que aumenta em 27 para cada periodo
completado de um sistema oscilante. Dai resulta sua funcionalidade: ela apenas para-
metriza a forma de onda num ciclo. Quando consideramos dois osciladores, podemos
medir a diferenca de fase de um com relagao ao outro, ela ajuda a distinguir entre os
dois regimes de sincronizacgao diferentes referidos acima - a sincronizagao em fase e a
em anti-fase.

Devemos ficar atentos a algumas restri¢oes ao tentarmos identificar o fenomeno
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de sincronizacao num sistema. Por exemplo, nao podemos confundir ressonancia com
sincronizacao. Ressonancia é um fenémeno exibido por um sistema oscilante sujeito a
uma forca externa e peridédica, onde a amplitude de oscilacao do sistema fisico torna-se
maior quanto mais a freqiiéncia da forga externa se aproxima da freqiiéncia natural do
sistema oscilante. No entanto, ao retirarmos a forca externa periédica, as oscilagoes do
sistema cessam, nao caracterizando um oscilador auto-suficiente.

E necessdrio também que possamos distinguir no sistema em questao dois os-
ciladores auto-suficientes para nao correr o risco de apenas se analisar duas variaveis
pertencentes a um mesmo sistema e que obviamente oscilarao com a mesma freqiiéncia.

Uma ultima ressalva deve ser feita quanto ao acoplamento. Como fora dito
anteriormente, a intensidade do acoplamento deve ser fraca, mas qual é o critério para
um acoplamento ser forte ou fraco? A resposta estd na prépria andlise do sistema e
no critério anterior de se poder distinguir dois osciladores auto-suficientes fracamente
acoplados, de tal forma que cada um mantenha sua identidade.

Em suma, em um experimento, se observarmos duas quantidades que oscilam
aparentemente sincronizadas, nao necessariamente tratar-se-4 de um caso de sincro-
nizacado. Para denominarmos este fenomeno de sincronizagao, as seguintes condigoes

tém que ser satisfeitas:

a) Deveremos ter dois osciladores auto-suficientes;
b) os sistemas deverao ajustar seus ritmos devido a fraca interacao;

c) o ajuste dos ritmos ocorre para um intervalo de parametros, isto é, se a freqiiéncia
natural de um oscilador varia lentamente, o outro, que esta acoplado, acompa-

nhara esta variacao até um certo ponto em que ambos dessincronizarao.

Portanto, uma simples observagao nao serve de conclusao para a comprovacao da
ocorréncia de sincronizagao. Sincronizacao €, entao, um processo dinamico complexo,
e nao apenas um estado.

No nosso trabalho consideramos como exemplo de oscilador auto-suficiente o

circuito de Rossler como o descrito no capitulo 2. Empregamos dois circuitos montados
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da mesma maneira e que, portanto, dentro da resolucao experimental, representam dois
osciladores idénticos. A seguir veremos como estes dois circuitos podem ser acoplados

para que se estabeleca uma interacao entre eles.

4.2 Formas de acoplamento

Existem inumeras formas de realizarmos o acoplamento entre uma ou mais
equacoes que definem a dinamica de determinado sistema composto, entretanto, mui-
tas delas nao possuem interesse pratico. Basicamente podemos subdividir as formas de
acoplamento em duas grandes classes: acoplamento unidirecional e acoplamento bidi-

recional. No acoplamento unidirecional, somente um dos sistemas recebe a influéncia

Sistema 1 Sistema 2
“Mestre” “Escravo’

Fig. 4.1: Acoplamento unidirecional.

Sistema 1| |Sistema 2

Fig. 4.2: Acoplamento bidirecional.

do outro. O sistema composto pode ser classificado como um sistema do tipo mestre-
escravo [3, 33], onde o sistema 1 é o mestre, que dirige o sistema 2 que é chamado de
escravo. A dinamica do sistema escravo é alterada pela influéncia do sistema mestre,
porém, o inverso nao ocorre, isto é, o sistema mestre evolui de forma isolada. Ja no
acoplamento bidirecional ocorre um intercambio de informacoes entre dois ou mais sis-
temas acoplados. Quanto a forma como é realizado o acoplamento nas equagoes que
descrevem o sistema dinamico, também podemos distinguir dois casos principais: aco-

plamento na variavel e acoplamento na equacao. Lembramos que um sistema dinamico



4. SINCRONIZACAO EM SISTEMAS DINAMICOS 41

pode ser genericamente representado pela equagao vetorial

x = f(x, ), (4.1)

onde f expressa a regra dinamica; x, as variaveis dinamicas e €, as varidveis estaticas,
incluindo o parametro de controle. Seja h a fungao que ira realizar o acoplamento entre
dois sistemas dinamicos; ela pode ter como argumentos as variaveis dinamicas dos dois

sistemas ou de apenas um deles. Entao, o acoplamento na equagao é definido por:

% = f(x,¢) +h. (4.2)

O acoplamento nas variaveis define-se como:

x =f(x+h,e). (4.3)

Na literatura especializada os estudos relacionados a sincronizagao de caos em-
pregam em sua grande maioria o acoplamento na equagao. Pouca ou nenhuma énfase
é dada ao acoplamento na variavel. Por considerarmos que ha muitas situacoes em
que, do ponto de vista pratico, esse iltimo acoplamento é mais interessante do que o
anterior, queremos abordar primordialmente o acoplamento na variavel neste traba-
lho. Sem acoplamento, isto é, quando h = 0, a evolucao dinamica de cada oscilador
ocorre de forma independente no seu espaco de fase, x € IR", onde n é a dimensao do
sistema. Por tltimo, vamos definir sistemas idénticos. Sejam dois sistemas dinamicos:
x =f(x,e) ey = g(y,e) comy € R" Estes sistemas sao idénticos se forem descritos
por campos vetoriais idénticos, isto é, f = g. Experimentalmente, essa definicao nao
pode ser seguida a risca, pois sempre existem pequenas diferencas na implementacao
fisica do modelo. Por exemplo, na montagem dos circuitos que modelam o sistema
de Rossler descrito no capitulo 2, as melhores resisténcias que pode-se encontrar no
mercado atualmente - e que foram usadas no experimento - apresentam uma variagao

de 1% em seu valor nominal. Realizando o acoplamento entre esses dois sistemas, ob-
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teremos um novo sistema composto que tera sua dinamica descrita no espago de fase,
x X y € R" x R" = R™". Portanto, o acoplamento de varios sistemas acarreta um
aumento significativo da dimensao do espaco de fase no qual ira evoluir a dinamica
do sistema composto, tornando dificil a andlise, por exemplo, da estabilidade dos seus

estados de equilibrio.

4.3 Sincronizacao em sistemas cadticos

Quando falamos em sistemas cadticos e na sincronizacao entre eles, estaremo-
nos referindo a osciladores auto-suficientes e cadticos acoplados entre si, com todas
as caracteristicas para sincronizacao descritas anteriormente. Assim, em funcao da
intensidade do acoplamento entre os osciladores, esperamos caracterizar duas situacoes
distintas. Para um acoplamento fraco, a interacao faz os dois sistemas oscilarem com
uma freqiiéncia média aproximadamente igual, mas que nao afete a natureza cadtica das
oscilagoes, ou seja, as evolugoes temporais sao distintas. Ja para um acoplamento forte,
além da freqiiéncia média ser a mesma, as amplitudes cadticas também sao afetadas
pela interagao e tendem a ser iguais. O primeiro caso denominamos de sincronizagao
de fase e 0 segundo, sincronizagao de amplitudes ou idéntica.

Para ilustrarmos os conceitos de sincronizacao de fase, sincronizacao idéntica,
variedade de sincronizagao e variedade transversal, descreveremos a seguir uma mon-
tagem com dois circuitos de Rossler acoplados. O sistema acoplado é descrito pelas

seguintes equacoes:
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d

% = —al(z; + By1 + A1)

d

% = alz1+ ) (44)

dz

d_tl = da(g(r1) — 21)
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d

o= ol ) (4.5)
t

dz

— = dalgle) — ),

onde € é o parametro de acoplamento. As constantes sao dadas em termos dos com-
ponentes dos circuitos, como foi visto no capitulo 2. O sistema composto (4.4)-(4.5)
pode ser classificado como um sistema do tipo mestre-escravo [3, 33], onde o sistema 1
é o mestre, que dirige o sistema 2 que é chamado de escravo. O acoplamento é unidire-
cional, j& que somente o sistema 2 recebe influéncia do sistema 1, sendo que o inverso

nao ocorre. O circuito que simula esta situagao pode ser observado na figura 4.3.

-&{Xm=-Xe
R, é H -
A, " AP
o ; ; \/
1 XE Xm L

P @w—

Fig. 4.3: Circuito que simula o sistema composto (4.4)- . A intensidade do aco-
plamento é controlada pelo valor de €. Observe que Xy=ze Xg = 2s.
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Na figura 4.4 observa-se o resultado experimental obtido, plotando y; = Yy,
contra y, = Y para diferentes valores do parametro de acoplamento . Na figura
4.4(a) € = 0 e os dois sistemas estao desacoplados. Eles nao estao sincronizados, pois
percebemos do grafico que as evolugoes de Yy, e Yi estao totalmente descorrelacionadas.
O espago de fase do sistema composto possui 6 dimensoes; a figura mostra uma projecao
bidimensional deste. Agora, quando a interac¢ao entre os circuitos se torna ativa (e # 0),
o grafico Y), contra Yy (figuras 4.4(a) e(b)) muda. Passaremos a explicar a seguir estas

mudancas em termos de sincronizacao de fase e sincronizacao idéntica.

4.3.1 Sincronizagao de fase em sistemas cadticos

Inicialmente a sincronizacao era considerada como a completa coincidéncia dos
estados individuais dos sistemas. Isto significava que dois osciladores estao sincroni-
zados quando eles oscilam em fase e suas amplitudes sao as mesmas, o que recebe o
nome de sincronizacao idéntica ou ainda de amplitude. Mas de forma geral, pode-se
considerar um sistema sincronizado com outro quando existe uma relagao entre as suas
fases, tal que n ¢ — m @9 = const, (m,n sdo ntmeros inteiros e const é uma constante
arbitraria), sendo que as amplitudes podem ser bem diferentes. Neste caso temos a
sincronizacao de fase [34-38].

Analisemos a figura 4.4(b) neste contexto. Agora os sinais dos dois osciladores
ja apresentam uma correlagdo, uma vez que a figura mostra uma estrutura que nos faz
lembrar uma figura de Lissajous. Figuras de Lissajous sao geradas num osciloscopio
quando se aplicam aos canais vertical e horizontal, respectivamente, as saidas de dois
osciladores independentes e que mantém uma diferenca de fase constante no tempo.
Portanto, na figura 4.4(b), a relacdo n ¢; — m ¢y = const (onde ¢; é a fase de Yy, e
¢2 a de Yg) deve estar sendo satisfeita e, assim, estamos visualizando nesta figura a
sincronizacao de fase de dois sinais cadticos.

Para investigar essa forma de sincronizacao, uma variavel de fase, bem definida,

deve ser identificada em ambos os sistemas acoplados. Isso pode ser feito heuristica-
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Fig. 4.4: Resultado experimental obtido para o sistema mestre-escravo (4.4)-(4.5)

para (a) €

circuitos. Observe que Yy =y e Y = vo.

0, (b) e = 0,05, (¢) e = 0,75 e Ry; = 35k2 em ambos
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mente para atratores estranhos que espiralam em torno de algum ponto em particular
numa projecao bidimensional, como no caso do atrator de Rossler. Mas de modo geral,

¢ dificil obtermos uma variavel de fase bem definida para sistemas cadticos.

4.3.1.1 A definicao de fase em sistemas cadticos

A fase é a variavel que corresponde ao movimento ao longo do ciclo limite
(6rbita periddica), isto é, ao longo da diregdo na qual nao ocorre contragdo e nem
expansao do espaco de fase [37]. Portanto, queremos definir a fase como sendo a varidvel
que corresponde ao expoente de Liapunov nulo para um fluxo dinamico continuo com
comportamento cadtico. A seguir apresentamos trés possiveis definicées para a fase de

um sistema cadtico.

a) Seja um sinal representado pela variavel s(t). Temos que determinar a amplitude
e a fase de tal sinal. Podemos seguir o método introduzido por Gabor [39], que
usa o conceito de sinal analitico e é baseado na transformada de Hilbert. O sinal

analitico ¢ (t) é uma fun¢ao complexa do tempo definida por
W(t) = s(t) +i3(t) = A(t)e' =) (4.6)

onde a funcado s(t) é a transformada de Hilbert de s(t),

t—1T1

3(t) = %V.P. /OO ) 4 (4.7)

e}

onde V.P. significa Valor Principal de Cauchy. A fase instantanea, ¢g(t), e a

amplitude, A(t), sdo definidas univocamente por (4.6).

b) Muitas vezes é possivel encontrar uma projegdo do atrator em algum plano que
lembra um ciclo limite, isto é, a trajetéria gira em torno da origem (ou outro
ponto que pode ser tomado como sendo a origem). Isto significa que é possivel
tomarmos de uma forma adequada uma certa secao de Poincaré. Com o mapa

gerado pela se¢do de Poincaré, podemos definir a fase (atribuindo a cada volta
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completa um aumento de 27) da seguinte forma:

t—1,
¢M = 271'15“7_15 + 27Tn s (48)

com t, <t < t,1 et, éo tempo da enésima intersecao com a superficie se-
cante. Note que para oscilagoes periddicas, esta definicao recai na forma usual
da definicao de fase. Definida da forma acima, a fase corresponde a uma funcao
do tempo linear por partes. Fica claro que deslocamentos na fase nao divergem
nem convergem no tempo, portanto, isto corresponde a direcao a qual esta asso-
ciada o expoente de Liapunov nulo. Porém, existe uma ambigiiidade na escolha
da secao de Poincaré a ser utilizada, e conseqlientemente, essa ambigiiidade se
reflete na definicao da fase. Apesar disso, essa definicao é particularmente inte-
ressante quando trabalhamos com o sistema de Rossler. O atrator desse sistema
possui uma projec¢ao no plano (x,y) que é algo préximo de um circulo no qual o

raio oscila aleatoriamente em torno de um certo valor.

c) Se a projegao, que foi mencionada acima, for encontrada, podemos introduzir a fase
como sendo o angulo entre uma certa diregdo de referéncia fixa (na projecao) e
o vetor tracado desde a origem até o ponto para o qual queremos determinar a

fase, isto é,

¢p = arctan (%) . (4.9)

Segundo Pikovsky et. al. [37], para o sistema de Rossler as trés defini¢oes de

fase anteriormente apresentadas dao resultados equivalentes.

4.3.2 Sincronizacao idéntica

Finalmente analisemos o resultado da figura 4.4(c). Nota-se uma forte correlagao
entre os valores de Y, e Yg, tanto é que eles tendem a ser iguais. Nesta condicao dize-
mos que Yy, e Yg estao sincronizados em amplitude. Em conseqiiéncia hé uma reducao

do espaco de fase do sistema composto para 3 dimensées. A figura 4.4(c) mostra uma
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-0.54
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Fig. 4.5: Exemplo de um atrator hipotético que possui uma projecao bidimensional
na qual pode-se obter a fase pela relagao ¢ = arctan(y/x).

projecao bidimensional. Note-se que a evolugao dinamica do estado sincronizado se déa
sobre uma linha nesta projecao. Podemos definir sincronizagao idéntica da seguinte

forma. Seja

%1 = f(x1) | (4.10)

o campo vetorial que descreve um sistema 1 e

5(2 = f(Xz,Xl) s (411)

o campo vetorial que descreve o sistema 2. Se existir um conjunto de condic¢oes iniciais
dado por uma regiao B no espaco de fase do sistema composto, isto ¢, para B C IR3xIR?
tal que para V(x; (0),x2 (0)) € B tenhamos

lim [x;(t) — x2(t)] = 0, (4.12)

t—o0

entao, os sistemas acoplados 1 e 2 estarao sincronizados identicamente. A sincronizagao
idéntica surge quando a orbita do sistema mestre e a érbita do sistema escravo se apro-
ximam assintoticamente e se fundem numa tnica érbita, que irda descrever a evolucao

do sistema composto sincronizado. Em sistemas experimentais, devido ao ruido e a
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pequenas diferencas inerentes na montagem experimental, o critério para sincronizacao
idéntica é dado por |x1(t) — x2(t)| < &, sendo £ um valor pequeno. O espago de fase
do sistema composto possui 6 dimensoes e é formado pelas coordenadas x1, y;, 21, T,
Yo € 2o. Porém, quando os sistemas estao sincronizados, a evolucao se da sobre uma
superficie (variedade) de dimensao menor, definida pelas igualdades: z5 = x1, yo = 11

e zo = 2. Essa superficie recebe o nome de variedade de sincronizagao [3].

4.3.2.1 Estabilidade: a Variedade Transversal

Continuando a anélise do nosso exemplo, chegamos a questao da estabilidade
da variedade de sincronizacao. A propriedade de um sistema acoplado possuir uma
variedade de sincronizagao é independente do fato de o sistema convergir ou divergir
para essa variedade durante a sua evolugao [3]. Para fazermos a andlise da estabilidade
introduziremos a seguinte transformacao de coordenadas: x| = x; — xo; 7)) = 21 + ;
YL =Y1— Y23 Y| = Y1+ Y25 2L = 21 — 225 2 = 21 + 22. O que fizemos foi passar para
um sistema de coordenadas onde trés coordenadas estao na variedade de sincronizacao,
{z), yiI, 2}, e trés delas sao coordenadas transversais a variedade de sincronizagao,
{z1, y1, z1} (essas coordenadas somente sao bem definidas préximo a variedade de
sincronizacao). O ultimo conjunto de coordenadas define a variedade transversal.
Podemos observar essa decomposicao esquematicamente na figura (4.6). A estabilidade
é garantida quando z,, y, e z, tendem a zero para t— oco. O ponto {0,0,0}, na
variedade transversal, deve ser um ponto fixo assintoticamente estavel. Aplicando a

transformacao de coordenadas proposta, temos que:

yi | =f0x) = f(xe,x1) . (4.13)

Z]
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Fig. 4.6: Diagrama esquematico das variedades de sincronizacao e transversal. Adap-
tado de L. Junge [40].

Tomando o lado direito dos sistemas (4.4) e (4.5), obtemos:

T —al' — & —aff —al T
yi | = o ay 0 v | o (4.14)
ZL oagp 0 —da Z
onde,
0 sexy < 2,56
o= (4.15)
Wose xg > 2,56 .

Portanto, para que a sincronizacao ocorra, o maximo expoente de Liapunov, obtido da
forma usual a partir do sistema (4.14), deve ser negativo. Por outro lado, tomando
as equagdes variacionais do sistema 2 (escravo), obtém-se um conjunto de equagoes
idéntico ao sistema (4.14), implicando por sua vez, que o sistema escravo apresente o
maximo expoente de Liapunov negativo. Isto se torna evidente quando atenta-se para

o fato de que o sistema 1 (mestre) esta dirigindo a dinamica do sistema 2 (escravo), e
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para que a sincronizacao ocorra entre os dois sistemas, o comportamento dinamico do
sistema escravo deve convergir para o comportamento dinamico do sistema mestre. Mas
isto s6 é possivel se 0 maximo expoente de Liapunov do sistema escravo for negativo.
Estes expoentes certamente dependerao de x; e, portanto, sao chamados de expoentes
de Liapunov condicionais [33]. Porém, a condi¢ao de que o maximo expoente de
Liapunov condicional seja negativo nao é suficiente para garantir sincronizacao de alta

qualidade. Novos critérios tem sido propostos para garantir tal sincronizagao [41, 42].

4.4 Sincronizacao na presenca de ruido

Nos ultimos anos, despertou interesse a seguinte questao: qual o papel do ruido
na sincronizacao de caos? Neste aspecto normalmente considera-se o ruido gaussiano de
média nula. No campo dos processos estocasticos, um dos resultados mais interessantes
foi a descoberta de que flutuagoes (muitas vezes denominadas de ruido) podem, de fato,
induzir algum grau de ordem em uma grande variedade de sistemas nao-lineares [43].

O primeiro exemplo de tal efeito é a ressonancia estocdstica [44], onde um sis-
tema biestavel responde melhor a um sinal externo (néo necessariamente periédico) sob
a presenca de flutuacoes do que sob a dinamica intrinseca do sistema. Outros exemplos
em sistemas puramente dinamicos temporais incluem fenémenos como transicoes indu-
zidas pelo ruido [45] e transporte induzido pelo ruido [46]. Em todos estes exemplos
observa-se que a mera presenca de ruido induz uma certa ordem no sistema.

O papel do ruido na sincronizacao de sistemas cadticos foi considerado em
[47, 48]. Existem muitas divergéncias quanto a importancia do papel do ruido na
sincronizacao de sistemas frente ao sinal dos expoentes de Liapunov. O que mais tém-
se aceito é o fato de que a presenca do ruido permite ao sistema permanecer por mais
tempo na regiao de convergéncia, onde o expoente de Liapunov local é negativo, forne-
cendo entao um expoente de Liuapunov global negativo. Outra divergéncia que ocorre
diz respeito ao fato de o ruido ter, ou nao, média nula. Inicialmente, acreditava-se

que somente o ruido com média diferente de zero pudesse sincronizar dois sistemas;
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entretanto, recentemente obteve-se um resultado contrario [43].



5. INTERMITENCIA MODULACIONAL
E SINCRONIZACAO

5.1 A intermiténcia modulacional

A intermiténcia modulacional tem se tornado cada vez mais difundida entre
estudiosos do caos pelo fato dela aparecer em muitos sistemas sujeitos a ruido, princi-

palmente nos experimentais, nos quais ha muito ainda a se estudar e conhecer.

5.1.1 A descoberta da intermiténcia modulacional

Existiram duas correntes principais que trilharam as caracteristicas da inter-
miténcia modulacional paralelamente ao longo dos anos. A primeira foi a de Fujisaka
e Yamada [5] que, de inicio, ndo deram tanta atengao a este fenémeno, mas que es-
tabeleceram as principais ferramentas para o calculo das leis de poténcia descobertas
por Platt, Spiegel e Tresser [6] que a denominaram inicialmente em inglés técnico de
on-off intermittency.

Por termos descoberto primeiro a linha de Platt, Spiegel e Tresser, seguiremos
nesta dissertacao seus passos e sua linha de raciocinio; entretanto, usaremos a deno-
minagao criada por Fujisaka e Yamada.

A intermiténcia modulacional se diferencia qualitativamente e quantitativa-
mente das intermiténcias do cendrio de Pomeau-Manneville [49]. Qualitativamente
falando, verifica-se que seu parametro de bifurcacao exibe uma dependéncia temporal,

enquanto que no cenario de Pomeau-Manneville isto nao acontece. E neste ponto que
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reside a caracteristica fundamental que separa a intermiténcia modulacional das demais
para as quais o parametro de bifurcacao é estatico. No cenario de Pomeau-Manneville
a intermiténcia é induzida pela desestabilizacao de um ciclo-limite, comportamento
que nao apresenta dependéncia temporal. Por sua vez, o mecanismo responsavel pela
intermiténcia modulacional é devido a uma forca, que depende do tempo, atuante no
parametro de bifurcacao. Ja pelo lado quantitativo, podemos construir um modelo
estatistico para a distribuicao das fases laminares ao longo de um sinal intermitente,
independentemente de qual for a sua origem. Este fato implica que poderemos usar
entao todas as ferramentas da Mecanica Estatistica para deduzir as leis de poténcia
associadas aos diferentes tipos de intermiténcia. Para cada tipo temos leis de poténcia
distintas, excecao feita para as intermiténcias tipo III e modulacional que apresentam
as mesmas leis de poténcia. Portanto, para diferenciar estas duas tltimas, temos que
olhar se os respectivos mecanismos de bifurcacao exibem uma dependéncia temporal
ou nao.

Quando olhamos para o espaco de fase, o sistema dinamico sujeito a inter-
miténcia modulacional apresenta uma variedade invariante. Abaixo do valor do parametro
critico, o sistema dinamico tem um comportamento cadtico, mas completamente con-
finado a esta variedade que possui dimensao inteira menor que a do espaco de fase. No
valor para o parametro critico, a variedade perde sua estabilidade e uma bifurcacao
do tipo blowout ocorre. Conseqiilentemente as trajetérias proximas a variedade sao
repelidas [50]. Para valores préximos, mas acima do parametro de controle critico,
trajetérias cadticas poderao permanecer longos periodos perto desta variedade repe-
lente. Se nao existirem outros atratores cadticos no espaco de fase, teremos entao

intermiténcia modulacional [51].
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5.1.2 O modelo de mapa para intermiténcia modulacional

Vamos, como dissemos anteriormente, seguir a linha desenvolvida por Platt et.

al. em [6, 52], onde iniciaremos com um estudo de um mapa de forma geral

Ynt1 = 2nf (Yn) » (5.1)

e onde vamos impor as condigoes

FO)=0 e (af(y"))| £0. (5.2)

Oyn ot

A variavel z, vem de um processo aleatério ou cadtico com uma funcao densi-
dade p, (z). Feitas estas escolhas, estaremos cobrindo uma grande variedade de mapas
amplamente estudados e difundidos na area de sistemas dinamicos como, por exemplo,
os mapas logistico e da tenda.

Desejamos, neste momento, compreender as condi¢oes para o inicio do compor-
tamento intermitente no mapa (5.1). Pelas condigoes (5.2), um ponto fixo serd y = 0,

e ele serd instavel se e somente se

“ (af (y”))| > 1, (5.3)

OYn -

e caso esta condicao nao seja satisfeita, ela podera ser imposta renormalizando z.

Poderemos sempre fazer a escolha (sem perda de generalidade)

<8f (yn))’ _q (5.4)

Oy -

Poderemos expandir (5.1) em série de Taylor em torno de seu ponto fixo y, = 0

+ ...

Yn=0

df (yn)}

1 A% f (yn
L= yi f (yn)
dyn, 2! dy?

n

Yn+1 = Zn f(0)+yn |:

Yn=0
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Utilizando (5.2) e (5.4), obteremos

Yn+l = Zn [yn + O (yi)} : (55)

onde O (y?2) representa termos de ordem de 3 e de ordens superiores.

O comportamento intermitente ao longo desta secao serd assumido como que
controlado pela estabilidade, ou instabilidade, do ponto fixo em y = 0. Portanto, para
a analise da estabilidade, vamos tomar somente os termos de ordem significativa na
expansao de Taylor anterior.

Se tomarmos somente o termo de ordem linear na expansao anterior, teremos:

Yn+1 = ZnYn- (56)

Fazendo suas iteracoes
® Y1 = ZoYo
® Y2 = Z1Y1 = Z120Y0

® Y3 = 22Y2 = Z2Z120Y0

® Yn = Zn—1Yn—-1 = Zn—-12n-2- - - 2120Y0

veremos que
n—1
Yn = (H zk> Yo- (5.7)
k=0

O comportamento assintotico de y,, sera determinado entao pelo produtério

n—1

Zn =] = (5.8)

k=0
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Tomando seu logaritmo natural

Aplicando a lei dos grandes niimeros para esta soma, saberemos que, no limite

em que para um € > 0 e n — 0, a seguinte probabilidade P tende a zero

(

(§ poderemos escrever

Inzg+Inz +...+1Inz,_4
n

— (Inz)

> e) -0, (5.9)

In(Z,) ~n(lnz)

assumindo-se que In z exista. Neste caso, ele sera dado por

(Inz) = /Zmaz dzInzp,(2), (5.10)

Zmin

onde p, (2) serd a funcao densidade da varidvel z.

O comportamento assintotico de y,, sera dado entao por
Yp ~ 02y (5.11)

Aqui, temos que compreender que y, é pequeno o suficiente para que possa ser
governado pelo mapa linearizado. De (5.11), segue que a condigao para o inicio do
comportamento intermitente é de que (Inz) = 0. Para (Inz) > 0, y = 0 é, em média,
exponencialmente instavel, e é esta instabilidade responsavel pelo aparecimento dos
estouros. Entretanto, devido a natureza estatistica do sinal controlador, a instabilidade
nao descarta a ocorréncia de longos segmentos de érbita na vizinhanca de y = 0, isto

é, fases laminares. Para o caso em que p, (z) = 1 (distribuigao uniforme), temos pela
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equagao (5.10)

1
(In z) :/ dzInz=1Ina—1, (5.12)
0
obtendo-se
a\”"
va~ (2) w0 (5.13)

Portanto, o valor critico a. para o qual ocorre o comportamento intermitente
sera

Ge=e=2,T1828... . (5.14)

Podemos, neste instante, analisar como um exemplo da equacao (5.1) , Y11 =
znf (yn), 0 mapa logistico para f (y,) sujeito a uma perturbacao aleatéria x,, multipli-

cada por um parametro de intensidade a de controle aleatorio, isto é,

F) =yl —yn), 20 =ax, (5.15)

Aqui, a serd um parametro de intensidade e z,, € [0, 1] variard aleatoriamente.
Os resultados podem ser vistos na figura 5.1.

Observamos entao que, conforme deduzimos o valor do parametro critico em
(5.14), o surgimento dos estouros ocorre para valores de a > e, e a conseqiiénte dimi-
nuicao da duragao do tamanho das fases laminares com o aumento do parametro de

controle.

5.1.3 Leis de poténcia

Continuando a andlise do mapa ¥, 11 = z,f (y,), € vamos tomar o limiar para a
classificacao de um estouro como 7. A fase laminar de duracao n sera definida entao
pelo conjunto

{yl ST?ZJ? §T7"'7yn§7—7yn+1 >T}7

e estaremos interessados na seguinte questao: dada uma fase laminar, qual sera a

probabilidade de ela possuir uma duracao n? Matematicamente, esta questao se traduz
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Fig. 5.1: a) a =2,67 ; b) a =2,72; ¢) a = 2,80; d)a = 2,90
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na forma

An:P<ﬂyj§Tﬁyn+1>T|y1§T>. (516)

j=1
Uma fase laminar é um evento local para o ponto fixo em y = 0 [52]. Por
esta razao, assumiremos que as fases laminares podem ser previstas a partir do mapa
linearizado (5.5). Para limiares 7 que sdo pequenos o suficiente para estarem dentro
do dominio linear deste mapa, isto é,
2
T<<l [d— (O)} T2,
2 |dx
esta suposicao é vélida. Para modelos do mapa (5.1), podemos escrever esta proba-
bilidade em fungao do produtério Z,, definido em (5.8), se tomarmos o limiar como
T = 10, Obtendo-se entao que para uma fase laminar de duragao n teremos um evento
em que o produtorio Z, permanecera menor ou igual a unidade por exatas n iteracoes,

e serd maior que a unidade na iteracdo n+ 1. A probabilidade (5.16) podera ser escrita

entao na forma:

An:P<ﬂZj§1ﬂZn+1>1|Zlgl>. (5.17)

j=1

Usando a regra de decomposicao da probabilidade condicional

P(ANB)

PAIB) = g

para eventos A e B, teremos

P(m;;lzj <1NZp > 1)

A, = 5.18
Pz <) (5.18)

E conveniente neste instante definirmos o evento
E,=(1% <1, (5.19)

J=1
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e sua correspondente probabilidade
A= P(E,) (5.20)
tendo-se entao
P(EnﬁPnJrl > 1)
A, = 5.21
P(Z; <1) (5.21)
Fazendo uso da identidade
PE,NZy1>1)+P(E,NZy 1 <1)=P(E,), (5.22)
e notando que
P(E,NZy,<1)=P (ﬂzj <1NZpyy < 1)
j=1
n+1
_p ( z < 1>
j=1
= P (Ept1)
- >‘n+17
substituimos ambas em (5.22)
e segue que
An — A\
A, = 2l (5.24)
At

O problema se resume entao a encontrarmos a probabilidade A,,.
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5.1.3.1 Caso z, = ax,

Vamos considerar a variavel de controle nesta secao dada por z, = ax,, onde
x, serd uma variavel aleatério que assume valores no intervalo [0,1] e possui fungao
densidade p(z). Vamos admitir que o conjuntos das varidveis aleatorio {z,} sejam
independentes uma da outra, podendo-se escrever sua densidade de probabilidade con-
junta como o produto de suas densidades de probabilidade separadas. Como na sec¢ao
anterior, estabeleceremos que p = 1.

Os calculos para esta lei de poténcia se encontram no apéndice ao final desta
dissertagao. L4, chegaremos que, quando a = a., a probabilidade de uma fase laminar

de tamanho n ocorrer sera

An (a) € -3/2

~ n
2/ 27
J& quando o parametro de controle for um pouco maior que a, digamos a = a.+9,

onde § < 1, teremos uma expressao da forma:

M) ~ o e <_g (5)> s

Observamos entao que, para o inicio dos estouros (a = a.), a distribuicao das

fases laminares obedece a uma lei de poténcia de expoente —3/2. Segue também que
nao existe um tempo de escala caracteristico nem fases laminares de comprimento
arbitrariamente longo. J& para valores do parametro de controle acima do critico,
encontramos um decrescimento exponencial com tempo caracteristico n. dado por

B 2¢?

== (5.25)

Ne

tal que, se n < n,, alei de poténcia de —3/2 dominard a distribuigao das fases laminares,
do contrario, teremos a queda exponencial.
Como exemplo para a distribui¢ao das fases laminares, usamos de novo o mapa

logistico sujeito a uma perturbagao aleatéria, como feito em [52]. Os resultados estao
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na figura 5.2. Para cada gréfico, coletamos um bilhao de fases laminares com um limiar

de 0,01 e variando o parametro de controle a. Para uma melhor visualizacao, os eixos

se encontram em escala logaritmica e a reta indicada em cada figura possui declividade

de —3/2.

Freqiiéncia

Freqiiéncia

10’ 10° 10°
Tamanho

1074 : : T : .
10’ 10° 10°
Tamanho

(©)

Freqiiéncia

Freqiiéncia

10"

10"

10’ 10° 10°
Tamanho

10’ 10° 10°
Tamanho

(d)

Fig. 5.2: Na simulacdo numérica para a distribuicao das fases laminares do mapa
logistico sujeito a uma perturbacao aleatéria (5.15) [52], a reta possui decli-
vidade de —3/2 e a) a=1,75;b) a=1,80; c) a =1,90; d) a = 3,00
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5.1.3.2 Parametro de controle geral

Para a nossa relagao y, 1 = 2, (yn + O (y2)), temos que no dominio logarftmico

ela descreve um passeio aleatério uma vez que estabelecamos s, = Iny, e ¢, = Inz,
Sn+1 = Qn + Sn, (526)

onde a variavel ¢, terd fungdo densidade p, (¢) = e%p, (2).
Nesta situacao, nao existe perda de generalidade se escolhermos s, = 0 em

(5.26), e a distribuicao das fases laminares serd da forma:
An:P<n SJSOUSn+1>O|$1§O> (527)
j=1

Se definirmos o evento

gnzp<ﬁ sjg()), (5.28)

j=1

poderemos seguir um procedimento similar ao da secao anterior e escrever A,, em funcao

de gy,
A, = I Init (5.29)
g1
A fim de encontrarmos g,, definimos uma funcao geratriz para essa probabili-
dade

G(t) = Z gnt",
n=0

e entdo o seguinte teorema valerd [53]:

In [G (£)] = i %P (5, < 0). (5.30)

Vamos considerar, em um primeiro momento, que p,(q) é simétrica, isto é,

pq (—q) = pq(q). Nesta situagao, a probabilidade de que estejamos no lado esquerdo
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da origem ¢é igual a probabilidade de que estejamos do lado direito apds a enésima

iterada, ou seja

e para o somatoério, basta lembrarmos do calculo fundamental que

1 1 o= "
In = — — 5.31
<\/1 — t) 2 ; n (5:31)
para encontrarmos
1
Gt = )
(t) —

Os coeficientes g, serao dados pela relagao
1 /o
n=— | =—G(t
In = (815” ( ))

 (2n)!
In = e ()2

t=0

fornecendo g,

Entao

_ ) 2+
Jn — Gn+1 = o2n (n!)2 22(n+1) ((n + 1)!)2

(2n)! (2n+2) (2n + 1) (2n)!

o (ph)? 2202 (n 4 1) (n))?
_ (2n)! - (2n+2)(2n+1)
220 (pl)? 4(n+1)>°
Gn
2(n+1)
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Utilizando a aproximacao de Stirling, obteremos

1 (2n)!
2(n+1) 220 (n))?
1 VArne 2 (2n)™"
"o 22n (\/%e ”n")2

1
n—3/2

2/ ’

9n — Gn+1 =

como obtido anteriormente para o caso particular z, = ax,.
Este resultado pode ser estendido para todas densidades de probabilidade p,
com média zero e variancia finita. Estas densidades obedecem a seguinte relagao [53]:

>

n=1

(5.32)

S|~
|—|
o
N—
|
DN | =
1
I

o

onde ¢ ¢ uma constante finita (para densidades simétricas, ¢ = 0) [53].

Subtraindo (5.31) de (5.30), obteremos

3

In[G(t)vV1—t i%l 0)—%}

n=1

No limite em que t — 1, o lado direito da equacao acima é ¢, portanto, quando

t— 1:

A fim de encontrarmos g,, usaremos um outro teorema da anélise assintética:
seja o somatorio para G (t) convergente para 0 < ¢t < 1 e a seqiiéncia {g,} monotonica

com g, > 0, entao as relagoes

onde !l > 0,0 < a < oo el éa fungdo gama, implicam uma a outra [53]. Aplicando
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este teorema a nossa situacao, teremos a = e el = %, obtendo para g,

e _
G ™~ n-1/2
NLs
Finalmente, para o numerador de A,,, teremos

_ 6_ (7’L+ 1)*1/2

ou seja

e C
Ay ~ ——=n"32 (5.33)
que possui a mesma forma da expressao encontrada anteriormente, juntamente com a
queda exponencial.
5.1.3.3 Meédia das fases laminares

Uma lei de escala muito estudada nas intermiténcias é o comprimento médio da
fase laminar. Para um controle aleatorio, o comprimento médio da fase laminar é dado

pela relacao (utilizando a férmula (7.1) do apéndice)

NE

(n) nA,

i
I

M

n (An - )\nJrl)

S
Il
—_

(5.34)

g
NE
s

i
I

Sabemos das deducoes anteriores que o somatodrio acima nao pode ser expresso
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em uma forma simples; entretanto, para valores proximos ao parametro critico, uma
expressao aproximada para o tamanho médio da fase laminar pode ser obtida como
segue. Estamos interessados em comportamentos na regiao 6 = a — e. Uma vez que 9
controla a queda exponencial da distribuicao das fases laminares, é razoavel esperarmos
que o comportamento dos termos dominantes pode ser obtido pela substituicao da

equagao (5.33) em (5.34) e convergindo a soma a uma integral:

[e o]

(n) = Z nA,,

n=1

ey AR (‘5 @)
-5 11 (5]

e2 2 (¢ 5 \*
% [1‘7% (m“a(m) )]

N (5.35)

3

Q

Vemos entao que o comprimento médio das fases laminares, fora uma constante

aditiva, obedece a uma lei de poténcia da forma:
(n) ~ &1 (5.36)

5.1.4 Leis de escala - parametro de controle cadtico

Quando trabalharmos com parametros de controle cadticos, a anélise feita ante-
riormente para a distribuicao das fases laminares nao podera mais ser aplicada a estes
casos uma vez que a suposicao de independéncia entre os eventos nao mais valera para
o controle cadtico bem como as correlagoes estarao sempre presentes em séries tempo-
rais caoticas. O que podemos fazer, de inicio, é tomar por base um exemplo mostrado
a seguir: um mapa logistico y,+1 = ax,y, (1 — y,) sujeito a um parametro de controle

x, que varia de acordo com um outro mapa logistico da forma =z, = az, (1 — z,). A
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variacao do parametro a é mostrada na figura 5.3.
0.000006 0.18 4

0.124

0.000003 c
c

> >
0.06 4
0.000000 ‘d 1 i . . 0.00 4
0 5000 10000 0 5000 10000
n n
(a) (b)
0.24 0.3
0.16
> >

. . 0.0 . .
0 5000 10000 0 5000 10000

Fig. 5.3: Para todos os mapas estabelecemos o = 3,75 e a) a = 1,66 ; b) a = 1,68;
c)a=1,75ed)a=1,80

A lei de poténcia de —3/2, também foi observada para véarios valores do parametro

de acoplamento, como podemos observar na figura 5.4.

5.2 A sincronizacao entre mapas e intermiténcia

modulacional

Nesta secao, iremos analisar o comportamento de dois mapas acoplados, pro-

curando obter o maximo de informacao possivel das dedugoes, seguindo a proposta
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Fig. 5.4: Simulagao numérica para distribuicao das fases laminares do mapa logistico
sujeito a uma perturbagao cadtica onde estabelecemos a = 3,75 e a reta
indicada possui declividade de —3/2, tendo-se a) a = 1,68 ; b) a = 1,69; ¢)
a=1,70ed)a=1,71
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apresentada em Pikovsky [29]. Estaremos interessados em modelos de mapa da forma

Tnr1 = [ (x). (5.37)

Ao trabalharmos com dois mapas, digamos x,, € y,, estabeleceremos um acopla-

mento entre eles que devera ter duas caracteristicas basicas:

1 0 acoplamento é contrativo, isto é, ele tende a fazer os estados x e y proximos um

do outro e
2t o acoplamento nao afeta a simetria do estado de sincronizagao x = y.

Escrevendo-se estes dois mapas em uma forma vetorial, poderemos definir uma

matriz de acoplamento L tal que

Tn+1 f(zn)

Ynt1 f (Yn)

Ty l—-¢ ¢ [ (zn)

Yn+1 € 1—e / (yn)

_ (A=) f (@) +ef (yn) . (5.39)

ef (wn) + (1 =€) f (yn)

E importante notar que o sistema (5.39) é completamente simétrico com relacao
a troca das variaveis x < y devido a escolha do nosso acoplamento. Analisando-se

um pouco este acoplamento, podemos observar alguns casos limites. Por exemplo, se
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e = 0, obtemos um desacoplamento entre os dois sistemas; se € = 1/2, entao logo apds
uma iteragao os dois sistemas estarao sincronizados, com y = x (o valor de ¢ = 1/2
corresponde ao ponto de acoplamento méximo).

Podemos, neste instante, fazer uma troca de variaveis da forma

xn—i_yn v xn_yn

un I
2 2

Observamos entao que, quando os dois sistemas estiverem sincronizados, a
variavel v,, serd nula; e, para estados proximos a sincronizacao, sera de pequeno maodulo.

Invertendo entao esta transformacao
Ty = Up + Up, Yn = Un — Up
e substituindo-a em nosso sistema (5.39):

U1+ Unp1 = (1 =€) f(up +vp) +ef (uy —vy)

Uns1 — Unt1 = f (un +v,) + (L — &) f (up, — vy) .

Isolando w11 € vy41, temos:

s = 5 UF (4 00) - f (= )] (5.40)
Uit = T [F (i + ) = f (1 — )] (5.41)

Linearizando este sistema em torno do estado de sincronizacao u, e v, = 0,

teremos

F (utn £ 0) = f () + (%) un (j—f) vt ..

Pelo fato de estarmos trabalhando com a mesma funcao para ambos sistemas,

suas derivadas serao iguais, denotando-as entdo simplesmente por f’ (u,), onde u, é o
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estado de sincronizagao, obtendo-se, apds a substituigdo em (5.40) e (5.41).

Uny1 = [ (un) uy, (5.42)

Uns1 = (1 —2¢) f' (un) vy, (5.43)

onde deveremos resolver conjuntamente a equacao

Unr1 = f(uy) . (5.44)

Pelo fato de as equacoes linearizadas nao dependerem mais uma da outra, a
perturbagao longitudinal - u,, - e transversa - v,, - podem ser tratadas separadamente.
Consequientemente, pelo fato de estarmos agora trabalhando com equagoes linearizadas
que governam o crescimento, ou decrescimento, das perturbacoes do estado cadtico,
poderemos fazer uso dos expoentes de Liapunov que medem quantitativamente estas
variacoes. Pelo fato de nosso sistema ser bidimensional, teremos dois expoentes de
Liapunov, e pelo fato da dinamica de u e v serem separadas, estes expoentes podem

simplesmente ser definidos como a taxa de crescimento média logaritmica de u e v:

In |u,| — In |ul

Ay, = lim
n—0o0 n
1 —1
Ay, = lim ol H‘UO‘.
n—oo n

Se admitirmos que a hipdtese ergddica seja valida para estes mapas, poderemos

escrever

Au, = (In[f" (uw)])
Ao, = In |1 = 2¢| + (In|f" (u)]).

Das equagoes do sistema linearizadas (5.42) e (5.43), podemos ver que a per-

turbagao simétrica u é a perturbacao do mapa cadtico (5.44), e entao o expoente de



5. INTERMITENCIA MODULACIONAL E SINCRONIZACAO 74

Liapunov longitudinal \,, é o proprio expoente de Liapunov A do sistema cadtico

desacoplado. O expoente de Liapunov transverso A\, serd
AL =In|l —2¢|+ A\ (5.45)

Portanto, o crescimento ou decrescimento médio da perturbacao transversa v
¢é governado pelo expoente de Liapunov transverso A, e o critério de estabilidade do

estado de sincronizagao pode ser expresso na forma:
e )\, > 0: estado sincronizado instavel;
e )| < 0: estado sincronizado estavel.

O limiar de estabilidade sera dado pela condicao A\; = 0, de onde obtemos,

através da equagao (5.45), o parametro de acoplamento critico &,

_1—6)‘
92

€c

5.2.1 Perturbagao como um passeio aleatério

Introduzindo as variaveis
Wy, = || ; zn = In v,
a equacao para w, Sera

wy = |1 = 2e| [f" (un)| wn
= w7 [ f (uy)]

= wyet eIl (5.46)

onde denotamos ¢ (u,) = In|f’ (u,)| — A pelo fato do expoente de Liapunov transverso

determinar a estabilidade linear e descrever a dependéncia da dinamica da intensidade
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do acoplamento ¢, usando-o entao como parametro de bifurcacao.

Podemos notar que a média de g é nula, mas seus valores instantaneos flutuam.
Nestas duas equagdes, o processo cadtico forga a varidvel w, na equacao (5.46). Aqui,
a “forca cadtica” aparece na forma de um termo multiplicativo exp (¢ + A, ). Também
podemos afirmar que este termo modula a taxa de crescimento de w - a variavel w
cresce se este termo é maior do que um e decresce caso contrario.

A equagao para a variavel z,,; pode ser entao escrita na forma
Zngl = Zn + g (Un) + AL, (5.47)

e entao a forca cadtica aparecerda como um termo aditivo. A principal idéia por trés
disto tudo é a de descrever o inicio da sincronizacao através do tratamento das equacoes
(5.46) e (5.47) como se fossem excitadas pelo ruido. Portanto, entenderemos o sinal
cadtico u, como um processo aleatério, podendo considerar a equagao (5.47) como
um passeio aleatorio unidimensional com passo g + A . Sabemos que a média de g
¢ nula; portanto, o expoente de Liapunov transverso A, determinara onde o passeio
aleatorio sera limitado. Uma importante caracteristica é o fato de que se os valores
de g fossem ntimeros aleatérios independentes, poderiamos relacionar, usando a lei dos
grandes ntimeros, o coeficiente de difusao com a variancia de g. Entretanto, o processo
g ¢ oriundo de um sistema dinamico e os valores de u podem ser correlacionados,
devendo-se entao tomar cuidado no tratamento deste passeio aleatério dinamico.

A solucao da equagao (5.47) podera ser expressa, aps N passos, na forma
2y =20+ NAL + g (ug) -

Utilizando o teorema central do limite para o somatério, podemos definir

1 = 1
— == 5 |/ — A\
N 2 g(uk) N I1|f (Uk)|

2
L

Ay

i
o
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A quantidade Ay é denominada de expoente de Liapunov local. Pelo te-
orema central do limite, a densidade de distribuicao de probabilidade de Ay devera

obedecer uma lei de escala da forma
p(A; V) x exp [N s (A)], (5.48)

onde s (A) é uma fungao de escala. Esta é uma fungao concava com um méximo simples
em zero. O primeiro termo na expansao préximo ao maximo s (A) &~ —A?/2D fornece
uma distribuicao gaussiana de A. O coeficiente D determina a largura da distribuigao.
A variancia de A decresce com o niimero de passos N de acordo com a lei dos grandes

numeros

Podemos escrever entao para a variavel z,q
2y =20+ NA + NA (5.49)
Para a média de zx teremos
(zn) =20+ NAL+ N (A) (5.50)
e para a variancia, teremos entao

{(zn — (2n))?) x ND

5.2.2 Intermiténcia modulacional: distribuicoes

de leis de poténcia

Através dos expoentes de Liapunov locais, poderemos escrever a equagao (5.47)
na forma geral

ZntN = 2n + N + NA (5.51)
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Para valores grandes de IV, poderemos negligenciar as correlagoes dos subseqiien-
tes Ay e considerar estas quantidades como varidveis aleatorias independentes.Isto
nos permite escrever uma equacgao para a densidade de distribuicao de probabilidade

W (z;n). Esta densidade, no passo n + NN, serd a convolu¢ao de duas probabilidades:
W(z,n+N):/dAp(A;N)W(z—N)\L— NA;n) (5.52)

Podemos usar também a analogia do passeio aleatorio para encontrar uma des-
cricao quantitativa das propriedades de correlagao temporais da intermiténcia modula-
cional. Para tanto, modelaremos este passeio aleatorio discreto da variavel z como um
processo de difusao a tempo continuo com um arrasto médio A e constante de difusao

D. A equacao de Fokker-Planck correspondente sera entao

oW (z,t) a OW (z,t) N D W (2,t)
R 2 022

(5.53)

Para esta equacao, deveremos impor condic¢oes de contorno através das condigoes
Zmin € Zmaz- Sabemos que um estouro ocorre se a variavel z se encontra proxima a Z,q..
Para estimar quando um novo estouro ocorrer, poderemos tomar um valor 2y < Znaz
e considerar o tempo até que o passeio aleatorio chegue a z,,,,. Em se tratando da
teoria dos processos aleatérios, este é o tempo de primeira passagem. Para o processo
de difusao descrito pela equagao de Fokker-Planck (5.53) a estatistica do tempo de
primeira passagem é bem conhecida [53], sendo que a densidade de probabilidade para

os intervalos de tempo 7 entre os estouros - ou seja, fases laminares - sera

|Zmax Zmin| (Zmax 20 )\L; )2
_ — .54
W (7 ) = 3 exp (5 5 )

Proximo ao parametro critico as fases laminares serao extremamente grandes,

podendo escrever:
)\2
W (1) ~ 7732 exp (——25 7') (5.55)
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5.3 Sistemas a tempo continuo e intermiténcia
modulacional

Existem muitos artigos de sistemas a tempos continuos que comprovam o feno-
meno de intermiténcia modulacional, como observacoes de sincronizagao em sistemas
de Lorenz acoplados [54], em sistemas de sélitons acoplados [55], sistemas genéricos
que possuem subespagos invariantes simétricos [56], osciladores de Kramers sujeitos a
ruido [57], osciladores de Duffing acoplados [58], travamento de fase entre osciladores
cadticos [59] e mesmo sistemas estocdsticos sujeitos a ruido [60].

Em linhas gerais, podemos explicar a relagao entre a intermiténcia modulacional
em sistemas dinamicos e mapas. Na maioria dos sistemas citados acima, existe um
invariante instavel. Analisando o comportamento destes sistemas quando suas variaveis
estao perto deste invariante, pode-se observar que elas divergem dele na média mas,
para algumas ocasioes especiais, elas podem permanecer perto deste invariante por
longos periodos de tempo. A distancia (6(¢)) entre este invariante e as variaveis do

sistema pode ser modelada por uma equacao do tipo:
5(t) = h(t)d(t), (5.56)

onde h(t) varia caoticamente ou mesmo aleatoriamente (dependendo do sistema em
questao). Esta variacdo é governada pelas orbitas no invariante, fazendo com que sua
média seja igual a h,, representando a divergéncia média exponecial do invariante.

Deixando isto mais explicito:

6(t) = (he +n(1))o(), (5.57)

onde 7(t) é um processo de média zero, aleatério ou cadtico.
Sobre esta ultima equacao, é que se inspiram muitos fisicos quando proclamam

a existencia de intermiténcia modulacional em sistemas dinamicos a tempo continuo



5. INTERMITENCIA MODULACIONAL E SINCRONIZACAO 79

[61, 62], mesmo quando estes sistemas sejam completamente deterministicos. Eles, tal
como noés, argumentam que para escalas de tempo distintas das escalas caracteristicas
de n(t), o sistema deve apresentar o comportamento que ja foi descrito para mapas.
H& também a alternativa de tornar a equacao discreta, desta maneira obtendo-se mais

diretamente o paralelo com os mapas.



6. INTERMITENCIA MODULACIONAL
NO CIRCUITO DE ROSSLER

Este capitulo serd dedicado a observacao experimental do comportamento inter-
mitente em dois circuitos de Rossler acoplados na forma mestre-escravo como veremos
logo adiante. Descreveremos aqui o acoplamento realizado entre os dois circuitos, os
sinais intermitentes encontrados e a caracterizacao deste fenomeno como intermiténcia
modulacional com base no que foi visto até agora.

Antes de apresentarmos os nossos resultados, queremos mencionar outros resul-
tados experimentais de intermiténcia modulacional relatados na literatura. Eles podem
ser divididos em duas classes. Numa, o sistema experimental recai numa configuracao
de sincronizacao de caos. Exemplos sao: dois osciladores nao-lineares acoplados unidi-
recionalmente [63] e bidirecionalmente [64], e, ainda, circuitos modelando o oscilador
de Duffing [65]. A outra classe engloba sistemas numa configuragao tipo oscilador
nao-linear sob a acao de uma forga estocastica ou cadtica. Como exemplos temos:
osciladores RLC sofrendo influéncia de um circuito RyC, onde Ry é um resistor nao-
linear [49], um oscilador nao-linear perturbado quase-periodicamente [66], um circuito
que modela as equagoes do oscilador de Kramers sujeito a ruido externo [67] e ainda
lasers de Nd:YAG [68]. Em suma, ndo hd muitos resultados experimentais focando a
intermiténcia modulacional, o que justifica o nosso interesse no estudo de dois circuitos

de Rossler acoplados.
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6.1 O acoplamento entre os circuitos

O acoplamento escolhido entre os dois circuitos foi o do tipo mestre-escravo
de tal forma que perturbavamos a varidvel Vy na equacio de Vy do circuito escravo.
Nesta equacao, a perturbacao consistia em subtrair uma fracao do sinal V; do mestre
na variavel Vz do escravo. Segundo a nomenclatura introduzida na segao 4.2, temos
entao um acoplamento unidirecional na varidvel. Passaremos, de agora em diante, a
adotar a convencao de Vi, = (k) M/E> k= X,Y,Z, onde M representara o circuito
mestre e E representara o circuito escravo.

Para o acoplamento definido pelas especificagoes do paragrafo anterior, obtém-se

o seguinte sistema de equacoes

d)d(_tM = —a(T Xy + BYar + NZur) (6.1a)
% = a(Xy +7Yum) (6.1b)
1 fa(g(Xor) — 7 (6.10)
% = —a[lXp+ Y+ \(Zg —cZy)] (6.1d)
% = a(Xg+7Yr) (6.1e)
T — a(g(Xe) ~ Z). (611

onde o parametro de controle seréd €. Ele regula a intensidade do acoplamento.

Para obtermos um circuito eletronico equivalente ao sistema de equacgoes da
forma (6.1), foi necessério a implementagao de um circuito acoplador mostrado na figura
6.1, onde a presenca do primeiro amplificador operacional, funcionando apenas como
um seguidor de tensao, nao permitird a fuga de correntes a partir de Z,;, importando
apenas sua tensao. O parametro de acoplamento € determina a quantidade de sinal

injetado no circuito escravo e, matematicamente descrevendo-o, serd dado por

Ry

£=——,
R+ Ry

(6.2)
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Fig. 6.1: Circuito que faz o acoplamento

que nada mais é do que o divisor de tensao formado pelas resisténcias Ry e Ry (R1+Ry =

5k€2) na figura 6.1. A tensao de saida do acoplador sera
Vij=Ze —€Zu. (6.3)

A implementacao deste circuito acoplador entre os dois circuitos de Rossler modifica-
dos pode ser vista na figura 6.2 . Este acoplamento foi inspirado numa experiéncia de
sincronizacao com dois lasers com absorvedor saturavel [69]. O acoplamento era reali-
zado injetando-se uma fracao da intensidade de um laser na cavidade do outro laser. A
expressao mateméatica desse acoplamento é similar a equacao (6.3). Nesta experiéncia

com lasers nao foi relatada a ocorréncia de intermiténcia modulacional.

6.2 Observacoes preliminares

A caracterizagao da intermiténcia modulacional foi em sua totalidade feita em
cima do sinal Yz — Y},. O trabalho foi iniciado a partir de observagoes preliminares de
comportamentos intermitentes para diferentes valores do parametro de acoplamento,

como podemos ver na figura 6.3 . Nela, podemos observar que, a medida que variamos
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Fig. 6.2: Circuito acoplador conectando os dois circuitos de Rossler. Doravante Ry; =
4, 8kS) para todos os resultados obtidos com esta montagem.
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o parametro de acoplamento €, o comportamento intermitente - caracterizado pelos
estouros - tem a freqiiéncia de seus estouros diminuida com o crescimento de ¢, até o
ponto em que os estouros cessam por completo, recomecando apds um certo intervalo
de € um tanto pequeno. Na nossa montagem experimental estamos restritos a valores
de € tal que 0 < e < 1.

Dada a escolha do sinal analisado, Yy, — Yz, observamos que a fase laminar cor-
respondera aos instantes em que esta diferenca é minimizada. Dizemos, por enquanto,
que ambas as variaveis Y); e Yg estarao sincronizadas, pois, como indica a figura 6.4 |
o gréfico Yy x Yg estd praticamente alinhado ao longo da diagonal (reta identidade).
Por sua vez, os estouros corresponderao a uma quebra deste estado de sincronizacao,
representando, num mesmo grafico, uma “fuga” da diagonal, como podemos observar

na figura 6.5 .

6.2.1 Sincronizacao entre os dois circuitos

A seguir, podemos observar o comportamento para as seis variaveis X,; x Xg,
Yy x Yg e Zy X Zg nas figuras 6.6, 6.7 e 6.8 quando os dois circuitos se encontram
sincronizados. As retas mostradas possuem declividade unitaria.

Podemos observar a sincronizacao para as variaveis X e Y'; entretanto, quanto a
variavel Z, devemos levar em conta que, pela forma de acoplamento, estamos perturbando-
a no circuito escravo. Em funcao disso, Zj; e Zg nao apresentam o mesmo grau de
sincronizacao das demais variaveis. E nesse ponto que reside a dificuldade de deno-
minar este processo de sincronizagao (idéntica), uma vez que ela nao se manifesta em

todas as variaveis. Mais adiante retornaremos a esta questao.

6.2.2 Espaco de fase durante o acoplamento

A seguir, podemos observar na figura 6.9 os espagos de fase para o circuito mes-
tre e para o circuito escravo durante o acoplamento, sendo o parametro de acoplamento

e = 0,8. Nota-se claramente que a dinamica do circuito escravo nao é significativa-



6. INTERMITENCIA MODULACIONAL NO CIRCUITO DE ROSSLER 85

Tempo (s)

1.2
0.6
S
=
> 00
S
0.6
-1.2 T T )
0.00 0.05 0.10 0.15
Tempo (s)
()
1.2
S
=
>_
S
-1.2

T T 1
0.00 0.05 0.10 0.15
Tempo (s)

()
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Y, W)

Ye (V)

Fig. 6.4: Ocorréncia de um estado sincronizado.

Fig. 6.5: Ocorréncia de estouros (compare com a figura 6.4).
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Fig. 6.8: Sinal em 7

mente alterada pela influéncia do circuito mestre. As respectivas projecoes XY sao

praticamente idénticas.

6.3 A medida das fases laminares

Para caracterizar a intermiténcia modulacional no circuito de Rossler, queremos
obter, experimentalmente, as leis de poténcia descritas no capitulo anterior.Para tanto,
é essencial medir o tamanho das fases laminares.

Esta medida foi feita através de um circuito subtrator (utilizando amplificadores
operacionais) onde o sinal de saida é a diferenca Yr — Y); que segue entdo direto para
um sistema de aquisicao de dados construido pelo professor Jorge Amoretti Lisboa.
Este sistema esta baseado em um microcontrolador 80C52, o qual dispoe de um inter-
pretador BASIC (BASIC-52) em sua EEPROM interna. Conectados externamente ao
microcontrolador existem 64 KB de memdria, um conversor analégico digital (ADC)
de 12 bits (dois canais de entrada), uma interface serial RS232 e um comparador cujo

nivel de referéncia pode ser ajustado entre 0-5V. O tempo entre transigoes na saida
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3.0

Fig. 6.9: Espaco de fase para o sistema com Ry; = 4,82k (Mestre) e Ry; = 4, 85k
(Escravo).
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deste comparador é medido através de uma rotina feita em ASSEMBLER, usando a
base de tempo (em inglés técnico, clock) do microprocessador como padrao temporal.
Esta rotina é chamada a partir de um programa em BASIC que se encarrega também
de medir o nivel de referéncia aplicado ao comparador, através de uma das entradas
analdgicas do conversor ADC. O mesmo programa se encarrega de transferir os dados
obtidos para um microcomputador via comunicacao serial, onde os mesmos podem ser
gravados em arquivos do tipo texto, utilizando no microcomputador o programa de
comunicagoes Hyperterminal do Windows. A figura 6.10 apresenta um diagrama de

blocos deste sistema de aquisicao de dados

Mermora Ext. Comparador

80CH2

ADC RS-232

Fig. 6.10: Sistema de aquisicao de dados

O procedimento para realizar as medidas era o seguinte: inicialmente, obser-
var a evolucao temporal do sinal intermitente Yz — Y, num osciloscopio. Definia-se
entdo um valor adequado para o limiar G (veja a figura 3.5). Este valor de tensao GG
¢é usado para acertar o nivel de referéncia do comparador do sistema de aquisicao de
dados. Quando o sinal assume amplitudes abaixo desse valor, inicia uma fase laminar
e o comparador aciona a rotina de contagem do tempo; quando o sinal volta a ter
amplitudes maiores que GG, comeca um estouro e o comparador encerra a contagem do
tempo. Esta medida da duracao da fase laminar é transferida para o computador e
armazenada num arquivo em disco. Assim, o nimero de medidas de fases laminares
é limitado pelo tamanho do disco rigido do computador e, portanto, é possivel deixar
a montagem fazendo medidas ininterruptamente por varios dias. Para cada tamanho

da fase laminar gravado, também gravamos o valor de GG correspondente. Durante o
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tempo em que as medidas sao gravadas no computador, o sistema nao consegue efetuar
uma nova medida. Em conseqiiéncia, nao podemos registrar fases laminares consecu-
tivas. Isto nao é um problema, pois o nosso propésito é analisar as fases laminares em
termos estatisticos e, para isso, nao precisamos de todas as fases laminares, mas uma
amostragem ja é sufuciente. Medidas de fases laminares muito pequenas (tipicamente

da ordem do pseudo-periodo do sinal intermitente) sao desprezadas.

6.4 Leis de poténcia para as fases laminares

Para obter a lei de distribui¢do do tamanho das fases laminares (5.33), registra-
mos, conforme especificado na segao anterior, a duragdo de um ntimero muito grande
de fases laminares para diferentes valores do acoplamento €. Em média, a obtengao
de uma quantidade de dados da ordem de 50.000 a 100.000 fases laminares levava de
um a dois dias, dependendo do quao grande as fases laminares se encontravam. De
modo geral, as fases laminares podem variar de cerca de poucas unidades de milisegun-
dos, como na figura 6.11, a algumas centenas de milisegundos, como podemos observar
na figura 6.12, embora tenham ocorrido rarissimas ocasioes em que as fases laminares
podiam durar até segundos; entretanto, o contador nao estava ajustado na ocasiao.

Um grafico inicial é mostrado na figura 6.13. Entao, procedemos um levanta-
mento estatistico da freqiiéncia da fases laminares que ocorrem dentro de um certo
intervalo de tempo At pré-estabelecido. O objetivo é construir um histograma onde a
largura de cada caixa é o At e a altura o niimero de fases laminares com esta duragao.
Por definicao, a probabilidade de um evento E ocorrer em N tentativas, dado que este
evento ocorreu N vezes, serd P (E) = Ng/N, portanto, o grafico obtido representa a
distribuicao de probabilidade de ocorréncia das fases laminares em fungao do seu tama-
nho. Um gréfico tipico é o da figura 6.13. Neste grafico, foram usadas cerca de 100.000
fases laminares com um parametro de acoplamento € = 0.81, Ry; = 4,89k€2 para o
circuito mestre, Ry; = 4,81k{) para o circuito escravo e um limiar de 400mV (os eixos

se encontram em escala logaritmica para observarmos melhor a lei de poténcia —3/2).



6. INTERMITENCIA MODULACIONAL NO CIRCUITO DE ROSSLER 92

1.50

-150 T T T T T T
0.00 0.01 0.02 0.03 0.04

Tempo (s)

Fig. 6.11: Fases laminares de tamanhos pequenos para € = 0, 92.
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Fig. 6.12: Fases laminares de tamanhos grandes para € = 0, 80.
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Para os valores de Ry; considerados, o circuito de Rossler comega a apresentar um
comportamento cadtico (observe a figura 2.9). A reta indicada possui uma declividade

de —3/2.

10000 u
1000

100

Distribuicdo das Fases Laminares

T T L | T L |
1 10 100

Tamanho

Fig. 6.13: Grafico tipico para a lei de distribuicao das fases laminares. A reta indica
declividade de —3/2 e ¢ = 0.81

Obtemos também a distribuicao das fases laminares para os valores ¢ = 0, 62;
0,69; 0,72; 0,81 e 0,90, Ry; = 68,5k(2 para o circuito mestre, R;; = 68,9k() para
o circuito escravo e um limiar de 400mV como mostrado na figura 6.14. Todas as
retas possuem declividade de —3/2. Para estes valores de Ry;, o circuito de Rossler
estd levemente cadtico, de tal modo que, para um valor um pouco maior ele deixa de
apresentar caos.

Um fato que ocorreu muitas vezes foram distribuicoes de fases laminares onde
apareciam duas curvas, como podemos observar na figura 6.15 . Uma suspeita inicial foi
que pequenas variagoes no limiar ocasionassem estas variacoes. Elas seriam induzidas
por pequenas flutuacoes na tensao de referéncia do comparador do sistema de aquisicao
de dados. Para demonstrar isto, mostramos na figura 6.16 o grafico da distribuicao das

fases laminares para diferentes valores de limiar. Uma solucao foi a implantacao de
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Fig. 6.14: Todas as retas possuem declividade de —3/2 e a) e = 0,62 ; b) £ = 0,69;
c)e=0,72;d) e=0,81;¢e) e =0,90
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um capacitor em paralelo e de valor mais alto no aterramento do poténciometro que
controlava o limiar, o que, de fato, estabilizou muito o limiar (variagdes de 1uV'), bem
como melhorou os graficos das distribuigoes das fases laminares. Um segundo fator
que poderia ser responsavel pela estrutura dupla nos graficos é o ruido na eletronica
dos circuitos devido a flutuacoes da temperatura ambiente. A alternativa foi fazer
um isolamento térmico do sistema. Entretanto, observamos entao que este isolamento
nao melhorou a qualidade do processo de coleta de dados, como podemos observar na
figura 6.17. Surpreendentemente, com isolamento térmico, as fases laminares apresen-
tavam uma flutuacao muito maior em tamanho, muitas vezes, os circuitos chegavam
a sincronizar - o que implica uma fase laminar de tamanho infinito.As duas séries
(com e sem isolamento térmico) foram obtidas uma pés a outra, cada uma demorando

aproximadamente 24h para ser coletada.
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Fig. 6.15: Distribuicao das fases laminares com duas curvas.

A segunda lei a se provar é a das médias das fases laminares enunciada no
capitulo anterior na (5.36)

(n) ~ (e —eo) " (6.4)

Experimentalmente, foi determinado que para os valores de R;; préximos a
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Fig. 6.16: Comparacao entre valores diferentes de limiares.
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Fig. 6.17: Comparacao entre as seqiiéncias de fases laminares coletadas
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4,8k} obtivemos €. = 0,72, obtendo-se o grafico da figura 6.18 onde cada ponto

corresponde a uma média de 30.000 fases laminares.

6.5 Consideracoes sobre a natureza da
intermiténcia modulacional apresentada

A primeira questao seria se perguntar se temos intermiténcia do tipo III ou inter-
miténcia modulacional, uma vez que ambas possuem leis de poténcia idénticas. Uma
resposta inicial se encontra no préprio tipo de acoplamento que consiste na injecao
da fracdo £Z,; do sinal do mestre, que estava em um estado caético, na equacio Xg
do escravo. Assim, podemos considerar que a configuragdo do nosso sistema (6.1) se
enquadra na classe de sistemas que sao do tipo oscilador nao-linear (no nosso caso é
o circuito escravo) sob a ac¢do de uma forga cadtica (o sinal do mestre) que perturba
um parametro do oscilador (AeZy; na equacao (6.1d) do escravo). Este tipo de sis-
tema que tem um parametro dependente do tempo é uma condicao necessaria para a
ocorréncia de intermiténcia modulacional. No nosso caso as leis de poténcia para o
sinal intermitente, obtidas na secao anterior, confirmam isso.

Por outro lado, é muito tentadora a idéia de considerar o nosso sistema como
exemplo de uma configuragao tipo sincronizacao de caos entre dois circuitos. Um pro-
blema seria o comportamento da varidvel Z pois, conforme observamos na figura 6.8,
nao obtivemos sincronizacao na amplitude desta varidvel. Como ja mencionamos, isto é
devido ao acoplamento na variavel adotado. Em relacao a este aspecto, enfatizamos que
o termo de acoplamento (AeZ); na equagao (6.1d) nao se anula nem quando houvesse
sincronizagao (X = Xp, Yy = Yg, Zy = Zg). Com essa caracteristica, ndo podere-
mos aplicar no sistema (6.1) a técnica de transformacdo de coordenadas que permite
desacoplar, proximo da sincronizagao, a dinamica do sistema em movimentos ao longo
da variedade de sincronizacao e movimentos transversais a mesma variedade. Esta

técnica funciona muito bem para acoplamentos que se anulam na sincronizagao (tipo
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Fig. 6.18: Comportamento da média das fases laminares. A reta possui declividade
de —1.
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—e(Xy — Xg)), como no exemplo empregado na segao 4.3. Poderiamos tentar aplicar
o formalismo da variedade de sincronizacao ao plano definido por Xy, = Xg, Yy = Yz,
portanto, nao incluindo a variavel Z na variedade de sincronizacao. Nao prosseguimos
nessa abordagem devido a inerente dificuldade e nao temos noticia de uma abordagem

semelhante na literatura.

6.5.1 O sistema similar

O exemplo introduzido na secao 4.3 foi implementado experimentalmente, do-
ravante o chamamos de sistema similar. Usamos nos circuitos Ri; = 35k€) e as demais
resisténcias nos dois circuitos tém os valores usuais. Para fazer o acoplamento usamos
R, = 68Q (veja-se a figura 4.3). Como mostra a figura 4.4, este sistema apresenta
a sincronizacao ideéntica para € = 0,75. Para valores menores do parametro e, inter-
miténcia modulacional é observada e corroborada pela andlise numérica do sistema
similar. Medindo-se as fases laminares como antes, podemos também observar, na
figura 6.19, a lei de poténcia de —3/2 na distribuicao das fases laminares para este

sistema similar. Para uma andlise do comportamento deste circuito na variavel Y,

10000

1000

Frequéncia

=
o

T T — T T — T
1 10 100

Tamanho

Fig. 6.19: Distribuicao das fases laminares para o sistema similar.
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podemos observar a figura 6.20. A estabilidade do sistema similar é determinada nu-

1.0 4
S 054
= ]
= o.o—_
-1.0 T T T T T 1
0 2 4 6
2 12 34
—~~ 1—
S
2 4
> 14
2 r . . . . .
0 2 4 6
2 -
—~~ 1—
b
>-|'IJ °
14
'2 T T 1
0 6

Tempo (ms)

Fig. 6.20: Comparacao entre Yy, Yg e Yg — Y, para o sistema similar.

mericamente pela condicao de que o maximo expoente de Liapunov condicional seja
negativo. No entanto, esta condicao nao é suficiente para garantir sincronizacao de
alta qualidade. Mesmo o maximo expoente de Liapunov condicional sendo negativo,
podem ocorrer eventos de completa dessincronizacao (ou seja, estouros), dando origem
a intermiténcia modulacional. A explicacao que se da para o aparecimento dos eventos
de dessincronizagao é que podem existir conjuntos invariantes no atrator caético (por
exemplo: pontos fixos ou Orbitas peridédicas instdveis) que possuem um expoente de
Liapunov transverso positivo, mesmo que o maximo expoente de Liapunov seja nega-
tivo. A medida que as trajetorias se aproximam de algum desses conjuntos invariantes,
elas sao fortemente repelidas da variedade de sincronizagao, originando o evento de

dessincronizagao. Evidéncias experimentais sao dadas nas referéncias [49, 63, 64].
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Em nosso sistema (6.1) ndo achamos evidéncias conclusivas que os estouros
sao induzidos por conjuntos invariantes no atrator cadtico (pontos fixos ou drbitas

periddicas instaveis).

6.5.2 Sincronizacao de fase e a sua quebra

Voltamos a analisar o sistema (6.1) e as evolugdes temporais de suas varidveis.
Por dispormos apenas de um osciloscopio de dois canais no laboratorio, tivemos que
analisar as quantidades aos pares. Por inspecao visual, podemos observar a sincro-
nizacao de fase em todas as varidveis durante as fases laminares como demonstram as

figuras 6.21, 6.22 e 6.23 .

Sinais (V)

T T T T T T T T T 1
0.0000 0.0003 0.0006 0.0009 0.0012 0.0015

Tempo (s)

Fig. 6.21: Sincronizacao de fase de Zy;, Zp € Zpn;

Por outro lado, vamos agora analisar o comportamento dos sinais durante os
momentos em que ocorre um estouro. Comparamos as evolugoes temporais entre as
diversas variaveis do circuito. Principalmente, analisaremos Z,;, Zg e Yg —Y);. Nova-
mente, por dispormos apenas de um osciloscopio de dois canais no laboratorio, tivemos

que analisar as quantidades aos pares. Inicialmente, observemos Y); e Yg na figura
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14
-2 , ; , ; , ; , ; , .
0.0000 0.0003 0.0006 0.0009 0.0012 0.0015

Tempo (s)

Fig. 6.22: Sincronizacao de fase de Yy, e Yg

Sinais em X (V)

T T T T T T T T T 1
0.0000 0.0003 0.0006 0.0009 0.0012 0.0015
Tempo (s)

Fig. 6.23: Sincronizacao de fase de X e Xg
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6.24 .

Observa-se que a ocorréncia dos estouros estd vinculada ao aparecimento de
uma queda de tensao no sinal de Y. Portanto a diferenca de tensao entre os dois
sinais aumenta em maédulo. Este fato é esperado, uma vez que pela forma de nosso
sistema 6.1 o circuito mestre permanece inalterado. Analisando mais de perto estes
sinais, observamos que durante o estouro temos uma dessincronizacao de fase, como
podemos observar na figura 6.25.

Seguindo a andlise do comportamento de nosso sistema durante os estouros,
podemos observar a presenca do comportamento pouco antes dos estouros em Zg e
Zg — Zy nas figuras 6.26 e 6.27 .

Analisando estes dois gréaficos, observamos que existe uma relacao entre o sinal
Zp e a diferenca Yr — Yy, no instante em que ocorrem os estouros.

Simulamos também o comportamento destes circuitos no software Microcap
(que é uma interface gréfica para o programa SPICE que modela numericamente, mas
de forma mais realista, o comportamento de circuitos eletronicos). Obtivemos um
comportamento similar ao dos circuitos acoplados; entretanto, as fases laminares sao
consideravelmente menores. Uma possivel explicacao para este acontecimento poderia
ser o proprio ruido dentro do sistema experimental e que aumentaria a estabilidade
do sistema, resultando em fases laminares de tamanho maior. Agora, a quebra da
sincronizacao de fase ocorre junto com os estouros, como podemos observar no gréafico
da figura 6.28. A fase ¢ foi calculada, seguindo o procedimento explicado em 4.3.1.1
b), para os sinais Yy, e Yg e entdo calcula-se A¢.

Finalizando, podemos concluir que, tanto pela inspecao visual da evolucao tem-
poral das varidveis, bem como por uma andlise mais acurada baseada no célculo das
fases, a intermiténcia modulacional pode ser entendida como uma alternancia “es-
tocastica” entre eventos de sincronizacao (fases laminares) e outros de quebra de sin-

cronizacao (estouros).
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Fig. 6.24: Ocorréncia dos estouros
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Fig. 6.25: (a) Sinal intermitente para o sistema (6.1); (b) Ampliacdo de uma fase
laminar (corresponde ao retangulo mais a esquerda em (a)), nota-se a sin-
cronizacao de fase; (¢) Ampliagdo de um estouro (corresponde ao retangulo
mais a direita em (a)), nota-se a dessincronizagao de fase. Em preto, o mes-
tre, e, em azul, o escravo.
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Fig. 6.26: Comparacao entre Zg e Y — Y
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Fig. 6.27: Comparacao entre Zg e Yy — Yy
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S ] ‘ “7 j 5
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Fig. 6.28: Um estouro implica a quebra da sincronizagao de fase.



7. CONCLUSAO

Neste trabalho, demonstramos a ocorréncia de intermiténcia modulacional em
um sistema dinamico consistindo em dois circuitos acoplados que simulam o conjunto
de equacoes de Rossler. Este sistema possui uma nao linearidade dada por uma funcao
linear por partes e apresenta comportamento cadtico para certos valores de parametros.
Utilizamos um acoplamento unidirecional do tipo mestre escravo onde, no sistema de
trés equagoes para cada circuito, perturbavamos apenas uma equagao de um sistema -
sendo entao este denominado de escravo. O circuito perturbador passa entao a ser
o mestre. Experimentalmente, acoplamos os dois circuitos através de um circuito
seguidor de tensao e um somador, para depois reinjetar o sinal no circuito escravo.

Vimos que a intermiténcia modulacional difere qualitativamente e quantitativa-
mente das intermiténcias classicas descobertas por Pomeau e Manneville. Apesar de
possuir leis de poténcia idénticas as da intermiténcia do tipo III, seus mecanismos sao
extremamente diferentes, como pudemos observar no capitulo 5. Uma das principais
caracteristicas é a prépria perturbagao do parametro de controle (aleatéria ou cadtica),
que em nosso sistema se apresentava na forma de um parametro de controle ¢ - prove-
niente de um divisor de tensao do circuito acoplador - multiplicado pelo sinal de Z,;.
Em seguida, observamos que suas leis de poténcia podem ser deduzidas a partir de
mapas e podem ser estendidas para sistemas a tempo continuo, sendo confirmadas por
muitos artigos.

Quanto a caracterizagao da intermiténcia, deduzimos as duas leis de poténcia - a
da distribuicao das fases laminares e do tamanho médio das fases laminares. Embora as
deducoes tenham sido feitas para sistemas discretos e aleatorios, existe a comprovacao

da presenca de intermiténcia modulacional em sistemas continuos e, em alguns casos, a
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sincronizacao entre dois sitemas dinamicos, como apresentado nesta dissertacao. Uma
teoria de intermiténcia modulacional em sistema continuos ja foi encontrada com base
na equacao de Fokker-Planck, e, mais recentemente, tem-se dedicado muito interesse na
area de sincronizacao com ruido, apontando-se uma estreita relagao com a intermiténcia
modulacional neste sentido.

Experimentalmente, comprovamos as duas leis que caracterizam a intermiténcia
modulacional para varios parametros de controle, como observamos no capitulo ante-
rior. Verificamos igualmente a lei da distribuicao das fases laminares para o sistema
similar onde observamos a lei de poténcia de —3/2 e a queda exponencial. No sistema
original, observamos também que existe uma queda de tensao de Zg pouco antes dos
estouros ocorrerem. Numericamente, verificamos que a simulacao do circuito de Rossler
nao apresenta um comportamento de fases laminares tao grandes quanto o apresentado
experimentalmente. Uma possibilidade é a explicagao da presenca do ruido no sistema
experimental que, como tem se observado em muitos artigos, ele é capaz de induzir
uma certa ordem em sistemas dinamicos.

Uma investigacao por érbitas periddicas seria uma alternativa para nos aprofun-
darmos mais no mecanismo que provoca a intermiténcia modulacional, visto que nao
existem trabalhos experimentais focalizando este assunto. Verificamos que a dessincro-
nizacao dos circuitos é acompanhada por uma dessincronizacao de fase, tanto para o

circuito de Rossler quanto para o circuito similar.



APENDICE — CALCULO DA LEI DE
POTENCIA

Neste apéndice, desejamos calcular a probabilidade A dada por

- >\n - )\n—i—l

A
n )\1

(7.1)

Vamos considerar a variavel de controle dada por z, = ax,, onde x,, sera uma
varidvel aleatéria que assume valores no intervalo [0,1] e possui fungao densidade p ().

Vamos fazer entao a mudanca de variavel

w, = — Inxg

wy = — (Inzg + Inzy)

wy = — (Inzg + Inzy + Inxy)

Wy, =—(Inzg+Inzy +Inxg+ -+ +1nwx, q).

Calculando-se o valor da probabilidade A,,:
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=P ﬁaj (ﬁxk> < 1). (7.2)

Para descobrir qual o resultado do produtério em xj, notemos que para a in-

versao das varidveis

® I
wy = —Inzg — g = exp{—w; }
® T
wy = — (Inzg + Inxy) — 227 = exp {—ws}
exp {—w1} 1 = exp {—ws}
71 = exp {uy — w5}
® To

ws = — (In@p + 2y + Inay) — w217 = exp {—ws}
exp {—w } exp {wy — wa} w2 = exp {—ws}
exp {—wa} 72 = exp {—ws}

x9 = exp {wy — w3}
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® T3
wy = —(Inzg+Inzy + Inzy + Inzs) — xoxrixems = exp {—wy}
exp {—wy } exp {w; — wa} exp {wy — w3} x3 = exp {—wy}
exp {—ws} 3 = exp {—wa}
xr3 = exp{ws — wy}
[ ]
® Tpn
w;=—(Inzg+Inz, +---+nx;_1) — zox122... 2,1 = exp {—w;}

exp {—ws } exp {w; — wa} exp {wy — w3} x ...

... X exp {U}j,Q — U}jfl} Tj—1 = €xp {—U}J}

xj_1 =exp{wj_1 —w;}.

Entao, para o produtério em (7.2)

= exp {—w; } exp {w; —wy} exp {wy — w3} x ...
oxexp{wj_g —wj_1}exp{w,;_1 —w;}

=exp{—w;}.



APENDICE — CALCULO DA LEI DE POTENCIA 114

Substituindo em nossa probabilidade A,

n j—1
A =P najjl_[xk§1>
j=1 k=0
=P ﬁ a’ exp {—w;} < 1)

j=1

=P n In [@’ exp {—w;}] < 111(1))

j=1

Jjlna — w; §0>

Ak
ﬁ jln a) : (7.3)

Para calcularmos a probabilidade (7.3), teremos que levar sua densidade de

probabilidade conjunta F,, (wy,ws, . .., w,) em conta. Ela é obtida a partir densidade de

probabilidade conjunta das varidveis x,,, F, (21, xs,...,x,), através da transformagao
1

Fy (wy, we,ws, ..., w,) = |J\ F, (zo, 1,29, ..., 2,), (7.4)

onde J é o jacobiano dado por

8’(1]1 8’(1]1 8w1 L 8w1
81’0 81’1 8372 a.ﬁl]n,1
8’11]2 8’11]2 8w2 L 8w2
J = 81’0 81’1 8372 a.ﬁl]n,1
ow, ow, w, = Ow,
8x0 al‘l 8@ 8xn_1
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1
-z 0 0 0 0
1 1
S L
|z "z Tz Y 0
~1 1 1 _ 1 __1
) T 9 9 Tp—1

(="

ToX1Ty ... Ty

— (—1)" exp {—wn} .

Assumiremos que as varidveis z sao independentes, entao sua densidade de pro-

babilidade conjunta sera dada por
Fy (01,09, m0) = p(20) p(21) p(2) - - - p (T1) -

A densidade de probabilidade conjunta F;, sera dada entao por

Fy (wy,we, ws, ..., w,) = ﬁp (o) p (1) p(z2) ... p(Tpn_1)

=e “"p (e_wl) p (ewl_w) S p (ew”*_w") ;
e entao

A = / dwye " p (e_wl)
1

na

Ag = / dwy e / 2 dwy p (eim) P (ei(wrwﬂ)
2 1

Ina na

An = / dw, e / C dwgp (e )
n (

Ina n—1)Ina
w2

Ina

(7.5)

(7.6)

y / n—1 dwn,zl) (ef(wn_szn—l)) o / dw, p (e*(uufwz)) 0 (e*wl) )
(

n—2)Ina
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Podemos escrever esta equagao, para n > 2, na forma

An = / dwe ™ 0,1 (w), (7.7)

Ina

onde a funcao 6, (w) satisfaz a equagao integro-diferencial do tipo Volterra [70)]

blw) = [ dep () 6, (6), (73)

Ina

com o estabelecimento de

01 (w) = /lw dé p (6_(“’_5)) p(e®). (7.9)

na

Nao podemos simplificar ou encontrar uma expressao melhor para esta solucgao.
A fnica alternativa que nos resta é escolher uma func¢ao p(x) apropriada. Vamos

escolher o caso trivial

e teremos entao

04 (w):/lw d¢ =w —Ina. (7.10)

na

Para uma relacao geral, teremos

b (w) = / el (©) (7.11)

Ina

e derivando com relagao a w, teremos a equagao diferencial

d
b (w) = 0 (w) (7.12)

com a condicao inicial de que

0, (nlna) =0. (7.13)
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Usando a transformada de Laplace de uma fungao F (t) como
ZL{F ()} = /OO dt e F (t)
0
teremos a transformada de Laplace de 6,, (w) como
H,(s)=Z{0,(w)} = /OO dw e*0,, (w) .
0

A derivada de 6, (w) com respeito a w sera dada por

g{%en (w)} = sH, (s) — 0, (0).

Aplicando entao a transformada de Laplace a equagao (7.12), obteremos
sH, (s) —0,(0) = H,_1(s). (7.14)

Vamos entao analisar para diferentes valores de n:

o n=2
o (5) = < [Fy 5) + 6, 0)

e n=3
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e n—4
Hy (5) = = [Hy (5) + 04 (0]
— % { [8—12 Hi (s) + é (g 62 (0) + 65 (0))} + 04 (0)}
— %H1(3)+—302(0)+é93(0)+§94(0)
H,(s) = é [Hy—1 () + 0, (0)]

1 1 1
= H1 (S) + gn—1 02 (0) +

Sn—l

1 1
t2 01 (0) + B 6, (0)

1 "L 6, (0)
= o Hi(s) + Z Snk-i-l—k (7.15)
k=2

S

Sn—2

Podemos encontrar H; (s) pois conhecemos ¢ (w) como haviamos anteriormente
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deduzido em (7.10)

Hy (s) = — —ln—“+§n: 6. (0). (7.16)

Sn—l—l—k
k=2

Aplicando neste instante a transformacao inversa de Laplace

k

-+ Z 0 (0 nii)' (7.17)

n

Hn(w):%—lna

e utilizando a condicao inicial (7.13)

()’ w2 a)” | ¢~ (g (2lnal 2

ol (-1 & (n—k)!
%
= (nlna)"*
> 6:(0) ST 0,
k=2

e vemos entao que 6, (0) = 0 para V n > 2. A solugao da equagao diferencial (7.12)
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seré entao

(7.18)

Retornando para A,:

An = Ay (@) = / dwe 0,1 (w)

Ina

0o n—1 n—2
= / dwe ™ v Ina v
nlna (TL— 1)' (TL—2)'

1 o0 | &
= ( 1)'/ dwe ¥ w" !t — %/ dwe ¥ w2
n—1"/, n—2)/,

Ina Ina

Sendo a férmula da referéncia [71], nimero 3.351-2, pg. 310

k

e’} n |
nl  wu
draz" e M = e —_—
k! Mn—k-l—l
uw k=0

teremos

1 lna L (n—1)! (nlna)k
A (@) = 0T, {6 £ k! }

Ina lna = (n—2)! (nlna)"
" (n—2) {6 2 k! }

ZL{MHl_lM)n_ (”lna)k}, (7.19)

Retornando finalmente para a nossa probabilidade A,,, teremos

P(Z, <1) = P(azy < 1)
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Se xy for uma varidvel randomica tal que xy € [0, 1], entdo a probabilidade de

1 1
P<.’L‘0§—):—.
a a

Substituindo em (7.1), obteremos

encontra-la antes de 1/a serd

Aw=a (M — Aust).- (7.20)

Vamos, de inicio, calcular (7.20) para o parametro a = e. Substituindo em

(7.19)

en n! k!
k=0
nn
= 7.21
o (7.21)
e logo )
(n+1)""
=7 .22
Anti entl(n+1)! (7.22)
Substituindo (7.21) e (7.22) em (7.20)
A, (e) =€e(An — Ant1)
_. " (n+ 1)
T |emn! entl(n 4 1)!
1 [ n (m+1)"
il
n" (1+1/n)"
= 11— — . 7.23
en~Inl [ e } (7.23)

Na prética, sabemos que trabalharemos com valores grandes de n e; portanto,

poderemos aplicar na relacao acima a aproximagao de Stirling para n!

n!l~V2me "n", (7.24)
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e utillizando o mesmo argumento para a fracao dentro dos colchetes, podemos fazer a

aproximacao

(L+Umnze<L—i> (7.25)

2n

Substituindo estas duas relagoes em (7.23)

Ay (e) = =2 {1 _ M}

en~1ln) e
1
~ = (2]
2mn 2n
€ n=3/2

An(e)%%/ﬁ ,

ou seja, no inicio do comportamento intermitente, a distribuicao das fases laminares
obedece a uma lei de poténcias com expoente —3/2. Apds o inicio, A,, pode ser encon-
trado tomando-se somente o maior termo do somatério em (7.19), que para a > e serd

o termo com k = n — 2. Teremos entao

M (a) ~ 1 {(lna)"1 n" +(1-a) (nlna)"-Q}

an n!

_ LM [ - mayn(n—1) (0 () )]}

am n!

L D) ()]
| il

1 (Ina)" ' nn

_ 1 (e o 1, 1
am n! Ina nlna
1 (Ina)" 'nm (1

_ 1 e) n rom L,
an n! Ina

e conseqiiéntemente

N (Ina)" (n+1)"" (1
mHET g (n+1)! 1

+@«n+1r5}.

na
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Substituindo ambas relagoes em (7.20)

A (@) = a(An = Ang)
:a{i(m@”%ﬁ[1 +@m4ﬂ

an n! Ina

1 (Ina)" (n+1)"" { 1 +@((n+1)1)}}

gl (n+1)! Ina

:a@mw{nn{1 +@@*ﬂ

an! |lna |lna

a Ina
L 2(lna)”n” 1_lna 1+l "
(Ina) a™n! a n

Usando a aproximagao de Stirling e a relagao assintética (7.25), obteremos

Ay (lna)”n”{l_ln_a(l_i_l)"}

(In a)2 a™n a n

~ e e (Mn) [1 - (1 - %)}

(lnaa)2 exp{n[l+ lr;frlza) — Inal} {1 _ ? (1 — %)} . (7.26)

—lngf[J—+@«n+Ulﬁ}

Uma vez que estamos interressados em casos proximos ao parametro critico,

vamos escrever nosso parametro a na forma a = e + 6 onde § << 1 e expandir a
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equacao acima em ordens deste fator. Para o logaritmo de a

Ina =1n(e+9)

=1+1In (HS)
~u 2L () e ((9)). (2

e para o logaritmo do logaritmo de a que aparece na exponencial

(0 o)

2

_ g _ (g)z 1o ((g)3> . (7.28)

~ e, (7.29)

onde vamos procurar manter somente os termos de menor ordem. Para o ultimo termo
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de (7.26)
elna (1Y e(1+9) 1
a 2n e(1+g) 2n
1—%- (7.30)
Ja para o exponenciando de (7.26)
2 3
l+In(Ina) —Ina=1+ o (5) +0 ((é) )]
e e e
2 3
()
e 2 \e e
1 /8)?
) <e) : (7.31)

Substituindo (7.29), (7.30) e (7.31) em (7.26), teremos:

a 6n(lJrln(ln a)—Ina) elna 1
M) = {1_ (1__)}

2mn
~ e (5 () [-0-5)
A, (a) ~ 2;% exp< ;’ (i)2> n=3/2,

ou seja, teremos uma queda exponencial a partir do momento em que n se tornar

grande.
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