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RESUMO

Este trabalho apresenta uma Formulagdo de Elementos de Contorno para a modelagem em
duas dimensdes de microestruturas multi-fase que contém furos e inclusdes cilindricas de raio
variavel, baseada nos trabalhos de Henry & Banerjee, 1991 e Banerjee & Henry, 1992 para
solidos tridimensionais. Na presente formulagdo, a inomogeneidade ndo ¢ discretizada da forma
convencional, com vistas a um método computacionalmente mais eficiente. Na implementacao
numérica sdo considerados materiais micro-porosos com distribui¢do aleatoria. Cada micro-poro
¢ modelado como um furo cilindrico utilizando um unico elemento de furo o qual interpola as
variaveis fisicas com funcdes de forma de base trigonométrica. Neste trabalho sdo propostas
funcdes de forma para elementos de furo com graus de liberdade adicionais ao elemento
proposto originalmente por Henry & Banerjee, 1991, obtendo-se elementos de 4, 5 ¢ 6 nds. A
integracao dos nucleos singulares no elemento de furo € realizada pelo método direto, resultando
um elemento regularizado. Essa integracdo ¢ analisada em detalhes através de diversos
experimentos numeéricos, e sua eficiéncia ¢ comprovada. Vérios exemplos sdo estudados para
ilustrar o desempenho do método. A formulagdo ¢ utilizada para resolver o problema elastico de
um Elemento de Volume Representativo (EVR) e aplicar a Teoria de Campos Médios para
encontrar propriedades efetivas de materiais micro-porosos com matriz homogénea e isotropica.
Expressoes para avaliar propriedades efetivas sob hipdtese de Estado Plano de Tensdes (EPT) e
Estado Plano de Deformagdes (EPD) para materiais isotrdpicos e transversalmente isotropicos
sdo desenvolvidas. Como exemplo de aplicacdo ¢ modelado um material com propriedades e
distribuicdo estatistica de furos tomadas da microestrutura de um ferro fundido nodular ferritico
e considerando a hipotese de EPT. Neste exemplo ¢ obtida a quantidade de inomogeneidades que
¢ preciso modelar para considerar um EVR. Mostra-se que a formulacdo ¢ eficiente e
especialmente adequada para estimar propriedades efetivas em materiais micro-porosos.
Adicionalmente, desenvolve-se também um procedimento geral para o projeto computacional de
materiais compostos micro-heterogéneos com propriedades elasticas de acordo com os
requerimentos pré-especificados. Esse procedimento combina Algoritmos Genéticos (AG) e o
Meétodo de Busca Direta (MBD) com a formulacdo de Elementos de Contorno desenvolvida.
Visando acelerar o AG uma estratégia para aproximar o valor da fun¢do objetivo é proposta ¢
implementada. A eficiéncia e capacidade da ferramenta desenvolvida sdo ilustradas mediante a
solugdo de um problema inverso. Os resultados obtidos mostram importantes melhorias no
tempo computacional, em comparacdo com a implementacdo do AG convencional, sem grandes

perdas na precisao.



ABSTRACT
“Computational Modeling and Design of Random Micro-porous Materials Using a Boundary

Element Formulation”

In this work a Boundary Element Formulation for modeling two-dimensional multi-phase
microstructure containing cylindrical holes and inclusions of variable radii is presented. The
formulation is based on the works of Henry & Banerjee, 1991 and Banerjee & Henry, 1992 for
three-dimensional solids. In the proposed approach it is not necessary to discretize the
inhomogeneity like in conventional boundary methods, leading to a computationally more
efficient method. In the numerical implementation, random micro-porous materials are
considered. Each micro-pore is modeled as a cylindrical hole using a single /ole element which
use trigonometric shape function to interpolate physical unknowns. In addition, the original
elements proposed by Henry & Banerjee, 1991 are further developed, and higher order elements
of 4, 5 and 6 nodes are introduced. The integration of singular kernels of the hole element is
accomplished by the direct method, resulting a regularized element. The integration results are
analyzed in detail through various numerical experiments, and its efficiency is proved. Several
examples are studied in order to illustrate the performance of the method. The formulation is
used to solve the elastic problem in a Representative Volume Element (RVE) and the Theory of
Mean Fields is applied in order to obtain effective properties of random micro-porous materials
with homogeneous and isotropic matrix. Expressions for the evaluation of effective properties
over Plane Stress and Strain Plane hypothesis for isotropic and transversally isotropic materials
are developed. As an application example, a material with the same properties and
microstructure distribution of the austempered ductile iron is modeled considering the Plane
Stress hypothesis. In this example the quantity of inhomogeneities necessary for the model to
deliver a RVE is obtained. It is demonstrated that the formulation is efficient and specially
adapted for effective property estimation in micro-porous materials. Additionally, a general
procedure to perform the computational design of micro-heterogeneous composite materials with
pre-specified elastic properties requirements is developed. It combines the use of Genetic
Algorithms (GA) and the Direct Search Method along with the proposed boundary element
formulation. To accelerate the GA a strategy for approximation of the objective function is
proposed and implemented. The performance and capabilities of the devised tool are illustrated
by solving an inverse problem. The results obtained show important savings in computing time

in comparison to the standard GA, with only minor accuracy degradation.
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RESUMEN
“Modelado y Disefio Computacional de Materiales Micro-porosos con Distribucion Aleatoria

Utilizando una Formulacion de Elementos de Contorno”

En este trabajo se presenta una Formulacion de Elementos de Contorno para el modelado en
dos dimensiones de microestructuras multifase que contienen agujeros e inclusiones cilindricas
de radio variable, basandose en los trabajos de Henry & Banerjee, 1991 y Banerjee & Henry,
1992 para solidos tridimensionales. En esta formulacion, la inhomogeneidad no es discretizada
en la forma convencional, buscando un método mas eficiente computacionalmente. En la
implementacion numérica son considerados materiales micro-porosos con distribucion aleatoria.
Cada micro-poro es modelado como un agujero cilindrico utilizando un Unico elemento de
agujero, el cual interpola las variables fisicas con funciones de forma de base trigonométrica. En
este trabajo son propuestas funciones de forma para elementos de agujero con grados de libertad
adicionales al elemento propuesto originalmente por Henry & Banerjee, 1991, obteniéndose
elementos de 4, 5 e 6 nodos. La integracion de los nucleos singulares en el elemento de agujero
se realiza por el método directo, resultando un elemento regularizado. Esta integracion es
analizada en detalle a través de diversos experimentos numeéricos, y su eficiencia es comprobada.
Varios ejemplos son estudiados para ilustrar el desempefio del método. La formulacion es
utilizada para resolver el problema elédstico de un Elemento de Volumen Representativo (EVR) y
aplicar la Teoria de Campos Promedios para encontrar propiedades efectivas de materiales
micro-porosos con matriz homogénea e isotropica. Expresiones para evaluar propiedades
efectivas sobre la hipotesis de Estado Plano de Tensiones (EPT) y Estado Plano de
Deformaciones (EPD) para materiales isotrdpicos e isotropicos transversales son desarrolladas.
Como ejemplo de aplicacion se modela un material con propiedades y distribucion estadistica de
agujeros tomadas de la microestructura de hierro fundido nodular ferritico, considerando a
hipotesis de EPT. En este ejemplo se obtiene la cantidad de inhomogeneidades que es preciso
modelar para considerar un EVR. Se muestra que la formulacion es eficiente y especialmente
adecuada para estimar propiedades efectivas de materiales micro-porosos. Adicionalmente,
también se desarrolla un procedimiento general para el disefio de materiales compuestos micro-
heterogéneos con propiedades elasticas de acuerdo con requerimientos pre-especificados. Este
procedimiento combina Algoritmos Genéticos (AG) y el Método de Busqueda Directa con la
Formulacién de Elementos de Contorno desarrollada. Buscando acelerar el AG una estrategia
para aproximar el valor de la funcion objetivo es propuesta e implementada. La eficiencia y

capacidad de la herramienta desarrollada es ilustrada mediante la solucion de un problema
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inverso. Los resultados obtenidos muestran importantes mejoras en el tiempo computacional en

comparacion con la implementacion del AG convencional, sin grandes pérdidas en la precision.
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1. INTRODUCAO

1.1. Introducao

Os materiais industriais, assim como tudo na natureza, sdo heterogéneos quando observados
de uma certa escala. A determinacdo de caracteristicas macroscopicas de materiais heterogéneos
¢ um problema essencial em muitas aplicagdes de engenharia e ciéncia. Estudar a relagdo entre
fendmenos micro-estruturais € o comportamento macroscopico ndo so6 permite predizer o
comportamento de materiais que ja existem, mas também fornece uma ferramenta para o projeto
de micro-estruturas de materiais tal que o comportamento macroscopico resultante se ajuste com
caracteristicas desejadas. A simulacdo numérica direta de estruturas compostas por materiais
micro-heterogéneos incorporando todos os detalhes da micro-estrutura resulta em um custo
computacional muito por acima do disponivel atualmente. Por esse motivo, sdo utilizados
modelos de materiais homogeneizados ou regularizados onde o material ¢ tratado como se fosse
homogéneo na macro-escala com propriedades efetivas advindas do comportamento nas escalas
inferiores. Existem muitas formas de se obter propriedades efetivas como, por exemplo, a Teoria
Matematica de homogeneizagdo, a qual ¢ aplicada principalmente a materiais com estrutura
interna periddica [Sanchez-Palencia E., 1981; Bakhvalov N. & Panasenko G., 1984], ou os
métodos analiticos e semi-analiticos como bandas de Hashin-Shtrikman, o Método auto-
consistente, ou o Método de Mori-Tanaka [Nemat-Nasser S. & Hori M., 1999]. Neste trabalho ¢
utilizado um esquema de aproximagdo computacional juntamente com a Teoria de Campos
Médios, também chamada de Teoria de Propriedades Efetivas ou Método de Andlise EVR
[Zohdi T. 1., 2002, Hori M. & Nemat-Nasser S., 1999]. A idéia do método se baseia no fato das
propriedades efetivas medidas em experimentos serem relagdes entre médias (no volume de
amostra de material micro-estrutural) dos campos internos das variaveis envolvidas [Hori M. &
Nemat-Nasser S., 1999]. Esta relagdo deve ser calculada sobre uma amostra representativa de
material que incorpore uma quantidade suficiente de micro-heterogeneidades. Esta amostra ¢
referida na literatura como Elemento de Volume Representativo (EVR). A propriedade efetiva ¢
determinada sobre a base de uma analise estatistica sobre uma série de EVRs submetidos a uma
carga de prova. Para se calcular os campos internos das distintas variaveis ¢ preciso resolver um
problema de valores de contorno para a microestrutura. O caso de interesse de este trabalho ¢ o
das propriedades efetivas mecanicas elasticas lineares. Por isso, o problema de valores de

contorno a ser resolvido € o problema eldstico da Mecanica dos Solidos.



Atualmente, na engenharia ¢ comum o uso de métodos numéricos para a solucao de equagdes
diferenciais como o Método dos Elementos Finitos (MEF), o Método dos Elementos de Contorno
(MEC) e o Método das Diferengas Finitas. A combinacdo de micro-mecanica e tais métodos
numéricos fornece uma ferramenta poderosa para a modelagem do comportamento de materiais.
Neste trabalho ¢ utilizado o MEC para se resolver o problema eldstico na micro-estrutura. A
principal caracteristica do MEC reside na reducao, em se tratando de problemas lineares, de uma
dimensdo do problema, o que diminui drasticamente a quantidade de dados necessarios para
solucdo computacional do mesmo. Assim a discretizagdo de microestruturas contendo
heterogeneidades resulta simples e computacionalmente eficiente para ser modelada
numericamente ¢ implementada em um moddulo de otimizagdo. Em contrapartida, do MEC
resultam geralmente matrizes cheias e ndo-simétricas, impedindo ou dificultando o uso de
estratégias de solugdo desenvolvidas para o MEF. E importante destacar também que em
problemas de mecanica dos solidos em regime linear, 0 MEC permite obter uma muito alta
resolucdo dos campos de tensdes e deslocamentos quando comparado com o MEF.
Adicionalmente, por um procedimento simples, as médias no volume das variaveis envolvidas
podem ser levadas ao contorno, precisando unicamente dos dados sobre o contorno da matriz do
material. Essa caracteristica do Método de Campos Médios faz do MEC um procedimento mais
que conveniente para este tipo de problemas. A Figura 1.1 mostra uma micro-estrutura
discretizada com elementos finitos € uma com elementos de contorno onde se visualiza
claramente a diminuicao de variaveis nodais a ter que ser processadas no MEC com respeito ao

MEF.
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Figura 1.1 — (a) malha de elementos finitos de uma micro-estrutura. (b) malha de elementos de contorno.



O desenvolvimento de novos materiais de alto desempenho (resisténcia a vida a fadiga, alta
tenacidade, resisténcia ao desgaste, etc.) ¢ um fator muito importante no progresso industrial.
Um grande nimero e produtos de uso cotidiano e alto impacto social, que vao desde a industria
de embalagens até a automotiva, passando pela alimenticia, cosmética, agro-téxtil, construgao,
tubulacdes, eletrodomésticos, indumentaria de seguranga, proteses e dispositivos biomédicos,
farmacos, etc. aproveitam os mais recentes avangos da engenharia e da ciéncia dos materiais.
Desta forma, a otimizacdo das propriedades dos materiais se converte em tarefa prioritaria e
estratégica que justifica o desenvolvimento de técnicas numéricas eficientes de modelagem de
materiais. A chave do éxito de muitos materiais modernos estd no comportamento “sob medida”
para sua aplicagdo. Isto se consegue, fundamentalmente, a partir da manipulagcdo de sua micro-
estrutura. A filosofia bdsica na construcdo de tais materiais € selecionar combinacdes de
materiais das fases para produzir as propriedades macroscopicas ou efetivas desejadas. No
intento de reduzir o custo com procedimentos experimentais, ja € possivel se fazer predigdes do
comportamento de novos materiais usando simulagdes numéricas, acelerando o desenvolvimento
de materiais. Na regido Sul-americana, os alcances e potencialidades destas tecnologias foram
recentemente apresentados e discutidos durante o US-South America Workshop on Mechanics
and Advanced Materials Research and Education realizado no Rio de Janeiro em Agosto de
2004. Neste encontro ficou demonstrado o incipiente desenvolvimento destas tecnologias na
regido sul-americana e a necessidade de impulsionar seu avango e inser¢do no meio cientifico e
produtivo. Dentro desse contexto, neste trabalho ¢ estudado um algoritmo nao deterministico
para o projeto de materiais que ¢ utilizado junto com a ferramenta numérica desenvolvida para a
modelagem do material. Esse algoritmo ¢ implementado para o projeto de materiais micro-
porosos com comportamento linear, mas pode ser facilmente estendido a materiais compostos
multi-fase em trés dimensdes com topologias complexas das inomogeneidades e leis de

comportamento nao-linear.

1.2. Revisao bibliografica

A analise de materiais, mesmo os linearmente elasticos com deformagdes infinitesimais, €
ainda um problema aberto [Zohdi T. 1., 2002]. O aumento da capacidade de processamento dos
computadores nos ultimos anos ja possibilita que modernos métodos numéricos possam ter um
papel mais significativo na analise ¢ modelagem de estruturas heterogéneas, incluindo o regime

ndo-linear.



A utilizacao de métodos numéricos para o estudo de fendmenos micro-estruturais vem sendo
desenvolvida durante as tltimas trés décadas resultando no estabelecimento de um novo campo
de estudo denominado Computational Material Science. O MEC ja demonstrou ser mais preciso
e eficiente em termos de custo computacional que outros métodos, para muitos problemas
lineares de Mecanica dos Sélidos. Em particular, em problemas de micro-mecanica, o MEC pode
fazer predi¢des mais eficientes [Q-S. Yang & Qin Q-H., 2004] devido ao esquema de média no
volume dos campos internos das variaveis requerer informagdes unicamente do contorno da
microestrutura. No trabalho de Q-S. Yang & Qin Q-H., 2004 exemplos numéricos mostram que
para se obter propriedades efetivas de materiais compostos com inclusdes rigidas circulares os
resultados do MEC concordam com aqueles obtidos com o MEF, embora o primeiro exija uma
quantidade de graus de liberdade drasticamente inferior. No trabalho de Yao et al., 2004
Também ¢ mostrado que o MEC ¢ mais adequado que o MEF em simulagdes em duas dimensdes
de compostos com inclusdes. Nos ultimos anos 0 MEC vem sendo utilizado cada vez mais para a
modelagem de micro-mecanica de materiais compostos. No trabalho de Hu N. et al., 2000 o
MEC ¢ escolhido para realizar simulagcdes numéricas e estudar a precisdo e confiabilidade de
métodos tedricos utilizados para predizer propriedades mecanicas de laminas contendo furos
circulares. Nesse trabalho ¢ analisada também a interacdo entre furos de laminas com
distribuicdo normal de furos. Um novo MEC para resolver problemas de corpos planos elasticos
que envolvem furos e trincas ¢ apresentado por Wang Y. B. & Chau K.T., 2001. Essa
formulagdo de elementos de contorno expressa a variavel como uma fun¢do complexa. Em Dong
C.Y.etal, 2002 e Dong C. Y. et al., 2003 ¢ tratado o problema da inclusao de formas arbitrarias
em dominios finitos ou infinitos de materiais anisotropicos. No trabalho de Knight et al., 2003 o
MEC ¢ implementado junto com a técnica Embedded cell para caracterizar materiais compostos
a nivel micro-mecanico. Nesse trabalho, ¢ analisado o efeito das propriedades dos micro-
constituintes e a distribuicdo espacial das inclusdes sobre as tensdes dentro do material
composito. Para a andlise de tensdes em materiais elasticos infinitos contendo inclusdes, Dong &
Lee, 2004 utilizam um MEC sem malha (Boundary Point Method) método de ponto de contorno.
Em Mackerle, 2002 sdo apresentadas referéncias a artigos, conferéncias, teses e dissertagdes que
utilizam MEF e MEC para a analise de compostos de matriz metalica publicados no periodo de

1997-2000.



Um esquema alternativo ao apresentado nesta dissertagdo ¢ o sugerido no trabalho de
Mogilevskaya S. G. & Crouch S.L., 2001 para inclusdes, Wang J. et al., 2003a para furos e
Wang J., 2001; Wang J., et al., 2003b para trincas. A formulacao ¢ baseada na solu¢do numérica
de uma equacao integral de contorno complexa na qual os pardmetros do contorno sdo expressos
em funcao de séries de Fourier no caso de inomogeneidades circulares, € em polindomios de
Chebyshev no caso de trincas. A quantidade de termos na série de Fourier ¢ determinada com
um algoritmo iterativo com base em uma estimativa de erro. Todas as integrais envolvidas sdao
integradas analiticamente. Esse esquema ¢ estendido em Wang J., 2005a para incorporar um
algoritmo de solugdo de problemas em grande escala chamado fast multipole. Nos tltimos anos,
esse grupo de pesquisa da University of Minnesota tem investido esforcos na modelagem de
interfaces utilizando essa formulagao [Mogilevskaya S. G. & Crouch S.L., 2002; Mogilevskaya
S.G. & Crouch S.L., 2004; Wang J. et al., 2005b]. Atualmente estdo trabalhando em estender
esses trabalhos a trés dimensdes, incorporar teorias do continuo de segunda ordem para
considerar efeito de escala e grandes gradientes de deformacdo, termo-elasticidade transiente,
visco-elasticidade e modelar functional graded materials [Crouch S.L., 2004].

A utilizagdo de Algoritmos Genéticos (AG) no de projeto de materiais micro-heterogéneos €
proposta no trabalho de Zohdi, 2003. Nesse trabalho ¢ aplicado um AG conjuntamente com uma

versdo p do MEF.

1.3. Objetivos do trabalho

O objetivo geral do presente trabalho ¢ a modelagem e projeto em duas dimensdes de
materiais micro-porosos com distribuicdo aleatoria pelo MEC. Visando uma formulacdao de
elementos de contorno mais eficiente que no método convencional, a formula¢do de Henry &
Banerjee, 1991 e Banerjee & Henry, 1992 para modelar solidos tridimensionais com furos ou
inclusdes cilindricos pode ser particularizada para duas dimensdes e apresentada em uma forma
mais geral. Com esta formulagdo ¢ possivel modelar o contorno da inomogeneidade
simplesmente com um Unico elemento chamado elemento de furo ou elemento de inclusdo. A
Figura 1.2 mostra uma micro-estrutura discretizada com elementos de contorno convencionais €

com o elemento proposto.
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Figura 1.2 — (a) Microestrutura discretizada com elementos quadraticos descontinuos utilizando o MEC

convencional. (b) Microestrutura modelada com elementos de furo desenvolvidos neste trabalho.

Os objetivos principais do presente trabalho ficam entdo assim definidos:

Desenvolver uma formulacio de elementos de contorno, que dispense a discretizacao
da inomogeneidade da forma convencional, para a modelagem de microestruturas
multi-fase em duas dimensdes contendo furos e inclusdes cilindricas de raio
arbitrario.

Propor e implementar um esquema de integragdo dos nucleos fortemente singulares
resultantes da formulacao do elemento de furo.

Propor fungdes de forma de base trigonométrica para modelar os micro-campos no
contorno das inomogeneidades cilindricas com maior precisdo que com o elemento de
trés nos proposto por Henry & Banerjee, 1991.

Implementar elementos de furo de ordem superior com graus de liberdade adicionais,
utilizando essas fungdes propostas.

Implementar a ferramenta numérica desenvolvida, na modelagem de materiais micro-
porosos de distribuicdo aleatdria para se obter propriedades mecanicas elésticas
efetivas. Isso inclui a analise estatistica da resposta efetiva e obtengdo das expressoes
para o modulo de Young e o coeficiente de Poisson efetivos para as hipoteses de
Estado Plano de Tensdes (EPT) e Estado Plano de Deformagdes (EPD).

Desenvolver e implementar um algoritmo para o projeto de materiais micro-
heterogéneos combinando Algoritmos Genéticos (AG), o Método de Busca Direta
(MBD) e 0o MEC.

Propor e implementar um esquema de aproximacdo da funcdo objetivo no AG

visando acelerar o algoritmo.



1.4. Descricao do trabalho

Este trabalho esté estruturado em 6 capitulos, o primeiro dos quais ¢ a presente introducao. O
Capitulo 2 consiste em uma revisdo dos conceitos basicos mais importantes da Teoria da
Elasticidade que serdo utilizados durante o restante do trabalho. Também sdo apresentados
conceitos basicos de micro-mecanica e da Teoria de Campos Médios para se obter propriedades
mecanicas eldsticas efetivas em materiais micro-heterogéneos a partir das propriedades e
topologia dos micro-constituintes. A modelagem numérica da micro-estrutura do material ¢
apresentada no Capitulo 3, onde uma formulagao eficiente do MEC para a modelagem de furos e
inclusdes em uma matriz homogénea e isotropica ¢ desenvolvida. Especial atencdo ¢ dada a
integragdo de nucleos fortemente singulares do elemento de furo proposto. Alguns resultados
relativos @ modelagem de furos sdo preliminarmente apresentados. No Capitulo 4 sdo propostos
elementos de ordem superior, e seu desempenho ¢ analisado. Logo ap6s ¢ estudada a interagao
entre furos com estes novos elementos. S3o desenvolvidas as expressdes para obtencdo de
propriedades efetivas de materiais micro-porosos em duas dimensdes com os modelos de EPT e
de EPD. Como exemplo de aplicacdo da ferramenta numérica desenvolvida ¢ realizada a andlise
EVR linear para um material em EPT com propriedades e distribui¢do de furos tomados da
microestrutura de um ferro fundido nodular ferritico. No Capitulo 5 ¢ desenvolvido um
algoritmo geral para o projeto de materiais, que combina algoritmos nao-deterministicos com a
formulagdo do MEC. Nesse capitulo ¢ proposto e implementado um modelo aproximado de
avaliacdo da fung¢do objetivo no AG. Como exemplo de aplicagdo € resolvido o problema inverso
ao apresentado no Capitulo 4. Finalmente, o Capitulo 6 expde as principais conclusdes e sugere

alguns topicos e recomendagdes para a continuacao do presente trabalho.



2. REVISAO DAS EQUACOES DE ELASTICIDADE E MICRO-MECANICA

2.1. Introducao

A teoria da elasticidade se enquadra na mecanica dos meios continuos na qual a configuragao
de um solido ¢ descrita com um modelo matematico que associa a cada particula material do
solido um ponto geométrico definido por suas coordenadas. Assim, o material consiste de pontos
materiais e vizinhangas materiais. Ao mesmo tempo, a mecanica do continuo assume que a
distribuicao de material, tensdes e deformacdes dentro de uma vizinhan¢a material infinitesimal
de uma particula tipica (macro-elemento) pode ser considerada uniforme. Em micro-escalas, no
entanto, a vizinhanga material infinitesimal, em geral ndo ¢ uniforme, consistindo de diversas
micro-heterogeneidades. Portanto, os campos de tensdes e deformacdes dentro do macro-
elemento ndo sao uniformes no nivel da micro-escala. O principal objetivo da micro-mecanica ¢
expressar de forma sistematica e rigorosa as quantidades continuas associadas com uma
vizinhanga material infinitesimal em termos dos parametros que caracterizam a microestrutura e
propriedades dos micro-constituintes da vizinhan¢a do material. Neste Capitulo ¢ apresentada
uma revisao de conceitos basicos da Teoria da Elasticidade e alguns topicos de micro-mecanica
que serdo utilizados no restante do trabalho. Nessa revisdo, especial importincia ¢ dada a
elasticidade anisotrdpica em duas dimensdes e teoremas da Teoria de Campos Médios utilizados

para encontrar propriedades efetivas de materiais micro-heterogéneos.

2.2. Lema de Cauchy

Dos infinitos vetores tracdo associados aos infinitos planos que passam por um ponto de um
corpo deformavel, trés deles que atuam em trés planos perpendiculares ¢ suficiente para definir
univocamente o vetor tracdo associado a qualquer plano arbitrario que passe pelo ponto. Este

lema tem a seguinte expressao matematica [Paris, 1998]:

t,=o,n, (2.1)
ou explicitamente:
n
A Oy Oy O3 || 1y
n —
L =|0, Opn O3 \h (2.2)
n
4 O3 Oy O3 | (M

onde os trés vetores associados aos os trés planos perpendiculares (correspondentes aos eixos

cartesianos x,, ver Figura 2.1), sdo:



Oy Oy O3

1 2 3

t =30,¢, t'=90,¢, t =103, (2.3)
O3 O3 O33

Assim fica definido o tensor de tensdes o, o qual determina o estado tensional do ponto

completamente.

X

O
‘11

| O1
61'2/ 031

O3 o33
o
Gzzj—’23 C3) X

X
Figura 2.1 - Componentes do estado tensional em trés planos ortogonais em um sistema de referéncia Xx; .

2.3. Equilibrio

Considera-se um elemento infinitesimal no corpo so6lido 2, a condicdo de equilibrio de
forcas leva a denominada equacao de equilibrio [Paris, 1998]:

o, +b,=0 (2.4)

onde b, sdo as forcas de corpo. A condicdo de equilibrio de momentos leva a simetria do tensor

de tensoes:

o.=0, (2.5)

2.4. Relaciao deformacao-deslocamento

Neste trabalho ¢ considerada a hipdtese de deformagdes infinitesimais de Cauchy. Portanto

as relagdes deformagdo-deslocamento sao [Malvern, 1969]:

)

£ :%(u[,j "'”j,,-) (2.6)

onde &, € um tensor de segunda ordem, simétrico denominado tensor de deformagdes

infinitesimais. O tensor de segunda ordem anti-simétrico chamado tensor de rotagdo infinitesimal

w; ¢ definido como:
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o, =—(u,,-u,,) 2.7)
O campo de deslocamentos pode ser expresso em fungéo do tensor de pequenas deformagdes &,
e tensor de rotagdo infinitesimal @, com a equagéo:

U, =&+, (2.8)

2.5. Lei constitutiva

A lei de comportamento linear ou equagao constitutiva linear de um material elastico ¢

escrita em notac¢do indicial como [Paris, 1998]:

o =C,

ijkm

Eim (2.9)

onde C,

sim 80 as componentes do fensor de constitutivo de quarta ordem que relaciona o tensor

de tensdes com o tensor de deformagdes. O tensor de elasticidade satisfaz trés simetrias:

C

ijkm

=C

Jikm >

C

ijkm

=C.

ijmk >

C

ijkm

=C

(2.10)
dadas pela simetria do tensor de tensdes (o; =0 ), da simetria do tensor de deformagdes
(&, =¢€,) e do requerimento termodinamico que trabalho nenhum deve ser feito por um material

elastico em um ciclo de carga fechado, respectivamente. Levando-se em conta (2.10) o
comportamento anisotrépico eldstico linear mais geral fica caracterizado por 21 constantes
elasticas independentes. Estas constantes sdo dependentes da estrutura interna do material.

A inversa das relacdes tensdo-deformagao (2.9) sdo as relagdes deformagado-tensao:

€ =S im Tt (2.11)

onde S;,, € denominado fensor de complacéncia de quarta ordem o qual esta relacionado com o

tensor de elasticidade pela expressao:

S Cloms =%(5A 5,+3,5,) (2.12)

ir~ js s jr

onde J; ¢ o operador delta de Kronecker.

Na notag¢ao de Voigt (também chamada de Nye ou Voigt-Mandel) a relagdo (2.9) pode ser

escrita como uma transformagdo linear em seis dimensdes {6} =[c|{y} ou explicitamente:
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oy G G Gz Gy G5 G || €

) Gy Cn G Gy G Gy || &

On|_|%1 % G3 Gu Gs G &3 (2.13)
O3 Cii Cpp Cpy Cy Cys Cy | |26

O3 Cs; €5 Csy Csy Cs5 Cs | |26

Oy, G Cs Co Cau Ces Cos | 261

onde ficam definidos os vetores de tensdes o, e deformagdes y, e a matriz de constantes

elasticas c,,. As relagdes entre as componentes do tensor de elasticidade C, e a matriz

ijkm
simétrica c,, estdo dadas na Tabela 2.1. Esta mudanga de notagéo incorpora as duas primeiras
simetrias de (2.10) e a terceira se manifesta na simetria da matriz de constantes elésticas.

Salienta-se que na representagdo matricial de Voigt se perde o carater tensorial da lei constitutiva

[Cowin & Mehrabadi, 1992].

C, km

: 11 22 33 23 13 12

11 h Cy Ci3 on Cis Cis

22 Cy Cy Cy3 Coy Cys Cy

i 33 Csy Cs Cy3 Cyy Css Cs6
23 Cu Cp Cy3 Cy4 Cys Cu6

13 Cs Csy Cs3 Csy Css Cs6

12 Co1 Cer Ce3 Ces Ces Ces

Tabela 2.1 — Relagdo entre as componentes do tensor de elasticidade e a matriz de constantes elasticas.

Deve-se de notar que as relagdes na Tabela 2.1 ndo sdo as mesmas para o tensor de
complacéncia e a sua reducdo a forma matricial devido ao fator 2 no vetor de deformagdes.

Agora em notagdo matricial a relagdo (2.12) ¢ escrita como:

[s][c]=[c][s]=[1] (2.14)
ou
SiCy = CySy =0y (2.15)

y

que definem a matriz de complacéncia s .

2.6. Elasticidade plana

A teoria da elasticidade em duas dimensdes pode ser empregada para reduzir a complexidade
de varios problemas em engenharia e permite testar formulagdes antes de estendé-las a trés

dimensdes. Uma lei constitutiva em duas din ™ 2s ndo ¢ baseada somente no comportamento
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do material, mas também do modelo fisico, exemplificado pela diferenca entre os modelos de
Estado Plano de Tensoes (EPT) e o Estado Plano de Deformagoes (EPD). O modelo de EPT
implica que o,, =0¢ o de EPD que &,, =0, quando o problema ¢ reduzido ao plano x,,x,.

Como o EPD ou o EPT correspondem a estados de deformagdo ou tensdo especiais, as

relacdes constitutivas (2.13) ndo mudam. Entdo, em notagdo matricial de Voigt para deformacao

plana tem-se [Nemat-Nasser & Hori, 1999]:

Oy ¢ G Gz Gy G5 Cg || &

Op Cp Cp €y Gy Cs Cx || &y

On_|Gs €3 Cs Gy Gs Gy 0 (2.16)
On Cy Gy Gy Cy Cgs Cy 0

Oy; Cs G Gs G5 G5 Cso 0

Oy [Cs Cax G Cas Css Cop | 260

Note-se que as constantes elasticas cy;, ¢y, ,¢5,,C4,C5€ C5s D@0 participam do modelo de EPD,
o que se faz evidente quando a lei constitutiva ¢ descomposta para tensdes no plano

LO'“ 0, O'IZJ , € tensoes fora do plano L0'33 Oy, 0'13J , neste caso tem-se, respectivamente

[Nemat-Nasser & Hori, 1999]:

Oy € G G || €

On (=% Cn Cp|)én (2.17)
O [Cis G5 Cos ] 260

O3; C3 Gy Gy || €n

O (=G4 Cu Cu || ¢ (2.18)
O3 LGs G5 Cse ] 260,

&n S S Sz Sy Sis Si6 || On
) Sp Sn Sy Sy Sy Sy | |On
&3 _| S S Sy Sy S S 0 (2.19)
265, St S Su Su S Sy || O
2¢ Sis S5 Sss Sus S5 S5 || 0
26n) 1S S S S S Se ] (On

e descompondo em tensdes no plano e tensodes fora do plano, respectivamente [Nemat-Nasser &

Hori, 1999]:


Fede
Rectangle
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& S Sz Sis || On
€n (T S2 Sn Sx [1On (2.20)
2,) |85 Sx Ses ] On
&3 Si3 S S || On
26 0=|8, Sy Sy 102 (2.21)
28, 515 S5 Ss6 ] (On2

As matrizes constitutivas em (2.17), (2.18), (2.20) e (2.21) devem ser positivas definidas e
sdo validas para qualquer simetria do material. Isto €, para se obter as expressoes para EPT ou
EPD de qualquer dos 8 tipos de simetria [Ting, 2003] ¢ suficiente particularizar as mesmas com

0s ¢; ou s, correspondentes para trés dimensdes. Assim, a matriz de constantes elasticas para o

EPD em um material com isotropia transversal em fung¢do do moddulo de Young E e o

coeficiente de Poisson v é:

_ i i -
1w v v 0
E E,  E E
2 2 2
c FE _v,yn 1y 0 (2.22)
(1+v){(1-v)E,~2viE}| E E, E E,
{(1-v)E, -2V} E}
0 0
| 2EFE, |
e a correspondente matriz de complacéncia:
Lv o vovi
E 3 E 3
EPD gD\ v V32 1 V32
SisaTranv = (C[saTranv) il T~ 0 (223)
E E, E E,
2(1+
0 0 (1+v)
- E =

onde a auséncia de sub-indices implica propriedades no plano, o E, ¢ o modulo de Young na
dire¢do 3 e v, ¢ a deformagdo normal em qualquer direcdo no plano devida a uma tensdo na
dire¢do x,. Para um material isotropico transversal em EPT tem-se:

I v 0

Sif?mnﬁ% v 1 0 (2.24)
0 0 2(1+v)
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com a correspondente matriz de constantes eldsticas:

1 v 0
Ciif;ranv = (Sl‘i(]j;;anv )_1 = l_E‘Vz 4 1 0 (225)
0 0 (1 —v)
L 2

Note-se que as matrizes (2.24) e (2.25) para EPT de um material com isotropia transversal sdo

iguais as de isotropia, enquanto que para EPD as matrizes (2.22) e (2.23) para um material

isotropico transversal dependem das propriedades fora do plano. As matrizes C..” e S.° para
um material isotropico podem ser obtidas fazendo-se £ =FE, e v=v;:
l-v v
EPD E
o B, L, (2.26)
(1-2v)(1+v)
(1 - 21/)
0 0
L 2
12 V(l + V) 0 ]
E E
1+ —v?
gero | _v(tv) Loy 0 (2.27)
‘ E E
2(1+
— E -

Os materiais elasticos devem satisfazer as condicdes de estabilidade de Drucker [Malvern,
1969]. Estas condigdes garantem que o tensor de elasticidade seja positivo definido, isto €, os
autovalores devem ser positivos. Assim, define-se uma lei constitutiva geral para todos os
modelos em duas dimensdes como:
O E, E, E;|| &,
Op(=|Ey Eyn Ey|yén (2.28)
O, Eg E, E;](2¢,

as seguintes relacdes expressam as condi¢des de estabilidade para qualquer simetria [Pedersen,

1994]:
E, =20, E,=>20; E.,>0

E11E22 _(Elz )2 20

EpnEy,—(Ey) 20 (2.29)
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E11E33 _(En )2 20

detE>0

2.7. O problema de valores de contorno no EVR

Na Teoria de Campos Médios ¢ preciso resolver um problema de valores de contorno do
EVR. No caso de propriedades efetivas mecanicas elasticas trata-se do problema elastico
correspondente.

A resolugdo do problema elastico consiste em conhecer os campos de deslocamentos, tensdes
e deformagdes em um corpo s6lido submetido a a¢do de cargas exteriores com forcas de corpo

b,, tragdes £ no contorno I',e deslocamentos u, no contorno I' . O problema elastico fica

constituido entdo por um sistema de 15 equagdes diferenciais em derivadas parciais (as trés
equagoes de equilibrio (2.4), as seis relacoes deformacgao-deslocamento (2.6) e as seis equagoes
constitutivas (2.13)) com 15 incognitas (as seis componentes de tensodes, as seis componentes de
deformacgdes e os trés deslocamentos). A manipulagdo das equacdes (2.4), (2.6) e (2.9) permite
uma formulagdo mais simples do problema. Assim, as equacgdes de equilibrio em termos do

campo de deslocamentos, conhecidas como equagdes de Navier, sdo:

)

Cytty 4 +b,=0 (2.30)

A equagdo (2.30) representa um sistema de equagdes diferenciais acopladas com trés
incognitas: o campo de deslocamentos. E representam a condi¢do necessaria e suficiente a ser
satisfeita pelo campo de deslocamentos para ser uma solucdo valida do problema elastico,

levando-se em conta que o mesmo deve satisfazer as condig¢des de contorno.

2.8. Solucoes fundamentais da elasticidade

As solugdes fundamentais utilizadas na equagao integral de contorno para elastoestatica sao
tensores que descrevem deslocamentos e tragdes generalizadas que correspondem a um problema
fundamental. Comumente o problema fundamental corresponde a um dominio infinito submetido
a uma excitacdo unitaria concentrada paralela as dire¢cdes coordenadas, mas podem ser
considerados casos distintos dependendo das condi¢gdes de contorno e do dominio do problema.

O deslocamento em qualquer ponto x (chamado ponto campo) do so6lido infinito para uma forga

e, (5 ) aplicada no ponto & (chamado ponto fonte) ¢ dado pela expressdo [Banerjee, 1994]:
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0 (x)=G, (x&)e, (¢) @31

quando se conhece o tensor ka(x,f) definido como o deslocamento na dire¢do k£ no ponto
x devido a uma forca concentrada unitaria na direcdo m no ponto &. Isto corresponde a solugdo
u, da equacdo de equilibrio de Navier (2.30) quando a for¢a de corpo b, ¢ substituida por
[Weinberger et al., 2005]:

b =5,A,(x¢) (2.32)

onde A, (x,&) ¢ a fungdo delta de Dirac. Da mesma forma, a solu¢do fundamental para o campo

de tragdes ¢, (x) em um ponto de superficie com normal 7, (x) ¢ calculada com a expressao:

t;(x) =0y (x)n, (x) = F, (x.§)e (£) (2.33)

As solucdes fundamentais da elasticidade linear isotrdpica para um dominio infinito foram
deduzidas por Lord Kelvin, 1948 e sdo conhecidas como solugdes de Kelvin. As solucdes de

Kelvin em EPD sdo:

r

G;(x¢)=G [625,, G —;)(ij _gf)] (2.34)

para deslocamentos, e:

r

F;k(x,g)=%{c4[nk(x,.—§,.)—n,(xk—gk)j{qaik+2(x"_§")2(xk_gk)}(xj—gj)nj} (2.35)

para tragdes, sendo:

P =(xi —éfi)(xi —ijl) (2.36)
C = N (2.37)
8mu(1-v)
C,=3-4v (2.38)
C, =; (2.39)
47[(1—1/)

C,=1-2v (2.40)
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e onde x ¢ o modulo de cisalhamento. As solugdes correspondentes ao problema de tensdo

plana podem ser obtidas de aquelas para deformacdo plana de acima usando o coeficiente de

Poisson v =v/(1+v).

2.9. Mapeamento micro-macroescala

Em um esquema micro-mecanico os campos de tensdo e deformagdo no material micro-
heterogéneo sdo divididos nas contribuigdes de cada uma das diferentes escalas. Supde-se que
estas escalas sdo suficientemente diferentes tal que [Bohm, 2004]: (i) Flutuacdes nos campos de
tensdo e deformagdo na escala menor (micro-campos) influenciam o comportamento na escala
maior s6 a traves de suas medias no volume. (ii) e os gradientes dos campos de tensdao e
deformacao na escala maior (macro-campos) ndo sao significantes na escala menor, onde estes
campos aparentam ser constantes e podem ser descritos em termos de uma tensao ou deformagao
aplicada uniformemente. Formalmente, esta divisdo em contribuigdes pode ser expressa como

[Bhm, 2004]:
g =(&,) + o, =(0,) +6, (2.41)

onde o, ¢ &;denotam os micro-campos de tensdo e deformagdo respectivamente, 6, ¢ &,

: L “ ] , .
denotam as flutuagcdes microscopicas de estes campos, € <>:ﬁ -dQ ¢ definido como o
Q Q
operador média espacial.
Se as relagdes (2.41) ndo sdao suficientemente satisfeitas, métodos especiais de
homogeneizagdo devem ser usados tais como os chamados esquemas de segunda ordem
[Kouznetsova, 2002], onde mecanica do continuo de alta ordem ¢ utilizada na macro-escala. O

presente trabalho se enquadra na micro-mecanica do continuo onde a mecanica do continuo

classica € usada em todas as escalas.

2.9.1. Mapeamento de deformacio, tensdo e trabalho

Postula-se que o tensor de deformagdes infinitesimais macroscopico 5;.” ¢ a média espacial

do tensor de deformagdes infinitesimais &; (2.6) em um EVR [Nemat-Nasser & Hori, 1999]:
eV = <gy.>9 (2.42)

Note-se que este mapeamento de escalas ndo ¢ trivial, sendo que a média deve ser tomada em
um EVR (e ndo ¢ satisfeito para algumas grandezas cinemadticas na analise ndo linear

[Kouznetsova, 2002]).
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~ ;. M , 1. .
Da mesma forma se postula que o tensor de tensdes macroscopico o, ¢ a média espacial do

tensor de tensdes o, num EVR [Nemat-Nasser & Hori, 1999]:
oV = <%>Q (2.43)

O teorema de energia média conhecido na literatura como condi¢do de Hill ou condicao de
macro-homogeneidade [Hill, 1963; Suquet, 1985], requer que a média no volume do trabalho
feito pelos campos internos de tensdo e deformacdo num EVR seja igual ao trabalho local na
macro-escala. Assim para um material micro-heterogéneo eléstico linear a condi¢do de Hill ¢

expressa matematicamente como

(o:¢),=0":&" (2.44)

<a:g>Q = <8>Q :<0>Q (2.45)

micro energia de deformagio macro energia de deformacgio

levando em conta os postulados (2.42) e (2.43).

Esta condigdo ¢ fundamental em micro-mecanica e permite interpretar o problema de
homogeneizagao em como achar um material homogéneo que seja energeticamente equivalente a
uma dada microestrutura. Ao mesmo tempo assegura que, para materiais com distribuicdo
aleatoria, as propriedades efetivas definidas em termo da energia eléastica coincidem com aquela
definida em termos da relagdo entre médias de tensdo e deformacdo [Nemat-Nasser & Hori,
1999]. E importante notar que esta condi¢io ndo é satisfeita para qualquer microestrutura, sendo

que a mesma determina os requerimentos do tamanho do EVR.

2.10. Propriedades efetivas de materiais micro-heterogéneos

As propriedades efetivas sdo computadas utilizando a Teoria de Campos Médios ou também
chamada Analise EVR [Hollister & Kikuchi, 1997], a qual, como outras teorias de
homogeneizagdo, esta baseada no conceito de Elemento de Volume Representativo (EVR). O
EVR para um ponto material de um meio continuo ¢ um volume de material que ¢
estatisticamente representativo da vizinhanga material infinitesimal de um ponto material. O
ponto material do continuo ¢ chamado macro-elemento. Os micro-constituintes do EVR sdo
chamados micro-elementos. A dimensao tipica do macro-elemento, L, deve ser varios ordens de
magnitude maior que a dimensdo tipica do micro-elemento, /. O requerimento de L/l >> 1

independe de se a distribui¢ao dos micro-elementos ¢ aleatoria ou periddica. Assim, o EVR deve
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conter um numero muito grande de micro-elementos e ser estatisticamente representativo das
propriedades no nivel da macro-escala. Na Figura 2.2, ¢ mostrado um meio continuo no qual se
identifica um ponto material tipico P cercado de um elemento material infinitesimal. Quando
este macro-elemento ¢ aumentado como esquematizado na figura, este pode ter sua propria
micro-estrutura complexa, a qual pode consistir de graos separados por contorno de graos, furos,

inclusoes, trincas ou outros defeitos micro-estruturais.

macro-escala X, micro-escala

(a) (b)

Figura 2.2 — (a) Ponto material P e a vizinhanga material infinitesimal, é dizer, o macro-elemento. (b) Possivel
microestrutura de um EVR para a vizinhanga do ponto material P.

No conceito de EVR ¢ preciso definir duas escalas. Uma macro-escala pela qual a
vizinhanga material infinitesimal ¢ medida, e uma micro-escala a qual corresponde o menor
micro-constituinte onde propriedades e forma sao julgadas tém efeito direto de primeira ordem
na resposta efetiva e propriedades do macro-elemento. A sele¢do dos micro-constituintes que sao
essenciais para a modelagem da microestrutura € uma tarefa que depende do problema e objetivo
particular, sendo que isto ¢ analisado através da observacao sistematica da microestrutura, e deve
ser guiada por resultados experimentais. Neste trabalho sao considerados materiais que podem
ser modelados como contendo uma matriz homogénea e isotropica com micro-constituintes
cilindricos homogéneos e isotropicos.

Existem muitas formas de definir o EVR e para uma discussdo mais ampla sobre este topico
pode-se consultar os trabalhos de Drugan & Willis, 1996 e Aidun et al., 1999. Uma defini¢ao
possivel caracteriza o EVR como o menor volume de micro-estrutura que permite obter com
certa precisao uma propriedade macroscopica de interesse [Kouznetsova, 2002]. Neste caso o

tamanho do EVR depende do tipo de comportamento do material (por exemplo, o tamanho do
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EVR para o regime linear ¢ menor que para o comportamento plastico [Batista R. G. et al.,
2003]). Esta ¢ a defini¢ao de EVR que ¢ considerada neste trabalho.

A analise EVR consiste em resolver um problema de valores de contorno sobre o EVR e
encontrar uma relagdo entre médias das variaveis envolvidas. Uma forma de analise EVR ¢
assumir condi¢des de contorno de deslocamento linear ou tragdo uniforme e calcular a resposta
de um EVR a estas condi¢des de contorno [Hollister & Kikuchi, 1997]. Em muitos casos o
problema de valores de contorno sobre o EVR ndo pode ser resolvido diretamente, a menos que
se adote alguma hipotese simplificativa sobre as deformagdes das fases no EVR. Com as
modernas ferramentas de analise numéricas ¢ possivel resolver o problema elastico em EVR de
materiais com microestruturas de geometria e comportamento complexo. Uma vantagem do
modelado de propriedades do material pela andlise EVR € que este permite estabelecer uma
relagdo entre o macro e o micro-campo das varidveis envolvidas. Isto ¢, se tem informagao das
tensdes ¢ deformacdes no nivel da micro-escala, sendo isto de suma importancia no estudo de
fendmenos micro-estruturais.

Por ndo serem conhecidas as condi¢des de contorno in-situ no EVR as condi¢des de contorno
adotadas sdo distintas a aquela real que o EVR experimenta. Baseando-se no Principio de
Minima Energia Potencial pode-se deduzir uma caracteristica importante da analise EVR na
situagdo periddica: Quando se usa condi¢cdes de borda de deslocamento linear obtém-se uma
banda superior sobre a rigidez efetiva real do material. Da mesma forma, quando se usa
condigdes de contorno de tensdo uniforme obtém-se uma banda inferior sobre a rigidez efetiva
real do material. Uma dedugao disto ¢ apresentada no Apéndice A.

Existem muitos outros métodos para se determinar propriedades efetivas de materiais micro-
heterogéneos. O método mais simples para estimar propriedades efetivas ¢ o modelo de bandas
de Hill-Reuss-Voigt. Este modelo nao fornece informagdes da micro-geometria do material além
da fracdo de volume. Outros métodos sdo a Teoria Matemadtica de homogeneizagdo [Sanchez-
Palencia E., 1981; Bakhvalov N. & Panasenko G., 1984], ou os métodos analiticos e semi-
analiticos como bandas de Hashin-Shtrikman, o Método auto-consistente, ou 0 Método de Mori-

Tanaka [Nemat-Nasser S. & Hori M., 1999, Mura, 1993].

2.10.1. Teste computacional do material
Para se determinar as propriedades macroscOpicas de um material heterogéneo deve-se
computar a relacdo entre médias (2.46) [Zohdi, 2005; Hashin, 1983], onde ¢ claro que estdo

implicitos os acoplamentos micro-macro (2.42) e (2.43):
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(2.46)

o (2.47)

Para que esta relagdo seja valida a amostra de material deve ser um EVR [Zohdi, 2002].

Entdo o corpo de prova pode ser testado computacionalmente e se resolver o problema

elastico para calcular os micro-campos de tensdo e deformacao. E entdo obter as constantes da

matriz de elasticidade resolvendo-se o sistema de equacdes resultante (2.47). A amostra de

material micro-estrutural ¢ submetida as mesmas condigdes de contorno que produziriam um

campo de tensdes ou deformagdes uniforme em um corpo homogéneo. Assim, sdo consideradas

condicoes de deslocamento linear u.| =E.x. ou de tracdo uniforme ¢.| = L£.n.sobre o contorno
ir o ur yJ

da matriz, sendo E; e L, constantes. Usualmente os casos de carga linearmente independentes

sdo expressos na forma:

5 0 010
LouE=|0 0 0[]0
0 0 0fl0
0 B 0][0
B 0 0,0
00 0f|p

onde [ sdo parametros de carga constantes.

00
B 0
00
0 p
0 0
0 0

S O O

0
B

oS O

(2.48)

Cada um dos 6 casos independentes de carga

proporciona seis equagdes para um total de 36 equagdes que permitem calcular as 36 constantes

elasticas da relacao entre médias (2.46) ou (2.47).
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2.10.2. Teorema da deformacao média
A Figura 2.3 mostra a nomenclatura aqui utilizada para os dominios e contornos na amostra
de material. O sub-indice m faz referéncia a matriz da microestrutura e o sub-indice p (particula)

referencia as inomogeneidades na microestrutura.

Figura 2.3 - Nomenclatura de dominios e contornos utilizados no teorema de deformacao media.

A relagao deformacgao-deslocamento (2.6) permite escrever
1
(2,), = By [ (w,+u,,)d0 (2.49)
com a nomenclatura de subdominios Q=Q UQ (ver Figura 2.3):

1
(g,), =mhﬂm(ui’ u,,)dQ+ jg(u L+ j,l.)dg} (2.50)

Aplicando o Teorema de Green:
<6‘[j>Q :ﬁ[jrm(uinj +ujnl.)dF+-[rp(uinj +ujnl.)dl“} (2.51)

Se o material estd submetido a condi¢do de contorno de deslocamento linear ”,-|r =E;x; €

levando-se em conta a nomenclatura dos subdominios (ver Figura 2.3) tem- se:

<81.j >Q = ﬁ“r (Eikxknj +E X1, )dF + jrmmrp (ul.@nj + uf’ni )dr} (2.52)

onde u ¢ o deslocamento relativo na interface matriz-particula. Novamente aplicando o teorema

de Green sobre a primeira integral, resulta:
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<8U>Q:ﬁ“9((£ikxk) (E]kxk) )dQ+ mﬁrp(ui@nj+u?ni)d1“}:

=€, +m-[rmmrp (ui@nj +uf)ni)dl“ (2.53)

Finalmente, assumindo-se adesdo perfeita entre matriz e particula, u° =0:
(£), =E (2.54)
Note-se que este resultado independe das forgas de corpo b,.

2.10.3. Teorema da tensiao média

def
Operando sobre o tensor de terceira ordem o ® x = o, x

i.J \J l// ik UJ

(0 xk) =0, %, t0,X, =0, X, +0,0, =0, X +0, (2.55)

e inserindo a equagdo de equilibrio da elasticidade (2.4) vem:

(0' xk) =-bx, +o, >0, = (Gijxk) +bx, (2.56)
5J
Com este ultimo resultado a média no volume do campo de tensdes no corpo ¢ expressa como:

(o), =ﬁ [ (oux)), dQ+ﬁ [ bx,d0 (2.57)

Aplicando o Teorema de Green na primeira integral do lado direito:

(o), =ﬁ [ O'ikxjnkdr+ﬁ [ bxdo (2.58)

Quando se considera um corpo com condi¢des de contorno de tracdo uniforme tal que

| =L.n.,aequagdo (2.58) fica:

iy
(o). = j L,x, nde+ j bx,dQ =L, + j bx,dQ (2.59)
Finalmente se nao existem forcas de corpo tem-se que:

(o), =L (2.60)

Note-se que a separacao de interface (debonding) nao muda este resultado.
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2.10.4. Satisfacdo da condicido de energia de Hill

Considere-se um corpo solido com adesao perfeita da interface matriz-particula da sua

microestrutura e em auséncia de forgas de corpo. Logo
1
il [ o,6,d0 (2.61)

com as equacgoes (2.6), (2.7) e (2.8) o tensor de deformagdes infinitesimais pode ser expressa em

funcdo dos deslocamentos como:

1 1
€)o = ﬁ.[g Oy [”w _E(”n _”w‘)} dQ = (2.62)

1 1 1
=@j oty ;+ 0, [2(ui,,—uj,,.)}d9=ﬁj ou, ,+0,0,d0 (2.63)

Devido ao tensor de rotagdo @, ser anti-simétrico, isto ¢, @, =—w, e o tensor de tensdes o, ser
um tensor simétrico (o; =0, ), ao se efetuar o produto o :® na segunda integral os termos da

diagonal sdao nulos e os de fora da diagonal se anulam entre si. Portanto a micro-energia elastica

¢ escrita como:

7L

1
£), =@j ou, dQ (2.64)

Logo, com a equagdo de equilibrio (2.4) (na auséncia de forcas corpo):

o, u 2.65
|Q|'[ 7 ( )
e, aplicando-se o teorema de Green
1
=gy [ oundr (2.66)
Introduzindo-se agora condigdes de contorno de deslocamento linear da forma u,| . =E,x;, vem:
ol j E,x,0,n,dl (2.67)
e aplicando-se o teorema de Green novamente:
|Q|j fyxja,k (2.68)

Levando-se em conta a equacdo de equilibrio (2.4) na auséncia de for¢as de corpo:
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<0' : 8>Q = ﬁjg(fijxj ),k 0,dQ :ﬁ-[g(fij’kxj +EX;, )O-ide =
(2.69)
- ﬁ [ (€,6,)0,a0 =ﬁ [ €040 :%k' [ 0.dQ=E, (o),

Aplicando-se agora o teorema da deformagao média, <g> , = E, a condigdo de energia de Hill ¢

satisfeita [Zohdi, 2002]:

<G : g>Q = <€ik >Q <O-ik >Q - <g>Q : <O->Q (2'70)
Por outro lado, considerando auséncia de forgas de corpo e condi¢des de contorno de tragdo

uniforme t,.|r =L,n; em (2.66), tem-se:

1 1
<O':8>Q =@J‘ruu"tidr=@j@ uiLljnde (271)
Aplicando-se o Teorema de Green:

<O'Z€>Q :ﬁjg(“iﬁij),j dQ (2.72)

com o £, constante e aplicando-se um argumento similar ao utilizado para encontrar a equagao

(2.64):
1 L,
A o] [Lu,L,00 =ﬁ [Lu,d0=c,(s,), (2.73)

Lembrando-se que <c7> o = L,0 Teorema das tensdes medias leva a [Zohdi, 2002]:

<G : €>Q - <O-ik >Q <€ik >Q - <8>Q :<O->Q (2.74)

satisfazendo assim a condi¢do de energia de Hill.
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3. MODELAGEM NUMERICA DO MATERIAL

3.1. Introducao

Para computar a relagdo entre médias na andlise EVR linear ¢ preciso calcular os campos
internos de tensoes ¢ deformagdes do material estudado [Nemat-Nasser & Hori, 1999]. Neste
trabalho, ¢ utilizado o Método dos Elementos de Contorno (MEC) para esse propoésito. A
principal caracteristica do MEC reside na redug@o de uma dimensdo do problema, em se tratando
de problemas lineares, o que diminui drasticamente a quantidade de dados necessarios para
solu¢do computacional do mesmo [Brebbia & Dominguez, 1992; Banerjee, 1994]. Assim, a
discretizagdo de  microestruturas contendo  heterogeneidades resulta simples e
computacionalmente eficiente para modelar numericamente (ver Capitulo 5) e implementar em
um modulo de otimizagao (ver Capitulo 6), sendo que ndo € necessario rediscretizar o contorno
exterior da microestrutura nem o calculo de coeficientes associados quando se altera a
distribuicao das inomogeneidades. Em contrapartida, o MEC fornece geralmente matrizes cheias
e ndo-simétricas, dificultando a resolucdo do sistema de equagdes algébricas. Também ¢
importante destacar que em problemas de mecanica dos so6lidos em regime linear, o MEC
permite obter com alta precisdo os campos de tensdes e deslocamentos quando comparado com
outras técnicas numéricas de resolugao aproximada de equagdes diferenciais.

Neste capitulo ¢ apresentada uma formula¢do de elementos de contorno utilizada para a
analise de tensdes elasticas em corpos solidos que cont€ém um numero grande de furos ou
inclusdes circulares [Henry & Banerjee, 1991 e Banerjee & Henry, 1992]. Nesse trabalho, a
formulacao de Henry & Banerjee, 1991 e Banerjee & Henry, 1992 para sélidos tridimensionais ¢
particularizada a duas dimensdes e apresentada em forma mais geral. O objetivo principal
consiste na modelagem de materiais micro-porosos, onde a formulacao desenvolvida leva em
conta a possibilidade de inclusdes de outros materiais na microestrutura. Como vantagem da
formulacao, ¢ apresentada uma condensacdo estatica no sistema de equagdes e ¢ estudada com
detalhe a técnica de integragcdo implementada na formulacao desenvolvida. Finalmente, o grau de

precisao ¢ ilustrado com alguns exemplos simples.

3.2. Equacio integral de contorno para elastoestatica

A formulacao integral de contorno para elastoestatica linear pode ser deduzida a partir do
método dos residuos ponderados [Brebbia & Dominguez, 1992] ou do segundo teorema de Betti

ou teorema de reciprocidade dos trabalhos externos [Banerjee, 1994]. A partir de qualquer um
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desses teoremas pode-se obter a conhecida identidade Somigliana [Brebbia & Dominguez, 1992;

Banerjee, 1994]:

u, (&)= [4(x)G, (x.8) = F (5.8 ), (x) |dT + | _b,(2)G,(.€,)dQ (3.1)

onde x ¢ um ponto no contorno I' e z € um ponto no dominio (2. Esta expressdo fornece o

deslocamento u_/(f) num ponto interior & devido a qualquer combinagdo admissivel de ¢, e u,

sobre I' e uma distribui¢do de b, dentro do volume do sélido. A identidade Somigliana pode ser

empregada para obter os deslocamentos em pontos internos uma vez que sdo conhecidos os
deslocamentos e as tragdes em todo o contorno. No MEC, ¢ de interesse obter a expressao (3.1)
para pontos do contorno, chame-se agora &, e assim ter uma equacdo integral de contorno que
permita produzir um sistema de equagodes algébricas lineares para incognitas unicamente no
contorno do dominio (as forg¢as de corpo sao consideradas conhecidas). Para isto utiliza-se um
artificio que consiste modificar levemente o dominio do problema no ponto do contorno & de
forma que possa ser utilizada a identidade Somigliana e, logo apos, colapsar ao ponto a regido
modificada fazendo um processo de limite. Esse ¢ detalhado na literatura sobre o MEC [Brebbia
& Dominguez, 1992 ou Banerjee, 1994]. Finalmente, se pode escrever a equagdo integral de

contorno para elastoestatica [Banerjee, 1994] como:

¢, (&)u,(£)=] [4(x)G, (x.6)-F (x)]dr+[ b £dQ  (32)

onde C, (§ ) ¢ uma matriz de coeficientes que dependem da geometria do contorno.

3.3. Formulacio integral de contorno para matriz com furos

A equacao integral de contorno para elastoestatica (3.2) na auséncia de forgas de corpo pode
ser expressa por (3.3) para o caso onde a inomogeneidade na matriz do material ¢ um furo. Os
sobre-indices o e f se referem a matriz (contorno exterior) e o furo, respectivamente e ¢
enfatizado que ndo implicam somatorio neste caso; € Ny € a quantidade de furos [Henry &

Banerjee, 1991].

C,-j(ﬁ)u,-(f)z.[ [Gig-(xaf)f,-o( ) (X§ ]dF+
+ZI (G (x.&)t] (x)=F/ (x.€)u/ (x) dT (3.3)

n=1
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Embora a discretizagdo da equacdo (3.3) em elementos de contorno na forma convencional
[Banerjee & Butterfield, 1981] requeira uma discretizacdo muito refinada ao redor do furo, a
formulag@o exposta aqui permite uma modelagem e uma andlise eficiente através do “elemento
furo” (“hole element”) proposto por Henry & Banerjee, 1991 e Banerjee & Henry, 1992 para
furos de forma tubular em soélidos tridimensionais. Este elemento assume uma variacao do
campo de deslocamentos no contorno dos furos definida em termos de fungdes trigonométricas

circulares. Um sistema de coordenadas local x, ¢ definido com a origem no centro do furo. A

barra “«” serd usada para variaveis relativas ao sistema local. A posi¢do da origem do sistema de

coordenadas local no sistema de coordenadas global x, ¢ determinada pelo vetor z, enquanto o
eixo X, permanece paralelo ao eixo x, como mostrado na Figura 3.1. Assim, um ponto x; do

contorno do furo pode ser expresso em funcao do angulo @ de acordo com a equagao (3.4), onde

R ¢ o raio do furo. O vetor normal ao contorno do furo no ponto x, ¢ dado pela equagao (3.5).

Figura 3.1 - Sistema de referéncia local e global.

X, =Rcos@ (3.4)
X, =Rsen@ '
n, =—cos@ 3.5)

n,=—sen@
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Se for considerado o caso que ndo ha pressao aplicada no contorno do furo, o primeiro termo
no somatorio da equacao (3.3) desaparece por condi¢do de contorno. Assim, o termo restante no
somatorio pode ser expresso no sistema local e integrado na dire¢do circunferencial. Para o n-

¢simo furo tem-se, entdo [Henry & Banerjee, 1991]:

ij x,&)u! (x)dl = j F/(R.0,¢)u! (0)RdO (3.6)

Neste trabalho, as expressdes analiticas do tensor Fj; do furo sdo desenvolvidas para o

sistema de referencia x; a partir de (2.35), obtendo-se as expressoes (3.7)-(3.10) que sdo validas

tanto para EPT como para EPD:

EI(R,H,E) = [LA} C,+ Z(Rcosﬁ—ﬁfl) [921 cosf+¢, senH—R] (3.7)

rz(R,6,§) rz(R,a,g)

Fy(R.60,€)=
_[ﬁHq[ésme622Cose]{z(Rcosez(i)‘(gR;;nH52)][£C059+§2sen0R]}(ZS.S)
ﬁiz(R’95é?)=
—[ﬁﬂq[@ cosa9/flsenH]+{2<Rcosez(i)((9R;;ne52)][421 cosf+¢, senﬁR]} (3.9)

_ _ C, 2Rsen¢9—§22 _ ~
Fzz(R,Q,f)!W] C,+ (rz(R,e,g)) [&cosO+&sen0-R | (3.10)

onde as constantes C, foram definidas na se¢do 2.8 e sdo dependentes das propriedades da

matriz ¢ do modelo (EPT ou EPD). A variavel » ¢ definida da forma:

7 (R0,6)=(Reos0-&) +(Rsen0-&,) 3.11)

A equag@o integral de contorno para a matriz do material contendo N, furos cilindricos sem

pressao interna ¢ dada por:
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v, (3.12)

3.4. Formulacio integral de contorno para matriz com inclusoes

No caso em que a inomogeneidade da matriz seja uma inclusdo de um outro material, a
equagdo integral de contorno para a matriz fica igual a apresentada na se¢do anterior, equagao
(3.3) e, para cada uma das inclusdes, pode-se escrever sua respectiva equagdo integral de

contorno como [Banerjee & Henry, 1992]:
£)=[.[ Gy (% &)t (x)=F (x.&)u? (x) 4T (3.13)

onde p denota a particula (inclusdo). Quando se assume aderéncia total entre a particula e a

matriz a condi¢do de interface corresponde a deslocamentos iguais e de tracdes de igual
magnitude e sentidos opostos em relagao ao contorno da particula e ao contorno da matriz com

furo:
u/ (x) =u’ (x), t/ (x) =t (x) (3.14)

Estas condigdes sdo inseridas na equagdo integral de contorno da particula, equagdo (3.13), e

obtém-se a seguinte equagdao modificada para a n-ésima particula:
ch(&)u (&)= [ [-G (x. &)t (x)=F (x.€)u/ (x) ]dT (3.15)

Finalmente, somando esta ultima expressao para a n-ésima particula na equacao (3.3) da

matriz do material tem-se:

cy(&)u (&)= [ G (x.6)r (x)= Fy (x.&)u; (x) Jar +

v, | (3.16)
+ 2L L7 () (x) =B (. €)u () T
onde
Gy (%,6) =G} (x,6) -G/ (x.¢) (3.17)
FP(x,&)=F/ (x,&)+F (x,&) (3.18)

e N, ¢ a quantidade de particulas. Note-se que Gl.f e G tém expressdes similares sendo que as

constantes que sdo dependentes do material em Gy’ sdo referidas a matriz, enquanto que em G
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as da particula considerada. No caso do tensor F; acontece o mesmo. Alids, os sinais de Fl.jf e
F; sdo opostos tendo em vista a normal exterior do contorno. Por ultimo, salienta-se que na

formulagdo original de Banerjee & Henry, 1992 o tensor E.].Q ¢ zerado argumentando-se que o

coeficiente de Poisson da inclusdo e da matriz sdo iguais quando o moédulo de Young da inclusao
¢ muito maior que o da matriz. Neste trabalho, esta condigdo ¢ relaxada tendo-se a possibilidade
de ter diferentes coeficientes de Poisson entre a matriz e inclusdes resultando uma formulacao
mais geral.

Os termos na somatdria na equacao (3.16) podem ser mapeados ao sistema local e

integrados na dire¢do circunferencial, tal que para a n-ésima particula:
LB (x,8)u! (x)dT = FG’( R,0,&)u! (6)RdO (3.19)
. 0 ~ ~ .
[.GP(x.&) (x}r =] G7(R.6.£)i/(6)RdO (3.20)

No presente trabalho, as expressdes analiticas para os tensores G, sdo desenvolvidas para

o sistema local Xx,, resultando as seguintes expressdes, validas tanto para tensdo plana quanto

para deformagao plana:

G, (R.0.£)=C, Czln( rz(R,H,f))—% (3.21)
- o\ (RcosH—/fl)(RsenQ—ggz)
G, (R.0.£)=C, (R0.2) (3.22)
G, (R.0.8)=C, Czln( rz(R,e,E))% (3.23)
G, (R,&,f) _ (Rcos9—§l)(Rsenz9—§2) (3.24)

r (R,H,g)

onde as constantes C, foram definidas na secdo 2.8 e sdo dependentes das propriedades da

matriz ¢ do modelo (EPT ou EPD).



32

A equagdo integral de contorno para uma matriz contendo N, inclusdes de um outro

material é:

ey (€)u,(§)=[_[G) (x.&)e7 (x) = F7 (x.€)u (x)]dI +
[ 68 (ROE) (0)-Ff (RO.E)/ (6)]Rao (-23)

3.5. Discretizaciao das integrais de contorno

Nesta se¢do, o problema ¢ formulado de uma forma geral levando em conta a possibilidade
de se ter furos e particulas de distintas propriedades e raios. Para resolver a equagdo integral
numericamente, os contornos sdo discretizados em elementos sob os quais os deslocamentos e
tracdes sdo escritos em termos de seus valores numa série de pontos nodais. Escrevendo a forma
discretizada da equacdo integral de contorno para cada ponto nodal, ¢ obtido um sistema linear
de equagdes algébricas. Com a aplicagdo das condigdes de borda do problema, este sistema pode
ser resolvido, e obtém-se a solu¢do aproximada das varidveis no contorno. Logo apos, a solucao
em qualquer ponto interno (dominio) pode ser calculada através da identidade Somigliana
[Brebbia & Dominguez, 1992].

A presente implementagdo do MEC utiliza elementos quadraticos descontinuos para

discretizar o contorno exterior da microestrutura I' . A idéia dos elementos descontinuos €&

deslocar para dentro do elemento os nds das extremidades. Estes elementos apresentam especiais

vantagens em cantos ou pontos de descontinuidade [Brebbia & Dominguez, 1992]. As

conhecidas matrizes de fungdes de forma para os elementos quadraticos [(I)] podem ser

modificadas pela matriz [Q], a qual contém fatores geométricos em fun¢do dos deslocamentos

dos nos no elemento descontinuo [Brebbia & Dominguez, 1992]. E obtida, assim, a matriz de

funcgdes de forma modificadas para elementos descontinuos:

|4 0 4 0 4 o0
[@]lQ]=| 7o F o Zj (3.26)

onde
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7= n(n—1+b)
" 2+a*+ab-3a

— nla-b-n)—a+ab+1->0
7= ) (3.27)
—a+ab+1-b

— _ -n(a-1-n)
> 2+b +ab-3b

sendo que 7 ¢ a variavel no espaco normalizado [—1;+1] e, a € b sdo os deslocamentos do

primeiro e ultimo no, respectivamente, como se indica na Figura 3.2. Assim, a geometria ¢

interpolada com as fungdes de forma [(I)] e as variaveis fisicas do problema sdo interpoladas com

as funcdes de forma modificadas. Ficam definidos os nos geométricos e os nos fisicos (ver

Figura 3.2).

b
|_a_) < n
O—e @ —O—>
-1 0 +1

O nos geométricos

@ nos fisicos

Figura 3.2 — Mapeamento do elemento quadratico descontinuo ao espago normalizado 77 . Indicam-se os nos
geométricos e nos fisicos.

Os campos de deslocamentos e tragdes no contorno da inomogeneidade sdo interpolados

com as fungdes de forma M :

u, =MU” (3.28)

T’ (3.29)

onde U’ e T’ sdo os deslocamentos e tragdes do né S na direcdo i. A posi¢do dos nos é

1 l

indicada na Figura 3.1. As fungdes de forma M, de base trigonométrica sdo [Henry & Banerjee,

1991 e Banerjee & Henry, 1992]:
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Ml(ﬁ):%—k%cosﬁ

3

M2(9)=%+Tsen9—%cos6’ (3.30)
5(6) :l—ﬁsene—lcosﬁ
3 3 3

e sao mostradas na Figura 3.3. Estas fungdes tém valor unitario em um né e zero nos outros.

—_

Valor da fun¢do de forma circular

Figura 3.3 - Fungodes de forma circulares dos furos e inclusoes.

Os campos de deslocamentos u =| u, MZJT e de tragdes t=[7, ¢, JT sdo interpolados para

os elementos do contorno exterior da matriz, respectivamente, por:

{uj =[@][Q]{U} (3.31)
{t} =[@][Q{T} (3.32)

{u} =[M]{U} (3.33)
{t}=[M|{T} (3.34)

onde sdo definidos os vetores de deslocamentos e tragdes nodais para os elementos quadraticos

descontinuos ou elementos de furo ou inclusdo como:
1 1 2 2 3 3 |7
ul=|v; v, v U U Ul (3.35)

= no R R (3.36)

e a matriz de fung¢des de forma para o furo ou inclusdo ¢ escrita como:
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M=

M, 0 M, 537
. .

M, 0
0 M

0
M, 0 M,

1

A equagdo integral de contorno para uma matriz contendo N, furos cilindricos livres de

trag@o (ver equagdo (3.12)) e N, inclusdes de um outro material (ver equagdo (3.25)) ¢:

Cij(é:)ui(é:)zj. [Gf(xaf)l‘f(X)—Ef(x,f)uf(x)}dr—
‘ZL,, /(R0 )u/ (0)R,d6 + (3.38)

+%Loﬁ[éf (RO.2)t/ (0)-F7 (R.0.€)u! (0)|R,d0

Utilizando as correspondentes funcdes de forma para interpolar os campos de tragdo e
deslocamentos para cada caso, a equagdo de integral de contorno (3.38) pode ser escrita na sua

forma discretizada como:

NE

@=3[7[, (w8 (ar |-S[ur], r(5.6)3 ()ar |-
i:[ j 7/ (R.0.2) q(G)Rnd9}+ (3.39)

N[qu GO (R.0.E)M, Rd@} p[UﬁJ.OFQReé) ()Rndé’}

n=1 n=1

A expressao (3.39) ¢ reescrita em forma matricial como:
[ [[F ] MRastuy ]+ 5.40)

onde NE ¢ o numero de elementos utilizado para discretizar o contorno exterior da matriz I, Ny

e N, ¢ o nimero de elementos (quantidade de furos) de furo e o nimero de elementos
(quantidade de particulas) de particula que contém a microestrutura; respectivamente. Assim,

(3.39) e (3.40) sao a forma discretizada da equacao integral de contorno quando ¢ realizada a
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~ ;o J J o~ ~ .
colocagao no no i. Os vetores coluna {U} e {T} sao os deslocamentos e tragdes no elemento j

(ver (3.35) e (3.36)).

A formulacao (3.40) pode ser reescrita da seguinte forma:

e oy =3[ [T (@ Jarty |- 3 ], [F] [, Jartuy |-

Jj=1 j=1
NNF

3| [P T [, Jraouy’ |+ (3.41)

J.[6"] [m,Jraoiry [-3 [ [ [¥°] [m,]rae{vy

NNP
2|
n=1 n=
onde NNO ¢ o niimero de nds que tem o contorno externo da matriz, NNF e NNP ¢ o nimero de
nos de furos e de particulas na microestrutura, respectivamente. Por ndo existir, no caso de
elemento descontinuo, um mesmo ndé que pertenga a distintos elementos, as integrais sao

definidas para o contorno do elemento ao qual pertence o n6. Nesta expressao, os vetores coluna
{U}j e {T}j s30 os deslocamentos e tragdes no no j. A defini¢io [(T)] =[®][Q] ¢ utilizada para

as func¢des de forma do elemento descontinuo e o sub-indice ¢ (¢=1..3) indica a ordem do no j
dentro do elemento correspondente. E i ainda indica o n6 onde ¢ realizada a colocacao. Esta

formulagdo pode ser escrita de forma mais compacta como:

NNO

[e] {uy = | [ca] {T}f]—%o[@” {U}’}—gwm {U}"}+

Jj=1 Jj=1 n=1

e oy ] s

n=l1

onde valem as seguintes definigdes:

— .. T =
[Go] = [ Gi Ol |4 O r (3.43)
fi _Gzyl G, o 0 ¢q
- .. AT =
= F' FY 0
[Fo] = | 1;} Vq _}dl" (3.44)
L _F21 Fy o 0 ¢q
i rin ﬁvin r M 0
— ——In 0
[F'm] =["| " an} { ’ }Rﬂd@ (3.45)
a F22 2 0 Mq

. ~. T

in in M O
G (f';H " }Rﬂdﬁ (3.46)
G, Gy o 0 Mq
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~. ~. T
_— _in Fm Fm M 0
[FQM] - j ’ {Ji‘n 12} [ ‘ }Rnde (3.47)
o FZl }722 ® O Mq

Finalmente, chamando:

[Fo| =[FO sei#
-~ (3.48)
[Fo| =[F®]| +[c] sei=j
[F/MT = [Ff/l\ﬂm sei#n (3.49)
I:FfM]m - [Ff/l\ﬂm +[c] sei=n |
[FeM]" = [F@’M]m sei#n 550
[F@M]m = [P@/ﬁ]m + [C]i sei=n |

a equacao de integral de contorno discretizada para o dominio da matriz ¢ escrita na sua forma

compacta como:

NNO . NNF

[[Fo] (U} |+ X

Jj=1 n=1

[[Ff m]" {u}’ } + ]%:[[F@M]m {U}"} -2 [[G(T)T Ty } +

n=1 Jj=1

NNP

+;[[G®M]"”{T}"} (3.51)

Agora, a equagdo de integral de contorno para cada um dos dominios da inclusdao pode ser

escrita como':

cr(&)u(¢) =[G (RO.E)/ (0)+ Fy (R.0.€)u! (6) |R,d0 (3.52)
a qual considera o mapeamento ao sistema local ;. Inserindo as aproximagdes dos campos de

tracdo e deslocamentos com suas respectivas fungdes de interpolagado, a equacao (3.52) em forma

matricial tem a forma:

[’ T{uy' =] [6"] [m]rao(T}- [ [F"] [M]Rd6{U} (3.53)
onde os vetores coluna {Uje {T} sio os deslocamentos e tragdes nodais no elemento de

inclusdo. Em contrapartida, a equacao (3.53) pode ser expressa para valores nodais como:

T O sinal positivo no segundo termo da integral do lado da direita é devido a consideragdes no sinal da normal nas
expressdes (3.7)-(3.10).
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e {u 'NN:JUZ[GP]T[M Ra6{T } Uz[r«ﬁ] (M, ra6{U } (3.54)

n n ~ ~ J4 4
onde os vetores coluna {U}"e {T}" sdo os deslocamentos e tragdes no n6 n e [M q] ¢ a sub-

matriz de fung¢des de interpolacdo correspondentes ao n6 local g. Na notacdo compacta a

expressao (3.54) ¢ rescrita da forma:

[T vy =3 [om] ay |- 3| (] oy 659

n=1 n=1

onde valem as seguintes definigdes:

Gin Gin r M 0
in 0
[Grm]"=["| T o ‘ R d6 (3.56)
|Gy Gh] 0 M,
i ﬁvin ﬁvin T M 0
—— = 1n 0
[F'M] =] {J;ﬂ 12 } [ ’ }Rnde (3.57)
27[ 21 F'22 p 0 Mq

Finalmente, chamando:

(3.58)

{[F”MT - [Fp/mj sei# ]

(Fm ] =[FM] +[c] sei=j

a equacao de integral de contorno discretizada para o dominio da inclusdo ¢ escrita na sua forma

compacta como:
NNP . NNP

Z[[FPM]M {U}n} Z[[GPMJ {T}n} (3.59)

n=l1 n=1

Realizando-se o processo de colocacdo [Brebbia & Dominguez, 1992] sobre todos os pontos
nodais do contorno, obtém-se o sistema de equagdes do problema de valor no contorno

correspondente. Assim para o sistema de equagdes correspondente 4 matriz do material tem-se:
L U L L L U e L S
[P Jurj [P JQurgs [P Jrury =[G J{rej s 6 {1y (3.60)
[F7 J{ur [ J{urg+ [P Jur) =[G [T} + [ 67 J{T7)
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e para cada uma das particulas, ja com as condi¢des de interface impostas, tem-se:
[Fr{ur)=[6"]{r ao

onde, nesta notacdo, o primeiro supra-indice denota o contorno onde se faz a colocacdo e o

segundo o contorno sobre o qual se integra. O sistema global resultante fica:

Foo Fop Fof Uo Goo Gop
F? F? pr G»” G T°
F° FP F’ U= GP GF {T”} (3.62)
Uf
0O F” 0 0 G”
ou em forma simplificada:
[F]{U} = [G]{T} (3.63)

com [F]e [G] sendo as chamadas matrizes de coeficientes do método dos elementos de

contorno.

3.6. Solucio do sistema de equagoes
Note-se que no sistema linear de equagdes (3.62) n, valores de deslocamentos e n, valores

de tracdo sdo conhecidos no contorno exterior da matriz I e I', (I'Nul,=T)),

respectivamente, quando se leva em conta as condi¢des de contorno. Agora, a quantidade de

incognitas sobre o contorno exterior da matriz € n, +n, = 2NNO . Assim, o sistema de equagdes

fica com 2NNO+4NNP +2NNF incognitas e 2NNO+4NNP +2NNF equagdes. Este sistema
de equacdes pode ser rearranjado de forma que todas as incognitas fiquem em um sé vetor.
Primeiramente, considerando-se que as tragdes na interface das particulas sao desconhecidas, o
sistema (3.62) ¢ rearranjado como em (3.64). Apds, ao se inserir as condi¢des de contorno no
sistema (3.64), rearranja-se as colunas do primeiro bloco coluna da matriz do lado esquerdo, e as

colunas das matrizes do lado direito e o sistema de equagdes € escrito como em (3.65).

Foo Fop qu _Gop Uo Goo
F?» F» pr G | 04 G
=l o 1T}

Ffo Fﬁ? F.l?’ _Gﬁﬂ Uf a Gfo
0 F”? 0 -G”||T* 0

(3.64)
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Koa F” Fof _Gop X’ Eoo

A FP FY G ||U” B Y

Kﬁ’ F? FY _Gfi’ Uf ]_3/‘0 X }
0O F” 0 -G”||T” 0

(3.65)

Isto é,

SN &
B D]|x, b,

[A]{x} ={b} (3.67)

ou, simplesmente

onde tém-se em conta as seguintes defini¢des:

AP° F” F?” _G
[C] — |:F017 Ft?f _Gop] i [B] — Kﬁ’ i [D] — F./‘P Fff _G./‘P
0 F?” 0 -G¥
(3.68)
v’ B
() =101 {b ) =[B7 ]{x}.{b,} = | B” |{x)

T 0

E interessante notar que as incognitas no vetor {x} agora contém tanto deslocamentos como

tracdes. Isto € conseqiiéncia da formula¢do mista do método dos elementos de contorno e
representa uma vantagem com respeito ao método dos elementos finitos quanto a precisao das
variaveis duais.

Outra vantagem consiste no fato do sistema de equagdes a ser resolvido, em geral, ser

menor do que os normalmente gerados pelo MEF, para uma mesma precisdo. Cabe salientar que

o MEC, ao contrario do MEF, apresenta a particularidade de a sua matriz [A] ser densamente

cheia e ndo-simétrica.

Neste trabalho ¢ escolhida a técnica de eliminagdo Gaussiana para resolver o sistema
(3.67), o qual corresponde a bi-fatoragdo da matriz de coeficientes em termos de algebra
matricial. Outras possibilidades avaliadas sdo, por exemplo, métodos iterativos como Jacobi ou

Gauss-Seidel, os quais sdo mais convenientes para grandes sistemas de equagdes, mas ndo se tem
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demonstra¢cdo de sua convergéncia em todos os casos [Beer & Watson, 1992, Banerjee, 1994].
Ao mesmo tempo, a regra de Cramer e inversao da matriz requerem mais tempo computacional
quando comparados ao método de eliminacdo Gaussiana. Logo, esta técnica ¢ implementada de
forma simples e direita com uma linguagem de programacao de alto nivel [MATLAB, 2004].

Na modelagem do material, onde ¢ necessario resolver o teste computacional do material
(Capitulo 3), muitas vezes cada uma com distribui¢do distinta das inomogeneidades (Capitulo 5),

ou na implementagdo de um algoritmo de otimizag¢do (Capitulo 6), a formulagdo do MEC

apresenta uma vantagem especial. A matriz [A”"} ndo precisa ser recalculada e a mesma pode

ser armazenada no disco rigido do computador (out-of-core) com as vantagens Obvias de
rendimento computacional. Neste caso, ¢ implementada uma condensagdo estdtica no sistema de
equagoes (3.66). Assim, em primeiro lugar se pode resolver as incognitas nos furos e particulas
com a expressdo (3.69) e, logo apods, obter as incognitas no contorno exterior da matriz com a
expressao (3.70). Isto reduz os requerimentos de memoria do computador ja que esta

metodologia implica, agora, em resolver dois sistemas de equacdes de menor tamanho. Note-se
que a matriz [A”"] ¢ a Unica que se garante ser sempre quadrada, podendo ser invertida uma sé

vez ¢ armazenada ja a mesma nao muda com a redistribui¢do das inomogeneidades. A

condensagao de (3.67) resulta:

[D—B(K"” ) C]{xa} = {ba ~B(A”)" bn} (3.69)
{x} = [(Km )ﬂ{bo —Cx,) (3.70)

3.7. Avaliacdo numérica das matrizes de coeficientes

A precisdo do Método dos Elementos de Contorno para elastoestatica € criticamente
dependente da correta avaliagdo das integrais de contorno. Neste trabalho, as integrais da
formulagao de elementos de furo sdo avaliadas em forma numérica unidimensional utilizando a
conhecida técnica padrdo de quadratura de Gauss-Legendre por meio da expressao [Stroud, A.

H. & Secrest D., 1966]:

flw(X)dFiw(xi) 3.71)

i=1

onde y(x,) ¢ o valor do nucleo avaliado no ponto de Gauss x, ¢ w, sdo os correspondentes

pesos para os n pontos de Gauss. A utilizacdo da equagao (3.71) implica no mapeamento das
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integrais (3.43), (3.44) e (3.45), para um espaco normalizado. As integrais das solugdes
fundamentais apresentam diferentes graus de singularidades ndo sendo conveniente aplicar
diretamente a férmula (3.71) quando o né de colocagdo ¢ um n6 do elemento sobre o qual se esta
integrando. Isso ocorre porque a integracao nao € convergente ou apresenta convergéncia muito
lenta. Nestes casos sdo utilizadas técnicas especiais de integragao.

A definicdo de singularidade fraca ou forte depende ndo s6 do grau de singularidade do
integrando mas também da dimensdo do dominio de integragdo. Por exemplo, integrais
fracamente singulares sdo integrais contendo ntcleos logaritmicos em um dominio de integragao
unidimensional ou nucleo  em um dominio de integracdo bidimensional, onde r ¢ a distancia
do ponto de colocagdo ao ponto campo do elemento que estd sendo considerado. Integrais
fortemente singulares ou interpretadas no sentido de valor principal de Cauchy sdo aquelas que

conttm nucleos de Cauchy )/ ou )., em dominios de integracio unidimensionais e

bidimensionais, respectivamente. As integrais chamadas hipersingulares, ou integrais de

Hadamard, sdo integrais contendo ntcleos Y., onde v ¢ maior que a dimensdo do dominio de

integracdo. Adicionalmente, se denomina integrais quase-singulares aquelas cujo polo singular
ndo se encontra dentro do dominio de integragdao, mas suficientemente proximo deste ao ponto
de dificultar sua integracdo por quadratura gaussiana padrdo, devido ao alto gradiente do

integrando nas vizinhangas do ponto singular. Observando-se os tensores fundamentais G, ¢ £

(equacgdes (2.34) e (2.35), respectivamente), € possivel inferir sobre os tipos de singularidades
presentes nas integrais (3.43)-(3.47).

A integral (3.43) envolve integrais fracamente singulares e as mesmas sdo calculadas com a
conhecida técnica de transformagdo de coordenadas proposta por Telles, 1987. Em suma, este
procedimento ¢ uma transformacao de coordenadas ndo-linear cujo Jacobiano se anula no ponto
singular, acelerando significativamente a convergéncia em relagdo a quadratura de Gauss-
Legendre padrao.

A integral (3.44) envolve integrais fortemente singulares as quais sdo calculadas de forma
indireta com a técnica de Translagdo de corpo rigido [Brebbia & Dominguez, 1992]. Esta
técnica consiste em assumir um deslocamento de corpo rigido unitario numa direcao do sistema
de coordenadas cartesiana. Neste caso, as tracdes devem ser nulas e, portanto, o sistema (3.63)

assume a forma:
[F]{1}" =0 (3.72)
onde {I}q ¢ o vetor de deslocamentos unitarios na direcdo ¢g. A parti desta condi¢do podem ser

calculadas as matrizes fortemente singulares da forma:
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B NNO+NNF+2NNP .
[F]'=— > [F]' opara j=i (3.73)

J=1

A integracdo na matriz (3.45) envolve um grau forte de singularidade. Neste trabalho propde-

se utilizar o método de integracao direta [Guiggiani, 1998] a qual ¢ detalhada na segdo 3.7.1.

3.7.1. Integracao direta das integrais fortemente singulares do elemento de furo

A técnica de translag@o de corpo rigido ndo ¢ utilizada na integracdo de elementos de furo e
elementos de particula. Isso ¢ devido a que a mesma ¢ imprecisa na integracdo de elementos
curvilineos [Banerjee, 1994; Guiggiani & Casalini, 1989]. No trabalho de Henry & Banerjee em
1991 ¢ proposto o método de colocacao por fora do dominio (dominio ficticio) para se calcular
as integrais singulares do elemento de furo. Neste trabalho a integragdo do nucleo fortemente
singular ¢ realizada pelo método de integragdo direta [Guiggiani, 1998].

Seja o contorno do elemento de furo ou inclusdo I', mapeado para um dominio normalizado

nc[-1,+1] e p=n(&) aimagem do ponto fonte no dominio 7 (ver Figura 3.4). A forma geral

de uma integral forte no MEC pode ser escrita da forma:

1,=[ K, (x.&)dr=["F,[x(n).£(p) ). (1)) (n)dn (3.74)

onde ¢, sdo as funcOes de forma associada ao n6 a e J € o Jacobiano do mapeamento
geométrico. Em conseqiiéncia, o integrando K; ja leva em conta a regra de interpolagéo usada

para as variaveis fisicas no referido elemento de contorno. O ponto chave no método direto é

expandir assintoticamente o integrando K usando séries de Laurent na vizinhanga da imagem

do ponto fonte [Guiggiani, 1998]:

2

K(n, p):&+%+o(1) (3.75)

onde p=n—p ¢ a imagem de r no dominio normalizado. A expansdo F, leva em conta
contribui¢do fortemente singular do integrando, em quanto que a expansdo F, leva em conta

contribuicdo hiper-singular e assim por diante. Singularidades de ordem mais alta podem ser
contempladas aumentando-se a quantidade de termos na expansdo. Logo, um integrando regular

ou fracamente singular tem F =F,=0. A expansio F, ¢é zero no caso de integrando

fortemente singulares, mas ndo no caso de integrandos hipersingulares. Detalhes sobre a

formulacao do método de integracdo direta podem ser encontrados em [Guiggiani & Casalini
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1987, Guiggiani & Gigante 1990, Guiggiani et al. 1992, Guiggiani 1998]. A féormula final do

método para polos singulares ndo compartilhados por mais de um elemento ¢ dada por:

1-7n
-1-7

+

I= jff[K(n, p)—(%+%ﬂd7y+F_l (7)In

+F2(,7)(_L+L] (3.76)
l-n -1-7

Note-se que nesta expressdo a parte singular no integrando ¢ subtraida e a integral resultante
¢ regular. Os outros dois termos correspondem a integragdo analitica da singularidade a través de
um criterioso processo de limite [Guiggiani, 1998]. Logo, a integral singular ¢ obtida como a
soma entre uma integral regular e mais dois termos escalares avaliados no polo. A dedugdo da
expressao (3.76) ndo possui qualquer aproximagdo em relacdo a sua forma original dada pela
equagdo (3.74). Assim, a aplicagdo genérica do método direto implica tdo somente no

conhecimento das expansdes F e F , da equacdo (3.76).

No caso de elasticidade em duas dimensdoes Marczak & Creus em 2002 derivaram uma

expressdo geral para os termos F e F , obtendo:

e IXCACRAENEIN0

F?=0 (3.77)

af _
Fo¥=—

onde n, e t, sdo os vetores normais e tangenciais no ponto & respectivamente. E interessante

notar em (3.77) que somente os termos fora da diagonal sdo fortemente singulares enquanto que

nos termos da diagonal (=) F,=F , =0 e a integral é regular, ao contrario do que possa

sugerir as expressoes (3.7) e (3.10). Isto €, a simples presen¢a no denominador de » em uma
solucdo fundamental ndo deve ser tomada como condi¢ao suficiente para caracterizar um
comportamento singular [Marczak & Creus, 2002]. Também pode ser observado de (3.77) que ¢
necessario levar em conta o comportamento assintdtico de todo o integrando, incluindo a funcao
de interpolagdo e o Jacobiano do mapeamento [Marczak & Creus, 2002]. No caso particular que
estd sendo estudado, as fungdes de interpolagdo usadas para aproximar o campo de
deslocamentos no furo ou na inclusdo possuem valor unitdrio no n6é e zero nos outros. Isto
significa que tdo somente sdo fortemente singulares as integrais que contém as fungdes de

interpolagdo que ndo valem zero na imagem do né em que € realizada a colocagao.
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Para achar as fungdes F e F, para o elemento furo ou inclusdo sdo necesséarias algumas

relagdes uteis dos vetores normais e tangenciais [Marczak & Creus, 2002]:

(3.78)

(3.79)

O Jacobiano da transformacao pode ser expandindo em séries de Taylor como:

dx, dx, 2 2
J_/dndﬂ_J40ﬁ+an) (3.80)

onde
J,=4,+2B,p+0(p’) (3.81)
Jy=-4-2Bp+0(p’) (3.82)
sendo
4 =% (3.83)
dn n=p
2
14, (3.84)
2dn7|
n=p

Tanto no elemento de furo como na inclusdo o contorno do elemento I', ¢ mapeado a um

dominio normalizado 77 < [~1,+1] com a transformagao (3.85) onde ¢ escolhido A =47
A+0=(n+1)z (3.85)

Note-se que 0 poderia ter qualquer valor, alids, se este valor é zerado acontece uma situacao
particular quando o ponto de colocagdo ¢ no ndé 1 (ver Figura 3.4). Este ponto apresenta
singularidade dupla, em 7 =—-1e 17 =1 correspondente ao angulo & =0 = 27 respectivamente. O
método de avaliagdo direta proposto ndo ¢ capaz de eliminar as duas singularidades

simultaneamente e para evitar esta dificuldade é proposto este mapeamento, com A =+, onde

5 3 A
os polos sao deslocados um A’
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Figura 3.4 — Mapeamento do elemento de furo ao espago normalizado 77 com A =0 e com A = %72’ .

Tendo em conta este mapeamento e a geometria no sistema X,, as expressdes anteriormente

apresentadas sdo particularizadas na forma:

A4 _do) —R7rsenl9| _
do dn|,_, =P
2=ﬁﬁ =R7zcos<9| -
de dn|,_, =p
B =B,=0
J,=Rrcos@
J,=Rrsend

desprezando-se os termos de ordem superior

J= \/(Rncos 0)2 +(Rzsen 9)2 =Rx

e com estas relagdes obtém-se

t, =—send
t, =cosd

n, =sen@

{nl =cosd

(3.86)

(3.87)

(3.88)
(3.89)

(3.90)

(3.91)

(3.92)

(3.93)
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Finalmente os termos na expansdo de Laurent (3.77) que regularizam as integrais para os

elementos de furo e inclusao sdo:

b (1-2v)
Fi= (i) .(P) (3.94)
pro ) ) (3.95)

47r(1—v)

Vale a pena notar que o mapeio (3.85) usado em esta deducdo implica que a dire¢ao de

viagem sobre o contorno I', ¢ anti-horaria (correspondente a normal externa do dominio da

inclusdo). Entretanto, as expressoes (3.94) e (3.95) sdo as mesmas se a direcao de viagem sobre o
contorno fosse horaria (correspondente a normal externa do dominio da matriz do material).
Note-se também, que o método de integragdo direta permite somente a regularizacdo da
contribuicdo fortemente singular, e a visualizacdo dos integrandos permite verificar que todas as
integrais sdo regulares. Na se¢do 4.8 sdo examinados alguns exemplos de estes integrandos e ¢
estudada a performance da integracdo proposta. Mostra-se que a integral regularizada pode ser
calculada com a técnica padrao de quadratura de Gauss-Legendre. Também serd mostrado que

nao ¢ adequado utilizar integragdo numérica com o método de colocagdo no contorno ficticio.

3.8. Experimentos numéricos com a integracio do elemento de furo

A fim de prover uma verificacdo da eficiéncia da integragdo direta implementada para o
elemento de furo proposto sao aqui apresentados alguns experimentos numéricos. Nas Figura 3.5

e Figura 3.6 ¢ mostrado o comportamento singular das fung¢oes F,M,J e F, M,J no espago

normalizado 7 quando a colocagdo e feita sobre as coordenadas 921 =R e 52 =0. Nestas figuras

pode-se ver o efeito da regularizagao dos integrandos € ao mesmo tempo ¢ apresentada a
expansdo assintdtica de Laurent correspondente. A integral regular do método de integracao
direta ¢ calculada com a quadratura padrao de Gauss — Legendre com K pontos. A efetividade
da técnica de integracdo proposta pode ser examinada na Tabela 3.1 onde se apresentam

resultados para todas as integrais singulares presentes no elemento de furo.
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Integrando original
—————— Integrando regularizado

"""""" Expansio de Laurent

-1.5 : ;
-1 -0.8 -0.6 -0.4 -0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
n
Figura 3.5 - Comportamento de f},M J no espago normalizado 77 quando a colocagio ¢ feita nas coordenadas
§=Red,=0.

Integrando original
Integrando regularizado

Expansio de Laurent

0.4 0.6 0.8 1

Figura 3.6 - Comportamento de F, M J no espago normalizado 77 quando a colocagio ¢ feita nas coordenadas

é?l:R eé?zzo.
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v " "
K [ FaMJ dn [ TleMIJdn [ EaMsdy | [ EMJ dr jl' FoMJdn | TleM3Jd77
2 | -0,0906830057 | -0,0420223859 | -0,0128691349 | -0,0128691349 | -0,1699279990 | -0.2185886188
4 | -0,0100886758 | -0,0120556646 | 0,0954351670 | 0,0954351670 | -0,1134493895 | -0,1114824007
6 | -0,0001553394 | -0,0001378292 | 0,1029515549 | 0,1029515549 | -0,1032361530 | -0,1032536637
8 | -0,0000007553 | -0,0000000219 | 0,1030978737 | 0,1030978737 | -0,1030982842 | -0,1030990176
10 | -0,0000000153 | 0,0000000145 | 0,1030982620 | 0,1030982620 | -0,1030982477 | -0,1030982776
16 0 0 0,1030982623 | 0,1030982623 | -0,1030982622 | -0.1030982624

Tabela 3.1 - Resultados das integrais singulares do elemento de furo com o método de integracdo direta. A variavel
K refere-se ao nimero de pontos de Gauss — Legendre.

O método de colocagdo no contorno ficticio proposto por Henry & Banerjee em 1991 e
Banerjee & Henry em 1992 para calcular a integral singular deste mesmo elemento de furo ou

inclusdo ¢ analisado a seguir. Na Figura 3.7 apresenta-se o integrando F,M,J no espago

normalizado 77 onde a colocagdo ¢ realizada na coordenada & e &, =0. Note-se que esta

integral ¢ singular quando 921 =R (ver Figura 3.5). Na Figura 3.7 pode-se ver que com a

colocacdo no contorno ficticio a integral ¢ regular, embora a mesma seja menos suave a medida
que o ponto de colocagdo no contorno ficticio se aproxima do elemento de furo. Esta falta de

suavidade ¢ observada também nas Figura 3.8 e Figura 3.9 e se traduz numa dificuldade na

integragao numérica. A Tabela 3.2 apresenta as integrais I o F,,M,J dn no espago normalizado 7
-1

para o elemento de furo com colocagao em é?] e 922 =0 pelo método de integracdao de quadratura

de Gauss — Legendre padrao com K pontos. A linha M corresponde a integracao obtida com o
programa Maple, 2003 o qual utiliza técnicas de integragdo mais eficientes. Estes resultados
revelam que a quadratura de Gauss — Legendre ¢ inadequada para esta integral quando se utiliza
a técnica de colocacdo por fora do dominio. Cabe mencionar que no trabalho de Henry &

Banerjee, 1991 a colocacao ¢ realizada a um comprimento de 0,25 do raio do furo fora do

dominio (& =0,75R ,&,=0).
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IZMIJ

n
Figura 3.7 - Integrando F},M,J no espago normalizado 77 para o elemento de furo com colocagdo em ggl €
¢ =0.
+1
[ FaMJdn
K £ =0,55 £ =0,65 £=0,75 £ =0,85 £ =0,95
2 0,4996274853 0,5735158877 0,5068130807 0,1009152246 -0,4689180337
4 -0,1002672434 -0,0832486298 -0,0466133316 -0,00851649 0,0132779673
6 -0,0069769269 0,0182694658 0,0592049376 0,1673348176 1,1397498933
8 0,0270281486 0,0223166112 0,0089186448 -0,0040539271 -0,00923141485
10 -0,0255006629 -0,0466853398 -0,0868154614 -0,2072715589 -0,674246733
16 0,0000000008 -0,000000211 -0,0000754613 -0,0065360969 -0,1558334228
20 0,0004056231 0,0047222951 0,0308300392 0,1206006627 0,0536906454
24 0,0000122533 0,0008807299 0,0118965367 0,0844295122 0,1942318955
32 -0,0000022819 -0,0000467012 -0,0000028392 0,0097769609 0,1747858787
40 -0,0000000354 -0,0000073850 -0,0004063562 -0,010461151 -0,1797103976
48 0,0000000008 0,0000000008 -0,0000754613 -0,0065360969 -0,1558334228
64 0 0,0000000001 0,0000016898 0,0003037949 0,0094003974
M 0 0 0 0 0

| P
Tabela 3.2 - Resultados das integrais I : F,,M J dn para o elemento de furo com colocagdo em & e &, =0pelo
-1

método de integracdo de quadratura de Gauss — Legendre padrdo com K pontos. A linha M corresponde a
integracdo obtida com o programa Maple.
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F22 M] J
6
£,=0,55R
st Nl g=0,65R ||
_______ g,=0,75R
0 T | | et E_\I:O,SSR 7
g,=0.95R
&R
3L J
/ifs:
_1 | | | | | | | | |
-1 -0.8 -0.6 -0.4 -0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
n
Figura 3.8 - Integrando F,,M,J no espago normalizado 77 para o elemento de furo com colocagdo em é?l e
& =0.
+1
J:l F,M\J dn
K | &=055R £=0,65R | £=0,75R | £&=0,85R | &=0,95R =R
2 0,6544569211 0,9415202291 | 1.3124938877 | 1,500233656 | 0,9272763187 | 0,3927711795
4 0,7157020404 0,6803904348 | 0,6016911575 | 0,4845903435 | 0,3512584301 | 0,2873830534
6 0,4358738207 0,4334965656 | 0,4513181780 | 0,5567690033 | 1,5722486092 | 0,2857990867
8 0,6485691854 0,7280318858 | 0,7570033652 | 0,6596240653 | 0,4230954335 | 0,2857145100
10 0,5548558685 0,5598308865 | 0,5510520606 | 0,5941668872 | 1.4174691308 | 0,2857142859
16 0,5821428582 0,6273813806 | 0,6726505367 | 0,7180423354 | 0,7849876626 | 0,2857142857
20 0,5817657263 0,6259344381 | 0,6717446408 | 0,7390321328 | 0,7704249468 | 0,2857142857
24 0,5820524686 0,6263580410 | 0,6662137031 | 0,6989334415 | 0,8793821755 | 0,2857142857
32 0,5821419504 0,6272907099 | 0,6701842342 | 0,6870751694 | 0,6738938507 | 0,2857142857
40 0,5821429032 0,6273809527 | 0,6723746529 | 0,7071040271 | 0,7007284870 | 0,2857142857
48 0,5821428582 0,6273813806 | 0,6726505367 | 0,7180423354 | 0,7849876626 | 0,2857142857
64 0,5821428572 0,6273809520 | 0,6726204717 | 0,7186825791 | 0,8193213854 | 0,2857142857
M 0,5821428572 0,6273809525 | 0,6726190477 | 0,7178571430 | 0,7630952382 | 0,2857142858

Tabela 3.3 - Resultados das integrais J. " F,,M J dn para o elemento de furo com colocagdo em 31 e é?z =0 pelo
-1

método de integragdo de quadratura de Gauss — Legendre padrio com K pontos. A linha M corresponde a
integrag@o obtida com o programa Maple.
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21 MSJ

0.25 ‘ ‘

0.2

X
-0.05 |

-0.1
-0.15
-0.2
-1 -0.8 -0.6 -0.4 -0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
n
Figura 3.9 - Integrando F, M ;J no espago normalizado 77 para o elemento de furo com colocagdo em é?l e
¢ =0.
+1
J:l FyMJ dn
K | £=055R | £=0,65R | £=075R | &=0,85R | & =0,95R E=R
2 0,0633211216 0,0132709361 -0,0234557166 | -0,0171949043 | 0,0223215849 | 0,0255811226
4 | -0,0311281851 | -0,0085957102 | 0,01154883782 | 0,0238127932 | 0,0242360241 | 0,0202787449
6 0,0590163752 0,0649659139 0,0658870503 0,0607482422 | 0,0380897305 | 0,0206196647
8 | -0,0110969181 | -0,0130757548 | -0,0043853567 | 0,0132490408 | 0,0232252332 | 0,0206196524
10 | 0,0211723316 0,0313640255 0,0399001428 | 0,04005423308 | 0,0138006206 | 0,0206196524
16 | 0,0113408084 | 0,0134026753 0,0154602646 | 0,01752666859 | 0,0188876608 | 0,0206196524
20 | 0,0114449175 0,0136551751 0,0153835071 | 0,01516896084 | 0,0169477101 | 0,0206196524
24 | 0,0113696751 0,0136340597 0,0164836958 | 0,01968690216 | 0,0163524927 | 0,0206196524
32 | 0,0113412171 0,0134260660 0,0158839898 | 0,02083706671 | 0,0267519208 | 0,0206196524
40 | 0,0113407956 0,0134029664 0,0155107639 | 0,01867844978 | 0,0238278769 | 0,0206196524
48 | 0,0113408084 | 0,0134026757 | 0,01546026469 | 0,01752666859 | 0,0188876608 | 0,0206196524
64 | 0,0113408088 0,0134027741 0,0154644804 0,017443313 0,0170441945 | 0,0206196524
M | 0,0113408088 | 0,01340277411 | 0,01546473936 | 0,01752670461 | 0,0195886698 | 0,0206196524

N PR
Tabela 3.4 - Resultados das integrais I ' F, M ,J dn para o elemento de furo com colocagdo em & e &, = 0 pelo
—1

integracdo obtida com o programa Maple.

método de integracdo de quadratura de Gauss — Legendre padrdo com K pontos. A linha M corresponde a
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Como ¢ deduzido a partir do método direto na sec¢do anterior, o integrando F,,M J ¢é regular
por ser um termo da diagonal e o integrando F, M,J ¢é também regular por valer zero a fung¢io
de forma M, ao ser avaliada sobre o pdlo (ver equacdo (3.77)). As Figura 3.8 e Figura 3.9

mostram que a técnica de colocagdo no contorno ficticio torna os nicleos menos suaves, sendo
mais dificeis de serem integrados numericamente, mesmo sendo regulares. Segundo os
resultados apresentados nas Tabela 3.3 e Tabela 3.4, enquanto estas integrais sdo facilmente
calculadas com 10 pontos de Gauss, em muitos casos 64 pontos ndo sdo suficientes quando se

faz colocagdo no dominio ficticio.

3.9. Exemplos de verificacio

Com o objetivo de validar a formulagdo desenvolvida e verificar preliminarmente a
qualidade dos resultados na solu¢do das varidveis envolvidas, a presente se¢do ilustra alguns

problemas simples resolvidos com a formulagdo proposta.

C B C
Z 7
é RN é VRN
7 7 L7 r- l
g \‘ P é \ ) /
7 Z
7 Z
go go
'/
D () O () A “ b O )
A A A A A A A LA A A A A H A A A A A A A A A A A A

(2) (b)

Figura 3.10 - Esquema do problema de uma placa quadrada com um furo centrado no meio. Carregamento uniforme
na diregdo X, sobre a face AB e simplesmente apoiada nas faces CD e DA.

O problema de uma placa quadrada de lado / com um furo centrado de didmetro D ¢
resolvido como ilustrado na Figura 3.10-(a). As condigdes de contorno do problema sdo de

tragdo uniforme na diregdo x, sobre a face AB (ver Figura 3.10-(b)), a face BC se encontra livre

de tragdes e as faces CD e DA estdo simplesmente apoiadas. E considerada a hipotese de EPT.
A Figura 3.11 mostra uma amplificacdo das configuracdes deformadas com o elemento de furo e
com o furo discretizado com 16 elementos quadraticos descontinuos. As Figuras 3.12, 3.13 e

3.14 apresentam os resultados obtidos no campo de deslocamentos no contorno da placa para o
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caso em que a relacdo l% vale 0,4. Os mesmos sdao apresentados junto com os obtidos

utilizando o MEC convencional com o furo discretizado utilizando 16 elementos quadraticos

descontinuos.

—_—

Figura 3.11 - Configuracdo deformada da placa com furo de relagdo D// =0,4 com carregamento uniforme na
direcdo X, sobre o contorno AB. Elemento de furo (esquerda) e furo discretizado com 16 elementos quadraticos
(direita).

—A— u, presente trabalho
—f—, MEC convencional

~—{J— u, presente trabalho |

> u, MEC convencionalz

-1
g LE
g 2 g
3 N
i =
8 w2
£ 8
2 =

-4
: :
8 Q
S 1 _ 3
Z 52
L 3 ()
2 @)

1-6

2.8 L L 1 1 | | | | | 7’_7

25 2 -5 -1 <05 0 05 1 15 2 2.5

A Comprimento AB B

Figura 3.12 - Deslocamentos no contorno AB no caso de uma placa de relagdo D/l =0,4 com carregamento
uniforme no €ixo X; sobre o contorno AB. Resultados do MEC com o furo discretizado com 16 elementos ¢ o

elemento de furo.
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X 10_9
3 ‘ ‘ ‘
A u presente trabalho
sl e, MEC convencional
~— [+ u, presente trabalho
5 S u, MEC convencional

Deslocamento u; [mm]
Deslocamento u, [mm]

0.5 1
—4-1.6
,gEA I | I | I | | | | ] -1.8
-2.5 -2 -1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5 2 2.5
C Comprimento CB B

Figura 3.13 - Deslocamentos no contorno CB no caso de uma placa de relagdo D// =0,4 com carregamento
uniforme no eixo X, sobre o contorno AB. Resultados do MEC com o furo discretizado com 16 elementos e o

elemento de furo.

X 10'9 —7— u, presente trabalho X 10-10
5 —— Y MEC convencional 1 2

~— [+ u, presente trabalho
u, MEC convencional

1-10

Deslocamento u,; [mm]
Deslocamento u, [mm]

1-12

1-14

116

0 [rad]

Figura 3.14 - Deslocamentos no contorno do furo no caso de uma placa de relagcdo D// =0,4 com carregamento

uniforme no eixo X, sobre o contorno AB. Resultados do MEC com o furo discretizado com 16 elementos e o

elemento de furo.

Este exemplo ¢ resolvido para relagdes D// de 0,2; 0,4; 0,6 e 0,8. Como medida de erro ¢
considerado o pardmetro 6 o qual ¢ definido como o deslocamento maximo (minimo) no

contorno AB (BC) na dire¢do x; (x,) obtido com o elemento de furo (u,,,.,u,,;, ), sobre o

deslocamento maximo obtido com o MEC convencional utilizando 16 elementos quadraticos

(U e e > Womin wee )- As Figura 3.15 e Figura 3.16 mostram os resultados correspondentes.


Fede
Rectangle


5 em AB

Figura 3.15 - Medida do erro 6 no deslocamento na dire¢do X, da aresta AB em fungdo da relacdo D/1.

5 em CB

Figura 3.16 - Medida do erro 6 no deslocamento na dire¢do X, da aresta BC em fun¢ao da relagdo D/I.
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Visando analisar a resposta do elemento de furo em diferentes direcdes sdo considerados dois

exemplos simétricos. A Figura 3.17 apresenta as configura¢des deformadas para uma placa com

furo de relagdo D/I = 0,4 com carregamento uniforme na diregdo do eixo x, sobre o contorno BC

e com condi¢do de engaste no contorno DA (esquerda); e carregamento uniforme na dire¢do do

eixo x, sobre o contorno AB e condigdo de engaste no contorno CD. A diferenca no

deslocamento maximo na direcdo da carga nos pontos “a” e “b” ¢ de 4,3%.



Figura 3.17 - Configuragdo deformada da placa com furo com relagdo D// =0,4 com carregamento uniforme na
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dire¢do do eixo X, sobre o contorno BC e com condig¢@o de engaste no contorno DA (esquerda); e carregamento

uniforme na dire¢do do eixo X, sobre o contorno AB e condi¢do de engaste no contorno CD.

O exemplo da Figura 3.10 com uma relagdo D// = 0,4 ¢ utilizado para analisar a convergéncia

da solugdo com os pontos de Gauss. A Figura 3.18 mostra a convergéncia do deslocamento

maximo na dire¢do x, no contorno AB e o deslocamento minimo na dire¢do x, no contorno BC.

Em todos os casos ¢ utilizado 64 pontos de Gauss para integrar os elementos de furo. O eixo das

abscissas corresponde aos pontos de Gauss utilizados para integrar os elementos quadraticos do

contorno da placa.

Deslocamento maximo u; em AB [mm]

4.5

4.495

4.49

4.485

4.48

4.475

25

Numero de pontos de Gauss

30

x 10
-1.6455

-1.646

-1.6465

-1.647

-1.6475

-1.648

35

Deslocamento minimo u, em BC [mm)]

Figura 3.18 — Convergéncia nos deslocamentos no contorno da placa com o numero de pontos de Gauss utilizados
para integrar o elemento do contorno da placa. O elemento de furo ¢ integrado com 64 pontos de Gauss em todos os

casos.
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A Figura 3.19 mostra a convergéncia dos mesmos deslocamentos com os pontos de Gauss
utilizados para integrar o elemento de furo. Em todos os casos ¢ utilizado 32 pontos de Gauss
para integrar os elementos do contorno da placa.

N 9
xlO9

= x 107 =
é 4.4916 21,6467 é
m m o o o o Q
< {-1.6468 @
g 4.4916 + E g
() \ [}
=5 1-1.6469 ="
Q o
E 44916 | 1 E
> \ =
NS u | 1-1.647 2
E - 1 g
i 2

L \ o
g 4.4916 N R E
s T — — — £ s
2 ) -
B 4.4916 : : : : : -1.6472 %
A 20 30 40 50 60 o

Numero de pontos de Gauss

Figura 3.19 - Convergéncia nos deslocamentos no contorno da placa com o niimero de pontos de Gauss utilizados
para integrar o elemento de furo. Os elementos do contorno da placa sdo integrados com 32 pontos de Gauss em
todos 0s casos.

3.10. Consideracoes sobre os resultados obtidos com o elemento de furo

Da analise dos resultados obtidos se pode concluir que o elemento de furo fornece resultados
satisfatorios quando comparado com o MEC convencional (ver Figuras 3.12, 3.13 e 3.14). Para
relagdes de D/l menores a 0,4 o erro ¢ inferior aos 4 %. Alids, o erro aumenta para relagdes de
D/l maiores como se observa das Figuras 3.15 e 3.16. Esse erro ¢ atribuido a deficiéncia do
elemento de furo para modelar o complexo campo de deslocamentos no contorno do furo [Henry
& Banerjee, 1991]. Na Figura 3.20 se pode ver a configuragdo deformada do furo para uma
relagdo D/l =0,6. E claro que esse tipo de configuragio deformada ndo pode ser representada
satisfatoriamente com o elemento de furo proposto. Ao mesmo tempo, da andlise das Figuras
3.7, 3.8 e 3.9 se observa que as integrais se tornam mal comportadas quando se faz colocagao
perto do elemento. Isto justifica o uso de muitos pontos de Gauss neste caso de integracdo do
elemento de furo. As Figuras 3.18 e 3.19 mostram convergéncia no caso D/[ = 0,4 com 16 pontos
de Gauss no elemento do contorno da placa e 24 pontos de Gauss para o elemento de furo. A fim
de minimizar o erro em furos perto do contorno da matriz do material ou de outros furos, no

proximo capitulo sdo propostos elementos de furo com graus de liberdade adicionais.
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Figura 3.20 — Configurac@o deformada da placa com furo com relagéo D// =0,6. O furo ¢ discretizado com o MEC
convencional com 16 elementos quadraticos descontinuos.



60

4. IMPLEMENTACAO COMPUTACIONAL

4.1. Introducao

Neste capitulo ¢ implementada a ferramenta numérica desenvolvida para modelagem de

materiais micro-porosos. O objetivo da andlise apresentada ¢ obter o tensor de elasticidade

efetivo C;km de um material micro-poroso em termos das propriedades elasticas da matriz e da

topologia da microestrutura do material num EVR. Certas simplificagdes sdo assumidas na
modelagem da microestrutura. Em primeiro lugar a microestrutura consta de uma matriz
homogeénea e isotropica com micro-poros distribuidos em forma aleatdria. Os micro-poros sdo de
forma circular e livres de tracdo. Ao mesmo tempo, no material ndo acontecem mudangas micro-
estruturais com o histdrico de aplicagdo da carga como, por exemplo, criacdo e coalecéncia de
micro-poros ou transformacdo de fases na matriz, o que justifica a andlise explicita
implementada considerando somente um estado final de carregamento. A modelagem enquadra-
se no comportamento elastico linear com deformacgdes infinitesimais no nivel da macro e micro-
escala.

Neste capitulo sdao propostos elementos de furo com graus de liberdade adicionais ao
elemento apresentado no capitulo anterior, e sdo analisados seus desempenhos. Logo apds ¢
estudada a interagdo entre furos com estes novos elementos. As expressoes utilizadas para o
computo de propriedades efetivas no plano sdo desenvolvidas para as hipoteses de EPT e EPD.
Como exemplo de aplicacdo, ¢ realizada a andlise EVR linear para um material em EPT com
propriedades e distribuicdo de furos tomados da microestrutura de um ferro fundido nodular

ferritico.

4.2. Elementos de ordem superior

Nesta secdo ¢ estudada a possibilidade de usar elementos de ordem superior para melhorar a
qualidade da solu¢do quando o furo interage com outros furos ou com o contorno exterior da
matriz € os modos de deformagdao do furo (ndo elipticos) ndo sdo bem representados pelo
elemento de furo com trés nos. No presente trabalho, além do elemento de furo proposto no
Capitulo 4, sdao também propostos elementos de furo de base trigonométrica de ordem superior.

As fungdes de forma para interpolar a geometria e os deslocamentos no contorno do furo sdo:
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M, (6) :(1+C—050)cos6’

M,(0) L L eno-Leoso
2 2 2

4.1)
M3(6’) =(_1+—20059)c050

M,(6) 1 Leno—Leoso
2 2 2

para o elemento de 4 nos,

MI(H):—%+§cosﬁ+%cos20

MZ(G)—342 N0+ enBc0s 0+ 22 cos 2100 57 9+ 10940
899 1797 4181 20905
1(0)= 845 né’—@senecosé’—1353c0s6’+ﬁ s°0+ 377 (4.2)
3594 899 4181 987 4935
M4(9):—845 sen 0+ en0cos 0— 1223 cos 0+ 222 cos? 9+ L
3594 899 4181 987 4935
My(6)=- 342 sen — 845 sen9c050+£c H—% 0s’ 0 10946
899" 71797 08 4181 20905
para o elemento de 5 nos, e
Ml(é?):—l—lcosﬁ+gcos2«9+gcos3¢9
6 6 3 3
M2(0)=ﬂsen<9+ 780 Senﬁcose—lcosz9—200339—#200894—1
1351 1351 3 3
5 ):ﬂsen _ 780 enOcosh—2cos—Lcos’ O+ 2cos’ 0+
1351 1351 3
1.1 2 2 3
M,(0)=——=+—cosf+=cos’@—=cos’ §
6 6 3
My(0)=- 3% sen @ + 780 sen6’cos<9—gcosé?—lcosz6’+£c0s3t9+l
1351 1351 3 3
(0)=— 390 en6-" encos 0+ 2 cos -1 cos? -2 cos’ 6+~
1351 1351 3 3 3 3

para o elemento de 6 nos. As funcdes de forma dadas pelas equagdes (4.1)-(4.3) sdo ilustradas
nas Figuras 4.1 a 4.3, respectivamente.
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Figura 4.1 - Fungdes de forma circulares para interpolar geometria e deslocamentos no elemento de furo de quatro

nos.
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Figura 4.2 - Fungdes de forma circulares para interpolar geometria e deslocamentos no elemento de furo de cinco

nos.
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Figura 4.3 - Fungdes de forma circulares para interpolar geometria e deslocamentos no elemento de furo de seis nos.
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Pode-se observar que em todos os casos as fungdes de forma propostas satisfazem trés
propriedades que garantem que as mesmas sejam linearmente independentes [Zienckiewicz &
Taylor, 2000]. Isto €, tém valor unitdrio no n6 ao que estdo associadas, tém valor zero nos outros
noés do elemento, e a soma das fungdes em qualquer ponto do dominio do elemento tem valor
unitario.

A qualidade dos resultados obtidos com os novos elementos ¢ verificada com exemplos
similares aos apresentados para o elemento de 3 nds. A Figura 4.4 mostra as configuragdes
deformadas para uma placa com uma relagao D// = 0,6; solicitada como indicado na Figura 3.10.
A Figura 4.4-(a) corresponde ao furo discretizado com 16 elementos quadraticos descontinuos
utilizando o MEC convencional. As Figura 4.4-(b), (c), (d) e (e) correspondem aos elementos de
furo de 3, 4, 5 e 6 nds, respectivamente. Nesta figura pode-se observar a habilidade dos

elementos de ordem superior para capturar modos de deformacao do furo quando a relagao D/I é

grande.

(2

(b) ©

(d) (e)

Figura 4.4 — Configurag¢des deformadas no exemplo da placa com relacdo D/l = 0,6. (a) Com furo discretizado com
16 elementos quadraticos. (b) elemento de furo com 3 nés. (¢) elemento de furo com 4 néds. (d) elemento de furo
com 5 nos. (e) elemento de furo com 6 nos.
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As Figuras 4.5 e 4.6 ilustram o pardmetro 6 como medida do erro no campo de
deslocamentos do contorno da placa estudada como exemplo (ver Figura 3.10) para os elementos
de ordem superior em fungdo a relagdo D/I. Na Figura 4.5 o pardmetro & ¢ definido como a

relagdo entre o deslocamento maximo na direcdo x, sobre o lado AB obtido com o elemento de

furo e o deslocamento maximo obtido discretizando-se o furo discretizado com 16 elementos
quadraticos descontinuos. Na Figura 4.6 o pardmetro & ¢ definido como a relagdo entre o

deslocamento minimo na dire¢do x, sobre o lado BC obtido com o elemento de furo e o

deslocamento maximo com o furo discretizado. Essas figuras evidenciam a perda de qualidade
dos resultados a medida que os didmetros dos furos assumem valores proximos a propria
dimensao da placa. Isso é conseqiiéncia do fato da presente implementagdo ndo utilizar nenhum
cuidado especial com integrais quase-singulares, que se tornam mais conspicuas quando os
pontos de colocagdo estdo proximos dos elementos de furo. Nos experimentos numéricos
realizados, obtém-se, inclusive, sistemas muito mal-condicionados para relagcdes de D/ = 0,8.
Observa-se também uma melhora na precisdo dos resultados com a utilizagdo de elementos de

ordem superior propostos.

1.1F ‘ )
L[| —A—— 3nés " ,
1.08; — L 4nbs 52 1 max ’
[ 5 noés u o
| —% 6nos Imax MEC -~ ]
1.06 ]
m [ - i
< 1.04 ]
g . [ // ]
[2°) L
1.02 - ]
I %
i ——— i
0.98 w ‘ ‘ ‘ ‘ | |
0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45 0.5 0.55 0.6
D/l

Figura 4.5 - Medida do erro 6 no deslocamento na dire¢do X, da aresta AB em fungdo da relagdo D/I. d ¢ definido

como o deslocamento maximo obtido com o elemento de furo sobre o deslocamento maximo com o furo
discretizado com 16 elementos quadraticos.
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Figura 4.6 - Medida do erro & no deslocamento na diregdo X, da aresta BC em fungéo da relagdo D/I. 6 é definido

como o deslocamento minimo obtido com o elemento de furo sobre o deslocamento minimo com o furo discretizado
com 16 elementos quadraticos.

4.3. Interacio entre furos

Uma das vantagens da técnica de computo de propriedades efetivas implementada neste
trabalho ¢ que a mesma pode ser utilizada na modelagem de materiais com fragdes de volume
altas, onde resultados com métodos analiticos ou semi-analiticos ndo sao satisfatorios [Zohdi,
2002]. Com o aumento da fragdo de volume o efeito da interagdo entre furos torna-se mais
importante. Nesta secdo ¢ estudada a interagdo entre dois furos com os elementos de ordem
superior. A configuracdo considerada ¢ uma placa quadrada de lado / vinculada e carregada da
mesma forma que indicado na Figura 4.7, com dois furos no centro da placa. O lado / da placa ¢
20 mm, o raio R ¢ unitario e a distancia entre os centros dos furos ¢ definido como d (Figura
4.8). A Figura 4.8 mostra a disposic¢ao dos furos e os parametros envolvidos.
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Figura 4.7 - Esquema do problema de uma placa quadrada com dois furos centrados no meio. Carregamento

uniforme na diregdo X, sobre a face AB e simplesmente apoiada nas faces CD e DA.
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Figura 4.8 - Esquema dos parametros definidos para a interago entre dois furos.

Sao analisados os casos com relagdo R/d de 0,25; 0,285; 0,375 e 0,44. Estas relacoes
escolhidas sdo comparéveis as razdes D// estudadas no Capitulo 3 quanto a proximidade do
ponto de colocacdo ao elemento de furo. As Figura 4.9, Figura 4.10, Figura 4.12 e Figura 4.13
mostram o campo de deslocamentos no contorno do furo da esquerda com os distintos elementos
para cada uma das relagdes R/d. A titulo ilustrativo, a Figura 4.11 mostra ainda os resultados
obtidos no furo da direita para uma relacdo R/d = 0,285 enquanto a Figura 4.14 mostra os

resultados quando a placa ¢ carregada por compressao com uma relagao R/d = 0,44.
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Figura 4.9 - Deslocamentos no contorno do furo da esquerda no caso de uma placa com dois furos com tragéo
uniforme no eixo X, sobre o contorno AB. A relagdo R/d =0,25.
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Figura 4.10 - Deslocamentos no contorno do furo da esquerda no caso de uma placa com dois furos com tragao
uniforme no eixo X, sobre o contorno AB. A relagdo R/d =0,285.
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Figura 4.11 - Deslocamentos no contorno do furo da direita no caso de uma placa com dois furos com tragido
uniforme no €ixo X; sobre o contorno AB. A relagdo R/d =0,285.
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Figura 4.12 - Deslocamentos no contorno do furo da esquerda no caso de uma placa com dois furos com tragio
uniforme no eixo X; sobre o contorno AB. A relagdo R/d =0,375.
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Figura 4.13 - Deslocamentos no contorno do furo da esquerda no caso de uma placa com dois furos com tragao
uniforme no eixo X, sobre o contorno AB. A relagdo R/d =0,44.
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Figura 4.14 - Deslocamentos no contorno do furo da esquerda no caso de uma placa com dois furos com
compressdo uniforme no eixo X, sobre o contorno AB. A relagdo R/d =0,44.

Da analise dos casos estudados se pode concluir que esses novos elementos de ordem
superior permitem descrever o campo de deslocamentos com maior precisdo que o elemento
original de 3 nds, como era de esperar. Recomenda-se utilizar o elemento de 4 nos onde se obtém
resultados consideravelmente melhores que com o elemento de 3 nds e ndo implica em um

aumento de custo computacional significativo.

4.4. Propriedades efetivas de materiais micro-porosos em duas dimensoes

As propriedades efetivas do material micro-poroso sdo computadas como uma relagdo entre

médias para o qual € preciso obter <al.j >Q e <5U. >Q na microestrutura. Para satisfacdo da condig¢ao

de energia de Hill as condi¢des de borda na microestrutura devem ser de deslocamento linear
u[|r =E;x; ou de tragdo uniforme ti|r =L,n; (ver Capitulo 2). E muito dificil se impor
condi¢des de contorno somente de tracdo em uma formulagdo explicita e, portanto, é considerado

somente o caso de deslocamento linear. Esta condi¢do de contorno junto com o requerimento de

auséncia de forca de corpo garante que a condicdo de Hill ¢é satisfeita. Pelo teorema da
deformagdo média tem-se que <g> o =E . No MEC as variaveis s@o calculadas inicialmente no
contorno do problema e entdo as variaveis do dominio podem ser calculadas em uma etapa de

poOs-processamento. A seguir ¢ apresentada uma forma de se evitar o célculo de varidveis no

dominio para o computo de propriedades efetivas.
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Figura 4.15 - Modelo de material micro-poroso indicando o sistema de referencia. O desenho corresponde a 140
micro-poros com uma fracdo de volume de 7,7% e uma relagdo media entre o raio do poro e o comprimento entre
centros de poros mais proximos de 0,25.

Da equacgao (2.56) e lembrando-se que nao ha forcas de corpo tem-se que o tensor de

tensdo pode ser escrito como o, = (o;ka) _, € entdo o campo de tensdes médio no material pode
’ 5]

ser expresso como [Zohdi, 2002]:
1
(c,), = ﬁjg(a[kxj ), do (4.4)

aplicando o Teorema de Green e lembrando que I', € o contorno exterior da matriz, o campo de

tensdes médias no material poroso ¢ levado ao contorno com a expressdo [Nemat-Nasser & Hori,

1999]:

<aij>9 :ﬁj}o oy X n,dl (4.5)

Uma expressao similar a (4.5) ¢ apresentada no trabalho de Yang & Qin, 2004. Considerando-se
o material micro-poroso em duas dimensdes com um sistema de referéncia cartesiano qualquer, a

equagdo (4.5) pode ser escrita em forma matricial para elementos descontinuos quadraticos

como:

(n) #(

(7) &(n)g(n)|Jdn| x| + (4.6)

S

~
&
—_
=

~—
\H_.

Na implementacdo numérica estas integrais podem ser computadas de forma exata com
quadratura de Gauss-Legendre padrdao (a menos das inevitaveis aproximagdes aritméticas de
ponto flotante) utilizando-se 3 pontos de Gauss por se tratar de fungdes polinomiais de quarto

grau. Note-se, portanto que o MEC ¢ particularmente atrativo para calcular propriedades efetivas
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de materiais, ja que para isto ¢ suficiente o calculo de tragdes (ou deslocamentos) no contorno
sendo que sdo variaveis primais da formulacdo e sdo obtidas com maior precisdo que outros
métodos como MEF. Também da expressdo (4.5) se pode observar que unicamente as tragdes no
plano de normal exterior do contorno da matriz sdo necessarias, nao tendo que obter tragdes fora
do plano do contorno por pds-processamento.

As Figura 4.16 e Figura 4.17 ilustram a distribuicdo de tracdes no contorno de uma
microestrutura com 12 furos distribuidos de forma aleatéria e uma fragdo de volume de 7,7%. A

condi¢do de contorno em esse caso € de deslocamento linear em x,, que corresponde a uma

deformacao uniforme E :|_ﬁ 0 OJT. A Figura 4.18 mostra a correspondente configuracao

deformada.
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Figura 4.16 — Distribuigdo das tragdes na diregdo X, no contorno de uma microestrutura com 12 furos e fragdo de

volume de 7,7%.

P
"
PERa o
( » ! 3
L 1 J \
~ & .4/
—o e
N
\ * ¢ \'1\5
w S e/ .
"Sha c4
. '
Se -,/
P*;
o o
—~&
[ » P
e ( °
' e’
w0
.

Figura 4.17 - Distribui¢do das tragdes na dire¢do X, no contorno de uma microestrutura com 12 furos e fragdo de

volume de 7,7%.
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Figura 4.18 — Configuracdo deformada de uma microestrutura com 12 furos e fracao de volume de 7,7%. Condicao
de contorno de deslocamento linear.

4.4.1. EPT, EPD e propriedades efetivas no plano
Nesta secdo, o problema de estimar propriedades efetivas de so6lidos com furos cilindricos ¢
apresentado. Em elasticidade plana s3do comumente empregadas hipoteses sobre o

comportamento referente a terceira dimensao, x,, levando aos conhecidos modelos de EPD e o

EPT (ver Capitulo 2, Se¢do 2.6). Assim, pode-se modelar o caso de uma placa de espessura fina
contendo furos circulares com a hipotese de EPT ou o caso de um solido contendo furos
cilindricos compridos alinhados na dire¢do x, com a hipétese de EPD [Nemat-Nasser & Hori,
1999]. Quando os micro-constituintes do material sdo isotrdpicos, a simetria geométrica da
microestrutura implica simetria macroscopica do material. Ao se considerar a modelagem de
inomogeneidades na microestrutura e tendo em conta que na modelagem plana, o plano x, deve
ser um plano de simetria do material, o caso de anisotropia mais geral que pode ser considerado
ao modelar microestruturas em duas dimensdes ¢ de simetria monoclinica (em elasticidade

tridimensional). Um material monoclinico com simetria no eixo x, € caracterizado por um tensor

da forma C = (4.7), onde é necessario determinar 13 constantes elasticas.

mon
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(4.7)

Se for considerado um material anisotropico no plano ou também chamado transversalmente

anisotropico (monoclinico em elasticidade tridimensional), sdo necessarios trés casos de

carregamento para determinar as constantes elasticas que determinam o comportamento

macroscopico do material no plano. Sao considerados trés casos:

* *

<U1>Q € Cpp
_ * *

<02>Q =16 Cp
* *

<O-12>Q Cs1 Ce
* *

<O-1>Q C G
_ * *

<O-2>Q =16y €y
* *

<0-12>Q C1 Co
* *

<01>Q TSP
_ * *

<O-2>Q =16 Cp
* *

<O-12>Q C1  Ce

*
Cl()
*

Ca

066

B

(e

0
0

2p

%

cl*l — <01>Q
B
C; — <O-2>Q
B
¢ = (912)
B
o = {o1)q
12 I
o = {92)q
2 Y
czz — <o_12>g
p
cl*é _ <O-1>Q
2B
c;) — <O-2>Q
2B
¢ = (912)
2B

(4.8)

(4.9)

(4.10)

No caso do material estudado a distribui¢do aleatoria dos furos no plano xx, leva a um

comportamento estatisticamente isotropico e a resposta efetiva de um EVR resulta em uma

simetria de isotropia transversal [Nemat-Nasser & Hori, 1999] em qualquer uma das duas
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hipoteses de EPT ou EPD. Com esta hipotese de isotropia no plano, as matrizes constitutivas em

fun¢do das constantes elasticas E* e v para o EPT e EPD, seguindo das equagdes (2.25) e

(2.22), sao:

. 1 v 0
Chpp=——v" 1 0 (4.11)
1-v
1-v*
o o =)
L 2

co - EE; ARV B
EPD (1+V*){(1—V*)E3* _2V;2E*} E* E3* E E;

0 (4.12)

{(1-v")E; -2vE"
2E'E;

E interessante notar que na modelagem de EPD, o comportamento o plano é fungio da resposta
no plano na terceira dimensao, a qual deveria ser assumida. Isto ndo acontece na modelagem de
EPT onde a lei constitutiva tem a mesma forma que para isotropia. Com essa consideragao, a lei
constitutiva no plano do material isotropico transversal ¢ caracterizada somente por duas
constantes elasticas onde um unico caso de carga ¢ suficiente para determinar a resposta

macroscopica. Porém, hd duas situagdes que ndo permitem calcular estas varidveis. Se as

condi¢des de contorno sdo de corte puro, por exemplo E :LO 0 2ﬂJT, ou de componente

desviadora nula, como por exemplo fj:Lﬂ p OJT, o sistema de equagdes resultante da

relagdo entre médias ndo tem solugdo. Ou seja, a condigdo de contorno deve ter componentes
esférica e desviadora ndo nulas. Note-se que este requerimento ¢ em referéncia ao plano e ndo ¢
considerada a terceira dimensao.

As expressoes para obter o modulo de Young e o coeficiente de Poisson efetivos para um
material isotropico transversal utilizadas neste trabalho podem agora ser desenvolvidas a partir
dos sistemas de equagdes (4.8) e (4.9), e as matrizes constitutivas (4.11) e (4.12). Logo, para o

EPT se obtém as expressoes:



€= 0 0] >

£=[0 g 0] > * 5
{

e, para o EPD, as expressoes:

E=|p 0 0f > I CHRECEN

{
€=[0 p OJT—> 2(<O-22>Q_<011>Q)

com as seguintes defini¢des:
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(4.13)

(4.14)

(4.15)

(4.16)

(4.17)

(4.18)

Se for considerado o caso de isotropia com a hipotese de EPD, as expressoes para obter as

propriedades efetivas, podem ser obtidas fazendo E, =E e v, =Vv:
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€= 0 0| > () (4.19)
TRy
. _ (3<O-11>Q_<O-22>Q)< )

£=[0 g 0] > ({00 )a~()a) & (4.20)

E razoavel pensar que a resposta macroscopica isotropica no plano seja independente da
hipotese de EPT ou de EPD. Em todos os trabalhos de pesquisa estudados durante esta
dissertacdo, o comportamento macroscopico € considerado isotrépico. Alias, no livro de Nemat-
Nasser & Hori, 1999 ¢ levada em conta a isotropia transversal para diferentes métodos analiticos
de estimacao de propriedades efetivas, onde este efeito ¢ considerado desprezavel. Neste
trabalho, ¢ implementada a hipotese de EPT onde nao se diferenciam as hipdteses de isotropia
das de isotropia transversal macroscopica. Esse topico merece ser estudado com mais detalhes

em trabalhos futuros.

4.5. Propriedades efetivas do ADI

A metodologia desenvolvida possibilita a homogeneizacdo de materiais em duas
dimensdes com a hipotese de EPT ou com a hipdtese de EPD. Como exemplo de aplicagdo da
ferramenta numérica desenvolvida para a modelagem de materiais micro-porosos ¢
homogeneizada a microestrutura de ferro fundido nodular ferritico conhecida como ADI
(Austempered Ductile Iron) com a hipdtese de EPT. Nos trabalhos de Batista et al., 2003 e
Pundale et al., 1998 ¢ adotada a mesma hipdtese. A Figura 4.19 mostra uma micrografia tipica

do ADI estudado.
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Figura 4.19 - Micrografia de ADI. 150 nédulos/mm®

Neste modelo os nddulos de grafite sio modelados como furos [Berdin et al, 2003; Zhang et
al. 1999; Batista et al., 2003 e Pundale et al., 1998] devido as baixas propriedades mecanicas

desta fase com respeito as da matriz. A relacao % ¢ escolhida como parametro caracteristico,

onde R ¢ o raio médio do ndédulo e d € o comprimento minimo médio entre centros de nddulos.
No trabalho de Ortiz et al. em 2001, ¢ realizada uma andlise estatistica sobre micrografias de
ADI com a técnica de analise digital de imagens. Os resultados obtidos por estes autores para o

parametro % sdo apresentados na Tabela 4.1. Pode-se ver que para uma amplia faixa de

contagem nodular (60 a 600 nédulos/mm?) o parimetro % e sua desvio padrdo sdo quase

constantes, com valores de % =0,25 e desvio padrdo de 35%. Em todos os casos ha 100% de

nodularidade, ou seja, as projecdes dos nodulos sdo aproximadamente circulares no plano.
Seguindo o trabalho de Zhang et al., 1999 as propriedades da matriz ferritica sdo selecionadas
com um coeficiente de Poisson de 0,3 € um modulo de Young de 210 GPa. A fragao de volume ¢

de 7,7% de grafite em nodulos.

Nédu[l:;mp?j' rea Nodularidade [%] % média Desvio padrio [%]
60 100 0,27682 31,18
100 100 0,26175 37,56
150 100 0,25294 35,43
600 100 0,25625 32,62

Tabela 4.1 - Resultados da analise estatistica em micrografias de ADI do trabalho de Ortiz et al., 2001.
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Para efeito da simulagdo numérica, a estratégia para gerar as microestruturas de ADI ¢ a

seguinte:

e Adota-se um raio unitirio para todos os nddulos e esta dimensdo ¢ tomada como
caracteristica do problema.

e Considera-se que a fragcdo de volume ¢ de 7,7% de grafito em forma de nddulos.

e A partir do nimero de nddulos que se deseja gerar para a amostra e com a fracdo de
volume se calcula a drea da microestrutura.

e Geram-se nodulos em forma aleatdria verificando que ndo acha superposi¢do entre os

mesmos e que a distribuicao corresponda aos dados experimentais.

Para determinar as coordenadas dos nodulos seguindo a estratégia anteriormente descrita ¢é
utilizada uma rotina escrita em MATLAB, 2004 a qual foi cedida pelo Prof. Adridn P. Cisilino da
Universidad Nacional de Mar del Plata [gera coord, 2004].

4.6. Determinacao do EVR do ADI

Nao existe um procedimento padrao para determinar de forma direta as dimensdes e nimero
de heterogeneidades que devem incluir-se no EVR. Por isto, as dimensdes do EVR sdo
determinadas em forma numérica através do sucessivo incremento do volume da amostra. O
tamanho de amostra representativo serd aquele que proporcione uma resposta macroscopica
invariante (com certa margem) para distintas distribui¢cdes das particulas. A Figura 4.21 mostra
um esquema de diversos tamanhos de amostras de microestruturas consideradas para determinar

o EVR.

AR

Figura 4.20 - Esquema de diversos tamanhos de amostras da microestrutura.
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Na estratégia implementada [Zohdi, 2005] para estudar a resposta efetiva da microestrutura
do ADI sao simuladas 50 amostras, cada uma com uma distribuicdo aleatoria diferente dos
nddulos. As Figura 4.21 e Figura 4.24 apresentam os resultados obtidos para o modulo de Young
e o coeficiente de Poisson (equagao (4.13)) respectivamente, com microestruturas que contém 25
nddulos em os casos todos. Cada ponto destas figuras representa o resultado de um ensaio
computacional do material. Também se observam os valores maximos, minimos, médios e
desvios padrdes do grupo de amostras. As Figura 4.22 e Figura 4.25 mostram os correspondentes

histogramas de estes resultados.

—— E" com 25 nddulos
****** E” minimo

)\ @ — — — E" desvio padrio m ]

* T
162 ¢ T E" médio -

161

160
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E Modulo de Young efetivo [GPa]
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157 1 1 1 1

Numero de ensaios computacionais

Figura 4.21 - Modulo de Young efetivo do material [GPa] para 50 microestructuras com 25 nédulos distribuidas em
forma aleatoria em cada caso. Indicam-se os valores maximos, minimos, médio e desvio padréo.
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Figura 4.22 - Histograma do modulo de Young efetivo [GPa] para 50 microestructuras com 25 nédulos distribuidas
em forma aleatéria em cada caso.



80

Da mesma forma estas simulagdes sdo realizadas para microestruturas que contém 2, 4, 6, 8,
10, 15, 20, 25, 30, 40, 50 e 60 nddulos para estabelecer um tamanho de EVR. Em todos os casos
sdo realizados 50 ensaios computacionais. Os resultados obtidos sdo apresentados na Figura 4.23
e na Tabela 4.2 para o modulo de Young e na Figura 4.26 e na Tabela 4.3 para o coeficiente de

Poisson.

175000

170000 -

165000 -
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E Modulo de Young efetivo [MPa]
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Figura 4.23 - Curva de convergéncia do EVR. Valores do modulo de Young efetivo para amostras com distintas
distribui¢des aleatorias dos nddulos e contendo um nimero de ndédulos que va aumentando.

Mo::l.éYdf)oung Diferenca Desvio Porcentagem Porcentagem
Nuamero de ! g adriio do * —E" Desvio padrio
inclusiones E .. Lo = L P £ M x100 *—p x100
[MPa] media media
[MPa]

2 165129 12450 3932 7,54 % 2,38 %

4 163019 11388 2661 6,99 % 1,63 %

6 162331 9380 1904 5,78 % 1,17 %

8 162237 11032 1762 6,80 % 1,09 %

10 161955 6860 1756 4,24 % 1,08 %

15 161437 5736 1406 3,55% 0,87 %

20 160713 4840 1018 3,01 % 0,63 %

25 160096 4077 988 2,55 % 0,62 %

30 159910 4447 994 2,78 % 0,62 %

40 159622 3550 868 2,22 % 0,54 %

50 159163 3415 820 2,15 % 0,52 %

60 159575 4106 819 2,57 % 0,51 %

Tabela 4.2 - Resultados da avaliacdo computacional de microestructuras com diferentes distribui¢cdes aleatérias de
micro-furos para o modulo de Young.

As Tabela 4.2 e Tabela 4.3 apresentam informagdes estatisticas das amostras como valores
médios das propriedades mecanicas efetivas, diferenca entre valores méximos e minimos e

desvio padrao de cada caso. Também sdao mostrados em porcentagem o quanto estas diferengas e
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desvios padrdes representam sobre os valores médios de cada caso. Os resultados obtidos
permitem concluir que uma amostra de material micro-estrutural contendo 25 nodulos ¢
adequada para a obtencdo de propriedades efetivas do ADI com uma faixa de variagdo de 3%

para o modulo de Young e 6,5% para o coeficiente de Poisson aproximadamente.
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Figura 4.24 - Coeficiente de Poisson efetivo do material resultante para 50 microestructuras com 25 nédulos
distribuidos em forma aleatéria em cada caso. Indicam-se os valores maximos, minimos, médios e desvio padrdo.
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Figura 4.25 - Histograma do coeficiente de Poisson para 50 microestructuras com 25 nodulos distribuidos em forma
aleatdria em cada caso.



Figura 4.26 - Curva de convergéncia de EVR para valores do coeficiente de Poisson efetivo para amostras com
distintas distribui¢des aleatorias dos nédulos e contendo um nimero de nddulos que va aumentando.
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CO?f' de . Desvio Porcentagem Porcentagem
Numero de Poisson Diferenca padriode | ' —y" Desvio padrio
nodulos médio V.=V . —e——m %100 ——x100
V:wd[a v Vmedia Vmedia
2 0,287 0,059 0,015 20,38 % 5,16 %
4 0,298 0,076 0,016 25,43 % 5,21 %
6 0,309 0,050 0,011 16,22 % 3,47 %
8 0,310 0,026 0,006 8,53 % 1,89 %
10 0,311 0,030 0,007 9,74 % 2,29 %
15 0,315 0,022 0,006 7,13 % 1,83 %
20 0,320 0,019 0,004 6,07 % 1,15 %
25 0,324 0,021 0,005 6,46 % 1,48 %
30 0,327 0,021 0,004 6,50 % 1,35 %
40 0,328 0,015 0,004 4,64 % 1,15 %
50 0,331 0,011 0,003 3,43 % 0,85 %
60 0,328 0,032 0,006 9,85 % 1,75 %

Tabela 4.3 - Resultados da avaliacdo computacional de microestructuras com diferentes distribui¢cdes aleatérias de
noédulos para o coeficiente de Poisson.

Note-se das Figura 4.23 e Figura 4.26 que as propriedades mecanicas convergem a um valor
desde valores de rigidez mais altos. Estes resultados obtidos verificam o fato que condigdes de

contorno em deslocamentos sobreestimam as propriedades elasticas efetivas (ver apéndice A).

4.7.  Analise dos resultados obtidos na simula¢ao do ADI

As propriedades efetivas do ADI obtidas de ensaios mecanicos [Zhang et al., 1999] sao de
187 GPa para o médulo de Young e 0,28 para o coeficiente de Poisson. Neste trabalho, a
diferenca das propriedades obtidas de bibliografia com as estimadas na andlise aqui
implementada sdo atribuidas principalmente ao modelo da microestrutura. Em primeiro lugar,
esta se modelando um problema intrinsecamente tridimensional que implica interacao de esferas

como um problema em duas dimensdes onde ¢ modelada a interagdo de cilindros do mesmo
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tamanho. Por outro lado, o nédulo de grafite é modelado como um furo. E razoavel intuir que os
efeitos hidrostaticos sobre a deformag¢ao de um furo sao diferentes do efeito que ocorre na
pratica em um nodulo de grafite, onde se tem uma rigidez volumétrica significativa, embora a
resisténcia ao cisalhamento seja muito baixa. Isso leva como conseqiiéncia a um comportamento
mais flexivel (mdédulo de Young menor e Coeficiente de Poisson maior) no caso de se modelar
os nodulos como furos. A mesma diferenca nas propriedades estimadas ¢ observado em Batista,
2005. Naquele trabalho, para se obter propriedades efetivas de 187 GPa para o modulo de Young
¢ utilizado um E, =250 GPa para o material da matriz. O modelo de ADI de Batista, 2005

considera os nddulos de grafite como furos em duas dimensdes e utiliza 0 Método dos Elementos
Discretos. Nos ultimos resultados de Batista, 2006 se observa uma diferenca da ordem de 6% em
propriedades estimadas como cilindros em duas dimensdes e esferas em um modelo

tridimensional.
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5. PROJETO DE MATERIAIS COM ALGORITMOS NAO DETERMINISTICOS

5.1. Introducio

A chave do éxito de muitos materiais modernos consiste em obter um comportamento
especifico para sua aplicagdo. Isto se consegue, fundamentalmente, a partir da manipulacio de
sua micro-estrutura. O objetivo deste trabalho estd no estudo de materiais micro-porosos com
distribuicdo aleatéria, onde o algoritmo desenvolvido neste capitulo pode ser facilmente
estendido para o projeto de materiais compostos em geral. A filosofia bésica na construcao de
tais materiais ¢ selecionar combinagdes de micro-constituintes para produzir propriedades
macroscopicas ou efetivas desejadas. Por exemplo, em aplicagdes da engenharia estrutural a
escolha classica ¢ uma fase de particulas mais dura que atua como agente rigidizante de um
material dactil empregado como matriz.

Existe uma variedade de dificuldades no projeto computacional de propriedades mecanicas
efetivas de materiais com distribui¢cdo aleatéria. Os trés principais problemas sao [Zohdi, 2002]:
(7) o amplo conjunto de variaveis de decisdo tal como a topologia das micro-heterogeneidades, a
fracdo de volume do composto e as propriedades mecanicas das fases, o que conduz a fungdes
objetivo altamente ndo convexas; (ii) as fungdes objetivo associadas ndo sdo continuamente
diferencidveis com respeito ao espago de projeto, principalmente devido as restrigdes na micro-
escala tal como limites na intensidade do campo local de tensdes desejado; e (iii) a resposta
efetiva de diversas amostras de tamanho finito de igual volume mas de diferentes distribuigdes
das micro-heterogeneidades exibem flutuacdes (como foi estudado no Capitulo 4), resultando em
ruido amplificado nas estratégias de otimizacdao onde a sensibilidade ou comparagdes da fungao
objetivo (FO) s@o necessarias. Claramente, os métodos de otimizagdo deterministicos classicos
baseados em gradientes ndo sao adequados para resolver este tipo de problemas. Uma alternativa
eficiente ¢ a utilizagdo de algoritmos nao deterministicos. Existe uma variedade de tais métodos
como os chamados Algoritmos Genéticos (AG) formulados sobre a base de um conjunto de
procedimentos e técnicas baseadas em principios de selecdo natural os quais utilizam o conceito
de evolucao das espécies (como reproducao, mutacao e cruzamento).

A fungdo objetivo para o problema de otimizagdo é colocada como a diferenca entre as
propriedades mecanicas efetivas desejadas e aquelas resultantes da microestrutura otimizada.
Como ¢ assumido um comportamento isotropico linear do material, o0 mesmo ¢ completamente
representado por duas constantes elasticas independentes, e a expressdo para a fun¢do objetivo

IT ¢ escrita como [Zohdi, 2003]:
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‘+ o, (V*_*V’;)‘ (5.1)

onde o sub-indice D denota a constante elastica “desejada”. Os coeficientes wg € w, sdo fatores
de peso que sdo estabelecidos pelo usudrio em fungdo da importancia da correspondente
propriedade que se quer projetar [Zohdi, 2003].

As propriedades mecanicas efetivas do material heterogéneo sdo calculadas seguindo o
procedimento proposto no capitulo 4 o qual consiste em avaliar uma relagdo entre médias. As
propriedades sdo calculadas com as expressdes (4.13) ou (4.14) segundo corresponda pelas
condi¢des de contorno.

Neste trabalho apresenta-se a implementacdo de algoritmos genéticos para o projeto de
materiais micro-porosos com distribuicao aleatoria. O AG ¢ complementado com um algoritmo
de Busca Direta (ver se¢do 5.3) numa ultima etapa da otimizagdo para obter um ajuste fino das
variaveis de decisdo (operagdo que resulta computacionalmente cara para o AG). Ao mesmo
tempo, € proposto e implementado um modelo aproximado da fung@o objetivo visando acelerar o
AG. O projeto do material implica na selecdo do material base e da fracdo de volume para se

obter as propriedades efetivas desejadas.

5.2. Algoritmos genéticos

Os AG s3o um conjunto de procedimentos e técnicas baseadas em principios de selegdo
natural. Conforme Goldberg, 1999 a popularidade dos AG se deve principalmente a que: (i) ndo
requerem continuidade e/ou diferenciabilidade da fun¢do objetivo, (if) ndo requerem grande
(re)formulagdo do problema, (iii) ndo sdo muito sensiveis ao procedimento de inicializagao, (iv)
$30 menos propensos a convergirem a 6timos locais, e () sdo naturalmente paralisaveis.

A idéia dos AG esta baseada no processo evolutivo dos organismos bioldgicos da natureza.
Os individuos que t€ém mais sucesso para se adaptar ao meio ambiente teriam mais oportunidades
de sobreviver e se reproduzir, em quanto que os menos aptos serdo eliminados. A combinagdo de
caracteristicas de ancestrais bem ajustados pode produzir individuos que sdo bem mais adaptados
do que seus pais. Os AG procuram simular este processo natural pela aplicagdo de operadores
genéticos sobre uma populagdo inicial e suas proximas geragdes. Entdo, o AG repetidamente
muda a populagdo de possiveis solucdes até satisfazer o critério de convergéncia. Os passos

basicos de um AG sio:
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1. Gerar aleatoriamente ou com algum critério, uma populagao inicial.

2. O algoritmo cria uma seqiiéncia de novas populagdes ou geragdes. A cada passo,
usam-se os individuos na geragdo atual para criar a proxima geracdo, segundo os
seguintes passos:

a. Calcula-se o valor da fungdo objetivo para cada individuo (vetor) da
populagdo.

b. Ordenam-se os individuos segundo seja o valor da fungdo objetivo
(“ranking”).

c. Seleciona-se os pais que tenham melhor valor da funcdo objetivo (segundo
seja o ranking).

d. Criam-se os filhos (operagdo genética). Os filhos podem ser criados fazendo
mudancas aleatérias num pai (mutagdo), ou por combinagdo de um par de pais
(cruzamento).

e. Substituem-se alguns ou todos os individuos da populacao pelos filhos.

3. Se o critério de convergéncia nao for satisfeito retorna para o passo 2.

4. Fim

5.3. Método de busca direta

O meétodo de busca direta (MBD) ¢ usado apds obter uma solu¢ao do algoritmo genético
para melhorar a convergéncia e precisdo. Estes métodos também ndo requerem informagdo
nenhuma do gradiente da fungao objetivo.

O algoritmo utilizado faz parte do Toolbox “Genetic Algorithm and Direct Search” do
MATLAB, 2004. Em cada iteracdo o algoritmo busca a solu¢ao do problema de otimizagdo num
conjunto de pontos que determinam uma malha ao redor do ponto atual. A malha é formada
somando ao ponto atual um escalar multiplo de um conjunto de vetores. A base de vetores
independentes no caso de trés variaveis de decisao ¢ {[100],[0 1 0],[00 1],[-100],[0-1 0], [0
0 -1]}. No algoritmo implementado todos os pontos da malha sdo avaliados em cada iteracao.
Também ¢ implementada a opcdo de “cache”. Em uma iteracdo qualquer um ponto da malha
pode coincidir com um ponto da malha de uma iteragdo prévia que ja foi avaliada e que nao € o
6timo do problema. Esta opcdo do MBD armazena a histdria de pontos j& avaliados e o algoritmo
antes de avaliar um novo ponto verifica se este nao esta proximo a eles com uma certa tolerancia.
Se o algoritmo encontra um ponto na malha que tem melhor valor da funcao objetivo que o atual,
esse passa a ser o novo ponto atual da seguinte iteracdo. Se nao, reduz o tamanho da malha. O

algoritmo termina o processo quando se satisfaz algum critério de convergéncia.
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5.4. Implementacio

O algoritmo proposto ¢ implementado com MATLAB, 2004 ¢ a avaliagdo da fun¢do objetivo
¢ realizada com a fungdo fobjetivo.m. Um esquema desta fungdo ¢ ilustrado na Figura 5.1. As
variaveis de decisdo sdo a entrada desta fungdo. A sub-rotina gera coord.m gera em forma
aleatoria as coordenadas das posicdes do centro das in-homogeneidades, as quais sdo
armazenadas no arquivo Coordenadas inclusoes.dat. A quantidade de in-homogeneidades que
contém a amostra de material é constante ¢ a0 mesmo tempo independente da fragdo de volume
¢. As in-homogeneidades apresentam sempre um valor de raio unitdrio que ¢ usado para
normalizar as dimensdes da microestrutura. A sub-rotina microestrutura.m constréi o arquivo de
entrada no codigo de MEC o qual resulta no arquivo Problema_elastico.bem. Este arquivo
contém toda a informagdo necessaria para resolver o problema elastico na microestrutura testada
como coordenadas dos nds, conectividade dos elementos, condigdes de contorno, etc. Logo apods
o problema ¢ resolvido com a formulagdo de elementos de contorno desenvolvida no capitulo 3 e
a solucdo de tragdes e deslocamentos no contorno da microestrutura sdo tabuladas no arquivo
Solu¢do MEC.log. Utilizando estes dados a sub-rotina propriedades.m computa as propriedades
mecanicas efetivas segundo é mostrado no Capitulo 4 da presente dissertagdo. Finalmente a FO
(5.1) ¢ avaliada. Este esquema de avaliacdo da FO ¢ usado junto com o Toolbox de MATLAB

Genetic Algorithm and Direct Search para a otimizacao das propriedades do material.
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Variaveis de decisdo: [E, v, @]

¢J E lv Fungdo Objetivo

¢ (fobjetivo.m)

gera_coord.m

l ,,

‘/[Coordenadas inclusoes].dat
(ASCII)

\ 4

microestrutura.m

[Problema elastico].bem

v
Codigo MEC

\ 4

‘ [Solugdo MEC].log ’
(ASCII)

A 4

propriedades.m

R
/U}I’K
v

(E,.v,.p)

k

Figura 5.1 - Esquema da fun¢ao fobjetivo.m

5.5. Exemplo de aplicacido

Para efeito de demonstrar o desempenho e capacidades do algoritmo desenvolvido apresenta-

se nesta secdo os resultados de um exemplo de aplicagdo. Este consiste no projeto de um

material micro-poroso com propriedades elasticas efetivas de E,, =160000 MPa ¢ v, =0,32
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correspondendo ao problema inverso ao exemplo apresentado no Capitulo 4. Os coeficientes wg
e w, sdo fixados unitarios. Logo a fun¢do objetivo (5.1) tem a forma:

|(E —160000MPa)| |(v —0,32)|
‘ 160000MPa ﬂ 0,32 ‘

H(¢,Em,vm)= (5.2)

sabendo que E* =E"(4,E,.,v,) e v =v'(4,E,.v,). O modulo de Young E, , o coeficiente de

m?

Poisson v, da matriz e a fragdo de volume ¢ do material sdo colocados como varidveis de

projeto. Permite-se uma variacao da fracdo de volume em uma faixa de 0,01 <¢ < 0,15 escolhida
arbitrariamente. As condicdes de estabilidade de Drucker que garantem que a matriz de
elasticidade da matriz da microestrutura seja positiva definida completam as restrigdes do
problema de otimizagdo. O conjunto de restrigdes de desigualdade sdo impostas por penalidade.
Assim, aos individuos que ndo satisfazem tais restricdes, atribui-se um valor arbitrariamente
elevado da FO sem ser avaliados com a funcdo fobjetivo.m. Baseando-se nos resultados obtidos
no Capitulo 4, o tamanho do EVR ¢ fixado para conter 25 nodulos, e os raios dos micro-poros
sdo iguais e unitdrios. Logo, a fracdo de volume e ajustada com o tamanho da matriz do material.
O problema ¢ modelado com a hipdtese de EPT.

Os parametros do AG sdo resumidos na Tabela 5.1. O tamanho da populacgio ¢ escolhido de
30 individuos. O numero de filhos elite é a quantidade de individuos da populacdo que
apresentam os melhores valores da FO da geracdo atual. Esses sdo automaticamente transferidos
a proxima geragdo sem mudanga nenhuma. Este pardmetro é selecionado com 3 (10% da
populagdo). O cruzamento dos individuos € realizado com a estratégia de ponto simples. Na
operagao de cruzamento por ponto simples ¢ selecionado de forma aleatéria um nimero inteiro n
entre 1 e o nimero de genes que codificam ao individuo. O filho ¢ criado com os n primeiros
genes de um pai e os ultimos (nimero total de genes - n) genes do outro pai. Assim, admitindo-
se o ponto de cruzamento # igual a 5 e os pais representados por [abcdefgle[1234567],
resultam filhos como [abcde 6 7] e [1 23 45 f g]. A mutagdo ¢ adotada como uniforme

(probabilidade de 0,01). Como j4 foi mencionado, o médulo de Young E ., o Coeficiente de
Poisson v, da matriz, ¢ a fragdo de volume do material ¢ sdo selecionados como varidveis de

projeto.
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Parametro Valor
Tamanho da populagdo 30
Critério de parada 8 geracdes
Numero de filhos elite 3
Numero de filhos com mutagao Uniforme (0,01)
Numero de variaveis de projeto 3
Cruzamento Ponto simples

Tabela 5.1 - Parametros de entrada para o AG.

Na Figura 5.2 ¢ apresentada a convergéncia do AG onde se indicam o valor médio e o
melhor valor (o individuo melhor adaptado) de cada geracdo. Logo de 8 geracdes o algoritmo
resulta no vetor solugdo (8) sendo que a primeira componente corresponde ao modulo de Young

E  em MPa, a segunda ao coeficiente de Poisson v, da matriz e a terceira a fragdo de volume

@ . A Figura 5.3 mostra o valor da FO para cada um dos individuos da ultima geracao.

il
0.8 B

0.7} ]
0.6 1
0.5 |
0.4 _ ]
03] ]
02} . 1
011 _ ]

. — e S S S N
1 2 3 4 5 6 7 8
Geragoes
Figura 5.2 - Convergéncia do AG. Os tridangulos correspondem aos valores médios da fungdo objetivo e os circulos
ao melhor valor em cada geragao.

Valor da fun¢éo objetivo I1

0.25 - B

0.2 B

Valor da fun¢éo objetivo IT

0 5 10 15 20 25 30
Individuos

Figura 5.3 — Valor da FO de cada um dos individuos na ultima geragao.
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A ,; =[2033100,3180,0618] (5.3)

O vetor solugdo A, corresponde aos seguintes valores da FO e propriedades efetivas

mecanicas:
(A ) =0,01275 (5.4)
E" =161032Mpa (5.5)
v =0,322 (5.6)

O vetor de variaveis de projeto inicial do MBD A}, ¢ o mesmo vetor resultante do AG,
A ;. A Figura 5.4 mostra a convergéncia do método de busca direta, sendo que, é possivel

verificar que logo ap6s de 18 iteragdes se obtém por este método o vetor resultante A7, :

VA
Al =[2043830,3216 0,06961] (5.7)
0.035’ T T T T T [ T T =
A A
= 0.03 - ]
S
Z 0025 A A A i
o
=
S .02} A A ]
Q
]
g
015 - ]
B 0.015
<
T o001} i
]
=
> 0.005 ]
A A A A A AL LA AAA
0 | I I L L ! ! ‘
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18

Iteragoes

Figura 5.4 - Convergéncia do MBD.

O vetor de varidveis de projeto solugdo A/, corresponde aos seguintes valores da fungio
objetivo e propriedades mecanicas efetivas.

I1(A/,,) =0,00076326 (5.8)

E" =160090 MPa (5.9)

v =0,3199 (5.10)
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As propriedades efetivas encontradas (5.9) e (5.10) representam um erro relativo as
propriedades efetivas desejadas de 0,056% para o modulo de Young e 0,031% para o coeficiente
de Poisson.

Finalmente, ¢ importante notar que em situagdes praticas a possibilidade de fabricacdo do
material depende que material da matriz apresente propriedades coincidentes com aquelas que

resultam do problema de otimizagao.

5.6. Algoritmo genético com avaliacao aproximada da func¢ao objetivo

Para acelerar os AG podem ser utilizados modelos aproximados para obter o valor da FO. A
incorporagdo de modelos aproximados em computagdo evolutiva deveria assegurar a
convergéncia a um o6timo global (ou proximo de ele) e a redugdo do custo computacional tanto
quanto fosse possivel. Quando o modelo aproximado ¢ usado junto com a funcdo original um
modelo de gerenciamento ou controle da evolugdo € requerido. Assim, um individuo que ¢
avaliado com a FO original ¢ chamado individuo controlado e uma geragao que ¢ avaliada com a
FO original é chamada gerag¢do controlada. Entao o modelo de gerenciamento pode ser (Fonseca

et al. 2004):

e Sem Controle: O modelo aproximado ¢ de alta fidelidade e a FO original ndo ¢ usada nas
avaliagdes.

e Controle de Evolugdo Fixo: Dois esquemas podem ser usados: baseados em individuos e
baseados em geragdes. No controle baseado em individuos alguns destes sdo avaliados
com o modelo aproximado e outros sdo avaliados com a FO original. No controle
baseado em geragdes toda a geragdo ¢ tanto avaliada com o modelo aproximado ou com a
FO original.

e Controle de Evolu¢do Adaptativo: A freqiiéncia do controle de evolu¢do depende da

precisao observada no modelo aproximado.

Neste trabalho, um Controle de Evolugdo Fixo é empregado. A estratégia proposta usa tanto
controle baseado em individuos como baseado em geracdes. Geragdes controladas e
aproximadas sdo processadas alternativamente, ou seja, uma geracdo aproximada ¢ sempre
seguida por uma geragdo controlada. Ao mesmo tempo, uma pequena fragdo de individuos nas
geracdes aproximadas tem a sua atitude avaliada com a FO original (individuos controlados). O
namero de individuos controlados ¢ especificado pela fragdo de controle, a qual é definida como

a relagdo entre individuos controlados e o tamanho da populacao.
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Individuos avaliados com o modelo aproximado herdam seu valor da FO dos pais. Este
esquema ¢ similar ao proposto por Fonseca et al., 2004. No presente trabalho ¢ proposto que o
valor da FO resulte da media ponderada dos valores dos pais, com os pesos dados pelo ponto de
cruzamento. Assim, a FO resultante depende do nimero de genes que cada individuo herda dos

pais. O diagrama da Figura 5.5 ilustra o esquema proposto o qual usa a estratégia de ponto

1{213 (4]5]|6 [ >FO=B l

simples.

Ponto de cruzamento
Figura 5.5 - Diagrama do esquema de heranga da FO.

O procedimento descrito acima ¢ implementado em MATLAB adaptando o Toolbox Genetic
Algorithm and Direct Search. A funcdo ga.m ¢ modificada para incluir a nova variavel Frag¢do

de controle como ¢ mostrado na Figura 5.6.

X
_|—> FVAL
FitnessFunction 7 ——p» REASON

ga.m
I < ———% OUTPUT
nvars

—I—i POPULATION

options —— SCORES

Figura 5.6 - Diagrama de variaveis da funcdo ga.m.

Entdo, as variaveis de entrada para a funcdo ga.m modificada sdo: a Fracdo de controle
(Fragdo_controle), a fungdo objetivo (FitnessFunction), o numero de varidveis (nvars) e alguns
parametros opcionais (options). As variaveis de saida sdo: o individuo avaliado (X), o valor da
FO do individuo avaliado (FVAL) e algumas outras informagdes. Durante o esquema de
otimizacdo a primeira geragdo ¢ sempre controlada. A segunda geracdo ¢ aproximada, cujo
nimero de individuos ¢ controlado conforme a fracdo de controle. O processo continua

alternando geragdes controladas e aproximadas.



94

A fun¢do stepGA.m do Toolbox de MATLAB computa os valores da FO dos novos
individuos. Esta funcao (a qual ¢ chamada por ga.m) ¢ também adaptada para inserir o modelo
aproximado da FO. Assim, duas novas variaveis sdo incluidas: Fragdo Controle e Controle.
Esta ultima serve para indicar se a geracdo ¢ controlada ou aproximada. A funcao stepGA.m
computa a FO dos novos individuos usando a fung¢do fval.m e crossoversinglepoint.m. A ultima
ha sido adaptada para incluir o calculo dos pesos no modelo aproximado. Os pesos calculados
sdo armazenados no vetor pesosPonder. A Figura 5.7 ilustra o diagrama com as mudangas

introduzidas na fungao stepGA.m.

[thisScore, thisPopulation, options, state, GenomeLength, FitnessFcn,
FracaoConlrol, Control]

stepGA.m
o [elite childrens]
e fval.m e crossoversinglepoint.m —¥rossover children, pesosPonder]
®  Fragdo de controle —— [score da parte da populagdo controlada]
e  PesosPonder
fragdo de controle —1—® [score da populagdo ndo controlada]
thisScore

nextPopulation=[ elite childrens; crossover children ],
nextScore=[score elite childrens;
score of piece of the controlled population;
score of the not controlled population];

!

[nextScore, nextPopulation, state]

Figura 5.7 - Esquema da fungo stepGA.m modificada.

5.7. Exemplo de aplicacdo do AG com modelo aproximado

A performance e capacidade do algoritmo desenvolvido sdo ilustradas nesta secdo
resolvendo o mesmo exemplo de aplicacao da se¢do 6.5. Os parametros do AG sdo 0s mesmos
do exemplo em questdo e sdo resumidos na Tabela 5.1. A fragdo de controle ¢ de 20% (5
individuos) para as gera¢des aproximadas.

O problema ¢ resolvido usando duas configuracdes diferentes do AG. A primeira
corresponde a avaliacdo aproximada da FO com o esquema de pesos ponderados pelo ponto de
cruzamento proposto neste trabalho. A outra configuracdo corresponde ao esquema onde a FO
aproximada ¢ calculada como a média aritmética do valor da FO dos pais (Fonseca et al. 2004).

O critério de parada ¢ selecionado arbitrariamente de 8 geracdes em todos os casos. Este valor ¢
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escolhido depois de realizar uma série de testes preliminares os quais mostram que 8 geragdes
sdo suficientes para alcangar resultados com menos que 0 2% em E” e v' (no valor da FO).

Os resultados obtidos sdo apresentados na Figura 5.8 e na Tabela 5.2 junto com os resultados
obtidos na se¢do 6.5 com o AG convencional. Na Tabela 5.2 ¢ apresentada uma rodada adicional
com o AG convencional. Pode ser observado que os dois algoritmos aproximados se comportam
de forma similar, produzindo resultados com menos do que 3% de erro. A redug¢do no tempo

computacional para os AG aproximados ¢ em torno de 30%.

Moédulo de Young Coei.'lc1ente de Fracao de Funcio Tempo
AG . Poisson da s .
da matriz [MPa] . volume Objetivo [seg]
matriz

Convencional 1 203310 0,318 0,0618 0,01275 90763
Convencional 2 235210 0,285 0,1048 0,0963 91456
Aproximado média 203310 0,3116 0,0579 0,0284 58646
Aproximado ponderada 203310 0,3116 0,0579 0,0234 64896

Tabela 5.2 — Resultados dos AG convencionais e AG com as duas configuragdes aproximadas que sdo consideradas.

0.045 —® — AG Convencional
—++— AG Média
= 0.04} A — A AGMédia Ponderada
o _—
2 0035} A |
o] \\ / N
© 0.03f ‘ \ |
S &
§ 0.025 | \ ]
= o g A
g $ A4
© 0.02¢ e |
S
< 0.015} A ° |
|
0.01 L L I I I | I
1 2 3 4 5 6 7 8
Geragoes

Figura 5.8 - Convergéncia do AG convencional e dos AG com as configura¢des aproximadas.

5.8. Consideracoes finais

Neste capitulo ¢ desenvolvido um procedimento geral para o projeto computacional de
materiais compostos micro-heterogéneos. O procedimento combina algoritmos genéticos e de
busca direta com uma formulacdo de elementos de contorno desenvolvida na presente
dissertacdo. Quanto aos resultados obtidos nos exemplos analisados é conveniente fazer algumas
consideragdes. Na Figura 5.2 pode ser observado que ja na primeira geracdo se obtém um

individuo com um valor da FO de 0,043 o qual corresponde a uma diferenga de 4,3 % entre as
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propriedades efetivas obtidas e as desejadas. Note-se que o valor médio da FO da geragdo ¢ da
ordem dos 85%. Lembrando-se os resultados do Capitulo 4, a diferenga entre o mddulo de
Young méaximo e o minimo que ¢ obtido nos 50 testes computacionais realizados com 25
nodulos, representa 2,5% do valor médio. E para o coeficiente de Poisson o valor correspondente
¢ de 6,46%. Isto significa que no exemplo apresentado, a solu¢do na primeira geragdo ¢ menor
que a faixa de flutuag¢ao da resposta macroscopica.

A estratégia de aproximacdo do AG mostra grandes ganhos no tempo computacional,

enquanto a convergéncia ¢ mais lenta que no AG convencional, e ndo ¢ monotonica.
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6. CONCLUSOES

Este trabalho abordou essencialmente os seguintes pontos:

Foi desenvolvida uma formulagdao de elementos de contorno para modelar micro-
estruturas de materiais compostos em duas dimensdes com furos e inclusdes
cilindricas de materiais distintos e raio variavel. Nessa formulagdo, a inomogeneidade
ndo ¢ discretizada na forma convencional, mas utilizando um tUnico elemento. Este
elemento emprega funcdes de forma de base trigonométrica para interpolar as
variaveis fisicas e geométricas. Isto resulta em uma formulagdo mais eficiente
computacionalmente que a formulagdo convencional de elementos de contorno. A
estratégia de discretizagdo da microestrutura ¢ simples, bastando discretizar o
contorno da mesma com elementos convencionais ¢ indicar a posi¢ao do centro de
cada uma das inomogeneidades, o raio e a ordem do elemento. A formulacio foi
apresentada em uma forma geral, possibilitando a modelagem de diferentes
coeficientes de Poisson entre a matriz e inclusdes. Como vantagem a ser explorada na
modelagem e projeto de materiais com distribuicdo aleatoria foi apresentada uma
condensagdo estatica do sistema de equacdes. Essa técnica permite armazenar a
matriz de coeficientes que correspondem a integracdo nos elementos do contorno da
matriz de material quando se faz colocagdo nesses mesmos elementos. Assim, ndo ¢
necessario recalcular esta matriz quando a distribui¢do de inomogeneidades na matriz
¢ alterada.

Foi proposto e implementado um procedimento de regularizacdo das integrais
fortemente singulares no elemento de furo utilizando o método direto. O estudo do

método direto para regularizar os nicleos fortemente singulares do elemento de furo
permitiu reconhecer nas integrais da forma J-:l F; [x(n),f;‘ ( p)]¢a (77)J (7)dn quais

sdo efetivamente singulares e quais as regulares. Uma das contribui¢cdes deste

trabalho foi o desenvolvimento analitico dos termos F'! e F3' da expansdo de

Laurent que regularizam as integrais para os elementos de furo e inclusdo. Os
experimentos numéricos apresentados no Capitulo 3 mostraram que a coloca¢do no
contorno ficticio torna as fungdes menos comportadas e muito mais dificeis de se
integrar numericamente a medida que o ponto de colocagdo se aproxima do elemento
de furo.

Foram propostas fungdes de interpolacao de base trigonométrica para desenvolver

elementos de alta ordem com 4, 5 € 6 nos.
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Com o objetivo de melhorar a precisao dos resultados quando um furo interage com
outros furos, foram desenvolvidos elementos de furo de ordem superior que utilizam
as fungdes de forma propostas. Esses elementos podem modelar configuragdes
deformadas mais complexas que as do tipo eliptico que sdo obtidas com o elemento
de 3 nds. Foi mostrado que esses novos elementos descrevem o campo de
deslocamentos com maior precisdo que o elemento original de 3 nos, como era de
esperar. Alids, com o elemento de 4 nds se consegue melhoras consideraveis na
precisdo dos resultados dos exemplos analisados, sem um aumento significativo do
custo computacional. Os elementos de 4, 5 ¢ 6 nos utilizam fungdes de forma mais
complexas resultando em nucleos mais dificeis de se integrar. O sistema de equagdes
final do MEC com esses elementos de ordem superior resultaram mal condicionados
para relagdes onde o didmetro do furo ¢ maior que 80% do comprimento do lado da
placa. Além disso, ¢ ressaltada a importancia de se implementar procedimentos mais
eficazes para o calculo de integrais quase-singulares em trabalhos futuros.

A ferramenta computacional desenvolvida foi utilizada na modelagem de materiais
micro-porosos com distribuicdo aleatoria para se obter propriedades mecanicas
elasticas efetivas. Foram obtidas expressdes para calcular o modulo de Young e o
coeficiente de Poisson de materiais isotropicos ou transversalmente isotropicos, tanto
para as hipodteses de EPT como de EPD, sob condi¢des de contorno de deslocamento
linear. Foi realizada uma analise estatistica para determinar o EVR de um material
com propriedades e distribuicao estatistica de micro-furos tomados da microestrutura
de ferro fundido nodular ferritico e considerando a hipdtese de EPT. Nesse problema,
onde a resposta macroscopica apresenta flutuagdes, a analise estatistica possibilita a
determinagdo da quantidade de inomogeneidades necessaria para se obter
propriedades efetivas.

Foi desenvolvido um procedimento geral para o projeto de materiais micro-
heterogéneos que combina AG com o MBD e a formulacdo de elementos de contorno
desenvolvida. O mesmo foi implementado para resolver o problema inverso de
determinar as caracteristicas microestruturais para se obter as propriedades efetivas
do material modelado anteriormente. A implementagdo apresentada neste trabalho se
limita a andlise de materiais com comportamento elastico linear. O algoritmo de
projeto de materiais proposto ¢ flexivel e pode ser facilmente estendido a problemas
em trés dimensdes, topologias complexas das particulas e leis de comportamento nao-

linear. Ao mesmo tempo pode-se considerar restri¢des de projeto no nivel da micro-
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escala, tal como limites na intensidade dos campos de tensdes. Esse tipo de restri¢des
¢ de suma importancia no projeto de materiais de alta resisténcia onde algum critério
de falha ¢ assumido em func¢do dos campos internos.

e Visando acelerar o AG uma estratégia para aproximar o valor da func¢do objetivo
também foi proposta. No modelo aproximado o valor da funcdo objetivo de um
individuo ¢ estimada como a média ponderada do valor dos pais de acordo com o
ponto de cruzamento. Esta estratégia combina controle baseado em geracdes com
controle baseado em individuos. Os resultados obtidos mostram importantes melhoras
no tempo computacional com poucas perdas na precisao. Considera-se necessario

realizar mais testes com distintos exemplos.

6.1. Sugestoes para continuidade do trabalho

Um niimero de topicos complementam ou ddo continuidade a linha de pesquisa iniciada com
este trabalho. Na presente implementagao ¢ conveniente estudar os casos que a matriz do sistema
de equagdes final do MEC resultara mal condicionada e estudar uma forma eficiente de se
integrar os nuicleos quase-singulares. Também ¢ interessante comparar os resultados obtidos para
propriedades efetivas com solugdes analiticas existentes. E conveniente estender o numero de
exemplos analisados e considerar casos em que a resposta macroscopica € anisotropica. A
ferramenta implementada pode ser utilizada para modelar materiais com propriedades
macroscopicas gradualmente variaveis (Functionally Graded Materials). Como possiveis futuros
topicos de pesquisa se sugerem:

e Implementar a formulacao para o caso inclusdes materiais, além de furos.

e Estender a formulacdo a trés dimensdes para fibras com isotropia transversal.

e Estender a formulacdo a trés dimensdes para esferas com as fun¢des harmonicas
esféricas como sugere Crouch, 2004.

e Implementar procedimentos de integracdo mais efetivos para os elementos
descontinuos quadraticos (método direto) e para as integrais quase-singulares.

e Estender a formulagdo para estudar materiais ineslasticos ainda sob a hipdtese de
deformacdes infinitesimais como no caso de fases com comportamento visco-
elastico.

e Estender a formulacdo a termo-elasticidade para estudar propriedades termo-
eldsticas macroscopicas.

e FEstudar interfaces de um outro material entre matriz e inclusoes.

e Estudar o efeito de distintos parametros e técnicas do AG no projeto de materiais.
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e Desenvolver um elemento de furo com interface coesiva para modelar o fenomeno

de dano em problemas envolvendo descolamento (debonding).
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APENDICE A

BANDAS SOBRE O ERRO NA ANALISE EVR LINEAR

Considerando-se uma estrutura periodica. Segundo o Principio de Minima Energia Potencial,
de todas as deformacgdes admissiveis que satisfazem o equilibrio, o estado de deformagao correto
¢ aquele que minimiza a energia potencial do corpo. Para uma andlise EVR linear usando
condi¢des de contorno de deslocamento, desconsiderando condi¢des de contorno externas sobre

o EVR, bem como as for¢as de corpo, o funcional de energia potencial pode ser escrito:

1 .
Moy == [ &)/ o emdQ (A.1)

2 ijkm

onde C;."” & o tensor de elasticidade efetivo calculado numa anélise de EVR com suposigdo de

condi¢des de contorno de deslocamento. Por outro lado, o funcional de energia potencial para

condi¢des de contorno in-situ pode ser escrito como:
1 M v M
== [ &)/ CruindQ (A.2)

onde a energia eldstica e o tensor de elasticidade sdo agora validos para condi¢des de contorno
in-situ. Note-se que as condi¢des de contorno de deslocamento linear usadas para calcular o
tensor de elasticidade efetivo sdo todas admissiveis, pois satisfazem o equilibrio. Porém, se os
deslocamentos do contorno in-situ sao distintos as condi¢des de contorno de deslocamento linear

u i|r =E,x;, 0 Principio de Minima Energia Potencial estabelece que:

M, >T1 (A3)

O que leva a concluir que a rigidez efetiva calculada com condigdes de contorno de

deslocamento linear ¢ maior que o comportamento efetivo in-situ do EVR:

*CBD *
Cijkm > Cijkm

(A.4)

Agora, considere-se o caso onde sdo usadas condi¢gdes de contorno de tragdao. O funcional de

Energia Potencial Complementar T1¢,,, na auséncia de forgas de corpo e outras condigdes de

contorno externas €:

1 .
HgBT :EJ-Q o,'S, CBTO_/fr/IndQ (A.S)

i P ijkm
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S*CBT

onde iom

¢ o tensor de complacéncia efetivo calculado em uma andlise de EVR com suposi¢ao

de condigdes de contorno de tragdo. Da mesma forma que antes, a energia potencial

complementar com condi¢des de contorno in-sifu € escrita como:

o0 (A.6)

i ijkm

¢ =%J.QO'M57‘

Segundo o Principio de Minima Energia Complementar, as tragdes no contorno admissiveis
geram energia complementar maior que as tragdes in-situ. E claro que condi¢des de contorno de

tensdo uniforme tl.|r =L,n, sdo admissiveis, mas distintas das condi¢des in-situ. Entdo se tem
que:
C C
[Ty >11 (A7)

o que leva a concluir que a complacéncia efetiva calculada com condi¢des de contorno de tensao

uniforme ¢ maior que a complacéncia efetiva real no EVR:

*CBT *
Sg'/'km > Si/km (A8)
Notando que a complacéncia € a inversa da rigidez se tem:
*CBT *
Cijkm < Cg’/’km (A9)

Estes dois resultados estabelecem uma caracteristica da andlise EVR. Quando se usa
condi¢gdes de contorno de deslocamento linear se obtém uma banda superior sobre a rigidez
efetiva real do material. Da mesma forma, quando se usa condigdes de contorno de tensdo
uniforme se obtém uma banda inferior sobre a rigidez efetiva real do material. E importante
notar que este resultado ndao fornece indicativos da proximidade da solucdo real em ralacdo a
analise de EVR, tanto para as propriedades efetivas como para a distribuicdo de tensdes e

deformacdes locais.



111

Este trabalho deu origem as seguintes publicagdes cientificas:

[1] F. C. Buroni, H. M. Gomes & A. P. Cisilino. Acceleration of Genetic Algorithms for the Design of
Random Micro-heterogeneous Materials. 18" International Congress of Mechanical Engineering
COBEM 2005. Ouro Preto, Minas Gerais, Brasil. Nov. 2005

[2] F. C. Buroni & A. P. Cisilino. Diseio Computacional de Materiales Compuestos Micro-
heterogéneos. VIII Congreso Argentino de Mecédnica Computacional MECOM 2005. Buenos Aires.
Argentina. Nov. 2005

Artigos submetidos a congressos:

[3] F. C. Buroni & R. J. Marczak. 4 Hole Element for Modeling Micro-porous Materials with Boundary
Element Methods. In: Proceedings of the XXVII Iberian Latin American Congress On Computational
Methods In Engineering (CILAMCE 2006). Belém-PA. Brasil. Sep. 2006

[4] F. C. Buroni & R. J. Marczak. Effective Properties of Random Micro-porous Materials with a
Boundary Element Formulation. In: Proceedings of the XXVII Iberian Latin American Congress On
Computational Methods In Engineering (CILAMCE 2006). Belém-PA. Brasil. Sep. 2006

[5] F. C. Buroni & R. J. Marczak. Direct Evaluation of Singular Integrals in a Hole and Inclusion
Boundary Element for Modeling Micro-heterogeneous Materials. XV Congreso sobre Métodos
Numéricos y sus Aplicaciones (ENIEF 2006). Santa Fé. Argentina. Nov. 2006

[6] F. C. Buroni & R. J. Marczak. A Boundary Element Formulation for Modeling Micro-heterogeneous
Materials. XV Congreso sobre Métodos Numéricos y sus Aplicaciones (ENIEF 2006). Santa Fé.
Argentina. Nov. 2006

Artigos em elaboragdo:

[7] F. C. Buroni & R. J. Marczak. 4 Family of Hole Boundary Element for Modeling Materials with
Cylindrical Micro-voids. Engineering Analysis with Boundary Elements.

[8] F. C. Buroni, A. P. Cisilino & R. J. Marczak. Effective Properties of Solids with Random Micro-
cavities Using a Special Hole Boundary Element. Engineering Analysis with Boundary Elements

[9] F. C. Buroni, A. P. Cisilino & R. J. Marczak. Computational Modeling and Design of Random Micro-
porous Materials with a Boundary Element Formulation. Latin American Journal of Solid and
Structures.

[10] F. C. Buroni, A. P. Cisilino & R. J. Marczak. Effective Elastic Properties of Random Micro-porous
Materials with a Special Boundary FElement Formulation. Composites science and technology/
Composite Structures/ Mechanics of Materials/ Computational Materials Science.




<<
  /ASCII85EncodePages false
  /AllowTransparency false
  /AutoPositionEPSFiles true
  /AutoRotatePages /All
  /Binding /Left
  /CalGrayProfile (Dot Gain 20%)
  /CalRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CalCMYKProfile (U.S. Web Coated \050SWOP\051 v2)
  /sRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CannotEmbedFontPolicy /Warning
  /CompatibilityLevel 1.4
  /CompressObjects /Tags
  /CompressPages true
  /ConvertImagesToIndexed true
  /PassThroughJPEGImages true
  /CreateJDFFile false
  /CreateJobTicket false
  /DefaultRenderingIntent /Default
  /DetectBlends true
  /ColorConversionStrategy /LeaveColorUnchanged
  /DoThumbnails false
  /EmbedAllFonts true
  /EmbedJobOptions true
  /DSCReportingLevel 0
  /EmitDSCWarnings false
  /EndPage -1
  /ImageMemory 1048576
  /LockDistillerParams false
  /MaxSubsetPct 100
  /Optimize true
  /OPM 1
  /ParseDSCComments true
  /ParseDSCCommentsForDocInfo true
  /PreserveCopyPage true
  /PreserveEPSInfo true
  /PreserveHalftoneInfo false
  /PreserveOPIComments false
  /PreserveOverprintSettings true
  /StartPage 1
  /SubsetFonts true
  /TransferFunctionInfo /Apply
  /UCRandBGInfo /Preserve
  /UsePrologue false
  /ColorSettingsFile ()
  /AlwaysEmbed [ true
  ]
  /NeverEmbed [ true
  ]
  /AntiAliasColorImages false
  /DownsampleColorImages true
  /ColorImageDownsampleType /Bicubic
  /ColorImageResolution 300
  /ColorImageDepth -1
  /ColorImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeColorImages true
  /ColorImageFilter /DCTEncode
  /AutoFilterColorImages true
  /ColorImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /ColorACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /ColorImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000ColorACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000ColorImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasGrayImages false
  /DownsampleGrayImages true
  /GrayImageDownsampleType /Bicubic
  /GrayImageResolution 300
  /GrayImageDepth -1
  /GrayImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeGrayImages true
  /GrayImageFilter /DCTEncode
  /AutoFilterGrayImages true
  /GrayImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /GrayACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /GrayImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000GrayACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000GrayImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasMonoImages false
  /DownsampleMonoImages true
  /MonoImageDownsampleType /Bicubic
  /MonoImageResolution 1200
  /MonoImageDepth -1
  /MonoImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeMonoImages true
  /MonoImageFilter /CCITTFaxEncode
  /MonoImageDict <<
    /K -1
  >>
  /AllowPSXObjects false
  /PDFX1aCheck false
  /PDFX3Check false
  /PDFXCompliantPDFOnly false
  /PDFXNoTrimBoxError true
  /PDFXTrimBoxToMediaBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXSetBleedBoxToMediaBox true
  /PDFXBleedBoxToTrimBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXOutputIntentProfile ()
  /PDFXOutputCondition ()
  /PDFXRegistryName (http://www.color.org)
  /PDFXTrapped /Unknown

  /Description <<
    /FRA <>
    /ENU (Use these settings to create PDF documents with higher image resolution for improved printing quality. The PDF documents can be opened with Acrobat and Reader 5.0 and later.)
    /JPN <FEFF3053306e8a2d5b9a306f30019ad889e350cf5ea6753b50cf3092542b308000200050004400460020658766f830924f5c62103059308b3068304d306b4f7f75283057307e30593002537052376642306e753b8cea3092670059279650306b4fdd306430533068304c3067304d307e305930023053306e8a2d5b9a30674f5c62103057305f00200050004400460020658766f8306f0020004100630072006f0062006100740020304a30883073002000520065006100640065007200200035002e003000204ee5964d30678868793a3067304d307e30593002>
    /DEU <>
    /PTB <>
    /DAN <>
    /NLD <>
    /ESP <>
    /SUO <>
    /ITA <>
    /NOR <>
    /SVE <>
  >>
>> setdistillerparams
<<
  /HWResolution [2400 2400]
  /PageSize [612.000 792.000]
>> setpagedevice




