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Resumo

Materiais granulares, quando submetidos a vibragoes, apresentam o fenémeno de
compactacao lenta, durante o qual o volume livre disponivel aos graos diminui, e
sua mobilidade decai a zero. Nesta situacao espera-se o fenomeno de aging, o que
é confirmado em diversas simulacoes numéricas. Foi sugerido que neste regime
o material granular deve se comportar como um liquido muito viscoso ou um
vidro. Descrevemos um estudo analitico e numérico de um modelo de difusao nao
linear o qual analisa a relaxacao da densidade de particulas em um meio granular
denso sob a agdo da gravidade e de fracas vibragoes (térmicas), comparando com
resultados de simulacao pelo método de Monte Carlo para um gas de rede sob
a acao do campo gravitacional. A equacao dinamica pode ser considerada como
uma teoria funcional da densidade local para uma classe de gases de rede usados
para modelar a relaxacao lenta de materiais vitrosos e granulares. A teoria prediz
uma linha de transicao de jamming entre uma fase fluida de baixas densidades e
um regime vitroso de altas densidades, caracterizado pela divergéncia do tempo
de relaxacao e compactacao logaritmica ou do tipo lei de poténcia de acordo com
a forma especifica do coeficiente de difusao. Outro fendmeno presente quando
este tipo de material é submetido a agitacao é o de segregacao, durante o qual
os diferentes tipos de particulas se separam. Este fendmeno é observado em uma
grande quantidade de experimentos e simulagoes numeéricas. Para modela-lo,
o modelo de difusao nao linear foi generalizado para um conjunto de equagoes
de difusao nao lineares acopladas. Apesar da termodindmica do sistema nao
prever uma fase segregada, a dinamica exibe tanto a segrega¢do normal (onde
as particulas maiores estao no topo do recipiente) quanto a reversa (particulas
menores no topo) dependendo dos valores de alguns parametros do sistema (como

por exemplo, a massa das diferentes espécies de particulas presentes no sistema).



Abstract

Granular materials under gentle shaking present slow compaction phenomena,
during which the free volume available to grains decreases, and the mobility
steeply falls to zero, hence aging phenomena are expected to occur, as is confirmed
in several numerical simulations. It has been suggested that in this regime a
granular material should resemble a highly viscous liquid or a glass. We describe
an analytical and numerical study of a nonlinear diffusion model which describes
density relaxation of densely packed particles under gravity and weak random
(thermal) vibration, and compare the results with Monte Carlo simulations of a
lattice gas under gravity. The dynamical equation can be thought of as a local
density functional theory for a class of lattice gases used to model slow relaxation
of glassy and granular materials. The theory predicts a jamming transition line
between a low density fluid phase and a high density glassy regime, characterized
by diverging relaxation time and logarithmic or power-law compaction according
to the specific form of the diffusion coefficient. Other phenomena present in
granular materials under shaking is segregation, during which different kinds of
particles demixe. This phenomena can been seen in a large number of experiments
and numerical simulation. To take it into account, we generalize the nonlinear
diffusion model to a set of coupled nonlinear diffusion equations. Although the
thermodynamics of the model predicts no segregated phase at all, the dynamics
exhibits normal segregation (large particles on top) and reverse segregation (small
particles on top) depending on several parameters of the systems (as, for example,

the mass of species present in the system).
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Capitulo 1

Introducao

Materiais granulares sao comuns tanto em processos industriais quanto no dia
a dia '. A producao mundial de grao e de varios tipos de agregados é enorme,
chegando a aproximadamente 10 bilhoes de toneladas, enquanto que o processa-
mento destes materiais consome cerca de 10% da energia produzida no planeta.
Esta classe de materiais fica somente atras da dgua na escala de prioridades de
atividades humanas. Entao, avancos no entendimento da fisica de materiais gra-
nulares certamente tem um enorme impacto econdmico.

A tecnologia industrial usada no tratamento destes materiais envolve vérios
processos. Primeiramente, existe a parte referente a extracao de minérios, areia,
cascalho, etc. que normalmente sao feitos através de dragagem. Depois vém
0S processos que consistem na quebra e em moer estes materiais, seguidos do
processo de separacao. A maioria destes processos é utilizada em materiais com
pequeno valor agregado. Como a obtengao dos materiais brutos representa cerca
de 85% do custo total, é facil de entender porque pouco esfor¢o foi empreendido
na melhoria das tecnologias basicas. Poucos foram otimizados, apesar do fato que
métodos de transporte (leitos fluidizados, esteiras), de armazenamento (silos) e
de mistura (por exemplo, tambor de cimento) estdo em todos os estagios do
processamento industrial de agregados.

A fisica de meios granulares secos, nos quais estamos interessados, envolve
objetos que tipicamente tém mais de 100 ym em tamanho. Na auséncia de forcas

coesivas, estes objetos sao mantidos juntos somente pela gravidade. Estes mate-

'Na referéncia [1] sao dados varios exemplos de aplicagdes e processos que utilizam materiais
granulares.



riais sao descritos pela mecanica classica e os principais mecanismos de dissipagao
de energia sao o atrito e as colisoes inelasticas entre as particulas e entre estas e
o recipiente onde estao contidas. As leis fisicas que governam o comportamento
dos meios granulares se aplicam a objetos cujas dimensoes cobrem pelo menos
doze ordens de magnitude em tamanhos, desde graos com algumas centenas de
microns cada, até os anéis de Saturno (constituidos de particulas de gelo de mais
ou menos 1 cm de largura distribuidas em uma banda de aproximadamente 1
Km de espessura). O fato de que as particulas que compoe estes sistemas pare-
cem obedecer leis universais aplicaveis sobre um grande dominio de dimensoes
e de outras caracteristicas (por exemplo, coeficientes de atrito e de reestituigao
elastica) é um forte incentivo para estudos de conceitos fundamentais nesta area.

Uma vez que estes sistemas sao compostos por muitas particulas interagentes,
surge uma questao importante sobre a aplicabilidade dos métodos da mecanica
estatistica para a descricao destes sistemas. Primeiramente é interessante exami-
nar o efeito da temperatura num sistema granular. A energia cinética Fj de uma
particula esferoidal de vidro, para velocidades de translacao tipicas da ordem de
1em/s, é By = mv? /2 ~ 1072 J. Se a energia cinética fosse inteiramente devida
a agitagao térmica (Ey, ~ kyT), ela corresponderia a uma temperatura da ordem
de 10" K. Além do mais, a variagao de energia potencial AE, experimentada por
tal particula, ao descer uma altura igual ao seu proprio didmetro d, é dada por
AE, = mgd. Encontramos que AE, ¢ aproximadamente igual a4 Ej. E interes-
sante calcular qual deveria ser o diametro de uma particula deste mesmo material
para que alguma agitagao térmica significativa ocorra a temperaturas normais. O
resultado obtido é em torno de 1 um, o qual é cerca de duas ordens de grandeza
menor do que a menor particula de interesse aqui. Estas observagoes mostram o
carater atérmico destes sistema e constituem um sério obstaculo para a modeliza-
¢ao de suas propriedades por varidveis térmicas ou hidrodinamicas convencionais.
Logo, algum outro mecanismo responsavel pela geracao de flutuagoes é necessario
para que o sistema explore configuracoes no espaco de fase. Como veremos, um
possivel mecanismo é a vibragao do sistema.

A fenomenologia de sistemas granulares é bastante particular e difere em
varios aspectos dos demais estados usuais da matéria. Neste capitulo vamos
analisar em detalhe algumas destas propriedades, em particular compactacao e

segregacao, e os resultados experimentais que tentaremos modelar nos préximos



capitulos.

1.1 Compactacao

2

O fenémeno de compactacao de materiais granulares é um problema de funda-
mental importancia em varios processos industriais, estando presente na propria
producao, no empacotamento, armazenamento e transporte de intimeros produ-
tos. Isto acontece porque quando um sistema granular é submetido a agitagio (o
que é praticamente inevitavel num processo industrial), este tende a compactar.

A maneira como um sistema nao térmico e desordenado quando perturbado
relaxa ao seu estado de equilibrio pode ser um processo lento e complicado. A
primeira dificuldade é justamente a definicaio de um estado de equilibrio e o do
proprio conceito de temperatura. No caso de um sistema composto por particu-
las esféricas colocadas em uma caixa, pode-se variar a densidade do sistema de
p ~ 0.55, que representa a configuracdo mecanicamente estavel de menor densi-
dade 2, até p ~ 0.64 que representa o limite de compactacao do sistema. Como
ja foi dito, a temperatura do ambiente nao é suficiente para gerar as flutuagoes
necessarias e entao é preciso que sejam aplicadas excitagoes externas nao térmi-
cas ao sistema, como por exemplo agitar o recipiente onde as esferas (material

granular) se encontram.

1.1.1 Evolucao temporal da densidade

A experiéncia, descrita em maiores detalhes na referéncia [3|, consiste em agitar
verticalmente um recipiente preenchido com esferas de vidro de 2mm e monito-
rar a densidade de particulas por meio de um método nao invasivo, medindo a
capacitancia entre as duas placas, que depende da constante dielétrica do meio.

O valor inicial medido da densidade foi py ~ 0.577, onde o procedimento
usado para preparar o estado inicial é facilmente repetido (a forma de preparo
da amostra é muito importante em uma experiéncia com meios granulares, ver
secao 1.3). O processo de agitacao do recipiente foi feito através de uma série
de “tapas”, cuja vantagem ¢é permitir a realizacao das medidas entre duas per-

turbacoes consecutivas sem que haja a superposicao dos efeitos destas durante a

Na referéncia [2] sdo discutidos os estados de pilhas de esferas duras, incluindo os estados
random loose packed e random close packed que serdo utilizados neste trabalho.



medida.
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Figura 1.1: Densidade na parte inferior do sistema como uma fung¢ao do logaritmo
do namero de tapas ¢ para I' = 1.4(x), 1.8(0), 2.3(A), 2.7(0), 3.1(V), 4.5(0),
5.4(+). As linhas solidas sao o ajuste logaritmico, eq. (1.1). Da ref. [3].

A figura 1.1 mostra a densidade préoxima a parte inferior do sistema como
uma funcao do niimero de tapas t para diferentes aceleracdes impostas ao sis-
tema, I' = a/g = Aw?/g, entre 1.4 e 5.4 (onde a é a aceleragao do tubo, A ¢ a
amplitude e w é a frequéncia de vibracao, e g é a aceleracdo da gravidade). Cada
curva representa a média sobre cinco realizagoes do experimento. Para a menor
aceleracao, I' = 1.4, uma relaxacao significativa s6 é observada depois de um
longo tempo. Para I' = 1.8, o comportamento é diferente: a densidade comeca a
aumentar imediatamente e continua até £ = 200, onde satura. Para I' = 2.3 o sis-
tema nao mostra saturacao até mesmo para o tempo maximo ¢ = 10000. Quando
as aceleracoes sao maiores do que I' = 2.7, os dados obtidos parecem estar todos
em uma mesma curva. Para a maior aceleracao, I' = 5.4, as flutuacgoes ao redor
deste valor comum de densidade comecam a ser observadas.

A figura 1.2 mostra mais claramente a transi¢cao no comportamento da com-
pactacao do sistema em torno de I' = 1.8. Nesta figura é mostrada a mudanca
na densidade depois de 10000 tapas, Ap(t = 10*) = p(t = 10*) — po, contra

a aceleracao I'. Pode-se perceber um rapido aumento ocorrendo na aceleragao
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Figura 1.2: Ap(t = 10 4), a variacao na densidade de compactagao depois de
10000 tapas, é mostrada como funcao da aceleracao I'. Tanto a densidade total
(ver comentarios na ref. [3]) da coluna (x) quanto a densidade na parte inferior
do sistema (A) sdo mostradas.

caracteristica [, ~ 1.8. Acima de I' = 2.7, o aumento de Ap(t = 10) é pouco
pronunciado. O experimento se mostra conclusivo para o regime de baixas inten-
sidades de vibragao, onde a gravidade e as forcas internas de atrito sao as forcas
importantes e o movimento convectivo pode ser controlado. Quando I' > T,
existe uma competicao entre a criacao e a destruicao de defeitos em cada tapa e
¢ esperado que Ap(t = 10*) diminua & medida que a aceleragio continue sendo
aumentada.

Vérios tipos de ajustes foram propostos (ver figura 4 da referéncia [3]), mas
um que se mostra satisfatéorio em todo o intervalo de tempo, apesar de possuir

quatro parametros livres, é do tipo

Aps
1+Bln[l+1]

p(t) = poc — (1.1)
onde ps, Aps, B e T sao constantes que dependem somente da aceleragao I'.
Esta forma de ajuste é motivada pela observacao de que para tempos longos o
sistema relaxa de forma logaritmicamente lenta, seguido de um estado assintotico

para tempos maiores. E importante enfatizar que este processo de relaxacao é



muito lento. As linhas na figura 1.1 sdo o resultado desta forma de ajuste. Para
tempos longos, outras formas de ajuste sao possiveis, como por exemplo, usando

leis de poténcia, como discutiremos nos proximos capitulos.

1.1.2 Reversibilidade e Irreversibilidade

A figura 1.3 mostra o resultado obtido em uma experiéncia [4] onde a amplitude
de vibracao I' varia com uma taxa lenta. O sistema foi preparado em um estado
de baixa densidade e, como pode ser visto na figura 1.3, ela aumenta a medida que
a vibragao cresce até chegar em um valor maximo, onde a aceleracao imposta ao
sistema ¢ algumas vezes a aceleracao da gravidade. Entretanto, para aceleragoes
muito altas ocorre o oposto, a densidade diminui quando a aceleragao cresce ainda
mais. Isto ocorre pois a vibracao tem dois efeitos: ela destroi defeitos estruturais
no material mas ao mesmo tempo também pode criar novos. No caso em que
a vibracao é bastante forte, pode ainda destruir qualquer ordem ja existente
no sistema e fazer com que este se torne menos denso com o passar do tempo.
Quando o sistema é submetido & uma diminuicao da vibracao, a densidade nao
acompanha a curva anterior (ramo irreversivel) mas continua a crescer mesmo
para pequenos valores da aceleracao. Este segundo ramo é reversivel e pode ser

visto na parte superior da figura 1.3.

1.2 Segregacao

Praticamente todos os estagios de operacao industrial estao sujeitos aos efeitos
da segregacao, processo que tende a separar os componentes de uma mistura que
supostamente deveria ser o mais homogénea possivel. Este é um problema per-
sistente, por exemplo, na industria de polimeros, a qual seguidamente lida com
reacoes entre granulares secos que primeiramente devem ser misturados ou fundi-
dos o mais homogeneamente possivel. Na industria da agricultura, a segregacao
também é um problema, ja que este tipo de indiustria tenta produzir misturas
altamente controladas de varios graos e outras proteinas na forma granular. In-
dustrias que lidam com materiais de pequeno valor agregado, como comida para
animais, nao podendo arcar com tecnologias sofisticadas que adicionem um custo
excessivo aos seus produtos, mantém técnicas rusticas e pouco efetivas. Assim,

um melhor entendimento do mecanismo do fenémeno da segregacao em meios
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Figura 1.3: Dependéncia de p da historia de vibracao. O sistema foi preparado
em um estado inicial de baixa densidade e entao a amplitude de vibracao I" foi
aumentada lentamente (simbolos solidos) e depois diminuida (simbolos abertos).
Para cada valor de I' o sistema foi submetido & 10° tapas e entdo sua densidade
era medida e I' era aumentado de AI' ~ 0.5. O ramo superior tem as densidades
mais altas e é reversivel & mudancas em I' (simbolos quadrados). O ramo inferior
é irreversivel. Da ref. [4].

granulares é de grande importancia nao s6 do ponto de vista conceitual mas
também por razoes econémicas.

Este fenomeno é fonte de frustacao na industria, jA que quando uma mistura
granular é submetida a fluxo, vibracoes ou forcas de cisalhamento, os componetes
desta tendem a se separar parcialmente.

Em materiais granulares, o movimento Browniano pode ser completamente
desconsiderado, devido ao fato de que a agitagao térmica por si s6 nao tem a
capacidade criar flutuagoes que permitam o sistema explorar o espaco de confi-
guracoes. Isto estd em contraste com o que ocorre em liquidos onde as particulas
estao sujeitas a este movimento, o qual somente pela agitacao térmica consegue
fazer com que o sistema misture, ficando mais homogéneo. Devido a este fato,

materiais granulares sao dificeis de misturar homogeneamente. Dois materiais



granulares que tenham diferencas em suas densidade, formas, tamanhos, ou até
mesmo em suas propriedades micromecanicas (como coeficiente de reestituigio
elastica e de atrito) tem propensdo a segregacdo. Esta é uma das caracteristicas
do comportamento destes materiais que nao se assemalha a de nenhum outro
estado da matéria.

O caso mais estudado é o de segregacao por diferenca de tamanho entre os
componetes do sistema granular em questao. Experimentos mostram que as
particulas maiores tendem a separar das menores indo para a parte superior da
pilha do material. Este é um fendmeno contra-intuitivo ja que a principio é
esperado que as particulas maiores e mais pesadas descessem para que a energia
potencial do sistema fosse minimizada.

Os casos discutidos neste trabalho sobre segregacao limitam-se a aplicacao de
vibragoes verticais aos sistemas que contém o material granular.

Muitos mecanismos possiveis para o processo de segregacao foram propos-
tos e estudados nos tltimos anos. Vamos agora explorar alguns dos principais

mecanismos.

1.2.1 Segregacao por percolagao

O experimento [5] consiste em agitar verticalmente um recipiente aproximada-
mente bidimensional preenchido com um material granular, o qual é composto
de um tnico “intruso” (particula de tamanho diferente das demais) imerso em
um ambiente homogéneo (matriz monodispersa). O intruso é caracterizado pela
razao entre o seu raio e o das particulas da matriz, ® = R/r.

Podemos ver na figura 1.4 que um intruso de grande tamanho nao necessa-
riamente repousa sobre uma linha da matriz (ordenada) do sistema. Ao invés
disto, pode ser sustentado acima de tais linhas por particulas laterais, desde que
a linha que une estas particulas de apoio se encontre abaixo do centro de gravi-
dade do intruso. Este efeito é semelhante ao que ocorre em arcos de catedrais, os
quais estao apoiados em pedras que transmitem seu peso para as colunas laterais.
Baseado nesta semelhanca, este fenomeno sera referido como efeito de arco.

Na referéncia [5] o seguinte mecanismo é proposto para a ascengao do intruso
devido aos efeitos de arco nesta matriz monodispersa: a medida que o recipiente
¢ agitado, um intruso que esteja apoiado em uma estrutura do tipo arco tem a

possibilidade de subir um pouco e com isto as particulas que estavam lhe servindo



(a)

(b)

Figura 1.4: Diferentes configuragoes de pilhas bidimensionais nao homogéneas, da
ref. [5]. As figuras (b) e (d) s@o estruturas geradas com o computador, enquanto
que (a) e (c) sdo estruturas fotografadas em um experimento. Nota-se que o
intruso pode ficar em uma posicao estavel sem precisar estar em contato com as
particulas imediatamente abaixo (efeito de arco).

de apoio e eventualmente algumas outras (dependendo de quanto o intruso for
deslocado, o que dependera da amplitude de vibragao) caiam no espago dispo-
nivel abaixo da particula intrusa; apds este movimento o intruso permanecera
na sua proxima posicao estavel que podera ser sobre a matriz, ou apoiado por
novas particulas laterais formando um novo arco. Um modelo analitico, também
proposto em [5], usa este mecanismo e, dependendo do tamanho do intruso, é
possivel que este tenha uma ascencao continua ou intermitente através da ma-
triz. Como conseqiiéncia, discos grandes (& > ®2P =129 e & > 3P = 2.78)
tém seu movimento de ascengdo continuo em baixas amplitudes de excitagao (o
que em experimentos reais deve corresponder a um limite de agitacao um pouco

maior do que a aceleragao gravitacional), enquanto que os pequenos necessitam



de maiores amplitudes de excitacao ou devem esperar que ocorra uma flutuacao
maior na sua altura para que com isso possam encontar uma posicao estavel mais
acima; entao é esperado que estes tltimos apresentem um movimento de ascen¢ao
intermitente.

Um experimento realizado para a comprovacao deste modelo analitico foi a
visualizacao direta das trajetorias das esferas pequenas e do disco grande. Aqui a
aceleracao é¢ mantida constante em I' = 1.25 e sao utilizados intrusos de diversos
tamanhos. Este experimento registra as alturas, h(t), dos diferentes intrusos em
funcao do tempo, como mostrado na figura 1.5. A figura 1.6 mostra a ascencao de
dois discos de diferentes tamanhos. Nela pode ser observado que o intruso grande
figura (a) tem uma ascencao praticamente continua enquanto que o menor (b)

tem seu movimento de ascencao marcado por uma série de platos e degraus.

A5 3 LA 3

Intruder altitude h(t) (cm) =

0 20 30 40 50 oo (min)

Figura 1.5: Posigao h(t) dos intrusos de varios tamanhos imersos em uma matriz
de particulas de 1.5 mm de diametro. Quanto maior o tamanho do intruso, mais

rapida ¢ a sua ascengao. Da ref. [6].

Os resultados da fig. 1.5 demonstram claramente um processo de segregacao
por tamanho consistente com o modelo analitico de segregacao por efeito de
arcos. Intrusos pequenos (® < 12.9) experimentam um movimento de ascengio
descontinuo marcado por uma série de degraus e platos (por exemplo, a curva

quando ® = 5.3). Quanto maior é o tamanho do intruso, menos discontinuo

10



Figura 1.6: Observagoes experimentais do movimento de um intruso. O diagrama
(a) corresponde a ascengao continua (® = 16 e I' = 1.2), enquanto que (b) mostra
sucessivos platos (® = 2 e I' = 1.4). A linha pontilhada nos dois diagramas é
um artefato devido a técnica de processamento de imagem. A escala horizontal
corresponde & uma hora de experimento. Da ref. [5].

é seu movimento de ascen¢do (por exemplo, & = 16.3), o que também esta de
acordo com o modelo. Para intrusos suficientemente pequenos (caracterizados
por ® < 3), o movimento de ascen¢ao nao ocorre, a0 menos para esta aceleragao
em particular e durante toda a dura¢do do experimento (em torno de 1 hora).
Os resultados obtidos para as velocidades de ascencao dos diferentes discos sao
mostrados na figura 1.7, e pode ser notada a existéncia de um diametro limite
abaixo do qual qualquer movimento de ascencao é inibido. Notamos que para
aceleragoes pequenas, as flutuagoes dh na posicao do intruso podem ser menores
do que o necessario para que ocorram saltos descontinuos entre as sucessivas
posicoes estaveis.

Finalmente, a dependéncia da velocidade de ascencao do intruso com o seu
tamamnho pode ser 1til em aplicacoes industriais, dado que esta dependéncia
permite um meio de separar particulas que estejam imersas num meio granular.
Pode-se ver uma possibilidade de separar os componentes de diversos tamanhos

desde que se escolha adequadamente a aceleracao que seréd imposta a célula.
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Figura 1.7: Velocidade de ascencao medida da figura 1.5 como uma fungao da
razao ®. Da ref. [6].

1.2.2 Segregacao por convecgao

Experimentos em duas [6] e trés dimensoes 7] mostram que quando a vibragao é
suficientemente intensa, as particulas experimentam um fendémeno de conveccao.

Tais experimentos consistem em vibrar verticalmete recipientes cilindricos,
com ou sem a presenca de um intruso. Os resultados mostram a existéncia de
movimentos convectivos na coluna de material granular quando sujeita a tapas.
Apoés cada um destes impulsos, se permite que o sistema relaxe.

Para visualizar o ciclo de convecc¢ao, colocamos uma unica esfera grande (o
intruso) juntamente com uma camada de esferas menores marcadas entre outras
esferas idénticas a estas ultimas, porém nao marcadas. As figuras 1.8a - 1.8c sao
esquemas que ilustram o movimento das esferas como é observado experimental-
mente. Estes desenhos sao segoes, ja que o padrao real exibe simetria cilindrica
em torno do eixo vertical da coluna. A figura 1.8a mostra a configuracao inicial
do experimento antes do primeiro tapa. Imediatamente apés o comeco do pro-
cesso, um anel de particulas marcadas se move ao longo das paredes na direcao
da parte inferior do cilindro (fig. 1.8b). Ao longo do tempo, particulas individu-
ais destes anéis externos, se movem na direcao da parte inferior, sendo que este
movimento ocorre ao longo das paredes do recipiente. As esferas ao atingirem
a parte inferior do cilindro, viram para dentro e passam a se mover para cima
na regiao central do tubo (fig. 1.8¢). Enquanto isto, a regido central interna da
camada marcada, juntamente com o intruso (se este estiver presente), viaja na

dire¢ao da superficie (fig. 1.8b). Apods chegar ao topo, as pequenas esferas da
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matriz se movem na direcao das paredes e passam a descer da mesma forma que
a porcao externa da camada inicial o fazia. Foi verificado que este processo é
independente da presenca do intruso; a convecgao segue ocorrendo mesmo que

todas as particulas sejam do mesmo tamanho.

Figura 1.8: Descricao esquematica de um experimento tridimensional para a se-
gregagao de um intruso. O diagrama (a) mostra a configuragao inicial. Em (b) o
intruso comecou o seu processo de subida, enquanto que algumas particulas pe-
quenas marcadas comecaram a descer ao longo das paredes laterais. O diagrama
(c) mostra a situagao do experimento um tempo depois, quando a convecgao re-
circula as particulas marcadas trazidas para baixo ao longo das laterais, enquanto
que um fluxo convectivo central empurra o intruso para o topo. Da ref. [7].

A figura 1.9 mostra o resultado obtido neste experimento, onde foi registrada a
profundidade A abaixo da superficie superior de uma tinica esfera grande colocada
em uma matriz de esferas menores e vibrada em uma aceleragdo de a = 7g (g é
a aceleragdo gravitacional). Esferas grandes tendo a razdo de seu didametro em
relacao ao das menores de ® = 9.5 e & = 3 foram estudadas e o resultado é
mostrado na fig. 1.9. A profundidade A é medida do topo do intruso até a altura
da coluna, hy, e 7 & o nimero de tapas medido em rela¢ao ao tempo que o intruso
leva para emergir na superficie superior (este instante é definido como sendo
7 = 0). Para comparagao também é mostrado A para uma particula tipica da
matriz. A figura 1.9 mostra que, independentemente do tamanho do intruso, seu

movimento de ascencao procede na mesma velocidade que o fluxo convectivo da
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Figura 1.9: Posicoes sucessivas de diferentes intrusos mostrada contra o niimero
de tapas aplicados ao recipiente. A razao ® é igual a 9.5 (cruzes), 6 (circulos)
e 1 (quadrados), respectivamente. Note que os intrusos maiores ficam presos
na superficie enquanto que os menores sao arrastados de volta para baixo pela
conveccao. Da ref. [7].

matriz. Por razoes puramente geométricas, intrusos grandes nao podem retornar
para baixo ao longo das paredes da mesma forma que a maioria da populacao
de particulas o faz. Com esta observacao, podemos concluir que estamos lidando
aqui com um fendmeno de segregacao por pura convecgao.

Segregacao por conveccao acontece tanto em duas quanto em trés dimensoes.
E muito importante relembrar que como é a conveccdo que guia 0 processo,
a velocidade de ascencao do intruso nao depende do seu tamanho, em notéavel
contraste com o mecanismo por efeito de arcos.

Outro fato importante deve ser ressaltado em relagao as condigoes experimen-
tais em que ocorrem a segregacao por efeito de arcos e por convecc¢ao. Elas nao
ocorrem na mesma regiao de aceleragoes: para que ocorra o regime convectivo
sdo necessarios altos valores de aceleracao (por exemplo, no experimento descrito
acima, a = 7g) e a forma e as propriedades de atrito do recipiente sdo importan-
tes (ver discussao na ref. [7]), enquanto que nas experiéncias que demonstram o
efeito por arcos, as aceleragdes sdo bem mais baixas (por exemplo, a = 1.25¢g) e

sao tomados cuidados quanto ao atrito das particulas com o recipiente [6].
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1.2.3 Owutros mecanismos de segregacao

Recentemente foi proposto um mecanismo para segregacao baseado nos resultados
de simulagoes de dinamica molecular 8] para sistema com dois tipos de esferas
(as quais sdo caracterizadas pela sua massa e por seu diametro). O mecanismo
consiste em colocar o sistema em uma temperatura tal que um tipo de esfera con-
dense no fundo enquanto que o outro nao. Este mecanismo ainda é controverso,
tanto teoricamente [9] quanto experimentalmente [10]. Mas ele apresenta um re-
sultado muito interessante, que é o fato de ser possivel “reverter” a segregagao, ou
seja, ao invés das particulas maiores subirem, como o que normalmente acontece,
estas se deslocariam para a parte inferior do sistema. Na ref. [8] ¢ mostrado um
diagrama de fase para estas situacoes.

Existem outros “tipos” de segregacao. Um destes é o que ocorre em expe-
rimentos realizados em tambores giratérios, onde sao observados os fendomenos
de segregacao axial e radial [11]. Também ocorre segregagio quando um meio
granular é submetido a uma forca de cisalhamento, do tipo um trator passando

por um terreno rochoso.

1.3 Semelhancas com vidros e vidros de spin

Em regimes de altas densidades, as interagoes devidas ao volume excluido sao im-
portantes na formagao de estruturas desordenadas e amorfas de meios granulares.
A analogia entre a compactagao lenta de materiais granulares e outros sistemas
desordenados como vidros foi reconhecida héa algum tempo [12, 13].

Sistemas granulares e vitrosos compartilham a importante caracteristica de
apresentarem um numero exponencialmente grande (em rela¢do ao tamanho do
sistema) de diferentes estruturas mecanicamente estaveis. Microscopicamente,
esta propriedade pode ser pensada como sendo gerada por frustracao geométrica
ou por vinculos cinéticos. Isto leva, em regimes de altas densidades, a uma
mobilidade nula a qual é uma clara manifestacao macroscopica da relaxacao lenta
e da transicao de jamming.

Entre as semelhancas entre sistemas vitrosos e meios granulares se destacam a
relaxacgao lenta [14], ciclos reversiveis-irreversiveis [15], como ja foram apontados
na segao sobre compactagao, efeito gaiola (cage effect) [16] na mobilidade das

particulas e efeitos de memoria.
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Para mostrar efeitos de memoria o sistema é agitado com trés diferentes am-
plitudes (por exemplo, fraca, moderada e forte) durante um tempo suficiente
para que cada um dos sistemas atinja uma mesma densidade pré-determinada.
Numa segunda fase desta experiéncia, a amplitude de vibracao é escolhida como
a ‘moderada’ para os trés sistemas. Se o estado do sistema é descrito apenas
pela sua densidade, a evolucao destas para os trés sistemas deveria ser a mesma
apo6s esta mudanca e deveriam seguir a curva ‘moderada’, a qual foi tomada como
referéncia. E observado que isto nio ocorre. O sistema fracamente agitado deve
primeiro dilatar antes de prosseguir com a compactagao, enquanto que o sistema
que foi fortemente agitado, compacta mais rapido do que o sistema de referén-
cia. Este experimento indica que alguns outro observaveis sao necesséarios para se
possa descrever a evolugao do sistema. Novamente, este mesmo tipo de fenébmeno
também é observado em vidros.

Algumas funcgoes de relaxacao em liquidos super resfriados apresentam um
comportamento complicado, sendo necessario a definicao de varios tempos de re-
laxacao. Por exemplo, a relaxacao das correlacoes de densidade ocorre em dois
estagios. O decaimento inicial ocorre até um platdé de valor nao nulo. Fisica-
mente, esta relaxacao [ corresponde ao movimento localizado das particulas em
gaiolas estruturais (cages) formadas pelas suas vizinhas; o tempo de relaxagio
correspondente, 73, normalmente aumenta como um fun¢ao de Arrhenius a me-
dida que a temperatura é diminuida. Em escalas de tempo bem maiores, 7,, a
funcao de relaxacao decai deste plato para zero, e apenas o comportamento para

tempo longos da relaxacao « é descrito por uma exponencial esticada.

Devido a estas varias semelhancas, recentemente varios modelos para sistemas
vitrosos foram adaptados com o objetivo de descrever as propriedades dos meios
granulares [14, 17, 18, 19, 20, 21, 22].
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A dissertacao esta organizada da seguinte forma: o proximo capitulo descreve
o modelo de Kob e Andersen (KA) [16] e suas generalizagoes [14, 23|, sendo
também apresentados os resultados das simulacoes com este modelo para o caso
com gravidade, onde os fendomenos de compactacao e segregacao granular estao
presentes; no terceiro capitulo ¢ usada uma abordagem do tipo campo médio via
um modelo de difusao nao linear para o modelo KA, com e sem a presenca de um
campo gravitacional; no quarto capitulo, motivado pelos resultados destes dois
anteriores é proposto um modelo também via difusao nao linear com o intuito de
explicar alguns aspectos da segregacao granular; no quinto e tltimo sao mostradas

as conclusoes e perspectivas do trabalho.
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Capitulo 2

O Modelo de Kob e Andersen

Uma visao importante para a transicao vitrosa vem de modelos cinéticos, ao evi-
denciar que terrenos complexos de energia nao sao um ingrediente necessario para
que se obtenha a fenomenologia vitrosa. O processo de vitrificacao foi encontrado
em modelos simples em redes com vinculos cinéticos. Estes tipos de modelos tém
a vantagem de apresentar um estado de equilibrio trivial, o qual pode facilmente
ser caracterizado analiticamente e entao permite que seja feita uma comparacgao
clara entre as propriedades estaticas e dinamicas do sistema.

Um destes modelos é o proposto por Kob e Andersen (KA) [16], o qual mostrou
um bloqueamento estrutural acima de uma densidade limite. A fenomenologia do
modelo também foi comparada com a teoria de modos acoplados (mode coupling
theory) [24], que propoe uma visdo intrinsicamente cinética da transigao vitrosa,
estando qualitativamente de acordo.

O modelo KA também foi usado recentemente como um modelo para a tran-

sicao de jamming em sistemas granulares [14].

2.1 O Modelo

Na versao original, o sistema é composto de N particulas numa rede ctibica sim-
ples de lado L (volume L?), com condigoes periédicas de contorno. Em cada sitio,
pode haver no maximo uma particula e, além deste vinculo de caroco duro, nao
h& nenhuma outra forma de interacao entre as particulas, ou seja, o hamiltoniano

do sistema é
H = 0. (2.1)
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Em cada passo de tempo, uma particula e um dos seus sitios vizinhos sao escolhi-
dos aleatoriamente. E permitido que uma particula se mova para o sitio vizinho

quando as seguintes condic¢oes sao satisfeitas:
e 0 sitio vizinho escolhido estéd vazio;
e a particula tem menos do que v primeiros vizinhos ocupados;

e a particula terd menos do que v primeiros vizinhos ocupados depois de se

mover.

Esta regra cinética é temporalmente reversivel e o balanco detalhado é satisfeito.
As configuragoes tém o mesmo peso estatistico o que faz com que o sistema esteja
sempre termalizado. Resultados interessantes sao obtidos quando o valor de v
nao é nem muito grande (o que reproduziria um simples gas de rede) nem muito
pequeno (onde o sistema estaria praticamente bloqueado). Por exemplo, para
uma rede ctibica simples onde o nimero de primeiros vizinhos é 6, o valor escolhido
de v é 4. Os vinculos cinéticos impedem que uma particula se mova quando tem
muitos vizinhos ocupados; ao passo que a condi¢ao de balanco detalhado garante
que a particula nao se movera caso tenha muitos vizinhos apés o movimento.

Por fim, as condigoes de contorno precisam ser especificadas. Na versao ori-
ginal do modelo [16], o sistema é fechado, ou seja, o ntimero de particulas é
constante. Outra possibilidade, considerada em [23] é permitir a troca de parti-
culas com um reservatorio cuja densidade é pg. O reservatorio é implementado
de forma a permitir a criagao/destrui¢ao de particulas em uma tnica camada do
sistema: se um sitio desta camada, escolhido aleatoriamente, estiver vazio, uma
nova particula é acrescentada nesse lugar; caso contrario (sitio ocupado), a parti-
cula é removida com uma probabilidade e * (onde p é o potencial quimico). Este
processo de troca é utilizado juntamente com o processo difusivo normal. Nesta
versao grand-canodnica do modelo, o nimero de particulas (que faz o papel da
energia) nao é mais fixo e o parametro externo de controle é o potencial quimico
L.

Dado que muitas das propriedades dinamicas de vidros estruturais e de meios
granulares densos sao ditadas por restri¢coes geométricas similares, pode-se gene-
ralizar o modelo KA para o caso de sistemas granulares incluindo-se um campo

gravitacional [14]|. Assumimos inicialmente que todas as particulas tém a mesma
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massa m e interajam com o campo gravitacional além de respeitarem as regras ci-
néticas do modelo original. As particulas estao confinadas numa caixa (de altura
H e L?/2 sitios por camada) fechada na parte inferior (z = 0) e com condigdes
periddicas de contorno na direcao horizontal. O topo da caixa, z = H, pode es-
tar tanto fechado como em contato com um reservatério de particulas. O vinculo
cinético é v = 5 e o tipo de rede utilizado é uma rede ctbica de corpo centrado
(BCC). O hamiltoniano entdao passa a ser a energia potencial gravitacional do

sistema

BH =7 zn; (2.2)

onde n; = 0,1 é a variavel de ocupacao do i-ésimo sitio, o qual tem altura z;,
v =mg/ksT & o comprimento gravitacional inverso, que representa a razao entre
a variacao de energia potencial gravitacional ao passar uma particula de uma
altura z para z+1 e a energia térmica, e g é a aceleracao gravitacional constante
que atua na direcao —z.

E importante ressaltar, como ja foi dito na introducdo, que a energia térmica
dos graos é desprezivel. Portanto, 7' nao é a temperatura fisica do banho tér-
mico nem a “temperatura granular” usualmente associada com a energia cinética
média das particulas, mas sim uma funcao da intensidade de vibracao externa
imposta ao sistema. Nos sistemas reais, devido ao carater inelastico das colisoes,
a energia que é injetada na parte inferior vai se dissipando & medida que é trans-
ferida verticalmente. Por outro lado, aqui se assume que o movimento difusivo
aleatorio dos “graos” produzido pelas vibragoes mecanicas da caixa pode ser mo-
delado como um banho térmico de temperatura 1. As particulas que satisfazem
o vinculo cinético podem se mover de acordo com a regra de Metropolis com
probabilidade min[1,z72"], onde Ah = 41 é o possivel deslocamento vertical
e x = exp(—ry) representa a “amplitude de vibragao”. Ou seja, movimentos na
direcao do campo gravitacional sao sempre permitidos enquanto que na direcao

contraria eles ocorrem com uma probabilidade que depende da vibracao.

2.2 Termodinamica

Antes de considerar o regime fora do equilibrio, é importante estudar as proprie-

dades de equilibrio do modelo KA que sao aquelas de um gés de rede de particulas
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nao interagentes. Na versao grand-canoénica, o hamiltoniano é

N
H=—pu Z n; (2.3)
i=1
onde p é o potencial quimico. A funcao de particao do sistema pode ser fatorada

j& que as particulas sao nao interagentes e tem a seguinte forma
Z=(1+eMmV (2.4)

E possivel nos convencermos de que as regras cinéticas permitem que uma rede
inicialmente vazia, a qual vai sendo progressivamente preenchida, deixa apenas
O(1/L) sitios vazios por unidade de volume [23]. Entdo, o processo gerado pela
dinamica de evolucao do modelo é markoviano e as propriedades estaticas sao
descritas corretamente pela func¢ao de partigdo, eq. (2.4). Com isto, a energia

livre do sistema é v
Q=—k,TIn Z = ~3 In (1 + ) (2.5)

a partir da qual se pode calcular a ocupacao média dos sitios e a entropia

(V) = —% (2.6)
s = —g—g. (2.7)

A densidade de particulas, p, e de entropia, s, sao definidas como

p = N (2.8)
s - é (2.9)

Em particular, a equacao de estado e a entropia sao dadas respectivamente por

1
= — 2.10
P 14 ebn (2.10)
s = —plnp—(1—p)In(1—p). (2.11)
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As figuras 2.1 e 2.2 mostram o comportamento destas fun¢oes. Conhecendo-se a

entropia, ¢ possivel escrever a energia livre de Helmholtz do sistema,
F=FE-TS, (2.12)

e como as particulas do sistema sdo ndo interagentes (F = 0), temos a seguinte

expressao para a energia livre:

§f =B =plp+(—p)in(l-p). (2.13)

0.6 0.6

0 / 0
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Figura 2.1: Entropia s em fun¢do do inverso do potencial quimico p (esquerda)
e em fun¢do da densidade de particulas p (direita).
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Figura 2.2: Densidade de particulas p em funcao do potencial quimico p.
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Como as propriedades estéticas do sistema sao fungoes regulares (ver as figu-
ras 2.1 e 2.2) da densidade ou do potencial quimico, ndo ha uma transicao de fase
termodinamica e o comportamento vitroso é somente conseqiiéncia da transicao
dinamica, ou seja, é um efeito puramente cinético.

Na presenca do campo gravitacional, a densidade de particulas passa a ser
uma fungdo da variavel vertical z, ou seja, p = p(z). Como no caso anterior o
sistema segue sendo um gas de rede composto de particulas nao interagentes, mas
agora, estas interagem com o campo gravitacional. Logo, deve ser acrescentado
a energia livre de Helmholtz um termo igual & £ = m ¢z, o qual corresponde a

energia potencial gravitacional de uma particula de massa m a uma altura z,

H

ﬂF[p(z,m:/U Gl(L—pln(l—p)+plnptzyp]l.  (214)

O processo de Markov gerado pelas regras cinéticas no caso com gravidade
também é irredutivel no espaco total de configuracoes, e com isto, as propriedades
estaticas podem ser obtidas a partir da energia livre do sistema, eq. (2.14). Por

exemplo, a ocupacao média de cada nivel é:

1

=Ty (2.15)

p(z)
onde o multiplicador de Lagrange 1 ¢ determinado pelas condi¢oes de contorno
do sistema em questao (densidade total constante ou sistema em contato com
um reservatorio), dependendo do ensemble estatistico em questao (candnico ou
grand-canonico). A figura 2.3 mostra a comparacao entre a eq. 2.15, no caso onde
o nimero de particulas é fixo, e os resultados da simulacao para o modelo de KA

nao vinculado (v = 8).

2.3 Simulacoes Numéricas

2.3.1 Sistema fechado

A altas densidades, a dinamica fica mais lenta devido ao reduzido volume livre,
o que faz com que se torne mais dificil para uma particula satisfazer o vinculo
cinético. Assim, existird uma densidade critica p, acima da qual nao ha mais

rearranjamentos estruturais macroscopicos e a mobilidade se anula. Uma maneira
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Figura 2.3: Perfis de equilibrio da densidade na regiao proxima a interface. As
particulas sdo nao vinculadas (v = 8) e x varia de 0.1 até 0.7. Os simbolos
sao de simulagoes (médias feitas sobre 10 amostras) enquanto que a linha solida
é a eq.(2.15). Para x = 1, o gas de rede convencional é reobtido e o perfil é
plano, p(z) = 1/4. No inset da direita, a densidade do bulk (densidade média
da parte 25% inferior do sistema) é mostrada, e novamente comparada com o
resultado de equilibrio. A altura do centro de massa, inset da esquerda, ¢ uma
funcao monotonicamente crescente da amplitude de vibracao x, como a energia
(potencial) deste sistema também o é.

de estudar a transicao para este regime, nas simulagoes numéricas, é através do
coeficiente de difusao para diferentes valores da densidade total p, que é obtido
a partir do deslocamento quadratico médio das particulas R?(¢) como funcao do

tempo

R0 = 5 Y i) — xi0) (2.16)

A figura 2.4 mostra esta quantidade para uma rede BCC com v = 5 e varias
densidades. O deslocamento quadratico médio é relacionado com o coeficiente de
difusdo [25] por

R*(t) =2Dt. (2.17)

Para baixas densidades, as curva de R%(¢) como funcao do tempo tém coeficiente
angular unitario, o que corresponde a um processo de difusao normal, enquanto

que para altas densidades o coeficiente angular da curva s6 se torna unitario para
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Figura 2.4: Deslocamento quadratico médio, R?(t), em fungao da densidade total
do sistemam en uma rede BCC com v = 5. As curvas acima tém densidades
0.68,0.7,0.72,0.74,0.76,0.78,0.79 (de cima para baixo respectivamente).

tempos longos.

Na ref. [16] é mostrado que quando as fungoes de correlacao das densidades
sao medidas, nao se observa a relaxacao em dois passos, tipicamente encontrada
em materiais vitrosos. Normalmente, a correlacao decai em uma escala de tempo
relativamente curta para um valor de plato (relaxagao ), permanece nesta vizi-
nhanga por algum tempo e depois entra no regime de relaxagao estrutural (relaxa-
¢ao «), o qual acontece para tempos longos. Isto pode ser entendido da seguinte
forma: quando uma particula em um fluido real é temporariamente presa numa
gaiola pelos seus vizinhos, ela somente pode vibrar ou se deslocar dentro desta
gaiola. Estes movimentos por serem confinados, nao levam a difusao mas fazem
com que a correlacao decaia para o seu valor de platé. No modelo KA, prati-
camente todas as particulas engaioladas estao completamente imoveis até que a
sua gaiola seja desmanchada, o que significa que o valor do platé é unitario ou

muito préximo a este.

25



No regime de altas densidades, se observa que a mobilidade das particulas vai
a zero & medida que o sistema se aproxima da densidade critica p,. Com base em
alguns estudos teoricos [24, 26, 27|, tenta-se um ajuste do tipo lei de poténcia na

tentativa de descrever esta observacao. A lei de poténcia utilizada é da forma

D(p) ~ (p. — p)*- (2.18)

A figura 2.5 mostra o resultado deste ajuste nos dados obtidos na simulagao
numérica do modelo KA numa rede BCC com v = 5. Os parametros de ajustes
obtidos foram: p, ~ 0.84 e ¢ ~ 3.1. No artigo original ref. [16] foram obtidos,

para uma rede ctibica simples, p. ~ 0.88 e ¢ ~ 3.1.

107 ¢ E

107 |

D(p)

1073 ¢ E

10‘4 A | " " P
0.1 1

Pc-P

Figura 2.5: O coeficiente de difusdo de uma rede BCC (L = 32) como uma fungao
da densidade. A linha cheia é um ajuste tipo lei de poténcia com p, ~ 0.84 e
¢ = 3.1. Da ref. [15].

Vérios trabalhos [16, 28, 29] sugerem que o comportamento do tipo lei de
poténcia da constante de difusdo como uma funcao da densidade é reminiscente
de fenomenos criticos (e pode ser relacionado a existéncia de um comprimento
divergente). Se este for o caso, pode-se esperar com base em argumentos de
universalidade que o expoente ¢ nao dependa dos detalhes da dinamica, enquanto
que a densidade critica deve mostrar tal dependéncia. Esta conjectura, feita por

Imparato e Peliti [28] foi verificada para varios tipos de redes (ver tabela 1), como
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uma rede cubica de face centrada (FCC) e cabica de corpo centrado (BCC) [29].

Rede |z | v | p. )
SC 6 | 410881 (3.1
BCC |8 [51084 |31
FCC |12 |4 ]0.647 | 3.1
FCC |12 |6 | 0.806 | 3.1
FCC |12 |7 |0.876 | 3.09

Tabela 2.1: Resultados para a densidade critica, p,, e para o expoente, ¢, em
diferentes tipos de redes e varios valores de v. Dados obtidos a partir das refe-
réncias [15, 16, 28].

2.3.2 Sistema em contato com um reservatoério de particu-

las

Neste caso, o perfil de equilibrio é sempre plano com p = pr. Quando pr < p., 0
sistema consegue atingir o equilibrio rapidamente (relaxa¢do exponencial). Mas,
quando a densidade do reservatoério se aproxima da densidade critica, o sistema
nao consegue mais equilibrar rapidamente e passa a apresentar propriedades fora
do equilibrio. Neste caso, quando o tempo cresce a densidade se aproxima do

valor critico como uma lei de poténcia [23]
pe = plt) ~ 171/ (2.19)

como pode ser visto na figura 2.6.

A incapacidade de atingir o equilibrio é devida ao fato que a altas densidades,
o nimero de caminhos que levam as configuracoes de equilibrio é muito menor
do que os que levam a qualquer outro lugar do espago de configuragoes. Por-
tanto, mesmo que em principio a dinamica sempre permita que se atinja uma
configuracao de equilibrio, as configuracoes onde p > p. nao sao efetivamente
acessiveis.

Como o sistema nao se encontra mais em equilibrio, nao ha invariancia frente
a translacgoes temporais. Em particular, R?(¢) depende agora explicitamente de 2
tempos, R%(t,t,), onde t é medido a partir de um certo tempo de espera t,,. Esta

propriedade, bastante comum em sistemas vitrosos, é conhecida como aging 30|
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Figura 2.6: Processo de relaxacao temporal da densidade. Os pontos foram
obtidos da simulagao, enquanto que a linha tracejada é a eq. (2.19), com p, ~ 0.88
e ¢ ~ 3.1. Da ref. [23].

e ¢ exemplificada na figura 2.7.

2.3.3 Modelo com gravidade

Passamos agora a discussao dos resultados da simula¢ao de Monte Carlo [32] do
modelo KA sob acao da gravidade com um nimero fixo de particulas.

O sistema é inicialmente colocado em um estado de baixa densidade (compa-
rado a p.) mas mecanicamente estavel. Para tal, deixa-se o sistema evoluir com
uma amplitude de vibra¢do nula (z = 0) até que nenhuma particula possa mais
se deslocar para baixo. O estado assim obtido é metaestavel porque com z = 0 s6
h& um tnico estado fundamental, cuja densidade nas camadas inferiores é p = 1.

Experimentalmente, foi verificado que a densidade inicial depende do procedi-
mento de preparo, em particular, do niimero de particulas que entram no sistema
por unidade de tempo. O mesmo ocorre aqui com o modelo KA na presenca de
gravidade. Se as particulas sao colocadas uma por vez, entao as trajetérias sao
independentes e os vinculos cinéticos serao sempre satisfeitos. Isto se da porque
os sitios acima da particula que esta caindo estao vazios, e o sistema atingird um

estado completamente compactado. Quando mais de uma particula for colocada
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Figura 2.7: Deslocamento quadratico médio vs. tempo. Os tempos de espera
sao t, = 10,102,103,10%,10° (de cima para baixo). A densidade da configuragao
inicial ¢ 0.75. Da ref. [31].

por unidade de tempo, suas trajetorias podem interferir, o que ird impedir o
sistema de atingir o estado de mais alta densidade. Este processo de colocagao
coletiva das particulas pode ser implementado de diversas formas. Por exemplo,
na referéncia [14], todas as particulas sao colocadas simultaneamente na metade
superior da caixa e liberadas para que caiam sob a acao do campo gravitacional,
até que seja alcancado um estado onde nenhuma particula possa mais descer.
Neste caso, a densidade média nas camadas inferiores é p,;, = 0.707, aproxima-
damente correspondente a um estado random loose packed. Outra possibilidade é
o uso de um reservatorio de particulas, o qual pode ser deixado sempre aberto ou
pode ser fechado ap6s um certo niimero de particulas terem entrado no sistema.
Esta outra forma coletiva de colocar as particulas no sistema tem a vantagem
de que o fluxo inicial de particulas pode ser controlado, sendo com isso uma
forma intermediaria entre uma particula entrando por vez e o caso onde todas
sao colocadas simultaneamente. Portanto, o sistema é menos vinculado do que
quando todas as particulas caem juntas, o que permite que o sistema atinja uma
maior densidade inicial e que este perfil seja mais proximo ao estacionario. Uma
vez preparado o sistema, a vibracao é mantida em uma amplitude fixa z. Na

figura 2.8 mostramos os perfis, para tempos longos, para um sistema aberto e um
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fechado.

p(zt)
p(z1)

Figura 2.8: Perfis de densidade em funcao da altura z nos casos em que o sistema
¢ fechado (a) e estd em contato com um reservatério (b). Da ref. [15]. Mais
detalhes serao discutidos no préoximo capitulo.

Nos dois graficos da figura 2.8 pode-se notar que quando v < -, (fase de
alta temperatura) os perfis obtidos da simulacdo estao em acordo com os perfis
estacionarios (que neste caso coincidem com os perfis de equilibrio), os quais sdo
mostrados na figura com linhas cheias e serao discutidos no préximo capitulo.
Na fase de baixa temperatura (v > ~.), os dois graficos também coincidem com
o perfil estacionario (que neste caso nao é o de equilibrio, como também sera
discutido no proximo capitulo) quando z estd proximo ao topo da caixa. Na
regiao das figuras onde ha um plato, pode-se notar que o sistema que esta em
contato com o reservatorio estd mais proximo da solugao estacionaria, enquanto
que o sistema fechado ainda nao atingiu o regime estacionario. Na figura 2.8a,
pode-se perceber que perto do topo da pilha, uma densa camada interfacial se
forma como resultado de uma maior mobilidade devida a baixa densidade de
particulas nas camadas superiores a esta. Esta camada mais densa se torna cada
vez mais compacta a medida que o tempo passa, dificultando o movimento das
particulas abaixo. Por outro lado, se o reservatério é mantido sempre aberto,
nao hé esta diminuicao repentina na densidade em funcao da altura, e até mesmo
as particulas que estao na interface estao bastante vinculadas e a densa camada
interfacial nao é observada (fig. 2.8b). Quando a amplitude de vibra¢ao aumenta,

pode-se perceber (ver figura 2.9), que esta camada densa interfacial diminui, bem
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como as oscilacoes presentes na base do sistema.

Figura 2.9: Perfis de densidade p(z,z) no tempo ¢ = 2% vs altura z e amplitude
de vibragao x. A parede inferior é localizada em z = 0. Note que a densa camada
interfacial diminui com o aumento da vibragao. Da ref. [14].

Na figura 2.10a é mostrado o grafico da densidade das camadas inferiores,
p(t), como uma fungao do tempo para diversos valores de x, em todo o dominio
de vibragoes fracas a fortes. A densidade das camadas inferiores é computada
no 1/4 inferior do sistema. Apesar do valor inicial relativamente alto de p,, e
do fato que os vinculos cinéticos podem ser pensados como se fizessem o papel
de repulsao a curtas distancias, a densidade das camadas inferiores aumenta
lentamente a medida que o tempo passa e seu valor assintético é uma funcao
da amplitude de vibragao, como observado também em experimentos tipicos de
compactacao [3|. Foi observado nas simulages que existe um valor da amplitude
de vibracao para o qual este valor é méximo, Z,,,; ~ 0.9. Um pouco acima
deste valor de vibracao, a densidade assintotica tende ao valor de equilibrio (ver
fig. 2.10c). Como a termodinamica do modelo é conhecida, podemos determinar
quando este resultado dinamico obtido com a simulagao coincide com o calculado
a partir das propriedades de equilibrio do sistema, obtendo z, ~ 0.96. Esta
amplitude de vibracgao critica define a transicao de jamming do modelo. Abaixo
deste valor de amplitude, o sistema nao é capaz de atingir o equilibrio.

A mesma questao relativa 4 qual a melhor funcao para o ajuste dos dados

obtidos com os experiementos de compactagao [3] reaparece na anélise dos resul-
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tados da simulacao. Devido a limitada janela de tempo, nao é possivel escolher
entre a lei logaritmica ou uma lei de poténcia para a compactagao, confirmando
que esta limitada janela de tempo nao permite distinguir entre os diferentes regi-
mes de relaxagao lenta [33]. A figura 2.10b mostra que o ajuste da lei logaritmica
¢ bom para baixos valores da amplitude de vibracdo (z < 0.3), enquanto que
para valores mais altos ja se pode notar desvios desta lei de compactacao. A
figura 2.11 mostra que um ajuste do tipo lei de poténcia é bastante bom para
tempos longos. Pode-se notar nesta figura que para valores altos de x, todas as
curvas sao compativeis com o mesmo expoente, o qual por sua vez é compativel
com os resultados teoricos do modelo de difusao nao linear do préximo capitulo.
Para valores pequenos de x, os expoentes parecem ser diferentes. Este pode ser
um artefato da relaxagao muito lenta neste caso, que impede que o sistema atinja
0 regime assintotico.

Finalmente, consideramos o comportamento de uma mistura com diferentes
vinculos cinéticos. Na verdade, o fendmeno de segregacao por massa e por tama-
nho é outro comportamento intrigante exibido pelos meios granulares, e diferentes
mecanismos foram propostos |7, 34, 35, 36| como vimos na introdugao. O obje-
tivo aqui é mostrar, na sua forma mais simples, que o fendémeno de segregacao
também aparece no presente modelo e motivar o tratamento teorico que sera feito
no capitulo 4. Para manter as coisas da forma mais simples possivel, considera-se
somente 0 caso de uma mistura binaria com particulas de massas idénticas. A
unica diferenca entre os dois componentes é puramente cinética: um tipo de par-
ticula é vinculada enquanto que a outra nao o é; estas tltimas podem, entretanto,
bloquear as primeiras. Isto ocorre devido as particula nao vinculadas terem uma
maior mobilidade do que as vinculadas em uma dada regiao do sistema, o que
faz com que as particulas nao vinculadas possam ser pensadas como se fossem as
particulas pequenas que normalmente sao usadas nos experimentos, enquanto que
as vinculadas devido a sua mobilidade menor, seriam as grandes. O hamiltoniano
do sistema é o mesmo de antes, e a reversibilidade microscopica ainda é satisfeita.
Na figura 2.12, é mostrada a evolucao temporal dos perfis de densidades de uma
mistura bindria a partir de uma distribuicao inicial homogénea de particulas.
Apesar de fracao de compactacao de cada um dos componentes aumentar, o sis-
tema passa, ao mesmo tempo, por uma separacao espontanea com as particulas

vinculadas segregadas no topo da mistura. Este segue sendo o caso mesmo que

32



a massa das particulas vinculadas seja maior do que a das nao vinculadas, pelo
menos em um certo dominio da razao entre as massas dos dois componentes. Tal
efeito pode ser explicado em termos de diferentes mobilidades: durante o pro-
cesso de agitagao, as particulas nao vinculadas “menores” facilmente preenchem
0 espaco entre as particulas vinculadas “maiores” sempre que estas sobem; isto
diminui a probabilidade de que uma particula vinculada, mais lenta, desca. Este
mecanismo é semelhante a percolacao, discutido na secao 1.1.1. No nosso caso,
isto claramente nao é relacionado com uma transicao de equilibrio, dado que o

hamiltoniano é indiferente aos vinculos cinéticos.
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Figura 2.10: Dados da compactacdo: (a) densidade computada no 1/4 inferior
do sistema p(t) vs tempo ¢ para diversos valores da amplitude de vibracdo z
(as linhas sdo s6 uma guia para os olhos). A configuragio inicial foi preparada
em um estado mecanicamente estavel de densidade pn, ~ 0.707. (b) Ajuste
logaritmico dos dados de compactagao no regime de vibragoes fracas (x < 0.3)
e fortes (x > 0.3). Os parametros do ajuste sdo todos dependentes de z. (c)
Valores assintoticos para a densidade nas camadas inferiores py, vs . O maximo
ocorre em ZTy., =~ 0.9 enquanto que o ponto da transicao de jamming estd em
. ~ 0.96. A linha tracejada representa a densidade de equilibrio das camadas

inferiores. Da ref. [14]. -
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Figura 2.11: Ajuste do tipo lei de poténcia (normalizada & unidade), para tempos
longos, dos dados da compactacao da figura 2.10a. Os parametros de ajuste sao
todos dependentes de x, entretanto um tinico expoente para valores grandes de x
é também consistente. A linha solida ¢~ /(¢~1) representa a predicio para tempos

longos da equacgao de difusao nao linear, que sera discutida no proximo capitulo.
Da ref. [15].
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Figura 2.12: Perfis de densidade de uma mistura binaria 1:1 vs altura z e o tempo
t para (a) particulas ndo vinculadas; (b) particulas vinculadas. A amplitude
de vibragao é x = 0.1. O sistema foi preparado em uma configuracao inicial
homogénea aleatoria. Da ref. [14].
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Capitulo 3
Equacao de difusao nao linear

Como foi visto no capitulo anterior, o modelo de Kob e Andersen (KA) [16]
descreve varias propriedades de sistemas vitrosos e, na presenca de campo gravi-
tacional, de meios granulares. Neste tltimo caso, em particular, foram estudados
em maior detalhe os fenomenos de compactacao e segregacao.

Estas propriedades sao puramente dinamicas e nao sao capturadas pela ter-
modinamica do modelo. Entao é interessante obter uma descricao da dinamica,
capaz de reproduzir o comportamento observado nas simulacoes. Neste capi-
tulo sera feita uma abordagem baseada em equacoes de transporte macroscopicas
(equagoes de difusao nao lineares) na tentativa de descrever as propriedades tanto

de equilibrio quanto fora de equilibrio do modelo KA.

3.1 A Equacao

A densidade em uma regiao do sistema muda com o tempo devido ao fluxo de
particulas que entram e saem desta regiao. A auséncia de fontes e sumidouros de

particulas no interior do sistema leva a equacao da continuidade

0

o P ) = =V - J(r,1). (3.1)

onde J(r,t) é a corrente de particulas no ponto r no instante ¢.
Para derivar esta equacao, considera-se um volume arbitrario V' dentro do

sistema (ver figura 3.1). O namero total de particulas dentro deste volume ¢é
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Volume V

dS

Figura 3.1: Regiao do espago com uma forma arbitraria, de volume V' e superficie
S.

Ny :/ p(r,t) dV. (3.2)

Como o fluxo de massa é o inico mecanismo para alterar Ny, tem-se que

%NV_—/SdS-J(r,t):—/V AV V- 3(r0), (3.3)

onde a primeira integral é sobre a superficie S que delimita o volume V', e o sinal
de menos é devido a J.dS ser positivo quando o fluxo é para fora do sistema (ver

na figura 3.1 a direcao dos vetores). Temos também que
d 0
—N dV — . 3.4
i / Faat 8:4)

Entao,
/dv[;’t (,t)+V-J(r,t)}:U (3.5)

Como esta equacao é valida para um volume arbitrario V', o integrando deve ser
nulo para todos os valores de r, obtendo-se assim a equacao da continuidade.
No caso onde o sistema nao é homogéneo somente na direcao z, a densidade
volumétrica p(r,t) passa a ser uma densidade linear p(z,t) e os operadores gra-
dientes passam a ser derivadas parciais em relacao a coordenada z, ou seja, a eq.

de continuidade se simplifica:

9 1) =0, (3.6)

0
—p(Z,t) + Oz

ot

O mecanismo termodinamico macroscopico para o fluxo de massa (corrente de
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particulas) é a presenga de um gradiente de potencial quimico. Entdo, uma

relacao fenomenolbgica razoavel é

T(e0) = ~T(p) 5op(z.1) 3.1)

onde T'(p) é a mobilidade de Onsager e o potencial quimico local é obtido a partir
da energia livre F' como pu(z,t) = 6F/dp. A relagdo acima, quando T'(p) = D
(onde D é a constante de difusdo), é conhecida como Lei de Fick.

Para calcular o potencial quimico, utilizamos a energia livre do sistema, ob-
tida na secao 2.2, assumindo que a tnica interacao entre as particulas é do tipo

repulsdo de caroco duro [37]

H

BP0 = [ dzl1=ph(=p) +pnpszaol. (8)
onde H é a altura da caixa onde o gas esta confinado e § e v foram definidos na
secao 2.2. Os dois primeiros termos do integrando representam a entropia de um
gas de rede, eq. 2.10, enquanto que o ultimo é a energia potencial gravitacional
do sistema.

Como vimos no capitulo anterior, no modelo KA a difusividade das particulas
se anula como uma lei de poténcia. Além disto, para sistemas de esferas duras
altamente compactados, estudos teodricos e experimentais também sugerem este
comportamento tipo lei de poténcia |24, 26, 27]. Como estamos efetivamente
interessados no regime de altas densidades e baseando-se nestes estudos prévios,

assumimos que a mobilidade I'(p) se comporta como

¢
I'(p) =To p O(pc — p) <1 - ﬁ) : (3.9)
Pe
Esta forma nos garante que nos limites p — 0 e p — p. a mobilidade se anula, e
continua sendo zero para densidades maiores do que a densidade critica (p > p,).
. Deve-se notar que esta forma funcional para a mobilidade tem uma dependéncia
implicita da altura (isto também ocorre para a energia livre do sistema), dado
que o perfil de densidade é tipicamente nao homogéneo, p = p(z), devido a forga

externa (campo gravitacional) e as condig¢oes de contorno do problema.
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Podemos entao calcular o potencial quimico e a corrente:

oF p
p(z,t) = o ke T {ln <1—p> + ’yz}

10 1 0
J(z,t) = =T (p)ksT {;a—g 1, <a—§> +7] :

Substituindo a corrente de particulas .J na equacao da continuidade, obtém-se

a equacao de difusao nao linear que descreve a evolucao temporal do sistema

2= i 5 () )

que pode ser reescrita como

{2 ) ) o

onde agora o tempo é medido em unidades de 1/TksT.

E necessario ainda que as condicoes de contorno sejam especificadas para
completar o problema. Serao discutidos dois casos, um correspondente a um
sistema aberto e o outro a um fechado. Nas duas situagoes, uma das condicoes
de contorno requer que a corrente seja nula na camada inferior z = 0: J(0,¢) =0
para todos os tempos. Se a camada superior, z = H, estiver em contato com um
reservatorio de particulas de densidade py (sistema aberto), a outra condigao de
contorno sera p(H,t) = pg para todos os tempos; enquanto que para um sistema
fechado no qual o niimero total de particulas é mantido constante, a segunda
condigdo de contorno serd uma corrente também nula em z = H: J(H,t) = 0,
para todos os tempos.

Na proxima secao sera estudado o caso onde nao ha campo gravitacional, ou
seja, v = 0. Para este caso a equacao de difusao nao linear servird como uma
espécie de teoria de campo médio para o modelo KA. Na se¢do seguinte serao

estudados os perfis assintéticos do modelo na presenca do campo gravitacional.
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3.2 Dinamica na auséncia de gravidade

Nesta se¢ao analisaremos a eq. (3.10) no caso em que os efeitos da gravidade sao
despreziveis quando comparados aos de vibracao, ou seja v = 0. Neste caso é

mais conveniente escrever a difusividade, eq. (3.9), como

T(p) =Top (1—p) (1+¢) Olp. = p) (p. = p)° (3.11)

sem que a esséncia do problema seja alterada. Substituindo I'(p) na eq. 3.10

dp 0 p\? dp
5 = Do (1+¢>)£ [(1— E) 8_z] : (3.12)

com as condi¢oes de contorno p(0) = p(H) = pr < p., e onde p(z,t) < pg para
0 < z < H e para todos os tempos t. Fazendo uma troca de varidveis para

y(z,t) = p. — p(z,t), obtém-se a equagao

A% &y
-1 é
X <8z> + vy 5.7 | - (3.13)

Na fase de baixa densidade, pr < p., espera-se que as nao linearidades da equa-

oy
W_ry40

¢ao (3.13) sejam irrelevantes e que a relaxacao para a distribuigao de equilibrio
seja exponencial. Linearizando a equagao (3.13) em torno do estado de equilibrio,

Peq(2,1) = pr, acha-se que o tempo caracteristico de relaxacao é

7(pr) ~ (pe — pr)~? (3.14)

o qual é esperado que apresente uma divergéncia quando py — p., caracterizada
por um expoente ¢.

Na fase de alta densidade, pz = p., as densidades das camadas vizinhas a
borda se aproximam do valor critico, e entao os fendmenos de relaxacao lenta

e aging sao esperados. Resolvendo-se a equacao com uma solugao da forma
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y(z,t) = f(2)g(t) (método da separagao das variaveis), obtém-se

R0 = 6 (R0 [Feem] + el g
= O T f gt

e Tt

e para satisfazer essa equacao, é necessario que ambos os lados sejam iguais a

uma mesma constante. Com isto, a parte temporal da equacao fica

Ou seja,
g(t)y ~t7% (3.15)

o que mostra que a densidade relaxa como uma lei de poténcia com um expo-
ente 1/¢, o que esta de acordo com os resultados obtidos nas simulagoes (ver
figura 2.6).

A parte espacial da equacao de difusao é obtida da integracdo numeérica da
eq. 3.12, como é mostrado na figura 3.2. A comparacao com a simulagao mostra
que o modelo de difusao nao linear reproduz muito bem toda a distribuicao
espacial do perfil de densidade. Os desvios observados proximos as bordas sao

possivelmente efeitos da discretizacao ou do tamanho finito do sistema.

3.3 Transicao de jamming e perfis de densidade

3.3.1 Sistema Aberto

O estado estacionério (¢ — oo) da equagao de difusdo que rege a dinamica é

op _
ot

J(z,00) = <1 - £>¢ [ﬁ <%> +’yp] =0 (3.16)

para todo z (uma vez que J(0,00) = 0). Impondo a condi¢ao do regime estacio-

obtido quando 0, o que implica que a corrente é nula em todo o sistema:

nario, dependendo do valor de v, dois tipos distintos de perfis estacionarios sao

observados. Para valores baixos de 7 o sistema esta equilibrado e o perfil coincide
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Figura 3.2: Perfis de densidade [23| p(z,t) vs. z/H em diferentes tempos (medi-
dos em MCS), t = 10® (circulos), 10* (quadrados), 10° (diamantes), e 10° (curva
superior), quando pr = p, = 0.88, come¢ando de uma configuragao inicial aleato-
ria com densidade p = 0.75, para uma rede ctibica simples de lado H = 128 e area
transversal 322. As curvas continuas sdo as obtidas com a integracdo numeérica
da equacgao 3.12 com ¢ = 3.1.

com a eq. (2.15) obtida da termodindmica. A medida que a vibra¢ao diminui,
uma regiao de densidade constante, p(z,00) = p,, se desenvolve abaixo de uma

altura zp. A solucao estacionéria para o sistema fica

Poo(2) = (3.17)

z > 2.

1+exp(yz+n)

Os valores de 2 e de n sao obtidos a partir das condig¢oes de contorno. Se o topo
da caixa estiver conectado com um reservatorio de particulas, entao po(H) = pg.

Isto e mais a continuidade do perfil em z = 2y levam a

1 1-
o = Ha lmfl=r) (3.18)
v pe(l = pg)
1—
n = In P — vH. (3.19)
Pr
(3.20)
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A transicao de jamming corresponde ao lugar geométrico no espaco de parametros
(7, pr), no qual a densidade da camada z = 0 atinge a densidade critica, isto &,
p(0,00) = p,. Isto acontece quando
1 (1 —

ln p ( pR)

'YC(pR) ==

H " pe(l1—0p)° (3:21)

Quando v > 7.(pr) a densidade na parte inferior da caixa é proxima a critica
e a dinamica se torna lenta. Por outro lado, acima da temperatura critica v <
ve(pr), todas as camadas tém densidades menores do que p,, e o sistema atinge o
equilibrio facilmente. Na figura 3.3 ¢ mostrado o diagrama de fases no espago de
parametros (y vs. pg). Para o caso sem gravidade (v = 0), o perfil estacionario é
plano, p., = pr € a transicio so ocorre quando py = p.. E importante notar que
para v > 7.(pr) 0s perfis estacionarios nao sao equivalentes aos de equilibrio ja
que estes nao minimizam o funcional de energia livre de Helmholtz. Isto ocorre

porque o sistema nao é capaz de atingir, dinamicamente, densidades maiores do

que p..

0 0.2 0.4 0.6 0.8
Pr

Figura 3.3: Diagrama de fases mostrando a linha que separa as regioes de rela-
xagao lenta (vitrosa) e rapida (fluida), como uma funcao de pg, da eq. 3.21 (com
p. = 0.84). Da ref. [15].

Na figura 3.4, também discutida no capitulo anterior, é mostrada a compa-

racao dos perfis estacionarios, eq. 3.17, com o resultado da simulacao de Monte

44



Carlo do modelo KA na presenca do campo gravitacional numa rede BCC para
tempos longos. Como pode ser visto, é encontrada uma boa concordancia sem

nenhum parametro de ajuste.

p(z1)

Figura 3.4: Perfis estacionarios acima e abaixo da linha critica para um sistema
aberto em contato com um reservatorio de particulas com densidade pr = 0.1.
Os simbolos sao as densidades obtidas da simula¢ao numa rede BCC e as linhas
solidas sao os resultados tedricos. Para v = 0.072 > 7., o tempo mais longo
mostrado é 105 MCS enquanto que para v = 0.041 < 7, o tempo & 10° MCS.
Pode se notar que os perfis da simulacao para v > v, ainda nao sao estacionérios,
entretanto a parte superior (z > zy) é muito proxima da solugao assintotica. Da
ref. [15].

3.3.2 Sistema Fechado

Repetindo-se o procedimento da secao anterior para um sistema fechado de vo-
lume V' (altura H vezes a area da base) e um nimero fixo de particulas N = pH,

2o e 1 satisfazem as seguintes equagoes acopladas

11—
o = —In—"P 1 (3.22)

Y Pe v

(3.23)

e~ V[PH+z0(1=pc)] _ o—7H

e e N (3:24)
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enquanto que o lugar geométrico da transicao satisfaz a equacao implicita

1
Yo = ~oH In (1 - p.+ p.e M) (3.25)

que se simplifica no limite quando H é muito grande

1
c=——In(1-p). 2
gl ﬁHn( pe) (3.26)

A linha que define a transi¢cao é mostrada na figura 3.5 em funcao de densidade

média do sistema p, enquanto que um exemplo de perfil estacionario é mostrado

6

yH

Figura 3.5: A linha da transi¢ao de jamming, 7. (multiplicado por H), como uma
funcao da densidade média p. A divergéncia perto da origem escala como 7 !,
diferentemente da divergéncia logaritmica encontrada para o sistema em contato
com um reservatorio, Eq. 3.21. Deve-se ressaltar que neste caso o parametro da
densidade é a densidade média total, p, enquanto que no caso do sistema aberto

¢ a densidade do reservatorio pg. Da ref. [15].

na figura 3.6. Diferentemente do caso em que o sistema é aberto, aqui para z < 2z

a diferenca para o perfil assintotico é maior.
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p(zt)

Figura 3.6: Exemplos de perfis de densidades acima e abaixo da linha critica para
um sistema fechado depois que sua densidade chegou & p = 0.5. A amplitude de
vibracao na fase vitrosa é v = 0.4, enquanto que na fase fluida ela é v = 0.03;
a altura do sistema é H = 80. Note que para v > . o perfil da simulagao para
tempos finitos (10° MCS neste caso) ainda nao é estacionério, entretando a parte
superior é indistinguivel da solucao assintotica. Da ref. [15].

3.4 Dinamica da compactacao

3.4.1 Fase de baixa densidade

No regime de vibragoes altas, v < 7.(pr), espera-se uma relaxa¢ao exponencial
até a distribuicdo de equilibrio, p(z,t) X peo(2) +g(2)e™¥", 0 que ¢ de fato obtido
resolvendo-se a eq. (3.10) para qualquer vy < 7.(pg) (ver figura 3.7). No caso onde
a gravidade é zero [31], v = 0, as particulas difundem livremente do reservatorio
até que o sistema atinja a densidade de equilibrio, a qual é uniforme, po.(2) = px.

O tempo caracteristico em que isto acontece é [29]

4H2(1 _pR) Pe ’

Como esperado, o tempo de relaxacao diverge quando pr — p. e 0 expoente que
caracteriza esta divergéncia é ¢.
Na presenca do campo gravitacional encontrado-se, a partir da integracao

numérica da equacao (3.10), que a medida que v — ~v.(pg), a densidade da
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Figura 3.7: Relaxagao exponencial para v = 0.1 < v,.

1

camada mais baixa se aproxima da critica como ps(0) = p., e 77" se comporta

como

Ou seja, o tempo de relaxacao diverge com um exponte ¢ — 2, este resultado é
mostrado na figura 3.8, o que mostra que a dinamica é mais rapida do que no caso
onde nao ha gravidade. Fazendo-se uma comparacao entre o comportamento das
divergéncia dos tempos de relaxa¢ao nos dois casos (com e sem gravidade), pode-

mos concluir que estes pertencem a classes de universalidade dinamicas diferentes.

3.4.2 Fase de alta densidade

Abaixo da transicao T' < T,, v > 7.(pr), as densidades das camadas inferiores,
z < z(pr), estao proximas a densidade critica, p(z,t) &~ p., e a dindmica tem sua

velocidade diminuida. Na ordem mais baixa em

Az ) =1— p(;’t), (3.27)

a eq. 3.10 se simplifica (ver apéndice A),

OA(z, 1) OA?

e 2
ot Ly (3.28)
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0.015

0.005

Figura 3.8: Inverso do tempo de relaxacao, 7!, para v = 0.1 e H = 10 com
p. = 0.88 e ¢ = 3.1, valores correspondentes ao modelo KA numa rede cibica
simples. Os pontos resultam da integragao numérica da eq. 3.10. O inset mostra
os mesmos dados numa escala logaritmica. O tempo caracteristico diverge com
um expoente ¢—2 a medida que a transi¢ao de jamming se aproxima. Da ref. [15].

Para resolver esta equagio nao linear, propoe-se uma solugao de escala A(z,t) =
A(z/t*). Substituindo na equagdo acima, vemos que esta forma é solugao se

A(z/t*) é uma lei de poténcia com o = 1:

A 2 |7 2
(2,t) = [%] . (3.29)
Nas figuras 3.9a e 3.9b sao mostrados os resultados da integracao numérica e da
simulagao, respectivamente. Pode-se perceber que ambos estao de acordo com a
relaxagao do tipo lei de poténcia para tempos longos. Na auséncia de gravidade,
v =0, a relaxacao da densidade é mais lenta e é caracterizada por um expoente
dinamico diferente, A(z,t) ~ ¢~'/? [23], como vimos na se¢io 2.3.2.

Apesar de que nas situacoes experimentais sao as propriedades do bulk que
mais interessam, a equacao de difusao permite que se tenha uma idéia de como as
camada superiores z > zy compactam. Usando a solucao assintotica, eq. 3.28, na

defini¢ao de J(z,t), achamos que, para tempos longos, a corrente de particulas
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Figura 3.9: (a) Relaxagao da densidade do tipo lei de poténcia para v > 7.(pr).
Os pontos sao resultados da integracao numérica da eq. 3.10, enquanto que a
linha sélida é a solucao assintotica dada pela eq. 3.29. (b) Relaxagio da densidade
encontrada na simulagdo do modelo KA na presenca de campo gravitacional numa
rede BCC. As médias sao sobre 100 amostrase H = 4L = 80, pr = 0.1, e v = 0.1.
A linha é a predicdo teorica t—1/(¢=1),

que passa das camadas superiores para o bulk em z = 2, é

_¢
J(20,1) = vp (%) o (3.30)

Portanto:
J(Zo, t)
Y

Assim, as relaxacoes acima e abaixo de z; sao ambas lentas e seguem leis de

p(z,00) — p(z,t) =~ [ — 1] ~ e (3.31)

poténcia com diferentes expoentes. Como esperado, a dinamica nas camadas
superiores é mais rapida do que nas inferiores, e a sua contribuicao para a funcao
de relaxacao em tempos longos se torna desprezivel, dado que ¢ é normalmente

maior do que um.

3.4.3 Compactacao Logaritmica e a Lei de Vogel-Fulcher

Apesar da discussao ter sido motivada por uma dinamica caracterizada por uma

mobilidade que se anula como uma lei de poténcia, existem varios sistemas para
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os quais a mobilidade se anula como uma lei tipo Vogel-Fulcher [38§]

T(p) = To p exp (p“_”p) . (3.32)

Boutreux e de Gennes [39] argumentaram que a compactacao logaritmica esta
intimamente ligada a lei de Vogel-Fulcher. Uma conclusao semelhante pode ser
obtida na nossa abordagem. Neste caso a evolucao da densidade local de parti-

culas é governada pela equacgao

dp 0 ap. 1 Jp
() ) o

Como na secao anterior, mantendo apenas os termos de ordem mais baixa em

A(z,t) = 1 — p(z,t)/p., encontra-se para as camadas inferiores z < z; (ver
apéndice A)

% = —7% exp [—ﬁ] : (3.34)

Novamente, tenta-se uma funcao de escala como solucao e, para tempos longos,
encontramos

Az t) = _ e (3.35)

In(t/z)’
a qual estd de acordo com a solugao numérica da equacao de difusao. Esta re-
laxagao é semelhante a lei de compactagiao logaritmica, eq. (1.1), discutida na
introducao e utilizada para fitar os dados de compactacao obtidos nos experi-
mentos [3].
Por outro lado, nas camadas acima de zy, embora a evolucao temporal ainda

seja lenta, segue uma lei de poténcia. Procedendo como antes, obtém-se
p(Z, OO) - p(Z, t) ~ t_l : (336)

Enquanto que a dinamica de compactagao da regiao inferior é logaritmicamente
lenta, a das camadas superiores é governada por uma lei de poténcia com expoente
-1.
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Capitulo 4
Segregacao

Inspirado no modelo do capitulo anterior que se mostrou bem sucedido no enten-
dimento do fenomeno de compactacao de meios granulares, apresentaremos aqui
uma generalizagao para o caso onde ha mais de um tipo de particula presente.
Nas simulacoes os diferentes tipos de particulas sao caracterizados por diferen-
tes valores de v, como foi usado na secao 2.3.3, o que terd como conseqiiéncia
possiveis diferensas nas densidades criticas e expoentes para os dois tipos de par-
ticulas presentes. A termodinamica de equilibrio nao é afetada por estes valores
e, do ponto de vista estatico, espera-se que o estado do sistema seja homogéneo.
Porém, como foi mencionado nos capitulos anteriores, o sistema se apresenta se-
gregado, com as particulas mais vinculadas indo para a parte superior enquanto

que as menos vinculadas tendem a ir para a parte inferior.

4.1 Equacoes de difusao nao lineares

Novamente o nosso modelo considera um gés de rede, mas agora, este é composto
de dois tipos de particulas nao interagentes, com massas m; e my respectivamente.
O sistema encontra-se numa caixa de altura H e secdo transversal L?/2 (onde
L & lado da caixa). O sistema esta sob a acao do campo gravitacional, o qual
atua na direcdo —z. A unica interacao entre as particulas é do tipo repulsao de
caroco duro. O hamiltoniano para este sistema, que nada mais é do que a energia

potencial gravitacional, pode ser escrito como
H = mejhjnj (41)
J
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onde n; = 0,1 é a variavel de ocupagao e m; é a massa da j-ésima particula, a
qual encontra-se a uma altura h;.
O funcional energia livre de Helmholtz pode ser escrito de forma exata para

um gas de rede com particulas do tipo 1 e 2 como [40]

H 2
BFp(z,1)] = / dz [(1 —pr=p)In(1 = pi = po) + prInpi + polnpy + 2 vipi|
0 =1

(4.2)

onde v; = m;g/ksT é o comprimento gravitacional inverso para a particula i, H é

a altura da caixa e § = kg T. Os primeiros termos podem ser reconhecidos como

a entropia do gas de rede com duas espécies de particulas e o dltimo representa
a energia de interacao dos sitios ocupados com o campo gravitacional.

Para obter as equagoes que controlam a difusao para os diferentes tipos de

particulas, consideramos que cada densidade local é governada por uma equagao

da continuidade 5 5

com a corrente dada pela Lei de Fick

T 1) = D) 2opz, (4.4)

onde I';(p;) é a mobilidade de Onsager.

Entre as varias possibilidades para dependéncia funcional da mobilidade de
um sistema homogéneo (ou seja, sem gravidade), de particular interesse sdo aque-
las que se anulam em uma dada densidade critica p,. Em analogia ao capitulo
anterior, tomamos uma mobilidade que se anula como uma lei de poténcia, mas

generalizada para o caso onde dois tipos de particulas estao presentes

bi
P1+P2> _ (4.5)

['(pi) = To pi ©(p] — pi) <1 T

E importante notar que a mobilidade de uma espécie de particula é afetada
pela densidade de particulas da outra espécie, e a mobilidade se anula quando
a densidade total em uma certa altura z é igual ou maior do que p,. Quando
p; = p5 = p. e o1 = ¢ = ¢ é recuperado o modelo do capitulo anterior, o

caso monodisperso, enquanto que se pf = 1, ¢; = 1 a particula do tipo ¢ é nao
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vinculada. Embora existam muitos modos de considerar particulas diferentes,
vamos nos deter aqui no caso em que pi = p, e a diferenca entre as particulas
serd caracterizada pelos expoentes ¢;. Esta escolha é mais simples de implementar
numericamente.

A partir da energia livre do sistema, é possivel calcular o potencial quimico

local, o qual é dado por
z )+
i(z,t) = — =kgT |In | ——— | +viz| . 4.6
pil ) 0pi ° [ <1—Pl—/)2 ! (4.6)
Do qual podemos obter a corrente

Ji(zat) = _Fz(zat)%

1 Op; 1 dpr | Ops
= —Ti(z,t)ksT |~ — (2 + 2 )+l
(1) {Pi52+1—P1—P2<aZ+az>+7}

Como a densidade total é a soma das densidades dos dois tipos de particulas,
p = p1 + pa, podemos ver que o segundo termo da corrente (em termos de p), é
(1—p)~" 9p/0z que é igual ao termo existente no caso monodisperso. Por outro
lado o primeiro termo que antes dependia de p, agora depende de p;, uma vez
que é a corrente destas particulas que esta sendo calculada.

Substituindo a corrente na equacao da continuidade, obtém-se o seguinte sis-
tema de equacoes de difusao nao lineares acopladas, as quais descrevem a dina-

mica das particulas,

Opi(2,t) 0 1 dp; 1 dp1  Opy
o kBT@z {Fl(pl) [pi 0z + 1—p1 —po \ 02 + 0z il g (A7)

Para completar a descricao do problema, as condicoes de contorno devem ser
especificadas. Como antes, o sistema é fechado na parte inferior, J;(0,%) = 0, e
enquanto que a camada superior pode tanto estar em contato com reservatorios
de particulas (cujas densidades sdo p;r) quanto estar fechados, J;(H,t) = 0, caso

em que o sistema apresenta um nimero fixo de particulas (p; e py).
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4.2 Perfis de equilibrio

Os estados de equiibrio sao caracterizadoss pelos potenciais quimicos constantes,

i1 € J2, que podem ser obtidos a partir da energia livre de Hlemholtz.

_ OF

Hr = 5—/)1
= —In(1—=p1—po) +1np + 27
_OF

M2 = 5—p2

= —1In(l—=p;—po) +1Inps+ 27

onde p; e s sao constantes determinadas pelas condicoes de contorno, seja pela
densidade total ou pelo potencial quimico de cada tipo de particula, dependendo
de qual ensemble estatistico estd em questao. Com isto sao obtidas as seguintes

equacoes para os perfis de densidades

1 — py(2)
ezt +1
1-pi(2)
ev2ztu2 +1

pi(z) =
p2(z) =

ou, equivalentemente,

672z+#2
pi(z) = (emztmn 4 1) (er2#tme 4 1) — 1 (48)
e'ylz+u1

p2(z) = (emztmn 4 1) (er2#tme 4 1) — 1 (49)

onde p1 e ps devem ser determinados pelas condigoes de contorno do problema,
seja pela densidade total ou pelo potencial quimico de cada tipo de particula,
dependendo de qual ensemble estatistico estd em questao. Deve ser notado que
os perfis de equilibrio para cada um dos tipos de particula dependem também dos
parametros que caracterizam a outra particula (y’s e p’s). Na proxima se¢io serao
apresentados dois casos, um onde o sistema estd em contato com um reservatorio
de particula (ensemble gran-canonico) e outro onde o nimero total de cada tipo

de particula é mantido constante (ensemble canonico).
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4.2.1 Sistema conectado a um reservatoério de particulas

Neste caso é permitido que o sistema troque particulas com reservatorios de

particulas, os quais sao caracterizados pelas suas densidades pf e p5. As condigoes

de contorno neste caso sao as seguintes:

p(H) = pf
p2(H) = py

0 que leva as seguintes expressoes para (i1 € [y

1_ R+ R
P1

1_ R+ R
2

(4.12)

(4.13)

A figura 4.1 mostra um exemplo de perfil quando v; = 7, = 0.2 e p}' = 2p5 =

0.2. Pode-se notar que o sistema, devido a gravidade, é mais denso na camadas

inferiores, mas nao ha o cruzamento dos perfis de densidade, o que indicaria uma

configuracao de segregacao.

1 - |
P1(2)
. Po(2) —mm |
0.8 | P2) 7
0.7 fim
06
N
FOS I~ e
03 \\ .....
3 e \\
0.2 o I
s T T T
0
0 1 2 3 4 A

Figura 4.1: Perfis de densidade para 74, = 72 = 0.2 e pf = 2p5 = 0.2, nesta

configuragao o sistema nao apresenta segregacao.
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A transigao de jamming corresponde ao ponto no espago de parametros (71, o,
pt, p5), no qual uma camada com a densidade critica min(p5, p§) aparece na parte
inferior do sistema. No caso particular em que pj = p5 = p., a condi¢ao pode ser
escrita como

p1(0,00) + p2(0, 00) = p. (4.14)

o que resulta na seguinte expressao para 7., para um dado vy,

Yae(71) = L In pell = (i +03)] _ P ent
H (1= p)ps 123

Um exemplo de perfil quando a densidade total do sistema na camada in-

(4.15)

ferior é igual & densidade critica é mostrado na figura 4.2. Pode-se notar que
diferentemente da figura 4.1, aqui ha o cruzamento dos perfis de densidade, o que
indica que na regiao inferior do sistema um tipo de particula é predominante (as
mais pesadas, ver legenda da fig. 4.2) enquanto que o outro tipo (as mais leves)
¢ o dominante na parte superior. Aqui este fendmeno ¢é trivial e ocorre somente
pelo fato de que a densidade do reservatorio das particulas mais leves é maior
do que a do outro tipo, caso isto ndo ocorresse (pf' = p§, ver figura 4.4) este
cruzamento nao aconteceria, como sera visto na proxima secao. Entao esta nao é
uma configuragao de interesse ja que se muitas particulas nao fossem “colocadas”
no sistema proximo a um dos reservatérios, nao ocorreria esta configuracao de
segregacao.

Esta linha, v5.(71), separa um regime onde a dinamica é (exponencialmente)
rapida e o perfil estacionario é o de equilibrio (que foi obtido com a minimizagao
da energia livre), ver por exemplo a fig 4.1, e outro regime onde, para amplitudes
de vibracao mais baixas, a dinamica é lenta e os perfis de equilibrio e estacionérios
nao mais coincidem. Uma vez que o sistema tenha entrado neste tltimo regime,
ele fica fora do equilibrio e o perfil de densidade assint6tico é lentamente atingido,
semelhante ao caso do fendmeno de compactacao. Deve-se notar que, assim como
no caso monodisperso, a linha critica entre estes dois regimes nao depende dos
expoentes ¢;, mas apenas das densidades criticas e dos reservatorios. Isto é
razoavel, jA que os ¢; so6 alteram as mobilidades das particulas, enquanto que
as densidades criticas determinam quando estas sao nulas. Entao os expoentes
serao relevantes para a dinamica enquanto que as densidades criticas o sao para

as propriedades estaticas do sistema em estudo.
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Figura 4.2: Perfis de densidade quando p;(0)+p2(0) = p.. Isto ocorre quando para
um dado 7y é escolhido um valor critico para .. Os parametros do grafico sao
v1 = 0.2 e 9. ~ 0.354. apesar de haver um cruzamento dos perfis de densidade,
este nao é um fato relevante para o tipo de segregacao que estamos interessados
(ver discussdo no texto).

Um caso particular, que simplifica as expressoes obtidas, é a condicao de que
os dois tipos de particulas tém a mesma densidade no topo da caixa, p} = p§ = pg.

Neste caso, as constantes j; e ji5 sao

1-2
o = ln< pR) -mH (4.16)
Pr
1-2
o = m( m)—WH (4.17)
Pr
(4.18)
e os perfis de densidade
1
plz) = (4.19)
1 4+ en(z—H) [(m) + 672(Hfz):|
PR
1
p(z) = . (4.20)
1 4+ en(=—H) [((m) n eql(H—z)}
PR

As figuras 4.4 e 4.5 sao exemplos destes perfis. A figura 4.4 mostra que quando
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Figura 4.3: Diagrama de fases, 7, vs. 7, mostrando a linha que separa as regioes
de relaxagao lenta (vitrosa) e rapida (fluida), para diferentes valores de p} # p5,
as densidaes dos reservatorios estdo parametrizadas no grafico, da Eq. (4.15).

as densidades dos reservatorios e os 7; sao iguais, os perfis das duas particulas
coincidem. Este nao é um fato muito interessante, a menos que se observe que
quando os perfis sao somados, é obtido o perfil do caso monodisperso, eq. (3.17).
Este resultado é, na verdade, mais geral. A partir das equagoes estacionarias para
a dinamica, se multiplicarmos cada uma delas por p; e as somarmos, obtemos que
o perfil da sua soma ¢é igual ao caso monodisperso (eq. 3.17). A fig. 4.5 mostra
o caso que foi discutido anteriormente quando os reservatorios sao idénticos e a
particula do tipo dois tem seu comprimento gravitacional inverso critico.
A linha critica que divide os regimes rapido e lento fica sendo
1 (1 — 2pR) Pe N efylH

%:(71) =—In

I =) (4.21)

e tem as mesmas propriedades que foram discutidas para a expressao (4.15).
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Figura 4.4: Perfis de densidade para y; = 7, = 0.2 e p} = p§ = 0.1. Os simbolos
sao o resultado da eq. (3.17) para o caso monodisperso. Pode-se perceber que a
soma dos dois perfis é idéntica ao perfil do caso monodisperso.

4.3 Propriedades dinamicas e Segregacao

Esta secao estuda os resultados obtidos por meio da integracao numérica do
sistema de equacoes de difusao nao lineares acopladas que descrevem o modelo,
eqs. (4.7). O objetivo é obter propriedades dinamicas do sistema, ao passo que
j& na secao anterior, o objetivo era o estudo das propriedade de equilibrio.

Os estados estacionarios obtidos com a solucao numérica quando o sistema
estd na fase de baixas amplitudes de vibracao, 71 = 72 > 7., apresentam uma
configuragio de segregacdo onde as particulas maiores (ou mais vinculadas, fa-
zendo analogia com o que foi dito na segdo 2.3.3) estdo localizadas na parte
superior enquanto que as menores (menos vinculadas) preferem a parte inferior
do sistema. Um exemplo deste perfil € mostrado na figura 4.7. E importante res-
saltar que este efeito é puramente dinamico, pois o mecanismo encontrado aqui
para a segregacao ¢ baseado nas diferentes mobilidades das particulas (baseada
nestas mobilidades, é que chamamos as particulas mais méveis de “pequenas” e
as menos moveis de “grandes”). Este mecanismo é semelhante ao mecanismo de
percolacao visto na introducao, onde as particulas menores descem para o fundo

do recipiente mais facilmente do que as maiores.
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Figura 4.5: Perfis de densidade para v, = 0.2, 75, &~ 0.354 e pf' = p§ = 0.1. Pode-
se observar que diferentemente do caso com reservatorios diferentes (fig. 4.2) aqui
nao ha o cruzamneto dos perfis.

O perfil mostrado na fig. 4.7 parece apresentar trés regioes distintas, ao invés
das duas presentes no caso monodisperso (se¢ao 3.3.2): uma com pequena incli-
nagao (que aparentemente vai para um platd plano para ¢ — oo) para valores
baixos de z (parte inferior do sistema), uma parte decrescente para valores mais
altos de z e, na regiao intermediaria ha a presenga de uma estrutura mais com-
plexa, onde um dos perfis diminui enquanto que o outro aumenta (regiao onde ha
o cruzamento dos perfis de densidade). Embora contra-intuitivo, este é o processo
de segregacao considerado “normal”.

Por outro lado, estes perfis sao alterados quando a massa da particula maior é
aumentada, como mostra a fig. 4.8. As mesmas trés regioes descritas na fig. 4.7,
ainda estao presentes, mas um fato interessante a ser notado é que a altura do
centro de massa do perfil de densidade das particulas maiores esta abaixo do das
menores. Isto indica um processo reverso de segregacao, como o que foi encon-
trado em [8]. Portanto, alterando o valor da massa da particula mais vinculada é
possivel fazer com que estas segreguem na parte inferior do sistema (como o ocor-
rido no caso da figura 4.8). O diagrama de fases, obtido para diferentes valores
de v; (mantendo-se v, fixo) é mostrado na figura 4.9. Nesta figura é mostrado a

diferenca entre as alturas dos centros de massa dos perfis de densidades para as
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diferentes particulas. O padrao de segregacao normal acontece quando as parti-
culas mais vinculadas, no caso as particulas do tipo 1, encontram-se na porcao
superior do sistema (Ah = hl — h% > 0). Pode-se notar que para /7, ~ 4
o valor de Ah muda de sinal, indicando que agora o centro de massa do perfil
das particulas do tipo 2 estd mais acima, ou seja, as particula menores (menos

vinculadas) estdo na parte superior do sistema.

62



Figura 4.6: Diagrama de fases, 7, vs. 7, mostrando a linha que separa as regioes
de relaxagdo lenta (vitrosa) e rapida (fluida), onde p}' = p§ = py é parametrizado,

da Eq. 4.21.

P

Figura 4.7: Perfil para tempos longos no caso onde p§ = p = p., mas ¢; # ¢2. Os
demais paramtros sao H = 10, p. = 0.84, ¢; =4, ¢ = 3 e v = 72 = 2.302. Pode-
se observar na figura que o sistema apresenta uma configuragao de segregacao
normal, onde as particulas maiores (linha tracejada) estdo na parte superior do
sistema. Neste caso também vale que a soma dos perfis é igual ao obtido no caso

vidro

e N
flindn 3
NI
1 2 3
y;H

0.8

monodisperso (eq. 3.17). Da ref. [40].
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P

Figura 4.8: Perfil para tempos longos no caso onde os parametros do sistema
sao os mesmos da fig. 4.7, mas com a diferenca que v; = 67, = 13.812. Pode-se
observar nesta figura que o sistema apresenta uma configuracao de segregacao
reversa, oposta a da fig 4.7, onde as particulas maiores (linha tracejada) estao na
parte inferior do sistema. Da ref. [40].

2 . T T T T
1+ . Seg.Reversa 1
g L |

= 0
q L |

-1+ Seg.Normal ) . 1

_2 1 1 1 1

0 2 4 6 8 10

Y1

Figura 4.9: Diferenca entre as alturas dos centros de massa das duas espécies
de particulas, Ah = h! — h? . contra v; (medido em unidades de 7,) onde
Yo = 2.302 é mantido fixo. Os demais parametros sao os mesmos da figura 4.7.

Da ref. [40].
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Capitulo 5
Conclusoes

As véarias semelhancas entre meios granulares e sistemas vitrosos (relaxagio lenta,
ciclos reversiveis-irreversiveis, efeitos de memoaria, aging, etc.), fizeram com que
modelos destes ultimos fossem usado na tentativa de descri¢do dos primeiros |14,
17, 18, 19, 20, 21, 22].

Em particular, apresentamos (cap 2) algumas propriedades estaticas e dina-
micas do modelo de Kob e Andersen [16]. O ingrediente chave destes modelos
é a restricao do volume livre implementada através de um vinculo cinético. As
particulas do sistema sao nao interagentes, mas respeitam a condicao de repulsao
de caroco duro. Isto faz com que a termodinamica do sistema seja trivial e que
todos os aspectos interessantes sejam puramente dinamicos. No caso homogéneo
(isto é, sem gravidade) e com um ntmero fixo de particulas, pode-se estudar a
difusividade em funcao da densidade do sistema. Esta se anula como uma lei de
poténcia a medida que a densidade se aproxima de um valor critico, p., de acordo
com as predicoes tedricas [24]. O modelo KA pode ser generalizado de forma a
incluir o campo gravitacional [14], também bem descrevendo as propriedades de
compactacao de um meio granular. Os resultados estao de acordo com a lei de
compactacao logaritmica proposta na ref. [3] a partir de dados obtidos experi-
mentalmente. Além disso, quando ha dois tipos de particulas no sistema (com a
mesma massa e vinculos cinéticos diferentes) a diferenga de mobilidade entre es-
tas faz com que o sistema apresente o fendmeno de segregacao, onde as particulas
maiores (mais vinculadas) estdo na parte superior do sistema, enquanto que as
menores (menos vinculadas) preferem a por¢ao inferior.

A difusividade, como funcao da densidade, serve de ingrediente para uma
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equagao de transporte macroscopica (cap. 3), permitindo a predigao da localiza-
¢ao especifica da transicao de jamming e a anélise do comportamento do sistema
na sua vizinhanca. Esta equacao foi obtida usando-se a aproximacao de densi-
dade local e a evolucao temporal da densidade de particulas no gas de rede na
presenca do campo gravitacional (e também na sua auséncia) é completamente
controlada pela mobilidade das particulas no modelo correspondente sem gra-
vidade. Os resultados indicam um bom acordo entre os perfis obtidos com as
simulagoes e os obtidos analiticamente. Também foi mostrado que para uma
mobilidade do tipo lei de poténcia, a densidade do bulk relaxa também como
uma lei de poténcia. Por outro lado, quando a mobilidade segue uma lei do tipo
Vogel-Fulcher, é encontrada uma compactagao logaritmicamente lenta. Devido a
janela de tempo finita, os dados obtidos com a simula¢do de Monte Carlo [14],
bem como os experimentos [3], sdo consistentes tanto com a relaxagao do tipo lei
de poténcia quanto com a do tipo logaritmica.

Por fim, baseados nos resultados precfedentes, o modelo foi generalizado para
considerar um gas de rede composto de dois tipos de particulas. A partir do fun-
cional da energia livre de Helmholtz, obteve-se um sistema de equacoes de difusao
nao lineares acopladas, que, quando ntegrado numericamente, bem descreve os
fenomenos de segregacao normal e reversa em um sistema granular agitado verti-
calmente. O mecanismo de segregacao estudado é puramente dinamico e baseado
na diferenca entre as mobilidades das particulas. Este mecanismo é similar ao
de percolacdo [5], visto na introducdo, onde as particulas menores, sendo mais
moveis, tem uma facilidade maior para descer do que as maiores (segregagao nor-
mal). Foi mostrado que quando a massa das particulas maiores é aumentada,
ocorre o fendmeno inverso, no qual estas se apresentam na parte inferior, o que
estd de acordo com o diagrama de fase proposto na ref. [8].

A abordagem analitica desenvolvida neste trabalho apresenta algumas limi-
tacoes. FKEntre as propriedades vistas na simulacao que nao sao devidamente
descritas pelas teoria, estao: existéncia de uma camada mais densa entre o bulk e
a interface e as oscilacoes dependentes do estado inicial na parte inferior do sis-
tema. Isto pode ser uma conseqiiéncia da aproximacao de densidade local que foi
utilizada para a mobilidade. Uma aproximacao do tipos densidade ponderadas
pode ser capaz de dar conta destes aspectos.

Em sistemas reais que sao vibrados verticalmente, a energia é injetada na
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parte inferior do sistema, enquanto que no nosso caso, ela é recebida de uma forma
analoga a um banho térmico. Nos sistemas reias, esta energia ¢ dissipada devido
as colisoes inelasticas entre as particulas & medida que o seu fluxo sobe. Entao
estabelece-se um gradiente de temperatura no sistema. Entretanto, em sistemas
granulares densos as frustragoes geométricas sao muito mais importantes do que
a dissipacao de energia, o que permite reproduzir resultados de compactagao
e segregacao simplesmente ignorando os mecanismos de dissipacao e injecao de
energia no sistema.

Alguns pontos do trabalho ainda precisam ser explorados, como por exemplo,
a obtencao do diagrama de fase para o caso onde o sistema é fechado. Além disso,
é importante determinar qual o parametro que controla a natureza da segregacao
(reversa ou normal). Resultados preliminares indicam que ndo é simplesmente
a razdo entre os 7;. E também necessario que se explore mais a dinamica da
segregacao, por exemplo, determinando os expoentes com os quais as densidade
atingem seus valores assintoticos nas diferentes regioes do sistema (ver fig. 4.7) e
do espaco de fase.

E importante ressaltar que existem outro modos de diferenciar os dois tipos
de particulas no nosso modelo. Uma possibilidade é usando as densidades criticas
diferentes, apesar das complicagoes numéricas envolvidas. Neste ponto é interes-
sante realizar uma série de simulacoes detalhadas com o modelo KA com dois
tipos de particulas, no caso sem gravidade, para a obtencao de uma forma mais
precisa para as mobilidades e com isto comparar os métodos aqui desenvolvidos
com os resultados de simulacao no caso onde a gravidade esté presente.

Experimentos recentes [41] mostram que a presenca do fendmeno de segrega-
cao reversa é inibido quando a altura de preenchimento do recipiente é muito alta.
Por outro lado, o diagrama de fase proposto por Hong et al [8] ndo depende desta
altura de preenchimento e uma anéalise do que acontece nestas circunstancias no
modelo aqui descrito seria interessante.

Outro ponto interessante é obtencao de um funcional de energia livre de
Helmholtz que leve em conta o tamanho das particulas ao invés de considerar
que estas ocupam apenas um sitio da rede.

Como conclusao, a equacao nao linear de difusao e os modelos cineticamente
vinculados, apesar de sua simplicidade, parecem capturar os principais aspectos

da dindmica de materiais granulares densos e com isto, provéem ferramentas de
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trabalho nas quais o fenomeno da relaxacao lenta pode ser entendido.
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Apéndice A

Dinamica da compactacao

A.1 Coeficiente de difusao do tipo lei de poténcia

A equacao de difusao nao linear que governa a dinamica do sistema é

dp _ 9 [ TI(p) 9p
onde o coeficiente de difusao é dado pela lei de poténcia
p ¢
T(p) = <1 — —) . (A.2)
Pe
Fazemos a seguinte troca de variaveis
t
A(s 1) =1 - P& (A.3)
Pe
e, com isto,
p = p.—pA (A.4)
0A 1 dp
= - __ £ A5
0z p. 0z (4.5)
0A 1 dp
—_— = —— = A6
ot p. Ot (4.6)
L(p) = A%z,1) (A7)
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substituindo estas expressoes na equacao de difusao, obtemos

oA 9 [ AY ZNUY

Por ~ dz [ 1—p P o2 TP
0A d [ A? 0A

= = | —=  (_,= A? A —

P 8z_l+pcA—pc< pcaz>+7 (e pc)]
0A d [ 0A 0A
_ ~ = AP — AT AP+ A?
ot &_O< &>+o< w>+0( )+O()}

onde foi usado que

1 1
l—p  1-p+pA
1 1
L= pe 1+ £

Ficando apenas com os termos de menor ordem em A, O (A¢),

0A 0

—PCE = &[VPCAQS]
0A 0
= = N ¢
ot oz [47]

Usando a solucao de escala proposta no cap. 3

Az, t)=f (t%)
com u = % e substituindo na eq. (A.12)
z _ 1
o)y = e £ ) f)
—oztoil = —wﬁf‘“(U)tla

vadft - f¢i1(tia>‘
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(A.9)

(A.10)

(A.11)

(A.12)

(A.13)

(A.14)

(A.15)

(A.16)



Se a = 1, a relagao acima é satisfeita

16)=(5)7 60" a1

E retornando a expressao com as densidades

p = p.—p.A(z,t) 1 (A.18)
s = -0 (5)(E)7 (A.19)

A.2 Coeficiente de difusao do tipo lei de Vogel-
Fulcher

Para um coeficiente de difusao do tipo

a

[(p) =e ve=r, (A.20)
obtém-se
Alzt) = 1- p(;’t) (A.21)
a 1
['(p) = exp (——1 — ﬁ) (A.22)
Pe e
a
['(p) = exp <_p A> (A.23)
P = p.— pA. (A.24)
Como na se¢ao anterior:
A 0 [ews DA o
05 = 5 | () e ”] 429
AN o [ewa oA [0A e
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mantendo apenas os termos de ordem A e desconsiderando os termos proporcio-
nais a derivada 0A/0z

0A 0 a

2 e (L) .

onde b = a/p.. Usando novamente uma funcao de escala do tipo

Alz,t) = f (t%) (A.29)

e substituindo na equagao acima

y 2 O _b
—af i = _7&[@ f] (A.30)
v (b , 1
= —7e f <F> t_a (A31)
a; = ’ye?’%. (A.32)

Para que este resultado seja uma funcao da razao z/t®, «a deve ser igual a 1. Ou

seja:
z b _»
z b
ln(;> = lytlnb—2mnf o (A.34)
em primeira ordem, fico apenas com o ultimo termo,
b
A= (A.35)

(%)

reescrevendo em termos da densidade e substituindo b, obtenho a lei de compac-

tacao logaritmica

. b
p = pot+-L (A.36)

(A.37)
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