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Resumo

E discutida a maneira matemadtica que se conhece para medir a combinagdo de
previsibilidade com imprevisibilidade em melodias. Comenta-se o que ha de
comum, estatisticamente, nas composi¢oes musicais.

I. Introducao

A geometria fractal tem permeado, desde sua criagdo, uma extensa gama de areas
do conhecimento humano. Em particular, as fungdes fractais sdo muito presentes na andlise de
fenomenos que apresentam flutuagdes no tempo.

Musica ¢ um desses fendmenos. Apresentamos, aqui, o tipo de fung¢do fractal — o
chamado ruido //f— que se mostrou capaz de bem descrever as flutuagdes em linhas melodicas.

I1. Funcdes Fractais

Fomos educados olhando o mundo sob a dtica da geometria euclidiana. Hoje,
comeca a ficar claro que existe uma Otica mais abrangente, a geometria fractal, introduzida por
Benoit MANDELBROTY, em 1975. O trabalho inicial de Mandelbrot foi a unificagdo ¢ a
aplicacdo de muitos trabalhos antigos (de Cantor, por exemplo) sobre fun¢des especiais que nao
sdo derivaveis em nenhum ponto.

Qualitativamente, podemos dizer que um objeto fractal é um objeto rugoso, com
suas rugosidades aparecendo em qualquer escala de comprimento. Esta ultima caracteristica — a
de possuir uma estrutura invariante sob mudang¢a de escala — é conhecida como auto-
similaridade.

Um bom exemplo é o das fronteiras geograficas, ou da costa de um pais. E
conhecido o problema da divergéncia entre diferentes medidas de uma mesma fronteira. O que se
verifica ¢ que medidas de comprimento de uma curva apresentam resultados diferentes quando
realizadas com réguas de tamanhos diferentes (ou, melhor dizendo, realizadas com resolugdes
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diferentes). Em uma curva muito recortada, haverd muitos pequenos trechos que deixardo de ser
“vistos” por uma régua maior.

Somos levados a pensar que, quanto menor a régua utilizada, “melhor” serd o
resultado da medida, no sentido de estar mais proximo de seu valor “real”. De fato, isto ocorre
para uma curva “suave”. Ja para curvas fractais, recortadas em qualquer escala de comprimento, a
medida do comprimento tem uma dependéncia com o tamanho da régua da forma

Lgd85,8—>0 (1)

onde L, ¢ a medida realizada com a régua de comprimento € ¢ & ¢ um expoente
caracteristico da curva medida. A relacdo vale assintoticamente, no limite de tamanhos de régua
pequenos.

Quando a curva ¢ “suave” (ou seja, ndo fractal — objetos ndo fractais sdo chamados
compactos), i.c., tem um comprimento bem determinado, o expoente 3 sera nulo, ja que a medida
independera do comprimento da régua, no limite de réguas pequenas. Nos demais casos, o
expoente sera negativo (a medida sempre aumentard com a diminui¢do da régua) e ¢ usual fazer-
se

§=1-D, )

onde D serd um nimero maior que a unidade (D = 1, para curvas “suaves”). Este
numero ¢ a dimensdo fractal da curva: uma linha compacta tem dimensdo fractal igual a 1,
coincidindo com sua dimensdo euclidiana. Este pardmetro d4 uma medida do aspecto mais ou
menos recortado da curva.

O tema objetos fractais ¢ inesgotavel, atualissimo, e remetemos o leitor interessado
a bibliografia (refs. (1), (2), (3), p. ex.), atendo-nos no momento as fungdes fractais .

Chamamos de fungdes fractais aquelas fungdes que, sendo continuas em um certo
dominio, ndo sdo derivaveis em nenhum ponto do dominio. O grafico de uma dessas fung¢des é
uma curva fractal. Um exemplo simples é a série

c = il‘LS(y’) 3)
—~ y(2*D)n

com 1<D<2ey> 1, conhecida como fung¢io de Weierstrass-Mandelbrot®.

Esta fun¢@o ¢ continua, mas sua derivada ¢ uma série divergente, para qualquer
valor de t real.

A relacdo

Cm=y""ca @)

¢ satisfeita para a funcdo. Esta é uma relacao de escala e reflete o fato de que o grafico da fungao

em um intervalo qualquer [z); ] (t, arbitrario) ¢ o grafico da fungdo no intervalo [t_O; t]
v

ampliado pelos fatores v, na dire¢io horizontal, e #° ™, na diregdo vertical.
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A funcdo (3), portanto, apresenta uma auto-similaridade com fatores de escala
diferentes para cada uma das dire¢des coordenadas. Isto caracteriza o que ¢ chamado de auto-
afinidade (“self-affinity”’) da fungdo. A funcdo de Weierstrass-Mandelbrot ¢ uma curva fractal
auto-afim (“self-affine”) .Sua dimensao fractal é o parametro D.

Outro exemplo de fungdo fractal é a que representa a coordenada, como fun¢do do
tempo, de uma particula em movimento browniano unidimensional. Em uma dimensao, este
caminhante aleatério (“random-walker”) terd, a cada novo passo, um acréscimo de determinado
comprimento a sua coordenada, que podera ser positivo ou negativo. Aqui, a fractalidade vale até
um limite inferior para a auto-similaridade, o que de resto acontece para qualquer objeto fractal
do mundo real, ndo puramente matematico. Também, a auto-similaridade (auto-afinidade, mais
corretamente) neste caso sera estatistica e ndo exata, caracteristica da maioria dos fractais da
natureza. A Fig. 3 ilustra uma possivel curva deste tipo, o chamado trago (“trace”) de um
movimento browniano. Se o eixo horizontal representa o tempo, o valor da fun¢do em cada ponto
sera a coordenada da particula (coordenada x, por exemplo) no instante considerado. No caso de
movimento browniano d-dimensional, para cada dimensao havera um trago correspondente.

II1. Correlagcao em Funcdes Fractais

Curvas como as das figuras deste artigo sdo fun¢des flutuantes estocasticas tipicas.
Quando se investiga um evento que tem uma evolugdo flutuante no tempo, uma questdo
importante que se coloca sempre é a de encontrar a correlacdo que existe entre os valores da
fungdo em dois instantes. Denotemos por F(t) uma funcdo flutuante estocastica. A medida da
correlagdo aludida sera dada pela fungéao correlagio K(s):

k() = (F(e JF() 5)

ondes=t"—te <> refere-se a média de ensemble. A densidade espectral de F

(ou seu espectro de poténcia) ¢ dada pela componente de Fourier J() a freqii€ncia angular o:

K(s):2f J(@)cos@s da , (6.2)
J(w):lf K(s)cos @ ds. (6.b)
7

As relagdes (6a — b) valem para K(s) real, que € o caso de nosso interesse. Daqui
para a frente, adotamos a variavel f (@ = 27f) para freqiiéncia e nos referimos a densidade
espectral J(f).

Fungdes estocasticas no tempo sdo, em geral, caracterizadas pela densidade J(f).

Um tipo muito corrente de funcéo flutuante estocastica é o movimento browniano
fracionario (“fractional Brownian motion”: fBm)®, um bom modelo para ruidos e processos
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aleatorios no tempo. O trago de um movimento deste tipo ao longo de uma coordenada ¢é
caracterizado por um parametro, geralmente chamado H, que compde o expoente da relagdo entre
variancia e tempo:

2
(AF? (At))afAd ™. @
AF(At) = F(t’)) — F(t’) ¢ o incremento da fungdo F(#) no intervalo de tempo
At =t — t’. O movimento Browniano usual € caracterizado por H =1/2. O movimento

browniano fracionario € uma fungdo auto-afim, ja que vale a relagdo
(AF? (rt))ar> (AF? (At)) (®)

se 1 é fator de escala no tempo, ' serd o fator de escala nos valores da funco.
O trago de um movimento browniano fracionario ¢ uma fungdo fractal com
dimens3o fractal®

D=2-H. ©)

Muitos ruidos sdo bem representados pelo tragco de um fBm, que tem um espectro
de poténcia apresentando a dependéncia com a freqiiéncia da forma

J(f)e flﬂ , (10)
onde
B=2H+ 1. (11)

Ruido com g = 0 (espectro de poténcia independente da freqii€ncia) ¢ chamado de
“ruido branco”, ndo apresentando nenhuma correlag@o. Traco de movimento browniano (H = 1/2)
tem a caracteriza-lo o expoente S = 2, e apresenta uma sensivel correlagdo no tempo.
Obviamente, uma situagdo intermedidria, com  f = [, retratara uma flutuacdo no tempo nem
totalmente descorrelacionada como ruido branco, nem tdo fortemente correlacionada como ruido
browniano: é a chamada flutuag¢do //f, ou ruido //f.

As figuras mostram exemplos destes trés tipos de funcdes flutuantes, que foram
tragadas segundo preceito publicado recentemente'”, e normalizadas. E evidente a mistura, na
Fig. 2, da total descorrelagdo apresentada pelo grafico da Fig. 1, com a mondtona correlagdo na
Fig. 3.
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IV. Musica como ruido 1/f

Em 1975, Richard F. Voss® constatou que, em composi¢des musicais, flutuagcdes
nas freqiiéncias das notas sdo flutuagdes //f. Ou seja, a fungdo correlagdo no tempo na seqii€éncia
de notas musicais da escala adotada em uma composi¢do musical apresenta uma transformada de
Fourier — espectro de poténcia — que depende da freqiiéncia como //f. Aqui, € importante ressaltar
que o espago de freqiiéncias onde se trabalha ao se proceder a transformag¢@o de Fourier ndo tem
nenhuma relagdo com as freqiiéncias das notas musicais de uma escala predeterminada. Também,
o mesmo tipo de flutuagdo //f € verificado no suceder de tempos e intensidades das notas
musicais.

E o6bvio que isto, por si sO, ndo ¢ musica. Se gerarmos um suceder de notas
correlacionadas do modo flutuagdo //f, esta “melodia” nos parecera a mesma, se ouvida de tras
para a frente. Mas é sobre melodias assim geradas que alguns compositores chegam a construir a
chamada “musica estocastica”: sobre uma linha meldodica gerada estocasticamente no
computador, a sensibilidade artistica do compositor introduz acordes, algumas regras de transi¢do
(ou rejeicdo), etc.

Podemos, entdo, dizer que musica é fractal, no sentido de possuir linhas melodicas
que sdo fungdes que apresentam flutuagdes no tempo que podem ser representadas por fungdes
fractais. Além do mais, Voss constatou que estas fungdes sdo tipicas flutuagdes I/f, tendo
analisado varias composic¢des, de culturas e épocas diferentes, da musica tradicional japonesa aos
Beatles, passando por Beethoven, “blues” americanos, etc. Exce¢des que fugiram ao padrao ruido
1/f ficaram com alguns poucos compositores modernos, como Stockhausen, onde as flutuagdes
melddicas se aproximam de ruido branco a baixas freqiiéncias.

Vale, aqui, assinalar a existéncia da pratica experimental, entre alguns compositores
atuais, da chamada mausica fractal. Neste caso, trata-se de trabalhos em que o artista se baseia,
por exemplo, em figuras fractais deterministicas, do tipo “conjunto de Mandelbrot™”, para
compor suas obras. Neste sentido, distingue-se musica fractal de musica nao fractal.

Um artigo de Martin Gardner® (um de seus ‘“Mathematical Games”) de 1978
apresenta uma bela maneira de se gerar uma seqiiéncia que flutua em //f, que qualquer leitor pode
reproduzir.

Nao s6 musica ¢ flutuagdo //f. A cada momento, fisicos que trabalham na area da
Fisica Estatistica encontram novos comportamentos tipo flutuagdo //f, para os mais variados
fendomenos. S6 para mencionar os mais interessantes®”: flutua¢des nas medidas de relégios
atdmicos, nos niveis de cheia de rios, nas correntes elétricas através de membranas nervosas, no
fluxo de veiculos em auto-estradas, no intervalo de tempo entre duas batidas do coragdo de um
individuo saudével, todas sao flutuagdes 1/f.

Podemos dizer, entdo, que em 1975, Richard Voss respondeu a pergunta que Platdo
e Aristdteles se faziam: “o que a arte imita?”’, pelo menos no que diz respeito a musica. Nao deve
ser muito ousado afirmar, hoje, que a musica “imita” o ritmo da natureza.
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V. Conclusdes

Musica, como muitas outras manifestagdes flutuantes no tempo, € ruido ///. A
descoberta de Richard Voss nos mostra que a musica tem algo em comum com fendmenos, os
mais diversos, do fluxo de veiculos ao batimento cardiaco. E este algo em comum é o
comportamento em //f do espectro de poténcia da funcio correlagdo do parametro que flutua no
tempo.

Talvez seja este um dos motivos que nos tornam a musica algo agradavel de ouvir.
Quando a crianga nasce, a mae a toma no colo, aconchegando-a no lado esquerdo do peito, onde
ela se acalmara ao som do bater do coragdo da mae. Nossa vida ¢ regida, do inicio ao fim, por
fendmenos que variam como ruidos //f.

Obviamente, gerar uma fungdo flutuante estocastica que represente um ruido //f
(como ¢ ensinado no artigo do Martin Gardner) ndo sera fazer boa musica.

O compositor estocastico toma como base uma linha melddica gerada
estocasticamente, e sobre ela trabalha com suas regras de transi¢@o e rejeicdo, elaborando seus
acordes, etc. So a sensibilidade de um compositor pode criar boa musica. A Fisica explica o que a
musica tem em comum com 0 meio que nos cerca. Para, além disso, precisamos dos artistas.
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