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Resumo

O presente trabalho discute formalmente varios aspectos da teoria de
copulas tanto no caso bidimensional quanto no caso m-dimensional. Sao
apresentados os principais teoremas da teoria de copulas, métodos recentes
e tradicionais para a construcao de cépulas, algumas copulas associadas a
funcionais do Movimento Browniano sao calculadas e alguns métodos de es-
timagao baseados em cépulas sao apresentados.

Abstract

The present work formally discusses several aspects of the copula’s theory
in the bidimensional case and in the m-dimensional case. Here we present
the main theorems, recent and traditional methods for copulas’ construction
and copulas associated with some functionals of the Brownian Motion. Some
traditional copula-based estimation methods are also presented.
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Introducao

Um dos problemas mais estudados concernentes a probabilidade e a es-
tatistica matematica é sem divida como lidar com a dependéncia entre duas
ou mais variaveis aleatérias e como caracterizar e modelar tal dependéncia.
Quando trabalhamos com dados reais, geralmente impomos restri¢oes ao tipo
de dependéncia com que estamos tratando, ja que uma estrutura de de-
pendéncia arbitraria é matematicamente intratavel. Para abordar este tipo
de problema, muitas ferramentas e técnicas foram desenvolvidas com o pas-
sar do tempo. As copulas sao uma dessas ferramentas. O desenvovimento
da teoria de copulas nos ultimos anos ocorreu especialmente devido ao im-
pulso recebido em campos como estatistica, financas e ciéncias atuariais, onde
muitas aplicagoes importantes foram descobertas.

Grosseiramente falando, cépulas sao fungoes que ligam uma funcao dis-
tribuicao m-dimensional as suas marginais de qualquer dimensao. Sua histéria
esta intimamente relacionada ao desenvolvimento da teoria de espagos métri-
cos probabilisticos. A necessidade de se definir um analogo probabilistico a
desigualdade triangular deu origem ao estudo da teoria de cépulas. O princi-
pal resultado dentro desta teoria, o Teorema de Sklar (veja o Teorema 1.3.1),
bem como outros resultados importantes concernentes a teoria de copulas,
foram provados nesta época, que culminou com o langamento, em 1983, do
livro “Probabilistic Metric Spaces” de B. Schweizer e A. Sklar (veja Schweizer
e Sklar, 2005 para uma introducao a histéria do desenvolvimento da teoria
de espagos métricos probabilisticos). Apds isso, as cépulas permaneceram
esquecidas por alguns anos, até serem redescobertas na década de 90. Desde
entao o interesse no assunto tem crescido rapidamente.

Conforme exposto acima, copulas sao funcoes que fazem a conexao entre
uma funcao de distribuigao e suas marginais de qualquer dimensao. Uma
das caracteristicas mais atraente e importante das copulas é que estas, soz-
inhas, possuem todas as informacgoes relevantes a respeito da estrutura de
dependéncia entre as variaveis aleatorias em questao. Isso permite que as
cépulas sejam ferramentas flexiveis na modelagem de funcoes de distribuigao
e suas marginais. Além disso, cépulas sao interessantes também na con-
strucao de medidas de dependéncia livres de escala. Varias aplicacoes de
copulas foram descobertas nos tltimos anos substituindo, inclusive, certos



métodos classicos. Um exemplo cléssico é o da féormula de Black-Scholes, sub-
stituida por ferramentas baseadas em cépulas (veja Cherubini et al., 2004).

Esta dissertagao tem por objetivo apresentar uma revisao bibliografica
sobre cépulas envolvendo teoria e aplicacoes. O assunto é exposto de uma
maneira formal apresentando provas a quase todos os resultados presentes
no texto. Sempre que possivel, apresentamos provas diferentes daquelas en-
contradas na literatura basica do assunto. Nos preocupamos também em
apresentar aspectos da teoria que nao estao a disposicao nos poucos livros
sobre o assunto, mas que se encontram em artigos da area, procurando sem-
pre tornar a teoria e as provas mais detalhadas do que nos respectivos artigos.

O trabalho é dividido como segue. O Capitulo 1 trata das propriedades
gerais das copulas. Introduzimos inicialmente os conceitos necessarios ao
trabalho com copulas apresentando, a seguir, os principais resultados con-
cernentes as copulas, incluindo o Teorema de Sklar. Apresentamos também a
transformada integral de probabilidade e a representagao canonica de cépulas.
No final do capitulo tratamos da teoria de cépulas m-dimensionais incluindo
0s principais teoremas.

O Capitulo 2 trata da construcao de copulas. Apresentamos as con-
strucoes da Familia Ali-Mikhail-Haq, Familia Plackett, a construcao de Dolati
e Ubeda-Flores e a construgao da Familia Arquimediana de cépulas.

O Capitulo 3 trata da teoria de cépulas em relagao a funcionais do Pro-
cesso de Movimento Browniano. Iniciamos o capitulo com uma breve in-
trodugao aos processos de Markov a tempo continuo e Movimento Browniano.
Nas secoes seguintes é calculada a copula associada ao Movimento Browni-
ano e seu maximo e do maximo do Movimento Browniano e o seu tempo de
primeira chegada. Muitos dos resultados desse capitulo sao inéditos e serao,
posteriormente, preparados em forma de artigo para submissao a revista in-
ternacional.

O Capitulo 4 trata do calculo da estrutura de covariancia, via Lema de
Hoeffding, de familias de copulas reparametrizadas convenientemente. Este
capitulo deu origem ao trabalho Lopes e Pumi (2006).

O Capitulo 5 apresenta varios métodos de estimagao baseados em copulas
como o método da Méxima Verossimilhanga, o método IFM (Inference for
the Margins), o método da Pseudo-Verossimilhanga, um método de estimacao
baseado na medida de associagao conhecida por 7 de Kendall e um método
de estimacao em Familias Arquimedianas.

As conclusoes finais referentes a esta dissertacao sao apresentadas no
Capitulo 6.



Capitulo 1

Coépulas

O que sao cépulas? A grosso modo podemos dizer que copulas sao fungoes
que ligam funcoes de distribui¢coes multivariadas a suas marginais. Equiva-
lentemente podemos dizer que copulas sao funcgoes de distribuigoes cujas
marginais sdo uniformes no intervalo [0, 1]. Suponha que dispomos de duas
variaveis aleatdrias X e Y, com funcdo de distribuicdo F(z) = P(X < z)
e G(y) = P(Y < y), respectivamente, e fungao de distribui¢do conjunta
H(z,y) = P(X < 2,Y < y). Dado um ponto (z,y) € R? podemos asso-
ciar a ele trés nimeros: F(x), G(y) e H(z,y). Note que cada um desses
nimeros pertence ao intervalo [0,1]. Assim, para cada ponto (z,y) € R?
associamos um par (F(z),G(y)) € [0,1] x [0,1], e a este par ordenado corre-
sponde um nimero H(z,y) € [0,1]. Essa correspondéncia que, para cada par
ordenado de valores das fungoes de distribuicao individuais, atribui o valor
da distribuigdo conjunta é de fato uma fungao (e vamos provar isso) a qual
chamamos de cépula.

E claro que nenhuma das idéias acima ¢ uma definicao. Na préxima se¢ao
vamos introduzir alguns conceitos basicos para a definicao de copulas.

A importancia e o recente crescimento do interesse na teoria de cépulas
muito se deve ao fato de as cépulas ligarem uma funcao de distribuicao
m-dimensional as suas marginais de qualquer ordem de forma que todas
as informacoes relevantes sobre a estrutura de dependéncia ficam unica-
mente caracterizadas pela copula em questao. Este fato permite as cépulas
uma flexibilidade muito grande na modelagem de fungoes de distribuicoes
e suas marginais. Além disso, as cépulas sao ferramentas interessantes na
construcao de medidas de dependéncia livres de escala, na simulagao de
familias de distribui¢oes m-dimensionais, na modelagem de dependéncia en-
tre variaveis aleatorias, etc.



1.1 CONCEITOS PRELIMINARES

Neste trabalho, denotaremos por R a reta real (—oo,00). Um retangulo em
R? é o produto cartesiano R de dois intervalos fechados, i.e., R = [11, Z] X
[y1,y2]. Os vértices do retangulo R s@o os pontos (x1,y1), (21,y2), (2, y1),
(72,y2). Também denotaremos por I* o quadrado unitario I x I = [0, 1] x
[0,1]. Uma funcao f: S C R? — R serd chamada de 2-fung¢do real.

Definicao 1.1.1. Sejam S; e Sy dois subconjuntos nao-vazios de R, e seja H
uma fungao cujo dominio seja Dom(H) = Sy x Sy. Seja R = [x1, 23] X [y1, y2]
um retangulo cujos vértices estejam contidos em Dom(H ).

Definimos o H-volume de R por

Vi(R) = H(z1,y1) + H(z2,y2) — H(w1,92) — H(72, 1) (1.1)

Definicao 1.1.2. Uma 2-funcao real H ¢é dita ser 2-crescente se Vy(R) > 0
para todo retangulo R cujos vértices estejam contidos em Dom(H).

Observacao 1.1.1. Alguns autores se referem a fungoes 2-crescentes por
fungoes quase-mondtonas.

Conforme mostra os préoximos exemplos, uma funcao H ser 2-crescente
nao implica nem ¢é implicado por H ser nao-decrescente em cada argumento.

Exemplo 1.1.1. Considere a fungao definida em I? por H(z,y) = (1—z)(1—
y). E claro que H é ndo-crescente em cada um dos seus argumentos. Porém,
dado o retangulo R = [x1, Zs] X [y1,ys] C I?, temos

Va(R) = (I—z1)(1—p1) + (1 —22)(1—y2) = (1 —21)(1 — )
—(1 = 22)(1 =)
= (I=2)(y2—y) + (1= 22) (1 — 1)
= (2 —y)(w2 —21) 2 0.

Logo, H é 2-crescente.
Exemplo 1.1.2. Considere a fungao H(z,y) = In(z +y + 1) definida em 2.

E claro que H é crescente em cada um de seus argumentos, mas,

Vi ([1/2,1] x [1/2,1]) = In(2) +1In(3) —In(5/2) —In(5/2)
= 3In(2) +In(3) — 2In(5)

24
= In| = )
n<25><0

Logo, H nao é 2-crescente.



Exemplo 1.1.3. Considere a fungao definida em I? por H(x,y) = e**V. E
claro que H é crescente em cada argumento. Além disso, dado o retangulo
R — [xlal‘Q] X [91792] g ]27

6LE1-|—y1 + eﬂf2+y2 o 6L181-|—y2 T2+Y1

VH(R) — €
— 6x1<€y1 _ ey2> + %2 (6y2 _ 6y1)

= ("™ —e")(e”? —e¥) > 0.

Logo, H é 2-crescente.

Sejam S; e Sy subconjuntos nao-vazios de R e suponha que S; tenha
um elemento minimal a; e um elemento maximal b; e que S, possua um
elemento minimal as e um elemento maximal b,. Dizemos que uma funcao
H : Sy xSy — R é grounded quando H(z,as) = 0 e H(ay,y) = 0 para
todo (z,y) € S1 x Sy e dizemos que a fungao tem marginais F : S; — R e
G : 99 — R dadas por

F(z) = H(z,by)
G(y) = H(by,y)-

Exemplo 1.1.4. Considere a fungao H com Dom(H) = [0,1] x [0,00)
definida por

elfx
H(x,y) =xy |e ¥+ )
() =ay e+ 7]

Entao, H é grounded e tem marginais

i Yy - Y —x
Fe) = oo = e |3 | <t

Gly) = H(Ly)Zy{e‘Hy—Jlrl]

No préximo teorema (veja Nelsen, 1999, pédgina 7) provamos que uma 2-
funcao real que seja 2-crescente e grounded também é nao-decrescente em
cada argumento.

Lema 1.1.1. Sejam Sy e Sy dois subconjuntos nao-vazios de R e seja H
uma func¢ao 2-crescente e grounded cujo dominio seja S; X So. Entao, H é
nao-decrescente em cada argumento.

Prova: Sejam xq,75 € S1 € y1,y2 € Ss tais que x1 < w9 € y; < y3. Vamos
provar primeiramente que a fungao,
f:89 — R
t H(tayQ) - H(tayl)



é nao-decrescente em S e a funcao,

g:5% — R
t —— H(xy,t)— H(xy,t)

é nao-decrescente em Ss.

Para isso, note que, como H é 2-crescente, Vi (R) > 0 qualquer que seja o
retangulo R cujos vértices estejam contidos em S; X Sy. Sejam ty,t, € 5
com t; < ty. Assim,

flta) = f(t1) = H(ta,y2) — H(ty,y1) — [H(t1,y2) — H(t1,y1)]
= Vu([t1,t2] x [y1,92]) > 0.

Logo, t; < ts = f(t1) < f(t2), o que prova que f(-) é nao-decrescente
em S;. Analogamente prova-se que g(-) é nao-decrescente em Ss. Seja a; o
menor elemento em S e sejam y1, Yo € Sy com y; < yo. Dessa forma,

f(t) = flar) = H(t,y2) — H(t,y1) — [H(a1,y2) — H(a1,y1)] > 0,

para todo t € S;. Como H é grounded, temos que H(ay,y1) =0 = H(ai,ys).
Logo,
y1 < yo = H(t,y1) < H(t,y2), paratodot € S;.

Isto prova que H é nao-decrescente no segundo argumento. A prova para o
primeiro argumento é analoga. ]

1.2 COPULAS

Nesta secao vamos definir formalmente cépulas e provar algumas de suas
propriedades mais importantes. Provaremos que as copulas sao fungoes uni-
formemente continuas, Lipschitzianas e que possuem derivadas parciais em
quase toda a parte. Vamos mostrar também que o subconjunto do espacgo das
funcoes continuas de I? — I, formado por todas as cépulas é um conjunto
convexo.

Definigao 1.2.1. Uma cdpula bidimensional (ou 2-cdpula ou simplesmente
cépula) é uma fungao C' : I* — I grounded, com marginais u e v e 2-crescente.
Equivalentemente, uma cépula é uma funcao C' : I? — I com as seguintes
propriedades:

(i). Para todo u, v em I,

C(u,0) =0=C(0,v), (1.2)

Clu,1)=u e C(l,v) =v; (1.3)



(ii). Para todo retangulo R = [uy,v1] X [ug, vo] C I?,
V0<R) == C(Ul,UQ) + C(Ul,Ug) — C(Ul,?}g) — C(Ug,@l) 2 0. (14)
O proximo teorema estabelece a continuidade uniforme das cépulas. Note

primeiramente que, pelo Teorema 1.1.1, uma cépula é nao-decrescente em
cada um de seus argumentos e, portanto, por (1.3), é limitada.

Teorema 1.2.1. Seja C uma copula. Entao C € uniformemente continua
em I2.

Prova: Sejam uq, us, v1, v9 € I. Vamos provar inicialmente que C' satisfaz
a condicao de Lipschitz. Pela desigualdade triangular temos que,

|C(ug, v9) — C(uy,v1)| = |C(ug, v2) — C(uy,ve) + C(uy, v2) — Cluy, vy)|
S |C(U27’U2) - C(U17U2)| + |C’(u1,vg) - C(ul,U1)|. (15)

Suponha u; < ug e considere o retangulo Ry = [ug, us] X [vg, 1], assim,
Vo(Ry) = C(uq,vg) — C(ug,v9) + ug — ug > 0.
Segue do Lema 1.1.1 e da equacao acima que,
0 < Clug,ve) — C(uy,v2) < ug — uy. (1.6)
Suponha uy < u; e considere Ry = [ug, u1] X [vg, 1] temos,
Vo(R2) = C(ug, v) — C(uy,ve) + uy — ug > 0.

Segue da equacao acima e do Lema 1.1.1 que,

0 > C(ug,ve) — Clug,vy) > us — uy. (1.7)
Juntando (1.6) e (1.7) obtemos,
|C (ug, v2) — C(uy,ve)| < |ug — uy. (1.8)
Analogamente prova-se que,
|C(uy,v9) — Cug,v1)| < Jug — vy (1.9)
Substituindo (1.8) e (1.9) em (1.5) obtemos,
|C (ug, v2) — C(uy,v1)| < |Jug — uq| + |vg — vy]. (1.10)
Denotando por || - ||s a norma da soma em R?, de (1.10) segue que,

|C (ug, v2) — Cug,v1)] < | (u2,v2) — (ug,v1) ||s -

O que prova que C' é Lipschitziana (com constante de Lipschitz igual a 1) e,
portanto, uniformemente continua. ]

Além de uniformemente continuas, as cépulas também sao diferenciaveis
em quase toda a parte em relagao a medida de Lebesgue, como mostra o
préximo teorema.



. . ~  9C(u,w) 9C (u,v) .
Teorema 1.2.2. Seja C uma copula qualquer. Entdo, =5~ 5, €Tis-

tem em quase toda a parte de I, tomam valores em I e sao nao-decrescentes
em quase toda a parte.

Prova: A existéncia das derivadas parciais é imediata ja que, pelo Lema
1.1.1, uma coépula é nao-decrescente em cada argumento e fungoes nao-
decrescentes em intervalos compactos sao diferencidveis em quase toda a
parte (veja Fernandez, 1976, pagina 154). Pela equagao (1.10), fixado u €
[0,1], se v € (0,1) temos,

C(u,v+h) — C(u,v)

lu—u| +|v+h—v]

<1 <1 1
0= B0 h = h ’
em quase toda a parte, ou seja,
0< 0C (u,v) <1,
ov

para quase todo v € (0, 1). Usando-se limites laterais na desigualdade acima
prova-se que a desigualdade vale para quase todo v € [0, 1]. Analogamente
prova-se a desigualdade para %Z’”). Tomando-se v; < vy e usando (1.7),
o Teorema 1.2.1 garante que a fun¢ao u +—— C(u,ve) — C(u,v;) é nao-

decrescente. Logo, a fungao,
0 (C(u,vy) — C(u,v1))
ou ’
estda bem definida e é nao-negativa em quase toda a parte em I. Pela lineari-
dade da derivada segue que,

(9(0(71 Ug) — O(U Ul>) 8 8
0< ’ ’ = — C(u,v9) — — C(u,vy).
- ou ou (1, v) ou (1, 01)
Logo,
0C (u,vy) _ 0C(u,vq)
v < v < )
=" ou - ou
em quase toda a parte de I. Analogamente prova-se que % é nao-
decrescente em quase toda a parte. Uma prova um pouco diferente, porém
mais curta, pode ser encontrada em Nelsen (1999), pdgina 11. ]

Exemplo 1.2.1. A funcio M : I? — I dada por M(u,v) = min{u,v} é
uma copula. E evidente que M é grounded e possui marginais u e v. Para
provar que M é 2-crescente considere o retangulo R = [uy, v1] X [ug, vo] C T2
Teremos 6 casos distintos para analisar, dependendo da ordem entre u;, vy,
Uy € V.

Se v1 < uy temos,

Vi(R) = min{uy, ug} + min{vy, vo} — min{uy, vo} — min{wvy, us}

= U1+U1—U1—U1:0.



Se vy < uq temos,
Vir(R) = ug + vy — ug — vg = 0.

Se w1 < uy < v; < vy temos,

Vir(R) =uy + vy —up —vp = v —ug > 0.
Se uy < up < v < vp temos,

Vir(R) = ug + vg — ug —ug = vy —ug > 0.
Se us < up < v < vy temos,

Vir(R) = ug +v; —up —ug = vy —ug >0,
Se u; < uy < vy < vp temos,

Vir(R) = uy + vy — up — ug = v — ug > 0.

Logo, Vis(R) = max{0, min{vy, vo} — max{uy,us}} > 0 em qualquer caso,
o que prova que M é 2-crescente e, portanto, uma cépula. A cépula M é
chamada limite superior de Fréchet-Hoeffding.

Exemplo 1.2.2. A fungao W : I? — I dada por W (u,v) = max{u+v—1,0}
é uma cépula e é chamada de limite inferior de Fréchet-Hoeffding. E facil ver
que W ¢é grounded e tem marginais u e v. Para provar que W ¢é 2-crescente
usa-se procedimento andlogo ao do exemplo anterior.

As copulas M e W apresentadas nos Exemplos 1.2.1 e 1.2.2 sao conheci-
das como limites inferior e superior de Fréchet-Hoeffding, respectivamente,
devido ao teorema a seguir (veja Nelsen, 1999, pagina 8):

Teorema 1.2.3. Seja C' uma copula qualquer e sejam W e M os limites
inferior e superior de Fréchet-Hoeffding, respectivamente. Entao, para todo

(u,v) € I?,

Wi(u,v) < C(u,v) < M(u,v). (1.11)
Prova: Seja (u,v) € I?. Em virtude do Lema 1.1.1, C' é nao-decrescente em
ambos os argumentos e assim,

Cu,v) <C(u,1)=u e Clu,v) <C(l,v) =,
o que estabelece C'(u,v) < min{u,v} = M (u,v).
Por outro lado, como C' é 2-crescente, segue que,
Vo([u, 1] x [v,1]) = C(u,v) +C(1,1) — C(u, 1) — C(1,v)
= Clu,v)+1l—u—v>0 <~
C(u,v) > u+v-—1. (1.12)
Além disso, como C é nao-decrescente e grounded, temos que C(u,v) > 0

qualquer que seja (u, v) € I?, desigualdade que combinada a (1.12) estabelece
C(u,v) > max{u+v —1,0} = W(u,v). O



Exemplo 1.2.3. Sejam C; e C; copulas quaisquer. Considere a fungao
C, definida em I?, dada por C(u,v) = Ci(u,v) + Cs(u,v). Note que C é
grounded, 2-crescente e é nao-decrescente em ambos argumentos. Porém C
falha em ser uma cépula pois tem marginais 2u e 2v.

Exemplo 1.2.4. Sejam C; e (5 copulas quaisquer e considere o € [ e a
fungao C, definida em 1%, dada por C(u,v) = aCi(u,v) + (1 — a)Cq(u,v).
Novamente ¢ facil ver que C' é grounded, possui marginais u e v e é 2-crescente.
Sendo assim, C' é uma cépula, quaisquer que sejam as copulas C; e Cr e a € 1.

O Exemplo 1.2.3 mostra que a soma de duas cépulas em geral nao é
uma copula. No préximo teorema apresentamos uma condigao necessaria e
suficiente para que uma combinacao linear de cépulas seja uma copula. Antes
provaremos um lema necessario a prova do teorema.

Lema 1.2.1. Sejam Cy,Cs, - ,C, copulas quaisquer € Qp, Qo Qy NU-

meros reais nem todos nulos. Defina C(u,v) := E a;C;(u,v). Seja R um

retangulo cujos vértices estejam contidos em I2. Entao,

Além disso, se Vo(R) > 0 para todo o retangulo R C I, entdo, Zai > 0.
i=1

Ainda, se a; > 0, para todo i, entio, Vo(R) > 0, para todo o retingulo

R C I

Prova: Sejam uy, us, v1, v9 € I, com u; < ug € v; < v9 € seja o retangulo
R = [uy,u9] X [v1,v9] C I?. Entao,

Vc(R) = C(Ul,Ul) + O(UQ,UQ) — C(Ul,vg) — C(U,Q,Ul)

= Zal u17U1 +Zal U’27U2
_Zaz u17U2 ZOQ u2avl
= Zoz@ i(u1,v1) + Ci(uz, v2) — Ci(ur, v2) — Ci(uz, v1)]

= Z a;Ve, (R
=1

Em particular, Vg (I?) = Z Ve, (1) = Z a; > 0. A tultima afirmacao é

i=1
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6bvia, ja que, para todo ¢, C; é copula. O
>

A condigdo ) | a; > 0 sozinha nao é suficiente para garantir que Vo (R)
0, para todo retangulo R C I? como mostra o préximo exemplo.

Exemplo 1.2.5. Defina C(u,v) := 4W (u,v) — I(u,v) — 2M (u,v) em I?
onde Il(u,v) = uv é a cdpula independéncia (ou copula produto). Note que
C' é uma combinacao linear de copulas e que a soma de seus coeficientes é
1. Mas se uy, us, v1 € v9 € I sao tais que uy < us < vy < vy ewv; +vy <1
(note que estas condigbes implicam W (w;,v;) = 0, para i,j = 1,2), entao,
apos algumas simplificagoes,

Vo(lur, us] X [v1,13]) = (ug — up)(vy — va) — 2u — 20 + 2u + 2v
= (ug —up)(vy —vq) < 0.

Teorema 1.2.4. Sejam Cy,Cy,---,C, copulas e ai,Qg,- -+ ,q, numeros
reais nao-negativos e nem todos nulos. Defina,

C(u,v) :== Z a;C;(u,v).

n
Entao, C(u,v) € uma cépula se, e somente se, Z a; = 1.

i=1
Prova: Note primeiramente que cada C; ¢ definida em 2, logo Dom(C) = I*.
Além disso é evidente que C' é grounded, ja que cada C; o é. Suponha que C'
é uma copula. Como aq, g, - -+ , , $a0 nao-negativos, segue do Lema 1.2.1
que C' é 2-crescente. As marginais para que C seja copula devem ser tais
que,

v=C(1,v) = zn:ozzCi(l,v) = vzn:ozi = zn:oz,- =1.
i=1 i=1 i=1

Analogamente para a marginal C'(u, 1).
Reciprocamente, suponha que Zai = 1. Entao,
i=1

C(u,1) = i%@'(% 1) = uiai = u.
i=1 i=1

Analogamente, C'(1,v) = v. Isso mostra que C' tem marginais u e v. Pela
equagao (1.13), como C; é cépula e a;; > 0, para todo i = 1,- -+, n, segue que
Ve(R) > 0. Logo, C é cépula. O

Uma conseqiiéncia imediata do Teorema 1.2.4 é que nao é qualquer com-
binagao linear de copulas que é cépula. O Exemplo 1.2.4 mostra que qualquer
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combinacgao linear convexa de copulas é uma copula. Isto quer dizer que o
subconjunto das funcoes de I? em I formadas pelas cépulas é um conjunto
convexo.

Caracterizadas as combinacoes lineares de copulas, podemos nos pergun-
tar se existem cépulas que podem ser escritas como produto de fungoes de
seus argumentos. Isto é, serd que existem copulas que podem ser fatoradas
como C'(u,v) = f(u)g(v) para fungoes f e g convenientes? A cépula do Ex-
emplo 1.2.5 é um exemplo onde a fatoragao vale. Serd que existem outras?
A resposta negativa é dada pela préxima proposicao.

Proposicao 1.2.1. Seja C' uma copula e suponha que existem funcgoes f e
g definidas em I* tais que C(u,v) = f(u)g(v). Entdo, C' = TI.

Prova: Como C' é copula,

v=C(Lv)=f(l)glv) = gv) = % para todo v € I.
Analogamente f(u) = u[g(1)]™!, Yu € I. Logo, C(u,v) = [f(1)g(1)]™*
Segue do Teorema 1.2.4 que, obrigatoriamente, [f(1)g(1)]™' = 1 o que com-
pleta a prova. O

1.3 TEOREMA DE SKLAR

O Teorema de Sklar (veja Teorema 1.3.1) é resultado chave na teoria de
copulas e é responsavel pela maioria das aplicacoes das copulas a estatistica.
E ele quem elucida o papel das cépulas na relacao entre as funcoes de dis-
tribuicao conjunta e suas marginais univariadas.

No que segue, letras maitsculas, como X e Y, denotarao variaveis aleaté-
rias e letras minusculas, como x e y, denotarao valores assumidos por variaveis
aleatorias. Assumiremos também que as varidaveis aleatorias em questao estao
definidas num mesmo espago de probabilidade (£2,.4, P), onde 2 é um con-
junto nao-vazio qualquer, chamado espaco amostral, A é a classe nao-vazia
de subconjuntos de €2, também chamada de classe dos eventos aleatorios e
P: A—[0,1] uma funcao que, a cada evento A € A, associa uma probabi-

lidade P(A).

Definigao 1.3.1. Seja €2 um conjunto qualquer. Uma o-dlgebra A é uma
classe de subconjuntos nao-vazios de ) que satisfaz as seguintes propriedades:

(i). Qe A,
(ii). Se A € A, entdo, AL € A;
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(iii). Se {An}ner ¢ uma seqiiéncia enumerdvel de conjuntos em A, entao,
UnerA, € A, onde T'C N é um conjunto de indices.

No que segue vamos assumir que 4 na terna (2, A, P) é a o-algebra de
Borel. Para o leitor interessado em uma introducao aos espacos de pro-
babilidade, veja Rohatgi (1976). Mais detalhes podem ser encontrados em
Billingsley (1995) e Laha e Rohatgi (1979). Vamos também nos referir ao
conjunto {w € Q; X (w) < x} por [X < z].

Definicao 1.3.2. Uma funcdo de distribuicdo é uma funcao F : R — [ tal
que

(i). F' é nao-decrescente;
(ii). F' é continua a direita;
(iii). F(—o0) =0¢e F(400) = 1.

Diremos que F' é uma funcao de distribuicao de uma variavel aleatoria X
quando, para todo z € R, F(z) = P(X < z). Note que a fungdo F assim
definida é uma funcao de distribuicao também no sentido da Definicao 1.3.2.
Diremos também que uma varidvel aleatéria X é continua se sua fungao de
distribuicao o for.

Definicao 1.3.3. Uma funcdo de distribuicao conjunta é uma funcao H :
R? — I tal que

(i). H é nao-decrescente e continua a direita em ambos os argumentos;
(ii). H é 2-crescente;

(iii). H(z,—o00) = H(—00,y) =0 e H(+00,+00) = 1.

Note que H é grounded, e como Dom(H) = R? H tem marginais F(z)
e G(y) dadas por F(z) = H(z,+o0) e G(y) = H(+00,y). Pelo Lema 1.1.1
segue que F' e G sao funcgoes de distribuicao.

Para duas ou mais variaveis aleatorias, adotaremos uma notacao analoga
ao caso univariado, assim o vetor de varidveis aleatérias (X,Y) é descrito
por uma distribui¢ao conjunta H(z,y) = P(X < z,Y < y). Pode-se provar
que H(-,-) assim definida é também uma funcao de distribui¢ao conjunta no
sentido da Defini¢ao 1.3.3. Veja Laha e Rohatgi (1979), pdgina 20.

Dadas duas variaveis aleatérias X e Y, definimos a probabilidade condi-
ctonal de X dado Y por

P(X € AY € B)

P(X € AlY € B) = PY € B)

para todo A e B borelianos em R, sempre que P(Y € B) > 0.
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Exemplo 1.3.1. A funcao

1 T2
(I)(QS') = E/ ert,

definida em R é uma funcao de distribuicao, chamada de distribuicio Gaus-
2
. =t P ~ ~ . , ~
siana. De fato, como e é uma funcao nao-negativa, segue que ® é nao-

decrescente. Além disso,

r——00 T——00

1 o2
O(—00) = lim P(x) = lim \/—2_77/ e2 dt = 0.

2
.2
Para provar que ®(400) = 1, basta provar que </ e?tdt> = 2m. Mas,
R

(ffa) = (afevw) (2o
= 2 / /R 2 e~V dady.

Usaremos coordenadas polares, x = rcosf, y = rsinf e dzdy = rdrdf.
Substituindo acima obtemos,

2 2 2 %) )
(/ e2dx) = 2/ / re " drdf
R 0 0
2
= 2/ 1d@
O 2

= 2.

Exemplo 1.3.2. Seja a funcido com dominio R? dada por

(x(i;)i_?f_ 50 5 (z,y) € [0,5] x [0, 00),
H(z,y)=1 1- eV, se  (z,y) € [5,00) x [0,00),
0, c.c.

\
E claro que H assim definida é tal que H(x,—00) = 0= H(—00,y), ou seja,
H ¢é grounded. Mostrar que H é 2-crescente é elementar, porém trabalhoso.
Além disso, H tem marginais dadas por,

G(y) = lim H(z,y) = 1—¢Y, y>0,

1—e¥
F(z) = lim H(z,y) = lim (1= :f’ se 0 < x <5,
y—o0 y—oo (x —H)e ¥ +5 5
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Além disso, se x > 5, F(z) = lim 1 —e ¥ =1 e 0, se x < 0. Resumindo,
Y—00
0, se x <0,
F(z) =< z/5, se 0<x<5,
1, se T > 5.

Das expressoes para as marginais fica claro que H(+o0, +00) = 1.

Teorema 1.3.1. (Teorema de Sklar). Sejam X eY duas varidveis aleatdrias
com fungao de distribuicao F' e G, respectivamente, e distribuicdao conjunta
H. Entao, existe uma copula C' tal que,

H(z,y) = C(F(x), G(y)), (1.14)

para todo x,y € R.

Se ' e G sao continuas, entao C' € unica; caso contrdrio, C' € unicamente
determinada em Im(F') x Im(G). Reciprocamente, se C' é uma copula e F e
G sao fungdes de distribuicdo, entdo a fungdo H, definida em (1.14), é uma
funcao de distribuicao conjunta com marginais F e G.

Prova: A prova do teorema de Sklar é bastante técnica e pode ser encontrada
no original de Sklar (1959). Provas mais simples podem ser encontradas em
Schweizer e Sklar (2005), para o caso m-dimensional, e em Nelsen (1999),
pagina 18, para o caso bidimensional. O

O Teorema de Sklar nos fornece uma maneira de expressar uma fungao
de distribui¢ao conjunta em funcao de sua cépula e de suas marginais. Note
que, dada duas fungoes de distribuigao, variando a cépula na equagao (1.14)
podemos obter uma infinidade de funcgoes de distribuicao conjuntas cujas
marginais sao F' e G.

E comum encontrarmos nos livros bésicos de estatistica um exercicio so-
licitando ao leitor que este construa uma funcao de distribuicao conjunta que
nao seja normal bivariada e que possua marginais normais. Com o auxilio
de uma cépula e do Teorema de Sklar, isto se torna um exercicio facil, como
mostra o préximo exemplo.

Exemplo 1.3.3. Seja & a funcao de distribuicao Gaussiana do Exemplo
1.3.1 e seja C' a cépula do Exemplo 1.2.4, isto é,

I
F(z) = E/we dt
C(u,v) = aM(u,v)+ (1 —a)W(u,v), com € I.

Pelo Teorema de Sklar, a funcao,

1 v 2 1 Y 2
H(z, = amin{ — et dt,—/ et dt} +
(z,9) {\/27r /oo V2T ) oo
+(1— o) ma { ! /x it 4 — /y e Cdt — 1 0}
- Xy = T 5 ;
V2T J_so V2T J_so
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é uma funcao de distribuicao conjunta que nao é normal bivariada e cujas
marginais sao ®(z) e ®(y). De fato, para encontrar uma funcao de dis-
tribuicao bivariada que nao seja Gaussiana e possua marginais normais, basta
utilizar a mesma idéia anterior com uma copula qualquer que nao a copula
Gaussiana (veja o Exemplo 1.5.3).

Vamos introduzir agora o conceito de “quase-inversa’ou “inversa genera-
lizada” de funcgoes de distribuicao, conceito este que utilizaremos para deduzir
uma forma inversa da equagao (1.14) que inclua o caso em que as marginais
nao sejam estritamente crescentes. Utilizaremos a notagao compacta

glcrelllf{{} =inf{z e R| - }.

Analogamente para o supremo, maximo e minimo.

Definicao 1.3.4. Seja F' : R — I uma funcao de distribuicao. Entao, a
quase-inversa ou inversa generalizada de F, F©=Y : [ — R é definida como

sup{F(z) =0}, t=0,
F(_l)(t) _ z€R
inf {F(x) > t}, 0<t<1
z€eR
A quase-inversa de uma funcao de distribuicao possui as seguintes pro-
priedades.

Lema 1.3.1. Seja F uma funcio de distribuicio e seja FV sua quase-
mwversa. Entao,

(i). se F ¢ continua (ndo é continua), F™V) ¢ crescente (ndo-decrescente)
e continua a direita em I;

F(FEY(y)) >y, para todo y € (0,1);

ii).

(iii). FCV(F(2)) <z, r €R;
iv). se F ¢ continua em FY(y), y € (0,1), F(FY(y)) = y;
)-

(v). se F&Y ¢ continua em F(z), x € R e F(x) € (0,1), FCY(F(x)) = x.

Prova:
(i). Sejam u,v € I tal que u < v e defina

x, = inf{F(x)>u},

z€eR

x, = inf{F(x)>v}.

z€eR

16



Entao,
o se F for continua, z, e x, sao tais que z, < x,, ou seja,

u<v= F () < FY(v);

¢ se F nao for continua, z, e x, sao tais que z, < x,, ou seja,

u<v= FCY ) < F-Y(v).

Seja a € (0,1]. Como F' é uma funcao de distribuigao, é continua a direita,
entao,

lim FCY(z) = lim inf{F(y) > 2} = 12£{F(y) >a} = FY(a).

r—a™t z—at yER

(ii). Seja y € (0,1). Entdo, definindo F("Y(y) = z, := inﬂ%{F(m) >y},
Te
temos,

FoFUY(y) = F(x,) >y,
por definicao de x,,.

(iii). FEY(F(2)) = ;rellf&{F(y) > F(z)} < z, pois pode-se ter F(y) = F(x)

com y < x, ja que F' é nao-decrescente.

(iv). Se F é continua em u = F"Y(y) e y € (0,1), entdo,
lim F(x) = lim F(z) = F(u) = F(FTY(y)) = y.

r—ut T—u"

(v). Se F(=Y ¢ continua em F(x), z € Re F(z) € (0,1), entdo,

FOY(F(z)) = lim FOY(w) = lim inf{F(y) >u} >

u—F(z)* u—F(z)t yeR
Combinando a desigualdade acima com o item (iii) deste lema, segue a igual-
dade F(-Y(F(2)) = x. O

Usando o conceito de quase-inversa obtemos o seguinte corolério do Teo-
rema de Sklar.

Corolario 1.3.1. Seja H uma funcao de distribuicao conjunta continua com
marginais F e G. Sejam FCY e GEY as quase-inversas de F e G, respec-
tivamente, e C' a copula associada a H, F' e G como no Teorema de Sklar.
Entdo, para todo (u,v) € I?,

C(u,v) = H(F(’l)(u), G (v)). (1.15)
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Prova: Basta escrever u = F(z) = 2 = F((u) ev = G(y) = y = GTY(v)
na equagao (1.14) e o resultado segue. O

Este resultado nos fornece um método para a construcao de cépulas a
partir de distribuigdes conjuntas que serd usado mais adiante (no Capitulo

3). O préximo exemplo serve para ilustrar o método.

Exemplo 1.3.4. Seja H a funcao de distribuicao do Exemplo 1.3.2:

( (1—eY)x
(r—5)ev+5 "’ se  (z,y) €10,5] x [0, 00),
H(I,y) = 1—e™, se (:E,y) € [5700) X [07 oo),
0, c.c.

\
cujas marginais sao,

0, se r <0, 1—e™, se y>0,
F(x)=<¢ z/5, se 0<z<5 e Gy = B
1, se T > 9. 0, se y <0.

As quase-inversas de F' e G sdo dadas por F("V(u) = 5u e GY(v) =
—In(1—w), para todo u,v € I?. Substituindo isso na equacgio (1.15) obtemos
a copula,
C(u,v) = L
U+ v —uv
Uma das propriedades que torna as copulas interessantes é sua invariancia
por transformacoes estritamente crescentes, como mostra o préximo teorema.

Teorema 1.3.2. Sejam X e Y waridveis aleatorias continuas com copula
Cxy. Se f e g sao funcoes estritamente crescentes em quase toda a parte
em Im(X) e Im(Y'), respectivamente, entao Cyxygv) = Cxy.

Prova: Sejam Fi, Gi, Fy e Go as fungoes de distribuigao de X, Y, f(X)
e g(Y), respectivamente. Como f e g sdo continuas e crescentes em quase
toda a parte, Fy(z) = P(f(X) < x) = P(X < f(x)) = R(f(x)).
Analogamente, obtém-se G(y) = G1(g7(y)).

Assim, para z,y € R,

Crxy o) (Fa(2),Galy)) = P(f(X) <z,9(Y) <)

= P(X< [ (2),Y <g7'(¥)
CX,Y(Fl(f ( ). G1(g 1(3/)))
= OX,Y(F2($),G2( )),

em quase toda a parte. Como X e Y sao continuas e como f e g sao
mondtonas em quase toda a parte, entao f(X) e g(Y') sdo continuas também

18



e Im(Fy) = Im(G,) = 1. Logo, Cyx)4v) = Cx,y em quase toda a parte de
I2. ]

Para o caso em que pelo menos uma das transformagoes é estritamente
decrescente em quase toda a parte, obtemos resultados em que a copula de
f(X) e g(Y) varia de uma forma bastante simples e previsivel. Este é o
conteido do proximo teorema.

Teorema 1.3.3. Sejam X e Y waridveis aleatorias continuas com copula
Cxy. Sejam f e g transformagoes estritamente mondtonas em quase toda a
parte em Im(X) e Im(Y'), respectivamente.

(). Se f € estritamente decrescente em quase toda a parte e g € estritamente
crescente em quase toda a parte, entao,

Crx)gv)(u,v) = v — Cxy (1 — u,v);

(ii). Se f € estritamente crescente em quase toda a parte e g € estritamente
decrescente em quase toda a parte, entao,

Cf(X),g(Y)Wa v) =u—Cxy(u,1—wv);
(iii). Se f e g sdo estritamente decrescentes em quase toda a parte, entao,

Crx)g) (W v) =u+v—1+ Cxy(l—u, 1 —v).

Prova: (i). Sejam f uma funcdo estritamente decrescente e g uma fungao
estritamente crescente (quase toda a parte). Sejam Fy, G, Fy e Go as dis-
tribuigoes de X, Y, f(X) e g(Y), respectivamente. Observe que

Crx)00n) (Fa(2), Ga(y)) = P(f(X) <x g <y)
P(X>f Y<g 1(y))
=PX > f o))y <g* ) P(Y <g7'(y)
=[1- (X<f N2y <g7! ))]P(YS “(y))
P( ) (X < fHx) ,Y “y)
= Gi(g~ ( )) Cxy(Fi(fH(2)),Gi(g™

Mas,
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Logo,
Crx)gv) (Fa(2), G2(y)) = Ga(y) — Cxy (1 — Fa(z),Ga(y)), =,y €R.

Igualdade vélida em quase toda a parte de R?. Como F, e G5 sao continuas,
Im(F;) = Im(Gy) = I e, portanto, em quase toda a parte de I?,

Crix),9)(w,0) = u — Cxy(u,1 —v).

(ii). A prova do item (ii) é andloga a anterior.

(iii). Suponha agora que f e g sdo estritamente decrescentes em quase toda
a parte. Entao,

Crx)g) (Fa(z), Go(y)) =
(

=P(f(X) <z,g(Y) <y)

=P (X > fx),Y 2 97'(v))

=P(X>f2))Y >2g () P(Y =9 (y))

=P(Y >g7'(y) —P(X < f ' (2),Y > g ()

=1-Gi(g7'(y) - P =g ' WX < f(2) P(X < fH(2))

=1-Gi(g7'(v) —P(X < f @) + P(X < f7(2),Y <g7'())

=1—-Gi(g '(y)) — Fi(f ' (=) + Cxy (Fi(f1(2)),Gi(g " (y)) - (1.16)
Mas,

Fi(fHz) = P(X < f(x) = P(f(X) > x) = 1— Fy(x),

Gilg™'(y) =P <g ') =P(g(Y)>y) =1—Ga(y).

Substituindo na equagao (1.16), obtemos,

CYf(X),g(Y) (F2($), GZ(y)) = Fz(m) + Gz(y) -1+ ny(l — FQ(Q}), 1— Gg(y))

Igualdade vélida em quase toda a parte de R?. Como F, e G5 sdo continuas,
Im(F3) = Im(G3) = I e, portanto,

Crix) o), v) = u+v—1+ Cxy(l —u,1—v),

0 que completa a prova. ]

Note que, basta que f e g sejam continuas e mondtonas, para os Teoremas
1.3.2 e 1.3.3 valerem.
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1.4 TRANSFORMADA INTEGRAL DE PROBABILI-
DADE

Vamos trabalhar agora no sentido de caracterizar a cépula independéncia
(IT) e os limites de Fréchet-Hoeffding (cépulas M e W), ligando essas cépulas
ao tipo de dependéncia a que cada uma estd associada. Iniciemos com al-
guns conceitos e resultados necesséarios, como a conhecida Transformada Inte-
gral de Probabilidade que, como veremos adiante, também é uma ferramenta
essencial na teoria de copulas.

Teorema 1.4.1. (Transformada Integral de Probabilidade). Seja X uma
varidvel aleatoria qualquer com distribuicao F' e seja U ~ U([0,1]). Entdo,

(i). se X € continua, temos F(X) ~ U([0,1]);
(ii). FEYU) ~ X;
(iii). FEY(1-U) ~ X.

Prova: Suponha, primeiramente, que X seja uma variavel aleatéria continua.
(i). Como F é ndo-decrescente e F(—Y) ¢ crescente, segue que,

P(F(X) < 2) = P(X < FUV(2)) = F(F"V(2)) =,
qualquer que seja x € R.
(ii). Segue do item (i) que,
P(FCY(U) <z)=P(U < F(z)) = F(z) = P(X < z),
para todo z € R.
(iii). Segue do item (i) que,
P(F"Y(1-U)<z) = PU>1-F(z))
= 1-PU<1-F(x))
= 1—(1—-F(x))
= P(X <ux),
para todo z € R.

Para o caso em que X é uma variavel aleatéria discreta, vamos provar
apenas o item (ii), visto que a construc¢ao para o caso (iii) é muito similar.
A construgao a seguir pode ser encontrada em Rohatgi (1976), pagina 203.
Suponha, entdo, que F' nao é continua. Defina P(X = x) := pg, k € N.
Defina h como segue,

ry, se 0<x<p,

h(z) =< x2, se p1 <z <pi+p
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Entao,

P(h(X)=z1) = P(0 < X <p1) = p,
P(h(X) =x3) = P(p1 < X < p1+p2) = p2,

e, em geral,

Logo, h(X) é uma varidvel aleatéria discreta com fungao de distribuigao
F. O

Iniciaremos caracterizando a estrutura de dependéncia induzida pela copula
IT, que recebe o nome de copula independéncia em virtude do préoximo teo-
rema.

Teorema 1.4.2. Sejam X e Y duas varidveis aleatorias continuas. Entao,
X eY sao independentes se, e somente se, Cxy = II.

Prova: Sejam F' e GG as funcoes de distribuicao de X e Y, respectivamente,
H a distribuicao conjunta de X e Y e C' a copula associada. Suponha que X
e Y sdo independentes. Isso quer dizer que H(z,y) = F(x)G(y), para todo
(z,y) € R?. Entao, por (1.15),

C(u,v) = H(F(_l)(u), G(_l)(v)) = F(F(_l)(u)) G(G"V(v) =wv, wu,veEl

Reciprocamente, suponha que X e Y tenham cépula II. Entao, pelo Teorema

de Sklar,
H(z,y) = (F(2),G(y)) = F(x)G(y).
Logo, X e Y sao independentes. O
No préximo teorema, devido a Wang e Dhaene (1998), tratamos da es-
trutura de dependéncia induzida pela cépula M. Nossa prova é ligeiramente

. . o , d
diferente da original, principalmente no que se refere a reciproca. Por =
queremos dizer igualdade em distribuicao.

Teorema 1.4.3. Sejam X e Y duas varidveis aleatorias continuas com
funcao de distribuicao F e G, respectivamente, e distribuicdo conjunta H.
Entao, X eY tém copula M se, e somente se, existem duas fungoes cres-

centes f e g e uma varidvel aleatoria Z tais que (X,Y) < (f(Z),9(2)).

Prova: Suponha que existem duas fungoes crescentes f e g e uma varidvel
aleatéria Z tais que (X,Y) < (f(Z),9(Z)), entao,

H(x.y) = P(f(Z) < v.9(Z) <y) = P(Z € A, Z € B),
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onde A é um intervalo da forma [0, z] ou [0,z) e B é um intervalo da forma
[0,y] ou [0,y). Como A C B ou B C A, temos

H(z,y) = P(Z€ A, ZeB)=min{P(Z € A),P(Z € B)}
min{P(X < z), P(Y <y)}
= min{F(z),G(y)},

para todo x,y € R. Logo, pelo Teorema de Sklar, C'(u,v) = min{u, v}.
Reciprocamente, assuma que X e Y tenham copula M. Seja U uma variavel
aleatéria com distribuicao U([0,1]) e seja Fyy sua func¢ao de distribuigao.
Entao,

P(X <z,Y <y) = min{F(z),G(y)}

para todo x,y € R. Logo, (X,Y) < (FEO(U), GEV(U)). Assim, definindo
Z=U, f=F"eg=GY segue que (X,Y) = (f(Z),9(Z)) e, pelo
Lema 1.3.1, f e g sao crescentes, o que completa a prova. O

Usando o Teorema 1.4.3, obtemos um resultado que mostra que duas
variaveis aleatorias X e Y tém cépula M se, e somente se, entre elas existe
uma dependéncia perfeita, ou seja, se uma for fungao crescente da outra.
Este é o conteido do proximo teorema. O enunciado pode ser encontrado
em Embrechts et al. (2002), porém nenhuma prova é dada pelos autores. O
mesmo ocorre com o Teorema 1.4.6.

Teorema 1.4.4. Sejam X e Y duas varidveis aleatorias continuas com
funcao de distribuicao F' e G, respectivamente. Entao, X e Y tém copula

M se, e somente se, existe uma funcdao crescente h tal que Y 4 h(X) quase
certamente.

Prova: Suponha que a copula associada a X e Y seja M. Entao o Teo-
rema 1.4.3 garante a existéncia de uma variavel aleatéria Z e duas fungoes

crescentes, f e g, tais que (X,Y) 2 (f(Z),9(Z)). Defina h := go f~!. Entao,

WX)=(go [YX) L g(f 1 (X)) L g(2) LY.

Além disso, como f e g s@o crescentes, segue que h é crescente. Recipro-
camente, suponha que existe uma funcao h crescente tal que Y 2 h(X).
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Tomando f =1, g =he Z = X, onde I é a funcao identidade, temos que
existem duas funcoes crescentes f e g e uma variavel aleatéria Z tais que

(X,Y) < (f(Z),9(2)). Entao, pelo Teorema 1.4.3 a copulade X e Y é M e
isto completa a prova. O

O préximo teorema caracteriza a relagao entre X e Y mediante a cépula
W. O teorema ¢é devido a Embrechts et al. (2002).

Teorema 1.4.5. Sejam X e Y duas varidveis aleatorias continuas com
funcao de distribuicao F' e G, respectivamente, e distribuicao conjunta H.
Entao, X eY tém copula W se, e somente se, existem uma varidvel aleatoria

Z, uma fungdo crescente f e uma funcgdao decrescente g tais que (X,Y) 4

(f(2),9(2)).

Prova: Seja U uma variavel aleatéria com distribuigao U([0, 1]) e suponha
que X e Y tém copula W. Note primeiramente que,

P(U<F(x),U>1-G(y) = P(U>1-GU < Fx))P(U < F(x))
— [1-P(U<1-GW)U < F@))]P(U < F(x))
P(U < F(z)) - P(U < F(z),U < 1— G(y)). (1.17)

P(X <z,Y <y) = max{0, F(z) + G(y) — 1}
—min{0,1 — F(z) — G(y)}
= F(x) — (F(z) + min{0,1 — F(z) — G(y)})
F(z) —min{F(z),1 - G(y)}
P(U < F(z)) - P(U < F(z),U <1-G(y))
='P(U< F(x),U>1-G(y))
P(U < F(x),1-U < G(y))
P(FO(U) <a,GEV(1 - U) <),

Isso mostra que (X,Y) < (FCD(U),GED(1 — U)). Definindo Z = U,
fi=F"Yeg:=G"Yo (1 1), obtemos (X,Y) < (f(Z2),9(Z2)). Além
disso, pelo Lema 1.3.1, F(-1 e G-V sdo funcdes crescentes e h = 1 — 1 é
funcao decrescente, segue que f é crescente e g é decrescente.
Reciprocamente, se (X,Y) < (f(Z2),9(Z)) com f crescente e g decres-
cente, defina A :={Z € f~!((—o0,z])} e B:={Z € g7*((—00,9])}.
Note primeiramente que, f~'((—oo, z]) é um intervalo da forma (—oo, f~!(x)]
pois f é uma funcao continua e crescente, e como g é uma funcao continua e

Por (1.17).
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decrescente, g ((—00,y]) é um intervalo da forma [¢g~*(y), c0). Assim,
P(A) = P(Z e f((-00,2])) = P(Z < f7}(v))
— P(f(2)<x) = P(X <a)
= F(x).

Por outro lado, como ¢ é funcao decrescente,

P(B) = P(Zeg ' ((—o0y])=P(Z>g ()

Analogamente mostra-se que P(ANB) = P(X < z,Y <y).
Se AN B # () entao, pela definicao de A e B,

1=PR)=P(AUB)=P(A)+ P(B)— P(ANB),

P(X<z,Y<y)=P(ANnB) = P(A)+P(B)-1
= F(z)+G(y) — 1L

Se AN B = () entao,
P(X <2,Y <y)=P(ANB)=P(A)+ P(B) - P(AUB) =0,

De qualquer forma temos P(X < z,Y < y) = max{F(z) + G(y) — 1,0} =
W(F(x),G(y)), para todo x,y € R. Logo, pelo Teorema de Sklar, W é a
copula de X e Y. ]

Usando o Teorema 1.4.6, a seguir obtemos um resultado que caracteriza
duas variaveis aleatorias X e Y quando a copula associada é a copula W. Isto
ocorre se, e somente se, X e Y estao em dependéncia perfeita negativa, ou
seja, uma é funcao decrescente da outra. Este teorema pode ser encontrado
em Embrechts et al. (2002), porém nenhuma prova é dada pelos autores.

Teorema 1.4.6. Sejam X e Y duas varidveis aleatorias continuas com
funcao de distribuicio F' e G, respectivamente. Entdo, X eY tém copula W

se, e somente se, existe uma funcdo decrescente h, tal que Y 2 h(X) quase
certamente.

Prova: Suponha primeiramente que X e Y tém cépula W. Entao, pelo
Teorema 1.4.5, existem uma variavel aleatéria Z, uma funcao crescente f

e uma funcdo decrescente g tais que (X,Y) < (f(Z),9(Z)). Observe que
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72 f~YX). Defina h := go f~. Note que h assim definida é uma fungao
decrescente e tal que

WX) = (go [TYX) =g(f (X)) L g(Z) LY.

Reciprocamente, suponha que Y 2 h(X) para alguma fungao decrescente h.
Entao,

PO ) = POCS 0D = PO 20) = 1P S9) =160,
1.18
Por outro lado,
H(z,y)= P(X <z,h(X) <y)

— P(X <2, X >h\(y))

=P(X <2)-P(X <z,X <h\(y))

= F(x) — F(min{z, h"*(y)})

= F(z) — min{F(z), F(h(y))}

= —min{F(z) - F(z),1 - F(z) - G(y)}
= max{F(z) + G(y) — 1,0},

para todo x, y € R. Segue pelo Teorema de Sklar que a cépula associada a
XeYéW. [

1.5 DERIVADAS E REPRESENTACAO CANONICA DE
UmA COPULA

Na introdugao deste capitulo, comentamos que, equivalentemente a Defini¢ao
1.2.1, copulas podem também ser vistas como funcoes de distribuicoes cu-
jas marginais sao U([0, 1]). Este fato segue da defini¢do de cépulas e pela
transformada integral de probabilidade. Com efeito, dadas duas variaveis
aleatérias continuas X e Y com distribuicao F' e G, respectivamente, dis-
tribuicao conjunta H e cépula C',| temos,

C(u,v)

v), (1.19)

onde U; e Us sao duas variaveis aleatérias com distribuigao U([0, 1]).

2Por (1.18).
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Note que nao mencionamos nada a respeito da estrutura de dependéncia
entre Uy e Us. Acontece que a estrutura de dependéncia é caracterizada
pela copula em questao, vide, por exemplo, Teoremas 1.4.2, 1.4.4 e 1.4.6.
Esta é uma das qualidades mais importantes das cépulas. Podemos, a
principio, substituir o problema de caracterizar o tipo de dependéncia entre
as variaveis aleatérias, pelo problema, aparentemente mais facil, de carac-
terizar sua copula. Este problema serd estudado mais adiante, no capitulo 4.

Usando a definigdo de probabilidade condicional e a equacao (1.19), as
seguintes propriedades para duas variaveis aleatorias U; e Us com distribuicao
U([0,1]) sao de verificacao imediata:

(1) P(U1 < u, UQ > ’U) =u— C(U,U),

(ii). P(Uy > u,Uy <v) =v—C(u,v);

(iii). P(U, < u|Us <) = C(Z, v);
(iv). P(U; < ulUs >v) = %(Z’U)

Note que, para obter resultados para duas variaveis aleatérias X e Y
continuas quaisquer, com distribuicao F' e GG, respectivamente, basta usar a
transformada integral de probabilidade e substituir U; < F(X)eU, il G(Y)
acima.

Dada uma cépula C, o Teorema 1.2.2 garante a existéncia das derivadas
parciais em quase toda a parte. A proxima proposicao nos dd uma relacao
entre as derivadas parciais de uma coépula e as probabilidades condicionais
das variaveis aleatorias em questao.

Proposigao 1.5.1. Sejam U, e Uy duas varidveis aleatorias com distribui¢ao
U([0,1]). Entao,

(i). Cylu,v) := W = P(U, <u|Uy =v);
(ii). Cu(u,v) = % = P(Uy < v|U; = u),

onde
P(U, <u|lUy =v) = hhm+ P(U, <ulv <Us <v+h).
—0

Prova: (i). Sejam U; e U, varidveis aleatérias com distribuicao U([0, 1]).

Seja H sua distribuicao conjunta com marginais F' e G, respectivamente.
Note primeiramente que H (u,v) = C'(F(u),G(v)) = C(u, v), onde a segunda
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igualdade decorre do fato de U; e U, serem uniformemente distribuidas.
Assim,

PU, <ulUy=v) = lim P({U <ulv <U;<wv+h)

h—0F
~ lim P(U; <u,v<Uy<wv+h)
h—ot  Pv<Uy <v+h))
lim H(u,v+h) — H(u,v)
h—0+ P(Uy <v+h)— P(Uy <)
C(u,v+h) —C(u,v)

—
B0t h
_ 0C(u,v)
ov 7
onde a derivada existir. A prova do item (ii) é anédloga. O

Novamente, se quisermos resultados para duas variaveis aleatorias continuas
. e d
X e Y, pela transformada integral de probabilidade, basta tomarmos U; =

F(X) e U, < G(Y) na Proposigao 1.5.1.
Exemplo 1.5.1. (Familia de Cépulas Ali-Mikhail-Haq). Para 6 € [—1,1],
considere a funcao

T 1-01-wl-v)

Cy(u,v)

Esta funcao é de fato uma cépula e sua construcao sera feita na Secao 2.1
do Capitulo 2. Sejam X uma variavel aleatéria com distribui¢ao exponencial
com parametro A = 1, Y uma variavel aleatéria com distribuicao Cauchy
padrao e H(z,y) a distribuigdo conjunta de X e Y. Assim,

1 t
Flo)=1-e¢* 220, o Gy)=z+ 2l
2 s
Suponhamos que X e Y tenham cépula Ali-Mikhail-Haq. Assim,

(1-— e_x)(% T arCtjrn(y))
H(z,y) = Cy(F(x),G(y)) = 1 — fea(} — meten)
(e7® — 1)(mw + 2arctan(y))
fe=*(m — 2arctan(y)) — 27

y € R.

Y

para todo (x,y) € RT x R. As derivadas parciais de Cy sdo dadas por

0Cy(u,v) _ v[l —0(v—1)]
ou [1—60(1—u)(1—v)]?’
¢ 0Cy(u,v) _ ull —0(u —1)] .
ov [1—0(1—u)(1—0v)]?
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Pela Proposicao 1.5.1 temos,

0Cy(u,v)
du  (F@)GWw)
(m + 2arctan(y))[2m + 0(7 — 2 arctan(y))]
27 — fe—=(m — 2arctan(y))]?

PY <ylX=2) =

72(0 + 2) + 4 arctan(y)[r — 0 arctan(y)]
27 — fe—* (1 — 2arctan(y))]? ’

0Cy(u,v)

O (F@).6w)

472(1 — e7®)(1 4 fe™®)
27 — fe—=(m — 2arctan(y))]?

P(X <alY =y) =

Exemplo 1.5.2. (Familia de Cépulas Plackett). Considere a seguinte cépula:

1+ (00— D(u+v)]— /140 —1)(u+v)]? — 4uwwb(d — 1)
2(0 —1) ’
(1.20)

Co(u,v) =

com 0 > 0,0 #1e Cy(u,v) = uv.

Esta é a conhecida familia de cépulas Plackett. A construcao desta familia
serd feita na Secao 2.2 do Capitulo 2. Para uma aplicacao desta familia, veja
Rockinger e Jondeau (2006). Sejam U e U, duas varidveis aleatérias U([0, 1]).
Entao, pela Proposicao 1.5.1,

0Cy(u,v) u+v—140(u—0o)

1
P(U < ully = v) = — T2 0Dt 0P dwhp—1)

Observe que calcular as probabilidades condicionais acima, pelo método
descrito na Proposigao 1.5.1, é relativamente facil em relagao ao método tradi-
cional, especialmente quando nao é possivel obter a distribuigao conjunta das
varidveis aleatérias. E claro que essa relativa facilidade teve um preco: exigiu
conhecermos a cépula associada as varidveis aleatérias em questao.

O inicio do Exemplo 1.5.1 também nos da uma idéia de como proceder
quando queremos encontrar a distribuicao conjunta de varidveis aleatérias
cujas distribuicoes sao conhecidas e que tenham uma certa estrutura de
dependéncia. Note que, neste caso, a estrutura de dependéncia entre as
variaveis aleatdrias é modelada pela copula associada.

Vamos introduzir agora os conceitos necessarios para determinar a decom-
posi¢ao canonica de uma fungao de distribuigao conjunta (veja a Proposi¢ao

1.5.2). Como cépulas sao fungoes de distribuigao, também possuem a nogao
de densidade.
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Definicao 1.5.1. Seja C' uma cépula qualquer. A densidade associada a
uma cépula C' é a fungao c(-, -) dada por
9*C(u,v)  9*C(u,v)

oudv  Ovdu

Observe que o Teorema 1.2.2 garante a existéncia da densidade de uma
copula em quase toda a parte de I2. Além disso a densidade é nao-negativa.
De fato, quaisquer que sejam u,v € I, temos

PCu,v) 0 [aO(U ml

c(u,v) =

Oudv T Ou ov
9C (uth,w)  9C(u,w)
— lim Ov Ov > 07
h—0t+ h

pois, pelo Teorema 1.2.2, 80(;” ) & ndo-decrescente e nao- negativa.

Exemplo 1.5.3. (Cépula Gaussiana). Seja 0 < p < 1. A copula Gaussiana
¢ dada por (veja Joe, 1997, pagina 140 e também Cherubini et al., 2004)

Cluw) = (@ <1>-1<v>>

= / / = XD <2pa:y — vt - yQ)dxdy
21y/1 — p? 2(1 — p?) 7

onde ®,(-,-) é a distribuigdo normal bivariada padrao com coeficiente de
correlagao p e ®71(-) é a inversa (ou fungao quantil) de uma distribuigao
N(0,1). A densidade da cépula Gaussiana é dada por

1 exp (gi + gg + 2p€u€v - 512; _ fg)
2m/1 — p2 ) ’

2 201 — 2
onde &, = d7!(u) e &, = P71 (v).

c(u,v) =

Seguimos explorando as conseqiiéncias da existéncia das derivadas par-
ciais de uma cépula. Assim como as funcoes de distribuicoes, as cépulas
também possuem a nocao de componentes singular e absolutamente conti-
nuas, conforme a préxima defini¢ao (ver, Nelsen 1999, pdgina 23).

Definicao 1.5.2. Seja C uma cépula. Defina

o(u,v) = /0 u/o c(w, y) dudy.

C(u,v) = Ac(u,v) + Sc(u,v),

onde S¢(u,v) = C(u,v) — Ac(u,v). A fungdo Ac(u,v) é chamada compo-
nente absolutamente continua da cépula C e S¢(u,v) é chamada componente
singular de C.

Entao,
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Cada funcao de distribuicao conjunta bivariada H induz uma tnica me-
dida de probabilidade em R? que satisfaz ApH = H(uy,v1) + H(ug,v9) —
H(uy,vq) — H(ug,v1) para todo retangulo limitado R = [uy, us] X [v1, v2] em
R2, desde que ArH > 0, qualquer que seja R em R?. Porém, pode-se provar
que uma funcao de distribuicao conjunta de duas variaveis aleatérias sempre
satisfaz esta condigao (veja Rohatgi, 1976, pagina 107 e Tucker, 1967, pdgina
24). O leitor interessado em mais informagoes, pode encontrar em Billingsley
(1995), paginas 176-178, Teorema 12.5.

Se usarmos o fato de que Vg ((—o0,z] X (—o00,y]) = H(x,y) podemos,
através de uma extensio padrao dos Borelianos em R? (junto com o Teo-
rema de Extensdao de Kolmogorov?), concluir que H induz uma tnica me-
dida de probabilidade em R? definida pelo H-volume. Como cépulas sao
fungoes de distribuicao conjunta, a condicao de ser 2-crescente faz com que
cada cépula induza uma (tinica) medida de probabilidade em I? através de
Ve([0,u] x [0,v]) = C(u,v). Assim a C-medida de um conjunto R em I? é
dada por pc(R) = Ve(R).

Note que, dado um intervalo S = [uy, us] C I, temos

Ve(S xI) = Ve(ur,ug] x [0,1])
= C(U,l, 0) + O(UQ, 1) — O(Ul, 1) — O(Ug, 0)

N([UDUQ])»

onde p é a medida de Lebesgue em I. Note também que V(S % I) = pu(S) =
Vc([ X S)

Definigao 1.5.3. Uma copula é dita ser absolutamente continua se C = A¢
em [? e é dita ser singular se C' = S¢ em I?. Neste caso, teremos c(u,v) = 0
em quase toda a parte de 2.

E claro que existem cépulas que nao sao nem absolutamente continuas,
nem singulares. Nestes casos, dizemos que C' tem componentes absoluta-
mente continua e singular e a C-medida dessas componentes sao Ac(1,1) e
Sc(1, 1), respectivamente.

Para provar que uma dada fun¢ao é uma cépula temos que verificar as 3
exigéncias da Definicao 1.2.1. Certamente a parte mais ardua é provar que
Vo(R) > 0 qualquer que seja o retangulo R C I?. No caso de cépulas ab-
solutamente continuas, o resultado é muitas vezes mais simples de se obter,
como mostra o proximo lema.

30 enunciado preciso e uma prova para o Teorema de Extensio de Kolmogorov podem
ser encontrados em Laha e Rohatgi 1979, pagina 23.
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Lema 1.5.1. Seja C : I? — I uma funcdo satisfazendo as condicoes de
contorno (1.2) e (1.3) para cdpulas. Se

02C (u, )
Judv

eziste, € nao-negativa e tal que C' pode ser escrita como

C’(u,v):// c(u,v) dudv, Yu,v €I,
0J0o

entao, C € 2-crescente.

c(u,v) =

Prova: Temos que provar que Vo (R) > 0 qualquer que seja o retangulo
R C I?. Para isso, seja R = [uy,v1] X [ug,v5] C I?, entdo,

VC(R> u17u2 + C(U17v2 Ul,UQ C(Ul,Ug)

ul fu2 V1 U2 ul LU
// c(u,v dudv+// c(u,v dudv—// c(u, v) dudv
V1 pUL
—// c(u, v) dudv
U1 LU V1 U2
// uvdudv—}—// c(u,v) dudv
u1 LU V1 LU2
—// c(u, v) dudv—l—// c(u,v) dudv > 0,
0 u 0 Jug

pois ¢(u,v) é ndo-negativa e nao-decrescente, u; < vy e pela linearidade da
integral. [

Ao contrario das fungoes de distribuicao em geral, as marginais de uma
cépula sao continuas, assim nao existem pontos individuais em I? com C-
medida positiva (dtomos).

Exemplo 1.5.4. (Familia de Copulas Gumbel-Bernett). Considere a familia
de cépulas dada por

Co(u,v) = wvexp{—0In(u)In(v)}, (1.21)

onde 6 € [0, 1]. Esta é a chamada familia Gumbel-Bernett de cépulas. Esta
familia é composta apenas de cépulas absolutamente continuas. De fato,
como Cy(u,v) dada por (1.21) pode ser reescrita como

Co(u,v) = ou !0
obtemos,
809(’&, U) o —01n(v)
= [1—0In(v)]vu )
aQCg(U, U) —01n(v)
i {1 -0[1+1In(v) +In(u)(1 — 0In(v))]} u .

32



Assim, a parte absolutamente continua da cépula Cy(u,v) é dada por

Ac,(u,v) = /0“/0@ c(x,y)dxdy
— /0“/0” {1-0[1+In(y) +In(z)(1 — 01n(y))] } 2 "W dzdy
—4 /Ou [1 . (9111(1‘)] .Il_mnydy

=%vexp{(1—6In(v))In(z)} ‘Z
= wvexp{—0In(u)In(v)}.

Isto prova que Cjy é absolutamente continua.

Assim como as funcoes de distribuicoes, as copulas também possuem a
nocao de suporte, que ¢ o complemento da uniao de todos os subconjuntos
de I? com C-medida nula.

Definicao 1.5.4. Seja C' uma copula. O suporte da copula C' é o com-
plemento da unido de todos os subconjuntos abertos em I? que possuem
C-medida nula. Se o suporte da cépula C for todo 12, dizemos que a cépula
tem suporte completo.

Exemplo 1.5.5. Pelos calculos do Exemplo 1.2.1, concluimos que o suporte
da cépula M é a diagonal principal de I2, ja que todo o retangulo R cujos
vértices estao abaixo da diagonal principal é tal que Vg (R) = 0.

A préxima proposicao é uma conseqiiéncia direta do Teorema de Sklar
para varidaveis aleatorias continuas e nos da uma expressao para a densidade
conjunta de duas variaveis aleatérias em funcao de suas densidades marginais
e da densidade da copula associada.

Proposicao 1.5.2. Sejam X e Y duas varidveis aleatorias continuas com
copula C', densidade de copula ¢ e funcao de distribuicio F e G, respec-
tivamente. Sejam f, g e h as funcoes densidades marginais de X e Y e
sua funcao densidade conjunta, respectivamente, e suponha que as mesmas
estejam bem definidas. Entao, para todo x,y € R,

hz,y) = c(F(z),G(y)) f(x)g(y). (1.22)

4Aqui usamos a férmula (Gradshteyn e Ryzhik, 2000, férmula 2.723, pagina 234),

/x” In(z)dz = 2V [;nfi - (n—il)Q] .

y1+ln(a)

5Lembramos que /aln(y)dy = T() .
n(a
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Prova: Sejam F, G e H as funcoes de distribuicao de X, Y e a funcao de
distribuicao conjunta de X e Y, respectivamente. Pelo Teorema de Sklar,
para quaisquer x,y € R, temos H(z,y) = C(F(z),G(y)). Diferenciando
H(x,y) em relagao a x e a y temos,

O?H(x,vy) B 8QC(F(x),G(y))

hwy) = oxdy dxdy
OF () OF(x)
(Pl ox dy
= (F< >7G<y)) OG(y) 9G(y)
ox dy
= ¢(F(2),G(y)) f(x)g(y),
para todo z,y € R. -

Da equagao (1.22) definimos o que muitos autores chamam de repre-
sentagdo canonica (veja, por exemplo, Cherubini et al., 2004) e que de-
sempenha um papel fundamental na estimagao de maxima verossimilhanca
baseada em cépulas, como veremos mais adiante, no Capitulo 5.

Definicao 1.5.5. Sejam X e Y duas varidveis aleatérias continuas com
cépula C, densidade de copula ¢ e funcao de distribuicao F' e G, respec-
tivamente. Sejam f, g e h as funcoes densidades marginais de X e Y e
sua fungao densidade conjunta, respectivamente, e suponha que as mesmas
estejam bem definidas. Definimos a representacdo canonica da densidade
conjunta de X e Y em relacao as suas marginais e a copula C' por

hz,y) = f(x)g(y)e(F(z),Gy)).

Exemplo 1.5.6. Sejam X e Y duas varidveis aleatdrias com distribuicao
logistica univariada padrao. Sejam F', f, G e g as fungbes de distribuicao e
densidade de X e Y, respectivamente. Isto significa que,

1 1
Fz) = Gly) =
14e® l+ev
X ~ T v~ e
fl@) = s 9y) =7
(L+e")? (L+ev)?
Suponha que X e Y tenham cépula C'(u,v) = — " Note que C' é um
u uv

U J—
membro da familia de cépulas Ali-Mikhail-Haq do Exemplo 1.5.1 com 6 = 1.
Derivando em relacao a u e a v obtemos,

2uv

A Crpr
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Dessa forma, apés algumas simplificagoes, a densidade conjunta de X e Y é
dada, por,

ha,y) = c(F (96),G(jJ)Z)f(ﬂf)g(f)2 - y
- (et ) (wre) ()

2e 7Y

(1+e4ev)d

Note que esta é a densidade da distribuicao logistica bivariada de Gumbel,
ou seja, duas variaveis aleatérias com distribuicao logistica padrao e copula
C' tém distribuigao conjunta logistica bivariada.

1.6 EXTENSOES m-DIMENSIONAIS

O objetivo desta secao é estender alguns dos resultados das se¢oes precedentes
para o caso m-dimensional. A maioria dos teoremas das secOes anteriores
possuem analogos m-dimensionais, porém nem todos. Para trabalharmos
com m-~copulas precisamos estender também algumas notagoes. Denotaremos
por I"™ o m~cubo [0,1] x --- x [0, 11. Um retangulo em R™ é o produto

N

g
m Vezes

cartesiano de m intervalos fechados [uy, v1] X -+ X [ty U]

Definigao 1.6.1. Seja R = [uy,v1] X -+ X [, vy,] um retangulo em R™.
Definimos o conjunto de vértices de R como sendo o conjunto

Ap(R)={w= (w1, - ,wy,) €R tais que wy = uy ou w, = v,k =1,---,m}.
Exemplo 1.6.1. Seja R = [uy,v1] X [ug, vs] X [u3,v3] um retangulo em R3.
Entao,

A3(R) = {<u17u27u3)7<u17u271}3)7(u17U27u3>7(U17u27u3)7

(Ul, Vg, U3), (U1, Uz, Us), (017 Vg, U3), (U1> Vg, Us)}-

Note que se R é um retangulo em R™, entdo o conjunto A,,(R) tem 2™
elementos.

Definicao 1.6.2. Seja R = [uy,v1] X « -+ X [ty, U] um retangulo em R™ e
seja w= (wy, -+ ,Wy) € Ay, (R). Definimos a fun¢do co-sinal de w como

1, se w; = u; para um nimero par de i’s (ou nenhum ),

—1, se w; = u; para um nimero impar de i’s.

csgn(w) = {
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Exemplo 1.6.2. Seja R = [uy,v1] X [ug, vs] X [u3,v3] um retangulo em R3.
Entao, (veja o Exemplo 1.6.1)

{ ]-7 se W € {(ul,UQ,Ug), (Ul,UQ,UE;), (Ul,U27U3), (U17027U3>}7
csgn(w) =

_17 se W € {(Ul,'LLQ,Ug), (Ul,'UQ,'Ug), (Ul,UQ,U3), <U17U27u3>}'

Definicao 1.6.3. Seja H uma funcao de distribuicao m-dimensional e R =

[u1,v1] X« X [, vy] um retangulo em R™. Definimos o H-volume de R
por
Vi(R) = > csgn(w)H(w). (1.23)
w EAL(R)

Exemplo 1.6.3. Seja H : R® — R. Entao, (veja o Exemplo 1.6.2)

Vg(R) = Z csgn(w)H(w)
w€A3(R)
= csgn(u, uz, v3) H(u1, us, v3) + csgn(u, v, uz) H(ur, va, us)
+ csgn(vi, ug, u) H (1, ug, u) + csgn(vy, vz, v3) H(vi, v2, v3)
+ csgn(uy, us, us) H (uy, ug, us) + csgn(uy, ve, v3) H (u1, v, v3)
+ csgn(vi, us, v3) H(v1, us, v3) + csgn(vr, va, uz) H (v, v2, us)
= H(uy,ug,v3) + H(uy, v, uz) + H(vy,ug, us) + H(vy,ve,v3)

— H(uy, ug, uz) — H(uy,va,v3) — H(vi,ug,v3) — H(v1,v2,u3),
para todo retangulo R = [uy, v1] X [ug, va] X [us,v3] C R3.
Definicao 1.6.4. Uma funcao H : S; x --- x S, — R, onde S; C R, para

i=1,2,--- m, é dita ser m-crescente se Vi (R) > 0, para todo o retangulo
m-dimensional R C S; X --- x .S,,.

Definicao 1.6.5. Seja H : S; x---x S,, — R, onde os S;’s sao subconjuntos

nao-vazios de R que contém um menor elemento a;, = = 1,--- ,m. Entao,
dizemos que H é grounded se, para todos os pontos (uy, -+ ,u,) € Dom(H)
tais que u = ax para pelo menos um indice k, temos H(uq, -+ ,u,) = 0.

Assim como no caso bidimensional, uma funcao H ser m-crescente nao
implica nem ¢é implicado por H ser nao-decrescente em cada um de seus
argumentos, como mostram os proximos exemplos.

Exemplo 1.6.4. Seja m um inteiro positivo par. Considere a funcao H :
I™ — R dada por

H(uy, -+ tpy) = max{ug, -, Up}
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E claro que H assim definida é nao-decrescente em cada um de seus argumen-
tos, mas H nao é m-crescente. Para ver isso, considere o retangulo R = ™.
Note que A,,(R) neste caso possui um unico elemento que nao possui alguma
coordenada igual a 1, a saber, o vetor (0,---,0). O conjunto A,,(R) tem
2™ elementos sendo que entre esses elementos, digamos wy, ¢ = 1,--- 2™,
metade deles é tal que csgn(w;) = 1 (o vetor (0,---,0) é um deles, ja que
m é par) e a outra metade é tal que csgn(w;) = —1. Além disso, H(w;) =1

para todo w; € A,,(R) —{(0,---,0)} e H(0,---,0) = 0. Logo,

Vi(R) = ) ;R;:sgmw)ﬂ(w)
- {%—MrH(O,m ,0)} - g]
= —1

Portanto, Vg (R) < 0.

Exemplo 1.6.5. Considere a funcao H : I"™ — [ dada por
H(uy, - yt) = (T —ug) (1 —ug) -+ (1 — ).

E claro que a funcao H assim definida é decrescente em cada um de seus
argumentos. Vamos provar por induc¢ao (na dimensao do retangulo R) que,
dado R = [uy,v1] X =+ X [tU, U] C 1™, temos

Vi(R) = (—1)’”H(vi — u;). (1.24)

Para k& = 2 o resultado foi mostrado no Exemplo 1.1.1. Suponha que o
resultado seja valido para k = m — 1, isto é, suponha que para todo R =

[ug, v1] X+ X [tp_1, V1] € I™! valha
m—1
Va(R) = Y esgn(w)H(w) = (=)™ " [ (vi — w). (1.25)
WEAm_1(R') i=1
Inferiremos dai a validade do resultado para k = m. Dado R’ = [ug,v1] X

X [tm—1,Vm_1] € I™ 1 considere R = R’ X [ty,, vm] C I™ € 08 conjuntos

At (R) ={w = (w1, ,Wp_1,Up) € R tais que w; = u; ou w; = v,
i=1,---,m—1},
Ay (R) ={w = (wy,- -+ ,Wm-1,Vy) € R tais que w; = u; ou w; = v;,

i=1,---,m—1}
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Note que A%"(R) é o conjunto dos vértices de R cuja m-ésima coordenada é
Um € Alm(R) é o conjunto dos vértices de R cuja m-ésima coordenada é v,,.
Além disso, é claro que A,,(R) = A" (R)U A" (R) e A¥(R)N A" (R) = 0,
ou seja, A (R) e A»(R) formam uma partigdo de A,,(R). Agora,

Vi(R) = 3 csn(w)H(w)

weEAm(R)
= Z csgn(w)H (w) + Z csgn(w)H (w)
weEAL (R) weA (R)
m—1 m—1
= Z csgn(w H —wy)(1—up, +Z csgn(w H (1—w;)(1—vy)
weAR™ (R) =1 weAT™ (R) =1
m—1 m—1
= Z csgn(w H 1—w;) + Z csgn(w H (1—wy)
weAL™ (R) =1 weA" (R) =1
m—1 m—1
— U, Z csgn(w H 1—w;) — v Z csgn(w)H(l—wi).(l.%)
weAL™ (R) 1=1 weA™ (R) =1
Note que, para cada W = (wy, -+ , Wy_1, Up,) € A% (R) temos
csgn(w)!weAumm(R) = csgn(wy, -+, W1, Up)
= —csgn(wy, -+, Wyp_1) = csgn(w)|W€Amil(R,).
Por exemplo, o vetor (uy,va, -+, Um—1, Un) € A% (R) é tal que
csgn (Ug, Vo, « + U1, Upy) = 1 = —csgn (ug, Ve, -+, Upp1) -
AL (R) €A1 (R)
Dessa forma temos,
m—1 m—1
Z csgn(w H (1 —wy) Z csgn(w) || (1 — w;). (1.27)
weEAM™ (R) i=1 wEAm_1(R’) =1
Por outro lado, para cada w = (wy, -+ , Wy—1, V) € A (R) temos
ngn(w)|w€AUmm(R) = csgn(wy, -+, Wi—1, Uy
= csgn(wy, -+, Wpy_1) = csgn(w)!weAm_l(R,).
Desta forma,
m—1 m—1
Z csgn(w H (1—w;) = Z csgn(w) || (1 — w;). (1.28)
weA (R) i=1 wEAm-1(R') i=1
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Substituindo (1.27) e (1.28) em (1.26), obtemos,

m—1 m—1
Vu(R) = — Z csgn(w H 1 —w;)+ Z csgn(w) H(l—wi)
WEAm_1(R') i=1 WEAy_1(R') i=1
m—1 m—1
—i—uchsgn 1_[1—wZ —vacsgn 1_[1—wZ
weAm_1(R) i=1 wEA,_1(R) i=1
m—1
= (Upm — Up) Z csgn(w) H(l — w;)
wEAm_1(R") =1
m—1
_ 6 (um m—1
i=1

Isto prova (1.24). Note que, se u; < v;, i =1,--- ,n, por (1.24), o H-volume
de um retangulo R = [ug,v1] X -+ X [tp, V] é positivo se m é par e é
negativo se m ¢é fmpar. Assim, H(uy,- -+ ,up) =[]\~ (1 — u;) é uma funcao
decrescente em cada um de seus argumentos que é m-crescente se m é par e
nao é m-crescente se m ¢é fmpar.

Lema 1.6.1. Seja H : S; X -+ x S,, — R, onde 0s S;’s sdo conjuntos
nao-vazios de R, uma fung¢ao m-crescente e grounded. Entdo, H ¢é ndo-
decrescente em cada um dos seus argumentos.

Prova: Sejam k£ € N e a; o menor elemento em S;, i = 1,--- ,m. Considere
o retangulo R = [ay,v1] X+ X [ag_1, k1] X [Tg, Yk] X [@pp1, Vpp1] X -+ X
[y V] C Sp X -+ X Sy, com a; < vy, para i = 1, ,me ap < T < Yg.
Entao, o conjunto A,,(R) contém apenas dois elementos que nao possuem
coordenadas iguais a a;, a saber, Wi = (v1, -+ , Ug_1, Tk, V41, ** ,Um) € Wo =
(U1, Vk—1, Yk, Vkt1," "+ ,Um). Note que como xj é elemento minimal do
intervalo [z, yx], temos csgn(wy) = —1 e csgn(wy) = 1 e como H é grounded

e m-crescente, segue que

0<Vy(R) = Z csgn(w) H (w)

wEAn(R)
= csgn(w)H(wy) + csgn(wa) H (wa)
= H(wy)— H(wy) = H(wy) < H(ws).

Logo, H é nao-decrescente em cada um de seus argumentos. ]

SPor (1.25) (hipStese de inducio).
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Definicao 1.6.6. Seja H : S; x --- x 5,, — R, onde os 5;’s sao subcon-
juntos nao-vazios de R. Suponha que cada S; possua um elemento maximal
bi,i =1,---,m. Entao dizemos que H tem marginais. As marginais unidi-
mensionais de H, F; : S; — R, sao dadas por

.FZ(ZE) = H(bl,' .. ,bi_1,$,bi+1, s 7bm)-

As marginais de dimensoes maiores sao definidas analogamente, ou seja,
fixando-se pontos maximais em H e deixando-se variar os outros pontos.

Lema 1.6.2. Seja H uma funcdo que é m-crescente, grounded e que tenha
marginais. Entao, cada marginal F; de H é nao-decrescente, e se

(Ul,"' s Uk—1, Ty Uk41, " " * 7um) € DO?’TL(H),

entao,

0< H(up Up—1,T, Uyt Up) < Fi(),
para todo x € Dom(Fy). Enunciado equivalente vale para as marginais de
dimensao maior.

Prova: Pelo Lema 1.6.1, H é nao-decrescente em cada um de seus argumen-
tos. Assim, com a mesma notagao da Defini¢ao 1.6.6, segue que

H(ug, g1, Ty Upr1, oy Up) < H(by, oo g1, 2, bgy1, -+ 5 b)) = Fr(z),

para todo x € Dom(Fy). Por outro lado, como H é grounded, pelo Lema
1.6.1, segue que,

0:H<Cl1,"' s Qp—1, Ly Ay 15" * 7am) SH(UJ) y Uk—1, Ty U1, " * 7um)7

para todo z € Dom(F}). Usando um processo andlogo, prova-se a desigual-
dade para o caso das marginais de dimensoes maiores. O

Proposicao 1.6.1. Seja H : S X -+ x S,, — R uma fung¢ao m-crescente,
grounded e com marginais. Para qualquer k, 1 < k <m, com x <y, sejam
(ub crry Uk—1, T U1, - 0 ,Um) € (u17 U1, Y, Uk, 7um> € Dom(H)
Entao,

H(ub"' y Uk—1, Y, Uk+1, " 7um) -
—H(Ul, oty Ug—1, T U1, " ,Um) S Fk<y> - Fk(l‘) (129)

Prova: Se m = 2, considere o retangulo Ry = [x,y] X [x2,bs] C S7 X Ss.
Como H é 2-crescente e grounded, temos que,
H(x,x2)+H(y,b2)—H(x,bg)—H(y,xz)ZO =
H(x,z) — H(y,x2) + Fi(y) — Fi(z) >0 —
H(y,x2) — H(xz,x2) < Fi(y) — Fi(x). (1.30)
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Por outro lado, considerando o retangulo Ry = [x1,b1] X [z,y] € S; X S
temos

H($1,$)+H<bl,y>—H<b1,x>—H<.’1§'1,y>ZO =

H(z1,y) — H(z1,2) < Fo(y) — Fa(). (1.31)
As desigualdades (1.30) e (1.31) juntas estabelecem (1.29).
Considere m > 2 e x,y € Sk, © < y. Dados (uy, -+ ,Up_1, T, Ups1," ", Upm)
e (uy, ,Up—1,Y, Ugt1, " ,Upy) € Dom(H), definimos os m — 1 retangulos
m-~dimensionais Ry (1), =1,--- ,m, | # k, como segue,

RBi(l) = [z, 0] > - X [, Y],

a;, se 1 #1k, bi, se i1<I,i+#k,
com x; =< u, se i=1I e y =< u, se 1>, i#k, ,
r, se 1=k, Y, se 1=k,
onde a; = min{S;} e b; = max{S;}, i = 1,--- ,m. Por exemplo, se k = 5,

temos,
R5(2) = [a1, b1] X [ug, ba] X [as, us] X [as, us] X [z,y] X [as, ue] X - - X [Am, U],

R5(3) = [a1, b1] X [ag, ba] X [us, bs] X [a4, ug] X [z, y] X [as, ug] X« X [am, U]

Como H é m-crescente entdo, Vi (Rk(l)) > 0, para cada [, assim,

m
> Vu(Ri(1)) > 0. (1.32)
1=1
1k
Como H é grounded, cada V(R (l)) se reduz a uma soma de 4 termos que
envolvem os 4 vértices de Ri(l) que ndo contém a;’s. Por exemplo, se k=5,
os vértices de R5(2) que nao contém a;’s sdo (b, ug, us, Ug, T, Ug, = -+ , Up),
(b17 Uz, U3, Ug, Y, Ug, * ** 7um)7 (b17 b27 U3z, Uy, T, Up, ~ ", um) € (b17 b27 Uug, Ug, Y, U,
©,Up). Quando estas m — 1 somas s@o substituidas em (1.32), a soma é
telescépica (veja Exemplo 1.6.6) e resulta

0 < H(bi, bp—1,y, b1+ bm) — H(un, -+ U1, Yy Upgr -+ 5 U
_H(bla 7bk_17$,bk+1"' abm)+H(u17 y Uk—1, Ty U411+ * 7um)
= H(U1,"' y Uk—1, L5 Uk41* "« 5 Um —H(Uh"' y Uk—1,Y, U1 " - ,Um)
+ Fi(y) — Fi(). (1.33)
Logo, (1.33) reduz (1.32) a (1.29) e isto completa a prova. O

O préximo exemplo serve para clarear a idéia da prova da Proposicao
1.6.1, pois, num primeiro momento, nao parece claro que a soma em (1.32)
é telescopica. Para esclarecer faremos o caso particular m =4 e k = 3.
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Exemplo 1.6.6. Seja m = 4 e k = 3. Vamos construir os retangulos Ry(l)
conforme a Proposi¢ao 1.6.1. Lembrando da defini¢cao dos retangulos Ry(1),
temos, para [ =1

R3(1) = [u1, b1] X [az, ug] X [z, y] X [as, ua].
Os vértices de R3(1) que nao possuem a;’s sao
(ug, ug, ,uy), (Ug, g, Y, uy), (by, ug, x,us) € (by, usg, y, ug).
Assim, como H é grounded, Vi (R3(1)), dado em (1.23), se reduz a

VH(RS(l)) = H(ul,u2,$,U4) - H(U1,Ug,?j,lb4) - H(bl,u2,$,U4)
+ H (b1, ug, y, us). (1.34)

Para [ = 2, temos,

R3(2) = [a1, b1] X [ug, ba] X [x,y] X [ag, u4l.
Os vértices de R3(2) que nao possuem a;’s sao

(b1, ug, ,uy), (by, u2, y,ua), (by, be, x,uq) € (b1, bo, y, uy).
Assim, Vi (R3(2)) se reduz a
Vi(R5(2)) = H(by,ug, x,us) — H(by,u2,y,us) — H(by, b, x, uy)
+ H (b1, ba, y, uy). (1.35)

Para [ = 4, temos,

R3(4) = [a1, b1] X [ag, bo] X [z,y] X [u4, ba].
Os vértices de R3(4) que nao possuem a;’s sao

(bl, bg, xZ, U4>, (bl, bQ, Yy, U4), (bl, bz, xZ, b4) € (bl, bg, Yy, b4)
Assim, Vi (R3(4)) se reduz a

VH(R3(4)) - H(bl,b2,$,U4) - H(b17b27y7u4> - H(blvanvaél)
+ H(b1, b2, y, bs). (1.36)

Substituindo (1.34), (1.35) e (1.36) na expressao (1.32) obtemos,
Z Va(Rs(l)) =
1=1,2,4

= H(uy,ug, x,uy) — H(uy, ug,y,us) — H(by, us, x,ug) + H(by, us,y,uy)
+ H(by,ug, x,uy) — H(by,ug,y,uy) — H(by, bo, z,uys) + H(by, ba,y, uy)
+ H(by, by, x,uy) — H(by, ba,y,ug) — H(by, bo, x,by) + H(b1,bo,y, by)

= H(uy,ug, x,uy) — H(uy, us,y,ug) — H(by,ba, x,b4) + H(b1,ba,y, by)

= H(uy,ug, x,uy) — H(uy,us,y,uq) + F3(y) — F3(x).
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Como Z Vi (Rs3(l)) > 0, segue que

1=1,2,4
H(uy, ug,y,ug) — H(uy, ug, ,uy) < Fs(y) — F3(x).
O proximo lema estabelece uma desigualdade fundamental que sera util

na prova de varias propriedades de func¢oes m-crescentes, grounded e com
marginais.

Lema 1.6.3. Seja H : 57 x---x S, — R uma fun¢dao m-crescente, grounded

e com marginais. Sejam (ui, -+ ,Upy) € (1, ,vm) € Dom(H). Entao,
|H(uy, - ) — H(vg, o 0)] < Z |F;(u;) — Fi(vi)]. (1.37)
Prova: Sejam (uy, -+, up) € (v1,-++ ,0p) € Dom(H). Entao, o Lema 1.6.2

e a Proposicao 1.6.1 juntos sao equivalentes a

’H(ula"' s Uk—1, Y, U1, - - 7um) -
- H(ula"' y Uk—1, Ty Ufet-1, " " ° 7um)| S |Fk(y) —Fk($)|,

para todo (u17”' y Uk—1, Y, Ug41, " - aum) € (ulv"' y Uk—1, Ty Uk41, " * aum) €
Dom(H). Assim,

‘H(U1,U2>U3a"' 7Um)—H(Ul,U2,U37"' ,Um)‘ < ’Fl(ul)_Fl('lh)’a
|H(01,U27U3,"‘ >Um)—H(Ulav2,U3,"' 7um)| < |F2(U2)—F2(02)|,
|H(U17"' 7FUm717Um>_H(U17"' 7Umflavm)| S |Fn(um)_Fn(Um)‘

Somando as desigualdades acima obtemos,
|H(u17u27u37 T 7um) - H(Ul,UQ,U?), e 7um)| +
+ ’H(,Ulau%'u’?n'” 7um)_H(U17U27u37”' Jum)l_'_ -+

+ |H(U17”' avm—laum> _H(U17"' 7Um—17,Um Z F 1)|

Por outro lado, pela desigualdade triangular,
’H(uh”' 7um) _H(Ulv'” Jvm)‘ =
= |H(U1, 7um) - H(Ulau2au37“' aum) +H(’U1,U2,U3,"' 7um) -
—H<'U1,'U2,U/3,"' ,um)+H(U1,U27U3,"‘ 7u’m)++
_H<U17"' 7Un717um> +H<Ulu"' 7Un,17um> - H<,U17H' 7Um)|

< |H(ug, -+ s um) — H(vr,ug, -+ um)| +
+ | H (v, ug, ug, -+ Up) — H(vp, v, u3, -+ Up)| + -+ +
+|H<U17"' Um— 1,um)—H(v1,~-~,vm)\

< Z|F uz - Z)l
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Logo,

m

[ (ur, - ) = H(vr, oo v0)| < )| Fi(us) = Fiv)].

=1

Isto completa a prova. O

Definigao 1.6.7. Sejam € N, m > 2. Uma fungao H ¢é dita ser uma func¢ao
de distribuicao m-dimensional se satisfaz as seguintes condigoes:

(i). Dom(H) = R™;
(ii). H é m-crescente e grounded;
(iii). H(oco,-- - ,00) = 1.

Diremos que H é a funcao de distribuicdo conjunta das variaveis aleatorias
Xy, -+, X se, para todo x = (21, ,Z,,) € R™,

H(x)=P(X1 <z, -, Xpn < ).

A funcdo H assim definida serd também uma funcao de distribuicao m-
dimensional conforme a Definigao 1.6.7 (veja Tucker, 1967, pagina 24). Além
disso, segue do Lema 1.6.1, que cada marginal de uma distribuicao con-
junta m-dimensional é uma funcao de distribuicao, o mesmo valendo para
as marginais de ordem maior. Em geral vamos denotar por Fi,--- , F,, as
marginais unidimensionais de uma distribuicao conjunta m-dimensional e nos
referiremos a elas simplesmente por marginais. As marginais de dimensao
maiores serao chamadas de k-marginais, 2 < k < m.

Definigao 1.6.8. Seja m € N, m > 2. Uma cdpula m-dimensional (ou,
abreviadamente, uma m-cdpula) é uma funcdo C' que satisfaz as seguintes
condigoes:

(i). Dom(C) = I";
(ii). C é m-crescente e grounded,
(iii). Para todo k € N, k < m, as marginais de C, C}, sao tais que

C’k(uk) = 0(1, ct ,1,uk, 1, ct ,1) = Ug- (138)

Note que uma m-cépula C' é uma fungao de distribuicao no sentido da
Definicao 1.6.7. Logo, todos os resultados vistos até aqui valem para m-
cépulas. Além disso, as k-marginais de uma m-coépula qualquer, sao também
k-copulas. O proximo teorema garante a continuidade uniforme de uma m-
copula qualquer. A prova é adaptada de Schweizer e Sklar (2005).
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Teorema 1.6.1. Uma m-copula C' € uniformemente continua.

Prova: Dadoe >0eu= (uy, - ,uy) € I, sejav = (v, - ,v,) € [ tal

que
m
Z |Uz — Ui| < E.
i=1

Como C' é cépula, por (1.37) e (1.38), temos,
IC(u) = CW)[ <D Jus —vif <e.
i=1

Isto prova que C' é continua. Como /™ é um intervalo compacto e Dom(C') =
I, segue que C' é uniformemente continua em ™. ]

Assim como no caso bidimensional, uma m-cépula também é diferenciavel
em quase toda a parte em cada um de seus argumentos, conforme mostra o
proximo teorema.

Teorema 1.6.2. Seja C' uma m-copula qualquer. Entao, as derivadas par-
A0 (U, um) - . . .
clats =g, k= 1,---,m existem, tomam valores em I e sao ndao-

decrescentes quase toda a parte.

Prova: A existéncia das derivadas é imediata, ja que C' é nao-decrescente
em cada um de seus argumentos e I"™ é compacto. Logo, C é diferenciavel
em quase toda a parte. Fixado k € {1,--- ,m}ew; € [0,1],7=1,--- ,m,
i # keseug € (0,1), temos por (1.37) que,

0 < lim C(ula'“ 7uk717uk+hauk+17"' 7um) .
~ h—0 h
B CUny -+ U1y Uy Up 1, * 5 U
h
Zi%lwl — wi| + |ug + b — g
. KA
s fm h =5

em quase toda a parte, ou seja,

ac(ub T aum)

0<
o 8uk

<1, Vk=1,---,m.

Usando-se limites laterais, prova-se a desigualdade para u; em quase toda a
parte de [0,1]. Tomando-se z < y, o Lema 1.6.1 garante que a fungao

(U’l?'” y Uk—1, Uk41, " "~ 7um) C(Ul,"' y Uk—1, Y, Uk41, - 7um) -

—C(U1, o, Ug—1, T, U1, " 7um)7
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é nao-decrescente em quase toda a parte. Logo, a funcao
8[0(“1, y Uk—1, Y, Uk41, "+ * 7UM>_C(U’17”' y Uk—1, Ty Uk41, " * ,’U/m)} >0
0uk -

estd bem definida e é nao-negativa quase toda a parte. Pela linearidade da
derivada obtemos

Y

aC(U]_,"‘ s U—1, Y, U415 -+ ° ,Um) > aC(U,l, y Uk—1, Ty U1, " " * ,U/m)
ouy, - ouy, 7
OC (u1, um) 2 _ ~
O que prova que — oup ¢ nao-decrescente em quase toda a parte para
todok=1,--- ,m. O

A versao do Teorema de Sklar para m-copulas é a seguinte.

Teorema 1.6.3. (Versao m-dimensional do Teorema de Sklar). Sejam X,

-, X varidveis aleatorias com funcgao de distribuicao FY,--- , F,,, respec-
tivamente, e distribuicao conjunta H. FEntao, existe uma m-copula C' tal
que,

H(zy, - xm) = C(Fy(z1), -+ Fo(xm)). (1.39)
Se Fy,--- , F,, sao todas continuas, entao C ¢ unica. Caso contrdario, C' é
unicamente determinada em Im(Fy) X -« xXIm(Fy,).
Prova: Veja Schweizer e Sklar (2005) e referéncias ali contidas. [
Corolario 1.6.1. Seja Xy, -, X,, varidveis aleatorias com funcdao de dis-
tribuicao Fy,--- | F, respectivamente, e distribuicao conjunta H. Entao,
para todo (uy, -+ ,uy,) € R™,
C(Uh e 7um) - H(Fl(_l)(Ud)? e aFrgq_l)<um))7 (140)

-1 :
onde F,E )V éa quase-inversa de Fj,.

Exemplo 1.6.7. (Cépulas independéncia e limites de Fréchet-Hoeffding).Os
analogos m-dimensionais as copulas I, M e W sao dados, respectivamente,
por

™) = wug- - Up;
M™u) = min{uy, -, un};
Wm(u) = max{u; + -+ U, —m+1,0}.
E facil ver que II" é grounded e possui marginais univariadas conforme (1.38),
isto é, Ck(ux) = ug, k = 1,--+ ,m. Note também que dado R = [ug,v1] X
* X [ty U] SI™,

m

Vim (R) = Z csgn(w)Il(w) = Z csgn(w) Hwi = 7H(Ui —u;) > 0.

weAm(R) wEA,(R) =1

"A prova deste fato é dada no Lema 2.3.2 na Secdo 2.3.
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Também é facil ver que M™ é uma cépula. De fato, é claro que M™ é grounded
e suas marginais satisfazem (1.38). Além disso, um argumento similar ao do
Exemplo 1.2.1 prova que, dado R = [u1,v1] X -+ X [t, V] C 1™,

Vim (R) = max{0, min{vy, - -+ , v, } — max{uy, -+ ,un}} > 0.

Neste ponto comecam a aparecer as diferencas entre 2-cépulas e m-copulas.
A func¢ao W™ nao é copula qualquer que seja o inteiro m > 2. Para ver isso,
seja m > 2 e considere o retangulo R = [1,1] x -+ x [1,1] C I"™. Defina o
conjunto

By={w € A,,(R)| no méximo m — 2 coordenadas de w sao iguais a 1}.
Note que, dado w’ € By, W™(w’) = 0. Defina também o conjunto

By={w € A,,(R)| m — 1 coordenadas de w sao iguais a 1}.

Note que o conjunto By possui m elementos e se w” € Bs, entao,
n " 1 1
W*(w") = max m—1+§—m+1,0 =5
e csgn(w”) = —1. Além disso, A,,(R) = By UByU{(1,---,1)}. Logo,

Viym(R) = Z csgn(w)W™(w) =
weEAnm(R)

para todo m > 2.

O préximo teorema é o analogo multidimensional dos limites de Fréchet-
Hoeffding. Ainda que W™ nao seja uma m-cépula para m > 2, continua
sendo uma cota inferior para o conjunto das m-copulas.

Teorema 1.6.4. Seja C' uma m-copula qualquer, m > 2. Entdao, para todo
uelm,
W™ (u) < C(u) < M™(u).

Prova: Seja (uy, -+ ,up,) € I™. O Lema 1.6.2 e a condigao (1.38) implicam

Clug, - s up) <up, YE=1,--- m.

47



Logo,
Cug, -+ s upy) < minfug, -« up}.

Por outro lado, pelo Lema 1.6.3,

|C(u1’... 7Um) _C’(l’... ’1)|

(VAN
g
o
|
o
|

1= Clut, upm) < Z(l—ci(u») =

1—C(ug, )

IN
3
|
™
B

Logo,
Clug, - tm) > Y ui—m+1, (1.41)
i=1
qualquer que seja (ug, -+ ,uy,) € I™. Além disso, como C' é grounded e

nao-decrescente em cada argumento, segue que
C(uy, -+, Upm) >0,
desigualdade que combinada a (1.41) estabelece
Cug, + ,Up) > max{0,u; + -+ uy —m+ 1},
o que completa a prova. O

Assim como no caso bidimensional, as m-cépulas I1"™ e M™ também pos-
suem interpretacoes em relacao as caracteristicas de dependéncia entre as
variaveis aleatorias envolvidas. Isto é o que mostra os proximos teoremas.

Teorema 1.6.5. Seja um inteiro m > 2. Sejam Xy, --- , X,, varidveis alea-

torias continuas. Entdo, Xi,---,X,, sao independentes se, e somente se, a

m-copula associada a Xq,--- , X, € 11",

Prova: Suponha que Xi,---,X,, sejam independentes. Seja H a sua dis-

tribuicao conjunta com marginais Fi,--- , F},, respectivamente. Entao,
H(zy, - xm) = Fi(z) - Fo(am). (1.42)

Substituindo x; = F(Y(u;), para todo (uy,--- ,uy,) € I™, em (1.42), por
(1.40), obtemos,
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Reciprocamente, suponha que a m-cépula associada a Xy, .-+, X,, seja II™.
Entao, por (1.39),

H(l‘l, T 7xm) - Hm(Fl(xl)a Tt >Fm($m)) - Fl(lll) te Fm<£m)7
o que mostra que Xy, -, X,, sao independentes e completa a prova. O

Teorema 1.6.6. Seja m um inteiro m > 2. Sejam Xi,--- , X,, varidveis
aleatorias continuas. Entao, a m-copula associada a X1, -+ , X,, € M™ se,
e somente se, as varidveis aleatorias X4, -+, X,, sao quase certamente uma
funcao crescente de alguma delas.

Prova: Veja Schweizer e Sklar (2005) e referéncias ali contidas. O

Teorema 1.6.7. Sejam Xi,--- ,X,, varidveis aleatorias continuas com m-
copula associada C. Sejam f; :Im(X;) — R fungoes crescentes, para todo
i=1,---,m. Considere as varidveis aleatorias f1(X1), -, fm(Xyn). Entdo
a m-copula associada a fi(X1), -+, fm(Xm) € C. Isto é, C € invariante
mediante transformacades estritamente crescentes.

Prova: Veja Schweizer e Sklar (2005) e referéncias ali contidas. Veja também
as referéncias contidas em Anjos et al. (2004). O

Sel <k < meC éuma m-copula, entao as marginais k-dimensionais
de C' sao as fungoes obtidas igualando-se m — k dos argumentos a 1. Assim,
uma m-copula possui <7l’j> k-marginais e, para k > 2, estas marginais sao k-

copulas também. Porém a reciproca nao vale em geral. Dadas (’2) k-cépulas

nem sempre elas sao as marginais k-dimensionais de alguma m-cépula. Se
isto ocorrer, entao as @L) k-copulas sao ditas ser compativeis. O problema de

determinar condicoes para que um conjunto de k-copulas sejam as marginais
de alguma m-cépulas é chamado de problema de compatibilidade. O prob-
lema de compatibilidade é muito importante, porém dificil de ser abordado.
Apesar de varios avancos, o problema ainda esta longe de estar completa-
mente resolvido.

Se (1, Cy e (5 sao 2-cépulas quaisquer, entao, C, Cs e C'3 sao compativeis
se, e somente se, existe uma 3-cépula tal que suas marginais bidimensionais
sao, em alguma ordem, C, Cy e C3. Nao é nosso objetivo aqui estudar este
problema de forma aprofundada. Ao leitor interessado, referenciamos Joe
(1997) e Nelsen (1999). Outras referéncias podem ser encontradas também
em Schweizer e Sklar (2005).
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Capitulo 2

Construindo Coépulas

Neste capitulo apresentaremos algumas técnicas para a construcao de copulas.
Construir copulas nao é um problema facil. No caso m-dimensional, existem
ainda muitas limitacoes técnicas além do problema de compatibilidade, o que
torna a construcao de cépulas m-dimensionais uma tarefa bastante dificil.
Existem muitos métodos para se construir copulas, mas nenhum deles é
geral o bastante a ponto de permitir que qualquer cépula possa ser construida
através dele. Aqui apresentamos algumas construgoes particularmente inter-
essantes, como a das Familias Ali-Mikhail-Haq, Plackett e Arquimediana.
Além dessas apresentamos também a interessante construcao de Dolati e
Ubeda-Flores. As familias de cépulas Ali-Mikhail-Haq, Plackett e Arquime-
diana sao muito utilizadas em aplicacoes devido a suas propriedades interes-
santes e ao grande numero de cépulas importantes que fazem parte destas
familias. Para uma aplicacao da Familia Plackett, veja Rockinger e Jondeau
(2006). Para mais detalhes a respeito da Familia Ali-Mikhail-Haq, veja Ali
et al. (1978). Para mais detalhes a respeito da Familia Arquimediana de
copulas, veja Nelsen (1999), pagina 89. Veja também Anjos et al. (2004).

2.1 FaMmiLiA ALI-MIKHAIL-HAQ DE COPULAS

Sejam X e Y duas varidveis aleatérias com funcao de distribuicao F' e
marginais Fj e Fj, respetivamente. Quando X e Y denotam tempo de vida
de objetos ou seres, é natural falar a respeito de diferencas de sobrevivencia.
Isto é, a razao entre a probabilidade de sobrevivéncia além do tempo z e de
falha até o tempo x. Matematicamente isto quer dizer estudar o comporta-
mento da razao

P(X >z) 1-F(x)
P(X<z)  F(z)

Analogamente, para o caso bivariado podemos nos perguntar como se com-

- 1= F(l’, y)
porta a raza0 ———— -
(2,9)
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Exemplo 2.1.1. Suponha que X e Y tenham funcao de distribuicao logistica
bivariada de Gumbel (veja Exemplo 1.5.4), isto é

1

F(x,y):m, VJT,QGR.

Temos
|- Flzy) 1-(1+e™ )

Flz,y) (e =+ev)!

Do Exemplo 1.5.6, sabemos que as marginais de X e Y sao dadas por

= T +e Y.

1 1
Fl)=1—— ¢ B)=1—
Assim,
1-RE) - Ry,
——t =k e ——F=e",
Fi(z) F5(y)

Logo, F' satisfaz a equacao funcional

L= Fley) 1-F()  1-Fy)
F(z,y) Fi(x) Fy(y)

(2.1)

Exemplo 2.1.2. Suponha que X e Y sejam variaveis aleatérias indepen-
dentes com funcao de distribuicao conjunta F' e marginais F; e Fj, respec-
tivamente. Assim F(x,y) = Fi(z)Fy(y), para todo z,y € R. Note que
podemos escrever

B 1—F(z)]
r = [+ 550
e analogamente para F,. Dessa forma obtemos,
1— F(z,y) _ 1 _q
F(z,y) Fy(z) Fy(y)
_ i $10)) - By _
- [ e
_ 1-Fi(z)  1-Fy)  [1-F(@)]l-Fy) )
T R B R@Aw D

Exemplo 2.1.3. Seja X uma varidvel aleatéria com distribuigdo £(A;) e Y
uma variavel aleatéria com distribuicao £(As), A1, A2 > 0. Sejam F) e Fy as
fungoes de distribuicao de X e Y, respectivamente. Assim, Fj(z) = 1 —e M®
e Fp(y) = 1 — e Y. Suponha que a distribuicio conjunta de X e Y seja
dada por R R
2(1 —e M) (1 — e "2Y
F(x,y) = ( 5 _ 6_(2‘§m+)‘2y) ) )
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Nestas condigoes, vamos mostrar que Fy, Iy e F satisfazem a equagao fun-
cional

1—F(l’,y) o 1—F1(CC) 1 _FQ(y) + = <[1 _Fl(x)][l_FQ(y)]> (2 3)
7 . .

Foy) = R@ | B Fy(2) Fa(y)

Por um lado temos,

1—F(z,y)  2—e Cuatlan) _9(] — ehio)(1 — ¢~2y)
Fz,y) 2(1 —e7M7)(1 — )
=Mz 4 9p—A2y _ 3p—(MiztAzy)
o z€ + Ze e ‘ (2.4)
2(1 — e=M17)(1 — e—22v)
Por outro lado,
LA 1R (A Bl)
Fi(x) Fy(y) 2 Fi(z) Fa(y)
e—)xlac e—)\gy 1 e—(>\1$+)\2y)
T 1w * 1 —e P2y * 2 ((1 —e Mo (1 — e’\%’)>
267/\190(1 _ 6*/\274) + 267)‘”(1 _ 6*/\196) + e~ (Az+Azy)
B 2(1 — e=M17)(1 — e—H2v)
9e=MT | 9o=A2y _ 3o~ (Mz+A2y)
e ¢ . (2.5)

2(1 — eM?)(1 — eM2v)
De (2.4) e (2.5) concluimos (2.3).

A construgao apresentada por Ali et al. (1978) é baseada nas solugoes de
uma equacao diferencial parcial sob certas condi¢oes de contorno que apre-
sentaremos a seguir. Antes disso, algumas defini¢oes e resultados necessarios
a construcao sao apresentados.

Sejam entao X e Y duas varidveis aleatdrias continuas com fungao de dis-
tribuicao conjunta F'(x,y) e distribuigdes marginais F(x) e Fy(y), respecti-
vamente. Defina a funcdo razao de diferencas de sobrevivéncia bidimensional
H por

1— F(,CL’, y)
H T,Y) = —F7 5
9= Fy)
e defina as funcoes razoes marginais de diferencas de sobrevivéncia por
1— Fi(x) 1 — Fy(y)
Hi(z)=—————— ¢ H = ——L 2.6
Note que podemos escrever
1
F(r,y) = ——.
(z.9) 1+ H(z,y)
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Observe também que como Fj e F5 sao continuas e nao-decrescentes, H; e
Hs sao nao-crescentes e

lim Hy(z)= lim —— " —
x—1>r_noo 1(1.) x—1>r_noo F1<;L‘> %0
¢ | — Fi(x)
— X
lim H,(z) = 1 L) — .
Jim H(z) = Jim =5

Analogamente para Hs. Assim H; e Hs sao funcgbes que decrescem de oo
para 0 no dominio de X e Y. Deste fato segue que H(x,y) deve satisfazer as
seguintes propriedades:

i = lim T — iml—F<l‘,y):1—F1(x)
(1) H (@, 00) _ylﬁooH( ') ylﬂoo F(x,y) Fi(x)

Analogamente, H(oco,y) = Ha(y);

1—-F
(i) Bz, =o0) = lim_H(z.y) = lim o) o

Analogamente, H(—o00,y) = oo;

(iii). Como F'(x,y) é fungao de distribuigao, entao, dado o retangulo [zq, y1] X
[x9, 2] contido no dominio de (X,Y’), temos

F(xy,22) + F(y1,y2) — F(x1,y2) — F(x2,y1) > 0,

o que é equivalente a

1 1 1 1
+ — - > 0.
L+ H(zy,z2) 14+ H(y,ye) 1+ H(z,ye) 1+ H(wz,y)
Ali et al. (1978) estudaram as solugoes da equagao diferencial

O*H (x,y)
OH,(2)0Hs(y)

=q, (2.7)

onde « é um parametro real e H(-,-) é uma fungdo de distribui¢ao a ser
determinada e Hi(-) e Hy(+) sao dadas em (2.6).

O objetivo é obter solugoes de (2.7) que satisfagam as condigoes de con-
torno (i) a (iii) acima para obter H(-,-) em fungao de F'(-,-) e entao aplicar o
Teorema de Sklar. Dessa forma, obtém-se uma cépula ou familia de cépulas
que satisfazem a equagao diferencial parcial (2.7) com condigdes de contorno
(i) a (iii) com as mudangas ébvias necessarias.

Pode-se mostrar que a solugao da equacao diferencial (2.7) é

H(x,y) = S(Hy(x)) + R(H(y)) + aHi () Ha(y),
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onde S(-) e R(:) sdo fungoes diferencidveis arbitrarias definidas na imagem
de H, e Hs, respectivamente. Note que

Hy(y) = lim H(z,y)
= lim S(H,(2)) + R(Ho(y) + oHy (x) Ha(y)
= 5(0) + R(Hx(y)).
Logo,
R(Hs(y)) = Ha(y) — S(0).

Analogamente,
S(Hy(z)) = Hi(x) — R(0).

Com isso, a solugao de (2.7) se torna
H(z,y) = Hi(z) + Ha(y) + aHi(z)Ha(y) — S(0) — R(0). (2.8)
Como

0 = lim H(z,y)

= lez@oo Hi(z) + Ha(y) + o (z) Ha(y) — S(0) — R(0)
= —5(0) = R(0),
segue que S(0) + R(0) = 0. Logo,
H(z,y) = Hi(x) + Ha(y) + aHy(z) Ha(y).

Aplicando a reparametrizacao a = 1 — 6 e substituindo as expressoes de H,
Hy e Hy em relagao a F', F} e Fy em (2.8), obtemos
1-Fz,y) 1-F() 1-Fy) (1—Fi(z))(1 = F(y))
F(z,y) Fi(x) Fy(y) Fi(x)Fa(y)
para alguma constante # € R. Note que (2.1), (2.2) e (2.3) satisfazem (2.9)

com § =1, 0 e 1/2, respectivamente. Aplicando as transformacgoes u = F(x)
e v = Fy(y) e o Teorema de Sklar em (2.9) obtemos,

1—-Cy(u,v) 1—u 1-v B (1-w)(d—-v)]
Co(u,v)  w i v + 9){ uv }

+(1-6)

, (29)

Apos alguma algebra obtemos,

wv(l — Cy(u,v)) = v(l —u)Cy(u,v) +u(l —v)Cy(u,v)
+(1=0)(1—u)(l—v)Cy(u,v), <=

uww — uvCy(u,v) = Cypu,v)[v —uww +u—uv+ (1 —u)(l—v)
—60(1— zzb)v(l —v)] =

Co(u,v) = 1—9(1—u)(1—v)' (2.10)
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Resta saber se Cyp(u, v) definido em (2.10) ¢ de fato uma cépula. E claro que
Co(u,v) satisfaz a equagao diferencial (2.7) e as condigoes de contorno (i) a
(iii). E imediato também que Cy é grounded e tem marginais u e v. Para
que Cy(u,v) > 0, para todo u,v € I, é preciso que 1 — (1 — u)(1 —v) > 0.
Mas,
0<1—-01-u)(1—v)<1-6.
Logo, 6 < 1. Se § = 1 temos
uw

Cufuv) = e >0, Vuve L
u VUV — uv

Logo, Cy(u,v) > 0, para todo u,v € I <= 6 < 1. Para que Cjy seja
2-crescente ¢é suficiente que (veja Lema 1.5.1) C seja absolutamente continua
e que

2
0°Cy(u,v) >0
oudv
Pela regra do quociente temos,
9Cp(u,v) v B wvd(1 —v)
ou  1-01—w(l—v) [1-601—u)(l-nuv)?
A(;,,v) B(‘;v)

Novamente a regra do quociente nos da

0A(u,v) 1 B Ov(1 — u)

v 1-01—u)(l—v) [1-0(1—u)(l—uv)?
‘ 0B(u,v)  Bu(l—v)—wd  20Pu(l —u)(l-v)

o [1-01—-uwd—v)]2 [1-0(1-u(l—-02)3

Logo,
9?Co(u,v) 1 B Ov(1l — u)
oudv  [1—01—w)(1—-v)] [1—0(1—u)(l-2v)?

_ Ou(l —v) —wd 20%uv(1 —u)(1 —v)

=0 —w)(i—o)F [ =60 w1 = o)
1 30uv — O(u + v)

T—00—w—0)] @ [L-00—ul—0)
20%uv(1 — u)(1 —v)
1—60(1—u)(1—v)]3

1 — 6+ 20uv 202uv(1 — u)(1 — v)

60— - oF [1-60 w0 _o)F

1-0 20 20*(1 —u)(1 —v)Ci(u,v

u?v? Cg(u,v) ( )ELQUQ )

C2(u,v

Z(sz ) [1 =0+ 20uv + 20°(1 — u) (1 — v)Co(u, v)]. (2.11)
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Mas, da expressao (2.10), temos que

20uv = 20[1 —0(1 —u)(1 —v)]Cyp(u,v)
= [20 —20*(1 — u)(1 — v)]Co(u,v). (2.12)

Substituindo (2.12) em (2.11), obtemos,

9*Cy(u,v)  Cy(u,v)

oudv  u2?

[1— 604 20Cy(u,v)]. (2.13)
Para que 0 < Cy(u,v) < 1 e %g;”) > 0 é necessario e suficiente que
1 —60+420Cs(u,v) > 0, mas,

0<1—-0+20Cy)(u,v) <1—-0+20=1+60 <= 0> —1.

Além disso, um céalculo extenso, porém elementar, nos mostra que

u LU 8209 JJ y
// “owdy dxdy = Cy(u,v).

Dessa forma, a funcao definida por

uv

C’e(u U) 1_9(1_u)(1—v) )

¢ uma cépula para todo 0 € [—1, 1], satisfaz a equacao diferencial (2.7) e as
condigoes de contorno (i) a (iii). A esta familia de cépulas chamamos Familia
Ali-Mikhail-Haq (veja Ali et al., 1978).

2.2 FAMILIA PLACKETT DE COPULAS

Nosso objetivo nesta secao é apresentar a construcao da familia Plackett de
copulas (veja Nelsen, 1999, pagina 79). Sejam X e Y duas varidveis aleatérias
continuas com distribuicao conjunta H e marginais F' e (G, respectivamente.
Considere a razao

H(z,y)[1 = F(z) = G(y) + H(z,y)]
[F(x) — H(z,y)][G(y) — H(z,y)]
H(x,y) — F(x)H(x,y) — G(y)H (v, y) + H*(x,y)

" F)G(y) - F(x)H(z,y) — G(y)H(z,y) +H2<;’y>. (2.15)

(2.14)

Podemos notar que a diferenga entre o numerador e o denominador no lado
direito da expressao (2.15) é H(z,y)— F(xz)G(y). Assim podemos interpretar
f como uma maneira de se “medir’o quao préximo (ou distante) estd a de-
pendéncia entre X e Y em relacao a independéncia. E imediato da expressao
(2.15) que se X e Y sdo independentes, entao § = 1. Suponha agora que X
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e Y possuam uma relacao de dependéncia perfeita positiva, isto é, suponha

que exista uma funcgao crescente f tal que Y 2 f(X). Denotando por F' a
fungao de distribuicao de X, temos

P 22Y ) = P <2000 < /70 = min (Pl UL
2.16
Escrevendo A := —F(z)H(x,y) — G(y)H(x,y) + H*(z,y), e como

0< ), F(/ ™ (4)) < 1= F(@)F(/ ™ (y)) < min {F(z), F(f_l(y)gz} 17)
de (2.15) segue que, |

min {F(z), F(f'(y))} + A
F(@)F(f~(y) + A

0 = > 1.
Por outro lado, se X e Y apresentam uma dependéncia perfeita negativa,

isto é, se existe uma funcao decrescente g tal que Y 4 g(X), entao,

P(Y<y) = P(X>g'(y)
= 1-P(X<g'(y)
= 1-F(g'(y)) (2.18)

Por outro lado,

P(X <z,Y<y) = PX<z,X>g ')
= PX>g'(y)|X <2)P(X <2)
= 1-P(X <g ' (y)|X <a)] P(X <)
= P(X<2)-P(X<z,X<g ()
F(z) —min {F(z), F(g"' ()} . (2.19)

Desta forma, substituindo (2.18) e (2.19) em (2.15), e pelo andlogo de (2.17)
para F'(g~*(y)) obtemos,

F(z) —min {F(z), F(g"'(y))} + A

= T TF@ - F@)Fg i) + A

< 1.

E claro também que 6 > 0. Assim, temos # = 1 em caso de independéncia,
# > 1 em caso de dependéncia positiva perfeita e # < 1 em caso de de-
pendéncia negativa perfeita.

Note que no caso de independéncia € nao é uma fungao do ponto (x,y)
utilizado em (2.14), j4 que § = 1. Porém no caso de dependéncia perfeita
positiva e negativa, # depende das fungoes f e g envolvidas e possivelmente
até do ponto (z,y) escolhido. De fato, é de se esperar que, para a maioria
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das fungoes de distribuicao, 6 serd funcao do ponto (x,y) utilizado para cal-
cular (2.14). A questao que Plackett tentou responder foi a seguinte: Existe
alguma funcao de distribuicao para a qual € é constante qualquer que seja o
ponto (z,y) € R??

A resposta é afirmativa, conforme veremos adiante, e as distribuigoes que
satisfazem esta propriedade sao os membros da familia de distribuigoes que
originou a Familia Plackett de cépulas.

Usando as transformacoes u = F(x) e v = G(y) e o Teorema de Sklar,
podemos reescrever (2.14) como
9 — Co(u,v)[1 —u — v+ Cy(u,v)]
[u = Cy(u, v)][v = Cy(u, v)]

onde Cy é a copula de X e Y. Se 6 = 1, resolvendo a igualdade acima
obtemos, como esperado, C; = II. Se # # 1 temos,

wvf —0(u + v)Cy(u, v) +0C% (u, v) = Cy(u, v) —uCy(u, v) —vCy(u, v) +Cj (u, v)
< (1 -0)C5(u,v) + [(0 — 1)(u+v) + 1]Cy(u, v) — uvd = 0.

Resolvendo a equacao quadratica acima obtemos,

Cyurwy = @ D) 12 VL4 0= Du+ o) ~ dueh(® ~ 1)

2(0—1)
(2.20)
Para que Cy em (2.20) seja grounded, precisamos que
1+ (0 —1Du] £[1+(0—1)u
Co(u,0) = =0, V I.
[sto acontece somente para a raiz com o sinal “—"precedendo o radical.

Analogamente para Cy(0,v). Para que Cy tenha marginais u e v, precisamos

que
0+ (0—1Dul£[0—(0—1)u]
Co(u,1) = =u, YVuecl
que também s6 vai ocorrer para a raiz com o sinal “—"precedendo o radical.
Analogamente para Cy(1,v). Assim, se 6 # 1, Cp definida em (2.20) satisfaz
as condigoes de contorno somente se o sinal precedendo o radical é “—”". Para

provar que

o 0 -Dw+v)+1— /140 —1D)(u+v)]? —4uwwb(0 — 1)
ol v) = 200—1) ’

é 2-crescente, basta provar (veja o Lema 1.5.1) que C' é absolutamente continua,
e que
2
0?Cy(u,v) >0,
oudv
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Pelo Exemplo 1.5.2, temos

9Cp(u,v) 1 u+v—14+0(u—0)

v 2 * 2¢/[1+ (0 — 1)(u+v)]2 — 4uwvb(0 — 1)

Denotando por f(u) :=u+v — 1+ 6(u — v) temos,

Of(u)
S =140,

Denotando por g(u) := 2y/[1 + (0 — 1)(u + v)]? — 4uvf(f — 1), pela regra da
cadeia temos

dg(u) 200 -+ (0 —1)(u+v)] —4wf(# —1)

Ju VIL+ (0 — 1) (u+v)]2— 4uwwb(0 — 1)

Dessa forma, pela regra do quociente temos

P D (1 1)
Oudv ou\2 g(u)
f(u)g'(w) — f'(w)g(u)

92(u)

Denotando

B:=/[1+(0—1)(u+v)]2—4uvd(d — 1)

D:=20—-1)1+(0—1)(u+v)] —4uvd(f — 1),

obtemos,

9?Cy(u,v) 20+0)vB 1 [Du+v+0(u—v)—1)

Oudv 4B 4B VB
. 20+0)B—-D(u+v+0(u—v)—1)
B 4B>
o 0[0—1)(u+wv) —2uv(0 —1) + 1]
= P
00 —D(utv—2uv) +1]
B Bi

Note que, como 0 < u,v < 1, entao, 0 < u+v—2uv <1 e como 6§ > 0 segue
que,
0[(0 — 1)(u+v —2uv) + 1] > 0.

Como B > 0, finalmente segue que

02Cy(u,v)

> 1.
udy = 0, Yu,v €
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E elementar, porém bastante trabalhoso (veja Nelsen, 1999), mostrar que

v “8209(:1:,3/)
/0/0 Taydﬂfdy—ce(%?/),

ou seja, Cy é absolutamente continua e, pelo Lema 1.5.1, isso mostra que Cly
é 2-crescente. Desta forma obtemos a familia de cépulas Plackett, que é dada
por

(0—1) (utv)+1—/[14+(0—1) (u+v)]2—duvd (0—1)
Cg(U,’U) _ 2(6—-1) )
uv, se 0=1.
(2.21)
Esta familia contém como casos particulares as cépulas M e W (familias
com essa propriedade sdo chamadas de familias comprensivas). Para ver
isso, escreva Cy como,

1 1 /1 2y
Colu,v) = 5 +”+”——\/{——1+u+u} _Awl g 99)

se 0>0,0+#1,

G-1) " 2 2\ |6 0—1

Tomando o limite para § — oo em (2.22), obtemos,

: 1 utv 1 (1 > 4w
Coolu,v) = lim 260 2 —5\/[5—1+u+v} — 5

—_

1
_ urv 2 u+v)? —duv
2 2
1
_ u—;v_5 (w—0)
o utv |u—v
2 2
= min{u,v},

para todo u,v € I. Logo, C'y, = M. Por outro lado, escrevendo

1 utv A1+ 0—1)(u+v)?—4ud(d — 1)
Coluv) = 55—+ 2 200 — 1) ’
e tomando o limite para 6 — 0" obtemos,
_ 1 u+v A1+ 0 —1)(u+v)?—4ub(d — 1)
- 1 _
Colwv) = lim s7—H+—5 200 — 1)
B u—i—v—l+ (u4v—1)2
B 2 2
B u+v—1+|u+v—1|
B 2 2

= max{u+ v — 1,0},
para todo u,v € I. Logo, Cy = W.
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2.3 CONSTRUCAO DE DOLATI E UBEDA-FLORES

A construcgao apresentada em Dolati e Ubeda-Flores (2005) é um pouco di-
ferente das demais existentes na literatura e das apresentadas até aqui. A
grande diferenga é que a construcao de Dolati e Ubeda-Flores é livre do prob-
lema de compatibilidade entre as marginais. A idéia é construir uma cépula
m-dimensional a partir de marginais bivariadas quaisquer dadas (sem nos
preocuparmos se sao ou nao compativeis) e é baseada em uma fungdo que
definiremos adiante.

m
2

bivariadas. A seguir definimos a funcao que sera o objeto de estudo desta
secao.

Note primeiramente que dada uma m-coépula qualquer, temos marginais

Definigao 2.3.1. Seja {C;; : 1 < i < j7 < m} um conjunto de (’;‘) copulas

bivariadas. Definimos a funcdo Dolati e Ubeda-Flores C : I™ — [ por

Clug, -+ yUp) = Z Cij(ui,uj) Hut — (m — 2)2(m +1) Hut. (2.23)

1<i<j<m t=1
t#1,j

A funcao de Dolati e Ubeda-Flores nem sempre ¢ uma copula. O resultado
principal desta secao serd apresentar uma condi¢ao necessaria e suficiente
para que a fungao (2.23) seja uma m-cépula. Antes de apresentarmos tal
resultado, vamos precisar de alguns lemas. O primeiro lema mostra que a
funcao de Dolati e Ubeda-Flores é grounded, tem marginais univariadas u;,
i =1,2,---,m e marginais bivariadas C;;(u;, u;), quaisquer que sejam as
(’g) copulas bivariadas dadas.

Lema 2.3.1. Seja {C;; : 1 < i < j < m} um conjunto de (’;) copulas bivari-
adas e seja C' a funcdo de Dolati e Ubeda-Flores dada por (2.23). Entao,

(1) C(ulv e 7uk—1707uk+17' o ,Um) = O; (]UCLZS(]U@T’ que Sejam Upy -y Ug—1,
U1, s Uum €L ek €{1,2,--- ,m};

(i)). C(1, -+, Lug, 1, -+ ;1) = ug, qualquer que sejauy, € I, k € {1,2,--+ ,m};

(iii). C(1, -+, Lug, 1, Lug, 1,- - 1) = Cry(ug, wy) quaisquer que sejam
ug,wp € I, k1l e{1,2,--- ,m} ek <l.

Prova: (i). Sejam wq,- -+ ,Ug_1,Ugs1, " ,Unm € I, k € {1,2,--- ,m}. Con-
sidere o vetor
u= (Uh“' s Up—1, 0, Ug g1, - - ,Um)~
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Entao,

m m
m—2)(m+1
Cu) = Z C’Z](uz,uj)Hut | )2( ) Hut
1<i<j<m t=1 t=1
14,
m m m m m
= Z Z Cij(ui, uy) Hut + Z Chej(up, uy) Hut
i=1 j=1 t=1 j=k+1 t=1
i<j i,j#k t#i,j t#i,k
k—1 m
m—2)(m+1
+ Czk(uu uk) H Ut — ( )2( ) Hut
i=1 t=1 t=1
t#k,j
Note que, como Cj; é cépula para todo i,7 =1,2,--- ,m e u, = 0, segue que
m

Cj(ug, u;) = 0 = Cy(u;, ug). Como i, j # k, Hut sempre conterd o termo

t=1
t#ij
ug = 0 para todos os indices da soma dupla, logo,

Z Z Cij(ui, Uj) H'th =0.
t=1

=1 _7':1 =
i<j i,j7k t#4,j

Como Hut = 0, segue que C(u) = 0.

t=1
(ii). Sejaug € I, k=1,2,--- ,meconsidereovetoru = (1,--- 1, ug, 1,--- 1) €
I™. Precisamos calcular

S i m—2)(m+1) 15
C(LI):ZZCU(U“UJ)E"L%—F( >2( + )tI:[lUt

i=1 j=1 -
i<j t#4,5
Note que, para qualquer combinagao de i,j € {1,--- ,m} com i < j, temos
( m
Cir(ui, ug) Hut =ug, se j=k,
t=1
t#ik
m
m Chj(uk, uj) H u = ug, se 1=k,
Cij(ui, uy) tlj[lut = 9 t:;l’j

oy m
Cij(uiauj) Hut =ug, se i,j#k.
N—_———

t=1
=Cy;(1,1) .
il t#1,3

=Uug
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Assim,

m
Cij(wi, uy) Hut = Uk,

t=1
t#i,]
para todo 7,7 € {1,--- ,m}, com i < j. Logo,
m m m—1 m
zzmmwnu=wzzl
i=1 j=1 =1 i=1 j=it1

= ug m(m—l)—z_i]

i 2
m(m —1
_om( . ) "
Como
m — = m+1
( H 1),
segue que,
-1 -2 1
2 2
m2—m—-—m2+m+2
= Ug.

(iii). Sejam wy, u; € I, para k < [. Considere o vetor
u= (17 ,1,Uk,].,"' ,1,Ul,17"' 71)

Temos que calcular

C(u) = Z Cij(us, uj Hut (m+ D) Hut

1<i<j<m
t#zg
1 m
SD D) IR | CEECs ey | PR
=1 j=1 t=1
i<j t?'élJ
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Note primeiramente que,

ZZCZ? Wi, Uyj)

i=1 j=1

1<j

Note que,

m m—1 m m
H =2 D Cilwuy) [Ju
t= i=1 j=i+1 t=1
t#£1,j 1#4,j
m—1 m
g E i (wi, Hut—l— E Chj (uk, uj) H Uy
i=1 j=i+1 j=k+1 =1
i;ékl t#zg t#’ﬁj
+ E Cij(w, 1 Hut
j=l+1
t;él]
m—1 m
E ul,uj Hut—i- E ukHut
i=1 j=i+1 j=k+1 t=1
i#£k,l t;éz 7 Gl t#k,j
+ Cra(ug, w) E UIHUt
j=l4+1  t=1
t#L,j
m—1 m m
E E Ukul + E upuy + Cra(ug, up) E (X
i=1 Jj=k+1 j=l+1
i#k, J#l
Ck:l uk,ul E E 1+ E 1+ E UrUy. (225)
i=1 j=i+1 j=k+1 j=l+1
i#k,l G#l

ijlzm—k—l e ilzm—l, (2.26)

J#l




Substituindo (2.27) e (2.26) em (2.25), obtemos,

-1
C(u):Okl(ukaul>+Ukul(m(m—3>+k+l—M+m—k_1+m_l>

2
2 2 _ 6 _ 2
:Ckz(uk,ul)—i—ukul( m m2 mn +m+2m—1>
2om-—2
= Cha(ug, wy) + Ukul(%)
—2 +1
= Cha(ug, w) + (m )2(m ) Uy (2.28)
Substituindo (2.28) em (2.24), obtemos,
m—2)(m+1 m—2)(m+1) ¢
Clu) = Culuk,w)+ ( )2( ) Uy — ( )2( )gut
m—2)(m+1 m—2)(m+1
= Ci(ug, w) + ( )2( ) Uty — ( )2( ) Uty
= Ch(ur, u).
Isto completa a prova. O]

Nosso préximo passo é provar um lema técnico necessario a prova do
Teorema 2.3.1, que é o resultado principal desta se¢ao. Seja m um inteiro
positivo e R = [ug,v1] X -+ X [, V] € I™. Lembre da Sec¢ao 1.6 que o
conjunto dos vértices de R é dado por

Am(R) = {W: (’LUl’-.- ,wm) €R|wk:Uk ou wg = Vg, k= 17 ’m}.
(2.29)
Lembre também da Segao 1.6 que a funcao csgn(w) é definida por

1, se w possui um nimero par de w;’s, ou nenhum,

csgn(w) = {

-1, se W possui um nuimero impar de wu;’s.

Lema 2.3.2. Sejam m um inteiro positivo e R = [uy,v1] X -+ X [t U] um
retangulo em I™. Entao,

Z csgn(w) Hwt =1 (v —w). (2.30)

w €Am (R) t=1

Prova: A prova sera feita por inducao em m, a dimensao do vetor w. Seja
R = [uj,v1] X -+ X [Up, vy um retangulo em I™. Suponha que m = 2.
Entao,

As(R) = {(uq,uz), (u1,ve), (v1,uz), (v1,v2)}. (2.31)
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Assim,

2
E csgn(w) H Wy = Ul + V1V — U Uy — U
w €45(R) t=1

= (v1 —w)(v2 — us)
1;[ Vy — ut

Suponha que o resultado seja vélido para m = k — 1, para algum k inteiro
positivo. Assim, para todo R’ = [uy,vy] X -+ X [ug_1,vp_1] C IF71

k—1
Z csgn(w Hwt H Vg — Uyp). (2.32)
weAL_1(R)

Agora dado o retangulo R’ = [uy,v1] X -++ X [ugp_1,v5_1] € I*7! considere
R = R x [uy,v;] € I*. Defina os conjuntos

AF(R) = {w=(wy, - ,wp_1,v4) € R|wj = u; ou w; =vj,
j:1727"' 7k_1}7
AFR) = {w= (w1, - ,wp_1,u) € R|w; = uj ou w; = vy,

j=1,2,-- k- 1}
Note que, Ax(R) = A*(R) U A*(R) e que A*(R) N A*(R) = 0. Note

também que,

k—1
Z csgn(w )H Z csgn(w Hwtvk+ Z csgn(w )Hwtuk.
t=1

wEAL(R) t=1 weAF (R) wEAF (R)

B

Observe que, da defini¢ao dos conjuntos A7*(R) e A;*(R) e da defini¢ao da
fungao csgn(-), segue que,!

k—1
Z csgn(w Hwtvk = v Z csgn(w )Hwt,
t=1

weA* (R) weA,_1(R)

k—1 k—1
Z csgn(w) Hwtuk = —uy Z csgn(w) Hwt.
t=1

weA*(R) t=1 wEAL_1(R)

Veja também o Exemplo 1.6.5.
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Logo,

k k—1
Z csgn(w) Hwt = Z csgn(w H Wy — U Z csgn(w H Wy
WEAk(R) t=1 WEAk._l(R/) wEAL_ 1(R/) t=1
k—1 k—1
=2 ( (vp — ut)> — Uy (H(vt — ut)>
t=1 t=1
k
= [ —w).
t=1
O que completa a prova. ]

O proximo teorema é o resultado principal desta se¢ao. Nele é apresentado
uma condigdo necessdria e suficiente para que a equagao (2.23) defina uma
copula m-dimensional. O teorema é enunciado em Dolati e Ubeda-Flores
(2005), mas a prova dada pelos autores deixa vérias lacunas para o leitor que
formalizamos ao longo desta secao.

Teorema 2.3.1. Seja {C;; : 1 <i < j <m} um conjunto de < )copulas bi-

variadas e seja C a fungao de Dolati e Ubeda-Flores dada por (2.28). Entao,
C € uma m-copula cujas marginais bivariadas sao C;; se, e somente se,

ZZVO [ui, vi] X [ug,v;]) S (m—2)(m+1) (2.33)
i=1 j—1 Uz _ul _uj) N 2
1<j

quaisquer que sejam ug, vy € I, k=1,2,--+ ,m, tais que u < V.

Prova: Pelo Lema 2.3.1 basta mostrar que, dado um retangulo R C I"™,

Ve(R) >0 <+ ZZ VCI; i‘@;j’z [, v5]) S (m—2)(m+1)

i=1 j=1 i) 2
1<J
quaisquer que sejam ug,vx € I, k=1,2,---  m, tais que ug < vg.
Primeiramente note que, dado R = [uy,v1] X «++ X [Up, V] C I™ e Ap(R)

dado por (2.29), temos

wEAML(R)
= Z csgn(w) izm:C(w w )ﬁw _(m=2)m+1) ﬁw
17 1y Wy t 2 t
wWEAm(R) i=1 j=1 t=1 t=1
1<j t#1,j

3Pela hipétese de indugao (2.32).
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i=1 j=1 weAn(R) t=1
1<J t#%]
—2 1 -
_(m=2)m+1) Z csgn(w) H wy (2.34)
wEAm(R) t=1

Para cada 7,5 € {1,2,--- ,m}, defina,
Ay (Ri;) = {w = (w;, w;) | wg = ug ou wy, = vg, k =1, j}.

Note que, para cada i,j € {1,2,--- ,m}, com i < j, As(R;;) é o conjunto
dos vértices do retangulo R;; = [u;, v;] X [u;,v;]. Vamos denotar por B :=
m

A, (R) — As(R;;) o conjunto dos vértices contidos no retangulo H [uk, Vg,

k=1
k#i,j
onde o produto deve ser interpretado como produto cartesiano. Formalmente,
o conjunto B pode ser definido como

B ={w=(w, Wi 1,Wig1, W1, Wjg1," W) | Wy =
ou wk:/Uk;k:L'“ 72_172+17 a]_17]+17 am}'

Observe que A,,(R) = As(R;j)UB e Ay(Ri;) N B =10, 14,5 € {1,2,---,m},
com ¢ < j. Defina,

csgn(w) = esgn(wW)| o )
AQ(RU) ‘ EAQ(R”)

CSgI;(W) = csgn(w)|w€B .

E claro que,

csgn(w) = csgn(w) csgn(w).
As(Rij) B

Entéao, pelo Lema 2.3.2, podemos reescrever (3.8) como

Ve(R) = Z { Z [csgn Hwt] lcsgn )Cl-j(wi,wj)]}
R)

Ms

i=1 j=1 \ wcAn( Az(R;

Z<j t7é7'a.7

(m —2)(m+1) ﬁ
- (v — ug)

2 t=1
= 2D Vi (R [ (o= 0 = =2 T =,

i=1 j=1 t=1 t=1

'L<] t#%

68



Logo,

Veth)= 303 ettt uj>]H<w-ut>—<m‘2)2<m“)n<w—ut>

Li=1 j= t=1 t=1
1<j
(o Vo, (By) (m=2)(m+1) |
—= Y - (U —u )
_; ; (vi — ui)(v; — uy) 2 t[[l t t
1<j

Como H(vt —u) > 0e (v; —w)(v; —u;) > 0, segue que,
t=1

o~ Vo, ([ugvi] x [y, v5])  (m—2)(m+ 1)
Ve(R) >0 <— - > ,
o) > ZZ (vi —wi)(v; —uy) 2
i=1 j=1
i<j
quaisquer que sejam ug, v € I, k = 1,2,--- ,m, tais que up < v, 0 que
prova o teorema. O

2.4 FAMILIA ARQUIMEDIANA DE COPULAS

Nesta secao apresentamos a construcao da conhecida Familia Arquimediana
de Cépulas. Antes de definirmos as copulas que pertencem a esta familia,
precisamos de alguns conceitos e resultados que apresentamos a seguir.

Definigao 2.4.1. Seja ¢ : I — R uma fungao continua, decrescente e tal
que ¢(1) = 0. A pseudo-inversa de ¢ é a fungao

gy | P se 0t <p(0),
o) { 0, se t > (0).

Note que ¢! é continua, ndo-decrescente em R*, decrescente em [0, ¢(0)],
oY (pu)) =uem I e

(1] -
o) = p(0), se £ =(0),
= min{t, ¢(0)}.

Além disso, se lim ¢(t) = 0o, entdao o= = ¢!, Dada uma funcio ¢ : I —
t—0

{ t, se  0<t<p0),

R™ continua, decrescente e tal que (1) = 0, defina a fungao C : I* — I por

C(u,v) = o (p(u) + (v)). (2.35)
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Estamos interessados em estabelecer condigoes para que a fungao definida em
(2.35) seja uma cépula. A resposta é dada no préximo teorema, cuja prova
¢ adaptada de Nelsen (1999), pagina 91.

Teorema 2.4.1. Seja C : I* — I dada por (2.35) para alguma fungdo
¢ : I — RY continua, decrescente e tal que p(1) = 0. Entao, C' é uma
copula se, e somente se, p € conveza.

Prova: Vamos iniciar provando que C satisfaz as condigoes de contorno (1.2)
e (1.3) de cépulas. Com efeito, dado u € I, temos

C(u,0) = o (p(u) + (0)) = ¢ (¢(0)) = 0

Clu, 1) = o (p(u) + 9(1)) = ¢~ (p(w)) = u.
Por simetria, C'(0,v) = 0 e C(1,v) = v, qualquer que seja v € I. Resta
provar que C' é 2-crescente se, e somente se, ¢ é convexa. A prova deste fato
sera feita em duas etapas. Primeiramente vamos provar que C' é 2-crescente
se, e somente se,

C(ug,v) — C(u1,v) < ug — uy, (2.36)

quaisquer que sejam uq, ug, v € I, com u; < uy. Note que (2.36) é equivalente
a Vo([ur, us] X [v,1]) que é positivo sempre que C' for 2-crescente. Reciproca-
mente, suponha que (2.36) valha. Sejam vy, vy € I tais que v; < vo. Entao,

C(0,v1) < vy <wy < C(1,09).

Como ¢ e ¢~ sdo continuas, C' é continua. Assim, existe ¢t € I tal que
C(t,v2) = vy e isto implica que p(v2) + ¢(t) = ¢(v1). Entao,

C(ug,v1)— Cluy,vy) =

= ¢ p(u) + p(v1)) — N (p(u
= ¢ (p(u )+s0(vz)+90(t)) @l
= C(Cug, v2),t) = C(C(ur, v2), 1)
<3 C’(u2,712) — C'(uy,v9).

1) +¢(v1))
“elu

1) +p(v2) + (1))

Logo, Vo([ur,us] x [v1,v9]) > 0 e C é 2-crescente. Vamos provar agora que
(2.36) vale se, e somente se, ¢ é convexa. Para isso, note que ¢ é convexa se,
e somente se, ¢l é convexa. Note também que (2.36) é equivalente a

ur + o (o (uz) + 9(0) < up + @ () + 9 (v)),

com u; < ug. Escreva a = ¢o(uy), b = ¢(ug) e ¢ = p(v). Entao, a > b, ¢ >0
e
P (a) + (b + ) < @ H0) + ! a o). (2.37)

3Por (2.36).
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Se (2.36) vale entdo, (2.37) vale e, para 0 < s <t € R", escrevendo a = £,
b=sec= ' esubstituindo em (2.37), obtemos

t (1] (=1 (¢

Como =Y é continua, (2.38) prova que = é convexa. Reciprocamente,

suponha que ¢[~1 seja convexa. Dados a,b,c € I tais que a > be c <0,
defina t = 222 Assim, a = (L —t)b+t(a+c) eb+c=th+ (1 —t)(a+c),
e assim

P (@) < (1=l 1(0) + 1o a+ o)

eI b+¢) <t U(D) + (1 — ) (a + o).
Somando tudo obtemos,
(@) + 0+ ) < pIB) + o Na o),
que é equivalente a (2.37) e isto completa a prova. ]

O resultado acima pode ser utilizado como um método indireto de cons-
trucao de cépulas. Para isso, basta escolher uma funcao ¢ : I — R continua,
convexa, decrescente e tal que ¢(1) = 0 para que a funcao definida em (2.35)
seja uma cépula. As copulas obtidas desta maneira recebem o nome de
copulas Arquimedianas.

Definicao 2.4.2. Dizemos que uma copula C é Arquimediana se pode ser
escrita como

C(u,v) = o™ (p(w) + ¢(v)),
quaisquer que sejam u,v € I, para alguma funcao ¢ : I — R continua,
convexa, decrescente e tal que ¢(1) = 0. A fungao ¢ é dita ser o gerador da
cépula C.

Uma explicacao para o porqué do termo “Arquimediana’ pode ser encon-
trada em Nelsen (1999) pagina 98. Para mais detalhes veja Nelsen (1999),
capitulo 4.

Exemplo 2.4.1. Tomando-se ¢(t) = — In(t) obtemos a cépula independéncia
(u,v) = uv.

Exemplo 2.4.2. Tomando-se ¢(t) = In (W), obtemos a familia Ali-
Mikhail-Haq de copulas, dada por

uw
Cluv) = T pa—wa=o
Exemplo 2.4.3. Tomando-se ¢(t) = In(1 — #1n(t)) obtemos a familia de

c6pulas Gumbel, dada por

C(u,v) = wwexp{—0lnulnv}.
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Capitulo 3

Cépulas e Movimento
Browniano

Neste capitulo apresentaremos alguns resultados envolvendo copulas e o Movi-
mento Browniano Padrao. A idéia basica é calcularmos alguns funcionais do
Movimento Browniano e uséa-los para obter as respectivas cépulas associ-
adas. Iniciamos com uma breve introducao aos processos Markovianos a
tempo continuo.

3.1 PROCESSOS MARKOVIANOS A TEMPO CON-
TINUO

Nesta se¢ao revisaremos rapidamente alguns conceitos de processos de Markov
a tempo continuo. Iniciamos com sua definigao.

Definicao 3.1.1. (Processo de Markov a Tempo Continuo). Um processo
estocastico {X;}i>0 € dito ser um Processo de Markov a tempo continuo se
para k> 1,0<t; <-.- <t <wue B boreliano em R,

P(X, € B|Xy,, -, Xy,) = P(X, € B|Xy,). (3.1)

A condigao (3.1) é chamada de propriedade de Markov. Sejam Bj, By bore-
lianos em R e s < ¢t < u. De (3.1) temos que,

P(X, € By, X,, € Bs|X,)=P(X, € Bo| X;, X, € B))P(X, € By|X;)
= P(X, € By|X,)P(X, € Bi|X,). (3.2)

De (3.2) podemos concluir que a propriedade de Markov (3.1) informalmente

estabelece que, dado o presente, o futuro e o passado de um processo Marko-
viano sao independentes um do outro.
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Definigao 3.1.2. Um processo de Markov é dito ser homogéneo (ou ter
incrementos independentes) se, para quaisquer 0 < s <t e B boreliano em
R,

P(X, € B|X;=z)=P(X;_s € B|Xy=x). (3.3)

Intuitivamente a condigao (3.3) significa que o comportamento do pro-
cesso no tempo t + s dado que o processo iniciou em s é probabilisticamente
o mesmo se olharmos para o processo no tempo ¢ dado que o processo iniciou
em 0.

Definic¢ao 3.1.3. (Tempo de Parada). Uma variavel aleatéria 7 : Q — [0, 0o
é chamada de tempo de parada se para quaisquer wy, wq € € tais que wy(s) =
wa(s), para todo 0 < s <t e 7(wy) < t, implica 7(wy) = 7(wa).

Considere {X;};>0 um processo Markoviano homogéneo com espago de
estados arbitrario {S,S}, onde S é o conjunto de valores do processo e S é
a o-algebra gerada por S. A propriedade de Markov e a homogeneidade do
processo implicam que, para quaisquer x, x; € S, j=1,--- ,m, B, €S, 1 =
1,--- n,0<s1 <s59< - <85, <sel<ty < - <ty

P(Xt1+s S Blu"' 7th+s S Bn|X51 =1, X :xmst :J}) =

) Sm

= P(th € Bl, st ,th S Bn’X(] = .CL’) (34)

Parece intuitivamente razoavel esperar que (3.4) seja valida quando trocamos
s por um tempo de parada 7 qualquer. Isto porém nao é verdadeiro em
geral'. Processos Markovianos que possuem esta propriedade sao ditos ter a
propriedade forte de Markov. Muitas vezes um processo Markoviano que pos-
sua a propriedade forte de Markov é dito ser um Processo Forte de Markov.
Formalmente,

Definicao 3.1.4. Um processo Markoviano {X;};>o com espago de estados
{S, S} ¢ dito ter a propriedade forte de Markov se, para quaisquer z, r; € S,
j =1 m, B, € Si=1---.n,0< 5 < 85 < +++ < 8§, < T e
0<ty<--<ty,

P(th—i-ﬂ' € Bl?"' 7th+7' € Bn|X81 =Ty, X :meXT :.T) -

y A Sm,

= P(th c Bl7 s ,th c Bn‘XO = .T),
qualquer que seja o tempo de parada 7.

Reconhecer que um processo Markoviano possui a propriedade forte de
Markov pela definicao nao é uma tarefa facil. Existem varias caracterizagoes
para Processos Fortes de Markov disponiveis na literatura. Referimos ao lei-
tor interessado o capitulo 14 (secao 4) de Karlin e Taylor (1981) e a sec¢do 8.6
de Todorovic (1992).

Para o caso em que {X;}icr é um processo de Markov a tempo discreto sempre vale
a propriedade forte de Markov. Para mais detalhes veja Karlin e Taylor (1975).
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3.2 MOVIMENTO BROWNIANO

Segundo Lipster e Shiryayev (1977), pagina 30, “Na classe dos processos
com incrementos independentes e estacionarios, o Movimento Browniano é a
peca chave”. Sem duivida, um dos processos mais importantes e estudados é o
Movimento Browniano. Nesta se¢ao faremos uma breve revisao dos principais
conceitos envolvendo Movimento Browniano e resultados necessarios para as
secoes que seguem. Iniciamos com sua defini¢ao.

Definicao 3.2.1. (Movimento Browniano). O Movimento Browniano ou
Processo de Wiener é um processo estocastico { X;}+>0 com as seguintes pro-
priedades:

(). Os incrementos Xy, — X; tém distribuigdo normal com média zero e
variancia o2h, onde ¢ > 0 é um parametro fixo, isto é, X, ., — X; ~

N(0,0%h);

(ii). Para cada par de intervalos de tempos [t1, o] e [ts, t4], tais que, t; <
to <3 < t4, os incrementos X, — X;, e X;, — X, sao varidveis aleatorias
independentes com distribuicao dada no item (i);

(iii). Xo =0 e X; é continua em ¢t = 0 com probabilidade 1.

Pode-se provar a existéncia de um processo satisfazendo as condigoes da
Defini¢ao 3.2.1. A construcao é bastante técnica e nao sera feita aqui. O
leitor interessado podera encontrar a construcao do Movimento Browniano
no capitulo2 (secao 9) de Billingsley (1968) e na secao 37 de Billingsley
(1995). Karatzas e Shreve (1988) apresentam, nas segoes 2.2 e 2.3, duas con-
strucoes distintas para o Movimento Browniano. Veja também o capitulo 1
de Revuz e Yor (1994).

Dizemos que X; é um Movimento Browniano Padrao se for um Movi-
mento Browniano com o2 = 1. Neste caso,

1T e
P(Xoi— X, <2)=P(X, <) = \/2715/ e~ du = (%) . (3.5)

para todo s,t > 0, onde ®(-) é a funcdo de distribuicdo de uma varidvel
aleatéria N (0, 1).

Um resultado classico em processos estocasticos é o fato de que as tra-
jetérias de um Movimento Browniano sao func¢oes continuas mas nao-dife-
renciaveis em quase toda a parte. O leitor interessado pode encontrar este
e outros aspectos das trajetérias do Movimento Browniano no capitulo7 de
Karlin e Taylor (1975), no capitulo 15 de Karlin e Taylor (1981), na segao
3.4 de Todorovic (1992), e na se¢ao 37 de Billingsley (1995). Veja também o
capitulo1 de Revuz e Yor (1994).
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Nao é dificil provar que o Movimento Browniano é um processo Gaussiano,
ou seja, qualquer vetor finito-dimensional (X, -, X; ) de um Movimento
Browniano possui distribuicao conjunta normal multivariada. Uma prova
deste fato pode ser encontrada em Todorovic (1992), pdgina 98. Uma outra
prova mais elegante (via martingales) pode ser encontrada em Karlin e Tay-
lor (1975), pagina 376.

Devido aos incrementos independentes, ¢ imediato que o Movimento Brow-
niano satisfaz a propriedade de Markov, sendo, portanto, um processo Marko-
viano. Além disso, o Movimento Browniano possui a propriedade forte de
Markov. Este importante fato é demasiado profundo para ser provado aqui,
por isso referenciamos ao leitor interessado a secao 2.6 Karatzas e Shreve
(1988). Assim, o Movimento Browniano é um processo estocastico a tempo
continuo, homogéneo, Gaussiano, comecando em 0 e que possui a Propriedade
Forte de Markov.

3.3 CoépruLA DO MOVIMENTO BROWNIANO E SEU
MAXIMO

Nesta secao nosso objetivo central serd determinar a copula associada ao
vetor (X;, max X). Esta distribuigdo conjunta é importante no estudo de
0<s<t

processos que podem ser modelados pelo Movimento Browniano quando se
deseja analisar a relagao entre o processo num dado instante de tempo t e o
que ocorreu em termos do maximo do processo até este tempo t.

Para fixar idéias, vamos pensar que desejamos investir em um portfélio
de acoes e que, de alguma forma, sabemos que estas acoes atingem um certo
patamar maximo apenas uma vez ao dia. Vamos supor que este portfélio seja
bem modelado por um Movimento Browniano (embora isto normalmente nao
ocorra). Se desejamos maximizar o ganho, seria interessante ter alguma in-
formacao a respeito do instante em que, com probabilidade alta, este patamar
seja alcancado. Neste caso, conhecer o comportamento do vetor (X, max Xs)

pode ser de grande valia, ja que ele nos fornece, em termos de maximo, in-
formacoes sobre o que ocorreu até um certo instante ¢ em relacao ao que esté
ocorrendo exatamente no tempo t. Conhecer a cépula associada também serd
de grande importancia, ja que toda a estrutura de dependéncia do vetor em
questao fica unicamente caracterizada por ela.

Antes de determinarmos a distribuicao conjunta de X; e max X, pre-

0<s<t
cisamos determinar as distribuicoes de X; e de max X,. Para a variavel
0<s<t
aleatéria max X, aplicando o principio da reflexdo (veja Karlin e Taylor,
0<s<t

)



1975, péagina 345) obtemos,

Gi(y) = P(max X, <y) = 1— P(max X, >y)

st 1_2PO(<Xt<tZ 0)
- 1_2{1_¢(%>}
S ORI

Note que, se = < y,

P(X; < x,ggag;th <y) = P(X;<z)—P(X; <z, max X, > y)

Se x >y,

0<s<

P(thz,grélsaéngy):P(maxX <y) =20 (ﬂ) -1

Logo, a distribuicao conjunta H de X; e max X, é dada por,

@(%)—Cb(mﬁy» se x <y,

Hi(z,y) =
!0) 2P (i) —1 se x>
Vi ) Y.

(3.7)

Sendo F; a funcao de distribuicao de X;, as quase-inversas de F; e GG; sao,

FO0W) =vid (), e G Yw)=vid! (” ‘g 1) .

v+1
2

Pelo corolario do Teorema de Sklar, se u < (expressao obtida ao se

escrever r = F( )( ) e y = G( 1)( ) e determinar quando se tem z < y, ou

seja, t ® ()<\/_<I> (”+1))

C(u,v) = H<\/g¢—1(u)7\/5®_1 <v—2kl))
o (M) e (\/f O (u) — 211 3! (UTH)>

Vi Vi

= u— {(I)_l(u) — 29! <U;1)} .

2Pelo principio da reflexdo.

76



Se u > ¥,

Clu,v) = H(\/gq)-l(u),ﬁq)_l <v;1))

Vit

1
= 2( i )—1:1}.
2

Logo, a copula associada ao Movimento Browniano e seu maximo ¢é dada por

1 1
u—fb[cb_l(u)—QQ)_l(U; )], se ugvg :

C(u,v) = i1 (3.8)

2

v, se u >

Como o Movimento Browniano possui incrementos independentes, é simétrico,

Gaussiano e homogéneo, a cépula C(-,-) associada a X; e max X ¢é inde-
0<s<t

pendente de ¢, ja que t, nessas condigoes, se comporta como um parametro
de escala e copulas sao invariantes por mudancgas de escala.

3.4 COpPULA ASSOCIADA AO MAXIMO DE UM MOVI-
MENTO BROWNIANO E AO TEMPO DE PRIMEIRA
CHEGADA

Nesta secao desejamos determinar a copula associada ao maximo de um
Movimento Browniano e seu tempo de primeira chegada. Seja {X;}:>o um
Movimento Browniano Padrao. Defina,

T.(w) = %ng{Xt(w) =z} (3.9)

>
A variavel aleatéria 7 pode ser interpretada como o tempo de primeira
chegada a z. E claro que,
<t = > xl. .

7: < t] = [max X, > 1] (3.10)

Além disso, pela simetria do Movimento Browniano, segue que 7, e 7_, tém

a mesma distribuigao. De fato, a varidvel aleatéria 7, definida em (3.9), é
um tempo de parada, como mostra o proximo lema.

Lema 3.4.1. A wvaridvel aleatoria T, definida em (5.9), € um tempo de
parada.

7



Prova: Suponha que para z € S, ¢t > 0 e wy € Q tenhamos 7,(w;) < t. Isto
quer dizer que existe t; < t tal que Xy, (w;) = . Suponha que para wy € €
tenhamos X (w2) = Xs(w1), 0 < s < t, entdo, Xy, (w2) = Xy, (w1). Isto
mostra que 7, (w1) > 7,(ws). Por simetria, segue que 7, (w1) = Tp(ws). O

O lema a seguir serd utilizado nas provas das proximas proposicoes.

Lema 3.4.2. Seja X uma varidvel aleatoria com funcdo de distribuicdo F.
Seja B C R um boreliano. Entao,

P(X € B) :/BdF,

onde a integral é de Lebesgue-Stieltjes.

Prova: Seja pupr a medida de Lebesgue-Stieltjes sobre R determinada por F'.
Considere o conjunto B da forma B = |J;_(a;, b;], onde b; < a;+1 e n < oo.
Entao,

ur(B) = Y [F(b) = F(a)]
i=1
i=1
= P(UL,la; < X <)) :=PX(B). (3.11)
A igualdade (3.11) mostra que PX ! é uma medida sobre o conjunto

A={BCR|B=U",(a;,b], b; <a;41,i=1,---,n},

o conjunto de todos os conjuntos da forma de B. Como A gera a o-algebra
de Borel entdo, pelo teorema de extensao de Kolmogorov, pur e PX ! podem
ser unicamente estendidos até (e assim sao iguais sobre) a o-algebra de Borel
em R. Isto é,

P(X € B)=PX YB) = / dup = / dF,
B B
qualquer que seja B boreliano em R. O

A préxima proposi¢ao nos da a distribuigao de 7, e pode ser encontrada
em Todorovic (1992), pagina 65.

Proposicao 3.4.1. Para todo x € R et > 0,

P(T, <t) =2P(X, > z) = 2 — 2® <%> . (3.12)
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Prova: Suponha inicialmente que x > 0. De (3.9) podemos deduzir que, se
t <0,
Xy > 2] = [T, <t| = [X; > 2] C [T, < ]. (3.13)
Pela simetria do Movimento Browniano e de (3.10), para todo 0 < s < te
reR,
P(X; <z|X,=2x)=P(X; > z|X, = z),

segue que,

P(X; <z|T, <t)=P(X; > z|T, <1), (3.14)
pois no instante 7, o processo estava em x. Levando em conta (3.13), obte-
mos,

P(X; > x)
PX, <z|T,<t)=—2=""1. 3.15

De (3.14), (3.15) e da simetria do Movimento Browniano resulta,
P(X,> 1) = P(X,<a|T, <HP(T, <1)

= P(Xy>uz,7,<t)

= P ) — P(Xt<xT<t)

— P

= P
Logo,

P(T, <t)=2P(X, > 1) =2 — 20 <%>

Se x < 0 a proposicao segue de que 7, e 7_, tém a mesma distribuicao. [J

A préxima proposicao (veja Todorovic, 1992) nos fornece a distribuigao
conjunta das varidveis aleatoérias 7, e max X, para o caso a < .
S

Proposicao 3.4.2. Para todot >0 e a <z,

N‘@

Yy r—a 1 w
P(max X, <z,7, <y)= / ——c¢ nii= }dudz (3.16)

0<S<t A\ / t J— Z
Prova: Sejat > 0 e a > 0. Pelo Lema 3.4.1, 7, é um tempo de parada.
Como o processo {X; >0 satisfaz a propriedade forte de Markov entéo, dado
que 7, = z, onde 0 < z < t, para todo 0 < a < x temos,

P(gr<1aXX <z|T,=z) = P(maXX <z|7T, = z)
3P(a+ max X, < x)

0<s<t—z
= P( max X, <z —a)
0<s<t—=z

=20 (%) ~1.

3Pela homogeneidade do Movimento Browniano.
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Observe que, como a <z e z < t,

Tr—a 2 N
20| —— | -1 = — e 2 dv—1
<\/t—z) V2 /Oo
2 [Vi: .2 2 [0
S e 2 dy — — e 2 dv
\ 21 /_oo V2T /_oo

2 [Viz 2
= \/i/ t e 2 dv
™ Jo
r—a 2
—4 —2 / e -2 du.
w(t—2) J,

2 r—a B u2
P(max X, < x|, =2) =4/ —— e 2= du. (3.17)
0<s<t m(t—2) Jo

Condicionando no tempo de parada 7, temos,

Logo,

y
P(max X, < x,7, <y) = / P(max X, < |7, = 2)dP(7, < z). (3.18)
0

0<s<t 0<s<t

Pela expressao (3.12) temos,

dP(T, < 2) = %{2—2@(%”@

o[ 1 (v .
= 2 (— “5du ) d
5 (v L F )

2[00 (e %

Assim,

2 a 2 —% a —;—z
AP(T, < z) = —y/ = l/ e du—/ < du] dz. (3.19)
T

—00 22'% — 00 22%
Integracao por partes com f = u, dg = ue™ 2= du e g = —ze™ 2z, resulta,
2
“© ulem = 1 u? | w2
/ —du = = {—uze% + z/ e 2:du
u2 a U2
ae” 2z e 2z
= —— +/ — du . (3.20)
2z2 —00 222

4Fazendo a mudanca de varidveis u = v/t — z.
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Substituindo (3.20) em (3.19), obtemos,

2 “ 2z
IP(T, < 2) = —\ﬁ[—“e 3 ]dz
™ 222
a e_%
— iy /) 3.21
Vo [ ] 321

Substituindo (3.21) e (3.17) (3.18), obtemos,

a 6_;7
P X, <x,7,< = i z)d d
(pox X< o Tos2) [\/ t—z/ ‘ “]m[,z] ’

//mei ) dude.

Isto completa a prova.
A proposigao a seguir estende o resultado da Proposicao 3.4.2 e completa

a descrigao da distribuicao conjunta de 7, e max Xj.
0<s<t

Proposicao 3.4.3. Para todot >0 e a > x,
P(7,<vy) — P(maXX > a)

< <
P(gr<1aXX x, T, <y) = max
+ P(max X < x)/ P( max X; > a—z)dP(X; < 2)
0<s<t 0 0<s<y—t
— >aq— < z). .
P(grglgths < a)/o P(Oglgjgg(s >a—z)dP(X; < z). (3.22)

Prova: Suponha que 0 <z <a< et <y<oo
P(maXX >x, T, <vy).

< < < —
P(max X, <2,7. < y) = P(T. <y) — P(max
Mas,
max X >mT<y} {maxX >a]U{maXXs>x,t§’];<y .
0<s<t 0<s<t 0<s<t
Assim,
P(max X, <x,To<y) = P(T <y)- P(max X, > a)
—P(ggaxX >zt < T, <vy).
Mas,

] {x<maXX < a, max X, > af .
0<s<t t<s<y

max X, >x,t <7, <y
0<s<t
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Assim,

P(max X, > 2.t <7, <y) = P(r < max X, < a, max X; > a)

0<s<t 0<s<t t<s<y
= P(maxX < a, max X > a) — P(max X; < x, max X; > a).
0<s<t t<s<y 0<s<t t<s<y
Logo,
P(max X, <2,Ta<y) = P(T <y)- P(max X, > a)
+P(maXX <z, max X; > a)
0< t<5 <y
— P(max X < a, max X > a). (3.23)
0<s<t Tt<s<y

Primeiramente note que, como Xo = 0 e como queremos que max XS <z,
0<s<t

entao,

P(max X, < z, maXX >a) =
0<s<t T t<s<

= P(max X, > a\ max X < z)P(max X, < z)
t<s<y 0<s<t 0<s<t

= P(maXX8<x)/ P(max X >a| maXX <z, X;=z)dP(X; < 2).
0

0<s<t t<s<y
Mas, pela propriedade de Markov,

P(max X > af maXX <z, X;=2z)=P(max X, > a|X; = 2).
t<s<y t<s<y

Assim,

P(max X, <z, max X; > a) =
0<s<t T t<s<y

= P(max X; < .:1:)/ P(max X > a|X; = 2) dP(X; < 2)
0

0<s<t t<s<y

:5P(maXXs<x)/ P( max X5 > a—z|Xo=0)dP(X; < 2)
0

0<s<t 0<s<y—t
= P(max X, <z) [ P( max X; >a—2)dP(X; < 2). (3.24)
0<s<t 0 0<s<y—t

Por outro lado,

P(max X, < a, maxX >a) =
0<s<t t<s

= P(max X, > a] max X, < a)P(max X, < a)
t<s<y 0<s<t 0<s<t

= P(maXXS<a)/P(maXX > al maXX <a,X;=z)dP(X; < z).
0

0<s<t t<s<y

5Pela homogeneidade do Movimento Browniano.
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Novamente, pela propriedade de Markov e pela homogeneidade do Movi-
mento Browniano,

P(max X > a| max X; < a, Xy =2) = P(max X; > a|X; = 2)
t<s<y 0<s<t t<s<y
= P( max Xy >a—z|Xy,=0)
0<s<y—t
= P( max X; > a— z).
0<s<y—t
Logo,
P(max X, < a, max X; > a) =
0<s<t t<s<y
=P(max X, < a)/ P( max X; > a—z)dP(X; < z). (3.25)
0<s<t o 0<s<y—t

Substituindo (3.24) e (3.25) em (3.23), obtemos,

P(max X; < z,7, <y)=P(7, <y) — P(max X; > a)

0<s<t 0<s<t

+ P(max X; <z) [ P( max Xy >a—z)dP(X; < z2)
0<s<t 0

0<s<y—t

0<s<t 0<s<y—t

— P(max X < a)/ P( max Xy > a—2)dP(X; < z2).
0

Isto completa a prova. O

Corolario 3.4.1. Para todo 0 <t <y ea >z,

2

/ e"7dz, (3.26)

e
P gk

P(max Xy < xz,7, <y) = Ay () — Ay y(a) +

0<s<t

% k rz—a 1T 02
N e
meVy—tJo JoJ-oo

Prova: Note primeiramente que,
x 2 T2 2 0 u?
20| — ) —1 = e du — / e 2du
(ﬁ) vV 2nt /_oo V2t J_so
A .
= —/ e 2 du. (3.27)

7t Jo

Além disso, temos que,

2 (%) _ 2% (%) _ \/g/f e~ du, (3.28)

NG

9

onde,
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a—z Z—Qa
1-d( —=)=a e - t>du 3.29
( y—t> ( y—t> V27 (y —t/ (3.29)

Como {X;}+>0 ¢ um Movimento Browniano Padrao, segue que,

1 52
e 2dz. 3.30
o (3.30)

Utilizando (3.6), (3.27), (3.28), (3.29) e (3.30) obtemos,

P(mast<a:)/ P( max X >a—2)dP(X; < z) =
0

0<s<t 0<s<y—t

(o)) [
(7o) [ [ [
A ]

_ LF/ // Rt e

Definindo,

Ay (K %,/ /// 55 g s du,

P(max X, < :L‘)/ P( max Xy > a—2)dP(X; < z) = A y(x).  (3.31)
0

0<s<t 0<s<y—t

obtemos,

Analogamente,

P(grglgé(th < a)/o P(Ogrglgjcith >a—2z2)dP(X, <z)=MN\y(a). (3.32)
Com (3.31) e (3.32) podemos reescrever (3.22) como
P(max X, <z,7,<y) = (’];gy)—P(maXX > a) + Apy(z) — Ay (a).

0<s<t 0<s<

Por (3.6) e (3.12), temos

P(max X, < 2,7, <y) = 2—2& <ﬂ) — 2420 (\/§)+Aty() Asy(a)

b — 2% (%) 2 (\/E) + Ay (2) = Aeyla). (3.33)
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Agora substituindo (3.28) em (3.33), (3.26) segue. O

A expressao para Ay, (-) pode ser escrita de uma forma um pouco mais
compacta. Este é o contetido do préximo lema.

Lema 3.4.3. Para todo a, t ey € RT fixos,

= (o () )L P o

onde ®(-) € a fungao de distribuicao de uma varidvel aleatdria Z ~ N(0,1).

Prova: No Corolério 3.4.1, definimos

Ay (K ,/ /// s[5 g 0 du, (3.35)
7r2

z—a 2

/ e H 2+Z}dv e_%[“ +Z]/ e =0 du. (3.36)

—0o0

Lembrando que ®(-) é a funcao de distribuicao de uma varidvel aleatéria
Z ~ N(0,1), podemos escrever (3.36) como

P O P ST A
/_oo e dv 2n(y —t) @ NS e . (3.37)

Substituindo (3.37) em (3.35) obtemos

k
1 [ 2 Vi [* —
Aey(k) = —\/——V2r(y—1) v e_é["%“zz}@( - ) dz du

w2 —1 o Jo

t u? k 22 —
/fe_2[/ 6_2(I)<Z a)dz]du
0 0 y—t

ko e — Vi
/ e‘?@( S ) dz [ e du. (3.38)
0 y—t 0

Mas,

_ m[q><’f)_1]. (3.39)



Substituindo (3.39) em (3.38), obtemos

i = 2o ()] [ So{2)
() Lol

Isto completa a prova. O

Combinando o resultado do Lema 3.4.3 com o Corolério 3.4.1, obtemos
imediatamente o proximo resultado.

Corolario 3.4.2. Para todot >0 ea > x,

P(max Xy < xz,7, <y) = A y(x) — Ay y(a \/>/ dz, (3.40)

0<s<t

= () E ()

Da expressao (3.35) notamos que a distribui¢ao conjunta de gnaXtX e 7,

¢ uma funcao a quatro argumentos, x, a, y e t. A distribuicao conjunta de

gr<1a2<tX e 7, é tomada para cada a et € ]R+ fixos, isto é,
S

onde

H, Rt xRt — T
(l',y) — Ht,a(x,y),

com Hyo(2,y) = P(max X, < 2,7, < y).

Pela Proposicao 3.4.2 e o Coroldrio 3.4.2, a distribui¢ao conjunta Hy (-, )

é dada por
a>x,
At,y( Aty \/7/; se y > O
ﬂ b
_1fu <z
Hyo(z,y) = // e 2[ ] dudz, se @=7, (3.41)
,/715 —2) y>t
a<ux,
\ 0, se <t
onde

= () o)
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Fixados a,t € R*, queremos determinar a cépula Cy ,(u, v) associada ao vetor
(maXXs,’];) Denotando por F; e G, as marginais de H;,(-,), de (3.6) e

0<s<t
(3.12) temos

Fy(z) = P(max X, < z) = 20 (%) —1, (3.42)

0<s<t

Guly) = P(T, <y) =2 — 20 (%) , (3.43)

quaisquer que sejam z,y € RT. As inversas de F;(-) e G,(-) sdo dadas por

T(u) = VioT! (“'2”) e G;'(v) = <ﬁ)2, uel

Usando as transformacgoes * = F, '(u) e y = G;1(v), com u,v € I, pelo
Corolério 1.3.1, C 4(u,v) é dada por

Cra(u,v) = Hy o(F;7 7 (u), G H(v), Vu,v €,

a

que deve ser analisado em cada caso de (3.41). Isto é feito na préoxima
proposicao.

Proposicao 3.4.4. Seja {X;}i>0 um Movimento Browniano Padrao. Entao,
fizados a et € R, a cdpula associada as varidveis aleatérias max X, e 7T,
0<s<t

(conforme definida em (3.9)) é dada por

( a

Avg, (Cu) = v, (a \/7/ (2 5 se  u < Fya);

&v pCu—a l{w +£} uZFt(a)’

Cralu,v) = / ) e dwdz, se v > Gaolb):
u > Fy(a),

( 0 < Ga(t),

onde Fi(-) e G,(+) sdo dadas em (3.42) e (3.43), respectivamente,

e (5 o (gt )
Ay, (k) = (2@( )—1)\/>/ fcp< at> dz.
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Prova: Pelo Corolario 1.3.1, a cépula C ,(+, -) é dada por
Ct,a<u> U) = Htﬂl(Ft_l(u)a G_l(v))a

a

onde
Hio(x,y) = P(max X, < 2,7, <vy),

0<s<t

¢ dada por (3.41). Defina

2
:\/Z(Dfl <u—2|—1> e gv = <@), U,UEI.
2

Note que (, e &, nada mais sao do que as inversas das fung¢oes de distribuicao
Fi(-) de SEE%XS e Gu(+) de 7, dadas em (3.42) e (3.43), respectivamente.

Tendo em vista as transformacoes v = F, '(u) e y = Gil( ) e (3.41),
condi¢ao a > x é equivalente a u < Fi(a). Assim se u < Fy(a), temos

Ct,a(uvv) = At,GEI(”)(E_l(u)) \/>/ 4
G (U)
= At:gv(gu) At SU \/7/

= (o () ) 2 o)

As condicoes @ < x e t < y, mediante as transformacées x = F, '(u) e
y = G;'(v), sdo equivalentes a u > Fy(a) e v > G4(t) e nessas condigoes
temos

onde

{%Jrg] dw dz

l\)\»—‘

Cralu,v) =

 —

= /& Cu —— ¢ ﬂ = GQ]dwdz

t—z

As condigdes a < z e t > y, mediante as mesmas transformacoes x = F, ' (u)
ey = G;'(v), sdo equivalentes a u > Fy(a) e v < G,4(t). Nessas condigoes
temos

C’t’a(u, U) = O,

e isto completa a prova. O]

Ainda que a cépula associada ao vetor (maxo<s<¢ Xs, 7,) dada na Proposicao
3.4.4 pareca tao ou mais complicada que a distribuicao conjunta dada em
(3.41), a vantagem estd no fato de a cépula conter, sozinha, todas as in-
formacoes relevantes sobre a estrutura de dependéncia entre as variaveis
aleatorias em questao. A importancia do estudo do vetor maxg<s<; X esta
na potencialidade de aplicacoes, que nao serao feitas aqui.
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Capitulo 4

Familias de Cépulas
Modificadas

O objetivo principal deste capitulo é apresentar reparametrizacoes para al-
gumas familias conhecidas de copulas de forma a obter formas mais simples
para essas porém, com um parametro adicional. Estas reparametrizacoes
visam a flexibilizacao das familias de cdpulas em questao ao mesmo tempo
que, devido as formas mais simples assumidas pelas copulas, o calculo da es-
trutura de dependéncia induzida pelas mesmas seja facilitado. Inicialmente
sao apresentados alguns resultados necessarios ao desenvolvimento do tra-
balho, como o Lema de Hoeffding e sua versao para copulas. Este capitulo é
baseado em Lopes e Pumi (2006).

4.1 LEMA DE HOEFFDING

O foco desta secao serda determinar uma férmula para a covariancia entre
variaveis aleatérias baseada em copulas. A covariancia entre duas variaveis
aleatérias X e Y é definida por

Cov(X,Y) = E(XY) — E(X)E(Y), (4.1)

sempre que as esperancas envolvidas existirem. Uma férmula alternativa
envolvendo a distribuicao conjunta de X e Y e suas marginais apareceu pela
primeira vez em Hoeffding (1941) e ficou conhecido como Lema de Hoeffding.
A prova apresentada ¢ baseada em Lehmann (1966).

Lema 4.1.1. (Lema de Hoeffding). Sejam X e Y duas varidveis aleatdrias
com distribuicao conjunta H e marginais F e G, respectivamente, e suponha
que E(X), E(Y) e E(XY) existam. Entao,

Cov(X,Y) / H(z,y)dzdy — // y) dzdy, (4.2)

onde D denota o dominio de (X,Y).
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Prova: Sejam (X1,Y)) e (Xs,Y3) dois pares de varidveis aleatérias indepen-
dentes e tais que (Xi,Y7) £ (X,Y) e (Xo,Ys) < (X,Y). Seja D o dominio
de (X,Y') Note que,

E[(Xl—X2>(Y1—Y2)] = E[(lel)_(lez)_(Xzyl) <X2Y2)]
= E(X1Y1) + E(X2Y2) — E(X))E(Y2) — E(X,) E(Y))
= 2[E(X1V1) — E(X))E(Y))]
= 2[E(X,Y) — E(X)E(Y)]. (4.3)

Mas,
E[(X: - —-Y,)] =

{/ [(X) > w) = 1(Xy > uw)] [ 1Y) > v) — [(Ya > v)]dudv]| .

Como as esperancas em questao existem, temos

_ // (X, > u) — [(Xs > w)|[I(¥i > 0) — (Vs > v)]) dudv
. / H(z,y) — F(z)G(y) dzdy. (4.4)
D
Comparando (4.3) com (4.4), obtemos o resultado desejado. O

Usando o Teorema de Sklar no Lema de Hoeffding é facil converter (4.2) em
outra expressao em termos da copula e das marginais de X e Y.

Corolario 4.1.1. (Versio do Lema de Hoeffding em Termos de Cdpulas).
Sejam X eY duas varidveis aleatorias continuas com copula associada C.
Entao,

Cov(X,Y) / /I FF Ysz(l) ]

- //[2 F'(F(*l)(u))G/ (G(*l)(v)) dudv. (4.5)

Prova: Fazendo a mudanca de variaveis u = F(x) e v = G(y), cujo Jaco-
biano ¢é

OF (z) OF(x)

= = F'(2)G'(y),
oG(y) 0G(y) 0 G'(y)
ox oy
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m (4.2), obtemos

FlW%Gl(»
Cov(X,Y) //12 7 F( 5 u))G’(G 0 )) dudv

- //I F(FCD (u))G/(G -(v))
//pF’ ;L’?EG( 5 (0)) dudv

—/LJWGWUWSZTG(WM)

0 que completa a prova. O]

dudv

dudv,

Observagao 4.1.1. Note que se X e Y tém distribuigao U([0,1]), entao
F'(z) =1, para todo z e G'(y) = 1, para todo o y. Assim, a equagao (4.5) é
equivalente a

Cov(X,V) = / ', v) dudv —i. (4.6)

4.2 FAMILIA ALI-MIKHAIL-HAQ MODIFICADA

Considere a familia de cépulas Ali-Mikhail-Haq, dada por,

uv

1-60(1—u)(1—v)’

Co(u,v) = (4.7)

para 6 € [—1,1). Esta familia de cépulas é um membro da Familia Arquime-
diana de c6pulas e seu gerador é dado por ¢(t) = In (@) Na Secao 2.1

apresentamos a construcao desta familia em detalhes. Note que esta familia
de cépulas possui, como caso particular, Cy = 11

Na proxima proposicao, determinamos a estrutura de covariancia associ-
ada a duas variaveis aleatorias com distribuicao exponencial e copula asso-
ciada pertencente a Familia Ali-Mikhail-Haq através da versao para cépulas
do Lema de Hoeffding.

Proposicao 4.2.1. Sejam X eY wvaridveis aleatérias com distribui¢ao E(A;)
e E(XNq), respectivamente. Suponha que a cépula associada a X e Y seja
um membro da Famdlia Ali-Mikhail-Haq de cdpulas, dada por (4.7), com
parametro 0 € [—1,1). Entao,

dilog(1 — 6)

Cov(X,Y) = NG ,

(4.8)

1Pelo Corolario do Teorema de Sklar.
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“ In(t)
1-1

dt.

onde dilog(+) € a funcao dilogaritmo dada por dilog(z) = /
1

Prova: Seja X e Y varidveis aleatérias com distribuicdo (A1) e E(N2),
respectivamente. Desta forma, temos

e 1
Gly)=1—e Gy =he™, G (v)= _ln(l,\—_v)
Assim, 2
FI(F () = Ale_kl(_W)

Analogamente, G'(G™'(v)) = Xo(1 — v). Assim, (4.5) se torna

Cov(X,Y) = //12 AMho(1 —1u)(1 — ) [1 —i _m;)(l " uv} dudv
- [Ll—lzgSIéLyAMﬂyfwu_vymw
VW /0 VO =00 _1u)(1 - du] dv. (4.9)

Fazendo a mudanca de varidveis z = 1 — 6(1 — u)(1 — v) na integral entre
colchetes em (4.9) obtemos

Cov(X,Y) = b /1 ! /1 1alz dv
e e Jo 101 =) Jipy)

_ )\19)\2 /01 [_1n(19?19£115 U»}dv.

1 ('In(l—6(1—v))
= - dv . 4.10
)\1)\2 /0‘ (1 — U) ( )
Agora, fazendo a mudanga de varidveis w = 1 — (1 — v) em (4.10), obtemos
1 Un(w) dw
XY) = — L
Cov(X, V) AMQA‘ el
1 /1 In(w) dw
)\1/\2 1—6 1—w
1
= — — dilog(1 — 6
S L dilog(1—6)]
dilog(1 — 6)

A1 A2 ’
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o que prova (4.8). O
Considere agora a seguinte reparametrizacao

_I(h<q)

0 = D) (4.11)

onde ¢ é um inteiro positivo e A é um inteiro ndo-negativo. A reparametrizacao
(4.11) é tal que 8 = 0 se h > ¢ (ou quando h = —1, mas aqui consideraremos
apenas o caso positivo) e 6 € [0,1). Substituindo (4.11) em (4.7) obtemos a
seguinte cépula,

(h+ 1)uv
, se h<gq,
Con(u,v) =4 h+1—(1—-u)(l—-0) ! (4.12)
(u,v), se h>q.

Na proxima proposicao utilizamos o Lema de Hoeffding na sua versao
para cépulas para determinar a estrutura de covariancia associada a duas
variaveis aleatdrias cujas marginais sejam U([0,1]) e cuja cépula associada
seja um membro da Familia Ali-Mikhail-Haq Modificada.

Proposicao 4.2.2. Sejam X e Y duas varidveis aleatorias com distribuicao
U([0,1]) cuja copula associada seja um membro da Familia Ali-Mikhail-Haq
Modificada dada por (4.12), com q um inteiro positivo e h um inteiro nao-
negativo. Se 0 < h < q, entao,

Cov(X,V)=(h + 1) <2h m(h " 1>+(h +9) dﬂog<$) —3) 1 (13)
onde dilog(-) € a func¢ao dilogaritmo dada por dilog(zx) = / —
1
Se h > q, entao, Cov(X,Y) = 0.

Prova: Note que estamos nas condicoes da Observacgao 4.1.1 e, por isso, s6
precisamos calcular (4.6). Se h > ¢ temos Cy(u,v) = uv e o resultado é

trivial, ja que
1
/ / uv dudv = — -
72 4

Se 0 < h < ¢, o resultado segue dos célculos feitos na Secao A.1 do Apéndice,
cuja finalidade é estabelecer (A.18) que, substituida em (4.6), resulta a ex-
pressao (4.13). O
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4.3 FAMILIA PLACKETT MODIFICADA

Considere a familia de cépulas Plackett construida na Secao 2.2 e dada por

140 — D+ 0)] = /[1+ (0~ D+ 0)]” — dued(6 - 1)

Colu,v) = 20— 1) ’
(4.14)
para 6 > 0,0 # 1 e Cy(u,v) = II(u,v) = uv, se # = 1. Conforme mostramos
na Secao 2.2, a familia de cépulas Plackett possui, como casos particulares,
Co =W e Cx = M. Nas aplicacoes muitas vezes é interessante agregar um

outro parametro a esta familia. Uma maneira de se fazer isso é a que segue.
Defina

_ h+1I(h<q)
=—
onde I(h < q) é a funcao indicadora de h < ¢q. Note que ainda temos 6 > 0
e 0 # 1 e, desta vez, Cy = M e C,, = W. Com a reparametrizacao (4.15)
podemos reescrever (4.14) como

0 (4.15)

h+u+v—+/(h+u+v)?—4duv(h+1)

se 0<h<q,

2 7
Cq,h(ua v) = (u,v), se h > q,
M (u,v), se h = 0.

(4.16)
A cépula reparametrizada dada em (4.16) possui uma forma relativamente
simples. Essa reparametrizagdo permite que a integral dupla em (4.6) seja
calculada e possua forma fechada para o caso em que as marginais de X e Y
sejam U([0,1]). Esse é o contetiido da préxima proposi¢ao.

Proposicao 4.3.1. Sejam q um inteiro positivo, h um inteiro nao-negativo
e X eY duas varidveis aleatorias com distribui¢ao U([0,1]). Seja Cyn(-,-),
dada em (4.16), a cdpula associada. Entao,

1/12, se  h=0,
1 h 1
COV(X,Y): 6 h(h—l—l)ln h——{—l +h—|—§ , se 0<h<q,
0, se h > q.

(4.17)

Prova: Como as marginas de X e Y s@o U([0, 1]), estamos nas condigdes da
Observagao 4.1.1 e, portanto, é necessario calcular apenas (4.6). Para isso,
seja ¢ um inteiro positivo e suponha que h = 0. Entao, C,;,(u,v) = min{u, v}
e o resultado segue da seguinte igualdade,

1 o 11
/ min{u, v}dudv = / / u dudv + / / v dudv.
e 0 Jo 0 Jv
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Se h > g temos C,5(u,v) = uv e o resultado ¢ trivial, ja que,

1
dudv = — -
//IQUU uav 4

Se 0 < h < ¢, temos que calcular a integral dupla em (4.6). Este cdlculo
é apresentado no Apéndice A.2. Note que a equagao (A.21) do Apéndice
A2, quando substituida em (4.6), fornece a expressao (4.17) para o caso
0 < h < q. Isto completa a prova. O

Exemplo 4.3.1. Seja { X}z um processo estocdstico tal que X; tenha dis-
tribuigao U([0, 1]) para todo i e X; e Xy, tenham a mesma cépula Cy (-, -)
dada por (4.12) com ¢ = 28, para todo h € N. Na Tabela 4.3.1 apresentamos
a funcdo de autocovariancia vx () = Cov(Xy, Xyyp) para diversos valores de
h.

Tabela 4.3.1. Funcdo de autocovariancia yx(-) da cépula Cogp(-,-) do
Exemplo 4.3.1.

h 0 1 2 3 4 )
~vx(h) || 0.083333 | 0.018951 | 0.011202 | 0.007969 | 0.006188 | 0.005059
h 6 7 8 9 10 11
~vx(h) || 0.004279 | 0.003707 | 0.003270 | 0.002926 | 0.002647 | 0.002416
h 12 13 14 15 16 17
~vx(h) || 0.002223 | 0.002058 | 0.001916 | 0.001792 | 0.001684 | 0.001588
h 18 19 20 21 22 23
~vx(h) | 0.001502 | 0.001425 | 0.001355 | 0.001292 | 0.001235 | 0.001182
h 24 25 26 27 28 >28
~vx(h) | 0.001134 | 0.001089 | 0.001048 | 0.001010 | 0.000975 0

A partir da Tabela 4.3.1 observamos que as autocovariancias do processo
{Xi}iez decaem a medida que h cresce. Assim, um processo que possua a
estrutura de autocovariancia dada por (4.17) é bem modelado pela cépula
Cyn(-,-) dada em (4.16).
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Capitulo 5

Estimacao via Coépulas

Neste capitulo apresentamos alguns métodos (paramétricos, semi-paramétri-
cos e nao-paramétricos) de estimacao baseados em cépulas. A idéia principal
¢é apresentar alguns dos diversos estimadores baseados em copulas presentes
na literatura. Iniciamos com o método classico da estimacao de Maxima
Verossimilhanca, que denotaremos por MLE e sua versao computacional-
mente mais simples, conhecida por IFM (Inference for the Margins). Vamos
apresentar ainda o estimador de Pseudo-Verossimilhanca, um método de es-
timagao baseado na medida de associacao conhecida como 7 de Kendall e
um estimador para a familia de cépulas Arquimedianas.

5.1 ESTIMADOR DE MAXIMA VEROSSIMILHANCA
E O METODO IFM (Inference for the Margins)

Sejam X7, ---, X, varidveis aleatorias definidas num mesmo espaco de pro-
babilidade (€2,.4, P). Denotemos por H a fungao de distribui¢ao conjunta de
Xy, , X,y epor Fy,--- | F,,, respectivamente, as marginais de H. Assim,

H(zy, - om) = P(Xy <y, ,Xmﬁxm)Z/---/ dFy---dFy,

qualquer que seja o vetor (zy,---,x,) € R™ Além disso, ao longo desta
secao, assumiremos que a densidade conjunta de X1, -, X,,, denotada por
O"H(xqy, - ,x
h)(x17... ,xm) :: ( 1 ? m)

8x1---8xm ’

estd bem definida. Vamos supor também que estejam bem definidas as den-
sidades marginais f;(z;) = P(X; = z;) de X;, paratodoi=1,--- ,m.

Seja C' a m-copula associada a Xi,---,X,,. Pelo Teorema 1.6.2, as
OmC(uy, -y Up)

8ui ’

derivadas parciais i=1,---,m, existem (em quase toda
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a parte) e assim podemos novamente definir a m-densidade da m-cépula C,
denotada por ¢, de forma andloga ao caso bivariado (veja a Defini¢ao 1.5.1),
ou seja,

OO (ug, Uy

Mostraremos que uma decomposicao canonica analoga a da Proposicao 1.5.2
vale também para o caso m-dimensional.

c(ug, -+ Up)

Proposicao 5.1.1. Seja C uma m-copula associada a funcao de distribuicao

m-dimensional H e a suas marginais Fiy,--- , F,,, conforme o Teorema de
Sklar. Suponha que H seja continua e que estejam bem definidas a densidade
m-dimensional, h e as densidades f; associadas a F;, para todoi=1,--- ,m.
Entao,
Wy, am) = e(Fi(r), - F(m)) [ filw). (5.1)
i=1

Prova: Pela definicao de h, o Teorema de Sklar e a regra da cadeia obtemos

6mH($17 e 7$m)

h(l‘h'“ 7Im) =

8ZL‘1 tee é)xm
o amC(F1<£L'1), s ,Fm(l'm))
oxy -+ 0z,
8F1(ac1) 6F1($1) OF1(z1)
ox1 Oxo T OTm
OFs(x2) OFs(z2) OFs(z2)
1 C<F1($1)7 . 7Fm(xm)> 35‘01 69‘02 s 81:‘771
{)Fm‘(mm) 8Fm.(a:m) o 8Fm‘(37m)
ox1 Oxo T OTm
f1 (ZEl) 0 Ce 0
0 fQ(ZL‘Q) . 0
= C(Fl(x1)7 7Fm(xm)) : : :
0 0 coo fm(xm)
- C(F1(ZL'1),“' 7Fm($m))Hfz(xz)a
=1
qualquer que seja o vetor (xy, -+ ,x,,) € R™. 0

Alguns autores chamam a expressdao dada por (5.1) de representa¢do
candnica de h em relacao a cépula C' e a distribuigdo H (veja Cherubini
et al., 2002). A expressao (5.1) é fundamental para a estimagao pelo método
da maxima verossimilhanca.

!Pela regra da cadeia.
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A expressao (5.1) nos mostra que, ao tentar estimar a cépula C' em
questao, podemos observar dois problemas diferentes, porém interligados:

(i). Identificacdo das distribui¢oes marginais, representada pelo produto em
(5.1);

(ii). Determinacao da cépula (ou familia de cépulas) que melhor se adapta
aos dados, representada pela expressao da densidade da copula associa-
da.

O primeiro problema se resume em identificar a estrutura probabilistica de
cada variavel em questao e o segundo se refere a identificacdo da estrutura
de dependéncia conjunta entre elas.

Escrevendo a equagao (5.1) em fungao do vetor de parametros de interesse
0 = (01, ,0,,0.) € © C R onde © é o espaco de parametros, 0;
é o parametro associado a densidade f;, ¢ = 1,--- ,m e 0. é o parametro
associado a copula em questao, obtemos

m

(o, s 0) = c(Fi(x1361), -+ Fon(@m; O); 00) [ [ filwii6).  (5.2)

=1

Seja
I11 Ce T1n
X =
Tml -+ Imn
uma amostra aleatéria de tamanho n do vetor (X1, -+, X,,,). Tendo em vista

(5.2), a funcao de verossimilhanga é dada por

j=1
= H C(Fl(x1]701)7 7Fm(xmj;0m);96) Hfz(xzj;gi) : (53)
j=1 =1

Tomando o logaritmo em (5.3), obtemos

L£(X;0) = In(L(X;0))

= Zln [C(Fl(xlj;ﬁl), e ,Fm(xmj;Qm);Qc)} —|—ZZln [fz(xw,é’l)}

j=1 i=1
O estimador de maxima verossimilhanca entao é

Orip = arg max{L(X;0)}.
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isto é (veja Anjos et al., 2004, pagina 91),

9 = arg max {Zln F1 (2155601), -+, Fop(@mj; em);ec)} } ,

e

@ = argmax{z In [c(Fl(xlj; 01), - Fon(Tm; O +Z ln fz i3 b; }v
j=1

para todoi=1,---,m.

Um problema na estimagao de 6. e 6; é que a estimacao de 6, é afetada
por #q,--- ,0,, e aestimacao de 0y, --- ,6,, é afetada pelo parametro 6., como
fica claro de (5.3). Uma maneira natural de se contornar esse problema é o
chamado Método de Inferéncia para as Marginais ou Método IFM (Infer-
ence for the Margins). A idéia é estimar 0y,--- ,0,, primeiro e, de posse
dessa informacao, estimar o parametro 6.. Isto é, procedemos a estimacao
em duas etapas. Na primeira etapa estima-se os parametros da estrutura
probabilistica 64, - - - , 8, através de

é\i = argmax { Zn: In [fi(xij; Qz)] },
=1

para todo ¢ = 1,--- ,m. No segundo passo utilizamos 6., --- ,6,, obtidos no
primeiro passo para estimar o parametro 6. da estrutura de dependéncia (ou
seja, da copula associada) através de

n

¢9Ac = arg max { Z In [C(Fl(xlj; 51), o Fo(@my; §m), 96)} }

j=1

O estimador IFM ¢ definido entao por
/B\IFM - (/9\17 e 7/9\m7 é\c)

Denotando por

I
—_

= Z In [fi(wi; 6:)],

Zln Fl xlju 91) 7Fm(xm]79m)706)i| )

sob certas condicoes de regularidade, o estimador MLE ¢ a solugao de

OLX;0)  DLIX:0) ILX0)N _ (. ¢
o0, a0, T oe. )

(5.4)
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enquanto que o estimador IFM ¢ a solucao de

0L (X;0)  0Ln(X;0) 9L.(X;6)
20, 7 06, 06,

= (0,---,0).  (5.5)

E claro de (5.5) e (5.4) que o calculo do estimador IFM é computacional-
mente mais simples que do MLE, j& que exige a maximizagdo de menos
parametros ao mesmo tempo. Outras simplificacoes do método podem ser
obtidas se a m-copula associada ao processo possuir alguma estrutura extra,
como parametros comuns associados as suas marginais bivariadas.

Sendo possivel calcular as estimativas para os parametros mencionados
tanto pelo método IFM quanto pelo MLE, uma pergunta natural é a questao
da eficiéncia assintética relativa do método IFM em relacao ao MLE. Com-
paracoes feitas via simulacoes, mostram que o método IFM é altamente efi-
ciente em relacdo ao MLE (veja Joe, 1997, pagina 305 e referéncias ali con-
tidas).

A matriz de autocovariancias assintotica para o estimador IFM também
¢ conhecida. Sob certas condigoes de regularidade, sendo 6, o verdadeiro
vetor de parametros e definindo

(0) = Ly OLw 0L
I =00, "0, 06, )

a matriz de informac¢ao de Godambe, denotada por G(6y), para o caso do
estimador IFM é dada por

G(60) = [E (83—9)]1@ (9(6)9(6)) ([E (ag—f,j"))}) (5.6)

Pode-se provar entao que o estimador IFM ¢ assintéticamente normal e

Vi(Orpar — 60) = N(0,G™(60)),

onde G71(0y) é a inversa da matriz de informagao de Godambe dada em
(5.6). Uma prova informal para este fato pode ser encontrada em Joe (1997),
capitulo 10.

Como a estimagao de G(6y) exige o calculo de vérias derivadas, métodos
bootstrap, como por exemplo o método jacknife, podem ser empregados para
facilitar e agilizar os calculos. Ao leitor interessado nestes aspectos computa-
cionais, referenciamos a se¢ao 10.1.1 de Joe (1997).
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5.2 ESTIMADOR DE PSEUDO - VEROSSIMILHANCA

Sejam X1, - - -, X,, variaveis aleatorias continuas definidas num mesmo espaco

de probabilidade (£2, A, P). Seja

11 -0 Tin
X =
Tmi " Tmn
uma amostra de tamanho n de X;,---,X,, e considere r;; o posto de x;;
entre x;1, -+ ,Tin, t = 1,--- ,m, j = 1,--- ., n. Suponha que a distribuicao
conjunta de Xy, ---, X,, seja H e que queiramos escolher a m-coépula de uma

familia paramétrica de m-cépulas C'g que melhor se ajusta aos dados, isto é,
queremos estimar 0. Pelo Teorema de Sklar temos que

H(zy, - xy,) = C’g(Fl(xl), e ,Fm(:vm)),

onde Fi,- -, F,, sao as marginais de H. Considere as distribui¢oes empiricas
normalizadas? _ .

(735) m+1
parai=1,--- ,mej=1,--- n. Pelo Lema de Glivenko-Cantelli (veja Laha

e Rohatgi, 1979), Eng, para todo i = 1,--- ,m. Seja cg a densidade de
Co. Genest et al. (1995) propoem um estimador para 6@ dado por

Oprp = arg max {Zln [Ce(ﬁ(aﬁj), e ,fm(im]‘))} } . (5.7)

j=1

Mediante algumas condigoes de regularidade, resolver (5.7) é o mesmo que
resolver

Pode-se mostrar que o estimador em (5.7) é consistente e assintéticamente
normal. A matriz de variancias e covariancias de \/m Oprp é B-INB
onde B é a matriz de informagcao associada a Cg e ¥ é a matriz de variancias
e covariancias do vetor m-dimensional cuja i-ésima componente é

0
06,

In [co(Fi(z1), -+, Fnlzm))] + Z Wij (),

2Esta normalizacdo serve para evitar problemas com o logaritmo em (5.7).
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com I(A) denotando a fungao indicadora de A e W;;(-) dado por
82

WZ](IL‘Z) = /I(E(xl) < uz) 89]6”&1 In [Ce(ul’ e ’um)} dCe(U1, .. 7um)'

Vamos provar que o estimador Oprp € consistente e assintéticamente nor-
mal, mas, por simplicidade, restringir-nos-emos ao caso bidimensional. Seja
(X,Y) um vetor aleatério de variaveis aleatérias continuas com fungao de

distribuicao H e

11 12

T12 T22
X =

Tin Ton

uma amostra de tamanho n do vetor (X,Y). Considere

Yo I(Xi<x) oy

ﬁ = — =
() n+1 n+1’
= Zﬁﬂ I(Y; < y) Sij
F — 1= —
2(y) n+1 n+1’

onde r;; ¢ o posto de x e s;; é o posto de y. Defina a cdpula empirica

n

Ch(ur,ug) = %Z I(ﬁl(aclk) < ul) [(ﬁg(:c%) < ug).

k=1

Pelo Lema de Glivenko-Cantelli, C,, =% C, onde C' é a cépula associada &
X eY. Seja J(uy,uz) : (0,1)> — R uma fungao continua, e considere a

estatistica

I, =
R, = o g J(Fl(ﬂhk)a FZ(Q;%)) = // J(ur, uz) dCy(ur, us).
P (0,1)2

A estatistica R,, é conhecida por estatistica de ordem de posto multivariada
(multivariate rank order statistics). Para detalhes deste tipo de estimador,
veja referéncias contidas em Genest et al. (1995). O préximo teorema de-
screve algumas propriedades importantes da estatistica R,,. A prova é adap-

tada de Genest et al. (1995).

1

1
Teorema 5.2.1. Sejam r(u) = u(l—u), 6 >0 ep eq > 0 tais que — + — = 1.
P q

Seja J : (0,1)> — R funcgdo continua tal que

p=E[J(F(X1), F2(X2))] = //(0 1&)f2(u1,u2) dC(uy, ug) < 0.
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(i) Suponha que J(ui,us) < Mr(uy)®r(us)®, com

0—1 0—1

Entio, R, *% u;

(i) Suponha que J(uy,uz) < r(up)®r(uz)®, com

Se J é continuamente diferencidvel em uy e us em (0,1)? e tal que

0J (uy,us)

St < Mr(un ) ()00,

comi=1,2edy=a—1 edy, =0, entao,

onde Z ~ N(0,0?), com

o’ = Var [J(F1(X1)aF2(X2)) *

22://(01{2()(1- Sxi)aJ(Fl<I53L;F2($2)) dH(z1,25)| . (5.8)

onde 1(A) denota a funcao indicadora do conjunto A.

Prova: Pelo Lema de Glivenko-Cantelli, C,, (u1, uz) > C(u, v). Escrevendo,
R, = ]E[J(Uln, UQn)] , onde (Uy,, Usy,) é distribuida de acordo com C), (uq, us).

Como C,(u1,uz)>% C(u,v), entdo (Uln,Ugn)i>(U1,U2) cuja distribuigao
conjunta é dada por C(uy,usz). Note que, como J é continua, entdao, pelo
Teorema de Slutsky,

J (U, Usy) =2 J(Uy, Uy).

Assim, para provar (i) basta provar que J(Uj,,Us,) é uniformemente in-
tegravel. Provaremos que existe € > 0 tal que E (|J(Uyy,, Us, )| 1) € limitado.
Para isso note que, pelas hipoteses, pela desigualdade de Hélder e usando o

fato de que?

1.mlZ k _/1()d
nl_mn Tn—f—l —Oru u,

k=1

3Veja Laha e Rohatgi (1979), pagina 115.
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obtemos,

ELHUthQ}::/ |J (g, ug) | TdC (uy, ug)

(0,1)?

<M// 1+€ 2) (1+€)an(’U,1,u2)
0, 1

3 [< g “}{%é[«nil)lb””}

(14e)(6—1)

1
q)q
<k>q]
r
n+1

1
(1+s)(5 1)] PYp

3)—‘

o \itHeE-1) 1
gmzy(+J _M/Mymwwwwu (5.9)
n—oo n 0

k=1

Note que (5.9) é finita se ¢ < d. Para a prova de (ii) veja Genest et al. (1995)
e referéncias ali contidas. O

Com algumas condigoes de regularidade, temos que é\pLE é a solucao da
equacao

iagé ) — 1 %ln [C@(Fl(Xlk) ﬁg(XQk))} = 07

onde L(0) é a pseudo log—veros&mﬂhan(;a dada por
> In [ep (Fy(Xui), Fa(Xaw))].
k=1

Expandindo em série de Taylor, obtém-se,

10L(9)

—0~ A, — (0, —60)B 1
w0 |, 0 n— (0n —0)By, (5.10)
onde
1o~ 0 ~ ~
A :—E —1 Fi( X)), Fo(X
n n = 0 H[Ce( 1( 1k>> 2( 214))}
e

— __Z@ID c@ F1 (Xik), ﬁ2(X2k))}'
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De (5.10) segue que

Vn (6, —0) ~ \/EBA”. (5.11)

Podemos entao aplicar o Teorema 5.2.1 com

J(ul,uQ) = %ln [CG(Fl(U1)7F2<u2>)]

2

J(uy,ug) = %ln [ce(Fl(ul),FQ(uz))].

Dentro das condicoes de regularidade do Teorema 5.2.1, obtemos que
2

B, %% B=-E {% In [Ce(Fl(X1)7F2(X2))ﬂ

=1 ch(F1(X1), Fo(Xs)) J A (Fi(X1), Fa(Xa))
- (CH(FI(Xl),FQ(XQ))>_ (X2) , (5.12)

onde ¢(-,-) e ¢j(-,-) denotam as derivadas primeira e segunda de cp(-,-)
em relagao a 0, e que \/n A, é assintéticamente normal com média zero e
variancia

v [81n [co(F1 (X)), Fa(X2))]
00

+ Wh(Xy) + Wz(Xz)] ; (5.13)

onde

VV,(XZ) = // [(E(Xz) § Uz)aeaaUZ In [CQ(Fl(Ul), FQ(UQ))]CQ(Ul,Ug)duldUQ,

para todo ¢ = 1,2, com I(A) denotando a fun¢ao indicadora do conjunto A.
De (5.11), (5.12) e (5.13), obtemos entao o préximo teorema.

Teorema 5.2.2. Dentro das condigoes de reqularidade do Teorema 5.2.1, o

estimador semiparamétrico Op, g definido em (5.7) é consistente e \/n (6,,—0)

¢ assintoticamente normal com média zero e variancia y* = %, onde 3 e o?

sao dados por (5.12) e (5.13), respectivamente. Isto é, 0, ~ J\/(Q, %)

4Pela regra da cadeia e do produto,

dln (co(u,v)) 1 Ocg(u,v) 9% In (cp(u,v)) o [ep(u,v) 2 ey (u,v)
00 " co(u,v) 080 - 062 T [ , }—’_ ; .

105



5.3 ESTIMACAO VIA 7 DE KENDALL

Suponha que estamos usando uma familia paramétrica de coépulas Cy como
modelo para a dependéncia entre duas variaveis aleatérias X e Y. Como
podemos decidir qual é a cépula dentro dessa familia que melhor se ajusta
aos dados baseados em uma amostra aleatéoria? Ou, o que é equivalente,
como podemos estimar 6 a partir de uma amostra aleatéria? Existem varios
procedimentos para tratar deste problema. A seguir apresentamos uma
metodologia nao-paramétrica baseada na medida de associacao conhecida
como 7 de Kendall. Antes necessitamos de algumas defini¢oes e resultados
que apresentamos a seguir.

Definicao 5.3.1. Sejam (z;,y;) e (z;,y;), i,j = 1,--- ,n duas observagoes
aleatérias vindas de uma amostra {(z1,v1), - , (Tn, Yn)} de um vetor aleato-
rio (X,Y") de varidveis aleatdrias continuas. Dizemos que (z;,y;) e (2, y;) sdo
concordantes se x; < x; e y; < y; ouse x; > xj e y; > y; e sao discordantes
sex; <xjey; >yY;ousex; >x;ey <y;.

Note que, equivalentemente, podemos definir concordancia e discordancia
por

concordantes, se (x; —z;)(y; —y;) > 0,

(xivyi) € (l'j,yj) Sao {

discordantes, se (z; —x;)(y; —y;) <O0.

Considere uma amostra aleatéria {(x1,41), -, (Tn, yn)} de n observagoes de
um vetor de varidveis aleatorias continuas. Entao teremos (g) pares distintos

(i, ;) e (z4,y;) de observacoes na amostra, cada uma delas concordantes ou
discordantes®. Denotando por a o nimero de pares concordantes e por d o
numero de pares discordantes, a medida T de associacao de Kendall para a
amostra é definida como p

=2 (5.14)

(2)

Equivalentemente, 7,, é a probabilidade de discordancia menos a probabili-
dade de concordancia de um par (z;,y;) e (x;,y;) escolhido aleatériamente
da amostra. A versao populacional do 7 de Kendall é definido neste sentido.
Seja (X1,Y1) e (Xs,Y3) vetores independentes e identicamente distribuidos
com distribuicao conjunta H. Entao, definimos o 7 de Kendall por

7= P[(X; - Xo)(Yi — Ya) > 0] — P[(X; — Xo)(Y; — Ya) < 0].  (5.15)

No préximo teorema mostramos que o 7 de Kendall depende somente das
copulas C e Cy associadas aos vetores (X1,Y7) e (X, Ys), respectivamente.
A prova é adaptada de Nelsen (1999), pagina 127.

®Como as varidveis aleatérias sdo continuas, x; = z; e y; = y; s eventos que ocorrem
com probabilidade 0.
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Teorema 5.3.1. Sejam (X1,Y1) e (Xa,Ys) dois vetores aleatdrios indepen-
dentes de varidveis aleatorias continuas e Hy e Hs, respectivamente, suas
fungées de distribuicdo conjunta com marginais comuns F (de X; e X5) e
G (deYy eYsy). Sejam Cy e Cy as copulas associadas a (X1,Y1) e (Xo,Ys),
respectivamente. Entao,

= P[(X; — X3)(Y1 = Y2) > 0]-P[(X J(Y1 —Ys) < 0] =
—4// Co(u,v) dCy(u,0) — 1. (5.16)

Prova: Note primeiramente que
P[(X1— X5)(Y1 —Y2) > 0] = P(X; > Xo,Y; > Ys) + P(X; < X5, Y; < Ya).
Mas,
P(X1>X5, Y1 > Yy) =
= /RQP(XQ < X,Yo<Y|Xi=2Y1=y)dP(X; <z,Y; <y)

R?
:6/ P(Xy <z,Ys <y)dP(X; <z,Y; <y)
RQ

= /RzHg(x,y) dHq(z,y). (5.17)

Agora fazendo u = F(x) e v = G(y) em (5.17), pelo coroldrio do Teorema de
Sklar temos,

P(X; > X5, Y, > Y,) :/ Hy(F~(u), G (v)) dH1 (F ' (u), G (v))

I2
- / Co(u, v) dCh (u, v). (5.18)
[2
Analogamente,
P(X1< X, Y1 <Ya) =
- / P(Xy > X1, Yy > Vi|X) = 2,Y; = y) dP(X) < 2, Y; <)
R2

:/ P(Xy >z, Yy >y)dP(X; <z,Y; <y)

R2

= // [1-F(z) = Gy) + P(Xs < z,Ys <y)]| dP(X; < 2,Y; < y)
RQ

- //Rz[l = F(x) = Gy) + Ha(w,y)| dHy(z, y)- (5.19)

60s vetores (X1,Y1) e (X3, Ys) sdo independentes, por hipétese.
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Aplicando a transformagao u = F(z) e v = G(y) e o corolario do Teorema
de Sklar em (5.19), obtemos

P(X; < X9,Y1 <Ys) = //12[1 —u— v+ Cy(u,v)] dC:(u,v).

Como (] é a distribuigdo conjunta de um par (U, V') de varidveis aleatérias
1
com distribuicao U([0,1]), temos E(U) = =35 © // dCi(u,v) = 1.
I2
Portanto,

//12(1 —u—v)dC(u,v) = //12 dC, (u,v) — [E(U) +IE(V)] —0.

Logo,
P(X; < Xy, Y1 <Ys) = //202(u,v) dCy (u, ). (5.20)
Assim, I
P[(X; — Xo)(Y; — Ya) > 0] = 2/ p@(u,v) dCi (u,v). (5.21)
Mas,

P[(X1 = Xo)(Y1 = Yp) < 0] = 1= P[(X; — X3)(Y1 — Y2) > 0].
Logo, de (5.15), (5.20) e (5.21), segue que

T = P[(X1 Xo)(Y1 = Ya) > 0] = P[(X1 — X) (Y1 — Ya) < 0]
— —X5)(Y1 —Ys) > 0] — 1

= //C’gude’luv)

como queriamos provar. O

Corolario 5.3.1. Sejam X e Y duas varidveis aleatorias continuas e seja C
a copula associada. Entao,

- / [ ctuvdcqn -1 (5.22)

Prova: Como (X1,Y1) e (X3,Y2) no Teorema 5.3.1 sdo independentes e
podemos ter H; = Hy = H (e, conseqiientemente, C; = Cy = ('), entao,
para cada w € €, (X1,Y7) e (Xs,Y2) podem ser interpretados como duas
amostras aleatérias de (X,Y'), vetor cuja distribuigdo conjunta é H e cuja
copula associada ¢ C'. Assim (5.22) segue imediatamente. O
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Observagao 5.3.1. Equivalentemente a expressao (5.16), o 7 de Kendall
de duas variaveis aleatorias X e Y, com funcao de distribuicao conjunta H,
pode ser escrito como

Txy =4E[H(X,Y)] — 1. (5.23)
Para maiores detalhes, veja Genest e MacKay (1986).

Seja (X,Y) um vetor de varidveis aleatdrias continuas definidas num

mesmo espaco de probabilidade. Considere (z1,y1),- - , (2, y,) uma amostra
aleatdria de tamanho n do vetor (X,Y'). Defina (r;,7;) o vetor do posto de
(x:,y;), ou seja, r; é o posto que x; ocupa entre xy,- - , T, € s; € 0 posto que
y; ocupa entre yi, -+, y,. O vetor (r;, s;) estd bem definido pois, sendo X e
Y varidveis aleatorias continuas, repeticoes entre os valores de zq,--- ,x, €
Y1, ,Yn ocorrem com probabilidade 0. Note que

(zi —yi)(2; —y;) >0 <= (ri —si)(r; —s5) > 0.

Nosso objetivo agora é encontrar uma relacao entre a versao amostral do 7
de Kendall e uma versao amostral da cépula C' associada ao vetor (X,Y). A
versao amostral da cépula C' é chamada de copula empirica.

Definicao 5.3.2. Seja {(z1,11), -+, (n,yn)} uma amostra de tamanho n
de um vetor de varidveis aleatérias continuas (X,Y). A cdpula empirica C,,
é a funcao dada por

1< T S;
Cn ) = — ] - < ) - < )
(v, ) n; (n+1_un+1_v)

onde I(A) é a funcao indicadora do conjunto A.

Note que, pelo Lema de Glivenko-Cantelli, C), == C, onde C' é a cépula
associada a X e Y. Defina a funcao

1, se z;, <w;ey;, <y,
lij = ’ o (5.24)
0, caso contrario,
parai # je I;; =1, para todoi =1,--- ,n. Note que a (o nimero de pares

concordantes da amostra) pode ser escrito como

a=)> Lj=) > Ij—n (5.25)
i=1 j=1 i=1 j=1
J#

Escrevendo
n

1 1 )
7j=1

n “=
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parai=1,--- ,n. Desta forma, (5.25) pode ser escrita como

n
g nP, —n
i=1

"p _
TLQZZ;l —n=n(nP —1),
n

onde P ¢ a média dos P;’s. Observe que, como a + d = (}),

Tn

Note que, por definicao,

ou seja,

Usando o fato de que C),

—d 2
=222
(2) 2l(n—2!)
4
— @ 4
n(n —1)
1 (nP—1)—1
= nnP —1) —
n(n —1)
_ 4dnP 4 (n—1)
- on—1 n-1 n—1
4nP  (3+n)
= — . 2.26
n—1 n—1 ( )
R:Cn . ) - )
<n—|—1 n—l—l)

P= / g Cy(u,v) dCy(u,v).

a.s.
— C, temos que,

lim 7, = lim b _ B+n)
n—o0 n—oon — 1 n—1
4 3
[ -2

- 4//120(u,v)d0(u,v) 1=

Com isso, fica provado o préximo teorema.

Teorema 5.3.2. Sejam 7, dado em (5.14) e T dado em (5.22). Entao,

lim 7, = 7.
n—oo
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Voltando ao problema inicial, suponha que temos uma amostra de tamanho
n de um par de varidveis aleatdrias (X,Y"). Gostariamos de determinar qual
a copula Cy pertencente a uma dada familia de cépulas que melhor se ajusta
a amostra, ou seja, gostariamos de estimar 6. Suponha que seja possivel escr-
ever 7 = f(f) para alguma funcdo invertivel f. Entdo, uma maneira natural
de se estimar # é através da relagao

é\n = f71<7—n)7

onde 7, é dado por (5.14) ou (5.26). Como 7,, é baseado no posto da amostra,
podemos interpretar este método como uma adaptagao nao-paramétrica do
método dos momentos. Vamos nos referir a 6,, como o estimador baseado na
medida de associacdo 7 de Kendall. Pode-se provar que’

Vil —7)

— 7

45 ’
onde Z ~ N(0,1) e

2
1 1 1 9 L
SQ — ﬁ (EZIZ]—FEZIﬂ—EZZIlk)
i=1 j=1 j=1

=1 k=1
1 n n 9 n n 2
= 4 (Z(L‘j i) == Zm) , (5.27)
i=1 \j=1 =1 k=1

e 1;; é dado em (5.24). Entao, uma aplicacdo do Teorema de Slutsky, conhe-
cido como Método Delta®, implica que

Vi (0, —8)  Nn[f N m) - )]
2 . Ly, (5.28)

onde Y £ N (O, Wln)g) Assim,

ou seja,
2
~ 4 11 4S8
hotozen (0 [T
n [ f/(7)
TA prova deste fato é bastante intrincada e exige a introducdo de vérios conceitos e,
por isso, nao sera feita aqui. Uma prova deste fato pode ser encontrada na proposicao 3.1

de Genest e Rivest (1993). Veja também a pagina 15 de Genest e Favre (2007).
8Veja Shao (1999), pagina 61.
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O intervalo de confianga I1C() ao nivel 100 x (1 — «)% para 6 é tal que

b (_q) (4) < VAL (@), = 0) _ @) .

45 -

ou seja,

45D (%) 459(%)
IC(6) = |6 — 22 )+ 2 ,
) [ NIV eI RN
onde ®(+) é a fungao de distribui¢ao de Z ~ N (0,1) e S é dado em (5.27).

5.4 ESTIMACAO DE COPULAS ARQUIMEDIANAS

Suponha que temos uma amostra de um vetor de variaveis aleatérias continuas
(X,Y). Nesta segao determinaremos qual a cépula Arquimediana que melhor
se ajusta a amostra. Vamos estar interessados principalmente nas cépulas
Arquimedianas cujos geradores satisfacam algumas condigoes de regulari-
dade. Defina T a classe de funcoes ¢ : I — R* duas vezes continuamente
diferenciavel e que satisfacam

(1) =0, ¢'(t)<0 e ¢"(t)>0, te(0,1). (5.29)

As condigoes (5.29) garantem que ¢ possui inversa ¢! duas vezes diferen-
ciavel. Note que cada elemento ¢ € T gera uma cépula Arquimediana C
através da expressao usual, ou seja,

Clu,v) = { SR FI), e dlu)+ o) < 4(0),

5.30
0, c.c. . ( )

Vamos determinar a densidade ¢ associada a C. Para isso escrevendo

¢(C(u,v)) = ¢(u) + o(v),
e diferenciando em relagao a u, obtemos,

gb'(C(u,v))% = ¢'(u). (5.31)

Diferenciando em relacao a v, obtemos

Qb”(C(U,U)) 60;1;,1]) . 8Cg;,v) +¢/(C(U7”))au—8;} —0.
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0%2C (u,v)

Isolando a tltima igualdade em ¢ = =5+~ obtemos
(uv) = ~0"(Clu,v)) 9C(u,v) IC(u,v)
’ ¢'(Clu,v)) ov ou
o _9"(Cww) 9w ¢'(v)
gb’(C(u, ’U)) gb’(C’(u,v)) qb’(C’(u,v))
_ 9O ) wo ') 5
[(b’ C’(u,’u))}

Das propriedades em (5.29) é claro que ¢(u,v) > 0, quaisquer que sejam
u,v € I tais que ¢(u) + ¢(v) < ¢(0). Para esta familia, o 7 de Kendall
possui uma forma explicita que depende apenas do seu gerador ¢. Antes de
apresentarmos este resultado, necessitamos do seguinte lema.

Lema 5.4.1. Seja ¢ € Y. Entao,
ou)¢"(u) . ou)
/Wdu__¢/(u> + wu. (5.33)

Prova: Utilizaremos integracao por partes com

= o(u w=0o¢'(u) e z:¢/,(u) u

Para obter z a partir de dz fazemos a mudanca de variaveis

r=¢"(u) = dr = ¢"(u)du,

Z:/%duz/%d”g:wiu)‘

Voltando a integragao por partes, temos
p(w)o”"(w) ,  _ Pu)

S = gyt 1

¢(u)

¢’'(u)

Isto completa a prova. O

dai,

+u

No préoximo teorema apresentamos uma relagao entre o 7 de Kendall de
um par de varidveis aleatérias continuas (X,Y) com cépula Arquimediana
associada C' cujo gerador é ¢ € T. A prova é adaptada de Genest e MacKay
(1986) e Joe (1997).

9De (5.31) e seu analogo em relacdo a v, temos

oC(u,v)  ¢'(u) oC(u,v) "(v)

ou o' (C(u,v)) ¢ v o' (Clu, U))
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Teorema 5.4.1. Sejam X e Y duas varidveis aleatorias com copula Arqui-
mediana associada C', com gerador ¢ € Y. Entao,

[T )
Xy _4/0 e . (5.34)

Prova: Pela expressao (5.22), podemos escrever

Txy = 4/ g C(u,v)dC(u,v) — 1, (5.35)

Mas da expressao (5.32)

dC(u,v) = e(u,v) dudv = —

Assim,

m__4/p¢ + o))

Fazendo a mudancga de variaveis,

z =0 (o(u) +o(v) e y=uv,

cujo jacobiano é

oz O ) __%'(v)
g2 o | _| ToCw T | _ ¢(w)
o o 0 1 ¢'(C(w,v)

a integral dupla referida como A em (5.36) se torna

A= [ e g

0<u<wv<1 ¢(U)2
_ / 1/1 “¢;(f<‘3j2' dvdu
- | gb’élu)Q {/ulqﬁ’(v)dv} du

_ 1“05/"(“){ 1] du

Lug(o" ()

up” (u)
owp
¢’ (u)?

~

0

(5.37)

S—
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Integrando por partes a expressao (5.37) com

w=uedw=du e dz:%zﬂo Z:_Q(f’((qi)) + u,
obtemos
1 1 1
L [ e
[ o) " 0+/0 S do [, v
' o(u)
= — du. .

/0 o/ (u) u (5.38)

Substituindo (5.38) em (5.36), a expressao (5.34) segue. O

Pode-se provar que, dado um par de varidveis aleatérias continuas (X, Y)
com copula Arquimediana C, a varidvel V = C(X,Y) tem distribui¢ao uni-
variada dada por'!

Kw)=v-— o) , para todo v € (0,1). (5.39)
¢'(v)
Note que este resultado nos fornece uma maneira indireta de determinar ¢.
Da expressao (5.39) obtemos a seguinte equagao diferencial ordinaria nao-
homogeénea de 1* ordem
$(v)

¢'(v)

cuja solucao pode ser facilmente obtida com a ajuda de um fator integrante

e é dada por
v 1

onde vy € (0, 1) é arbitrario. Mais interessante ainda é que o comportamento
de K(v) determina se ¢ dada em (5.40) pode ser um gerador para C. Este é
o contetido da préxima proposicao, cuja prova é adaptada de Genest e Rivest
(1993).

=v— K(v),

Proposicao 5.4.1. Sejam X e Y duas varidveis aleatorias com copula Ar-

quimediana associada C. Para v € I, seja K(v) = P(C(X,Y) <v) e defina

K(v™) = lim K(t). Entdo, a funcao ¢(-) definida em (5.40) é convezxa,
t—v~

decrescente e satisfaz ¢(1) = 0 se, e somente se, K(v™) > v, para todo
v e (0,1).

10Pelo Lema 5.4.1.
1Para uma prova deste fato, veja Genest e Rivest (1993).
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Prova: Se a fungao ¢ definida em (5.40) é convexa, decrescente e ¢(1) = 0,
entao é necessariamente negativa e continua. Da equagao (5.39) temos

sy — 0

= K0 <0, (5.41)

para todo v € (0,1), exceto num conjunto de medida nula. Como ¢ é de-
crescente, ¢'(v) é crescente e negativa aonde ela existe. Além disso, sendo K
uma funcao de distribuicdo, é nao-decrescente. Entao, de (5.39) é claro que
K(v™) > v em quase toda a parte de (0, 1).

Reciprocament/e, como K é uma funcao de distribuicao, da expressao
(5.39) segue que q;(—(tt)) é integrével em qualquer intervalo da forma (e,1 — ¢),
e > 0 e assim ¢ estd bem definida. De (5.40), é claro que ¢ é positiva. Além

disso, como K ¢é nao-decrescente, temos
(t)
¢'(t)

Como ¢ é positiva, temos ¢'(t) < 0. Logo, ¢ é decrescente em seu dominio.
Note também que, como K (t) > t, temos

¢'(t) _ 1 1
o(t) __K(t)—tg 11—t

—K({t)—t>K(t)—t>0.

o) _ 1
1 < lim ——— — —o0. 5.42
tirln_ o(t) — tirln— 1-1 > ( )

Logo, como ¢ é continua, da expressao (5.42) devemos ter

é(1) = lim ¢(t) = 0.

t—1—

A convexidade de ¢ pode ser estabelecida provando-se que
r<y = ¢'(x) 2 ¢'(y).
Como ¢ é decrescente, se x,y € (0,1), com = < y, temos

P 1 C)) o(y) oY) _
PO RE k@ Sy ke

Isto completa a prova. O

Desejamos agora construir um estimador nao-paramétrico para copulas
Arquimedianas. Seja {(z1,v1), -, (Zn, yn)} uma amostra aleatéria de um
vetor aleatério (X,Y) com fungao de distribuigdo H, marginais F' e G e
cépula C'. Como o procedimento proposto serd independente das marginais,
podemos supor, sem perda de generalidade, que F' e G tém distribuicao
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U([0,1]). Suponha que, a partir da amostra, queiramos estimar C' supondo
que esta seja Arquimediana. Uma maneira natural de se fazer isso (proposto
por Genest e Rivest, 1993) ¢ tentar estimar K. Como podemos escrever

K(v)=P(H(X,Y) <v) =P(C(F(X),G(Y)) <wv), para todo v € (0,1),

podemos estimar H (seja C' Arquimediana ou nao) através dos seguintes
passos:

(i) Constréi-se a distribuigdo empirica H,, associada a H;

(ii) Calcula~se H,(z;,y;), i = 1,--- ,n e usam-se estas pseudo-observagoes
para a construgao da distribuigdo empirica (unidimensional) de K.

Por sorte, nem sempre € necessaria a construcao dessas distribuicoes empiricas.

Defina

#{(zj,y5) 12 <miy; <wyit
n—1

‘/Z»:

cie{l,-,n). (5.43)

Note que a variavel aleatéria V; esta bem definida ja que, como as variaveis
aleatdrias sao continuas, a igualdade entre elementos da amostra acontece
com probabilidade 0. Sendo §(t) a Delta de Dirac em 0 (isto é, a funcdo de
distribuicao degenerada que atribui massa de probabilidade 1, se ¢ =0, e 0,
se t # 0), entdo um estimador nao-paramétrico de K é dado por

" (v — V)

Ko(v) = ; — (5.44)
¢(v)
¢'(v)
pode ser obtido da relagao A\, = v — K, v € (0,1). Desde que K, (v™") > v
em todo o seu dominio, entao a expressao (5.40) nos fornece um estimador
para o gerador ¢ da cépula Arquimediana C. Pode-se provar que, sob fra-
cas condigdes de regularidade, a distribuigao de V; converge para K(v) =
P(C(X,Y) <w) e K, definida em (5.44) é um estimador consistente para
K. Em Genest e Rivest (1993) pode-se encontrar estes resultados bem como
uma formula explicita para a variancia assintotica de K,. Veja Genest e
Rivest (1993) para mais detalhes.

Assumindo que a copula C' seja Arquimediana, um estimador para A\ =
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Capitulo 6

Conclusoes

No Capitulo 1 desta dissertacao tratamos da teoria basica de copulas.
Nele vimos os principais conceitos necessarios para a introdugao do assunto
(como as defini¢oes de funcdo grounded, fungoes 2-crescente, H-Volume,
entre outros) para depois definirmos coépulas e estabelecer suas principais
propriedades (como continuidade uniforme, diferenciabilidade quase toda a
parte, limites superior e inferior) bem como condigoes para que uma com-
binagao linear de cépulas seja uma cépula. Apresentamos também teore-
mas fundamentais na teoria de cépulas, como o Teorema de Sklar e seu
corolario, a invariancia das copulas mediante transformacoes monétonas en-
tre outros. Outro ponto abordado é o papel da transformada integral de
probabilidade na representacao canonica de copulas e na caracterizacao da
estrutura de dependéncia associada as cépula Independéncia e aos limites
de Fréchet-Hoeffding (respectivamente, II, M e W). No final do capitulo
apresentamos os resultados principais (com as devidas provas) para cépulas
m-~dimensionais.

No Capitulo 2 apresentamos a construcao de varias familias paramétricas
de cépulas classicas, como a Familia Ali-Mikhail-Haq, a Familia Plackett e
a Familia Arquimediana de cépulas. Apresentamos também, com todos os
detalhes, a recente construcao de A. Dolati e M. Ubeda-Flores.

No Capitulo 3 apresentamos a descricao das copulas associadas a alguns
funcionais do Movimento Browniano. Neste capitulo obtivemos muitos re-
sultados inéditos na literatura, que posteriormente serao revisados e escritos
em forma de artigo a ser submetido a revista internacional.

No Capitulo 4 apresentamos o importante e conhecido Lema de Hoeffd-
ing e sua versao para cépulas (que relaciona a estrutura de covariancia entre
variaveis aleatérias a copula associada). Com o auxilio deste resultado, ap-
resentamos reparametrizacoes convenientes a duas familias de copulas de tal
forma que a estrutura de covariancia induzida por estas familias reparametrizadas
pode ser calculada.
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No Capitulo 5 apresentamos alguns métodos clédssicos de estimagao via
copulas, como por exemplo, a estimacao via Maxima Verossimilhanca, via
Pseudo-Verossimilhanca, o método IFM (Inference for the Margins), o método
baseado na medida de associacao 7 de Kendall e um método para estimacao
de copulas da Familia Arquimediana.

Neste trabalho procuramos apresentar os principais resultados da teoria
e aplicagoes de cépulas de forma rigorosa. A grande maioria dos resultados
apresentados no texto sao provados e, sempre que possivel, sao dadas provas
diferentes daquelas disponiveis na literatura.

Durante o contato com o material pesquisado para o preparo desta dis-
sertacao, nos deparamos com varios aspectos da teoria de copulas pouco
estudados. Para alguns aspectos tentamos dar atencao especial nesta dis-
sertagao, como ¢ o caso do material contido nos Capitulos 3 e 4. Uma pro-
posta para futuros trabalhos é estender os resultados obtidos no Capitulos 3,
desenvolvendo novas reparametrizacoes e encontrando maneiras de aumen-
tar o numero de parametros de algumas familias de copulas e simplificar sua
forma. Também gostariamos de estender os resultados obtidos no Capitulo
4, como por exemplo, calculando outros funcionais do Movimento Browniano
e de outros processos mais gerais.
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Apeéendice A

A.1 RESULTADOS AUXILIARES A SECAO 4.2

Nesta secao apresentamos os detalhes da prova da Proposicao 4.2.2. O re-
sultado principal desta secao é a Integral A.13. Para provar (A.17), serd
necessario o calculo de diversas integrais intermedidrias, o que é feito ao
longo desta secao.

Integral A.1.

[ g e e [ )|

(A.1)

Prova: Como,

! (h+ 1)uv B ! u
/0 [ R Ty d“_(h“)“/o R G Y —— CZ’@

1
¢é suficiente calcular / Y du.
o h+1—(1—u)(1l—v)

Usando fracoes parciais podemos escrever

/1 u 4 /1 Lo v+h 4
U= u.
o h+1—(1—-u)(1—-v) o Ll—v  (v—=1)(h+uv+u+v)
Fazendo a mudancga de variaveis,
y=h+v+ull—v) = dy=(1-0v)du,

obtemos,

/1 u 1 v+ h /h“ 1
du = — 5 — dy
0o h+1—(1-u)(l-v) l—v  (v—=1)2% ) ¥
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1 v+h 1()‘“1
— — n
1—w (U—1)2 4 h+v

I S m(h+1)
l—v (v—=1)2 \v+h

_ 1 N v+h ln(erh)
1—v (v—=1)2 \h+1/"

Substituindo (A.3) em (A.2), obtemos (A.1).

Integral A.2.

/ Y dv=—v—In(v—1).

1—w

Prova: O resultado segue imediatamente da igualdade,

/U d’u—/—l— ! dv.
1—w v—1

Integral A.3.

2
1
/v— dv =v — +2In(v —1).

(1 —v)? v—1

/ ﬁ dv = / 1+ (iv__l; dv.

Fazendo a mudanca de variaveis

Prova: Note que,

obtemos,

2 1 2 1
/U— dv:v+/—+— dy=v— ——+2In(v —1).
( vy v—1

v—1)2

Integral A.4.

/vih dv=v—hln(v+ h).

Prova: O resultado segue imediatamente da igualdade,

v h
= [1- )
/v+h dv / v—l—hdv
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Integral A.5.

1 _In(v—1) ln(v—l—h).
[ o memm @ = (A7)

Prova: Note que,

1 1 1
/(v—1)<v+h) o= /(v—l)(h+1)—(v+h)(h+1) dv

1 1 1 1
h+1/U—1 v h+1/1}—|—h v

In(v—1) In(v+h)
h+1 h+1

Integral A.6.

1 v+h v+h
1 = dil : A.
/1—U n(h+1)dv dlog<h+1> (A-8)

Prova: Fazendo a seguinte mudanca de variaveis no lado esquerdo da igual-
dade (A.8),

v+ h dv
Y h+1 = dy h+1 e v <h+ )y )
obtemos,
/ 1 n U—f‘h do — / h+1 ln )
/ h—l—l ln
. v+ h
= dllog(h—}-l)'
]
Integral A.7.
In(v — 1) v+ h . v+ h
Togp W=Dl dil . A9
/ v h dv =1In(v )n(h+1)+ 1og(h+1) (A.9)
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Prova: Primeiramente escreva
In(v —1) In(v — 1) 1 v+h 1 v+h
—dv= — 1 1 dv.
/ vrh / orh 1o \nx1) e ™M)
Note que, pela regra do produto,

d v+ h In(v —1) 1 v+h
—In(v —1)1 = — 1 . Al
v B )n<h+1> vt h 1—vn(h+1) (A.11)

Substituindo (A.11) em (A.10), obtemos,

In(v—-1) [ d v+h 1 v+h
/M——hdv_/d_vln(v_l)ln(h+1)+l—vln(h+1)dv' (A.12)

Agora, substituindo (A.8) em (A.12) segue o resultado. O

Integral A.8.

v+h v+h
1 dv = h) |1 —1]. Al

/n(hH) v ){n(fwl) } (A1
Prova: Fazendo a seguinte mudancga de variaveis do lado esquerdo da equagao
(A.13),

v+ h 1
= dy = d
A S A

obtemos,

=
VRS
> <
+|+
S
"
=8
N
Il

(h+1) /ln(y)dy
(h+1) [yln(y) —y]

v+ h v+ h v+ h
= 1 ] _
(h+ ){h+1n(h+1) h+1]

— (w+h) {m(Zi?) —1].

]
Integral A.9.
v 1
———dv=In(v—1) — . A.14
[ i == - (A14)
Prova: O resultado segue imediatamente da igualdade
v 1 1
" dv= dv.
/(v—1)2 ! /v—1+(v—1)2 !
]
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Integral A.10.

1 v—1 1 v+h 1 v—1
1 dv = 1 1 . (A1
/(v—l)2 n(v—l—h) ! 1—Un<h+1>+h—|—1n(v+h) (A.15)
Prova: Integrando por partes o lado esquerdo de (A.15) com

v+ h 1
z=1In = dx =
v+ h

e
1 1

obtemos,

/kijQm(ZiT)m“‘

1 1n(v+h)_/_ 1 "
v—1 \h+1 (v+h)(v—1)
1 ln<v + h) In(v—1) In(v+h)
l1—v \h+1 h+1 h+1

B 1lnv+h+ 1lnv—1
11— h+1 h+1 v+h)’

1

Integral A.11.

/ v v+ h do - 1 n v+h n 1 n v—1
(v—12 "\ h+1  1—v \h+1 h+1 \v+h

) v+h
— d110g<h " 1) . (A.16)

Prova: Note que,

/kvfn2m(ZiT>d”:

O resultado segue entao das Integrais A.6 e A.10.

Por (A.7).
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Integral A.12.
/(U 321)2 1n(2j;}1b) dv = [v th s ! U} 1n('2:}1’)
+hi1m(z;2)—2mm421?>—v—h. (A.17)
Prova: Pelas Integrais A.8, A.11 e A.10, temos que,
? h
/kviﬂ2m<211>“::
_ /Hn(Zi?)dv+2/kvj3yﬁn(212>dv

(A13) A 16)

_/<v—1 (Zi}f) dv

A15

= (v—l—h)[ (v+h) 1]
1 U+h v—1 U+h
2 1 1 4l
’ [1‘“n(h+1)+h+1n(v+h) log(h“”
_ 1 In v+h 4 1 In v—1
l1—v \h+1 h+1 \v+h
v+h 2 v+ h 9 o1
= (v+h)ln(h+1)—v—h+1_vln(h+1)+h+11n(v+h)
v+h 1 v+ h 1 o1
—2dil — 1 _ 1 .
dlog(thl) 1—vn<h+1> h+1n(v+h)
1 v+h
= 1
|iU+h+1_U:| n(h+1)

1 v—1 . v+h
+h+1ln(v—|—h) —2d110g<h+1> —v—h.

O
Limite A.1.
5 1 | v+h\ 1
e T—0 \ht1) htt
Prova: Pela regra de L’Hospital,
I 1 | v+hy) i r 1
e T =0 \ht1) ot otk ht1
O
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Integral A.13.

[ et -
= (5t pae(57) s

Prova: Pela Integral A.1 é suficiente calcular

(h+1) /01 [1 *+ 7(’5”:}})2 m(Zi?)] dv. (A.19)

Para isso, note que,
"v ww+h), [v+h
1 dv =
/0 —o (1—0)p n(h+1) ?

B / / v+ h o
a 0 1—1} (v—1)2 h+1
)

(

A4)
+h v+h
0 (1 —v)?

Pela Integral A.2, A.12 e A.11, segue que,
T ow v(v+h) [(v+h
1 dv =
[ aspn()] @
1 v+ h 1 v—1
= [~v—1In(v —1)] + {<U+h+1—v)ln<h+l)+h—|—11n(v—|—h>
v+h
—2dil —v—nh
10g(h+1) v ]

O D i WP Y (C o WO il
1—o \n+1) "he1 ™Moxn B\t
v+

1
v—1 h+1 h
= —2@—h+ln(v+h>—ln(v—1)~|—[U+h+1_v]ln(h+1)
v+h
_ 2) dilog [ ———
(h+ >d10g(h+1)

= —20—h—In(v+h)+In(v—-1)—In(v—-1) — (h+2)dllog< +h>

h+1
n +h+h+1l v+ h
v 1—o| ™\ n¥1
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h+1 v+h
= —2v—h-1 h h 1
2v—h—1In(v + )+{v—|— +1—v]n(h+1)

v+ h
—(h+2)dil —_—
e

=22 h—In(h+1)—1
— [—h —1In(h) + (2h + 1)1n(hi1) —(h+2) dilog(%)]

0

_ _3_h—ln(h+1)+h+ln(h)_(2h+1>ln(hil)

h
_ 2) dilog| ———
(h+ )d10g<h+1)

h h h
- _3_ i - — ] — (2 1)1
3 (h+2)d110g(h+1)+ln(h+1) (2h + )n(h+1)
) h h+1

Substituindo (A.20) em (A.19), (A.18) segue. O

A.2 RESULTADOS AUXILIARES A SECAO 4.3

O objetivo principal desta se¢ao é estabelecer a igualdade

— h)2 — duv(h + 1
//u+v+h V(u+v+h) uv(h + )dudvz
72

2

_ é {h(h+1)ln(hh1)+h+2] (A.21)

O primeiro passo é calcular a integral (A.21) em relagao a u. Para isto vamos
usar as férmulas 2.261 e 2.262-1 de Gradshteyn e Ryzhik (2000) (pégina 91),
que podem ser resumidas no seguinte resultado?:

2 b
/\/cx2+bx+a dr = C:Z+ Ver? +bx +a

¢
4ac — b?
e g ln<2\/c(ca:2 +bxr+a)+ 2cx + b) . (A22)

8c2

2Pela Integral A.1.

30 resultado segue da simples substituicao da férmula 2.261 em 2.262-1 mas, atencio!
Na férmula 2.262-1 é feita referéncia a A, que os autores definem como A = 4ac — b2, o
que é o contrario do usual.
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Note que,

du =

/1u+v+h—\/(u+v+h)2—4uv(h+1)
2
0

= %/01(u+y+h)du—%/ol\/(u+v+h)2—4uv(h+1)du. (A.23)

Neste caso, vamos primeiramente calcular,

A= /1 V(u4 v+ h)? — duv(h + 1) du. (A.24)

Mas,

(u+v+h)?—duvh+1) = u*+2uv+h)+ (v+h)? —4uv(h +1)
= v’ +ul[2(v+h)—4dv(h+1)] + (v+ h)?
= w4+ u[2(h —v—20h)] + (v+h)% (A.25)

Logo,

A:/l\/u2—|—u[2(h—v—2vh)}—|—(v+h)2.

Assim, substituindo, a = (v + h)?, b = 2(h — v — 2vh) e ¢ = 1 em (A.22),
obtemos,

1

A= (u+h—21)—2vh) V(u+ v+ h)?2 —duv(h + 1)

. <<v+h)2—(h—v—2m)2) .

0

2
1

X [ln<\/(u+v+h)2 —duww(h+1)+u+h—v-— 21}h> —Hn(2)]

0

1+h—v—2vh
2

(h —v —2vh)y/(v+ h)? (v+h)? - (1+h—v—2vh)?
- 5 +< 5 )x

><ln<\/(1+v+h)2—4v(h+1)+1+h—v—20h>
+ ((h_“_zvhj - (”+h)2) 1n(\/m+h—v—2vh).(A.26)

Na expressao (A.26) calcularemos, primeiramente, a parte sem o logaritmo,
isto é, vamos simplificar primeiro a expressao

B (1+h—2v—2vh) \/(1+v+h)2—4v(h+1)— (h—v—ZUfQL)\/OH—h)?

>\/(1+v+h)2—4v(h+1)
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Note que,

(1+v+h)?—dvh+1) = (1+h)>+20(1+h)+0* —4hv — 4v
= 1+h*+2h+2v+ 2hv +v* — dhv — 4o
= R4+ +2h—20—2hv+1
= 2= 2(1+h)v+(1+h)?
= (1+h—v)% (A.27)

Substituindo (A.27) em B, obtemos,

B— (”h_;‘%h) (1+h—0v)— <w> (w+h). (A.28)

Mas,

(1+h—v—=20h)(14+h—v)=
= 1+h—v+h+h*>—vh—v—ovh+v®—2vh—20h* + 20°h
= 0?4+ h* +1+2h —4hv — 20 — 20h* + 20%h, (A.29)

(h —v—2vh)(v+h) = vh+h®>—v?—vh—20*h - 20R*
= h* —v? —20%h — 2uh%. (A.30)

Substituindo (A.29) e (A.30) em (A.28), obtemos,

v2 + h?+ 1+ 2h — 4vh — 20 — 20h? + 20°h — h? + v? + 20%h + 20h?

B = 5
B 202 4+ 2h — 2v — 4vh + 4v°h + 1
n 2
1
= v2+h—v—2fuh+2v2h+§- (A.31)

A parte da expressao (A.26) que contém o logaritmo pode ser escrita como

C:=— -(h_v_thQ)Q_(v+h)2-[ln((h—l—l—v)+1+h—v—2vh)

(o4 )+ h— v — 20h)]
__[(h—v- 2vh2)2 O ) ok — 20+ 2 — 20h) — In (2h(1 — )]

_ [(h —v- 2th>2 — (vt h)g] [ 1n (2h(1 = v)) —In (2(h+ 1)(1 = v))]

_ [(h—v—th)Q—(anh)?}ln( h )

2 h+1
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Mas,

(h —v—2vh)*> — (v+h)* = (h—v)* + 4°h* — dwh(h — v) —v? — h* — 2vh
= —4vh + 40°h? — 4vh? + 4°h
= 4dvh(vh+v—h—1)
= 4oh(h +1)(v —1).

Logo,

C = 20h(h+1)(v — 1)1n(hil>. (A.32)

Substituindo (A.31) e (A.32) na expressao para (A.26), obtemos,

1
A=B+C = v2+h—v—20h+202h+§+2vh(h+1)(v—1) ln(h :L_ 1) . (A.33)

Agora estamos em condigoes de calcular (A.23), que pode ser escrita como

du =

2
1
_ /wdu_zA
0 2

/1u+v+h—\/(u+v+h)2—4uv(h+1)
0

2
1 v+h
172
1 [v2+h—v—2vh+202h+l+2vh(h+1)(v—1)ln< h )]
2 2 h+1

2
. — 2 _ h
= v 2—|—vh v°h +vh(h+1)(1 v)ln(h+1).

Voltando a equagao (A.21), agora s6 precisamos calcular

1 2
/Ov—%+vh—v2h+vh(h+1)(1—v)ln(hiil) dv =

v v h? hd v 3]
= Lo T L+ 1)l v
276 2 3+(+)n(h 1)[2 3}0
ho1 o1
= T4+ h(h+1)]
6+3+6(+)n(h 1)
1 h
= —|h(h+1)1 h+2
5 (+)n(h+)+ +}

Isto estabelece a igualdade (A.21). O
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