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Resumo

Sabendo que caracteristicas marcantes no comportamento do mer-
cado de capitais como crashes e bubbles podem ser identificadas pela
entropia informacional, neste trabalho pretendemos estudar o mercado
utilizando algumas variaveis da teoria da informacdo. Primeiro faze-
mos uma comparacao entre a correlacao e a informacao muatua de uma
série temporal da bolsa de valores de Nova lorque a fim de confirmar
que a informacdo muatua representa melhor o comportamento do mer-
cado. Por fim nos focamos exclusivamente na informacao mitua a fim
de entender melhor seu comportamento em relacao ao comportamento

do mercado.



Abstract

Knowing that remarkable features in the capital market’s behavior
such as crashes and bubbles can be identified by information entropy,
in this work we intend to study the market using some information
theory variables. First, we make a comparison between the correlation
and the mutual information of a time series of the New York stock
exchange to confirm that mutual information best represents the mar-
ket’s behavior. Last, we focus exclusively on the mutual information

to better understand it’s behavior in relation to the market’s one.



1 Introducao

O mercado financeiro pode ser visto como um sistema complexo onde a
interacao entre agentes leva a uma auto-organizacao que define a direcao do
mercado. Aqui interpretamos interacao num sentido mais amplo, de mu-
tua ou reciproca influéncia, e os agentes podem ser tanto as acoes como 0s
investidores. Sistemas complexos sao de grande interesse por exibirem um
comportamento coletivo emergente causado, a priori, por regras de intera-
¢ao simples entre os muitos elementos que constituem o sistema. Sabe-se
que o mercado exibe caracteristicas como sincronizagao [2], reorganizagao es-
trutural [3, 4], leis de poténcia [5, 6], hierarquia e nao-aleatoriedade [7]. Foi
demonstrado também que a estrutura do mercado pode ser explicada através
da interacdo entre pares [8|.

Dadas essas consideragoes, faz sentido pensar em uma modelagem esta-
tistica como abordagem natural para estudar o mercado. De fato, este é o
objetivo do presente trabalho. Aqui fizemos uso de varidveis da teoria da
informacao para investigar o comportamento do mercado. Em [8] mostrou-
se que a entropia informacional pode servir para identificar irregularidades
no mercado financeiro, como crashes ou bubbles da bolsa. Neste trabalho
fizemos uma anélise de uma série temporal dos valores de alta de acoes das
empresas constituintes do indice S&P500 da bolsa de valores de Nova lorque
através da informacao mutua, uma variavel da teoria da informacao definida
a partir da entropia informacional de duas variaveis aleatorias.

Primeiramente fizemos uma comparacao da informacao mitua com a cor-
relacao entre os dias da série temporal analisada para verificar que a informa-
¢ao mutua nos dd uma melhor representacao do comportamento do mercado.
Posteriormente fizemos um estudo mais aprofundado da informacao mitua
em diferentes intervalos da série temporal a fim de identificar parametros que
caracterizem a transmissao da informacao e como ela esté relacionada com o
comportamento do mercado.

O trabalho esta dividido da seguinte maneira: primeiro é feita uma breve

introducao ao mercado de capitais, explicando seu funcionamento até che-



garmos a bolsa de valores e ao indice estudado. Em segundo lugar, fizemos
uma breve introdugao a algumas variaveis da teoria de probabilidades que
sao uteis para o maior entendimento do trabalho. Depois fizemos uma apre-
sentacao mais detalhada da teoria da informacao e suas varidveis de maior
importancia. Por fim, explicamos o método numérico utilizado, apresenta-

mos alguns resultados e nossa conclusao.



2 Mercado de Capitais

O mercado de capitais é um sistema de distribuicao de valores mobiliarios
que tem o objetivo de proporcionar liquidez aos titulos de emissao de empre-
sas e viabilizar seu processo de capitalizacdo. E constituido pelas bolsas, cor-
retoras e outras institui¢oes financeiras autorizadas. Nele os principais titulos
negociados sdo as agoes (representativos do capital de empresas), debéntures
(empréstimos tomados via mercado por empresas) e derivativos (contratos
no qual se estabelecem pagamentos futuros), o que permite a circulagao de
capital para custear o desenvolvimento economico [1].

O mercado de capitais é subdividido em Mercado Primario e Mercado

Secundaério.

2.1 Mercado Primario e Mercado Secundario

No mercado primario é onde ocorre o lancamento de novas agoes ao pu-
blico, isto é, onde os valores mobiliarios circulam pela primeira vez e onde
a empresa obtém o capital para seus empreendimentos, pois o dinheiro da
venda vai para a empresa. Ja no mercado secundario sao feitas as demais
negociagoes dos titulos colocados em circulagao pelo mercado primario, como
compra, venda ou simples troca dos titulos entre os possuidores, e a empresa
jd nao tem mais contato com o dinheiro proveniente dessas negociagoes.

As negociacoes no mercado secundario se dao nas bolsas de valores e no
mercado de balcao (onde ocorrem as negociagoes de a¢oes de empresas nao
registradas na bolsa de valores).

Nosso foco no presente trabalho é na bolsa de valores.

2.2 Bolsa de Valores

As bolsas de valores sao locais que oferecem as condicoes e os sistemas

necessarios para a realizacao de negociacoes de compra e venda de titulos,



valores mobiliarios e outros ativos de forma transparente. Além de oferecer
um ambiente para a negocia¢ao dos titulos nelas registrados, orientar e fis-
calizar os servigos prestados por seus intermedidarios, facilitar a divulgacgao
constante de informagoes sobre as empresas e sobre os negocios que se reali-
zam sob seu controle, as bolsas propiciam liquides as aplicacoes de médio e
longo prazos por intermédio de um mercado continuo representado por seus
pregoes diarios [1].

Os movimentos de uma bolsa de valores sao captados através de indices
(ou indicadores) chamados indice de bolsa de valores. Cada bolsa de valores
tem seu(s) indice(s).

Alguns exemplos das principais bolsas de valores e seus respectivos indi-

ces:

e Bolsa de Valores de Nova lorque (New York Stock Exchange - NYSE)

— Dow Jones

— S&P 500

Bolsa de Valores de Toquio
— Nikkei 225

Bolsa de Valores de Londres

— FTSE 100

Bolsa de Valores de Frankfurt

— DAX-30

Bolsa de Valores de Sao Paulo (BM&FBovespa)

— Ibovespa

Neste trabalho nos focamos no indice S&P 500 da bolsa de valores de

Nova Iorque.



2.3 S&P 500 e o comportamento do mercado

O indice S&P 500, ou Standard & Poor’s 500, é baseado na capitalizacao
do mercado das 500 empresas lideres do mercado americano como definido
pela Standard & Poor. As 500 empresas sao escolhidas por um comité ba-
seadas em critérios bem definidos, como capitalizacao de mercado, liquidez,
duracao do tempo de capital aberto e classificacao setorial, entre outros, so-
mando oito critérios no total. Sendo assim, as 500 empresas nao sao constan-
tes e ocorrem variacoes de ano para ano sem data especifica para a alteragao,
podendo ocorrer em qualquer més, embora, de fato, poucas empresas sejam
alteradas de um ano para o outro.

E um dos indices comumente mais seguidos e muitos o consideram a
melhor representagao do mercado americano.

Neste trabalho usamos dados de 349 empresas referentes a 495 dias de
mercado, abrangendo o periodo de 25 de agosto de 2008 a 20 de agosto de
2010. Para fazer os célculos precisamos que todas as empresas tenham par-
ticipado dos mesmos dias de mercado, portanto, como dito acima, havendo
substituicoes de algumas empresas de um ano para o outro, isso nos impede
de usar todas as 500 presentes do indice. Ainda assim, mesmo algumas em-
presas que foram constantes no periodo que analisamos nao tinham dados
disponiveis em todos os 495 dias, portanto tivemos que fazer uma filtragem
afim de manter apenas aquelas com dados disponiveis em toda a série tem-
poral utilizada, restando assim as 349.

A base de dados utilizada [9] continha os valores das variaveis Open, High,
Low, Close e Volume, referentes respectivamente aos valores de abertura,
alta, baixa, fechamento e volume de agdes negociadas da empresa. Escolhe-
mos por nos focar no valor de alta das acoes.

Podemos observar na Figura 1 que ja no comeco da série temporal, por
volta de t = 6, representando o comeco de setembro de 2008, os valores das
acoes comecam a diminuir, com uma queda abrupta comecando aproxima-

damente em ¢t = 25, representando o fim do mesmo més.
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Figura 1: Valores de alta em ddlares americanos do indice S&P500, abrangendo o
periodo de 495 dias de mercado entre 25/08/2008 e 20,/08,/2010.

O que estamos vendo aqui foi o comeco da crise do subprime de 2008-2009,
ou subprime mortgage crisis, que foi uma crise financeira desencadeada pela
quebra das instituicoes de crédito dos Estados Unidos, que concediam em-
préstimos hipotecérios de alto risco. H4 um minimo global aproximadamente
em t = 135, que é o dia 9 de marco de 2009, onde as acoes das empresas
alcancaram os menores valores durante a crise. Desde entao podemos notar

uma tendéncia de recuperacao do mercado.



3 Probabilidade

Aqui comecaremos a definir a base teorica e algumas das variaveis [10, 11| usa-
das neste trabalho. Sera apresentado apenas o caso discreto, pois foi o usado
no trabalho devido aos célculos computacionais, mas todas podem também

ser definidas no caso continuo, apenas trocando o somatoério por uma integral.

3.1 Probabilidade Marginal e Definicoes

Dada uma variavel aleatoria X, x é o resultado que a variavel aleatoria
assume de um dos possiveis valores do conjunto Ay = {aj,aq,...,a;}, com
probabilidade Px = {p1,p2,...,pr}, de maneira que P(zx = a;) = p; com
pi>0eX,eca, Plx=0a;) =1

Por simplicidade de notagdo muitas vezes usaremos P(x = a;) = P(z) e
ZaiEAX P(‘CE = ai) - Z$ P(‘/’E>

A partir disto dizemos que o valor esperado (ou média ponderada) da

variavel aleatoria X é

(X) =2 xP(), (1)

e a variancia de X é

Var(X) = ok = (X — (X))?) = (X7) — (X)?, (2)

de maneira que o desvio padrao de X fica

ox = /Var(X) = J(X2) — (X)2. (3)

10



3.2 Probabilidade Multivariacional

Probabilidade Conjunta - Dadas duas varidveis aleatorias X e Y,
onde x e y sao, respectivamente, os resultados que as v.a. X e Y assu-
mem, com x € Ax = {a1,a1,...,ar} ey € Ay = {b1,by,...,b;}, dizemos que

P(x = a;,y = bj) = P(x,y) é a probabilidade conjunta.

X e Y nao sao necessariamente independentes, de maneira que P(z,y) =

P(z)P(y) se, e somente se, X e Y sdo variaveis aleatorias independentes.

Probabilidade Marginal - Da probabilidade conjunta obtemos a pro-

babilidade marginal P(z) pela soma:

Pz =a;)= Y Pz =a;vy). (4)

yEAy

De maneira similar, usando a notacao simplificada, a probabilidade mar-
ginal P(y) é:
P(y) =) P(z,y). (5)

Onde concluimos que

> P(z,y) =1.

Probabilidade Condicional - A probabilidade condicional é dada por:

P(x = a;,y = b))
Ply=1b;)

Pz = aily = b;) = (6)

se P(y =b;) # 0.
Lé-se P(x = a;ly = b;) como "a probabilidade que z seja igual a a; dado

que y é igual a b;".

11



Na notacao simplificada temos que

Pllo) = T, 0

se P(x) # 0.

As equagoes (6) e (7) nao estao definidas para P(y) = P(z) = 0. A partir

delas podemos reescrever a probabilidade conjunta (5) como:
Pz, y) = P(zly)P(y) = Py|z)P(x). (8)
A partir de (4), (5) e (8) reescrevemos as probabilidades marginais como:
P(r) = Zy:P(:v,y) = %:P(xly)P(y% (9)
e também

P(y)=>_P(z.y) =>_ P(ylr)P(z). (10)

3.3 Teorema de Bayes

Dos resultados acima derivados em (7), (8) e (9), segue diretamente que:

Plxly)P(y) _  P(zly)P(y)
P(z) >y Plaly)P(y')’

onde y assume um valor fixo, no qual estamos interessados, e ¥’ é a variavel

P(ylz) =

que soma sobre todos os valores possiveis do conjunto Ay-.
Este resultado é conhecido como o Teorema de Bayes. Nao usamos expli-
citamente o teorema de Bayes neste trabalho, mas é um resultado importante

que segue diretamente de tudo que precisamos definir até aqui e que pode ser

12



usado recursivamente para melhorarmos nossa estimativa de uma distribui-
cao de probabilidades. No proximo capitulo serd apresentada uma variavel

que pode ser muito Gtil em combinagao com este resultado.

3.4 Covariancia e Correlacao

Dadas duas variaveis aleatorias X e Y, de (2) temos que a covariancia

entre elas é

Cov(X,Y) = oxy = (X,V) = (X = (X))(Y = (¥))) = (XV) = (X)(V),
(11)

de maneira que oxx = 0%.
A correlagao [10] entre X e Y é definida, a partir de (3) e (11), como:

oxXy <XY> — <X><Y>

S SO or = o - X

(12)

onde —1 < pxy < 1. Para pxy = 1, X e Y estao completamente corre-
lacionadas e possuem o mesmo comportamento. Para pxy = —1, X e Y
estao correlacionadas, mas possuem comportamentos em sentidos opostos.

Se pxy =0, X e Y sao independentes.

13



4 Teoria da Informacao

Neste capitulo comecamos a definicao das variaveis que sao de maior im-
portancia para o presente trabalho, através das quais faremos as anélises
para a investigacao do comportamento do mercado de capitais. De novo nos
focaremos apenas no caso discreto, que é o de interesse devido aos calcu-
los computacionais, mas todas as varidveis também estao definidas no caso

continuo, com a simples substituicao do somatoério pela integral.

4.1 Conteudo Informacional de Shannon

O significado teodrico da palavra informac¢ao nao é muito diferente do que
se tem conhecimento pelo senso-comum: uma mensagem é considerada infor-
mativa se ela diz algo que era desconhecido ou pouco esperado. Isto significa
que as mensagens menos provaveis transportam mais informagao. A partir
desta ideia podemos chegar a importante conclusao de que se for possivel
medir a probabilidade de ocorréncia de uma mensagem, entao, de forma si-

milar, também podemos medir seu contetido de informacao [12].

O contetudo informacional de Shannon de um resultado, medido em bits,
¢ definido como sendo
_ 1
s(z) = log, %7 (13)
onde a referéncia nominal é feita a Claude Shannon [13], que desenvolveu

sozinho praticamente toda a Teoria da Informacao.

Esta formula corrobora a nocao de que a quantidade de informacao au-
menta se a probabilidade de uma mensagem tende a zero, enquanto no outro
extremo, quando a probabilidade de uma mensagem é P(x) = 1, ou seja,
quando se sabe exatamente o que serd transmitido, a quantidade de infor-

magao recebida é nula: s(z) = 0.

14



Espera-se que o contetido de informagao associado a duas mensagens in-
dependentes, com probabilidades P(x1) = p; e P(x3) = pa, seja dado pela
soma dos conteidos de informacao dessas mensagens. Ou seja, espera-se que
s(x1xg) = s(x1)+s(xq). Esta propriedade também ¢é verificada pela defini¢ao

do contetdo informacional:

1 1 1
s(z122) = log, s log, o + log, by s(z1) + s(@2).

4.2 Entropia Informacional de Shannon

A entropia informacional (ou entropia marginal) [11, 13| de uma variavel
aleatoria X é definida como sendo a média (1) do conteido informacional
(13) de um resultado:

. 1
S"(X) = Y s(x)P(x) =) P(x)logy 5,
cA x P(ZL’)
TEAX
com a convengao que P(x) = 0 = 0 xlogl/0 = 0, visto que

lim, o+ tlog 1/t = 0.
Aqui a entropia, assim como o conteudo informacional, é medida em bits.

Duas propriedades importantes da entropia:
e S(X) >0, com igualdade se, e somente se, P(x) = 1 para um z;

e A entropia é maximizada se Px é uniforme:

Sbits(X) < log,(]Ax|), com igualdade se, e somente se,
P(x) = 1/|Ax| para todo x.

Aqui |Ax| denota o niimero de elementos do conjunto Ax.

15



No caso de nosso interesse |Ax| = n, onde n é o nimero de bins que
usamos para dividir os dados para a obtencao das probabilidades. Disto, e

da segunda propriedade acima listada, segue que:

B Sbits (X)

S(X)=———=<1,
X = T =
onde )
X) =S P(z)log, ——
S(X) = 3 Pla) og, 57 (19
1 1/p;
¢ a entropia normalizada, pois log,(1/pi) = log,,(1/p;).

log,(n)

Redundéancia - A partir da segunda propriedade da entropia, ainda po-

demos definir a redundancia da variavel aleatoria X como:
Sbits(X>
log,(|Ax|)’

onde, no caso de nosso interesse, para |[Ax| =n, R=1- 5(X).

R=1

A entropia de X também é chamada de incerteza de X. De agora em

diante adotaremos apenas a entropia normalizada neste trabalho.

4.3 Entropia Multivariacional

Aqui seguimos com a definicao de entropia, expandindo o conceito para

duas variaveis aleatorias |11].

Entropia Conjunta - Dadas duas variaveis aleatorias X e Y, substi-
tuindo a probabilidade marginal P(z) pela probabilidade conjunta P(x,y)

em (14), e somando sobre z e y, segue que a entropia conjunta é:

S(X,Y)= > > P(z,y) logn; (15)

r€Ax yeAy P(l‘, y) .

16



A entropia conjunta é aditiva para variaveis aleatorias independentes:

S(X,Y)=5(X)+ S(Y) se, e somente se, P(z,y) = P(x)P(y).

Entropia Condicional e Equivocacao - A entropia condicional de X
dado que y = b; é a entropia da distribuigdo de probabilidades P(z|y = b;).
Usando P(z]y) no lugar de P(x) em (14) e somando sobre x temos:

1
S(Xly =) P(z|y = b, )logni. (16)
zezA:X P(zly = b))
A entropia condicional de X dado Y é a média (1) sobre y da entropia

condicional (16) de X dado y:

S(X[Y) =3 P)S(Xly)= > Ply)| > P(m)log”P(ily)

yeAy yEAy €A

1
P(zly)’

Ty

1
P(ely) ~
onde também foi usada a equagao (8).

Este resultado também é conhecido como a equivocacao de X sobre Y.

Ela mede a incerteza média que resta sobre X quando Y é conhecida.

As entropias conjunta, condicional e marginal estao relacionadas por:
S(X,Y)=5X)+SY|X)=95)+ SX|Y). (17)

Entropia Relativa ou Divergéncia de Kullback-Leibler - A diver-
géncia de Kullback-Leibler [14, 15|, também chamada de entropia relativa ou
ganho de informagao, entre duas distribui¢oes de probabilidade P(z) e Q(z),

definidas sobre o mesmo conjunto Ax, é

P(x)

Dir(P||Q) = ZP Q(x)

Ela satisfaz a desigualdade de Gibbs:

17



Drr(Pl|Q) >0

com igualdade apenas se P = (). Note que no geral a entropia relativa nao
é simétrica sob a troca das distribuigoes P e Q: no geral Dy (P||Q) #
Dkr(Q||P), entao, embora algumas vezes Dk também seja chamada de
"distancia KL", ela nao é estritamente uma distancia.

A Dy, nao foi usada neste trabalho, mas pode ser muito util em conjunto
com o teorema de Bayes (Se¢ao 3.3). Com a Dy, podemos fazer uma com-
paracao entre uma nova distribuicao de probabilidades, gerada a partir do
teorema de Bayes, e a velha, e assim verificar se houve ganho de informagao.

Também pode ser aplicada recursivamente.

4.4 Informacao Mitua

Uma quantidade muito importante na teoria da informagao, que também
é a mais importante no presente trabalho, a qual usaremos para estudar o
comportamento do mercado de capitais, é a informacao mutua [16, 17]. Ela
mede a reducao média na incerteza sobre x quando sabemos o valor de y; ou,
em outras palavras, a quantidade média de informacao que pode ser obtida

de X quando conhecemos Y. Ela é definida como:

I(X;Y) = S(X) — S(X[Y) = S(X) + S(Y) — S(X.,Y), (18)

onde foi usada a equacao (17). Ela satisfaz I(X;Y) = I(Y; X), ou seja, é
simétrica: a quantidade média de informacgao que obtemos de X ao conhecer

Y é a mesma que obtemos de Y ao conhecer X.

18



S(X)Y)
S(X)

S(Y)
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Figura 2: Relagao entre Entropia Conjunta, Entropia Marginal, Entropia Condici-
onal e Informacao Mutua.

5 CAlculos e Resultados

5.1 Meétodo Numérico

O estudo foi realizado sobre os valores de alta das agoes de N = 349
empresas durante 7' = 495 dias. Depois de escolhido o nimero de bins n,
que precisa ser o mesmo para todos os dias, para cada dia t € {1,2,...,T}
(t)]/n, onde deno-

minamos como h*(t) o valor de alta no tempo t das a¢oes de uma empresa

calculamos o tamanho do bin como b, = [k (t) — b,
€ {1,2,..., N}. De agora em diante nos referiremos a h*(t) apenas como o
valor das acoes da empresa i no tempo ¢, ficando subentendido que sao os
valores de alta.

Assim, a média e a média do quadrado dos valores das acoes no dia t sao

1 X p ) 1 X
(h(t)) = N;h (t), N; (19)
e a variancia (2) é
2 _ 1 al " 2
o? = S — (B (20)

19



De (12), (19) e (20) calculamos a correlacao entre dois dias t e ¢ como
Corv(i.t) — (RO = () ()
VIR — ()2 (1)) — (h(t)?

onde (h(t)h(t')) = % X0, h*(t)h*(t'). Repetindo o calculo para todos os

pares de dias obtemos uma matriz de correlacao entre todos os dias.

, (21)

A IM pode ser calculada diretamente através das entropias (18), e as
entropias sao variaveis que dependem apenas das distribuicoes de probabili-
dades, entao para calcularmos a matriz da IM entre todos os dias precisamos
apenas construir uma matriz de probabilidades conjuntas.

Para construir a matriz de probabilidades conjuntas, a cada par de dias
calculamos a frequéncia relativa com que os valores das agoes estavam con-
tidos em um determinado bin. Para cada valor de h*(t) calculamos [h*(t) —
h‘,f;m(t)] /by para verificar a qual bin pertence o valor h*(t). Dessa maneira
criamos uma distribuicao de frequéncias de onde tiramos a frequéncia relativa

de cada bin. As entropias sao calculadas somando sobre todos os bins.

5.2 Correlagao x Informacao Mitua

A informacao mutua pode ser vista como uma correlacao generalizada,
mas sensivel a qualquer relacao entre as variaveis, e nao apenas a dependéncia
linear |18]. Aqui faremos uma comparagio entre a informagao mutua e a
correlacao entre os dias da série temporal estudada. Usamos n = 36 bins.

Em todos os gréaficos abaixo ty foi um parametro mantido fixo e foram
plotadas as curvas das correlacoes e IM de todos os outros dias t em relagao
a tg, por isso em todos os gréaficos ocorre um pico em ¢t = g, pois a correlagao
dele com ele mesmo é Corr(ty,tg) = 1, e a partir de (18) vemos que a IM
dele com ele mesmo é I(ty;tg) = S(to), que é a propria informagao contida
naquele dia, pois nenhum outro dia compartilha mais informagao com ele do

que ele proprio, ou seja, S(tg) > I(to;t) para todo t com igualdade apenas
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emt:to.

Cada grafico possui cinco curvas superpostas de cinco dias adjacentes,
pois, para dias suficientemente proximos, tanto a correlacao quanto a IM
variam de maneira semelhante a medida que o tempo passa, e aqui nao
estamos interessados nos valores absolutos da correlacao e da IM, mas apenas
numa comparacao qualitativa de seus comportamentos.

Abaixo segue os graficos com ty situado em quatro diferentes momentos
da série temporal que julgamos importantes para a comparacao, quais sejam
eles: o0 comego da série temporal, momentos antes da crise estourar (Figura
3); em torno do dia de menor valor das agoes (Figura 4); no meio da série

temporal (Figura 5); e por ultimo no final da série temporal (Figura 6).
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Figura 3: Esquerda: correlagdo. Direita: informacdo muatua. to € {1,2,3,4,5},
situado no comeco da série temporal, pouco antes da crise.

Na Figura 3 podemos perceber que tanto a correlacao quanto a IM apre-
sentam um minimo em ¢ ~ 135, de acordo com o minimo global dos valores
das acoes na Figura 1. Podemos observar também que em ambos os graficos
ocorre um primeiro minimo por volta de t ~ 60, que em comparagao com
a Figura 1 vemos que é o segundo minimo mais evidente da série temporal,
sendo a primeira grande queda ap6s o crash da bolsa. H4 ainda um terceiro
minimo em ¢ ~ 220, ainda de acordo com uma ligeira queda nos valores das
acoes apos o comecgo da recuperagao do mercado.

Neste primeiro intervalo vemos que tanto a correlacao quando a IM apre-
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sentam minimos de acordo com os minimos dos valores das agoes, no entanto
fica evidente que, enquanto a correlacao oscila bastante com o tempo, tor-
nando dificil identificar quando ocorre um valor minimo significativo, a IM
apresenta apenas trés minimos bem definidos, oscilando pouco com a passa-
gem do tempo. Da IM fica também claro que ha um vale aproximadamente
entre t = 90 e t = 170, de novo em perfeito acordo com o que nos mos-
tra a Figura 1. Do grafico da correlacao nao conseguimos tirar esta mesma
informagao.

Outro ponto que fica evidente nesta comparacao é a escala. Enquanto a
correlacao se mantém durante praticamente todo o tempo oscilando entre 1 e
0.9, ou seja, mesmo os menores valores ainda apresentam uma alta correlacao
com os primeiros dias, a IM em ¢ = 60 ja baixou de 0.5 para menos de 0.2,
mostrando que junto com a queda da bolsa houve também uma grande queda

na informacao compartilhada com os primeiros dias.
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Figura 4: Esquerda: correlagdo. Direita: informagdo mutua. to € {133, ...,137},
em torno do dia de menor valor das acoes. As ac¢Oes atingiram seus menores valores
em t = 135.

Aqui e nas préoximas duas figuras plotamos as curvas em fungao de At =
t — ty para estabelecer uma distancia a partir do ponto de maximo e assim
compararmos como a IM e a correlacao se comportam para t > tg e t < 1,
sendo o sentido de At crescente a recuperacao do mercado, onde o mercado

tende a se comportar mais uniformemente, e o sentido de At decrescente o
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comeco da série temporal, onde aconteceu a crise e houve grandes variagoes
nos precos das agoes.

Na Figura 4 podemos perceber claramente que no intervalo —30 < At <
30, referente ao periodo entre t = 105 e t = 175 da Figura 1, onde ocorreu os
menores valores das agoes, a IM cai bastante rapido, descendo de I ~ 0.55
para [ =~ 0.3, enquanto que a correlacao varia muito pouco, permanecendo
entre 1 e 0.98. Portanto, mesmo em meio a crise, a correlacao nos diz que os
dias proximos a tg parecem bastante correlacionados com ele, o que pode ser
verdade para qualquer outro periodo da bolsa, enquanto que a IM apresenta
uma queda grande, o que é atipico para dias adjacentes, como veremos a
seguir. Tanto a IM quanto a correlagao diminuem mais rapidamente para
At < 0, em direcao a crise, do que para At > 0, em direcdo a recuperacao

do mercado.
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Figura 5: Esquerda: correlacdo. Direita: informagdo mutua. to € {245, ...,249},
situado no meio da série temporal.

Na Figura 5 plotamos as cinco curvas centradas em torno do meio da série
temporal, para tentarmos comparar melhor o periodo da crise com o periodo
de recuperacao do mercado. Aqui fica evidente a assimetria entre ambos os
lados, At < 0 e At > 0, em ambos os graficos.

No grafico da correlacao vemos que para At < 0 ha uma oscilagao maior,
enquanto que para At > 0 o comportamento ¢ mais uniforme. Para At < 0

h& um minimo que parece se destacar em At ~ —180, referente a ¢t ~ 67 na
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Figura 1, perto do primeiro minimo da crise. Apesar disso, se nao tivésse-
mos a priori a informacao da crise, devido & grande oscilacao da correlagao,
poderia ser dificil assinalar algum comportamento importante neste ponto.

Para a IM podemos ver que em torno de At = 0 ela decresce mais lenta-
mente do que no cendrio anterior, variando entre 0.5 e 0.35 (contra 0.55 e 0.3).
Entretanto, o que fica mais evidente, é que para At > 0 a IM decresce mais
uniformemente, lembrando uma lei de poténcia, enquanto que para At < 0
h& uma queda abrupta de At ~ —75 até At ~ —110, este tltimo sendo refe-
rente a t = 135 na Figura 1, o dia de menor valor das ac¢oes, e permanecendo
proximo a este valor I ~ 0.23 em todo o intervalo —250 < At < —110, que
é o periodo que caracteriza a crise, 1 <t < 135 na Figura 1, onde os valores
das acoes estiveram em queda.

Mesmo que nao tivéssemos conhecimento da crise a IM poderia indicar

um acontecimento importante no intervalo —250 < At < —110.
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Figura 6: Esquerda: correlagdo. Direita: informagdo mutua. to € {401, ...,405},
situado perto do fim da série temporal.

Na Figura 6 plotamos as cinco curvas centradas em torno de um dia no
final da série temporal, para vermos como a correlacao e a IM decrescem
estando afastadas das grandes variacoes dos precos causadas pela crise.

Aqui podemos ver que, ao contrario dos outros graficos, a correlacao de-
cresce mais uniformemente para ambos os lados até At ~ —175 e final-

mente caindo bruscamente em At ~ —230, oscilando bastante no periodo

24

100



—400 < At < —230, que é referente aos dias 1 <t < 175 na Figura 1, sendo
este o periodo de grande oscilagao nos precos das acoes, englobando ja o ini-
cio da recuperagao do mercado, que aconteceu a partir de ¢t = 135 (na Figura
1). H& um minimo que se destaca em At ~ —345, referente ao dia t ~ 60,
que é o segundo dia de menor valor das agoes, o primeiro grande minimo apds
o comeco da queda. Como foi destacado também nos outros graficos, apesar
deste minimo mais evidente, h4 uma grande oscilagao durante esse periodo, o
que dificulta identificar se alguma destas variagoes esta relacionada a algum
evento importante.

No grafico da IM podemos ver que no intervalo —100 < At < 100 ela
decresce de maneira bastante semelhante para ambos os lados, o que nao era
observado nos casos anteriores, onde era sempre perceptivel uma assimetria
mesmo em intervalos pequenos em torno de At = 0. Podemos ver também
que para At < 0 a IM decresce de maneira uniforme até At ~ —230, onde
fica evidente uma queda brusca, assim como na correlacao. Diferente do que
acontece na correlacao, o minimo da IM é em At ~ —270, referente ao dia
t ~ 135 na Figura 1, que é o dia de menor valor das agoes. Assim como
nos casos anteriores, a IM se mantém sem grandes oscilacoes, mesmo no
periodo da crise, tornando assim mais facil a identificacao de um minimo e

sua possivel relacao com algum evento importante.
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5.3 Informacao Mutua Média

Nesta secao nos focamos na IM para tentar estabelecer parametros que
relacionem seu comportamento com o comportamento do mercado de capi-
tais. Primeiro estabelecemos uma janela temporal de AT = 50 dias, e entao

dividimos a série temporal em 8 intervalos de AT dias, sendo eles:

e Intervalo 1: dia ¢; = 1 ao t; = 50;

e Intervalo 2: dia t; = 51 ao ty = 100;
e Intervalo 3: dia t; = 101 ao ty = 150;
e Intervalo 4: dia t; = 151 ao ty = 200;
e Intervalo 5: dia ¢; = 201 ao t; = 250;
e Intervalo 6: dia t; = 251 ao ty = 300;
e Intervalo 7: dia t; = 301 ao ty = 350;

e Intervalo 8: dia t; = 351 ao ty = 400.

Apos isso calculamos I(tp;t') onde t' € {to,to+1,...,t0 + AT}. Em cada
intervalo calculamos uma curva com ty = ¢;, entao a janela AT é deslocada de
0t = 1 dia e calculamos uma nova curva com tq = t;+1, repetindo isto até que
to = ty. Assim, geramos 50 curvas diferentes em cada intervalo e fazemos a
meédia entre elas a fim de obtermos uma curva suavizada representando cada

intervalo.

26



<I>

0.6

0.55

05

0.45

0.4

0.35

0.3

0.25

T T
Intervalo 1
Intervalo 2

Intervalo 3 ———
Intervalo 4 ——
Intervalo 5
Intervalo 6
Intervalo 7
Intervalo 8

25
T (dias)

<I>

Intervalo 1
Intervalo 2
Intervalo 3
Intervalo 4
Intervalo 5
Intervalo 6
Intervalo 7
Intervalo 8

03

0.2

T (dias)

10

Figura 7: Curvas representando a IM média dos diferentes intervalos da série tem-
poral. Na esquerda as curvas suavizadas reais, e na direita o fit em escala log-log.

Para as curvas da Figura 7 fitamos uma lei de poténcia do tipo f(7) =
at™? a fim de determinarmos os parametros a e b com que varia a IM nos
diferentes intervalos. Os parametros estao na Figura 8.

Como o parametro a é a constante de proporcionalidade, e a média da IM
nos pontos de maximo, onde I(tg;ty) = S(ty), é a propria entropia média do
intervalo, esperariamos que houvesse alguma relacao entre a e (S). Plotamos
a entropia média dos mesmos intervalos na Figura 9 para comparacao. De
fato se percebe uma semelhanca entre ambos, mas ha algumas diferencas,
sendo as mais explicitas no intervalo 3, onde a entropia média é menor que
no intervalo 2, mas o parametro a cresce do intervalo 2 para o 3, e no inter-
valo 4, onde (S) aumenta em relagdo ao 3, mas a diminui. Mesmo onde o
comportamento é semelhante também ha uma diferenca, embora nao muito
grande, nos valores de a e (S). Como a e b estao relacionados, era de se

esperar que o parametro a sozinho nao nos desse uma representagao exata

de (S).
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O parametro b esta relacionado com a taxa de decaimento da IM com o
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tempo. Como vimos na Secao 5.2, a IM parece decrescer mais rapidamente
no periodo da crise, também apresentando minimos mais acentuados nos me-
nores valores das ac¢oes. Aqui podemos verificar isto através de b. Podemos
ver que o maior valor de b é no intervalo 1, onde houve a maior queda no
valor das agoes, mostrando que de fato a IM decresceu mais rapidamente no
comeco da crise do que em qualquer outro periodo. Acompanhando na Fi-
gura 1, vemos que nos intervalos 2 e 3, apesar dos precos continuarem caindo,
a amplitude na oscilagao do valor das acoes foi menor, e acompanhando o
comportamento de b, vemos que ele diminui e permanece praticamente cons-
tante nesses dois intervalos, indicando que a IM decresceu mais lentamente
em relacao ao intervalo 1, mas ainda assim mais rapido do que em outro
intervalo. Apos estes intervalos o mercado comeca a se recuperar, ha uma
menor oscilacao e o valor das acoes comeca a subir. Podemos ver que ha uma
grande queda em b, portanto a IM decresce mais lentamente. O valor volta
a crescer um pouco nos intervalos 5 e 8, onde, na Figura 1, podemos ver que
houve ligeiras quedas no valor das acoes, mas b continua abaixo do valor dos
primeiros intervalos. Os menores valores, que sao pelo menos a metade do
valor no intervalo 1, ocorrem nos intervalos 6 e 7, que sao os intervalos onde
o valor das acoes continua crescendo e oscilando pouco.

Disto vemos b pode estar relacionado com a volatilidade do mercado,
mostrando que a IM é sensivel a variacao dos valores das acoes, decrescendo

mais rapidamente quando h& grandes oscilagoes.

6 Conclusao

Este trabalho de conclusao de curso teve como objetivo o estudo de uma
série temporal dos valores de alta de agoes das empresas constituintes do
indice S&P500 da bolsa de valores de Nova lorque. Segundo o estudo feito
em [8], é possivel identificar um comportamento extremo do mercado como
bubbles ou crashes a partir da entropia informacional. No estudo o autor
utilizou um modelo semelhante a spins interagentes em um modelo de campo

meédio, onde era verificado a cada dia, para cada empresa, se o valor de suas

29



acoes subiam (spin up) ou desciam (spin down). Outro ponto demonstrado
em [8] é que o mercado pode ser explicado através da interacdo entre pares
de empresas. A partir disso, nossa abordagem para o cdlculo da entropia
informacional foi diferente, se baseando diretamente no valor das agoes em
cada dia e construindo uma distribuicao de probabilidades para cada par
de empresas. Como as varidveis da teoria da informacao dependem apenas
das distribuigoes de probabilidade, com isto podemos calcular uma matriz
da entropia conjunta (15) para todos os pares de empresas e utilizando a
equagao (18) segue diretamente o célculo de uma matriz para a informagao
mitua para todos os mesmos pares.

Primeiro fizemos uma comparacao entre a correlagao temporal e a IM
temporal, que pode ser vista como uma correlagao generalizada sensivel a
dependéncia ndo-linear entre duas varidveis aleatorias |18]. Desta compara-
¢ao pudemos concluir que a IM de fato é uma medida superior em comparacao
com a correlacao para o comportamento do mercado. Enquanto a correlacao
tem uma tendéncia a variar bastante com o tempo, tornando dificil identifi-
car quando ocorre algum acontecimento mais importante, a IM mostra um
decrescimento mais uniforme, apresentando grandes variacoes apenas quando
o mercado também apresenta um comportamento anémalo.

Depois, estudando mais diretamente apenas o comportamento da IM,
tentamos determinar como seu comportamento se relaciona com o compor-
tamento do mercado. Para isto calculamos os parametros que caracterizam
uma lei de poténcia para diferentes curvas da IM média em diferentes inter-
valos da série temporal. Disto vimos que o parametro referente a constante
de proporcionalidade esti relacionado com a entropia média do intervalo,
embora sozinho nao consiga explicar o comportamento da entropia. O para-
metro referente ao expoente de decaimento mostrou uma relagao maior com
o comportamento do mercado, mostrando que de fato a IM decresce mais ra-
pidamente em periodos de grande volatilidade do mercado, o que faz sentido
se pensarmos principalmente na analogia usada em [8], pois em momentos
de grande volatilidade as empresas tendem a se comportar mais individual-
mente, mudando sua orientacao com maior frequéncia, e assim dificultando

uma visualizacao da tendéncia geral do mercado, enquanto que em perio-
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dos normais ou de poés-crise, as empresas se comportem de maneira mais
uniforme.

Alguns pontos que poderiam ser usados para melhorar nossas estimativas
seriam um estudo do nimero 6timo de bins para a maximizacao da entropia,
o uso do teorema de Bayes junto com a divergéncia de Kullback-Leibler
|14, 15] para a obtencao de uma distribui¢ao de probabilidades que nos desse
um ganho de informagao, e também o método apresentado em [18] para
estimarmos os erros em nosso céalculos da entropia e IM.

O uso da teoria da informacgao em estudos do mercado de capitais é re-
cente, mas ja é bastante difundido no estudo de redes neurais [16, 17|. Futu-
ramente poderiamos trocar nossa analise temporal por uma anéalise estrutural
(espacial), utilizando a IM para estabelecer uma matriz de conexoes entre as
empresas e entao aplicar métodos ja conhecidos do estudo de redes neurais,

redes complexas e fisica estatistica.
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