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4.2 Soluç̃ao Nuḿerica do Modelo Semiclássico . . . . . . . . . . . . . . . . . . p. 41

4.2.1 Teste do programa: poço-quadrado . . . . . . . . . . . . . . . .. . p. 41

4.2.2 Potencial Gaussiano . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . p.43

4.2.3 Potencial de Lennard-Jones . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .p. 50

4.2.4 Discuss̃ao . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . p. 51

5 Conclus̃oes p. 58

Referências Bibliográficas p. 60
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A toda a minha faḿılia, queé bem grande e não cabe toda aqui, por sempre me apoiar e com-
preender as minhas ausências.

Ao meu namorado, que sempre esteve ao meu lado, seja me trazendo o caf́e da manh̃a depois
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Resumo

Neste trabalho, estudamos o efeito de colisões sobre o espectro de umátomo de hidroĝenio.
A teoria de alargamento espectral foi revisada, comênfase no alargamento por colisões. Para
esse tipo de alargamento, existem três modelos: a Aproximação Quasi-estática, que desconsi-
dera a velocidade das partı́culas perturbadoras, o Modelo Quântico, que considera o emissor
e os perturbadores como uma quasimolécula gigante e resolve o equação de Schr̈odinger para
esse sistema, e as Teorias Unificadas.

Dentre as Teorias Unificadas, adotamos o Modelo de Anderson-Talman, o qual inclui todas
as caracterı́sticas dos outros modelos, mas assume que o emissor e o perturbador interagem
fracamente, de modo que a perturbação é adiab́atica e a trajet́oria do perturbador pode ser
aproximada como retilı́nea e com velocidade constante. Além disso, desconsidera-se a interação
entre os perturbadores.

Utilizando esse modelo, nos concentramos no efeito das colisões com pŕotons no espectro
do átomo de hidroĝenio. Tal efeitóe observado, por exemplo, no espectro ultravioleta de anãs
brancas, especialmente na forma de linhas-satélite. Para modelar essa interação, utilizamos
primeiramente um potencial de poço-quadrado com profundidade e alcance ajustados a um
potencial realista.

Com o potencial do tipo poço, que permite o cálculo anaĺıtico da funç̃ao de autocorrelação,
pudemos descrever o efeito de variações na densidade, e na temperatura, sobre a linha espectral.
A densidade afeta apenas a amplitude das linhas e sua larguraà meia altura. J́a a temperatura
afeta tamb́em a posiç̃ao das linhas e pode, ainda, tornar os satélites assiḿetricos.

Tamb́em utilizamos outros potenciais para verificar sua adequação em descrever a interação
entre perturbador e emissor. Verificamos que um potencial daforma de uma meia gaussiana
invertidaé inadequado, já que tem um alcance exageradamente longo e uma parte confinante
tamb́em muito larga. Aĺem disso, ele ñao vai a infinito conforme se aproximam as partı́culas, o
queé esperado em razão da repuls̃ao coulombiana. Issóe resolvido com o uso de um potencial
de Lennard-Jones, com o qual foi possı́vel obter uma linha espectral em concordância com o
que se tem na literatura, apresentando alargamento coerente com o observado e, ainda, alguns
sat́elites.

Esperamos que, com os conhecimentos adquiridos nesse trabalho, seja posśıvel obter um
perfil de linha a partir de potenciais realistas calculados numericamente e levando em conta,
além disso, os momentos de dipolo que descrevem a probabilidade entre transiç̃oes. Com isso,
pode-se incorporar o efeito de colisões com pŕotons como uma fonte de opacidade em mo-
delos de atmosfera, obtendo-se modelos mais precisos que permitirão melhor determinação de
propriedades fı́sicas de estrelas que contenham hidrogênio em sua atmosfera.



Abstract

We studied the effect of colisions in the spectrum of a hydrogen atom. The theory of spectral
broadening was reviewed, with emphasis on collisional broadening. There are three models for
this type of broadening: the Quasi-static Approximation, which disregards the motion of the
perturber particles, the Quantum Model, which treats the radiator and the perturbers as a giant
quasimolecule and solves the Schrödinger equation to the system, and the Unified Theories.

For the Unified Theory, we adopted the Anderson-Talman model, which includes all other
models, but assumes that the radiator and the perturbers interact weakly, so that the perturbation
is adiabatic and the perturber trajectory may be treated as rectilineal and with constant speed.
In addition, it desconsiders the interaction between the perturbers.

Using this model, we focused on the effect of collisions withprotons in the spectrum of
the hydrogen atom. Such effect is observed on the ultraviolet spectrum of white dwarf stars,
especially by means of satellite lines. To model this interaction, we used initially a square-well
potential with depth and range fitted to a realistic potential.

With the square-well potential, which gives an analytical autocorrelation function, we could
describe the effect of changes in the density of the perturbers, and of the temperature, on the
spectral line. The density affects only the amplitude and the full width at half maximum of the
lines. The temperature has effect on the position of the lines as well and can also make the
satellites asymetrical.

We checked whether other simple potentials could describe the interaction between pertur-
ber and radiator. We verified that a potential written as a half-gaussian upside down is inappro-
priate, because it has a range which is exceedingly large anda confining-well too wide. Besides,
it doesn’t diverges whenR→ 0, which is expected due to the couloumbian repulsion. That is
solved by the use of a Lennard-Jonnes potential, with which it was possible to obtain an spectral
line in agreement with the literature, showing a broadeningconsistent with the observed and,
also, some satellites.

We hope that, with the knowledge acquired in this work, it will be possible to obtain a
spectral profile from realistic potentials evaluated numerically and also taking in account the
dipole moment which describes the probability between transitions. Therewith, one can add
the effect of collisions with protons as a source of opacity in atmosphere models, obtaining
better models which are going to provide more accurately thephysical properties of stars whose
atmosphere contains hydrogen.
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1 Introdução

As transiç̃oes eletr̂onicas nośatomos conferem a cada elemento quı́mico um conjunto de
linhas espectrais caracterı́sticas. Considerando apenas os saltos quânticos, essas linhas teriam a
forma de deltas de Dirac nos comprimentos de onda referentesàs diferenças de energia entre os
ńıveis final e inicial do eĺetron (figura 1.1). Essa situação ñao se verifica experimentalmente
quando se analisa o espectro de um conjunto deátomos, em raz̃ao da exist̂encia de v́arios
mecanismos de alargamento (figuras 1.2 e 1.3).

Figura 1.1: Linhas da série de Balmer (transiç̃oes do hidroĝenio com ńıvel final n=2). Conside-
rando apenas a diferença de energia entre os nı́veis, as linhas espectrais não possuem estrutura.

O mais elementar desses mecanismosé chamado alargamento natural. Ele decorre do fato
de que a população no ńıvel inicial, em geral um estado excitado, diminui com o tempo, em
raz̃ao das transiç̃oes para ńıveis de menor energia, de modo que a intensidade do pulso de luz
emitido devido a essa transição tamb́em diminui. Em geral, esse decaimento tem uma forma
exponencial, o que conferèa linha espectral uma forma lorentziana muito estreita. Talefeito
pode ser interpretado em termos do Princı́pio de Incerteza entre tempo e energia:

∆E∆t ≤ h̄,

porque a largura do nı́vel de energia (que pode ser relacionadaà largura em freqûencia,∆E =
h∆ν) vezes o tempo de decaimento natural possui um limite inferior, de forma que∆ν é finito.

Outro mecanismo de alargamentoé o Efeito Doppler. Ośatomos possuem energia térmica,
e o movimento relativo entre eles e o observador, associado aessa energia, causa deslocamentos
nas freqûencias medidas em relação às emitidas. O deslocamento depende da velocidade das
part́ıculas, que segue uma distribuição de Maxwell-Boltzmann, e ocorre para frequências maio-
res ou menores que o esperado dependendo do sentido da velocidade, o que alarga a linha. Por
esse mecanismo, a linha teria forma gaussiana. Esse efeitoé dominante no espectro de gasesà
temperatura ambiente.

Se osátomos est̃ao imersos em um campo eletromagnético, temos os efeitos Stark (campo
elétrico) e Zeeman (campo magnético). Além do alargamento da linha, esses efeitos podem,
ainda, deslocar seu centro e desdobrá-la em componentes, já que pode ocorrer a quebra de si-
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Figura 1.2: Espectro nóotico de uma aña branca do tipo DA com temperatura efetiva de 12500K
e log(g)=8,25, obtido peloSloan Digital Sky Survey. Todas as linhas observadas pertencemà
série de Balmer do hidroĝenio, como as da figura 1.1, mas estão fortemente alargadas pela alta
press̃ao na atmosfera da anã branca.
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Figura 1.3: Espectro no ultravioleta da anã branca do tipo DA G226-29 obtido com oHubble
Space Telescope(HST). A temperatura efetiváe de 12000±125K e o log(g) de 8,30±0,05 [1].
Em≃ 1216Å, vemos a linha de Lymanα (transiç̃ao de n=2 para n=1) em absorção, com uma
emiss̃ao geocoronal em seu centro. Além da linha ter forma totalmente distinta das da figura
1.1, h́a ainda linhas-satélite em≃ 1405Å e em≃ 1600Å, as quais ñao s̃ao explicadas pelas
transiç̃oes eletr̂onicas dóatomo de hidroĝenio.

metrias espaciais devidòa presença dos campos orientados. O Efeito Starké dominante, por
exemplo, nas estrelas anãs brancas, que possuem temperaturas em sua atmosfera altaso su-
ficiente (∼ 104K) para que o ǵas esteja parcialmente ionizado. Os elétrons livres desse gás
colidem com as partı́culas emissoras (hidrogênio, se houver, pois os elementos mais pesados
depositam-se no núcleo da estrela devidòa sedimentaç̃ao gravitacional), interrompendo o pro-
cesso de emissão de luz e efetivamente encurtando o tempo de vida do estado excitado, o que
causa um alargamento adicional semelhante ao natural. Cercade 5-10% das añas brancas apre-
senta tamb́em Efeito Zeeman decorrente da presença de campos magnéticos, cuja origem está
relacionadàa formaç̃ao da estrela e ao campo magnético que permeia nossa galáxia.

O alargamento devido a colisões, ou ainda, alargamento por pressão, pode tamb́em ocor-
rer em raz̃ao da presença de outras partı́culas que ñao o eĺetron, como por exemplo o próton
que resta da ionização do H. Esse efeito tem, em geral, menor importância no alargamento da
linha, mas, sob determinadas condições de temperatura e densidade, as colisões podem cau-
sar a formaç̃ao de moĺeculas tempoŕarias (quasimoĺeculas). As transiç̃oes eletr̂onicas nessas
moléculas causam os chamados satélites: emiss̃oes em comprimentos de onda diferentes da-
queles associados ao elemento puro, em geral com baixa intensidade. Esse processo explica,
por exemplo, as linhas vistas na figura 1.3 [1].
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Linhas-sat́elite no espectro de uma anã branca foram observadas pela primeira vez por Jesse
Greenstein [2] e Gary Wegner [3]. Eles notaram que os espectros de añas brancas relativamente
frias (temperaturas da ordem de 15000K) obtidos com oInternational Ultraviolet Explorer
(IUE) apresentavam absorções na asa de Lymanα em um comprimento de onda de aproxi-
madamente 1400̊A. Greenstein apontou que a linhaé na mesma posição de uma transição do
Silı́cio, mas que ocorre a temperaturas consideravelmente maiores. Ele sugeriu que a linha de-
corria de um envelope circumestelar a alta temperatura, surgido a partir de acreção, ou ainda que
a linha se formasse em camadas mais internas da estrela, que precisaria ent̃ao de uma alta razão
Si/H. Admitindo que nenhuma dessas hipóteseśe satisfat́oria, ele apresentou outra sugestão, de
que as linhas decorreriam da presença de H2 na estrela, apesar de, a essa temperatura, a fração
de hidroĝenio molecular ser pequena, e apontou a necessidade de cálculos da contribuiç̃ao do
H2 à Lymanα.

Holm et al. [4] tamb́em detectaram a linha-satélite em 1400̊A e, aĺem disso, observaram
uma outra absorção em 1600̊A, tamb́em em espectros obtidos com o IUE. Em sua tentativa
de explića-las, ambas possibilidades levantadas por Greenstein, Sie H2, foram descartadas, a
primeira devido ao fato de que as linhas observadas diminuemcom o aumento da temperatura,
diferente do que seria esperado para o Si, e a segunda em razão da auŝencia de absorç̃oes devido
ao H2 em outros comprimentos de onda esperados. O artigo não prop̂os uma explicaç̃ao para
a linha de 1400̊A, mas sugeriu que o satélite em 1600̊A poderia ser explicado pela presença de
hidroĝenio quasimolecular, conforme os cálculos de Sando e Wormhoudt [5].

A confirmaç̃ao dessa hiṕotese e a explicação correta para a linha de 1400Å foi dada no
mesmo ano por Detlev Koester et al. [6], em um artigo convenientemente intitulado “The ex-
planation of the 1400 and 1600̊A features in DA white dwarfs”. Uma quasimoĺecula formada
pela colis̃ao de pŕotons com o hidroĝenio at̂omico foi a ideia proposta no artigo para justifi-
car a absorç̃ao em 1400̊A. Por meio de ćalculos aproximados baseados na teoria de Sando e
Wormhoudt, os autores demonstram que essa hipóteseé correta. Considerando que hidrogênio
é de fato o elemento mais abundante na atmosfera da maioria das añas brancas, e que raramente
outros s̃ao encontrados devidòa alta gravidade, que causa sua sedimentação, tal conclus̃ao foi
amplamente aceita.

O estudo téorico dos efeitos de colisões começou, contudo, muito antes dessas observações,
com Michelson [7]. Seu modelo era simples: considerava que as part́ıculas, emissor e pertur-
bador, chocavam-se como bolas de bilhar. O efeito obtido eraum alargamento da linha pro-
porcional ao inverso do tempo entre colisões, mas sem nenhum deslocamento do comprimento
de onda central ou presença de linhas-satélite. A principal contribuiç̃ao desse trabalho foi, na
verdade, a ideia de estudar o perfil de linha por meio de sua transformada de Fourier, o que
é feito at́e hoje. Lorentz ainda melhorou o modelo, em 1905, incluindo uma distribuiç̃ao de
probabilidades descrevendo o tempo entre colisões, obtendo o famoso perfil lorentziano [8].

Comum a todas as interpretações nessáepoca era a suposição de que a colis̃ao ñao ape-
nas alterava o processo de emissão, mas o encerrava. Uma nova interpretação foi sugerida por
Lenz [9, 10] e por Weisskopf [11, 12]: os perturbadores agiriam a longa dist̂ancia, alterando
gradualmente a frequência emitida conforme se aproximariam da partı́cula emissora, sem in-
terromper a emissão. Para descrever tal efeito, introduziram um desvio de fase (phaseshift) de
modo que

ω(t) = ω0+
dη
dt

,
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sendoω0 a freqûencia emitida na ausência de perturbadores eη o desvio de fase.

Consideraç̃oes semelhantes foram feitas nos estudos de Kuhn [13–15] e Kuhn e London
[16], ainda na d́ecada de 1930. Esses trabalhos culminaram na chamadaAproximaç̃ao Quasi-
est́atica; nela, o movimento dos perturbadoresé negligenciado, e, de maneira semelhanteà da
abordagem de Lenz e Weisskopf, a emissãoé descrita como:

ω +∆ω = (Ei −Ef )/h̄

= ω0+∆V/h̄,

ondeEi eEf são respectivamente as energias dos estados inicial e final e∆V é a diferença total
entre as perturbações desses estados. Daı́ obtemos:

h̄∆ω = ∆V(R).

A intensidade da linha em um dado∆ω deve, sendo assim, estar relacionada ao potencial
a que a partı́cula est́a sujeita, de modo que deve ser proporcionalà probabilidade de um per-
turbador encontrar-se entreR e R+dR. Sendon a densidade de perturbadores e considerando
simetria esf́erica, temos:

I(∆ω)|dω| = n4πR2|dR| ⇒ I(∆ω) = n4πR2
∣

∣

∣

∣

dω
dR

∣

∣

∣

∣

−1

,

o que leva a

I(∆ω) = nh̄4πR2
∣

∣

∣

∣

d∆V
dR

∣

∣

∣

∣

−1

.

Assim, teremos ḿaximos na intensidade, ou seja, linhas-satélite, sempre que existir um extremo
no potencial.

Essa aproximaç̃ao descreve bem as asas da linha, sendo ainda utilizada atualmente com
esse proṕosito. Márcio Santos & Kepler [17], por exemplo, utilizaram essa aproximaç̃ao para
calcular as linhas das séries de Lyman e de Balmer para colisões de H com pŕotons. Para a linha
de Lyα, eles mostraram a discrepância existente nas asas obtidas por meio do cálculo qûantico.
Contudo, a Aproximaç̃ao Quasi-estática falha na caracterização do centro da linha. Uma das
raz̃oes dissóe que ela leva em conta apenas colisões simples, negligenciando o movimento do
perturbador durante a colisão e a probabilidade de colisões ḿultiplas, de modo que se deve
limitar a dist̂anciaRa regĩoes pŕoximas do emissor. Assim, os efeitos que afetariam o centro da
linha, que ocorrem a longa distância (afinal, devem ser dominados pela emissão originalω0),
são ignorados.

Tal problemáe resolvido na aproximação molecular, que trata o emissor e os N perturba-
dores como uma grande quasimolécula. Nessa aproximação, desenvolvida por Jablonski numa
série de artigos [18–25], levamos em conta que a intensidade emitida em uma dada frequência
deve ser proporcionalà mudança na energia translacional do perturbador, pois, por conservaç̃ao
de energia,

h̄ω0+Ei = h̄ω +Ef ⇒ ∆ω =
Ef −Ei

h̄
=

ξ
h̄
,
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ou seja, as alterações na freqûencia emitida devem ser explicadas por essa mudança, a qualdeve
seguir uma distribuiç̃ao de probabilidadesW(ξ ), de modo que teremos

I(ω)dω = W(ξ )dξ ,

sendo queW(ξ ) é calculada utilizando a aproximação de Born-Oppenheimer. Nessa aborda-
gem, tamb́em se assume que as colisões ñao alteram o estado quântico do eĺetron, cuja funç̃ao
de onda dependerá apenas da posição do ńucleo, o quée conhecido por hiṕotese adiab́atica.

A Aproximaç̃ao Quasi-estática e a Teoria Qûantica iniciada por Jablonski foram conectadas
por Foley [26], que mostrou que a expressão em termos da integral de Fourier para o perfil de
linha, t́ıpica das abordagens quasi-estáticas, poderia ser derivada do tratamento quântico consi-
derando as colis̃oes como adiab́aticas. Lindholm [27] j́a havia deduzido que tal conexão deveria
existir. A partir dáı, desenvolveram-se as chamadas teorias unificadas, que têm a vantagem de
descrever satisfatoriamente qualquer região espectral da linha, para qualquer pressão. Dentre
essas teorias, a mais popular foi desenvolvida por Andersone Talman [28,29].

1.1 Modelo Semicĺassico de Anderson-Talman

O Modelo de Anderson e Talman foi desenvolvido com base nas teorias de Lindholm [27]
e Foley [26] e permite descrever o perfil de uma linha espectral atômica, alargada devidòas
colisões, para qualquer densidade de perturbadores. As suposições necessárias s̃ao as seguintes:

• as forças interatômicas podem ser somadas escalarmente;

• os perturbadores descrevem trajetórias cĺassicas e retilı́neas;

• os perturbadores são independentes;

• o emissoŕe apenas adiabaticamente perturbado.

A primeira dessas suposições consiste, em outras palavras, em admitir que todas as forças
envolvidas possuem a mesma direção. Assumindo que elas sejam centrais, e que o problema
seŕa adiante reduzido a análise de uma colis̃ao, issóe bastante razoável. J́a a segunda suposição
é mais restritiva: estamos assumindo que a força entre o emissor e o perturbadoŕe pequena a
ponto de ñao interferir na sua trajetória. Isso facilita consideravelmente os cálculos e, ainda
assim, os resultados encontrados são coerentes com experimentos e observações, validando a
suposiç̃ao. Tal ańalise tamb́em permite concluir que a independência entre perturbadoresé uma
boa aproximaç̃ao. J́a o fato de considerarmos que o emissoré apenas adiabaticamente pertur-
badoé coerente com assumirmos que a força entre ele e o perturbador é pequena e permite,
além disso, que se utilize a aproximação de Born-Oppenheimer.

O Modelo de Anderson-Talman assume, ainda, que a emissão de um dośatomos pode ser
descrita como um trem de ondas:

f (t) = f0e−iω0t e−iη(t), (1.1)

ondeω0 é a freqûencia original do emissor eη(t) é a fase adquirida durante a colisão. O
espectro de potênciasI(ω) é calculado considerando o Teorema de Wiener-Khintchine, pelo
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qual se obt́em queI(ω) é igualà transformada de Fourier da função de autocorrelação def (t),
Φ(s), ou seja:

I(ω) =
1

2π

∫ ∞

−∞
Φ(s)eiωsds

=
1
π

Re

{

∫ ∞

0
Φ(s)eiωsds

}

. (1.2)

Sendo o tempo de acompanhamento do trem de ondass, essa funç̃ao de autocorrelação,
calculada a partir de um tempo inicialt em termos da amplitude de emissão f (t), pode ser
escrita como:

Φ(s) = 〈 f (t)∗ f (t +s)〉t , (1.3)

de modo que

Φ(s) ∝ e−iω0s
〈

e{−i[η(t+s)−η(t)]}
〉

t
. (1.4)

Para simplificar a expressão, as freqûencias podem ser medidas a partir deω0, o que permite
remover a constante e escrever apenas:

Φ(s) =
〈

e{−i[η(t+s)−η(t)]}
〉

t
. (1.5)

Os desvios de fase são calculados considerando o efeito simultâneo de todos os perturba-
dores, de modo que a diferença de fase pode ser escrita como:

η(t +s)−η(s) =
∫ t+s

t

N

∑
k=1

h̄−1Vk
[

Rk(t
′)
]

dt′, (1.6)

onde consideramos que o potencial devido aosN perturbadoreśe:

V(t) =
N

∑
k=1

Vk
[

Rk(t
′)
]

, (1.7)

sendoRk a dist̂anca do k-́esimo perturbador ao emissor eVk o potencial que descreve a interação
entre eles. Teoricamente, a equação 1.7é exata apenas para estadoss [30], que s̃ao esferica-
mente siḿetricos, mas Baylis [31] e Sando, Erickson e Binning [32] verificaram que eláe uma
aproximaç̃ao satisfat́oria. Assim sendo, a função de autocorrelação fica:

Φ(s) =

〈

exp

[

−i

(

∫ t+s

t

N

∑
k=1

h̄−1Vk
[

Rk(t
′)
]

dt′
)]〉

t

(1.8)

=

〈

exp

[

−i

(

N

∑
k=1

∫ t+s

t
h̄−1Vk

[

Rk(t
′)
]

dt′
)]〉

t

. (1.9)

Utilizando a hiṕotese erǵodica, a ḿedia temporal da equação 1.8 pode ser substituı́da pela
média sobre todas as geometrias de colisão posśıveis a partir de um mesmo tempo inicial, que
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pode ser tomado como t=0. Assim:

Φ(s) =

〈

N

∏
k=1

exp

[

−i

(

∫ s

0
h̄−1Vk

[

Rk(t
′)
]

dt′
)]

〉

colisões

. (1.10)

Com a suposiç̃ao de que os perturbadores são independentes, a média entre o produto de
colisões pode ser substituı́da pelo produto das ḿedias, de modo que obtemos enfim:

Φ(s) = [φ(s)]N , (1.11)

com

φ(s) =

〈

exp

(

−i
∫ s

0
h̄−1V

[

R(t ′)
]

dt′
)〉

colisões
. (1.12)

1.2 Inclusão dos Elementos de Dipolo no Modelo

A abordagem semiclássica do Modelo de Anderson-Talman fornece resultados satisfatórios,
mas o modelo pode também ser abordado do ponto de vista quântico, que permite considerar
interaç̃oes mais realistas, melhorando as previsões. Em especial, a amplitude das linhas-satélite
pode ser aperfeiçoada. Sabemos que elas aparecem quando há um extremo no potencial de
interaç̃ao [30], o qual permite a formação de um estado ligado entre emissor e perturbador,
poŕem elas devem ser moduladas pelo momento de dipolo, que está associadòa probabilidade
de transiç̃ao do eĺetron entre os estados final e inicial. Considerando essa probabilidade,é
posśıvel obter um perfil de linha mais realista.

Essa abordageḿe desenvolvida por Nicole F. Allard [33] e será aqui resumida. A ideia
básicaé que a funç̃ao de autocorrelação deve ser calculada em termos do momento de dipolo:

Φ(s) =
〈

DDD†(0)DDD(s)
〉

, (1.13)

ondeDDD é o operador de dipolo na representação de Heisenberg.

O hamiltoniano total do ǵas, composto pelas partı́culas emissoras e pelos perturbadores,
pode ser escrito como

HHH = TTTnucl+TTTelec+V(xxx,RRR), (1.14)

ondeTTT é o operador referentèa soma das energias cinéticas nucleares (subscritonucl) ou
eletr̂onicas (subscritoelec) eV é a interaç̃ao entre as partı́culas, sendo quexxx refere-se ao con-
junto de coordenadas dos elétrons eRRRao dos ńucleos.

Desse modo, a matriz densidadeé escrita como

ρρρ =
e−βHHH

Tre−βHHH
, (1.15)
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e a funç̃ao de autocorrelação fica:

Φ(s) = Trρρρ DDD†e−i sHHH/h̄DDDei sHHH/h̄, (1.16)

sendo que Tr representa a operação de ćalculo do traço, maneira pela qual as médias s̃ao calcu-
ladas nessa representação.

Consideramos, novamente, que os estados nucleares são apenas adiabaticamente perturba-
dos, de modo que os estados do gás podem ser expandidos em termos das funções de onda
eletr̂onicas correspondentes a uma determinada configuração nuclear. Esses estadosχe(x;R)
são ditos adiab́aticos, porque seguem adiabaticamente o movimento nuclearrepresentado pela
coordenadaR, que assume o papel de parâmetro. Com isso, eliminamos o termo cinético do
hamiltoniano referente aos núcleos, que agora são fixos na configuração representada porR, e
a equaç̃ao de Schr̈odinger fica:

[TTTelec+V(xxx,RRR)]χe(x;R) = HHHelec(R)χe(x;R) (1.17)

= Ee(R)χe(x;R) (1.18)

Desconsiderando a interferência entre diferentes linhas, podemos levar em conta apenas os
elementos diagonais da função de autocorreção, de forma que

Φ(s) = ∑
α

Φα(s) = ∑
α

〈

DDD†
α(0)DDDα(s)

〉

, (1.19)

onde óındiceα representa um conjunto de transições que, quandoR→ ∞, têm contribuiç̃ao na
mesma freqûencia, ou seja, compõem uma mesma linha.

É útil, ainda, tratar da funç̃ao de autocorrelação em uma representação de interaç̃ao em que
descontamos o comportamento de ordem zero,Φ(0)

α (s), obtido na auŝencia de perturbadores.
Escrevemos:

Ψα(s) =
Φα(s)

Φ(0)
α (s)

. (1.20)

Ent̃ao, no caso de ausência de perturbadores,Ψα(s) = 1. Assumindo, a seguir, que os perturba-

dores s̃ao descorrelacionados, escrevemos a função para N perturbadoresΨ(N)
α (s) como:

Ψ(N)
α (s) =

[

Ψ(1)
α (s)

]N
. (1.21)

A funçãoΨ(1)
α (s) é distinta da funç̃ao de ordem zero apenas se o perturbador interage com

o emissor no tempos. A probabilidade de que interação ocorráe proporcional a 1/V , ondeV

é o volume de interação. É razóavel, portanto, considerar que ela possa ser expandida na forma

Ψ(1)
α (s) = 1+

1
V

fα(s), (1.22)
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onde

fα(s) = V

[

Ψ(1)
α (s)−1

]

(1.23)

= V

(

Φ(1)
α (s)

Φ(0)
α (s)

−1

)

(1.24)

= V





〈

DDD(1)†
α (0)DDD(1)

α (s)−DDD(0)†
α (0)DDD(0)

α (s)
〉

Φ(0)
α (s)



 . (1.25)

No limite V → ∞, para o qual a aproximaçãoé boa, podemos escrever

Ψ(N)
α (s) =

(

1+
1
N

N
V

fα(s)

)N

(1.26)

≈ en fα (s), (1.27)

onde a densidade de perturbadores,N/V , é expressa comon.

Definimos, tamb́em,

gα(s) = fα(s)− fα(0) (1.28)

e um perfil de linha normalizado

Jα(∆ω) =
1
π

Re
∫ ∞

0
engα (s)e−i∆ωsds, (1.29)

no qual o produto entre a função Φ(0)
α (s) e sua conjugadáe omitido, o quée equivalente a

normalizar o perfil pela norma quadradaΦ(0)
α (s). Tal perfil pode ser calculado, por conseguinte,

apenas a partir da funçãogα(s).

Utilizando o hamiltoniano dado, obtemos, conforme a referência [33]:

gα(s) =
(2πh̄)3

∫

d~pe−β (~p2/2µ)
×

∑
e∈εi

∑
e′∈ε f

Trre
−βHHHedee′(~r)

[

ei sHHHe′/h̄de′e(~r)e
−i sHHHe/h̄−dee′(~r)

]

∑
e,e′

(α)|d(0)
ee′ |

2
, (1.30)

ondeεi é o subespaço que contém todos os estados iniciais,ε f cont́em os finais, Trr é o traço
sobre os estados nucleares e

HHHe = TTTnucl+Ve(~rrr) (1.31)

dddα(s) = DDDα(s)e−i ωα s (1.32)

dee′(~rrr) = 〈χe(~rrr)|ddd|χe′(~rrr)〉 . (1.33)
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O traçoé mais convenientemente calculado em uma base|~r~p〉 com a aproximaç̃ao:

rrr0(t)|~r~p〉 ≈ (~r +
~pt
µ
)|~r~p〉, (1.34)

o que permite obter

gα(s) =
1

∫

d~pe−β (~p2/2µ)∑
ee′

(α)|dee′ |2
∑
ee′

(α)
∫

d~r d~pe−β (~p2/2µ)d̃ee′(~r)×

{

exp

[

i
h̄

∫ s

0
Vee′(~r +~pt/m)dt

]

d̃ee′(~r +~ps/m)−dee′(~r)

}

, (1.35)

onde

Vee′(~r) = Ve′(~r)−Ve(~r) (1.36)

d̃ee′(~r) = dee′(~r)e
− β

2Ve(~r). (1.37)

Basta, ent̃ao, escolher um conjunto de coordenadas adequado para o cálculo da integral, e
o perfil de linha fica determinado, conforme 1.29.



17

2 Objetivos

Vimos que a forma da linha espectral está fortemente atreladàas propriedades quı́micas
e f́ısicas do ǵas que a origina, como composição qúımica, temperatura e densidade. Assim,
por meio do conhecimento teórico da linha, e de como cada propriedade do gás a afeta, pode-
mos ajustar modelos̀as medidas experimentais ou observacionais e obter informações sobre o
gás. O hidroĝenio at̂omico, por sua estrutura elementar, permite que se obtenhamresultados
teóricos bastante precisos. Além disso, sua interação com pŕotons (H+) pode ser reduzida a um
problema de dois corpos e modelada de uma maneira simples, mas satisfat́oria.

Sendo hidroĝenio o componente da atmosfera de estrelas anãs brancas do tipo DA, a com-
preens̃ao do seu espectróe essencial na determinação das propriedades fı́sicas dessas estrelas.
Al ém disso, a maioria das anãs brancas têm temperaturas altas o bastante para que existam
prótons livres em sua atmosfera, já que sua escala de tempo de esfriamentoé da ordem da idade
do Universo, de modo que o estudo do efeito de suas colisões com o hidroĝenio é necesśario
para conhecermos as propriedades da estrela. Como cerca de 95% de todas as estrelas evoluem
para añas brancas, e mais de 80% das anãs brancas são DAs [34], tais estrelas traçam a história
da formaç̃ao e evoluç̃ao das estrelas na Galáxia.

A inclusão de ćalculos levando em conta os efeitos de prótons como uma fonte de opaci-
dade em modelos de atmosfera permite, por meio da comparação de espectros observados com
calculados, uma determinação mais precisa da temperatura e da gravidade superficial da estrela.
Atualmente, existem discrepâncias entre as determinações feitas via espectroscopia e via outros
métodos, como fotometria ou avermelhamento gravitacional,o que comprova a necessidade de
melhorias nos modelos. A luz emitida pela estrela também est́a associada a seu resfriamento, já
que as añas brancas ñao realizam processos de fusão. A taxa de resfriamento pode ser estimada
modelando a atmosfera e estudando a opacidade, de modo que a temperatura da estrela também
dá indicativos de sua idade [35]. Esseúltimo fatoé de interesse da cosmologia, pois a idade das
añas brancas mais velhas pode ser utilizada como limite inferior para as idades da Galáxia e do
Universo.

Na literatura, esses cálculos podem ser encontrados, para diferentes interações, utilizando
os tr̂es ḿetodos descritos na introdução: a Aproximaç̃ao Quasi-estática [30, 36, 37], o Modelo
Quântico [38] e a Teoria Unificada [33] e apresentam resultadosque t̂em boa concord̂ancia [17].
Contudo, para o hidrogênio perturbado por prótons, os dados teóricos referentes aos potenciais
e dipolos existiam para poucos nı́veis de energia, permitindo apenas o cálculo de perfis até Lyγ,
para a śerie de Lyman, e, para a série de Balmer, apenas Hα. Essa deficîencia foi preenchida
pelo artigo de Santos & Kepler [17], em que se realizam os cálculos de potenciais e dipolos
suficientes para que se obtenha a série de Lyman at́e Lyδ e a śerie de Balmer até H10.

Considerando, então, a import̂ancia do conhecimento preciso do espectro do hidrogênio e
a recente publicação de novos dados teóricos, o objetivo deste trabalhoé nos familizarmos com
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a Teoria Unificada para podermos utilizá-la para descrever o efeito das colisões com pŕotons
no espectro dóatomo de hidroĝenio. Os ćalculos necessários para isso podem, na maior parte
dos casos, ser realizados apenas numericamente, afinal não existe soluç̃ao anaĺıtica mesmo para
sistemas de três corpos (como dois prótons e um eĺetron). Logo,é necesśario desenvolver um
programa capaz de calcular, dada uma temperatura e uma densidade de pŕotons, a contribuiç̃ao
à linha espectral devidòas colis̃oes com esses prótons. Essée o primeiro passo do trabalho.É
preciso, tamb́em, escolher um potencial que modele a interação entre as partı́culas. Potenciais
simples, como do tipo poço-quadrado ou de Lennard-Jones podem ser utilizados, e já mostram,
como veremos, os efeitos qualitativos das colisões. Eles serão utilizados, aĺem disso, por mi-
nimizarem o custo computacional. Contudo, melhores resultados quantitativos s̃ao obtidos com
potenciais realistas, como são os calculados por Santos & Kepler, conforme comentado no
paŕagrafo anterior.
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3 Metodologia

Mesmo com as simplificações do Modelo de Anderson-Talman, o cálculo da funç̃ao de
autocorrelaç̃ao ñao pode, em geral, ser realizado analiticamente [39]. Aúnica exceç̃ao é no
caso do potencial do tipo poço-quadrado [40]. Esse potencial, apesar de ser rudimentar de-
mais para descrever bem a interação entre hidroĝenio e pŕotons,é uma primeira aproximação
que permite estudar algumas propriedades das linhas-satélite, como variaç̃ao com densidade
de perturbadores e temperatura, já que os ćalculos da linha podem ser realizados de maneira
rápida.

Al ém disso, de posse dos resultados analı́ticos, temos um bom teste para um programa
numérico: basta rod́a-lo com os mesmos parâmetros de entrada e exigir que os resultados sejam
iguais. Com o ćalculo nuḿerico, podemos então obter os perfis de linha, dentro de uma certa
precis̃ao, para diferentes potenciais, que descrevam melhor a interaç̃ao entre o emissor e o
perturbador, como, por exemplo, o potencial de Lennard-Jones. Com algumas modificações no
programa, podemos ainda incluir os momentos de dipolo no cálculo e obter uma linha espectral
realista, que possa ser utilizada em modelos de atmosfera, os quais calculam a contribuição ao
espectro para temperaturas e pressões de diferentes profundidadesóticas.

O primeiro passóe escolher uma geometria adequada para realizar o cálculo da ḿedia na
equaç̃ao 1.12. Se o potencial for esfericamente simétrico, a geometria ilustrada na figura 3.1é
uma boa opç̃ao. Como j́a dito, assumimos que as trajetórias dos perturbadores são retiĺıneas e,
ainda, supomos que eles se deslocam a uma velocidade constante. Essa aproximaçãoé boa se a
energia cińeticaé muito superior̀a potencial, o que ocorre para altas temperaturas. O parâmetro
de impactóe denotado porb e a posiç̃ao no tempo iniciaĺex0.

Figura 3.1: Geometria escolhida para o cálculo da ḿedia sobre colis̃oes.

Sendo assim, a ḿedia da equaç̃ao 1.12 pode ser expressa por integrais sobre todos os
posśıveis par̂ametros de impacto e posições iniciais do perturbador no interior do volume de
interaç̃aoV , limitado pelo alcance do potencial, e sobre todas as velocidades possı́veis dada a
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temperatura considerada, ou seja:

φ(s) =
1
V

∫∫∫

V

2π b f(v)dvdbdx0exp

(

−i
∫ s

0
h̄−1V

[

(b2+x2)1/2
]

dt

)

, (3.1)

onde f (v) é a distribuiç̃ao de velocidades de Maxwell-Boltzmann

f (v) =

√

2
π

(

m
kbT

)3

v2e
− mv2

2kbT , (3.2)

sendokb a constante de Boltzmann em a massa dos perturbadores, e, conforme a figura 3.1,
R=

√
b2+x2 e x = x0+ vt. A média sobre todas as velocidades eleva bastante o custo com-

putacional, de modo que, na maioria dos cálculos, seŕa assumida uma velocidadeúnica para as
part́ıculas, dada pela velocidade média maxwelliana a temperatura T, ou seja:

v̄ =

√

8kbT
πm

,

o que equivale a substituirf (v) por uma delta de Dirac,δ (v− v̄), eliminando a integral emv.

A express̃ao paraΦ(s) pode ent̃ao ser reescrita como

Φ(s) =
1
V

∫∫

V

2π bdbdx0exp

(

−i
∫ s

0
h̄−1V

[

(b2+x2)1/2
]

dt

)

(3.3)

=

{

1− 1
V

∫∫

V

2π bdbdx0×

×
[

1−exp

(

−i
∫ s

0
h̄−1V

[

(b2+x2)1/2
]

dt

)]}N

(3.4)

onde, agora,x= x0+ v̄t. Assumindo um volume de interação suficientemente grande, podemos
utilizar a aproximaç̃ao(1−α)N ≃ e−Nα , válida paraα ≪ 1 eN≫ 1 e escreverΦ(s) de maneira
semelhantèa obtida no Modelo Qûantico:

Φ(s) = e−ng(s), (3.5)

onden é densidade de perturbadoresN/V e

g(s) = 2π
∫ ∞

0
bdb

∫ ∞

−∞
dx0

[

1−exp

(

−i
∫ s

0
h̄−1V

[

R(t ′)
]

dt

)]

. (3.6)

A partir dessa equação, o caŕater unificado da teoriáe facilmente verificado fazendo os limi-
tes de ¯v→ 0 e des→ ∞. No primeiro caso,́e como se a partı́cula estivesse parada no interior do
volume de interaç̃ao, o que simplifica a integral do desvio de fase, que fica iguala h̄−1V(R)s, e
reduz a integraç̃ao apenas̀a varíavelR. Conforme Allard & Kielkopf [30], o que se obtém s̃ao os
perfis dados pela Aproximação Quasi-estática desenvolvida por Kuhn [13–15]. Fazendo o outro
limite, Anderson [28] demonstrou que se obtinha um perfil lorentziano deslocado, compatı́vel
com a chamada Aproximação de Impacto. Assim, o Modelo de Anderson-Talman mostra-se
ligado a pelo menos três diferentes abordagens: a Aproximação Quasi-estática, a Aproximaç̃ao
de Impacto e, ainda, o Modelo Quântico.
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A escolha da geometria da figura 3.1, mais a suposição de que os perturbadores têm veloci-
dade constante, permite também simplificar as equações para a abordagem quântica do modelo.
A express̃ao 1.35 pode ser escrita como:

gα(s) =
1

∑
ee′

(α)|dee′|2
∑
ee′

(α)
∫ ∞

0
2πbdb

∫ ∞

−∞
dx0d̃ee′ [r(0)]×

×
[

exp

(

i
h̄

∫ s

0
dt′Vee′

[

r(t ′)
]

)

d̃ee′ [r(s)]−dee′ [r(0)]

]

. (3.7)

Podemos notar que as duas expressões, 3.6 e 3.7, diferem apenas devidoà inclus̃ao dos
dipolos no ćalculo, os quais, conforme já dito, funcionar̃ao como moduladores. Assim, o pro-
blema nuḿericoé ańalogo, e o mesmo programa pode ser utilizado para ambos cálculos, basta
apenas adaptá-lo para que leve em conta os dipolos, que serão um par̂ametro de entrada extra.

Devemos, primeiramente, converter o potencialV(R) paraV(t). Para isso, precisamos cal-
cular a trajet́oria do perturbador para cada valor deb ex0. Por simplicidade, issóe feito conside-
rando uma velocidade constante, conforme já discutido. Depois, calculamos os desvios de fase
para cada valor des, b e x0 e, por fim, integramos a expressão sobre todos os valores deb e x0,
o que d́a g(s), ougα(s) no caso qûantico. A funç̃ao de autocorrelação fica assim determinada.
Para obter o perfil de linha,é necesśario fazer a transformada de Fourier deΦ(s). Neste ponto
há uma complicaç̃ao a mais: dificilmente conseguimos calcular a função de autocorrelação em
um intervalo grande o suficiente para que ela vá a zero em tempo computacional hábil, ou seja,
a funç̃ao fica truncada em um valorτ, o queé equivalente a dizer que ela foi multiplicada por
um pulso retangular, como o da figura 3.2. Assim, pelo teoremada convoluç̃ao,

F{ f ·g} = F{ f}∗F{g},

o que obtemos ñaoé diretamente o perfil de linha, e sim o perfil convoluı́do com a transformada
de um pulso retangular, também mostrada na figura 3.2.

Isso iŕa introduzir uma śerie de oscilaç̃oes no perfil que podem ser confundidas com linhas-
sat́elite, mas ñao s̃ao reais. Esse problemaé discutido por Allard et al. [41], que sugerem o
uso de uma funç̃ao janela distinta do pulso retangular. Essa função deve ser escolhida tal que
sua transformada não possua oscilações consideŕaveis, de modo que o perfil de linha não seja
contaminado. Uma boa escolhaé a funç̃ao, ou ńucleo, de Fej́er, dada por:

fn(x) =
1
n

(

sennx
2

senx
2

)2

(3.8)

onde on é escolhido tal que a função tenha um zero no valor desejado. Podemos ainda multipli-
car a funç̃ao por uma constante para que ela possua a amplitude conveniente. Um exemplo de
função utilizada, juntamente com sua transformada, encontra-se na figura 3.3. Podemos notar
que as oscilaç̃oes s̃ao drasticamente reduzidas pelo uso de um núcleo de Fej́er, o que mini-
miza a possibilidade de falsos satélites nos perfis de linha calculados, apesar de alargar o perfil
(conforme figura 3.3).

Há ainda um outro fator complicador: o método da transformada de Fourier discreta utili-
zado para obter os perfis, já que a funç̃ao de autocorrelação é obtida numericamente para um
conjunto discreto de valoress, dá uma transformada periódica. Essa periodicidade, contudo, não
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é real, e sim um efeito de amostragem, sendo proporcional ao inverso do passodsdo ćalculo da
função de autocorrelação, conforme pode ser visto na figura 3.4.
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Figura 3.3: Funç̃ao de Fej́er paran= 1012 e sua transformada de Fourier.

Sendo assim,́e necesśario utilizar um passo pequeno o bastante para que o intervalo em
freqûencias obtido seja suficiente para descrever o perfil espectral (Teorema de Nyquist). De-
vido ao problema anterior, porém, ñao podemos ir até um valor muito pequeno des, pois haveŕa
perda de informaç̃ao e o perfil acabará dominado pela função janela. Devemos, então, encontrar
um passo pequeno tal que o intervalo em frequências seja satisfatório, mas tamb́em grande o
suficiente para que se atinja um valor aceitável des em tempo computacional hábil, o que nem
semprée posśıvel.

O método se resume então a escolher um potencial adequado, calcular a função de autocor-
relaç̃ao para uma dada temperatura e uma dada densidade de perturbadores com o passo conve-
niente encontrado, escolher uma boa função janela e, enfim, calcular a transformada de Fourier
da funç̃ao de autocorrelação multiplicada por essa janela, que não insira novas oscilações. Os
programas para cada um desses passos foram escritos em linguagem Fortran90, escolhida por
sua facilidade em lidar com números complexos e matrizes.
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4 Desenvolvimento do trabalho

4.1 Soluç̃ao anaĺıtica: potencial tipo poço-quadrado

É evidente que a interação entre duas partı́culas como o H e o H+ não pode ser representada
por um potencial de poço-quadrado. Elaé muito mais complexa do que isso, dependendo dos
estados qûanticos final e inicial das partı́culas e da transição que estamos analisando. Só a linha
ultravioleta de Lymanα corresponde a seis diferentes transições [17], e cada uma delas está
associada a uma diferença de energia potencial distinta, conforme figura 4.1.
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Figura 4.1: Diferenças de potencial, ems−1, para as transiç̃oes que contribuem para a linha
Lyα, juntamente com o potencial de poço-quadrado a ser utilizado. Na legenda do gráfico, os
estados que correspondem a cada transição.

Contudo, antes de partir para cálculos realistas,́e interessante trabalhar com o modelo mais



25

simples e, aĺem disso, analı́tico, que corresponde ao uso de um potencial de poço-quadrado:

V(R) =

{

V0, seR≤ a
0, seR> a

. (4.1)

Tal modeloé sugerido por Allard [40] para o estudo das linhas de emissão do ćesio perturbado
por xen̂onio. Nele, consideramos que as partı́culas interagem apenas por meio do potencial tipo
poço, sem levar em conta diferentes transições contribuindo para a linha, nem momentos de
dipolo modulando-a. O problemáe completamente análogo ao do hidroĝenio perturbado por
prótons, as equações e soluç̃oes ser̃ao as mesmas, a diferença são os par̂ametros f́ısicos a serem
utilizados.

Em seu artigo, Allard utiliza, para a maioria dos cálculos, os valoresV0 =−2,5×10−13s−1

e a = 6×10−10m. Ela considera, também, temperaturas de no máximo algumas centenas de
Kelvin e densidades na faixa de 1020cm−3. Em alguns momentos, esses parâmetros ser̃ao utili-
zados neste trabalho com o intuito de verificar os resultadosobtidos com os publicados por
Allard. Contudo, para descrever a interação entre o hidroĝenio e o pŕoton, os par̂ametros
utilizados ser̃ao aqueles do potencial representado na figura 4.1,V0 = −2,3967× 1015s−1 e
a= 1×10−10m, obtidos a partir do ajuste de um poço-quadrado a um dos potenciais realistas.
Al ém disso, as condições de temperatura e pressão tamb́em devem ser distintas se quisermos
especificamente descrever a atmosfera de uma anã branca DA. As temperaturas devem ser da
ordem de 104K e a densidade em torno de 1017cm−3.

Desconsiderando o dipolo, vimos que o perfil de linha pode serescrito em termos de uma
Transformada de Fourier via a equação 1.2, sendo que a função de autocorrelaçãoé dada pelas
equaç̃oes 3.5 e 3.6.́E útil separar as partes real e imaginária deg(s), ou seja, escrever

g(s) = w(s)+ id(s), (4.2)

de modo que

w(s)+ id(s) =
∫ ∞

0
2πbdb

∫ ∞

−∞
(1−e−iη(s))dx0, (4.3)

ondeη(s) é o desvio de fase calculado ao longo da trajetória retiĺınea de velocidade constante
v̄, dado em unidades atômicas (̄h= 1) por:

η(s) =
∫ s

0
V(t ′)dt′. (4.4)

O desvio de fase só irá depender do tempo de correlaçãos no caso desse tempo ser menor
do que o tempo ḿaximo de colis̃ao, que, sendo o alcance do potencial dado pora, éτmax= 2a/v̄.
Caso contŕario, eleé simplesmente a magnitude do potencial vezes o tempo de perman̂encia na
regĩao de potencial ñao-nuloV0, dada por 2

√
a2+b2/v̄. Substituindo essa expressão em 4.3 e

integrando sobre todo o volume de interação, obtemos as expressões paraw(s) e d(s) no caso
t ≥ τmax, dadas, conforme [40], por:

w>(s) = αs+w0 (4.5)

d>(s) = βs+d0 (4.6)
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onde

α =
3v̄
4a

{

1+
v̄2

2a2V2
0

[

1−cos

(

2aV0

v̄

)

−
(

2aV0

v̄

)

sen

(

2aV0

v̄

)]}

(4.7)

β =
3v̄3

8a3V2
0

[(

2aV0

v̄

)

cos

(

2aV0

v̄

)

−sen

(

2aV0

v̄

)]

(4.8)

w0 = 1+
3v̄3

2a3V3
0

[(

2aV0

v̄

)

cos

(

2aV0

v̄

)

+sen

(

2aV0

v̄

)(

a2V2
0

v̄2 −1

)]

(4.9)

d0 =
3v̄

2aV0

{

1+
v̄2

a2V2
0

[

1−
(

2aV0

v̄

)

sen

(

2aV0

v̄

)

+cos

(

2aV0

v̄

)(

a2V2
0

v̄2 −1

)

.(4.10)

Já no caso det ≤ τmax, o desvio de fase depende des, pois essée o tempo de permanência na
regĩao de potencial ñao-nulo. Isso torna as integrais em 4.3 mais complicadas, mas a express̃ao
aindaé anaĺıtica e, segundo [40], igual a:

w<(s) = 1−cos(V0s)+3

[

v̄s
2a

(

v̄

4a2V2
0

+
1
2

)

+
v̄s
2a

cos(V0s)

(

1
2
+

3v̄2

4a2V2
0

− v̄2s2

24a2

)

+
v̄

2aV0
sen(V0s)

(

v̄2s2

4a2 − v̄

a2V2
0

−1

)]

(4.11)

d<(s) =
3v̄

2aV0

(

1+
v̄2

a2V2
0

)

+sen(V0s)−3

[

v̄s
2a

sen(V0s)

(

1
2
+

3v̄2

4a2V2
0

− v̄2s2

24a2

)

+
v̄

2aV0
cos(V0s)

(

1+
v̄

a2V2
0

− v̄2s2

4a2

)]

. (4.12)

De posse dessas expressões,é simples escrever um programa que, dados o valor da am-
plitude do potencialV0, da temperaturaT, da densidade de perturbadoresn e do alcancea do
potencial, calcule a expressão para a funç̃ao de autocorrelação. É necesśario que ela possa ser
expressa numericamente porque, apesar de ter forma analı́tica, sua Transformada de Fourier,
que d́a o perfil de linha, ñaoé anaĺıtica, e precisa ser calculada por métodos nuḿericos.

Nas figuras 4.2 e 4.3, um exemplo de função de autocorrelação calculada com esse pro-
grama. O potencial utilizadóe o poço-quadrado da figura 4.1, assumindo ainda uma tempe-
ratura de 13000K e densidade de perturbadores∼ 1019cm−3, par̂ametros compatı́veis com a
atmosfera de uma anã branca DA. Notamos que as funções oscilam até o valor des= 2a/v̄, e
depois passam a decair. O perfil de linha correspondente a essa funç̃ao pode ser visto na figura
4.4. O pico centraĺe completamente dominante, mas há sat́elites nos ḿultiplos da profundidade
V0 do poço, conforme verificado por Allard [40]. Apenas o primeiro delesé plotado, pois os
demais tornam-se imperceptı́veis. Notamos, tamb́em, algumas oscilações na borda do satélite,
as quais tamb́em foram observadas por Allard [40] e estão associadas̀a geometria do potencial.
É um efeito que pode ser interpretado de forma análogaà difraç̃ao por uma fenda: um pertur-
bador passando pelo potencialé ańalogo a uma onda difratando por uma fenda, resultando em
oscilaç̃oes coerentes com o padrão de difraç̃ao. O peŕıodo dessas oscilações depende da velo-
cidade, de modo que realizar uma média sobre velocidades em vez de assumir uma velocidade
única elimina o efeito, o que explica porque ele nãoé observado.

Para o mesmo potencial, mas uma temperatura de 20000K e densidade de∼ 1017cm−3, os
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Figura 4.4: Perfil espectral para temperatura de 13000K e densidade de≃ 1019cm−3, gerado a
partir da funç̃ao de autocorrelação mostrada nas figuras 4.2 e 4.3. A linha centralé completa-
mente dominante, por isso ela e o satélite foram normalizados e plotados separadamente. Caso
contŕario, o sat́elite é quase indistinguı́vel.
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resultados encontram-se nas figuras 4.5, 4.6 e 4.7. O mais importante a notarmośe que, es-
pecialmente devidòa diminuiç̃ao da densidade,é necesśario ir at́e um valor consideravelmente
maior des para que a funç̃ao de autocorrelação v́a a zero e o perfil seja significativo. Além
disso, para detectar o primeiro satélite, em torno de∆ω = −2,4×1015s−1, um passo pequeno
(≃ 2,618×10−15s) é necesśario, de modo que o arquivo de saı́da tem um ńumero muito grande
de pontos, tornando o cálculo da Transformada de Fourier bastante lento (em torno de 10 dias

com um processador CORE
TM

i7) . Por isso, apenas a aparência da linha central foi calculada.
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Figura 4.5: Parte real da função de autocorrelação paraT = 20000K en= 1017cm−3.

Notamos, ainda, uma diminuição da largura da linha em relação aos par̂ametros anteriores.
Esse fato, além de os satélites tornarem-se imperceptı́veis, à exceç̃ao do primeiro, para alguns
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dos par̂ametros f́ısicos escolhidos, leva-nos a questionar como esses parâmetros influenciam os
sat́elites. J́a sabemos que a profundidade do poço indica a posição dos sat́elites, istoé, para∆ω
satisfazendo

∆ω = nV0 , n∈N (4.13)

deve existir um satélite. Contudo, h́a tamb́em a inflûencia da densidade e da temperatura sobre
as caracterı́sicas desses satélites.
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Figura 4.6: Parte imaginária da funç̃ao de autocorrelação paraT = 20000K en= 1017cm−3.
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Figura 4.7: Linha central do perfil gerado a partir da função de autocorrelação mostrada nas
figuras 4.5 e 4.6.

4.1.1 Variaç̃ao com a Densidade

A densidade de perturbadores pode ser interpretada mais facilmente se substituı́da pelo
par̂ametro

h =
4
3

πa3n, (4.14)

queé igual ao ńumero ḿedio de perturbadores no interior do volume de interação, delimitado
pelo alcance do potenciala. Na figura 4.8, os perfis para diferentes densidades.

A primeira pergunta a ser feitáe se a mudança na densidade altera de alguma maneira a
posiç̃ao das linhas dada por 4.13. Na figura 4.9, temos as posições da linha central e dos dois
primeiros sat́elites exibidos na figura 4.8 em função da densidade.

Ao que parece, a densidade não possui inflûencia significativa na posição dos sat́elites, o
que est́a de acordo com as conclusões de Allard [40]. Notamos, contudo, que há um certo
distanciamento do valor esperado para o primeiro satélite, e mais ainda para o segundo. Con-
tudo, esse desvio do valor esperado pode ser explicado pelo fato de que os satélites s̃ao mais
alargados, de modo que há uma imprecis̃ao maior na determinação de sua posição.

Quantoà amplitude de cada uma das linhas,é interessante notar que os satélites t̂em com-
portamento distinto da linha principal: eles tornam-se mais intensos conforme a densidade
aumenta, enquanto a linha principal vai perdendo intensidade. Isso pode ser explicado pelo
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fato de que um maior ńumero de perturbadores permite a formação de mais quasimoléculas,
favorecendo a emissão nos sat́elites. Na figura 4.10, vemos graficamente esse comportamento.
Por essa raz̃ao, a uma densidade mais baixa, como a utilizada para calcular o perfil em 4.4, o
terceiro sat́elite é impercept́ıvel e a linha principaĺe dominante. Novamente, há concord̂ancia
com o obtido por Allard [40].
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Figura 4.8: Perfis para diferentes valores de densidade. Assumimos os mesmos parâmetros uti-
lizados por Allard [40]:V0 =−2.5×1013s−1 ea= 6×10−10m, de modo que essas densidades
est̃ao aproximadamente entre 2.7×1020cm−3 e 1.1×1021cm−3.

Vale ressaltar que, conforme notado por Allard [40], o crescimento da amplitude dos satélites
com a densidadée válido apenas para até um dado valor, pois, devido ao alargamento das linhas
eà conservaç̃ao da energia emitida, em algum momento a amplitude passa a diminuir. Contudo,
conforme descrito no artigo citado, isso ocorre para densidades altas, que não s̃ao encontradas
em atmosferas de anãs brancas, problema que se intenciona estudar, de modo que aqui isso ñao
é relevante.

Outra varíavel importante em espectroscopiaé a chamada “larguràa meia altura”, mais
comumente expressa em termos da sigla em inglês FWHM (full width at half-maximum). Trata-
se da medida da espessura do pico no ponto em que sua intensidadeé a metade da intensidade
máxima.É uma forma simples de quantificarmos o alargamento da linha.Na figura 4.11, vemos
como se comporta a FWHM em função da densidade.

Vemos que o ńumero de perturbadoresé um fator importante no alargamento da linha, sendo
que a larguràa meia altura parece aumentar linearmente com a densidade para o potencial do
tipo poço. Esse parâmetro ñaoé diretamente estudado no artigo de Allard [40], que apenas co-
menta que, como a amplitude da linha central decai rapidamente com o aumento da densidade,
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é esperado que exista o alargamento, pois a energia total emitida deve ser conservada.
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Figura 4.9: Posiç̃ao da linha central e dos satélites em funç̃ao da densidade. A linha em preto
representa a posição esperada de acordo com 4.13. A mudança posição dos sat́elites devidòa
variaç̃ao de densidade nãoé significativa.

Nenhum ajustée feito, para essa situação ou para as demais, porque se trata de um modelo
bastante simplificado, de modo que suas previsões nuḿericas certamente não condizem com as
observaç̃oes. A intenç̃aoé apenas analisar o efeitoqualitativode mudanças na densidade, e na
temperatura, sobre o espectro.

4.1.2 Variaç̃ao com a Temperatura

Na figura 4.12, podemos ver os perfis obtidos para diferentes temperaturas, a um valor
fixo deh= 0,25. É imediato notar que a mudança na temperatura parece afetarmuito mais o
espectro do que a densidade de perturbadores. Tanto que os satélites s̃ao viśıveis apenas para
as temperaturas de 17 e 170K. Para os dois outros perfis, os satélites parecem mascarados pela
linha central, que fica extremamente alargada.

Essas grandes variações com a temperatura, queé o que determina a velocidade assumida,
indica que deve ser importante realizar a média sobre velocidades no cálculo da funç̃ao de
autocorrelaç̃ao. Assim, para o estudo do efeito da temperatura sobre os perfis, a integral sobre
velocidades, desconsiderada nos cálculos anteriores, foi realizada. Para isso, a curva maxwelli-
ana de velocidades foi amostrada em 50 velocidades igualmente espaçadas entre zero e 2¯v, inter-
valo que compreende mais de 98% da distribuição, e a ḿedia sobre as funções de autocorrelação
calculadas para essas velocidades foi feita, considerandocomo peso a distribuição de Maxwell-
Boltzmann. Os perfis obtidos encontram-se na figura 4.13. Na figura 4.14, eles s̃ao plotados
juntamente com os perfis sem a média para que a diferença seja notada.
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Figura 4.10: Amplitude da linha central e dos primeiros satélites em funç̃ao da densidade de
perturbadores. O comportamento da linha centralé distinto do comportamento dos satélites.
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Figura 4.14: Comparação entre os perfis calculados sem a média sobre velocidades (linha tra-
cejadas) e com a ḿedia sobre velocidades (linhas contı́nuas). A mudançáe maior para tempera-
turas maiores.

Para a temperatura de 17K, aúnica alteraç̃ao evidente ocorre no satélite, que agoráe visi-
velmente assiḿetrico. Essa assimetria também é verificada por Allard & Biraud [42], em um
artigo em que estudam o efeito da média sobre velocidades para os perfis calculados para um
potencial de poço-quadrado. Para as demais temperaturas,notamos que as linhas tornam-se
mais estreitas. O satélite e a linha central ainda se sobrepõem para as temperaturas de 1700K
e 17000K. No entanto, fica claro agora que, com o aumento da temperatura,́e o sat́elite que
se torna mais assiḿetrico e se desloca em direçãoà linha central, que permanece, aproximada-
mente, na sua posição original, conclus̃ao a que tamb́em chegam Allard & Biraud. Nas figuras
4.15 e 4.16, vemos como os perfis poderiam ser compostos a partir de lorentzianas. Uma delas
permaneceria no centro, representando a linha central, e a outra desloca-se em direção a essa.

Os ajustes ñao levam em conta a assimetria constatada no satélite, por isso ñao s̃ao represen-
tam bem a linha completa, mas mostram a posição dos picos, evidenciando que a linha central
permanece pouco deslocada. Vemos também que, aĺem de tornar-se assimétrico e deslocar-se,
o sat́elite tem amplitude maior do que a linha central para altas temperaturas. Nas figuras 4.17 e
4.18, vemos a variação dessa duas propriedades das linhas, posição e amplitude, com a tempe-
ratura. Devidòa sobreposiç̃ao entre a linha central e o satélite, os par̂ametros ñao puderam ser
estimados para todas as temperaturas. O comportamento paraas mais altas temperaturas pode,
entretanto, ser inferido a partir das figuras 4.15 e 4.16.

Assim, a diminuiç̃ao da amplitude das linhas, verificada para as temperaturas mais baixas,
não ocorre para a temperatura alta, quando o satélite at́e supera a linha central em amplitude,
podendo ser confundido com ela, como no caso do perfil na figura4.16, em que a lorentziana
com ∆ω nulo tem amplitude inferior̀a lorentziana que representaria o satélite. Isso provavel-
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mente ocorre porque, inicialmente, a diminuição em amplitudée explicada pelo aumento na
largura da linha, mas, como vemos na figura 4.19, esse aumentonão ocorre de forma muito
rápida, especialmente para a linha central, de forma que, em algum momento, o satélite passa a
aumentar em amplitude para que a emissão total seja conservada. Tal fato tambémé verificado
em [42].
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Figura 4.15: Composiç̃ao do perfil para a temperatura de 1700K a partir de lorentzianas.
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Figura 4.16: Composiç̃ao do perfil para a temperatura de 1700K a partir de lorentzianas.
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Figura 4.18: Amplitude das linhas em função da temperatura. Todas as linhas medidas dimi-
nuem em amplitude com o aumento da temperatura.
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4.2 Soluç̃ao Numérica do Modelo Semicĺassico

Estando o ćalculo anaĺıtico funcionando corretamente, podemos passar para a solução
numérica do modelo. A ideiáe resolver numericamente a equação 3.6, istoé: calcular a
trajet́oria da part́ıcula, converter o potencial fornecidoV(R) paraV(t) considerando que, na
geometria escolhida,

R2 = (x0+ v̄t)2+b2, (4.15)

e calcular numericamente as integrais. Issoé feito computando o valor de cada um dos inte-
grandos em um ńumero suficiente de pontos e utilizando o método de integraç̃ao do traṕezio.
Primeiro, calculamos o desvio de fase, em função de s, para um número grande de configurações
de par̂ametro de impacto e posição inicial no interior do volume de interação. Depois, a integral
emx0 é feita e, por fim, a integral no parâmetro de impactob. Multiplicando pela densidade de
perturbadores e tirando a exponencial do resultado, temos afunção de autocorrelação.

4.2.1 Teste do programa: poço-quadrado

Como o resultado para um poço-quadradoé conhecido, o programa desenvolvido pode ser
testado comparando seu resultado com o resultado do cálculo anaĺıtico. Ambos devem coincidir,
exceto por imprecis̃oes no programa nuḿerico, afinal utilizamos um ḿetodo de aproximação
para a integral. Com um potencial de poço-quadradoV0 = −2.5× 1013s−1 e considerando
T = 13000K eh= 3 (ondeh foi definido na equaç̃ao 4.14), temos uma função de autocorrelação
com oscilaç̃oes bastante acentuadas e que vai rapidamente a zero, sendo ideal para o teste.
Foram obtidos os resultados das figuras 4.20 a 4.22.
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Figura 4.20: Comparação entre os ćalculos analı́tico (preto) e nuḿerico (vermelho) da parte real
da funç̃ao de autocorrelação. A concord̂anciaé excelente.
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Figura 4.21: Comparação entre os ćalculos analı́tico e nuḿerico da parte imagińaria da funç̃ao
de autocorrelaç̃ao. Novamente, ambos resultados sobrepõem-se.
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Figura 4.22: Comparação entre os perfis de linha obtidos a partir das funções de autocorrelação
numérica e analı́tica. Apesar de uma pequena discrepância em amplitude (pouco importante
considerando que os perfis são normalizados), a forma e a posição do pico central s̃ao condi-
zentes uma com a outra.

Vemos que, dentro das limitações de uma aproximação nuḿerica, o programa funciona
bem, tendo sido capaz de fornecer resultados que são compat́ıveis com o ćalculo anaĺıtico. O
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custo computacionalé, contudo, relativamente elevado. Comoé necesśario calcular o desvio de
fase para um grande número de tempos de correlaçãos, para que se tenham pontos suficientes
de modo que a Transformada de Fourier seja coerente, a função de autocorrelação leva at́e horas
para ser calculada, enquanto que, no caso analı́tico, issoé feito em segundos.

A comparaç̃ao entre os ćalculos analı́tico e nuḿerico foi realizada tamb́em para outros valo-
res deV0, T eh. O erro ḿedio no perfil de linha foi, em todos os casos, inferior a 1%. Ele chega
próximo a esse valor quando o potencialé intenso, como o da figura 4.1, o que causa grandes
oscilaç̃oes na funç̃ao de autocorrelação, as quais ñao s̃ao t̃ao bem obtidas numericamente. Para
potenciais mais fracos, o erro fica em torno de 0,5%. Sendo assim, podemos estimar que os
erros associados aos perfis de linha obtidos numericamente ser̃ao da ordem de 1%, valor que
consideramos satisfatório.

4.2.2 Potencial Gaussiano

É posśıvel, agora, calcularmos o perfil de linha para potenciais distintos do poço-quadrado.
O primeiro que consideraremosé um potencial na forma de meia-gaussiana invertida, queé um
forma simples de suavizar a borda brusca do poço-quadrado.Para que se tenhaV(R= a) =
V0/2, ondeV0 é a profundidade do poço, escrevemosV(R) na forma:

V(R) = −V0e−ln(2) x2

a2 (4.16)

o que d́a um potencial como na figura 4.23.
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Figura 4.23: Potencial de poço-quadrado e o potencial gaussiano utilizado com o intuito de
suavizar a variaç̃ao brusca existente para o potencial do tipo poço.

O cálculo foi realizado utilizando o potencial da figura 4.23, temperatura de 17K e densi-
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dade de≃ 1020cm−3. Uma temperatura baixa foi utilizada inicialmente porque,de acordo com
a ańalise qualitativa feita a partir do poço-quadrado, o perfilé pouco afetado, o que torna o
cálculo mais ŕapido. A funç̃ao de autocorrelação obtidáe representada nas figuras 4.24 e 4.25.
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Figura 4.24: Parte real da função de autocorrelação paraT = 17K en≈ 1020cm−3.

O caŕater geral da funç̃ao é semelhante ao da função obtida com poço quadrado: paras
pequeno, existem oscilações, as quais diminuem com o aumento des, enquanto a funç̃ao vai
a zero, ou seja,́e t̃ao afetada pelo potencial que deixa de ser correlacionada com seu estado
inicial. Mais interessante e elucidativoé verificar como fica o perfil da linha. Na figura 4.26,
eleé mostrado.
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Figura 4.25: Parte imaginária da funç̃ao de autocorrelação paraT = 17K en≈ 1020cm−3.

Notamos que o potencial gaussiano, provavelmente devido a seu grande alcance, afeta bas-
tante a linha. Nenhum satélite é aparente para a temperatura e densidade utilizados, mas o
alargamentóe t̃ao intenso quée posśıvel que eles tenham sido incorporadosà linha principal.
Para temperatura e densidade compatı́veis com a atmosfera de uma anã branca (T = 20000K e
n= 1017cm−3), a funç̃ao de autocorrelaçãoé mostrada nas figuras 4.27 e 4.28. Ela demora mais
para ir a zero, de forma que calculá-la em um intervalo significativo com um passo pequenoé
inviável em um computador comum.
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Figura 4.26: Perfil de linha obtido para o potencial gaussiano. A linhaé drasticamente alargada,
mas nenhum satélite é aparente para essa densidade e temperatura.

O cálculo do perfil de linha, infelizmente, não p̂ode ser realizado de maneira satisfatória
para esse caso. O que ocorreé que o potencial gaussiano alarga bastante a linha, de modo que
não foi posśıvel realizar o ćalculo com um passo suficientemente pequeno para que a linha toda
esteja determinada. Obtivemos apenas o comportamento central dessa linha, mostrado na figura
4.29. Notamos que a linha deve ser, de fato, bastante alargada e, ainda, que h́a uma pequena
emiss̃ao no centro da própria linha.

É importante destacar, contudo, que o potencial gaussiano,assim como o poço-quadrado,
não é um potencial realista. Especialmente porque, paraR→ 0, ele aindáe atrativo, sendo
que, nesse limite, a interação deve ser dominada pela repulsão entre o pŕoton doátomo de
hidroĝenio e o pŕoton perturbador. Tantóe que ñao encontramos na literatura referências ao
uso desse potencial. Uma maneira melhor de descrever essa interaç̃ao é com um potencial de
Lennard-Jones, que diverge paraR pequeno.
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Figura 4.27: Parte real da função de autocorrelação paraT = 20000K en≈ 1017cm−3.
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Figura 4.28: Parte imaginária da funç̃ao de autocorrelação paraT = 20000K en≈ 1017cm−3.
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Figura 4.29: Perfil parcial obtido para o potencial gaussiano. A linha é t̃ao alargada quée
praticamente invíavel calcular o perfil de linha completo, devidoàs limitaç̃oes computacionais
já descritas. Notamos, contudo, que há uma pequena emissão na freqûencia central, detalhada
em (b).
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4.2.3 Potencial de Lennard-Jones

O potencial de Lennard-Jones foi sugerido em 1924, por John Lennard-Jones [43], para
descrever a interação entre um par déatomos ou moĺeculas neutras. Contudo, sua formaé útil
para aproximar a interação entre quaisquer partı́culas em que a interação seja, a longo alcance,
atrativa, mas repulsiva a curto alcance, comoé o caso estudado. O potencial tem a forma:

V(R) = V0

[

(a
R

)12
−2
(a

R

)6
]

, (4.17)

ondeV0 é seu valor ḿınimo ea é a aproximaç̃ao ḿaxima entre as partı́culas. Podemos ver um
exemplo na figura 4.30.
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Figura 4.30: Potencial de poço-quadrado e o potencial de Lennard-Jones utilizado para melhor
modelar a interaç̃ao entre o H e o H+.

Para esse potencial, e utilizando os mesmos parâmetros da seção anterior, ou seja,T = 17K
e n ≃ 1020cm−3, obtemos a funç̃ao de autocorrelação mostrada nas figuras 4.31 e 4.32. As
oscilaç̃oes ŕapidas que se observam paras pequeno s̃ao um efeito nuḿerico: como o potencial
de Lennard-Jones vai a zero apenas no infinito,é necesśario trunća-lo em um dado valor, o que
insere tais oscilaç̃oes. Isso foi verificado alterando o valor em que o potencialé truncado por um
fator de dois e notando que as oscilações mudam de perı́odo. Contudo, como o perı́odo delaśe
muito curto, elas ñao afetam os perfis calculados se o passo escolhido para a transformada de
Fourier for suficientemente grande.

Com esse potencial, assim como no poço-quadrado, satélites s̃ao aparentes, como vemos na
figura 4.33. Eles surgem em posições aproximadamente simétricas em torno da linha central, as
quais devem estar relacionadasà posiç̃ao em que h́a o ḿınimo de potencial. Percebemos, além
disso, que a linha centralé assiḿetrica.

Para a temperatura de 20000K e a densidade de 1017cm−3, temos os resultados nas figuras
4.34 e 4.35. As oscilações persistem mais antes de a função ir a zero, como seria de se esperar.
Novamente, o problema de compatibilizar umds pequeno e um alcance grande existirá, mas
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como a linha ñaoé t̃ao alargada, foi possı́vel obter o perfil de linha para um intervalo aceitável.
Ele encontra-se na figura 4.36. Os satélites deixam de ser visı́veis nas proximidades da linha
central, quée assiḿetrica. A diminuiç̃ao na densidade torna, ainda, a linha menos alargada do
que na situaç̃ao anterior.

O potencial de Lennard-Jonnes foi também utilizado por Takeo [44] e Atakan & Jacob-
son [45] para o estudo do espectro de alcalinos perturbados por gases nobres. Eles obtiveram
boa concord̂ancia com resultados experimentais para a linha central, mas discrep̂ancias, espe-
cialmente nas amplitudes, para os satélites. Os resultados acima descritos concordam bastante
bem com os desses artigos: a forma da linha e a ocorrência deredshift, bastante evidente na
figura 4.36, especialmente.
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Figura 4.31: Parte real da função de autocorrelação paraT = 17K en≈ 1020cm−3.
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Figura 4.33: Perfil de linha obtido para o potencial de Lennard-Jones. A linha centralé alargada
e assiḿetrica. Aĺem disso, surgem linhas-satélite em ambos lados da linha central, de maneira
aproximadamente siḿetrica.

4.2.4 Discuss̃ao

O que se pode verificar quase imediatamenteé que o potencial gaussiano não é uma boa
descriç̃ao para a interação entre o hidroĝenio e os pŕotons perturbadores, pois ele fornece um
perfil de linha alargado em excesso, não compat́ıvel com o que se observa em 1.2 e 1.3, por
exemplo. Podemos, então, comparar quais as diferenças entre os perfis gerados pelo modelo
utilizando um poço-quadrado ou utilizando um Potencial deLennard-Jonnes.

Na figura 4.37, temos esses dois perfis para a temperatura de 17K e densidade de 1020

perturbadores por cm−3. Percebemos que a larguraà meia alturáe consideravelmente inferior
para o potencial de Lennard-Jones. Assim, a amplitude da linha parece maior, o quée um
efeito da normalizaç̃ao. Além disso, o perfil para Lennard-Jones resulta em uma linha mais
assiḿetrica do que a do poço-quadrado. O caráter confinante desse potencial também garante
que exista um maior ńumero de satélites, os quais s̃ao viśıveis em posiç̃oes siḿetricasà linha
central. Ele tamb́em ocasiona um leve deslocamento da linha central para menores freqûencias,
isto é, um redshift, que ñao é detectado para o poço nessas condições f́ısicas. A prov́avel
raz̃ao dessa domin̂ancia de efeitos na direção da asa vermelha da linha espectralé o fato de
que freqûencias menores correspondem a menores energias. Como há certamente um número
maior de part́ıculas com baixas energias do que com alta energias, o desvioda linha ocorre
nessa direç̃ao, assim comóe nela em que aparecem os satélites mais intensos.

Para a temperatura de 20000K e densidade de 1017 prótons por cm−3, s̃ao mostrados os
perfis da figura 4.38. Novamente, o potencial de Lennard-Jones resulta em numa menor largura
à meia altura e uma maior assimetria. Contudo, devido ao fato de que as energias dos pertur-
badores s̃ao maiores nesse caso, além de que eles estão em menor ńumero, os satélites j́a ñao
são mais aparentes nas proximidades da linha central, poisé menos prov́avel a formaç̃ao da
quasimoĺecula.
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Figura 4.35: Parte imaginária da funç̃ao de autocorrelação paraT = 20000K en≈ 1017cm−3.



55

 0

 5e-10

 1e-09

 1.5e-09

 2e-09

 2.5e-09

 3e-09

-2e+09 -1.5e+09 -1e+09 -5e+08  0  5e+08  1e+09  1.5e+09  2e+09

I(
∆ω

) 
[u

. a
.]

∆ω (s-1)

Figura 4.36: Perfil de linha obtido para o potencial de Lennard-Jones, agora comT = 20000K
en= 1017cm−3. A linha centraĺe alargada e assiḿetrica.
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5 Conclus̃oes

A teoria do efeito de colis̃oes no espectro atômico é bastante desenvolvida e diferentes
métodos podem ser empregados no cálculo do perfil espectral. A Abordagem Quasi-estáticaé a
mais indicada para determinar a contribuição das colis̃oesà asa da linha, mas nãoé confíavel no
comprimento de onda central. O Modelo Quântico minimiza esse problema ao levar em conta
o movimento dos perturbadores, masé de dif́ıcil aplicaç̃ao. J́a a Teoria Unificada, por conter
aspectos das duas abordagens, tem a vantagem de permitir o cálculo de toda a linha espectral,
para qualquer densidade de perturbadores.

O Modelo de Anderson-Talmańe a teoria unificada com maior aceitação e fornece resulta-
dos em boa concordância com observações e experimentos. Para aplicá-lo, é necesśario fazer
algumas suposiç̃oes sobre a interação entre o emissor e os perturbadores, especialmente que
eles interagem fracamente, e assumir que os perturbadores são independentes. Considerando
a hiṕotese erǵodica, a interaç̃ao com os v́arios perturbadores pode ser estudada através da co-
lisão do emissor com apenas um perturbador. Ela deve ser modelada por algum potencial, de
prefer̂encia que leve em conta as caracterı́sticas da interaç̃ao: atraç̃ao a longa dist̂ancia, mas
repuls̃ao quando as partı́culas s̃ao pŕoximas.

Apesar de ñao cumprir os dois pré-requisitos, um potencial do tipo poço-quadradoé útil
por permitir o ćalculo anaĺıtico da funç̃ao de autocorrelação, cuja Transformada de Fourier dá o
perfil de linha. Com isso,́e posśıvel calcular facilmente perfis para diferentes parâmetros f́ısicos
e estudar a inflûencia da variaç̃ao desses parâmetros no espectro. Esses resultados podem ter
seu caŕater qualitativo generalizado para outros potenciais.

A primeira verificaç̃ao foi que a profundidade do poço de potencial está associadàa posiç̃ao
dos sat́elites, o que j́a era previsto pela teoria. Notamos, também, que a densidade de pertur-
badores influencia a largura e a intensidade da linha centrale das linhas-satélite, mas ñao suas
posiç̃oes. O aumento na densidade causa um crescimento na larguraà meia altura de todas
as linhas e na amplitude dos satélites, mas diminui a amplitude da linha central, pois o maior
número de perturbadores favorece a formação de quasimoléculas.

Verificamos tamb́em que, para estudar as influências da temperatura, era necessário realizar
a média sobre velocidades. Notamos, feito isso, que ela afeta pouco a linha central, apenas
diminuindo sua amplitude e aumentando lentamente sua largura. J́a o primeiro sat́elite é bas-
tante afetado, de maneira que depende bastante de existir ounão sobreposiç̃ao com a linha
central. Ñao existindo, o satélite é assiḿetrico, mas permanece na mesma posição e diminui
em amplitude e aumenta em largura com o aumento da temperatura. Para temperaturas altas, há
sobreposiç̃ao, dificultando a ańalise. Inferimos que a assimetria continua, mas agora a posição
do sat́elite varia em direç̃ao à linha central e a amplitude aumenta enquanto a largura diminui
com o aumento da temperatura. A provável raz̃ao para esse comportamentoé a conservaç̃ao do
fluxo. Inicialmente, o aumento na largura das linhas compensa a sua diminuiç̃ao em amplitude.
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Contudo, esse aumento ocorre de forma lenta, especialmente para a linha central. Em algum
momento,́e necesśario que a amplitude do satélite tamb́em aumente para que a diminuição da
amplitude da linha central seja compensada e a energia emitida conservada.

A descontinuidade do poço-quadrado foi eliminada com o usode um potencial representado
por uma meia-gaussiana invertida. A grande largura da parteconfinante desse potencial e o fato
de que ele vai de maneira lenta a zero causam um alargamento dalinha excessivo, incoerente
com o que seria esperado para o efeito de colisões. Esse potencial não é, por conseguinte,
um potencial adequado para descrever a interação entre o pŕoton e oátomo de hidroĝenio.
Um potencial de Lennard-Jonnes, que tem um poço com menor largura e, ainda,́e repulsivo
para dist̂ancias pequenas entre as partı́culas,é mais adequado para essa interação. Ele resulta
em perfis de linha que, qualitativamente, concordam bastante bem com observações, pois t̂em
linhas assiḿetricas, com desvio para o vermelho e, ainda, satélites viśıveis.

O métodoé, em geral, confíavel em sua previs̃oes qualitativas. A forma de corrigi-lo para
que elas sejam quantitativamente precisas já foi descrita: uso de potenciais numéricos realistas
e inclus̃ao dos momentos de dipolo no cálculo da funç̃ao de autocorrelação. Além disso, como
estamos interessado nas temperaturas relativamente altasque ocorrem na atmosfera de anãs
brancas, a ḿedia sobre velocidades deve ser realizada, pois vimos, por meio do estudo dos
perfis obtidos com o potencial de poço-quadrado, que nessa situaç̃ao elaé importante para que
os perfis corretos sejam obtidos.

Todavia, o estudo da linha espectral por meio de sua transformada de Fourier tem um alto
custo computacional, que não permitiu que essas correções fossem implementadas em tempo
hábil. O problema resume-se ao fato de que, embora seja imprescind́ıvel calcular a funç̃ao de
autocorrelaç̃ao at́e que ela seja quase nula, para que não haja perda de informação, tamb́em
é necesśario utilizar um passo pequeno, pois a transformada de Fourier discretaé períodica
no inverso do passo. Assim, para obter um intervalo satisfatório de freqûencias e detectar
os sat́elites,é necesśario ter um grande ńumero de pontos na função de autocorrelação. Desse
modo, aĺem de empregarmos um grande tempo para obter a função de autocorrelação, acabamos
usando quantidades grandes de memória no computador para armazenar todos os valores que
ser̃ao posteriormente integrados para obter a função, dificultando a execução dos programas.

Esperamos, porém, que, com a otimização do programa, seja possı́vel realizar ćalculos re-
alistas da contribuiç̃ao das colis̃oes ao perfil de linha. Tais contribuições poder̃ao, ent̃ao, ser
consideradas em modelos de atmosfera, melhorando a determinaç̃ao dos par̂ametros f́ısicos de
estrelas que possuam hidrogênio parcialmente ionizado, comoé o caso das anãs brancas DA.
Este trabalho pode ser considerado como o primeiro passo para isso, no sentido de que permitiu
a compreens̃ao da teoria de alargamento por colisões e seu emprego em problemas simplifica-
dos, que revelaram não śo o potencial de previsão do modelo, mas também suas limitaç̃oes.
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