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RESUMO

Este trabalho apresenta propostas para o remanejo de malhas em problemas
tridimensionais de grandes deformacdes. E focalizada a aplicacdo de uma formulagio
Lagrangeana-Euleriana Arbitraria, capaz de manter uma boa qualidade dos elementos finitos
ao longo de processos como conformagdo mecénica e impacto. Esta formulacdo € uma
alternativa a formulacdes Lagrangeanas, nas quais a malha de elementos finitos fica "colada”
a mateéria, o que ocasiona uma distor¢do excessiva da mesma. Para introduzir a formulagao
LEA, os aspectos relacionados a cinematica da formulacdo, o principio dos trabalhos virtuais,
a técnica de separacdo do operador LEA em dois passos (Lagrangeano Atualizado-LA e
Euleriano), os métodos de solugdo numeérica do problema e as leis constitutivas sdo revistos.
Em seguida, sdo descritas as técnicas de realoca¢do nodal para o remanejo de malhas e 0s
procedimentos para a transferéncia de dados (utilizados apo6s a realocacdo nodal para a
passagem dos valores das variaveis de estado da malha do passo LA para a malha realocada
do passo Euleriano). Finalmente, sdo apresentados critérios de avaliacdo da distor¢do e do
erro, empregados para a verificagdo da qualidade da malha e dos resultados obtidos em
aplicacdes numéricas realizadas. A formulacdo LEA mostrou ser uma alternativa eficiente em
muitos casos, porque possibilita um remanejo de malhas automatico com resultados de boa
qualidade sem precisar interromper a analise.

Xvii



ABSTRACT

This work presents remeshing techniques for three-dimensional large deformation
problems. It is focused on the application of an Arbitrary Lagrangian-Eulerian (ALE)
formulation, which is able to mantain the finite elements shape during processes such as metal
forming and impact. This formulation is an alternative to Lagrangian formulations, where the
finite element mesh, attached to the material, suffers excessive mesh distortion. To introduce
the ALE formulation, the aspects related to kinematic, virtual work principle, operator
splitting technique in two steps (Updated Lagrangian-UL and Eulerian), numerical solution
methods and constitutive laws are revised. Then, nodal relocation techniques for mesh
adaptation and data transfer procedures (employed after the nodal relocation to transfer state
variables from UL mesh to relocated mesh of the Eulerian step) are described. Finally, mesh
distortion and error evaluation criteria are presented and used for verifying mesh quality and
results accuracy in the numerical applications performed. The ALE formulation is shown to
be an efficient alternative in many cases, because it provides automatic remeshing with good
quality results without interrupting the analysis.
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1 INTRODUCAO

O presente trabalho tem por objetivo desenvolver e aprimorar técnicas de remanejo de
malhas aplicadas a problemas tridimensionais de grandes deformacdes, usando 0 método dos

elementos finitos (MEF).

A justificativa para a escolha deste tema reside no fato de que a utilizacdo de técnicas
eficientes de remanejo de malhas possibilita a analise completa de problemas de grandes
deformacdes, mantendo a boa qualidade dos resultados ao longo de todo o processo. O tema
proposto é ainda uma area que se estd comegando a investigar, ja que a maioria dos trabalhos
publicados na area tratam problemas bidimensionais, 0s quais sa0 muito mais simples que a

simulacdo de problemas 3D.

O campo de emprego de analises de grandes deformacdes é amplo, tendo como
exemplos processos de conformagdo mecanica, tais como forjamento e estampagem, e

também a simulacéo de pos-flambagem e impacto.

Na simulacdo de problemas de conformacdo mecanica faz-se necessario o emprego de
algoritmos que sejam capazes de considerar fendbmenos complexos que agem
simultaneamente (contato e atrito; grandes deformacGes plasticas; retorno eléstico da peca
apos a conformacdo; tensionamento das ferramentas de conformacdo entre outros). A
simulacdo destes processos tem importancia estratégica pois permite a industria metal-
mecanica reduzir custos (evita-se a quebra das ferramentas de trabalho e a necessidade de

trabalho mecanico posterior) e obter um produto final de maior qualidade.

Em problemas que envolvem impacto sdo exigidos algoritmos capazes de simular o0s
fendmenos anteriormente mencionados, com a dificuldade adicional de considerar efeitos
dindmicos. Este tipo de simulacdo € empregado no projeto estrutural de automoveis, dnibus e
avides, onde a procura por projetos mais seguros é cada vez mais um item exigido. Além
disso, pode ser empregado no estudo de estruturas civis, tais como usinas nucleares, que

devem ter suas partes estruturais testadas nas mais diversas condi¢des de acidente/impacto.



Em processos de conformacdo mecéanica, pode-se atingir valores de deformacéo
plastica muito altos. Quando se emprega uma formulacdo Lagrangeana Atualizada (LA)
(McMeking e Rice, 1975), na qual a malha fica "colada" & matéria, essas deformacdes levam
a uma distorgdo excessiva da malha de elementos finitos. De modo a evitar a distor¢do da
malha, técnicas de remalhamento’ ou "remeshing" para problemas 2D (Cheng e Kikuchi,
1986; Cheng, 1988; Habraken e Cescotto, 1990) e 3D (Coupez, Soyris e Chenot, 1991,
Szentmihali et al., 1994), usando a formulacdo LA, vém sendo desenvolvidas. Essas técnicas
sdo, em geral, compostas de diversos passos, tais como: avaliagcdo da distor¢do da malha,
interrupcdo da analise se a malha é considerada distorcida, geragdo de uma nova malha mais
uniforme, transferéncia de dados da malha antiga (distorcida) para a malha nova e reinicio da
analise. Além disso, no caso de problemas 3D, deve-se frisar que o remalhamento no contorno
de um sélido tridimensional é uma tarefa complicada, visto que € dificil manter a correta
representacdo da sua superficie quando os nos externos mudam de posicdo. Deve-se
considerar também que a geracdo de uma malha ndo-estruturada 3D de boa qualidade,

especialmente de elementos hexaédricos, € um problema que ainda esta sendo investigado.

Diferentemente da formulagdo LA, a formulacdo Euleriana, em que a malha é fixa e a

matéria se move através dela, ndo é apropriada para representar o movimento dos contornos.

Para superar essas dificuldades, a formulacdo Lagrangeana-Euleriana Arbitraria (LEA)
foi proposta. Ela foi desenvolvida inicialmente para fluidos (Hughes, Liu e Zimmermann,
1981; Donea, Giuliani e Halleux, 1982) e mais tarde para problemas de grandes deformac6es
em solidos (Haber, 1984; Liu, Belytschko e Chang, 1986). Nesta formulacdo, 0 movimento da
malha é desacoplado do movimento da matéria, podendo-se reduzir a distor¢do dos elementos
finitos e manter os nos externos aderidos aos contornos. O remanejo de malhas é efetuado
através da realocagdo dos n6s da malha, sem mudar a sua quantidade ou suas funcbes de
interpolacdo. J& existem varios trabalhos a respeito desta formulagdo para problemas 2D (Liu
et al., 1988; Ponthot, 1995; Ghosh e Raju, 1996; Gadala e Wang, 1999), mas este nao é o caso
em 3D. Alguns fatores ainda fazem com que a utiliza¢do da formulacdo LEA em 3D seja uma
tarefa complexa, uma vez que é mais dificil representar corretamente a superficie dos corpos e

evitar a perda de volume, bem como definir técnicas eficientes de realocagdo nodal.

1 O termo "remalhamento”, inexistente na lingua portuguesa, é empregado como a traducéo do inglés para a
palavra "remeshing".



Alternativamente, a formulacdo LEA poderia ser utilizada em conjunto com um
remalhamento. Esta formulacdo seria usada até o momento em que se julgasse ser necessario
um remalhamento. Neste ponto a anélise seria interrompida, uma nova malha mais uniforme

gerada e a formulacdo LEA utilizada novamente ao se reiniciar a analise.

Em vista do que foi mostrado, o presente trabalho propbe-se, para problemas
tridimensionais, a: apresentar a formulacdo LEA e desenvolver técnicas de realocacdo nodal
para a mesma; avaliar a distorcdo geométrica e o erro nas analises efetuadas; investigar e

propor técnicas de transferéncia de dados.



2 REVISAO BIBLIOGRAFICA

Em funcdo dos objetivos citados na introducdo, a presente revisdo bibliografica
compreende os aspectos relacionados a formulagdo Lagrangeana-Euleriana Arbitraria (LEA),
ao remalhamento para a formulacdo Lagrangeana Atualizada (LA), a avaliacdo da distorcao
geométrica e do erro e a transferéncia de dados da malha distorcida (ou antiga) para a malha

realocada (ou nova).

2.1 FORMULACAO LAGRANGEANA-EULERIANA ARBITRARIA (LEA)

A formulacdo LEA surgiu com o propoésito de superar as dificuldades encontradas
guando se utiliza a formulacdo Euleriana ou a formulacdo LA em processos como

conformagdo mecénica, onde ocorrem grandes deformacoes.

Na formulacgéo Lagrangeana (McMeking e Rice, 1975), o sistema de referéncia é preso
ao corpo, ficando a malha "colada” a matéria. Este sistema é chamado de sistema de
referéncia material (SRM), de coordenadas materiais X. Dependendo da configuracdo de
referéncia empregada, tem-se um tipo de formulacdo Lagrangeana. Os trés tipos de
configuracdo de referéncia possiveis sdo: a configuracdo inicial (formulacdo Lagrangeana
Total), a ultima configuracdo equilibrada conhecida (formulacdo Lagrangeana Atualizada -

LA) e uma configuracdo intermediaria qualquer (formulacdo Lagrangeana Generalizada).

A titulo de comparacdo, neste trabalho sera considerada a formulacdo LA por ser mais
apropriada a leis constitutivas que dependem da histéria de deformagdo, como a
elastoplastica. Na Fig. 1 tem-se um corpo que sofre uma deformacdo entre os tempos t e
t+ A4t. Usando a formulagdo LA, os elementos se movem junto com o corpo deformado e,
portanto, podem ficar muito distorcidos. Essa distor¢cdo pode causar problemas numéricos e

de precisdo nos resultados.
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FIGURA 1 - Formulagdo LA - SRM

Por outro lado, na formulacdo Euleriana, o sistema de referéncia € fixo no espaco,
sendo chamado de sistema de referéncia espacial (SRE), de coordenadas espaciais x. Pelo fato
de o sistema ser fixo no espaco, os elementos finitos também estdo fixos no espaco e o
contorno do corpo deformado nem sempre coincide com um lado do elemento (Fig. 2). Isso
torna complicado levar em conta as condi¢Ges de contorno materiais mas, por outro lado, a

distor¢do da malha € inexistente.
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FIGURA 2 - Formulagédo Euleriana - SRE

A formulacdo Lagrangeana-Euleriana Arbitraria (LEA) desvincula o movimento da
malha do movimento da matéria. Por isso, é possivel usar técnicas para realocar os nos da
malha, colocando-os em posi¢cBes mais favoraveis e melhorando, assim, a qualidade da
mesma. Essa realocacdo pode ser feita em cada passo de tempo da analise, a fim de evitar o

aparecimento de elementos muito distorcidos.



A diferenca existente entre a formulacdo LEA e as formulac6es Euleriana e LA esta no
sistema de referéncia utilizado. Na formulacdo LEA, ele ndo é fixo no espaco e nem preso ao
corpo. Esse sistema é chamado de sistema de referéncia computacional (SRC). Nele, cada
ponto é identificado de forma univoca pelas coordenadas da malha . Como a posi¢do dos
pontos SRC néo é dada, ela pode ser escolhida livremente, conferindo bastante liberdade na
formulacdo do modelo matematico. Pode-se fixar o SRC no espaco, levando a uma
formulacdo Euleriana, ou entdo prendé-lo ao corpo, recaindo na formulagdo Lagrangeana. Ao
se escolher convenientemente a posicdo dos pontos no SRC, utilizando a formulagéo LEA,
pode-se diminuir consideravelmente a distorgdo dos elementos (Fig. 3).

t t+ At
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FIGURA 3 - Formulagdo LEA - SRC

A formulacdo LEA, em conjunto com o método dos elementos finitos ou das diferencas
finitas, foi usada inicialmente para simular processos de gases, fluidos e interacdo fluido-

estrutura (Hughes, Liu e Zimmermann, 1981; Donea, Giuliani e Halleux, 1982).

Donea, Giuliani e Halleux (1982) apresentaram modelos usando o método dos
elementos finitos para prever a resposta ndo-linear de sistemas fluido-estrutura submetidos a
cargas dinamicas transientes. A formulacdo LEA utilizada conduziu a um tratamento eficaz
das interfaces fluido-estrutura, onde os ndés se movem independentemente do movimento do

dominio e ndo aparece uma distorcao excessiva da malha.

A aplicacdo da formulacdo LEA em processos de conformacdo mecanica comegou logo
em seguida (Haber, 1984; Liu, Belytschko e Chang, 1986; Schreurs, Veldpaus e Brekelmans,
1986).



Pela revisdo da literatura realizada, o primeiro trabalho que tratou da formulacdo LEA
em solidos foi o de Haber (1984), que apresentou a descricdo cinematica, o principio dos
trabalhos virtuais e a energia potencial estacionaria para a formulagdo LEA de forma
incremental. Foram mostradas, ainda, aplicagdes no campo das grandes deformacdes, nas

areas de contato com atrito e mecanica da fratura.

Dois anos depois, Liu, Belytschko e Chang (1986) formularam as leis de conservacéo,
as equacdes constitutivas e a equacdo de estado para materiais dependentes do caminho de
carga para a formulacdo LEA. Foi proposto também um procedimento explicito para a
implementacdo computacional desta formulagdo em analises ndo-lineares e apresentada uma

aplicacdo em um problema 1D de propagacéo elastoplastica de onda.

Na mesma época, Schreurs, Veldpaus e Brekelmans (1986) definiram os sistemas de
referéncia SRM, SRE e SRC, j& mencionados, e um procedimento para a adaptacéo
automatica de malhas em que os nés sdo realocados sem mudar a topologia da malha. Este
procedimento mostrou-se eficaz, por conseguir melhorar a geometria dos elementos

distorcidos. A formulacdo LEA foi empregada em processos de conformacao axissimeétricos.

Em 1988 Liu et al., partindo do trabalho de Liu, Belytschko e Chang (1986), derivaram
as matrizes de rigidez tangente e geométrica através de um processo de linearizacdo
consistente. Os exemplos da barra de Taylor e de puncionamento 2D apresentaram bons

resultados.

Huetink, Vreede e Van Der Lugt (1990) propuseram um processo de suavizagéo local e
global das tensdes com o intuito de evitar instabilidades numéricas. A formulacdo do MEF foi
estendida para levar em conta o fenbmeno de contato. Para realocar nos de contorno

empregou-se uma curva do tipo "spline™, procurando assim evitar a perda de volume.

Ponthot e Hogge (1991) e Ponthot (1995) também apresentaram a formulacdo LEA
para 2D, utilizando a técnica de mapeamento transfinito para a realocagdo nodal,
implementando computacionalmente a formulacdo no codigo de elementos finitos para
conformacdo mecanica METAFOR (METAI FORming). No METAFOR, ambos 0s sistemas
de referéncia SRM e SRC sdo utilizados. Em cada instante do processo ha uma relacdo
biunivoca entre os dois sistemas de referéncia. As posi¢es nodais SRC podem ser prescritas
ou determinadas de modo que a distor¢do dos elementos se mantenha em niveis aceitaveis.

Por outro lado, duas dificuldades surgem no uso da formulacdo LEA. Termos convectivos



aparecem na equacéo de balanco de momento devido ao movimento relativo entre a malha e a
matéria. Além disso, as equacdes de equilibrio tém duas vezes mais incdgnitas que equacdes.
Para lidar com essas dificuldades sem que haja um custo computacional alto, como em Liu et
al. (1988) que resolve o problema de forma acoplada, propds-se a divisdo do operador LEA,
em cada passo de tempo, em dois passos: um passo LA seguido por um passo Euleriano
(Benson, 1989; Ponthot e Hogge, 1991). No passo LA, a malha se movimenta junto com a
matéria e, portanto, ndo ha termos convectivos. Neste passo, para casos quasi-estaticos, itera-
se até atingir o equilibrio usando o método de Newton-Raphson. Em casos dinamicos,
emprega-se 0 método das Diferencas Centrais. Em seguida, o passo Euleriano é executado,
impondo-se uma nova posi¢do da malha (mais uniforme) através da realocacdo nodal. Ao
impor-se 0 movimento da malha, elimina-se as incognitas em excesso existentes nas equacgdes
de equilibrio. Os dados (variaveis de estado) sdo transferidos da malha LA para a malha
realocada utilizando um desenvolvimento em séries de Taylor das tens6es (Ponthot e Hogge,
1991), que pode ser empregado quando a realocacdo nodal é aplicada em cada passo de tempo
e a distancia entre essas malhas é pequena. Apos isso, a analise continua no passo de tempo
seguinte. Segundo Benson (1989), a divisdo do operador LEA, por desacoplar os fenbmenos
fisicos nas equacfes governantes do problema, faz com que a precisdo da solucdo seja
potencialmente reduzida. A vantagem € que Se consegue separar equacGes complicadas em
equacOes mais simples que sdo resolvidas mais facilmente. Ainda segundo ele, algoritmos que
usam a divisdo do operador tém, em geral, menor custo computacional e sdo mais robustos

que aqueles que tentam resolver o problema de forma acoplada.

Bittencourt e Creus (1995) estenderam a formulagdo LEA para casos 3D no
METAFOR. A malha LEA ¢ obtida através da realocacdo nodal, fazendo uma média das
coordenadas dos nos vizinhos ao no a ser realocado. A formulagéo tem a limitagdo de ndo
conseguir realocar os no6s de contorno. A transferéncia de dados € feita através do
desenvolvimento das tensGes em série de Taylor proposto por Ponthot e Hogge (1991), valido

se a malha LA esta proxima da malha realocada.

Os trabalhos mais recentes na area, como 0s anteriores apresentados, tratam de
problemas 2D. Pijaudier-Cabot e Bodé (1995) empregaram a formulacdo LEA em anélises
transientes nao-lineares e propuseram uma técnica de remanejo de malhas baseada na
distribuicdo uniforme de um indicador que quantifica o salto de uma variavel de estado

escolhida (dano ou deformagéo pléstica equivalente) na interface entre os elementos.



Ghosh e Raju (1996) utilizaram uma técnica de realocacdo nodal que mistura adaptacao
do tipo r, que realoca os nds através de uma média ponderada das coordenadas dos nds
vizinhos para minimizar a distor¢do dos elementos, com adaptacdo do tipo s, que utiliza
elementos hierarquicos em zonas de alto gradiente de deformacéo pléastica a fim de capturar a

progressao da deformacéo plastica com mais preciséo.

Ponthot e Belytschko (1998) apresentaram a formulacdo LEA para o metodo dos
elementos Free Galerkin, também utilizando a separacdo do operador LEA. Este é um método
que resolve as equacdes diferenciais parciais sem utilizar malha. H& apenas nds, sem
conetividades. O método permite realocar os nés, concentrando a malha em zonas de

propagacao de trincas para problemas dindmicos de fratura.

Gadala e Wang (1999) utilizaram o mapeamento transfinito para realocar os nos da

malha. Novamente, o operador LEA é separado.

Askes, Rodriguez-Ferran e Huerta (1999) aplicaram a formulacdo LEA em uma analise
adaptativa de linhas de ruptura em placas. E proposto um indicador de remanejo de malhas
que captura linhas de ruptura que vdo aparecendo, bem como aquelas que ja se formaram.
Este indicador leva em conta a tensdo equivalente de von Mises e a deformacédo plastica em

cada ponto de integracéo.

Nota-se que ndo se encontra ainda na literatura trabalhos utilizando a formulacdo LEA
para problemas 3D, com excecdo do trabalho de Bittencourt e Creus (1995) que nao realoca
no contorno. Este é um dos objetivos do presente trabalho. As técnicas de realocacdo nodal a
serem propostas devem ser eficientes na obtencdo de malhas de boa qualidade e capazes de
realocar 0s nos de contorno, representando corretamente a superficie dos corpos e evitando a

mudanca de volume em relacdo a formulacdo LA.

A realocacdo nodal na formulagdo LEA pode ser vista como a aplicagdo de um método
de refinamento do tipo r (Diaz, Kikuchi e Taylor, 1983; Carey e Kennon, 1987; Kita e
Kamiya, 1994) em cada passo de tempo, no qual os nos sao realocados sem modificar a sua
quantidade nem o grau das suas func@es de interpolacdo. Neste método é preciso apenas gerar
uma malha, a malha inicial (a topologia da malha é mantida ao longo da anélise), aplicar a
realocacdo nodal e transferir dados apds esta.
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2.2 FORMULACAO LAGRANGEANA ATUALIZADA COM REMALHAMENTO

Em problemas de conformacgdo mecénica, a utilizacdo de uma formulagcdo LEA nem
sempre é suficiente para manter uma boa qualidade dos elementos ao longo de toda a andlise.
A qualidade dos resultados obtidos na analise depende, em grande parte, da forma dos
elementos que constituem a malha. Se um elemento for regular, um hexaedro de forma
proxima a um cubo por exemplo, os resultados serdo de boa qualidade; caso contrario, nao.
Uma alternativa para melhorar a qualidade da malha de elementos finitos € usar uma
formulacdo LA (McMeking e Rice, 1975) e, uma vez atingido um certo nivel de distor¢ao da

mesma, substituir a malha por outra mais uniforme (Hartley, Sturgess e Rowe, 1982).

Cheng e Kikuchi (1986) demonstraram, para casos bidimensionais, que a redefinicdo de
malhas é, muitas vezes, indispensavel, visto que a malha vai se distorcendo continuamente ao
longo do tempo em que é realizada a analise, devido a ela ficar “"colada™ a matéria na
formulacdo LA. A idéia proposta € redefinir a malha em uma determinada configuracédo
deformada. Todos os dados ou grandezas dependentes do tempo séo transferidos da malha
velha (distorcida) para a malha nova (mais uniforme). Essa redefinicdo de malhas pode ser

repetida varias vezes, até que se chegue ao fim da analise com uma malha de boa qualidade.

Além desses trabalhos, existem varios outros onde foram desenvolvidas técnicas de
remalhamento para 2D (Cheng, 1988; Habraken e Cescotto, 1990; Dyduch, Habraken e
Cescotto, 1992; Zhu, Zacharia e Cescotto, 1997) e também alguns trabalhos em 3D (Coupez,
Soyris e Chenot, 1991; Szentmihali et al., 1994).

Cheng (1988) apresentou 0s passos a serem seguidos em um processo de
remalhamento: avaliagdo da distor¢do e do erro, interrupgdo da analise quando a malha esta
distorcida, geracdo da nova malha, transferéncia de dados da malha velha para a nova e

reinicio da andlise a partir do momento no qual ela havia sido interrompida.

Um processo de remalhamento para problemas 2D ja esta implementado no cédigo
METAFOR (OImi, Bittencourt e Creus, 1996).

Para casos 3D, Coupez, Soyris e Chenot (1991) e Szentmihali et al. (1994)
apresentaram técnicas de remalhamento, usando elementos tetraédricos quadraticos de 10 nos,
em problemas de forjamento. As técnicas desenvolvidas foram capazes de simular todo o

processo de forjamento de pecas industriais de geometria complexa. Com relacdo ao tipo de
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elemento utilizado, o elemento tetraédrico se adapta melhor a contornos complexos e, além
disso, o tetraedro quadratico ndo sofre do problema de "locking" ou travamento da malha, que

pode ocorrer com tetraedros lineares de 4 nés.

2.3 AVALIACAO DA DISTORCAO

Os passos de avaliacdo da distor¢do e do erro e a transferéncia de dados, necessarios
para a formulacdo LA com remalhamento, sdo também utilizados na formulacdo LEA.
Portanto, as consideragdes a seguir sobre esses aspectos sdo aplicaveis também a esta

formulacao.

A avaliacdo da distorcdo e do erro tem grande importancia no processo de
remalhamento, visto que é ela quem vai indicar qual o momento mais adequado para a
geracdo da nova malha. Além disso, esta avaliacdo serve também para a verificacdo da
qualidade da nova malha gerada (ou da malha realocada na formulagdo LEA). Varios
trabalhos apresentam técnicas de avaliacdo da distorcdo geométrica (Habraken e Cescotto,
1990; Golias e Tsiboukis, 1994; Frey, Sarter e Gautherie, 1994; Zavatieri, Dari e Buscaglia,
1996) que servem, em muitos casos, ndo apenas para problemas de grandes deformagdes mas

também para pequenas deformacoes.

Habraken e Cescotto (1990) propuseram quatro critérios de avaliagdo da distorcdo
aplicados a elementos quadrilateros de 8 nds. No primeiro critério divide-se um quadrilatero
em quatro tridngulos, verificando a relacao entre a &rea maxima e a minima dos tridngulos. No
segundo, calcula-se os angulos de borda entre os lados adjacentes dos quadrilateros. No
terceiro, verifica-se a posicdo dos nos do meio dos lados e, no quarto, a esheltez dos
elementos quadrilateros. Cada critério tem valores limites a partir do qual os elementos sdo

considerados distorcidos.

Para elementos tetraédricos, Golias e Tsiboukis (1994) definiram um fator de qualidade
que indica a relacdo entre o raio da esfera inscrita e o raio da esfera circunscrita a um
tetraedro. Ja Frey, Sarter e Gautherie (1994) propuseram um fator que indica a relagédo entre o
raio da esfera inscrita e o didametro do tetraedro (valor maximo entre os comprimentos dos

lados).
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Zavatieri, Dari e Buscaglia (1996), também seguindo a idéia do fator de qualidade,
apresentaram um fator que relaciona o volume de um elemento com o seu perimetro. Este
fator serve tanto para elementos hexaédricos como para tetraédricos. O fator serd igual a 1
quando o elemento for um cubo ou tetraedro equilétero. Este critério é utilizado neste trabalho

(ver secdo 6.1.1).

O programa de geracdo de malhas e de visualizacdo de resultados PATRAN
(MSC/PATRAN, 1996) possui varios critérios de avaliacdo da distorcdo geométrica para
elementos hexaédricos, tais como: razdo de aspecto (aspect ratio), angulo de borda entre as
faces (edge angle), angulo de obliquidade entre as faces (face skew angle), angulo de
empenamento das faces (face warp angle), razdo de afilamento das faces (face taper ratio) e
angulo de torcdo entre as faces (twist angle). Devido a diversidade e abrangéncia dos critérios
oferecidos pelo PATRAN, eles sdo uma boa opcdo para a verificacdo das caracteristicas das
malhas de elementos finitos. Os critérios de distorcdo do PATRAN também sdo adotados e

estdo detalhados nas secdes 6.1.2 a 6.1.7.

2.4 AVALIACAO DO ERRO

Estimadores de erro vém sendo considerados um aspecto importante na andlise
numérica de estruturas desde o trabalho de Babuska e Rheinboldt (1978), que propuseram um
estimador a posteriori? para 0 método dos elementos finitos usando as normas dos espacos de

Sobolev. Este estimador era aplicado a problemas elastico-lineares de pequenas deformacdes.

Mais tarde, Zienkiewicz e Zhu (1987) desenvolveram um estimador de erros, também a
posteriori, que se tornou um dos mais conhecidos e empregados até hoje. Em conjunto com o
estimador, foi proposta uma técnica de refinamento de malhas nas zonas de maior erro. O
estimador de erros desenvolvido é baseado na diferenca que existe entre as tensdes exatas e as
tensdes aproximadas obtidas através do método dos elementos finitos. Como em muitas
situacGes ndo se conhece as tensdes exatas, elas sdo estimadas através de uma projecao e
suavizacdo das tensdes aproximadas obtidas. Este estimador € aplicado a problemas lineares
elipticos e serviu de base para alguns estimadores empregados em problemas de conformacao

mecanica.

2 O significado de a posteriori é que o erro é estimado ap6s ter sido calculada a solugdo do problema.
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Zienkiewicz, Liu e Huang (1988) apresentaram, para conformacdo mecénica, um
estimador para problemas de extrusdo em regime estacionario usando uma formulacéo rigido-
plastica (sem parte elastica). Eles usaram a projecdo e suavizagdo das tensdes desenvolvida
por Zienkiewicz e Zhu (1987) e propuseram um estimador de erros baseado na taxa de
dissipacdo de energia. Este estimador foi empregado tambem para problemas de localizagédo
de bandas de cisalhamento (Zienkiewicz e Huang, 1990) e para materiais porosos
(Zienkiewicz, Huang e Liu, 1990).

Cheng (1988) elaborou um critério que define o erro de um elemento como sendo a
diferenca entre a deformacéo plastica equivalente nesse elemento e nos elementos adjacentes.

Fourment e Chenot (1995) modificaram o estimador de erros de Zienkiewicz e Zhu

(1987) para aplica-lo a materiais viscoplasticos.

Em problemas de localizacdo, Péric, Yu e Owen (1994) apresentaram um estimador de
erros para casos elastoplasticos de pequenas deformagbes usando a formulagdo
termodinamica do problema. A extensdo a problemas de grandes deformacdes elastoplasticas

foi proposta por Marusich e Ortiz (1995).

Vaz Jr., Dutko e Owen (1998) desenvolveram um estimador de erros que leva em
consideracdo diversos aspectos, tais como: grandes deformacdes, dano e fratura do material.
Sdo usadas a taxa de trabalho pléastico, a taxa de trabalho do dano e a taxa do indicador de
fratura como parametros sinalizadores de erro, e comparados o0s resultados obtidos com cada
uma dessas taxas. Segundo os autores, o estimador de erros proposto reflete a natureza
dindmica dos fenémenos fisicos envolvidos, sendo capaz de capturar a progressdo da
deformacéo plastica e produzir malhas refinadas em regides de possivel falha do material.

Este estimador sera empregado neste trabalho (ver se¢édo 6.2).

2.5 TRANSFERENCIA DE DADOS

Apds a geracdo da nova malha na formulacdo LA com remalhamento, deve ser
realizada a transferéncia de dados da malha velha para a nova para que, apos isso, a analise
possa ser retomada no passo de tempo seguinte. Na formulagdo LEA, técnicas de

transferéncia de dados também devem ser utilizadas de modo a assegurar uma boa precisdo
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nos resultados. Portanto, para fins de transferéncia de dados na formulacdo LEA, a malha do
passo LA (distorcida) corresponde a malha velha, e a malha realocada corresponde a malha

nova. As consideracgdes a seguir sdo pertinentes a ambas as formulagdes.

Vaérios trabalhos prop&em técnicas de transferéncia de dados (Cheng, 1988; Crawford,
Anderson e Waggenspack, 1989; Kiridena et al., 1989; Martins et al., 1994).

No trabalho de Cheng (1988), a transferéncia de dados da malha LA para a malha
realocada é feita usando os valores nodais das grandezas. Para isso, primeiramente é feita a
interpolacdo dos dados (variaveis de estado) calculados nos pontos de Gauss da malha LA
para 0s nés da mesma. Esta interpolacdo é feita utilizando a técnica de suavizagdo dos
minimos quadrados proposta por Hinton e Campbell (1974). Em seguida, utiliza-se o
mapeamento isoparamétrico que aproxima os dados nodais a serem transferidos como um
vetor unitario desenhado do centrdide do elemento da malha LA ao n6 da malha realocada em
questdo. Feito isso, transfere-se os dados usando as funcgdes de interpolacdo do elemento

quadrilatero.

Crawford, Anderson e Waggenspack (1989) propuseram a técnica de inversao
paramétrica para a transferéncia de dados da malha LA para a malha realocada em problemas
2D utilizando elementos quadrilateros. Essa técnica consiste em encontrar o elemento da
malha LA ao qual cada n6 da malha realocada pertence. Para isso, faz-se a inversdo das
funcBes de interpolacdo dos elementos da malha LA que, para elementos quadrilateros de 4
nos, tem solucdo direta. O elemento da malha LA, onde o nd realocado se localiza, é
encontrado quando as coordenadas reduzidas do no estdo no intervalo [-1;1]. Na Fig. 4,0 ndé i
do elemento | da malha realocada pertence ao elemento formado pelos nos i, , i, , i;e i, da

malha LA.

| Malha
LA

Malha
realocada

<_

FIGURA 4 - Inversao paramétrica para obter os dados no n6 i da malha realocada
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Os passos para a transferéncia de dados séo:

(i) Transferéncia dos dados dos pontos de Gauss para os nés da malha LA usando a
técnica de suavizacdo de Hinton e Campbell (1974) e obtendo os dados nodais suavizados.

(ii) Realocacao nodal e obtencéo da malha realocada ou geracdo da malha nova.

(iii) Encontrar o elemento da malha LA ao qual cada né da malha realocada pertence,
usando a técnica de inversdo paramétrica de Crawford, Anderson e Waggenspack (1989), e
obter as coordenadas reduzidas do no neste elemento da malha LA.

(iv) Transferir os dados nodais suavizados dos n6s LA para cada né da malha realocada
usando as funcbes de interpolacdo do elemento LA correspondente e as coordenadas
reduzidas do no neste elemento.

(v) Transferir os dados nodais da malha realocada para os pontos de Gauss dos seus

elementos usando as funcdes de interpolacao dos elementos da malha realocada.

Habraken e Cescotto (1990) propuseram uma férmula de transferéncia de dados usando
os valores das varidveis de estado em nds da malha LA préximos ao no realocado e a

distancia entre eles.

Martins et al. (1994) desenvolveram um algoritmo para a implementacdo
computacional da técnica de inversdo paramétrica em problemas 3D utilizando elementos
hexaédricos de 8 nos, baseados no trabalho de Crawford, Anderson e Waggenspack (1989)
que trata casos bidimensionais. Para resolver o sistema de equacdes ndo lineares obtido no
processo, é utilizado o método iterativo de Newton-Raphson. O elemento da malha LA ¢é
encontrado quando as coordenadas reduzidas do né realocado estdo localizadas dentro dos
limites do espaco reduzido do elemento [-1;1]. Em problemas 3D com remalhamento, pode
ocorrer que alguns ndés da malha nova se encontrem fora da superficie externa da malha velha.
Nesses casos, € selecionada a posicdo mais préxima do né localizada sobre a malha velha
através de uma projecdo do no sobre a mesma. Obtida essa posi¢do, sdo calculadas as suas
coordenadas reduzidas através da inversdo paramétrica, possibilitando a transferéncia de
dados.

De forma a evitar solucgdes iterativas, Kiridena et al. (1989) propuseram subdividir um
elemento hexaédrico em 24 tetraedros. A solucéo é encontrada diretamente invertendo-se a

matriz de coordenadas volumétricas tetraédricas apresentada por Ergatoudis (1968). O
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elemento da malha LA é encontrado quando as coordenadas volumétricas do né realocado se

localiza dentro dos limites [0;1].

Uma outra abordagem existente é transferir os dados nodais da malha LA diretamente
para os pontos de Gauss da malha realocada (Yang, Heinstein e Shih, 1989; Jayadeva e
Narasimhan, 1995). Segundo PavanaChand e KrishnaKumar (1998), o problema desta
abordagem acontece quando os pontos de Gauss da malha realocada se encontram em
elementos diferentes da malha LA. Para quadrilateros de 4 nds podem ser até 4 elementos
diferentes e para hexaedros de 8 nds até 8 elementos. Neste caso, as fun¢des de interpolacao
de até oito elementos, se forem hexaedros, serdo usadas para calcular os dados nos pontos de
Gauss da malha realocada. Portanto, os valores calculados podem néo ser consistentes com a

variacdo do campo de deslocamentos nos elementos da malha realocada.

Com relacdo a transferéncia de dados em problemas de grandes deformagdes plasticas,
destaca-se o trabalho de Lee e Bathe (1994) e e o de Peric, Vaz Jr. e Owen (1999). O trabalho
de Lee e Bathe (1994) trata da avaliacdo de critérios de remalhamento e a questdo da
transferéncia de dados nas fronteiras do problema. Ja o trabalho de Peric, Vaz Jr. e Owen
(1999) apresenta, alem de técnicas de transferéncia de dados para materiais elastoplasticos
sujeitos a grandes deformac0es, estratégias de adaptacdo de malhas aplicadas a estes casos.

Neste trabalho, para os casos em que as malhas LA e realocada estdo préximas, a
transferéncia de dados é feita através de um desenvolvimento das tensées em séries de Taylor
(Ponthot e Hogge, 1991) (ver sec¢do 5.2.1). Por outro lado, para situagdes em que essas malhas
estdo afastadas, é proposto um algoritmo de busca e interpolacdo nédo iterativo (ver secao
5.2.2).
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3 FORMULACAO LAGRANGEANA-EULERIANA ARBITRARIA (LEA) PARA
PROBLEMAS DE GRANDES DEFORMACOES EM SOLIDOS

Neste capitulo sdo apresentados diversos aspectos relacionados a formulacdo LEA: a
cinemética da formulagdo, as suas equacgdes de conservacdo, a técnica de separacdo do
operador LEA, o método dos elementos finitos, o principio dos trabalhos virtuais, a matriz
tangente, os métodos de solugcdo numérica de Newton-Raphson e das Diferencas Centrais e as

leis constitutivas empregadas.

A implementacdo computacional foi realizada tomando como base o codigo de
elementos finitos para conformacdo mecanica METAFOR (METAI FORming), desenvolvido
por Ponthot e Hogge (1991) e Bittencourt (1994).

3.1 CINEMATICA DA FORMULACAO LEA

Neste trabalho, serdo definidos trés dominios para introduzir a formulagdo LEA e
comparar as suas caracteristicas em relacdo a formulacdo Lagrangeana Atualizada (LA) e a
formulacdo Euleriana. Na formulacdo LA é usado o dominio material (SRM), composto das
coordenadas materiais *X. O dominio espacial, com coordenadas espaciais fixas X, é
caracteristico da formulacdo Euleriana (SRE). Para a formulacdo LEA, um dominio de

referéncia (SRC), composto das coordenadas da malha y é empregado.

Estes dominios necessitam de transformacdes biunivocas entre as coordenadas
espaciais e as coordenadas materiais e da malha para relacionar o movimento da malha com o

movimento da matéria. Com esse propdsito, as coordenadas espaciais podem ser expressas

% Com relacdo a notacdo empregada para identificacdo de vetores e tensores, sdo utilizadas duas opcdes: letras
em negrito ou com indice subscrito. Os indices subscritos sdo componentes dos vetores ou tensores. Os indices
sobrescritos a direita em italico indicam nds, pontos de Gauss ou nomes de variaveis. Os indices sobrescritos a
esquerda indicam dominio (material, espacial ou referencial) ou instante de tempo.
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como funcdo das coordenadas materiais X e do tempo t (x(X,t)) (Malvern, 1969) ou como

funcdo das coordenadas da malha y e dotempot (x(y,t)).

Usando estas expresses, os deslocamentos da matéria (u) e da malha (), tomando °t

como o tempo inicial, sdo dados por

u(X,t) = x(X,t)—x(X,°), 1)

U(x.1) = x(x.t) - x(.°1).

Diferenciando as coordenadas espaciais expressas como funcdo das coordenadas
materiais, (X(X,t)), com respeito ao tempo t e mantendo fixas as coordenadas materiais X, a

velocidade da matéria v pode ser obtida como

v ox(X,1)

1 )

X

De forma similar, para as coordenadas da malha y, diferenciando (x(yx,t)) com

respeito ao tempo t tem-se

ox(x,1)
ot

V=

. (3)

X

A diferenga entre a velocidade da matéria e a velocidade da malha é chamada de

velocidade convectiva ¢
C=V-V. 4)

De forma a assegurar que 0s nos externos da malha de um corpo sélido permanegcam
sobre o contorno do mesmo, o contorno da malha (SRC) e da matéria (SRM) devem coincidir.
Para isso, a condicao a seguir (Schreurs, Veldpaus e Brekelmans, 1986)

cen® =0, ®)

onde n® é a normal unitaria ao contorno do corpo, deve ser imposta como uma restricdo no

funcional que define o problema. Isto ndo € feito no presente estudo, sendo esta condicéo
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apenas verificada a-posteriori. Se ela € cumprida, ndo ocorre movimento da malha na direcéo

normal ao contorno do corpo, mas apenas na direcdo tangencial.

Para uma fungédo vetorial arbitraria f,, a derivada material no tempo e dada pela

derivada convectiva

OX;

J

ot

of.

ot

of,

x ot

of.

+V, —, 6
I o (6)

X J

of, e,

X 8xj ot

X

onde o primeiro termo do lado direito da equacdo contém a taxa local de variacdo da funcéo

f, na vizinhanga de x;, enquanto que o segundo termo contém a taxa convectiva de variagdo
de f, (gradiente) na vizinhanca de um ponto a medida que ele se move para um lugar com

uma fungéo f, diferente (Malvern, 1969).

Similarmente, pode-se definir uma derivada referencial no tempo como

of, of,| ox;| of of| . of
2l "l T al xal i (7)
ot|, ot|, ot| ox; otf, OX,
x
Combinando as Eq. (6) e (7), a derivada material resulta
Al _ah| oo @
otly o], OX,

onde o ultimo termo representa o efeito convectivo devido ao movimento relativo entre a

matéria e a malha.

A relacdo da Eq. (8) tem dois casos particulares:

a) Formulagéo Lagrangeana (v, =V,): a matéria e a malha est&o "coladas”

of,

ot

_a,
. ot

X
b) Formulagdo Euleriana (v, =0): a malha esta fixa

of.

ot

_ o, of,

i
x Ot], OX;
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3.2 EQUACOES DE CONSERVACAO NA FORMULACAO LEA

Das leis de conservagdo, o balanco de massa é dado por

op oV,
A —+ —_ :O 9
atl, P ox. ®)

J

onde p éadensidade e v, é a velocidade da matéria.
A equacdo da quantidade de movimento é

que e verificada de forma trivial se € utilizado o tensor das tensdes de Cauchy o ;. A condigdo

de simetria deste tensor é o resultado da aplicacdo da equagdo de conservagdo da quantidade

de movimento e representa o balango de momento angular.

A conservacdo da quantidade de movimento deve ser satisfeita em qualquer ponto do

interior do corpo, através da equacéo de balangco de momento

oo :
0X; ot |«

onde b. séo as forcas de massa por unidade de volume. As forcas de inércia estdo colocadas

no lado direito da equacdo. Em problemas quasi-estaticos, nos quais as forcas de inércia
podem ser desprezadas, a Eq. (11) se torna
00

aTuqzo (12)

J

As expressdes (11) e (12) representam um conjunto de trés equacOes cada. Para a
solucdo destas equacdes, € necessario definir o volume e a superficie em consideracdo. Por se
empregar as tenses de Cauchy, tanto o volume quanto a superficie devem ser referidos a
configuracdo instantdnea do corpo, que varia ao longo de um processo de grandes

deformagoes.
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Em problemas nédo-lineares, como os de grandes deformacdes, € muito dificil se fazer a
necessaria estimativa inicial da solucdo das equacbes de equilibrio ou da configuracdo
equilibrada final. Isto pode ser resolvido dividindo os carregamentos que agem na estrutura
em varias etapas ou passos lineares, através de processos de linearizacdo das equacGes do
problema. Assim, se 0 passo de carga for muito pequeno, tem-se uma configuracdo
equilibrada num determinado passo de tempo muito semelhante a do passo anterior. Como
esta configuracdo equilibrada do passo anterior ja € conhecida, a mesma pode ser empregada
como estimativa da solugcdo para o passo atual, resolvendo esta questdo. Este tipo de

formulacdo é denominado incremental.

Da mesma forma que em problemas lineares, o conjunto de equacdes diferenciais que
caracterizam o equilibrio sdo substituidas por equacdes integrais através da aplicacdo do

principio dos trabalhos virtuais.

3.3 FORMA INTEGRAL DE GALERKIN DO BALANCO DE MOMENTO

Como a expressdo (12) é valida para qualquer ponto do corpo, a soma da mesma para

todos os pontos do volume instantdneo *«2, no sistema espacial x, deve continuar resultando

no valor zero:

J. (o +1)d*V =0 (13)
*0Q

onde du; é um deslocamento virtual arbitrario. Nesta expressdo, as trés equagdes de equilibrio

do continuo sdo entdo transformadas em uma Unica equagdo escalar, que representa o trabalho

virtual feito por forcgas de superficie e de volume.

3.4 FUNCOES DE INTERPOLACAO PARA O METODO DOS ELEMENTOS FINITOS

No método dos elementos finitos, o corpo ou o dominio de interesse é dividido em sub-
dominios, denominados elementos finitos. Estes elementos sdo interconectados através de nés

situados no seu contorno, sendo o deslocamento destes nos a incégnita basica do problema.
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Um conjunto de fungdes, normalmente conhecidas como fungdes de interpolacdo, estabelece
uma relacdo unica entre os deslocamentos no interior de cada elemento e seus deslocamentos

nodais, conforme a expressao

NNE

u=> ¢"ul, (14)
N=1

onde u representa o deslocamento do nd N na direcdo i, ¢" é uma funcdo arbitraria e

linearmente independente no né N (funcdo de interpolagcdo) e NNE € o numero de nés por

elemento. A partir do campo de deslocamentos u;, séo calculadas as deformaces e, apds

isso, com as relagfes constitutivas, sdo obtidas as tensbes. O método convergird para a
solucédo do problema desde que a soma das integrais sobre cada elemento forneca o valor da

integral sobre o corpo inteiro:

NELEM

ng( yav =y jXQE( JAVE (15)

onde NELEM é o numero de elementos da malha de elementos finitos. A Eq. (15) é valida
desde que haja continuidade dos deslocamentos entre os elementos. Sendo as deformacdes
calculadas como a derivada primeira dos deslocamentos, 0s mesmos deverdo ser continuos
para que nao ocorram valores de deformacdes infinitos na interface elementar, os quais
podem invalidar a Eq. (15). Se as fungdes de interpolagéo dos elementos finitos cumprem a
continuidade dos deslocamentos interelementares, estes elementos sdo denominados
conformes. Se elas sdo polindbmios completos, os elementos sdo também denominados
completos. As funcBes de interpolacdo dos elementos finitos devem ser conformes e

completas para que haja a convergéncia do método dos elementos finitos.

O deslocamento virtual em um elemento finito pode ser dado por
su; =gNou (16)

Para um elemento hexaédrico isoparamétrico de 8 nos, as funcdes de interpolacdo sdo

expressas como

#" =Sl e o e ), 17)
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3.5 O PRINCIPIO DOS TRABALHOS VIRTUAIS EM GRANDES DEFORMACOES
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A linearizacdo do principio dos trabalhos virtuais € feita para a equacdo constitutiva

especifica do material, sendo restringida a equacfes constitutivas que podem ser expressas em

taxas, tais como Truesdell e Jaumann.

Para um elemento finito E, substituindo a Eq. (16) na Eg. (13) tem-se
XQE
Como du é arbitrario no elemento, ele pode ir para fora da integral e ser eliminado
[ e mavE=[ ey rhavE-o,
XQE XQE
Empregando o teorema de Gauss no termo das tensfes em (19), tem-se
J. ¢N0'ij’jdXVE=J‘ (¢NO_”)’JdX\/E_.[ ¢’lj\lo-ijdXVE,
XQE XQE XQE
onde

J (¢N0'ij),j d’\/E:I ¢N0'ijvjdXSE.
XQE XFE

(18)

(19)

(20)

(21)

Nesta equacdo, *7"F é a superficie instantanea na qual as forcas sdo prescritas. Sabendo que a

equacéo de Cauchy ¢

(22)

onde v; sdo os cossenos diretores da normal externa a superficie e t; sdo as forcas de

superficie, a Eq. (21) fica
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J (¢Naij),jdva=J‘ Nt d*SE (23)
xQE x]—vE
Substituindo (23) em (20),

I ¢Naij,jdxv5:_[ ¢Ntid"SE—I oy dVE. (24)
XQE XQE

x]—vE

Finalmente, substituindo (24) em (19), chega-se ao principio dos trabalhos virtuais linearizado

com equilibrio de forcas

[ otoave-| gaste| g ave o 25)
XE xE Xk
Nt _ Nt (26)

onde FN'™ e FN® sdo respectivamente as forcas internas e externas no nd N na diregéo i.

O principio dos trabalhos virtuais apresentado ndo difere, aparentemente, da teoria
empregada na analise linear. Contudo, nota-se que o volume e a superficie do corpo estdo
continuamente mudando, fato que ndo ocorre em pequenas deformagdes. Assim, além das
tensdes de Cauchy, o volume no qual sdo integradas as tensdes também é dependente dos
deslocamentos. Devido a isso, a Eq. (25) torna-se n&o-linear, ndo importando a relagéo
constitutiva empregada. Esta ndo-linearidade € usualmente chamada de geométrica. O mesmo
vale para os termos do trabalho virtual externo, que pode também ser dependente dos

deslocamentos, pois nenhuma restri¢do foi feita quanto ao tipo de carga externa aplicada.

A integracdo do principio dos trabalhos virtuais é realizada sobre a superficie e 0
volume instantdneos do corpo (configuracdo deformada), pois 0 mesmo estd descrito em
termos de tensdo de Cauchy, que € a medida de tensdo verdadeira ou real e, por isso, € sempre

referida a configuracéo instantanea do corpo.
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3.6 MATRIZ TANGENTE PARA A FORMULACAO LEA

A matriz tangente é empregada em problemas ndo-lineares quasi-estaticos, utilizando
cddigos implicitos onde os sistemas de equagdes sdo resolvidos iterativamente através do

método de Newton-Raphson.

O objetivo deste item é mostrar as caracteristicas da matriz tangente na formulacao
LEA, comentando as dificuldades que aparecem na sua solugdo, devido ao excesso de
incAgnitas, e introduzir a técnica de separacdo do operador LEA, utilizada para superar essas
dificuldades. Apesar de casos dindmicos serem tratados pelo método explicito das Diferencas
Centrais, no qual ndo hd matriz tangente, a técnica de separacdo do operador LEA a ser
apresentada também € empregada nesses casos, por facilitar a obtencdo da solu¢do do
problema.

Para se obter a matriz tangente na formulacdo LEA, a linearizacdo do principio dos
trabalhos virtuais € executada mantendo as coordenadas de referéncia fixas, diferentemente da
formulagdo Lagrangeana, onde as coordenadas materiais sdo mantidas constantes. A
expressdo (25) pode ser transformada para o dominio de referéncia como

N
J' %a?f_maijj 47V E :J- oMt JSdZSE+J. #"bJ dAvE (27)
o O OX, e o

onde J° é a relagdo escalar entre 0*V E/a%vE e J é o determinante do Jacobiano entre os

dominios espacial e referencial

J= det(a—xj . (28)
%4
De forma a simplificar a notacéo utilizada, a derivada convectiva da Eq. (8),
of. of. ~ | Of.
— == v -v)—,
oty ot OX;
nos passos seguintes sera dada por
%. = Fi+(vj -V;) il : (29)
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onde

of

£

ot ot

X X

Considerando as forcas externas como conservativas, a matriz tangente K

int
kT=F (30)
oy

correspondente a Eq. (27), pode ser obtida considerando as forgas internas em taxas com a

configuracdo de referéncia mantida constante

F‘ltl,int _ aFiN,int| _ aFiN,int d_}(: KTd_Z o
i ot \Z oy dt dt

* . N - . *
20f Ofm| | OX; OXj X,

Na Eqg. (31) existem trés grandezas em taxas. A primeira delas, que relaciona as coordenadas

¥ € X, pode ser manipulada considerando a seguinte identidade

Om X _ Sk (32)
OX; O¥m

onde & € o delta de Kronecker. Aplicando a derivada temporal no dominio de referéncia (*)

na Eq. (32), tem-se

%o %) (5, T @
OX; O¥m

Fazendo a derivada do produto no termo a esquerda e a derivada de uma constante no termo a

direita esta expressdo fica

[a;(m] %, +a;(n(axkj . (3)
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onde, no termo entre parénteses da direita, pode-se inverter a ordem de aplicacdo das

derivadas da seguinte forma

* *

8_X=[0Lj (35)
9xn \Oxn

Assim, a partir da Eq. (32), chega-se a (Liu et al., 1988)

Oxm | O% +6;(n 0 Xy 0 (36)
oX; | Oxm OX; Oxn
onde
x =2 _q (37)
at X

e a velocidade da malha. Isolando (9, /0x; )" na Eq. (36) e nela substituindo v, , tem-se

*

Ot | _ _ Oftm Otn M _ _ Oft N (38)
OX; 0%, OX; dx, 0%, OX;

O segundo termo da Eq. (31) contém a derivada convectiva das tensdes, obtida
substituindo o;; na Eq. (8) como

O =0y~ GOy s (39)

1]

onde

Oy = Cijklv(k,l) + Sjklv[k.l] ‘ (40)

e Vv sdo

Nesta equagdo o € a derivada material das tenses no tempo; Vv, ]

(ki)
respectivamente as partes simétrica e antissimetrica do gradiente de velocidade. O tensor

constitutivo elastico da taxa de tensdo de Cauchy é dado por C, . O termo C,V,, ,, pode ser

interpretado como a parte de deformacao pura para a taxa de mudanca das tensdes de Cauchy.
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Para obté-lo, pode-se empregar uma taxa de tensdo como Jaumann ou Truesdell. Neste

trabalho utiliza-se a taxa de Jaumann com relagdo constitutiva isotropa. O tensor S, contém

a parte rotacional da taxa de tensdo de Cauchy, que € nula em casos como tracdo e

compressdo simples onde ndo ha rotacao.

No terceiro termo da Eq. (31) aparece o determinante do Jacobiano em forma de taxa

que, segundo Donea, Giuliani e Halleux (1982) e Liu et al. (1988), é dado por
J=3%,,.

Substituindo (38) e (41) em (31), e colocando J em evidéncia

o N o *
FiN,lnt:j a¢ [_87&71 avk O___+a)(m o'..—i-%zm Gijvkkil‘] dZVE
X !

-~ a;(mL ox ox; ' oax; ' ox

A Eq. (42) pode ser transformada de volta ao dominio espacial x como

. O
FiN,mt :J- o¢ __Jo-ik +O'ij+0-ij\7kk JdVE ou
X aXJ 8Xk ’

*

*
Njnt _ N e I E
*Q

onde no primeiro termo é trocado o indice j por k. Substituindo (39) em (43)

*

Njnt _ N| 3§ * - E
0

(41)

(42)

(43)

(44)

Para separar os termos relacionados a velocidade da materia v; (formulagdo LA) dos termos

relacionados a velocidade convectiva ¢ (formulagdo LEA), substitui-se V =v, —

(44)

*

FiN,lnt

c

na Eq.

ZJ. ¢,Ij\| [— (Vik = € k)T + Tjj— GOy ik + (Vik —Ck,k)o'ij} dVEou (45)
XQE
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Njnt _ N * E
)

Separando os termos LA dos termos convectivos

RN = o ¢,’j\l |:(O-ij —VkOik + Y%k Tij) +(Cj kTik — CTij x — C kT )}J d*VE.  (46)
onde a.ij é dado pela Eqg. (40). Os termos agrupados a esquerda na Eq. (46) sdo idénticos aos

da formulacdo LA. Na formulacdo LA, as velocidades da malha e da matéria sdo iguais

(V. =V, ) e, consequentemente, ¢ =0. Neste caso, desaparecem 0s termos convectivos e a Eq.
(46) recai na formulagdo LA. Contudo, no caso da formulagdo LEA, V. e V. estdo
desacoplados e as equacOes de equilibrio tém duas vezes mais incdgnitas (V. e v. tém trés

incognitas por nd cada, o que d& seis incognitas por nd ao todo) do que equagdes (trés por nd).
Para resolver o problema do excesso de incognitas é utilizada, em cada passo de tempo, a

separacao do operador LEA.

3.7 TECNICA DE SEPARACAO DO OPERADOR LEA

A separagdo do operador LEA utilizada foi proposta por Benson (1989) e Ponthot e

Hogge (1991) e consiste em aplicar um passo LA seguido de um passo Euleriano.

3.7.1 Passo LA

No passo LA, o movimento da malha e da matéria estdo acoplados (V =v,). Neste

passo, em se tratando de um codigo implicito, calcula-se a matriz tangente para a solucéo do
problema (Eq. (46)) e, ao se atingir o equilibrio, obtém-se uma malha geralmente distorcida.

A matriz tangente é calculada sem necessidade de avaliar os termos convectivos (¢ =0)

FiN’int :J ¢,,j\l|:o-ij_vj,ko-ik +Vk,ko-ij:|‘] d>\/E (47)
XQE
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Detalhes na determinacdo da matriz tangente para problemas de contato usada neste

trabalho podem ser encontrados em Bittencourt e Creus (1998).

3.7.2 Passo Euleriano

Apos ser atingido o equilibrio no passo LA, é executado o passo Euleriano, onde os nés
da malha séo realocados de forma a diminuir a distor¢do dos elementos. Esta realocacdo nodal

produz um efeito que pode ser interpretado como a eliminacgéo das incognitas V. da Eq. (46),

visto que a nova posic¢do dos nds é imposta de forma a controlar a deformacdo da malha e

reduzir a sua distor¢do. De fato, as incognitas V. ndo aparecem nas equacdes governantes do

problema e ndo sdo calculadas, uma vez que é utilizada a Eq. (47), a qual é a mesma da

formulacédo LA.

Ainda no passo Euleriano, transfere-se os dados (variaveis de estado) da malha do
passo LA para a malha realocada. Técnicas de realocacdo nodal para melhorar a qualidade da
malha sdo propostas no capitulo 4.

Apobs a aplicacdo de uma técnica de realocacdo nodal, a transferéncia de dados da
malha LA para a malha realocada pode ser feita com a aplicacdo da derivada convectiva das
tensdes (Eqg. (39))

50”

ot
x

_ 80'”

50'”-
ot

k .
OXy

(48)

X

Neste trabalho, a transferéncia de dados é realizada através da integragdo no tempo desta
expressao, onde a velocidade convectiva é substituida pela distancia entre um determinado
ponto de Gauss na malha LA e na malha realocada. Este procedimento estd descrito no
capitulo 5 e € valido se a malha realocada esta proxima da malha LA. As caracteristicas de um
algoritmo de transferéncia de dados (acuracidade, dispersivo, dissipativo, monotdnico e

conservativo) sdo discutidas por Olovsson (1997).

No passo Euleriano ndo € verificado o equilibrio. Depois deste passo, 0 processo
iterativo de célculo continua no passo de tempo seguinte, onde novamente se utiliza a
separacdo do operador LEA. De acordo com Ponthot e Hogge (1991), a transferéncia de

dados da malha LA para a malha realocada pode causar algum trabalho extra no inicio do
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passo LA do passo de tempo seguinte, especialmente em problemas de contato. Se a
realocacdo nodal ndo for bem feita, ou seja, ndo mantiver aproximadamente o contorno LA ou

se tiver a malha ficar com uma forma muito distorcida, o processo iterativo tendera a divergir.

Tanto para problemas quasi-estaticos (usando um codigo implicito onde se utiliza a
matriz tangente) quanto para problemas dindmicos (usando um codigo explicito no qual nao

hé& matriz tangente), é feita a separac@o do operador LEA.

3.8 SOLUCAO NUMERICA DO PROBLEMA

Os célculos do método dos elementos finitos para atingir o equilibrio sdo executados no

passo LA, no qual X =y e todos os termos convectivos desaparecem. A forma fraca

completa da Eqg. (11), incluindo termos de contato e de inércia, pode ser escrita como
(Bittencourt e Creus, 1998)

IG;(@jdV+ij e U dV=IB-5udV+IF o U dS+jT ¢ G dS (49)
o) 8X Yo 0 rF re

Na Eq. (49) £ é o dominio em uso que segue 0 movimento do corpo; 7~ € o contorno
do dominio e compreende o contorno com deslocamentos prescritos 77V, o contorno com
forcas de superficie prescritas 7”7 e o contorno de contato 7. Além disso, ( : ) representa o
produto escalar de matrizes e (o) representa o produto escalar de vetores. X, G representam o
campo de deslocamentos no corpo (£2) e no contorno de contato (7°°) respectivamente;
requere-se que ambos sejam C° (funges continuas). X é o campo de aceleragdo no corpo
(£2). F, B séo as forgas de superficie e de volume prescritas, respectivamente. o € 0 campo
do tensor das Cauchy, que se requer que seja C* (fungéo e derivada primeira continua). T sdo
as forcas de contato no contorno de contato (7°°) (veja detalhes em Bittencourt e Creus,

1998) e p é adensidade. O prefixo ¢ significa uma variacdo arbitraria, virtual e compativel.

Apdbs definir-se um modelo pelo método dos elementos finitos para o corpo e

eliminando os deslocamentos nodais virtuais, a Eq. (49) pode ser reescrita como

MX +F™_F& =0, (50)
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onde F™ e F® representam, respectivamente, as forcas internas e externas atuando nos nés

dos elementos finitos. X é a aceleracdo nodal e M é a matriz de massa consistente, obtida do

segundo termo da esquerda da Eq. (49).

Para problemas dinamicos, a Eq. (49) é resolvida, neste trabalho, empregando o método
explicito das Diferencas Centrais. N&o existe, portanto, uma matriz tangente (ver secéo 3.8.2).
Para problemas elastoplasticos, a deformacéo plastica € um fenémeno dissipativo e, por essa
razdo, atua como um amortecimento em casos dindmicos. Em metais, 0 amortecimento das
deformacOes elasticas é pequeno e pode ser desprezado. Sendo assim, ndo é necessario

considerar o termo de amortecimento na Eqg. (50).

Para problemas quasi-estaticos, os efeitos da inércia sdo desprezados e o primeiro

termo a esquerda da Eq. (50) desaparece e tem-se
FM=Fe, (51)
O conjunto de equagdes ndo-lineares da Eq. (51) € resolvido, neste trabalho, através do
metodo de Newton-Raphson (ver secéo 3.8.1).
3.8.1 O método de Newton-Raphson

Na pratica, € impossivel obter a igualdade na Eg. (51). Em vista disso, é aceitavel um

residuo r
r=FM™_Fe, (52)

desde que a expressao abaixo seja menor que a tolerancia ¢

Il
<g, 53
P >
na qual | | é a norma Euclidiana e onde pode ser adotado o valor de &=1x10". A norma
Euclidiana do residuo € dada por
1 NGL

_ 2
U P (54)
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onde NGL é o numero de graus de liberdade por no.

Para verificar a Eqg. (53), é necessario minimizar r. Isto é feito através do método de

Newton-Raphson, onde '*'r é o residuo na iteracdo j+1, linearizado utilizando o seu
desenvolvimento em série de Taylor limitada ao primeiro termo. Lembrando que a busca de

uma configuracdo equilibrada é feita no passo LA do operador LEA, tem-se
Iy~ dr4dir=0, (55)
e desenvolvendo o residuo em série de Taylor limitada ao primeiro termo

. ) ]
‘”r;%+{%€FX:O. (56)

Isolando o deslocamento incremental dX em (56), obtem-se

ax :_ir{a_jr}_l 7)
oX
onde
o}
KT:E% (58)
¢ a matriz tangente na iteracao j. Uma aproximacdo melhor é obtida pela expressédo
Iy = X +d X (59)

O processo iterativo é repetido até que a precisio desejada para '*'r seja atingida. O método
de Newton-Raphson é um método implicito pois as equacdes sdo empregadas no tempo ™t

para calcular a matriz tangente no tempo 't

3.8.2 O método das Diferencas Centrais

Em determinados tipos de problema, como quando ocorre impacto entre corpos, é
necessario levar em consideragdo os efeitos de inércia na equacdo de balanco de momento

(11) da seguinte forma
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X
JAR)

onde o termo da direita representa as forcas de inércia de d'Alembert. A solucdo é calculada

00 _
ﬂ-'_bl =p %
OX; ot

no passo LA do operador LEA.

Aplicando o principio dos trabalhos virtuais, com equilibrio de forgas, na Eq. (60) tem-

se uma expressdo similar a Eq. (25), apenas acrescida do termo de inércia
J pp"N XNg" d*VE +I oy dVE =J Nt d”SE +J #"b dVE, (61)
X_QE XQE ><1—~E X_QE
onde X, =¢" XN é aceleracéo na direcéo i. O termo de inércia pode ser rearranjado como
J‘ p¢K¢N>'('iN d)\/E :FiN,inércia, (62)
xQE
que representa a forca de inércia no n6 N na direcdo i. As forcas de inércia que atuam em um
elemento podem ser escritas como
F E,inércia — M E)'(' E (63)

onde M E é a matriz de massa consistente do elemento, a qual é calculada levando em conta a
densidade p, os valores das funcdes de interpolacdo ¢" e ¢* e o volume do elemento
(Jacobiano). Na formulacdo LEA, apds o passo Euleriano, a matriz de massa consistente deve
ser refeita porque o volume dos elementos pode mudar devido a aplicacdo de uma técnica de

realocacdo nodal no passo Euleriano.

A Eq. (50), reescrita abaixo, € dependente do tempo e pode ser resolvida através de um
método de integracdo temporal direta, que consiste em solucionar esta equacdo em tempos

discretos
MX + F'™ —F& =0,

No intervalo entre um tempo de andlise e outro assume-se uma certa variacdo de
deslocamentos, velocidades e aceleragdes. A forma de se considerar esta variagdo vai

determinar a precisdo e a estabilidade do método empregado. Utiliza-se, neste trabalho, o



35

método explicito das Diferencas Centrais, onde as velocidades e aceleracfes se relacionam

com os deslocamentos através das expressdes

12 G l 1 .

k= =), (64)
i v 1 (jw2y a2y

X = AJ+1/2t(J+ X! X)' (65)

Nas equacdes acima, os super-indices identificam o passo de tempo da analise: j='t,
j+l=lt+at e j+1/ 2:(j+1t— j_]‘t)/ 2. Pode-se considerar que a variagdo do At nesses

passos de tempo é desprezivel, entdo At = A1t = A"V 2¢

A partir das Eq. (64) e (65) é possivel calcular os deslocamentos no passo j+1, 11X,
conhecidos os deslocamentos no passo j. A aceleragdo no passo j pode ser calculada usando a
Eq. (50) como

X =M(IFet_IEn), (66)
Conhecendo (66), pode-se isolar '*/2X na Eq. (65)
X = X At X (67)

onde "2 X & conhecido do passo precedente. Tendo calculado '**?X , pode-se obter ** X

isolando este termo na Eq. (64)
FIX =X + 4t 772X ou (68)

FIX = X 4 a2 X+ at MTR ST
onde ! X é conhecido do passo anterior. Utilizando o valor de **X , calcula-se F'™ e F

para 0 passo seguinte.

Para dar inicio ao processo, é preciso conhecer os deslocamentos iniciais °X e as

velocidades iniciais ° X . Além disso, considera-se que ¥2X =% X .

Este algoritmo é denominado de explicito porque as equacgdes (64) até (68) sédo

empregadas no tempo 't para calcular '** X no tempo '*'t. A matriz de massa da Eq. (66) é
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diagonalizada, sendo a sua inversa trivial. A diagonalizacéo, para os elementos lineares aqui
utilizados, é feita através da soma das linhas da matriz na diagonal. Assim, as aceleracdes da
Eq. (66) sdo obtidas diretamente, sem a necessidade da solu¢do de um sistema de equacdes. A
diagonalizacdo da matriz de massa leva a uma reducdo das frequéncias naturais, o que é

compensado pelo aumento das frequéncias causado pelo método das Diferencas Centrais.

O efeito da ndo-linearidade (fisica e geométrica) estd presente apenas no calculo de

F'™ e F® Sendo assim, o algoritmo do método das diferencas centrais é igual ao utilizado
em casos lineares. Este método é condicionalmente estavel, isto é, o passo de tempo At
empregado deve ser menor que um passo de tempo critico para evitar que o método se

instabilize
At < At (69)

O valor do At*™ pode ser determinado pela condicdo de Courant-Friedrichs-Levy que,

desprezando o amortecimento, fica

A tcrit —

(70)

X

onde T™" é o periodo de vibragdo minimo da estrutura e @™ é a maxima frequéncia de
vibracdo da mesma. Em elementos finitos, uma forma equivalente de respeitar a condicéo (69)

é utilizar um passo de tempo que seja inferior ao tempo necessario para que uma onda de

crit

pressdo atravesse 0 menor elemento finito da malha. Neste caso, a expressdo do At™" para
problemas 3D é dada por
Atcm _ aLmin :al_min p(l+ V)(l—ZV) (71)
Vo El-v)

onde « € um fator de seguranca (usualmente 0,8), E ¢ 0 mddulo de elasticidade, v é o
coeficiente de Poisson, L™ é o menor comprimento percorrido para atravessar um elemento
finito e vo é a velocidade de propagacdo da onda de pressdo. Este tempo critico deveria,
teoricamente, ser calculado a cada passo de tempo, devido a geometria da malha de elementos
finitos ser modificada em cada passo de tempo. Contudo, para valores usuais de tamanho do

elemento e das constantes dos materiais, At™ é muito pequeno, de forma que L™ varia
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pouco de um passo para outro. Para diminuir o tempo de analise, o céalculo do At™ é refeito

apos um determinado nimero de passos de tempo.

A Eqg. (71) ¢é vélida somente para materiais elésticos. Todavia, neste trabalho pode-se
considerar materiais elasto-(visco)plasticos. Neste tipos de material, a velocidade de
propagacao das ondas no meio € menor do que em um material elastico. Portanto, a Eq. (71)
fornece valores de passo critico menores que 0 necessario, estando a favor da seguranca

quando se trabalha com materiais (visco)plésticos.

3.9 LEIS CONSTITUTIVAS

Um modelo hipoelastico é usado para simular o comportamento elastoplastico atraves

da expressao

o i‘j: = Hi(j:kl Dy » (72)

onde o} € o tensor das taxas de tenséo de Cauchy, Dy € o tensor velocidade de deformagéo e

Hi, € o tensor que contém relagdes constitutivas, todos eles avaliados em um sistema

corrotacional.

A Eg. (72) é integrada de forma objetiva usando o chamado método da Rotacdo
Instantdnea Final (Braudel, Abouaf e Chenot, 1986; Nagtegaal, 1982), no qual o processo é

separado em dois passos. Primeiramente, a integracdo é feita nos eixos corrotacionais
assumindo que a rotacdo € nula e D, permanece constante. Esta integracdo, para um material

elastoplastico ou elasto-visco-plastico, é executada com o método do Retorno Radial. Em
seguida, uma rotacdo dos eixos corrotacionais para 0s eixos globais é aplicada. Uma matriz de
rotacdo da ultima configuracdo equilibrada para a configuracdo instantanea é usada para
definir os eixos corrotacionais. Este procedimento é adequado para problemas elastoplasticos
com endurecimento is6tropo e pequenas deformacdes elasticas. Detalhes sobre este método
podem ser encontradas em (Ponthot, 1995). Procedimentos alternativos mais genéricos para
integracdo sdo apresentados por Marcon, Bittencourt e Creus (1999). Os passos do processo

de integracédo adotado estdo descritos no Quadro 1.
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QUADRO 1- Passos de calculo da formulacdo LEA

1 INICIALIZACAO. Entrada de dados: tempo inicial(°t) e final ("t), geometria (n6s
e elementos), condic¢des de contorno, cargas, leis constitutivas, matrizes de conformacao
(para problemas de contato).

2 OPERADOR LEA

2.1 Passo LA

"=t 4+ At - Lago sobre o passo de tempo
2.1.1 Aplicar o método de Newton-Raphson ou Diferencas Centrais para, a partir da

configuracdo de referéncia X=X , encontrar uma nova configuracéo instantanea
1y _j+1
X=X
2.1.2 Calcular o gradiente de deformacéo espacial °*F em cada ponto de Gauss
1
X _ _ ~ x
M = :3.—)( onde “'F="R %y %R | %1y - tensores de rotacdo e deformacao
pura
2.1.3 Célculo das tensdes de Cauchy ‘o
2.1.3.1 Calcular a matriz **U

1y =/%IFT %IF esta raiz requer que autovalores e autovetores sejam avaliados
2.1.3.2 Calcular a matriz °*R
0-1 R:071U -1 Ole
2.1.3.3 Obtencdo das tensdes de Cauchy (‘o®), em eixos corrotacionais (c), através da
integracdo da Eq. (72)

2.1.3.3.1 Preditor elastico (e)

ec_0

p®°=Cp® + K EMC - pressdo hidrostatica (K-modulo de incompressibilidade)
57°="s’ + 2G “'E;"° -componentes desviadoras (G-mad. de elastic. transversal)

_ 1 _ ~ o

Olghe _ 5 In[0 v 2] - tensor de deformacao logaritmica (requer que autovalores e
autovetores sejam avaliados para calcular o In da matriz U)

2.1.3.3.2 Corretor plastico: trazer as tensdes desviadoras para a superficie de
escoamento. Aplica-se 0 método do Retorno Radial, onde

‘st = s;° (ver o calculo de B no Apéndice A)

Obs: como a pressdo no precisa ser corrigida, 1 p®= p®°
10_”9 —
2.1.3.4 Rotagao de 'o°(*p°, 's}) para os eixos globais

10_:0-1R lo_C 0-1RT
2.2 Passo Euleriano
2.2.1 Técnicas de realocacdo nodal (Cap. 4)
2.2.2 Correcdo da posicdo dos nos de contato (s6 para problemas de contato) (secao
4.3)
2.2.3 Transferéncia de dados da malha LA para a malha realocada (Cap. 5)
3 AVALIACAO DA DISTORCAO E DO ERRO (para p6s-processamento) (Cap. 6)

4 SE "t<"t VAI PARA O PASSO 2, SENAO
5 FIM

lsf + 1pC5ij - tensdes de Cauchy em eixos corrotacionais
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4 TECNICAS DE REALOCACAO NODAL

A qualidade dos resultados obtidos em andlises de elementos finitos depende, em
grande parte, da qualidade da malha utilizada no método. A utilizacdo de uma formulacdo LA
pura leva a uma distor¢do consideravel da malha, devido a ela ficar "colada” a matéria.
Algumas alternativas para superar este problema sdo: utilizar uma formulacdo LA com

remalhamento ou utilizar uma formulacdo LEA.

No caso da formulagdo LA com remalhamento, existem diversos trabalhos que
propdem técnicas para a geracdo de malhas em problemas bidimensionais de grandes
deformacdes (Cheng e Kikuchi, 1986; Cheng, 1988; Habraken e Cescotto, 1990; Olmi, 1997)
e alguns trabalhos para problemas 3D (Coupez, Soyris e Chenot, 1991; Szentmihali et al.,
1994). Essas técnicas sdo geralmente compostas de varios passos: avaliacdo da distor¢do da
malha, interrupcdo da analise se a malha € considerada distorcida, geragdo de uma nova malha
mais uniforme, transferéncia de dados da malha antiga (distorcida) para a malha nova e
reinicio da analise. Em problemas de sélidos 3D, os quais sdo abordados neste trabalho, tem-
se a dificuldade adicional em manter a correta representacdo da superficie dos solidos quando

0s nds de contorno mudam de posic¢ao no remalhamento.

Com o intuito de evitar técnicas complicadas de remalhamento para a formulacdo LA,
utiliza-se a formulacdo LEA. Para se conseguir bons resultados com a formulagdo LEA, deve-
se obter no passo Euleriano da mesma uma malha menos distorcida que a malha do passo LA.
Alguns comentérios podem ser tecidos com relacdo as técnicas para atingir esse objetivo.
Uma técnica de realocacdo 2D que considera a velocidade do no realocado como a média da
velocidade dos nos vizinhos foi proposta por (Donea et al., 1980, citado por Donea, 1983).
Esta técnica foi aplicada a um problema de detonacdo de explosivos em um recipiente cheio
de 4gua. J& o mapeamento transfinito (Ponthot e Hogge, 1991; Gadala e Wang, 1998), por
exigir uma pré-definicdo de regides e poélos, é de implementacdo complexa em problemas 3D.
Por outro lado, a realocacdo nodal utilizando informacGes de nés vizinhos (Bittencourt e

Creus, 1995) ndo necessita de nenhum dado adicional além daqueles exigidos pela formulacédo
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LA. Este tipo de realocacdo nodal pode ser visto como um refinamento do tipo r, onde o

namero de nos e o grau das fungdes de interpolacdo dos elementos permanecem inalterados.

Bittencourt e Creus (1995) propuseram uma técnica de realocagdo nodal onde cada né é
realocado no centro de gravidade dos n6s que o rodeiam. A técnica proposta tem a limitacéo

de ndo realocar nos de superficies livres e de contato.

Neste trabalho, sdo propostas duas técnicas de realocacdo nodal: 0 Método da Média
Ponderada (MMP) e o Método da Interpolacdo Nodal Quadratica (MINQ), sendo que este
ultimo é capaz de realocar n6s de superficies livres e de contato (Aymone, Bittencourt e
Creus, 1999). Para empregar estes métodos, deve-se comecar a analise com uma malha
estruturada, gerada de acordo com regras que definem o nimero de divisbes da mesma em
cada direcdo. Os nds de malhas estruturadas estdo classificados em quatro grupos, de acordo

com o numero de elementos concorrentes no nd (NEC) (Fig. 5):

a) Nos de quina (g): NEC=1
b) Nés de borda (b): NEC=2
c) Nos de face (f): NEC=3 ou NEC=4
d) Nos internos (i):  NEC=6 ou NEC=8

A

A

FIGURA 5 - Tipos de nds: g(quina), b (borda), f (face), i (interno)

Na Fig. 6 sdo mostrados exemplos de nés com o numero de elementos que neles

concorrem (NEC).
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FIGURA 6 - Nimero de elementos concorrentes em um né (NEC).

Os nods de quina ndo sdo realocados porque a geometria do corpo seria modificada.
Dependendo do tipo de nd, é empregada uma técnica de realocacédo diferente. Para os tipos

mostrados acima, tem-se

a) Nos internos: MMP (NEC=6 ou 8)
b) Noés de face: NEC=3 (MMP), NEC=4 (MMP ou MINQ)
c¢) Nos de borda: MINQ (NEC=2)

A seguir sdo descritas as técnicas de realocacdo nodal. Em todas elas 0s nds externos
sdo realocados primeiro, para que, quando os nos internos forem realocados, eles utilizem

como base o contorno ja totalmente melhorado.

4.1 METODO DA MEDIA PONDERADA (MMP)

O MMP é empregado para realocar nos internos e nos de superficies planas. N6s de

superficies ndo-planas sdo realocadas usando 0 MINQ (ver secdo 4.2).

Usando os valores das coordenadas do centro de gravidade dos elementos ao redor de
um no, e o volume desses elementos como fator de ponderacdo, a nova posi¢cdo do no é

calculada. As duas situacdes possiveis, nds internos e externos, sdo analisadas a seguir.
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4.1.1 No6s internos: NEC=6 ou NEC=8

Primeiramente, o volume total (V") dos elementos que rodeiam o nd a ser realocado é

calculado como
NEC

vi=>Vv7, (73)
J=1

onde NEC é o nimero de elementos concorrentes nesse no.

Em seguida, as coordenadas do centro de gravidade de cada elemento J

(X2, X357, X$7) da malha LA ao redor do nd a ser realocado sdo calculadas através das

expressoes

NNE NNE NNE

DX 2. X2 2 %3
XF,J — N=1 , XZG,J — N=1L ’ X’S,J — N=1 ’ (74)
NNE NNE NNE

onde (X', X2, X3N) sdo as coordenadas nodais do elemento J e NNE é o nimero de nés por

elemento (8 para o elemento hexaédrico usado).

Finalmente, através de uma média ponderada, as coordenadas do nd realocado

(%1, %> 75) S0 obtidas

NEC NEC NEC
DXV D X$IV? > X$IV?
_J= _ J=l

J=1
r X2 Vai VT

o , (75)

1= v A3
onde o fator de ponderacéo é o volume de cada elemento (V”) no entorno do nd. O objetivo

do fator de ponderacédo é equalizar o volume desses elementos, isto €, o centro de gravidade
(X327, X357, X3 dos elementos de maior volume contribui mais para a nova posigdo nodal

que o centro de gravidade de elementos menores.

Alternativamente, em vez da média ponderada, pode-se usar uma média aritmética.
Neste caso, a soma do centro de gravidade dos elementos ao redor de um no é dividida pelo

numero de elementos ao redor do nd da seguinte forma
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NEC NEC NEC
S S She
=V = SV = S -6
“TTNEC 2T NEC PP NEC (76)

As expressdes em (76) sdao um caso particular de (75), quando todos os elementos tém o
mesmo volume. A média aritmética tende a mover menos os nds que a média ponderada, por

ndo considerar a diferenca de volume que pode existir entre os elementos.

Independentemente da técnica de realocacdo empregada, as coordenadas do noé
realocado ( y,, ¥,,x,) S&0 armazenadas no mesmo vetor auxiliar que contém as coordenadas
materiais ( X, X,, X,). Isto quer dizer que, ao realocar um né adjacente (X', X, X3') a
um nd ja realocado ( y,, 7., %,), sera utilizada a nova posi¢do do no ja realocado ( ,, ¥,, %3)

para calcular a nova posicdo do nd adjacente em questdo. Por outro lado, as coordenadas
materiais calculadas no passo LA continuam inalteradas. Elas serdo utilizadas em conjunto

com as coordenadas realocadas para a transferéncia de dados (ver Cap.5).

Os passos para a realocacdo nodal usando o MMP para nos internos estdo descritos no
Quadro 2.

Quadro 2 - Passos para a realocagdo nodal usando o MMP para nos internos

1 Laco sobre 0s n6s (NO variando de 1 ao Numero de Nés)
1.1 Laco sobre os elementos (J) ao redor do n6 NO (J variando de 1 a NEC)

1.1.1 Calcular o volume total dos elementos ao redor de NO
VT (Eq. 73)

1.1.2 Calcular o centro de gravidade de cada elemento ao redor de NO
XE XET X$ (Eq. 74)
Fimde 1.1

1.2 Calcular as coordenadas do né realocado NO
Xis X2 X3 (EQ. 79)
1.3 Atualizar as coordenadas materiais do né realocado
Xi= X2= X, X3= X3
1.4 Calcular a norma euclidiana de cada né (ver Eq. 77)
Fimde 1
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Um processo iterativo de realocacdo nodal pode ser empregado até que a maior
diferenca relativa entre as normas euclidianas das coordenadas dos nés em duas iteracdes
subsequentes seja menor que uma tolerancia, cujo valor padrdo é &=1x10". A norma

Euclidiana de cada nd na iteracdo i € calculada pela expressdo

'z = 22+ e+ 2t (77)

A maior diferenga relativa das normas euclidianas entre todos 0s nds deve ser menor que ¢ €

é dada por

wax([ 2] -] 4]

Ty

<E. (78)

i+1

O numero maximo de iteracbes permitido é 4. O Quadro 3 apresenta 0s passos do processo
iterativo de realocacdo nodal. Este quadro é valido para 0 MMP e 0 MINQ. Os passos "1" e
"Fim de 1" no Quadro 3 dizem respeito aos lacos e também aos sub-lacos do Quadro 2. Para
utilizar a realocagdo nodal iterativa com o MINQ, deve-se substituir estes passos pelos

correspondentes no quadro do MINQ (secéo 4.2).

Quadro 3 - Passos do processo iterativo de realocagdo nodal

i=1
(@) lteracéo i
1
Fimde 1l
(b) Iteracdo i+1
1
Fimde 1l

(c) Calcular a diferenca relativa méaxima entre as normas euclidianas
nos passos i e i+1

) - iZ)
i+1

4

MAXQ

DIFMAX =

(d) Se i <4 e DIFMAX > ¢ entdo i=i+1 e vai para (b), sendo vai para (e)

(e) Fim do processo iterativo de realocacao
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4.1.2 NOs de superficies planas: NEC=3 ou NEC=4

O procedimento é similar ao descrito na se¢éo 4.1.1 para nos internos. Contudo, em vez
de utilizar volumes, a area das faces externas dos elementos é usada como fator de

ponderacdo para a realocacdo nodal.

O primeiro passo é identificar as faces externas da malha de elementos finitos. Isto é
feito através da verificacdo do nimero de elementos que compartilham cada face. Para isso,
internamente no algoritmo, cada elemento hexaédrico é dividido em seis faces. Depois, faz-se
uma varredura nas faces dos elementos, comparando as conetividades de cada face de um
elemento com as conetividades das faces dos outros elementos. Se houver duas faces com as
mesmas conetividades, essas faces sao internas, pertencendo a dois hexaedros diferentes (Fig.
7). Se a face for externa, ela pertencera a apenas um elemento. Uma idéia similar ¢ utilizada

por Bet (1989) e Szczygiel et al. (1992) para a identificacdo de faces externas.

FIGURA 7 - Face interna de uma malha de hexaedros

O passo seguinte € verificar se as faces externas que rodeiam um né sdo planas. O

procedimento para isso € ilustrado na Fig. 8 para nds com NEC=4.

w 2
W w
W5 W1
wb w?
W7

FIGURA 8 - Identificacdo de superficies planas para NEC=4
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Na Fig. 8, vetores sdo definidos do ndé em questdo aos nds dos elementos ao seu redor e é feito

um produto vetorial, indicado por x , entre cada par de vetores da seguinte forma

nd=w!xw? nP=wixw? n®=w’xw® n?=w’xwt. (79)

Se os vetores resultantes dessa operacdo estdo todos na mesma direcdo, isto é, o angulo entre
eles € menor que um valor prescrito y, cujo valor padrdo é 1x107°, as faces em volta do né

sdo consideradas planas. O angulo » € calculado por

a b a c

cosy® = rr]]a :b‘ cosy™ = rr]]a':c cosy™ = rr]]a':d‘ . (80)
Uma superficie é considerada plana se
cosy® =cosy® =cosy® =10 ou (y® zy* =y =0°), (81)
aceitando a tolerancia abaixo
cosy® —cosy® = cosy® —cosy® <1x107°. (82)

Sendo a superficie plana, o procedimento para a obtencdo da posicdo do né realocado

continua.

A area das faces que concorrem em um no pode ser calculada de maneira simples

(devido as faces serem planas), dividindo cada face quadrilatera em dois triangulos. A area de

um quadrilatero J, A, é dada por A’ = A* + A?

A’ =
FIGURA 9 - Face externa FIGURA 10 - Quadrilatero dividido
(quadrilatera) de um hexaedro. em dois tridngulos.

Apos isso, aplica-se a formula para céalculo da area de um triangulo a partir das coordenadas
dos seus Vvértices (nés) (férmula de Heron):

A ou AZ:\/sp(sp—al)(sp-az)(sp-a3), (83)
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onde sp € o semiperimetro do triangulo

(84)

FIGURA 11 - Triangulo de lados com comprimento a', a% e a* e vértices (n6s) 1, 2 e 3

Os comprimentos a*, a® e a° sdo calculados em funcdo das coordenadas dos vértices ou

nos, utilizando a formula da distancia entre 2 pontos

at = Dist™2 = (X2 - 2 +(x2 - x2f +(x2 - xtf (85)

Alternativamente, a &rea de um triangulo a partir dos seus vértices 1 (X{,X5,X3), 2

(X2, X2 X2)e3 (X2, X3,X32) pode ser calculada pela expressdo (Weast e Selby, 1975)

2 2

X5 X3 X3 X Xi X5
A=t X2 XF 1 +|X2 X? 1 +|XF X2 (86)

2wz xz X3 X3} X3 X3

2 3 3 1 1 2

Depois de obtida a &rea das faces que concorrem em um no, calcula-se a sua area total,

substituindo a Eq. (73) por

NEC

AT=>A, (87)
J=1

onde AT é a area total das faces que concorrem em um né.

De maneira similar, as equacdes (75) se tornam
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NEC NEC NEC
> XS A > X3 A D> X$I A
_J= _J= _ J=
4 B 2 Ty B £ N (88)

onde (X7, X357, X3 sdo as coordenadas do centro de gravidade de cada face J da malha

LA que concorre no no que esta sendo realocado, cujas coordenadas s&o ( x,, 7, 3)-

Novamente, uma média aritmética pode ser usada, sendo o valor de NEC a Unica

diferenca em relagdo a Eq. (76).

Os passos para a realocacdo nodal usando o MMP para nés de superficies planas estdo

descritos no Quadro 4.

Quadro 4 - Passos para a realocacdo nodal usando o MMP para nos de superficies planas

1 Laco sobre 0s nos (NO variando de 1 ao Nimero de Noés)

1.1 Verificar se as faces ao redor do né NO sdo planas
Se as faces NAO forem planas, VAI PARA 1.6

1.2 Laco sobre as faces (J) ao redor de NO (J variando de 1 a NEC)
1.2.1 Calcular a area total das faces ao redor de NO
A" (Eq. 87)
1.2.2 Calcular o centro de gravidade de cada face ao redor de NO
X2 X$d X3
Fimde 1.2
1.3 Calcular as coordenadas do no realocado NO
X1 X2 X5 (EQ. 88)
1.4 Atualizar o vetor auxiliar das coordenadas materiais do né realocado
Xi=1 Xo2= 2, X3= X3
1.5 Calcular a norma euclidiana de cada né (Eq. 77)
1.6 Continuar
Fimde 1l

4.2 METODO DA INTERPOLACAO NODAL QUADRATICA (MINQ)

Este método permite lidar com o problema da realocacdo nodal em superficies nao-
planas. Nestas superficies se deseja evitar, tanto quanto possivel, alteracBes no volume e na

forma do contorno dos corpos. O método pode também ser usado em superficies planas.
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O procedimento proposto € aplicado a nos externos com NEC=2 e NEC=4. Para
NEC=2, os elementos que compartilham o n6 2 sdo identificados. Nestes elementos, outros

dois n6s com NEC=1 ou NEC=2, chamados 1 e 3, sdo também identificados (ver Fig. 12).

FIGURA 12 - N6 2 com NEC=2 e n6s vizinhos 1e 3

Estes trés nos sdo usados para definir uma curva quadratica, que é empregada para

realocar o ng 2.

FIGURA 13 - Curva quadrética definida pelosnés 1, 2 e 3

Para aplicar este método, a distancia entre os nds 1 e 2 é calculada por uma expressao

similar a (85)

Dist™2 = /(X2 - X2f + (x2 - 2 +(x2 - x2f |

A distancia entre os nés 2 e 3 (Dist>3) é definida similarmente. O objetivo deste

método é obter a nova posicdo do n6 2 que equaliza estas distancias.

Dois sistemas de coordenadas reduzidas unidimensionais & e &' (Bathe, 1996) sdo

usados. Inicialmente, a coordenada reduzida &', dentro dos limites [0;1], é calculada pela

expressao
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. Dist?3
= , 89
: Dist’? + Dist*™ (89)
Apos isso, & [-1;1] é determinado substituindo &' na equacédo

E=25" -1, (90)

: Dist*® - Dist'?

ou diretamente &£ = .
g Dist?3 + Digt*?

A nova posicdo do no 2 é calculada usando a coordenada &. Primeiramente, os valores
das funcBes de interpolacdo (¢',¢%,¢°) da curva quadratica, que passa pelos trés nds, sdo

obtidos substituindo o valor de £ nas expressdes

e ) N 1 ] (1)

Por fim, a nova posicdo do nd 2 (x,,7,,,) € calculada utilizando as fungdes de interpolacdo

em (91) e as coordenadas dos nos 1, 2 e 3 obtidas no passo LA
S Ny N S Ny N S Ny N
2(1:2(15 Xi Zzzz¢ X3 Z3:Z¢ X3 . (92)
N=1 N=1 N=1

As Eq. (89) e (90) devem ser utilizadas apenas para obter a nova posi¢do do no 2, e ndo
a posicao dos nos 1 e 3 que ja sdo conhecidas a priori. Para nés com NEC=4, a mesma tecnica
de realocacdo é empregada duas vezes, usando o0s quatro nos que formam duas linhas com o
no 2 (Fig. 14).

FIGURA 14 - NO 2 com NEC=4 e n6s vizinhos 1 e 3
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Como no MMP, o vetor que armazena ( y,, ¥,, ¥;) N0 MINQ é o mesmo vetor auxiliar

que contém as coordenadas materiais ( X;', X,', Xa').

Os passos para a realocacdo nodal utilizando o MINQ estdo descritos no Quadro 5.

Quadro 5 - Passos para a realocagdo nodal utilizando 0 MINQ

1 Laco sobre os nés (NO2 variando de 1 ao NUmero de Nés)

1.1 Para 0 né NO2, identificar os nds vizinhos NO1 e NO3

1.2 Calcular as distancias entre 0s nds
Dist*2, Dist*™ (Eq. 85)

1.3 Calcular a coordenada reduzida entre [0;1]
&' (Eqg. 89)

1.4 Calcular a coordenada reduzida entre [-1;1]
¢ (Eq. 90)

1.5 Calcular as funcdes de interpolacao de curvas quadraticas usando &
¢ 9% ¢4° (Eq. 91)

1.6 Calcular as coordenadas do n6 realocado NO2
Xis X2 X5 (EQ. 92)

1.7 Atualizar o vetor auxiliar das coordenadas materiais de NO2
Xi=xn X2= 22 X3=Xs

1.8 Calcular a norma euclidiana de cada n6 (Eq. 77)
Fimdel

A realocacdo nodal deve ser executada em cada passo de tempo para facilitar a
transferéncia de dados da malha LA para a malha realocada. Procedimentos para a

transferéncia de dados sdo tratados no capitulo 5.

4.3 OBSERVACOES SOBRE AS TECNICAS DE REALOCACAO NODAL

As técnicas de realocacdo nodal foram propostas inicialmente considerando os casos de
NEC anteriormente apresentados. A generalizacdo destas técnicas a casos com NEC diferente
destes (Fig. 15) ou de malhas ndo-estruturadas € relativamente simples no MMP, bastando

apenas identificar se 0 né em questdo € interno ou externo e realizar o processo de realocacao
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considerando o numero de elementos (para nds internos) ou faces (para nds externos) que

estdo ao redor deste no.

| 5 !
. l |
| = ———
| | NECss| — =
e
| i CONUE LD cal |
|: r ’
t | | S
— | |
T f e
-'"“‘*L________hh | //"
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FIGURA 15 - N6 externo com NEC=6

Este nimero pode ser bastante variavel no caso de malhas ndo-estruturadas. Ja no caso

do MINQ, a generalizacdo do método € mais complexa, visto que ndo havera necessariamente

nés formando 1 ou 2 linhas ao redor do n6 a ser realocado. Deveria-se utilizar uma técnica

mais geral de realocacdo aplicavel a superficies livres para casos de malhas ndo-estruturadas.

Poderia ser realizado o mapeamento da superficie externa dos solidos, com superficies

paramétricas por exemplo, tornando possivel um controle global do processo de realocacéo e,

assim, possibilitar a realocacdo em superficies livres quaisquer.

As técnicas de realocacdo apresentadas sdo mais apropriadas a malhas estruturadas com

elementos igualmente espacgados, visto que o0 objetivo destas técnicas € equalizar o tamanho

dos elementos ao redor dos nos. Sendo assim, zonas com malhas mais finas que outras tendem

a diminuir este refinamento, uniformizando o tamanho dos elementos ao longo de todo o

solido em questdo (Fig. 16).

T 0 I
| |

e

i ==:

(@) No inicio do processo

FIGURA 16 - Malha concentrada

(b) Apos varias etapas de realocacao
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Uma forma de evitar isso seria a utilizacdo de um controle global do processo de
realocacdo que permitiria concentrar a malha em zonas onde isso fosse necessario. A
utilizacdo do mapeamento por superficies paramétricas, comentada no pardgrafo anterior,
seria uma alternativa neste sentido. Nas aplicacdes apresentadas, a malha inicial ndo é
refinada. Este refinamento ndo se faz necessario uma vez que, em geral, a tendéncia ao longo
do processo de anélise destas aplicacGes é que os elementos fiqguem naturalmente menores nas

zonas mais deformadas onde uma malha fina seria importante.

4.4 CORRECAO DE POSICAO PARA NOS DE CONTATO

Em problemas de contato, € necessario fazer uma correcdo na posicdo dos nds de
contato apos ser efetuada a realocacdo nodal, uma vez que as técnicas de realocacdo propostas

ndo garantem que esses NGS cumpram as restricdes de contato. A correcdo da posicdo nodal
(cM) na direcdo da normal ao corpo rigido, para um né que o tenha penetrado ou se afastado,
é calculada como

N N i
Fi ,eXt_Fi int

N
G == (93)

onde o termo no numerador indica as forcas desequilibradas no n6 de contato, na direcdo
normal ao corpo rigido, e k; é o fator de penalidade normal. Nota-se que se ndo ha forcas
desequilibradas, ndo € necessaria nenhuma correcdo na posicdo nodal. Detalhes sobre esta

correcdo de posicdo e outros aspectos relacionados a problemas envolvendo contato entre

corpos podem ser encontrados em Bittencourt e Creus (1998).
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5 TRANSFERENCIA DE DADOS

No passo Euleriano do operador LEA (Cap. 3), ap6s a obtencdo da malha realocada,
deve-se transferir as variaveis de estado da malha do passo LA para a malha realocada, de
forma a permitir a continuacdo da analise no passo de tempo seguinte. No passo LA, sdo
calculadas as tensdes nos pontos de Gauss da malha LA. Essas tensdes devem ser transferidas

para os pontos de integracdo da malha realocada (Fig. 17).

<«4— malha realocada

- <4—malha LA

L]

-
’.'
-

FIGURA 17 - Pontos de Gauss da malha LA () e da malha realocada (*)
O processo de transferéncia de dados utilizado é constituido de dois passos:
Passo 1

Suavizacdo: As tensGes nos nos da malha LA sdo obtidas utilizando os valores
calculados nos pontos de Gauss desta malha, através da técnica de suavizacdo pelos minimos
quadrados locais proposta por Hinton e Campbell (1974) (ver secdo 5.1). Esta técnica foi
escolhida porque evita a obtencdo de valores de tensdo abaixo dos reais nas fronteiras do
dominio e em zonas muito deformadas (Ponthot, 1995). Por outro lado, caso fosse empregada
uma suavizacdo global, a tendéncia seria distribuir por todo o sélido efeitos localizados de

concentracdo de tensdes, dimimuindo a precisao dos resultados.
Passo 2

Transferéncia de dados propriamente dita: As variaveis de estado séo transferidas da
malha LA para a malha realocada. Duas técnicas s@o abordadas na secéo 5.2. A transferéncia

de dados pode ser realizada utilizando um desenvolvimento em série de Taylor das tensdes
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quando os pontos de Gauss de um elemento na malha realocada pertencem ao mesmo
elemento na malha LA (ver secdo 5.2.1). Caso contrario, um processo de busca e interpolacéo

deve ser empregado (ver se¢édo 5.2.2).

5.1 PASSO 1: TECNICA DE SUAVIZACAO

As tensdes nos pontos de Gauss *o "¢ se relacionam com as tensdes nodais *o™ da

malha LA através da matriz das funcdes de interpolacdo @ como
XO'PG=¢ XO'N. (94)

Os termos na matriz @ sdo avaliados nos pontos de integracdo de Gauss. A funcdo de

interpolacdo ¢" para o né N de um elemento hexaédrico linear de 8 nés é dada pela Eq. (17)
1
oM =2l e e ™)

S0 utilizados oito pontos de integracdo. A funcéo de interpolacdo ¢" , para o ponto de Gauss

PG=1, é obtida a seguir a titulo de exemplificacdo. As coordenadas reduzidas do ponto de
Gauss PG=1 séo

1

1 1
5__ﬁ' =75 éw——ﬁ,

e as coordenadas reduzidas do n6 1 (&*,7,¢1) do elemento hexaédrico s&o (-1,-1,-1). Ent#o,

a fungéo de interpolagéo ¢* fica

p* = %(1+ et )Lt e 4”41)%(1—5)(1—77)(1—4)-

Substituindo os valores de (&,7,4) na equagédo acima tem-se

¢t = é(l+ %J(H %J(H %J ~0,490562
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Este procedimento é repetido para as funcdes de interpolacdo ¢? até ¢® do ponto de

Gauss PG=1, e para 0s outros pontos de Gauss até PG=8. Sendo assim, a matriz @ pode ser
obtida analiticamente

CDFDDTFGF
DCDFFDFG
FDCDGTFTDF
DFDCFGFD
& , (95)
DFGFGCDFD
FDFGDTGCTDF
GFDFFDGCD
F GF DDF D C|

onde cada linha da matriz contém os valores da Eq. (17) para um determinado ponto de

Gauss. Os valores de C, D, F e G sdo

C:¢121A3’ D:¢2:¢4:¢5:1AZB,
8 8
F:¢3:¢6:¢8:1A32, G=¢7:183,
8 8
com Ae Biguais a
1 1
A=1+—=1577350, B=1-—=0422650.
V3 V3
Invertendo a Eq. (94), as tensdes nodais sdo obtidas como
XO_N :¢—l XO'PG, (96)
onde os coeficientes da matriz @™ sdo
C=5+3‘/§;2,549037, D:_1_£;—0,683012,
4 4
F= _12‘@ ~0183012, G= 5_2‘@ ~—0,049037.
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Nota-se que a matriz @' é constante para todos os elementos durante a analise. A
interpolacdo das tensGes dos pontos de Gauss para os nos dentro de um elemento é
usualmente chamada de técnica de suavizacdo por minimos quadrados (Hinton e Campbell,
1974).

Para a pressao (tensdo hidrostatica), que é avaliada em apenas um ponto de Gauss para
evitar o travamento da malha, transfere-se diretamente o seu valor do ponto de Gauss para 0s

nds do elemento, sem aplicar a suavizag&o.

Em todos as aplicacdes desenvolvidas se utiliza o elemento hexaédrico de oito nés com
oito pontos de integracdo de Gauss, com excecao da pressao, onde se usa apenas um ponto de

Gauss.

De forma a assegurar que um nd, para uma determinada componente de tensdo, possua
apenas um valor da mesma, independentemente do elemento ao qual ele pertenca, deve ser
feita uma média dos valores desta tensdo nos elementos que concorrem no né em questao.
Esta média é feita para cada componente de tensdo. O processo € repetido para todos 0s nos
da malha LA.

5.2 PASSO 2: TRANSFERENCIA DE DADOS PROPRIAMENTE DITA

Se 0 processo de realocagdo € aplicado freqiientemente, sendo que o passo de tempo é
usualmente pequeno para problemas altamente ndo-lineares como conformagdo mecanica, a
malha LA se encontra proxima da malha realocada. Neste caso, 0s pontos de Gauss de um
elemento na malha realocada pertencem ao mesmo elemento na malha LA (Fig. 17) e um
desenvolvimento em séries de Taylor, limitado ao primeiro termo, pode ser empregado para a
transferéncia de dados. Caso contrario, um processo de busca que utiliza a técnica de inversdo
paramétrica (Crawford, Anderson e Waggenspack, 1989; Martins et al., 1994) faz-se

necessario.

Para que se possa empregar a formulacdo LEA em processos de conformagdo mecanica
onde a velocidade relativa entre a malha e a matéria é alta, deve-se implementar outras

técnicas de transferéncia de dados, tais como a de Godunov ou Petrov-Galerkin (Boman e
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Ponthot, 2000). Um caso tipico onde isto ocorre é o da laminacdo, quando o regime

estacionario € atingido.

5.2.1 Desenvolvimento das tensGes em series de Taylor

Esta técnica e usada quando a distancia entre as malhas LA e realocada € pequena. Ela
também pode ser vista como a integracdo no tempo da derivada convectiva das tensdes (Eq.

(48)). A expressdo utilizada é

a X O_iPG

oX|

ZO__PG:XO_iPG + (ZFG _ XJPG) , (97)

onde “&” é uma componente de tensio avaliada em um ponto de Gauss da malha realocada;

X% é a mesma componente de tensdo avaliada em um ponto de Gauss da malha LA (Eq.

(94)); (6% 0 10X) é o gradiente de tens&o proximo ao ponto de Gauss da malha LA. Este

gradiente tem componentes

aXUiPG ~ aXUiPG agPG +8XO_iPG anPG aXO_iPG aé/PG
X, oEPC oX,  op™® X, acte oX,

0XGPC  9XoPC 9EPC X GPC P gXgPe pPe

: 98
aXZ ag PG aXZ anPG aXZ aé/PG aXZ ( )
8XGiPG ~ 8XGiPG 8§PG GXGiPG aUPG 8XGiPG 8CPG
X, oEFC X, op™e Xy acPC oXg
onde
X _PG 8 N
I (99)
o¢ No1 08
X

o & uma componente de tensdo no nd N da malha LA, obtida no Passo 1 com a técnica de
suavizagio (Eq. (96)). Um calculo similar & Eq. (99) aplica-se para 6%o;C/on™C e

aXO_iPG/aé/PG _
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Para calcular os termos na equacdo (98) que relacionam as coordenadas globais

(X,,X,,X,) com as reduzidas (£7°,77¢,¢£P¢), a matriz do Jacobiano deve ser invertida

oxX,  oX, oX,
65 PG anPG aé/ PG
oX, X, oX,

J= 8EPS o™ ac™e | (100)
oX, 0X;  OX,
6§PG anPG aé/PG
onde
8 N
T Z—a¢ X (101)

8§PG Nzlaé;PG

e X;' é a componente na direcdo 1 das coordenadas do né N da malha LA. Um calculo

similar é aplicado aos outros termos de J.
5.2.2 Algoritmo de busca e interpolacao

A malha realocada pode néo estar proxima da malha LA se a técnica de realocacdo ndo
é aplicada frequentemente. Consequentemente, os pontos de Gauss de um elemento da malha
realocada podem ndo pertencer ao mesmo elemento da malha LA. Neste caso, é preciso
utilizar um algoritmo de busca e interpolacdo, cujo objetivo € encontrar o elemento da malha
LA no qual um né realocado se localiza e interpolar os dados dos nds deste elemento para o

né realocado.

Para elementos hexaédricos, Martins et al. (1994) propuseram uma técnica de inversao
paramétrica iterativa que usa o método de Newton-Raphson. O elemento da malha LA é
encontrado quando as coordenadas reduzidas do no realocado estdo dentro dos limites do

espaco reduzido do elemento [-1,1].

Com o objetivo de evitar solucOes iterativas, Kiridena et al. (1989) propuseram
subdividir um elemento hexaédrico em 24 tetraedros. A solucdo é encontrada invertendo-se a
matriz de coordenadas volumétricas tetraédricas. O elemento tetraédrico da malha LA é
encontrado quando as coordenadas volumétricas do no realocado estdo localizadas dentro dos
limites [0,1].
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Neste trabalho propde-se um algoritmo onde um hexaedro da malha LA ¢ subdividido
em seis elementos tetraédricos, de acordo com Naylor (1999). O algoritmo proposto tem duas
vantagens em relacdo ao de Kiridena et al. (1989), no qual cada face do hexaedro subdividido
possui um no adicional e existem quatro vezes mais tetraedros para efetuar a busca do que no
método aqui proposto (24 em vez de 6). Este algoritmo ndo deve ser utilizado frequentemente

no processo de analise, visto que ha uma perda de precisdo na suavizacao de tensoes.

Alternativamente, um hexaedro pode ser dividido em 5 tetraedros (Naylor, 1999), o que
traz uma pequena diminuicdo no tempo de processamento. Por outro lado, a divisdo em 6
tetraedros parece ser geometricamente mais intuitiva ja que se divide inicialmente um

hexaedro em 2 pentaedros e, ap0s, cada pentaedro em 3 tetraedros.

Um outro aspecto a considerar é que ao se dividir um hexaedro em 5 ou 6 tetraedros,
em dire¢es diferentes, ha uma possibilidade de que haja um vazio ou uma sobreposicao entre
faces de tetraedros originarios de elementos hexaédricos vizinhos (Fig. 18).

elemento 7

D
” elamenio 2
- A
c
B
(a) Elementos hexaédricos vizinhos (b) Face dividida ABCD

FIGURA 18 - Faces de hexaedros vizinhos divididas em direcdes diferentes

Na Fig. 18 a face comum aos hexaedros é a ABCD. Se a face do lado do elemento 1 é
dividida pela diagonal AC e pelo lado do elemento 2 ela é dividida pela diagonal BD, as faces
dos tetraedros originarios desta divisdo ndo coincidirdo. Isto pode ocasionar problemas de
vazios ou sobreposicdo quando os hexaedros a serem divididos possuem faces externas
curvas. Nos testes de transferéncia de dados realizados tais problemas ndo ocorreram, uma
vez que é feito um teste que avisa se o elemento tetraédrico da malha LA ndo é encontrado,
interrompendo a transferéncia de dados. A subdivisdo proposta por Kiridena et al.(1989) (Fig.

19) evita este tipo de problema porque ha sempre uma correspondéncia entre faces de
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elementos vizinhos devido ao né adicional colocado no centro das faces externas do hexaedro

ao subdividi-lo em tetraedros.

Elemento hexaédrico

| Cadaface do
hexaedro é
dividida em
4 triangulos

FIGURA 19 - Divisao do hexaedro em 24 tetraedros

Uma outra maneira de evitar este problema € controlar a direcdo pela qual se comeca a
divisdo de um hexaedro, de forma a manter a mesma direcdo nas faces dos elementos vizinhos

de toda a malha.

A subdivisdo hexaédrica proposta neste trabalho é mostrada nas Fig. 20 e 21. Ela pode
ser implementada modificando-se a conetividade dos elementos hexaédricos internamente no

algoritmo.

FIGURA 20 - Um elemento hexaédrico é subdividido em dois pentaedros

FIGURA 21 - Cada pentaedro é subdividido em trés tetraedros
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Para cada tetraedro da malha LA, o sistema de equacgdes proposto por Ergatoudis
(1968) é resolvido

X;p XEXP XU [ a
XL X2 X3 oxA||e| ’
3 3 3 3 X3
1 1 1 1| 1

onde

(%1, %> x3) S0 as coordenadas do no realocado (conhecido);
(X[, X', X3V) sfo as coordenadas do nd N de um tetraedro da malha LA (conhecido);

LN s&o as coordenadas volumétricas do né realocado neste elemento (incégnita).

A solugdo é encontrada quando um no realocado se encontra dentro de um tetraedro da
malha LA, isto é, as coordenadas volumétricas cumprem a condicéo

0<Lh, L2 L3 L <1, (103)

5.2.2.1 Reducdo do conjunto de busca

No processo acima, todos os tetraedros sdo procurados para cada no realocado, o que
torna o processo computacionalmente lento. Com o objetivo de reduzir o conjunto de busca,

utiliza-se informagdes do nimero de elementos e de faces ao redor dos nos.

Para nds internos, onde NEC (nimero de hexaedros que concorrem em um no) € 6 ou 8,
a busca é feita apenas nos elementos da malha LA ao redor do né realocado. O valor de NEC
ja é conhecido das técnicas de realocacdo nodal do Cap. 4. O uso desta reducdo do conjunto
de busca baseia-se na hipdtese de que um n6 da malha realocada estara contido em um dos
elementos da malha LA ao seu redor, o que geralmente ocorre na formulacdo LEA devido a
mudanca de posicdo nodal na realocacdo ser pequena em cada passo de tempo. Cada elemento
hexaédrico da malha LA ao redor do né realocado é dividido em 6 tetraedros, conforme
descrito anteriormente, e o sistema de equagdes em (99) é resolvido para encontrar o tetraedro
da malha LA ao qual o né realocado pertence. Outras formas de reduzir o conjunto de busca

podem ser encontradas nas referéncias Benson e Hallquist (1990) e Benson (1992).
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NOs de contorno podem se posicionar, apés a realocacao, fora da malha LA. Neste
caso, o critério acima descrito ndo funcionara. Para estas situacdes, 0 né serad projetado sobre
a face da malha LA que o rodeia mais préxima, de modo a permitir a transferéncia de dados.
Este método ¢ detalhado a seguir.

5.2.2.2 Projecéo dos nos realocados sobre o contorno LA

A projecédo dos nos realocados sobre o contorno LA visa apenas possibilitar a obtencéo

dos valores das variaveis de estado nestes nds, sem modificar a sua posi¢do no espaco. Com o

N,PR

objetivo de determinar a proje¢do do no realocado, y , assume-se a hipotese de que um né

externo da malha realocada se encontra em uma das faces dos elementos LA ao seu redor

(Fig. 22).

Malha
LA

I

Malha
realocada

FIGURA 22 - N6 realocado (@) e 0 mesmo n6 na malha LA (O)

Essas faces quadrilateras sdo divididas em dois tridngulos, similarmente ao que é feito na Fig.
10 da secdo 4.1.2. Em seguida, calcula-se a distancia entre o n6 realocado z™ e os planos

formados pelos triangulos. A Fig. 23 ilustra o processo

FIGURA 23 - Obtencéo do ponto "R
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A distancia entre o n6 realocado y" e o plano 7 é dada pela expresséo

Dist(z"7) =[x o 2| =|(x" - X" en (104)

onde X' é um vértice do tridngulo que define o plano 7z (n6 da malha LA) e n é a normal ao

plano, calculada como
n=(X2-XYx(Xx3-x1. (105)
O ponto »"'PR, projecdo doné ™ sobre o plano 7, pode ser encontrado como

VPR = N _Dist(y"x) n. (106)

Como o plano = € infinito, € preciso verificar se 0 n6 projetado se localiza dentro do
triangulo formado pelos nés da malha LA (X*, X2, X3). Em vista disso, a projecdo é feita

para cada cada triangulo (face quadrilatera dividida) da malha LA ao redor de um né externo

realocado até encontrar aquele triangulo ao qual o n6 pertence. O triangulo sera encontrado

quando as coordenadas triangulares (L*, L2, L®) do né realocado estiverem dentro dos limites

[0;1]. As coordenadas triangulares sdo calculadas dividindo o triangulo em trés, usando para

isso 0 ponto x"'FR conforme a Fig. 24.

x3

X! X?
FIGURA 24 - Coordenadas triangulares do ponto z "R

Na Fig. 24, A', A% e A3 sdo as areas dos triangulos que formam o triangulo total de
area A. Essas areas podem ser calculadas pelas Eq. (83) ou (86) da secdo 4.1.2. As

coordenadas triangulares sdo determinadas pelas expressoes
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=2 1P, P2 (107)

O ponto »N'PR se localiza dentro do triangulo formado pelos nds ( X*, X 2, X *) se

o< L L% L3<1. (108)

5.2.2.3 Interpolacéo de dados
As tensdes obtidas no Passo 1 com a técnica de suavizacgdo (se¢do 4.1) sdo interpoladas
dos nés do tetraedro da malha LA que cumpre a condi¢do em (103) para o no realocado

usando as coordenadas volumétricas L', L?, L3, L* como
4
ol = ZLM oM, (109)

N X __M

€ uma componente de tensdo avaliada no no realocado N e "o,

onde “o; € a mesma

componente de tensao avaliada no n6 M do tetraedro da malha LA.

Para nos realocados que sao projetados sobre o contorno LA (secédo 5.2.2.2) de forma a
possibilitar a transferéncia de dados, tem-se coordenadas triangulares L, L2, L® ao invés de

coordenadas volumétricas. Neste caso, a expressao (109) fica
3
Zo N :z L oM. (110)
M=1

As tensdes nodais na malha realocada obtidas pela Eq. (109) ou (110) séo interpoladas
para 0s pontos de Gauss da mesma usando a Eq. (111), similar a Eg. (94) mas com as

coordenadas y em vez de X

6P =@ 7o, (111)
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6 AVALIACAO DA DISTORCAO GEOMETRICA E DO ERRO

A avaliacdo da distor¢do geométrica e do erro em problemas de grandes deformacdes é
bastante importante, pois possibilita a comparagéo da qualidade da malha de elementos finitos
e da precisdo dos resultados obtidos com as formulacbes LA e LEA. Sendo assim, esta
avaliacdo é utilizada na formulagdo LEA para fins de pds-processamento e ndo como critério
de interrupcdo da analise. Alternativamente, a avaliacdo da distor¢do poderia servir como um
indicativo da necessidade da execugdo de um passo Euleriano, ou seja, varios passos LA
seriam realizados até que uma medida de distorcdo indicasse a necessidade de realocacdo

nodal.

Neste trabalho utiliza-se varios critérios de avaliacdo da distorcdo geométrica (secdo

6.1) e um critério de avaliacdo do erro (se¢éo 6.2).

6.1 AVALIACAO DA DISTORCAO GEOMETRICA

Com excecdo do fator de qualidade da secdo 6.1.1, implementado computacionalmente
no METAFOR, todos os outros critérios utilizados estdo disponiveis no programa PATRAN
(MSC/PATRAN, 1996). Sédo eles: razdo de aspecto (aspect ratio) (se¢do 6.1.2), angulo de
borda entre as faces (edge angle) (secdo 6.1.3), angulo de obliquidade entre as faces (face
skew) (secdo 6.1.4), angulo de empenamento das faces (face warp) (secdo 6.1.5), razdo de
afilamento das faces (face taper) (secdo 6.1.6) e angulo de torcao entre as faces (twist) (secédo
6.1.7). A notacdo empregada nos critérios de distor¢do do PATRAN ¢é a mesma do manual do

programa, de forma a unificar as varidveis utilizadas.

6.1.1 Fator de qualidade Q

O critério de distorcdo geométrica proposto por Zavatieri, Dari e Buscaglia (1996) é

usado para avaliar a qualidade da malha em ambas as formulagdes LA e LEA. Este critério
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leva em conta o fator de aspecto entre os lados do elemento e o &ngulo entre as faces do

mesmo.

O fator de qualidade Q, que relaciona o volume e o perimetro de um elemento

hexaédrico, é dado por

Q=1728 r\)/h?" Q[0;1] (112)

onde V é o volume do hexaedro e ph é o seu perimetro (soma dos comprimentos das arestas).
Usando o nimero 1728 na Eq. (112), um cubo tera um valor de qualidade maximo (Q=1). A
medida que um elemento vai sendo distorcido durante a analise, o valor de Q diminui até o
minimo de zero. Este critério € mais indicado quando ndo hd uma grande diferenca de

dimensoes entre os lados dos elementos.

6.1.2 Razdo de aspecto

A razdo de aspecto (aspect ratio) é calculada como a razéo das distancias entre faces
opostas de um hexaedro. Esta distancia é determinada considerando cada face hexaédrica
como uma superficie quadrilatera. Calcula-se a normal a cada face e a distancia entre os

centros de cada par de faces opostas (Fig. 25).

FIGURA 25 - Distancias entre os centros das faces de um hexaedro (hy, h,,h;)

A razdo de aspecto € a divisdo da maior distancia entre duas faces quaisquer pela menor

distancia entre duas faces

max (hy,h,, h;)
min (h;,h,,h3)

Razdo de aspecto = (113)

Em todos os critérios de distorcdo do PATRAN hé valores limite sugeridos pelo programa, a

partir dos quais considera-se que o elemento falhou no critério. Estes valores serdo utilizados
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neste trabalho ao se mostrar figuras com escala de cores. Para a razdo de aspecto, o valor

limite € 5,0. Um cubo tem razdo de aspecto igual a um.

6.1.3 Angulo de borda entre as faces

O angulo de borda (edge angle) é aquele existente entre duas faces que se encontram
em uma aresta do hexaedro. O angulo ideal entre as faces de um hexaedro é 90°. Para faces
curvas, calcula-se o angulo entre as normais das faces. O valor maximo do angulo de borda

para cada elemento é dado por

valor maximo do &ngulo de borda = Max (90°- ¢; ) . (114)

onde i varia de 1 ao nimero de bordas do hexaedro (12 ao todo) e «; € o angulo entre duas

faces do mesmo (Fig.26). O valor limite sugerido pelo PATRAN para o angulo de borda é
30°.

FIGURA 26 - Angulo «; entre duas faces adjacentes

6.1.4 Angulo de obliquidade das faces

Testa-se cada face de um hexaedro como se ela fosse um elemento quadrilatero. Para
calcular o angulo de obliquidade das faces (face skew angle) do quadrilatero cria-se um
sistema de coordenadas de referéncia pela bissetriz das quatro arestas (edges). A origem do
sistema € a dada pela média das coordenadas dos vértices. O eixo x vai da origem & bissetriz
da aresta 2. O eixo z esta na direcdo do produto vetorial do eixo x com o vetor da origem a

bissetriz da aresta 3. O eixo y esta na direcdo do produto vetorial dos eixos x e z (Fig. 27).
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Mok 1 g
FIGURA 27 - Sistema de coordenadas do elemento
O angulo «; é medido entre os eixos x e y (Fig. 28).

S

X

FIGURA 28 - Angulo de obliquidade («;)

O angulo de obliquidade de um hexaedro (valor maximo entre as faces) é dado por

angulo de obliquidade do hexaedro=Max (90°-¢,) . (115)

O valor limite sugerido pelo PATRAN para o angulo de obliquidade é 30°. Um quadrado tem

a,;=90° e angulo de obliquidade igual a zero.

6.1.5 Angulo de empenamento das faces

Testa-se cada face de um hexaedro como se ela fosse um elemento quadrilatero. Para
calcular o angulo de empenamento das faces quadrilateras (face warp angle) utiliza-se um
sistema de coordenadas de referéncia similar ao do angulo de obliquidade (secdo 6.1.4). A
normal ao plano da face estd na dire¢do do eixo z Cada vértice do quadrilatero estara a uma
distancia "h" do plano da face. O comprimento de cada meia-aresta € medido e o menor
comprimento é chamado de "I". O angulo de empenamento 6 € o arco-seno da razdo da altura
projetada "h" e "I" (Fig. 29)
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6 =arcsen (?) . (116)

Mok 1

o
i

Eelge 1 : . ’/ Edge 2
/ Mok 2
A

g =sin! _h / \\

I
FIGURA 29 - Angulo de empenamento (0 ) de um quadrilatero

Um elemento plano tem angulo de empenamento igual a zero. O angulo de empenamento de
um hexaedro é o maior entre os angulos 6 de suas faces. O valor limite sugerido pelo

PATRAN para o0 a&ngulo de empenamento € 7°.

6.1.6 Razao de afilamento das faces

Testa-se cada face de um hexaedro como se ela fosse um elemento quadrilatero. Cada
quadrilatero ¢ dividido em quatro tridngulos. A area dos triangulos é calculada e somada. A
razdo da area do menor triangulo com a area total é a razdo de afilamento (face taper ratio)
(Fig. 30)

4a

Razdo de afilamento = mener . (117)
al+a2+a3+ad

al
a2

a3

ad

FIGURA 30 - Razéo de afilamento de um quadrilatero
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O menor valor obtido entre as faces é tomado como a razdo de afilamento do hexaedro. O
valor limite sugerido pelo PATRAN para a razao de afilamento ¢ 0,8. Um quadrado tem razéo

de afilamento igual a um.

6.1.7 Angulo de torcdo entre as faces

Primeiramente, calcula-se o angulo de torcao entre duas faces opostas (twist angle) de

um hexaedro (Fig. 31).

FIGURA 31 - Angulo de tor¢o entre duas faces opostas

Em seguida, o valor mais alto entre os angulos calculados é tomado como o angulo de
torcdo do hexaedro. O valor limite sugerido pelo PATRAN para o &ngulo de torgdo € 45°. Um

cubo tem angulo de torcéo igual a zero.
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6.2 AVALIACAO DO ERRO EM GRANDES DEFORMACOES

Na revisdo bibliografica foram feitas algumas consideracdes com relagcdo a avaliacdo
do erro para casos de pequenas e grandes deformacg6es. O indicador de fratura desenvolvido
por Vaz Jr., Dutko e Owen (1998), feito para problemas de grandes deformacdes, foi
escolhido para implementacdo neste trabalho por conseguir capturar a progressdao da
deformacéo plastica e indicar zonas de possivel falha do material. O que se deseja com este
indicador é: verificar a evolugdo do mesmo ao longo da andlise, para possibilitar a
comparagdo do desempenhos das formulagbes LA e LEA; empregéa-lo como indicador de

remalhamento, apontando as zonas que devem possuir uma malha mais refinada.

N&o se vai utilizar o valor do erro para prever o tamanho do elemento que deve ser
usado para minimiza-lo. Por isso, ndo é necessério efetuar o calculo da projecdo e suavizagdo
do erro, executados tanto no estimador de erros de Zienkiewicz e Zhu (1987) como no
estimador de Vaz Jr., Dutko e Owen (1998). Alem disso, ndo existe ainda uma avaliacdo
matematica criteriosa da validade dos estimadores de erro para problemas elastoplasticos,

sendo mais prudente chama-los de indicadores de remanejo de malhas.

O indicador de remanejo de malhas utilizado é a taxa do indicador de fratura, I, dada

pela expresséo

1 =pEP, (118)
onde

N =P

EP =% (119)

é a taxa de deformacéo plastica equivalente. Numericamente, esta taxa é obtida pela equagéo

N Ep
gr 45" (120)
At

. . = _ |2
* A deformacio plastica equivalente, E P, ¢ calculada pela expressdo E ° = 3 EFE; . onde Eijp é 0 tensor

de deformacdo plastica.
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onde AEP é a variacio da deformacao plastica no intervalo de tempo At. O parametro ¢ em

(118) é obtido a partir da integracdo desacoplada do modelo de dano continuo de Lemaitre

(1985) e é calculado como

_©)° ’
>F (1+ v)+3(1- 2\/)( j (121)

onde & é a tensdo equivalente de von Mises®, v é o coeficiente de Poisson, E é o médulo de
elasticidade e p é a pressdo. O indicador [? é calculado para cada né da malha, utilizando os

valores nodais de EP, & e p. A formula recursiva para a avaliagdo de %, em forma de taxa,
em um processo incremental no passo j+1 €
Ai+1EP

I [ | j+l¢ J+1Ep = iJe 4 J'+1§0 T (122)

, . _ |3
® A tensdo equivalente de Von Mises é dada pela expressio & = > S;S; . onde S; € o tensor das

componentes desviadoras das tensdes de Cauchy.
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7 APLICACOES

Neste capitulo sdo apresentados exemplos numeéricos utilizando os processos de
realocacdo nodal propostos para a formulacdo LEA (Cap. 4). Neles, séo feitos comparativos
entre os resultados obtidos com as formulagfes LEA e LA. Além disso, sempre que possivel,
sédo colocados resultados encontrados na literatura. As técnicas de transferéncia de dados
apresentadas (Cap. 5) também sdo comparadas entre si, com o intuito de verificar qual delas é
a mais adequada em cada caso. Os valores de distor¢éo e erro (Cap. 6) sdo utilizados como
indicadores da qualidade da malha e dos resultados obtidos.

A linguagem utilizada para a implementacdo computacional neste trabalho é o
FORTRAN. Os exemplos a seguir foram analisados em um microcomputador Pentium Il 300
MHz com 128 Mb de memédria RAM.

7.1 BARRA DE TAYLOR

Esta aplicacdo consiste em projetar um cilindro, com uma velocidade inicial, contra
uma superficie rigida. O método das Diferengas Centrais € empregado para a solu¢do do

problema dindmico. A velocidade inicial é v,=227m/s, e o periodo de observacdo é 80us

(80x107°s). Neste momento, quase toda a energia cinematica inicial ja esta dissipada como

trabalho plastico. Os pardmetros do material sdo:

Maédulo de elasticidade E=117 GPa
Lei constitutiva elastoplastica com endurecimento isotropo linear, cujos dados sao:
-Tensdo de escoamento %"= 400 MPa
-Modulo de endurecimento linear  h=100,85543 MPa & = °c'+hEP®
Coeficiente de Poisson v =0,35
Densidade p =8.930 kg/ m3

Devido a dupla simetria, apenas ¥ do cilindro é modelado (Fig. 32b). As condigdes de

contorno nos planos de simetria séo: restricdo na direcdo X na face YZ do cilindro e restricdo
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na direcdo Y na face XZ do mesmo. Além disso, uma superficie rigida no plano XY (na

coordenada Z=0) com restricdo em Z é usada para o impacto.
A altura e o raio do cilindro sdo 32,4mm e 3,2mm respectivamente. A malha tem 1.157

nos e 1.080 elementos hexaédricos de 8 no6s. A Fig. 32 mostra a barra de Taylor na

el

v. | v. | Y\&/X

configuracao inicial.

(a) Problema completo (b) Malha empregada devido a simetria
FIGURA 32 - Configuragdo inicial da barra de Taylor
Na Fig. 33 é mostrada a malha deformada nos tempos 20, 40, 60 e 80us utilizando a

formulacédo LA.
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FIGURA 33 - Malha deformada da barra de Taylor na formulacdo LA
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(d) t = 80us

(c) t =60us
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FIGURA 35 - Malha deformada da barra de Taylor na formulagéo LEA
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A malha deformada final completa (com espelhamento) na formulacdo LEA esta
colocada na Fig. 36.
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FIGURA 36 - Malha deformada final na formulagdo LEA

A Fig. 37 mostra a vista ortogréafica do plano YZ (plano de simetria) com a malha final

deformada (t=80us) e os valores de deformacdo plastica equivalente ( EP) para as
formulacBes LA e LEA.

32662 ?-;gf;r
g.gggfa 1.57029
. 1.25623
1.5664 0.942171
1.3998 0.628114
09332 0.314057
0.4EEE 0
0

(b) Formulagéo LEA
FIGURA 37 - EP e malha deformada final nas formulacdes LA e LEA- vista plana YZ

Observando as Fig. 37(a) e 37(b), nota-se que a zona que possui altos valores de EP é
a parte inferior do cilindro. Nesta zona, os elementos encontram-se bastante distorcidos na

formulacdo LA, mas tém uma forma razoavel na formulacdo LEA. Os valores maximos de

EP sfo mais baixos na formulagdo LEA. Para comparar a malha final em ambas as

formulac@es, a Fig. 38 mostra a malha LA final lado-a-lado com a malha LEA final. Uma
ampliacdo na parte inferior do cilindro é apresentada na Fig. 38(b).
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(a) Vista do cilindro inteiro (b) Ampliacao na parte inferior do cilindro
FIGURA 38 - Vista do plano YZ das malhas finais nas formulagdes LA e LEA

Comparando as malhas na Fig. 38, nota-se a diminui¢do da distor¢cdo da malha na
formulagdo LEA. Isto pode ser verificado também através da visualizagdo do fator de
qualidade Q (Eqg. (112)). Para isso, o valor de Q de cada elemento é transferido para os nés da

malha, através da média do seu valor nos elementos que concorrem em cada né (Fig. 39).

0.9954

0.938757
0.882114
0.825471
0.768829
0.712188
0.655543
0.5959

0.9978
0.8636
0.7298
0.5956
046818
03278
0.1936
0.0596

(a) Q na Formulagédo LA (b) Q na Formulacéo LEA
FIGURA 39 - Fator de qualidade Q nas formulagdes LA e LEA

Algumas figuras dos critérios de avaliacdo da distor¢do disponiveis no programa
PATRAN sdo mostradas a seguir. O fator de obliquidade das faces (secdo 6.1.4) para as
formulacBes LA e LEA estd colocado na Fig. 40. O valor limite de 30°, sugerido pelo

PATRAN, é utilizado. Para a razdo de aspecto (secao 6.1.2) (Fig. 41), o valor limite utilizado

€ 5,0.
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FIGURA 40 - Fator de obliquidade das faces

2734
default_Fringe :
hax 44.21 @EIm 102.1

A razdo de aspecto (secdo 6.1.2) para as formulacdes LA e LEA esta colocada na Fig. 41.

36.84 5.017
5.000 5.000
4714 4.718
4.429 4430 |
4143 4.144
3.857 3.858 l
3672 3574 |
3.286 3.288
3001 3.003
2718 2718
z.420 2.433
2.144 2.148
1.858 1863
1.572 1877
1.287 1.282
1.001 1.007

default_Fringe default_Fringe :

bt ax 3684 @ Elm 1.1 b ax 2729 @EIm 121
kiin 1.001 @EIm 505.1 Min 1.007 @EIm §95.1

(a) Formulagéo LA (b) Formulagdo LEA
FIGURA 41 - Razdo de aspecto
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Na Fig. 40 pode-se observar que o valor maximo do fator de obliquidade na formulagéo
LA é 72,52 e na formulacdo LEA ¢ 44,31, o que mostra que a malha na formulacdo LEA esta
bem menos distorcida. A razdo de aspecto (Fig. 41) também indica isto, visto que na
formulagdo LA o seu valor méximo é 36,84 e na formulacdo LEA é 2,729. Os valores dos

outros critérios de distorcdo do PATRAN estdo colocados na Tab. 1.

A Fig. 42 apresenta um grafico onde esta representada a variacdo de volume ao longo
do tempo em (%) para a formulacdo LA e para a formulagdo LEA, com o objetivo de verificar
se as técnicas de realocacdo nodal conseguem manter inalterado o volume da peca em relacdo
a formulagdo LA. Deve-se lembrar que as deformacgfes plasticas ndo causam variagdo de

volume, apenas as elasticas.

0.25
0.2+
0.15 +
014
0.05 4
0
-0.05 4§
0.1 A
-0.15 A
0.2 4 J

~ -
- ~ efeito da realocacédo nodal
075 Jefeito das ondas de

pressao

Yariagdo de volume (%)

Tempo (x 0.00001 <)
FIGURA 42 - Gréfico tempo x variacao de volume

No grafico acima nota-se que a diferenca da variacdo de volume entre as formulagoes
LA e LEA é pequena, o que indica uma boa precisdo para a formulacdo LEA. No inicio do
processo a variagcao de volume é causada pela pulsacao devido as ondas de pressao que batem
na superficie externa da barra. Esta pulsacdo tem uma forma préxima a uma vibracéo
amortecida. Uma vez cessado o efeito das ondas de pressdo, tem-se o efeito da realocagéo

nodal sozinha sobre a variagcdo de volume, o qual é pequeno.

A variacdo de volume em (%) no passo de tempo j € calculada pela expressao

. I\Val
AW =100 [V —1} , (123)

onde 'V e %7 s30 o volume total no passo j e no inicio da analise.
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A Tab. 1 apresenta um resumo dos resultados obtidos nas formulagdes LA e LEA.

TABELA 1 - Resultados da barra de Taylor para as formulacdes LA e LEA

Configuragio Config. final - Formulagéo

Item o
inicial LA LEA

N° total de passos - 7.878 1.940
Tempo de CPU (min)® - 83 25
Raio max. (mm) 3,200 7,100 6,3838
Altura do cilindro (mm) 32,400 21,440 22,065
Volume (mm?) 257,54 257,40 257,84

EP maxima 0 3,2662 2,1984
Q medio 0,9186 0,8190 0,9368
Q maximo 0,9564 0,9990 0,9955
Q minimo 0,8183 0,0600 0,5996
Razéo de aspecto 1,8987 36,843 2,71293
Angulo de borda (°) 0,0 0,0 0,0
Angulo de obliquidade (°) 20,642 72,522 44,314
Angulo de empenamento (°) 0,0 10,1506 1,4695
Angulo de torcio (°) 3,6622 53,0139 6,4370
Raz&o de afilamento 0,8344 0,67264 0,8044

Os valores de Q minimo nas formulacdes LA e LEA sdo respectivamente 6% e 60%, 0
que mostra que a técnica de realocacdo é capaz de manter os elementos com uma boa forma
durante toda a analise. Todos os parametros de distor¢cdo do PATRAN sdo mais favoraveis na

formulacéo LEA.

O numero de passos também mostra o efeito da diminuicdo da distor¢do, uma vez que
ele decresce de 7.878 na formulagdo LA para 1.940 na formulagdo LEA. Em ambas as

formulagdes o volume permanece aproximadamente 0 mesmo.

Como o incremento de tempo no método das Diferencas Centrais € muito pequeno,

aproximadamente 4x107°s, a mudanca de posi¢io nodal em cada passo de tempo durante a
realocacdo também é pequena. Em consequéncia dessa proximidade entre as malhas LA e
realocada, os resultados obtidos com a formulacdo LEA, usando ou ndo o desenvolvimento

em séries de Taylor para a transferéncia de dados, sdo praticamente 0s mesmos.

Deve-se cuidar para ndo empregar o desenvolvimento em séries de Taylor se a

realocacdo nodal ndo é realizada frequentemente, visto que esta técnica s é valida se 0s

® Sem realizar a transferéncia de dados. Tempo medido em um PC Pentium Il 300 MHz com 128 Mb RAM.



82

pontos de Gauss de um elemento da malha realocada se encontram no mesmo elemento da
malha LA.

Na Tab. 2, os resultados obtidos com a analise 3D neste trabalho sdo comparados com

analises de outros autores.

TABELA 2 - Comparacéo dos resultados obtidos nas formula¢des LA e LEA com analises de

outros autores

Raio méx. Altura final

X —p ;o=

Autor Formulacdo Passos (mm) (mm) E P méaxima
Este trabalho 3D LA 7.878 7,1 21,44 3,26

LEA 1.940 6,38 22,06 2,20
Ponthot 2D(1995) LA 9.496 7,13 21,43 3,04

LEA 1.466 6,51 21,87 2,23
Liu 2D(1988) LA 8.000 7,15 21,42 -

LEA 2.000 6,87 21,53 -
Donea et al., citado por LA 31.700 7,17 21,42 -
Ponthot (1995, p.ix.54) LEA 1.900 7,13 21,49 -
Hallquist 2D (1982) LA - 7,127 21,47 -
Zienkiewicz 3D (1998) LA 7,11 21,48
Hallquist 2D (1979) LA - 7,068 21,47 -
Benson 2D(1989) LA 9.565 - - 3,03

LEA 4.202 - - 2,93

Da Tab. 2, observa-se que os resultados obtidos na analise 3D realizada sdo

compativeis com os resultados de andlises encontrados na literatura. O nimero de passos, 0
raio maximo e a maxima EP s3o menores na formulacido LEA em todos os trabalhos

apresentados acima. A altura final, o raio maximo e a maxima EP obtidos tém valores

préximos aos encontrados na literatura.
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7.1.2 Formulagédo LEA - Caso 2 - Realocacéo nodal iterativa

Apesar de no Caso 1 a mudanca de posi¢cdo nodal ser pequena em cada passo de tempo
e a malha ser de boa qualidade, é interessante verificar se esta malha poderia ainda ser
melhorada. Para isso, um processo iterativo de realocacdo nodal (se¢do 4.1.1) é empregado
em cada passo de tempo, até que a maior diferenca relativa entre as normas euclidianas das

coordenadas dos nos em duas iteragcdes subsequentes seja menor que uma tolerancia, cujo

valor padrdo é & =1x107°.

O numero de passos de tempo desta anélise é 1.940, o mesmo nimero do Caso 1. O

valor de EP maxima sofre uma modificacdo muito pequena, passando de 2,1984 para
2,1997. Os valores do fator de qualidade Q também sdo praticamente 0s mesmos, Q maximo é
0,9955, Q médio é 0,9347 e Q minimo é 0,5993. O volume permanece inalterado, 257,84
mm>.

Como o passo de tempo é muito pequeno, aproximadamente 4x107°s, no esquema de
integracdo explicito empregado e a realocacdo nodal € efetuada em cada passo de tempo, a
maior diferenca entre as normas euclidianas dos nds esta abaixo da tolerancia em quase todos
0s passos de tempo. Sendo assim, o processo iterativo ndo traz modificagdes significativas em

relacdo aos resultados do Caso 1 neste exemplo.
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7.1.3 Formulagdo LEA - Caso 3 - Algoritmo de busca e interpolagdo

Conforme visto na se¢do 5.2.2, a malha realocada pode nédo estar proxima da malha LA
se a técnica de realocagdo nodal ndo € aplicada frequentemente. Neste caso, faz-se necessario
utilizar o algoritmo de busca e interpolacdo para a transferéncia de dados. Esta é a situacdo

analisada nesta secdo. As técnicas de realocacdo nodal sdo aplicadas a cada 20 passos de

tempo. A Fig. 43 mostra os resultados de EP e a malha deformada final utilizando a

formulacéo LEA.

2.5458
243928
203271
1826817
1.219863
0.813088
0.408543
0

(a) Vista do plano YZ (b) Vista em perspectiva
FIGURA 43 - Caso 3: E” e malha deformada final na formulagio LEA

Neste caso ocorrem nos externos realocados fora do contorno LA, sendo utilizada a

técnica de projecdo dos mesmos sobre o contorno LA (secdo 5.2.2.2) para se realizar a

transferéncia de dados. Pela distribuicdo dos valores de EP na Fig. 43, nota-se que 0

algoritmo de busca proposto para a transferéncia de dados apresenta bons resultados.

O ndimero de passos de tempo desta analise é 1.957 e o volume final é 257,4678 mm?®.
A Fig. 44 apresenta o grafico da variagdo de volume ao longo do tempo em (%) para a
formulacéo LA e para a formulagdo LEA.
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Yariagio de volume (%)

Ternpo (x 0.00001 =)

FIGURA 44 - Grafico tempo x variacao de volume

Como no caso 1, observa-se que a diferenca da variacdo de volume entre as
formulacdes LA e LEA é pequena.

Para a formulacdo LEA, o fator de qualidade Q médio é 0,8784, Q méximo é 0,9961 e
Q minimo €é 0,4693. O raio maximo e a altura final sdo 6,8323 mm e 21,584 mm
respectivamente. Os resultados obtidos com o fator Q indicam um aumento da distor¢do da
malha em relacdo ao Caso 1, fato esperado devido & realocagdo ser realizada menos

frequentemente. Os valores de EP também sofreram modificagBes, sendo que o maximo
passou de 2,1984 para 2,8458.

Os resultados obtidos se encontram no meio termo entre o Caso 1 e a formulacdo LA.
Isto acontece porque a realocacdo nodal é feita a cada 20 passos LA, estando os elementos

mais distorcidos, e se aproximando da forma da malha LA.

Deve-se tomar o cuidado de ndo empregar a técnica de inversdo paramétrica quando a
realocacdo € realizada muito frequentemente, porque esta técnica ocasiona uma perda de
precisdo dos resultados devido a passagem dos dados dos pontos de Gauss para 0s nos e
também na interpolacdo dos dados dos tetraedros da malha LA para os nos realocados. Além
disso, as fungdes de interpolacdo utilizadas para as tensdes sdo as mesmas dos deslocamentos,

0 que por si SO ja é uma aproximagcao.
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7.1.4 Formulacdo LEA - Caso 4 - MINQ em superficies livres e planas

Este caso se diferencia do primeiro apenas na técnica de realocacdo nodal utilizada em
superficies planas. Aqui, 0 MINQ (se¢do 4.2) é empregado tanto em superficies livres como

planas, possibilitando um comparativo entre ele e 0 MMP em superficies planas.

As diferencas deste caso em relacdo ao Caso 1 sdo pequenas. O numero de passos
baixou de 1.940 para 1.938, 0 volume total é passou de 257,84 para 257,86 mm>. Os valores
do fator de qualidade Q também sdo praticamente 0s mesmos, Q maximo ¢é 0,9979, Q médio é

0,9297 e Q minimo ¢é 0,5628.

A Fig. 45 mostra os resultados de EP e a malha deformada final utilizando a

formulacéo LEA.

2.2073
189197
157864
T 128131
was 0.945986
£ 0630857
i 0.315329
i
Joozts
(@) Vista do plano YZ b) Vista em perspectiva

FIGURA 45 - Caso 4: E® e malha deformada final na formulagio LEA

Devido a grande proximidade dos resultados do Caso 4 com o Caso 1, 0 MINQ
apresenta-se como uma alternativa mais interessante, em termos computacionais, que 0 MMP
para superficies planas. Isto porque o MINQ também se aplica a superficies livres, podendo
ser sempre utilizado, sem a necessidade de verificar, como no MMP, se as superficies sdo

planas (segéo 4.1.2).
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7.2 PUNCIONAMENTO HEMISFERICO

Este exemplo trata do puncionamento de um cilindro metalico por uma matriz de
conformagdo rigida hemisférica (Fig. 46a). Devido a simetria, apenas % do cilindro é
modelado (Fig. 46b). Um deslocamento d, =50 mm ¢ aplicado a matriz rigida (puncéo). E
empregada uma integracdo implicita para o problema quasi-estatico. A penalidade normal
para o contato deslizante é de 618 MN/m. Os pardmetros do material sdo:

Modulo de elasticidade E =206 GPa
Coeficiente de Poisson v=0,30

Lei constitutiva elastoplastica com endurecimento isotropo linear, cujos dados sao:
-Tensao de escoamento %V=346,4 MPa
-Médulo de endurecimento linear h=138MPa & ="‘c"+hE"

A altura e o raio do cilindro sdo 100mm. O raio da matriz de contato esférica € 50mm.
O numero de nos é 1.521 e o de elementos 1.176 (14 x 14 x 8 subdivisdes nas direcdes X, Y e
Z respectivamente - Fig. 46¢). As condigdes de contorno nos planos de simetria sdo: restricdo
na direcdo X na face YZ do cilindro e restricdo na direcdo Y na face XZ do mesmo. Além

disso, ha uma superficie rigida no plano XY (na coordenada Z=0) com restri¢cdo em Z.

Puncéo esférico Puncdo hemisférico

.
1 y

Mgy

(@) Cilindro completo (b) Simetria do problema  (c) Malha empregada

FIGURA 46 - Puncionamento hemisférico
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Na Fig. 47 esta colocada a malha deformada na formulacdo LA com 25% e 50% do
deslocamento total do puncdo. A andlise foi interrompida neste ponto devido & elevada

distorcdo dos elementos

'i
.q /-,

(@) 25% (b) 50%
FIGURA 47 - Malha deformada em (%) do deslocamento do pun¢do na formulagdo LA

7.2.1 Formulagédo LEA

O MMP ¢ usado para a realocacdo nodal em superficies planas. A transferéncia de
dados é realizada, em cada passo de tempo, através do desenvolvimento das tensdes em série
de Taylor, aplicado apds a correcdo da posicdo dos nos de contato (secdo 4.3). A Fig. 48

mostra a malha deformada a 25, 50, 75 e 100% do deslocamento total do puncéo.

(€) 75% (d) 100%
FIGURA 48 - Malha deformada em (%) do deslocamento do pungéo na formulacdo LEA
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A malha deformada completa (com espelhamento) a 50% do deslocamento do puncéo

nas formulacdes LA e LEA esta colocada na Fig. 49.

(@) Formulagdo LA (b) Formulacdo LEA
FIGURA 49 - Malha deformada a 50% do deslocamento do punc¢éo

A malha deformada completa a 100% do deslocamento do pungéo na formulagédo LEA
€ mostrada na Fig. 50.

FIGURA 50 - Malha deformada a 100% do deslocamento do puncéo na formulagdo LEA
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Neste problema, apenas a formulagdo LEA é capaz de realizar toda a andlise, devido a
excessiva distor¢cao da malha na zona de contato quando se utiliza a formulagdo LA. A Fig. 51
mostra a vista do plano YZ com a malha deformada e os valores de EP para a formulagio

LA e LEA com 50% do deslocamento total do puncao.

41633
3.06854
2.97379
237903
1.78427
1.18951
0.594757
d

|

1.5919
1.36449
1.13707
0.909857
0.687243
0.454829
Q227414
d

(b) Formulagédo LEA

FIGURA 51 - EP naformulagio LA e LEA a 50 % do deslocamento do puncéo - plano YZ

Na Fig. 52 esta colocada a vista do plano YZ com a malha deformada e os valores de

E P para a formulagdo LEA com 100% do deslocamento total do punco.

26748
229769
1.91057
1.52846
1.14834
0.764229
0382114
0

FIGURA 52 - EP na formulagio LEA a 100 % do deslocamento do puncéo - plano YZ

Nas Fig. 53 e 54 esta colocado o fator de obliquidade das faces (secdo 6.1.4) para as
formulagdes LA e LEA (valor limite de 30°).
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o g 2 4756 @ Eim 2481
(a) Formulacéo LA (b) Formulagédo LEA
FIGURA 53 - Fator de obliquidade das faces a 50% do deslocamento do pungao

Fring
0@E
a9 ®EI

FIGURA 54 - Fator de obliquidade das faces a 100% do deslocamento do puncéo -

Formulacdo LEA
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Os valores do angulo de borda entre as faces (sec¢éo 6.1.3) sdo mostrados nas Fig. 55 e
56 (valor limite de 30°).

1= =)

G006
20.00

3000
2e.02

2508
26.05

26.17
24.07

2426
2z2.048

2225
2012

2043
18149

1852
1616
19.19

1469
12.21

1278
10249

1056
5.254

5.850
6.283

5.1232
2.330

3.208

default_Fringe .
Max 88.78 @ EIm 365 4 Mdefaal-lollagrm: : _—
Min 2.330 @EIm 99.1 ax B @EIm .

(a) For[nulagao LA (b) Formulagéo LEA Min 2.200 @ Elm 1150.1
FIGURA 55 - Angulo de borda das faces a 50% do deslocamento do puncao

32 40
3000
2809
2618
2427
22 36
2045
12 53
16 62
1471

12 80

7.070

5.150

3.248
default_Fringe :

Max 82,49 @EIm 362.1

Min 3.248 @EIm 462.1

FIGURA 56 - Angulo de borda das faces a 100% do deslocamento do punc&o -Formulagéo
LEA
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Das Fig. 53 a 56 pode-se observar que os resultados na formulacdo LEA a 50% do
deslocamento do puncdo sdo melhores que os da formulacdo LA, tanto para o angulo de
obliquidade como para o angulo de borda. Os dois critérios tém uma distribuicdo em cores
similar. Por outro lado, mesmo na formulacdo LEA, o valor maximo ultrapassa o limite
sugerido de 30°, devido a necessidade dos elementos em contato se ajustarem a forma do
puncdo hemisférico. Os valores maximos de ambos os critérios sdo mais baixos a 100% do

deslocamento do puncédo na formulacdo LEA do que a 50% do mesmo na formulacdo LA.

Os resultados obtidos estdo resumidos na Tab. 3. O fator de qualidade Q é calculado
usando a Eq. (112).

TABELA 3 - Resultados do puncionamento hemisférico para as formulacdes LA e LEA

Deslocamento do puncéo (%)
Item 0% 50 % 100 %
LA LEA LEA
NC° total de iteracdes - 150 84 147
NC° total de passos - 62 41 63
Volume (mm®) 783.781  783.176  781.861  779.853
EP maxima 0 4,1633 1,5919 2,6748
Q médio 0,8818 0,8539 0,8699 0,8598
Q méximo 0,9409 0,9833 0,9541 0,9865
Q minimo 0,7029 0,2283 0,5193 0,2051
Razéo de aspecto 2,1443 4,4251 2,9223 2,8585
Angulo de borda (°) 35,754 89,758 60,058 82,487
Angulo de obliquidade (°) 27,534 79,382 47,062 64,600
Angulo de empenamento (°) 0,0 13,847 18,549 23,590
Angulo de torcio (°) 2,1941 42,483 11,925 22,783
Razdo de afilamento 0,9193 0,058 0,8244 0,5803

Uma vez que a andlise utilizando a formulacdo LA é interrompida a 50% do
deslocamento total do puncéo, primeiramente serdo comparados o0s resultados neste ponto. A
gualidade minima neste momento para a formulacdo LA € 0,2283 e para a formulacdo LEA é
0,5193, o que mostra que as técnicas de realocagdo nodal evitam a excessiva distorcdo da
malha. Praticamente todos os critérios de distorcdo do PATRAN trazem resultados melhores
para a formulacdo LEA. A Unica excecdo € o angulo de empenamento, que indica a nédo-
planaridade dos elementos em contato com o pungdo hemisférico, 0 que é necessario para

obedecer a sua forma.
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Os valores de EP maxima sdo novamente menores na formulagdo LEA. O ndmero de
iteracdes € mais baixo na formulacdo LEA, mostrando uma melhor taxa de convergéncia

desta formulacéo.

Como os valores obtidos com a técnica de transferéncia de dados na formulacdo LEA
sdo diferentes quando a posicdo dos nds realocados muda, esta técnica deve ser aplicada apos
a correcdo de posicdo para nés de contato. O valor méximo de deformacdo plastica
equivalente obtido aplicando-se a transferéncia de dados antes da corre¢do da posi¢ao nodal é
2,6277 e, apods ela, como pode ser visto na Tab. 3, é 2,6748. A convergéncia também melhora
quando a transferéncia de dados € aplicada apos a corre¢do de posicdo dos nos de contato,
visto que desta forma a transferéncia é feita para as posi¢des nodais corrigidas que respeitam
as restricdes de contato. O numero de iteragdes diminui de 193 para 147 e 0 nUmero de passos
cai de 88 para 63.

H& uma pequena perda de volume na formulacdo LEA devido a malha ndo ser muito
fina. A técnica de realocacdo nodal tenta aproximar a curvatura na interface do cilindro com a
matriz hemisférica movendo os nos de contorno utilizando uma fungédo quadratica (Eq.(92)).
Este processo € uma aproximacao e, consequentemente, causa variacao de volume. Notou-se
gue se 0 numero de elementos é aumentado, a perda de volume diminui. Para verificar isso,
inicialmente usou-se uma malha menos refinada, com 800 elementos (10x10x8 subdivisdes),
e a perda de volume foi 0,82%. Com a malha apresentada acima, a perda de volume € 0,50%,
mostrando a tendéncia de diminuir a perda de volume com malhas mais refinadas. Na figura

57 mostra-se um gréfico onde se representa a variagao de volume em funcéo do deslocamento

do pungéo.
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Deslocamento do puncéo (%)

FIGURA 57 - Grafico deslocamento do puncéo (%) x variacdo de volume (%)



95

Conveém salientar que parte da perda de volume deve-se a deformacéo elastica. A perda
méaxima devido a deformacdo elastica, em (%), pode ser calculada de forma aproximada pela

expressao

A 1002, (124)
Y; K

onde K é o mddulo de incompressibilidade e p € a pressdo maxima existente. Neste exemplo

tem-se

E _ 206.000

K = - ~171.666,67 ¢
3(1-2v) 3(1-0,6)
av =100 41138 —0,2396% .
V 171666 67

Portanto, a perda de volume elastica maxima é aproximadamente 0,24%. Esse valor é o limite
maximo de perda, que poderia ser atingido se todos os elementos fossem submetidos a

pressao maxima.

A Tab. 4 apresenta um comparativo entre os resultados obtidos a 100% do
deslocamento do puncdo neste trabalho com os trabalhos 2D de Stainier (1995) e Olmi

(1997). Nestes dois trabalhos 2D, foram utilizados processos de remalhamento.

TABELA 4 - Comparacgéo entre os resultados da formulagdo LEA a 100% do deslocamento
do puncao com analises 2D de outros autores

N° de
Autor divisdes da Formulacéo EP max.
malha (x,y,z)
Este trabalho (14,14,8) LEA 2,6748
Stainier (1995)  (10,10,0)" LA com 2,754
remalhamento
Olmi (1997) (10,10,0)" LA com 2,6110

remalhamento

Observando a Tab. 4, nota-se que os valores maximos de deformacdo plastica
equivalente sdo similares em todos os casos, especialmente em relagdo ao trabalho de Olmi
(1997), que utiliza 0 METAFOR 2D como base.

* No inicio da analise
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A Fig. 58 apresenta um grafico comparativo da for¢a de conformacao em (N/rad), onde
rad é o raio do cilindro, entre este trabalho, Stainier (1995) e Olmi (1997).

Forga de conformagdo (Mirad)

1000000 -
i Ak A 3
s
'y
500000 - LA 4
Fy
Fy
00000 4
*
400000 4 —— Este trabalbo
& Stainier (1995)
w  Olmi (19597
200000 4
I:I T T T T T T T 1
1] 20 40 60 a0 100

Deslocamento do puncéo (%)

FIGURA 58 - Deslocamento do puncdo (%) x Forca de conformacéo
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7.3 INDENTACAO POR UM CILINDRO

Neste exemplo trata-se da indentagcdo de um cilindro rigido sobre uma base flexivel. A
matriz de conformacéo rigida cilindrica tem raio 0,8 cm. A largura da base flexivel é 2cm, a

profundidade e a altura sdo 1cm (Fig. 59).

Um deslocamento (d, =08cm) é aplicado a matriz rigida. E empregada uma

integracdo implicita para o problema quasi-estatico. A penalidade normal para o contato

deslizante é de 7.500 N/cm. Os parametros do material sdo:

Maodulo de elasticidade E = 1.000 N/cm?
Coeficiente de Poisson v=0,30

O material é elastoplastico com uma lei constitutiva
elastoplastica com endurecimento isétropo linear:
-Tensdo de escoamento %5¥=10 N/cm?
-Médulo de endurecimento linear h=5 N/cm?
c="2"+hE"

d, =038

y
Unid (cm)

o8&

L&

(b) Simetria do problema (c) Malha empregada
FIGURA 59 - Indentagéo por um cilindro

Devido a simetria no plano YZ, apenas a metade do problema é modelada. Neste plano,
0S Nnoés estdo restritos na dire¢cdo X. Todos 0s nos estdo restritos na direcdo Z, de forma a
simular um estado plano de deformacgfes. A malha utilizada tem 410 nds e 160 elementos
hexaédricos de 8 nds. Este exemplo ndo tem comparativo com dados de outros autores,

visando somente observar a eficiéncia das técnicas de realocacdo nodal e de transferéncia de
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dados apresentadas neste trabalho. Na formulagdo LEA, a realocacdo nodal é realizada em
cada passo de tempo. O MINQ é utilizado para realocacdo em superficies planas. A
transferéncia de dados é feita, em cada passo de tempo, através do desenvolvimento das
tensbes em série de Taylor, aplicado apds a correcdo da posicdo dos nés de contato (secdo

4.4). A Fig. 60 apresenta a malha deformada com d, = 0,4 cm nas formulagoes LA e LEA.

(a) Formulagéo LA (b) Formulagédo LEA
FIGURA 60 - Malha deformada nas formulacdes LA e LEA com d, =0,4cm

A Fig. 61 mostra a vista ortografica do plano XY da malha deformada com

d, =0,4cm e os valores de E P para as formulacdes LA e LEA.

-

(@) Formulagédo LA

e

(b) Formulacédo LEA

FIGURA 61 - EP e malha deformada nas formulagdes LA e LEA- vista do plano XY
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0,8cm nas formulagbes LA e

A Fig. 62 apresenta a malha deformada completa com d,

LEA .

(@) Formulagéo LA

(b) Formulacédo LEA

0,8cm

FIGURA 62 - Malha deformada nas formulacdes LA e LEA com d,

A Fig. 63 mostra a vista ortografica do plano XY com d, =0,8cm.
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20821
1.76751
1.47293

1.17834
0.883757
0.58911
0.294586
J
(@) Formulagdo LA

1.9812
1.689817
1.41514

11321
0.649086
0.566057
0.283029
d

(b) Formulacédo LEA

FIGURA 63 - EP e malha deformada nas formulagbes LA e LEA- vista do plano XY

Comparando a malha deformada nas Fig. 63a e 63b, observa-se que se consegue
diminuir a distorcdo da mesma ao se utilizar a formulacdo LEA, especialmente quando

d, =0,8cm. A Tab. 5 apresenta um resumo dos resultados obtidos na indentacao.

TABELA 5 - Resultados da indentagdo por um cilindro para as formulagdes LA e LEA

Deslocamento do cilindro
Item 0cm d,=04cm d,=08cm
LA LEA LA LEA
N° total de iteragGes - 197 216 375 387
NC° total de passos - 103 100 180 184
Volume (cm?) 2 1,99789 1,99680 1,99952 199751
EP méxima 0 0,78637 0,76446 2,06210 1,98120
Q médio 0,1536 0,15758 0,15783 0,15669  0,15891
Q méximo 0,1536  0,18319 0,17805 0,18310 0,20216
Q minimo 0,1536  0,14766 0,12705 0,14317  0,09391
Razé&o de aspecto 20,0 20,1823 19,9800 21,6630 19,5503
Angulo de borda (°) 0,0 52,9827 52,6913 57,5020 58,1344
Angulo de obliquidade (°) 0,0 43,4584 44,8354 52,1656 50,6868
Angulo de empenamento (°) 0,0 0,00506 0,00626 0,01474  0,01143
Angulo de torcio (°) 0,0197 7,82975 6,42443 7,74339  8,28210

Razdo de afilamento 1,0 0,90991 0,89911 0,77049 0,87301
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Da Tab. 5 pode-se notar que a E P méaxima é um pouco maior na formulagdo LA, tanto

no meio da analise (d, = 0,4cm) como no final (d, =0,8cm).

O fator de qualidade Q tem valores baixos desde o inicio da analise. Isto acontece
porgue ha uma dimensao nos elementos (comprimento em Z) bem maior que as outras. Vé-se
também que os valores de Q sdo maiores na formulacdo LA que na LEA, apesar de alguns
elementos estarem visualmente mais distorcidos na formulacdo LA (Fig. 64a). Por outro lado,
estes elementos sdo maiores na direcdo X, o que confere valores mais altos de Q. Em funcéo
disso, o fator de qualidade Q nédo parece ser apropriado quando ha uma grande diferenca entre

as dimensdes dos elementos.

01822

017751
017282
016813
0168344
015875
015408
014937

A

(@) Formulagdo LA

019471
2.18318
017181
016008
0.14851
0.13696
01254
0.11386

I
|

il ,
1)
Hhitl
i

(b) Formulagédo LEA

FIGURA 64 - Fator de qualidade Q - vista do plano XY

Para resolver este problema, se poderia calcular um fator de qualidade considerando

apenas a area das faces externas dos elementos A e 0 seu perimetro ph como

A

=16 .
Q oh?

(125)

Com relacdo aos outros critérios de distor¢do, quase todos eles tém valores proximos

nas formulacdes LA e LEA, com excecdo da razdo de afilamento. Este critério indica uma
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melhora na distor¢do para a formulacdo LEA, visto que o seu valor minimo ¢é 0,87 para esta

formulacdo e 0,77 para a formulagdo LA no final da analise (d, =0,8cm).

Além disso, o indicador de remalhamento (fratura do material) (Eqg. (118)) apresenta
valores mais altos na formulacdo LA, o que mostra que a formulacdo LEA consegue
concentrar a malha na zona mais critica (Fig. 65).

b

(a) Formulagéo LA

Il

I '

il
HM/‘

(b) Formulagédo LEA

022418
0192137
0160114
0.128091
0.09608658
0.0840457
0.0320229
d

020459
017562
014635
011708
0.058781
005854
0.02927
a

FIGURA 65 - Indicador de remalhamento | - vista do plano XY

O grafico Deslocamento da matriz na dire¢do Y x Variacdo de volume esta colocado na

Fig. 66. 0 . . . .

0024 0.2 0.4 0.5 g8
-0.04 4
-0.06 -
-0.08 1
01
012 4
014 4
016 1
018 -

L)

Yariagdo de volume (%)

Deslocamento erm Y
FIGURA 66 - Deslocamento na direcdo Y (cm) x variacdo de volume (%)

Nesta figura nota-se que a perda de volume na formulacdo LEA € pequena, 0,125%. A

perda de volume elastica maxima pode ser calculada aproximadamente por
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Ko B - 1000 _goaaq,
31-2v) 3(L-06)

A _100P 2100221 —0,69% .
K 833,33

A perda de volume méxima é de 0,69%, sendo que a perda que ocorre na formulagdo

LEA é bem menor que o limite maximo.

Na figura 67 apresenta-se o grafico Deslocamento da matriz x Forca de conformacéo

para as formulacGes LA e LEA, os quais estdo bem proximos.

— LA
—LEA,

Forga de conformagdo (M)
(8]

a.a 0.2 0.4 0.6 0.5

Deslocamento da matriz (cm)

FIGURA 67 - Deslocamento da matriz x Forca de conformagéo
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O mesmo exemplo, aplicando-se atrito do tipo Coulomb-Mohr-Tresca no problema de
contato € analisado a seguir. A penalidade normal de contato é 3.500 N/cm, a penalidade
tangencial de contato € 350 N/cm, o coeficiente de atrito estatico € 0,3 e a lei de contato ¢é

linear.

A Fig. 68 apresenta a malha deformada com d, = 0,4 cm nas formulacoes LA e LEA.

(@) Formulagdo LA (b) Formulacdo LEA
FIGURA 68 - Malha deformada nas formulacdes LA e LEA com d, =0,4cm

A Fig. 69 mostra a vista ortografica do plano XY da malha deformada com
d, =0,4cm e os valores de E P para as formulagtes LA e LEA.

i

(@) Formulagéo LA
FIGURA 69 - EP e malha deformada nas formulagbes LA e LEA- vista do plano XY

1.0574
0.908343
0.7502586
0.604229
045317
0202114
0151087
d

1.0
0.858
0.715
2.572
0.429
0.2386
0.143

(b) Formulagédo LEA
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Os valores de EP também sdo proximos nas formulagdes LA e LEA para o caso de
contato com atrito. A formulagdo LEA consegue diminuir a distor¢do da malha.

Neste exemplo, além de simular um estado plano de deformacdes, pode-se também
simular um caso 3D. Para isso, a restri¢cdo na direcdo Z na face com Z=1cm é removida (Fig.
59b). Devido a dupla simetria, apenas ¥ da peca € modelada. Nas Fig. 70 e 71 estdo

colocadas vistas em perspectiva da malha deformada com d, =0,8cm para as formulacdes

LA e LEA.

#lllllllllﬁ-k\-._:__s______:-__—--“,‘u"?
lllllllllll'i\%%\{&&&“
i=——
§

i

FIGURA 71 - Indentacdo 3D - Malha deformada na formulagdo LEA

Na Fig. 71 observa-se que a malha estd bem menos distorcida na formulacdo LEA. Isto

também pode ser visto na Fig. 72, onde esta colocada a vista do plano XY com os valores de

EP.
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27327

2.34231
1.95193
1.56154

117118
0.780771
0.390388
0

2453

210257
1.75214
1.40171
1.05129

0700857
0350429
d

(b) Formulagédo LEA

FIGURA 72 - EP e malha deformada nas formulagtes LA e LEA- vista do plano XY

A Fig. 73 contém o grafico Deslocamento da matriz na direcdo Y x Variacdo de

volume nas formulacdes LA e LEA, que mostra a pequena variacdo de volume existente em
ambas as formulagoes.

a
-0.02

-0.04 -
— LA

-0.05 —LEA

-0.08

=
=

Yariagan de volume (%)

]
—
o]

014 -
Deslocamento em Y (cm)

FIGURA 73 - Deslocamento na direcdo Y (cm) x variacdo de volume (%)
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O gréafico Deslocamento da matriz na direcdo Y x Forca de conformacgdo para as
formulacBes LA e LEA € apresentado na Fig. 74.

45 5
= 40 1
34 1
30
25 4
20 1
15 A
10
5
a

— LA
—LEA

Faorga de conformagéo (M

a.a 0.2 0.4 0.6 0.5

Deslocamento da matriz (cm)

FIGURA 74 - Deslocamento da matriz x Forca de conformagéo

Observa-se que as curvas das duas formulagdes estdo bem proximas, apesar de a malha
na formulacdo LA estar bastante distorcida e, portanto, sujeita a uma degradacdo dos
resultados. Em vista disso, deve-se analisar com cautela este grafico porque, visto

isoladamente sem considerar a malha, ele pode ndo ser um bom indicativo da preciséo dos
resultados.
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7.4 COMPRESSAO DE UM CILINDRO METALICO

Nesta aplicacdo é apresentada a compressdo de um cilindro metalico por uma matriz de
conformagdo rigida plana. Este exemplo, conhecido na literatura como "upsetting”, é um teste

padrdo muito utilizado em conformacdo mecéanica (Taylor e Becker, 1983).

O esquema de integracdo empregado para a solucdo do problema quasi-estatico é
implicito, utilizando o método de Newton-Raphson (secdo 3.8.1). Utiliza-se a lei de contato
com atrito colante sem deslizamento, calculada pelo método da penalidade (Ponthot, 1995),
onde a penalidade normal é 3,5x105 N/mm e a penalidade tangencial é 3,5 x104 N/mm.

Os parametros do material s&o:

Maddulo de elasticidade E =200.000 N/mmz2 ou 200 GPa

Coeficiente de Poisson v =0,30

Lei constitutiva elastoplastica com endurecimento isotropo linear, cujos dados sao:
-Tensdo de escoamento %"= 700 N/mm?2

-Médulo de endurecimento linear h=300 N/mm2 & ="°c"+hEP

Devido & simetria, apenas 1/8 do cilindro é modelado (Fig. 75b).

|
v

e |1‘1
S |

b) Simetria: 1/8 do cilindro
O- Centro do cilindro

a) Cilindro inteiro

FIGURA 75 - Simplificacdo do problema devido a simetria do cilindro
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A matriz de conformacao plana se encontra no plano XY na face superior do cilindro

(Fig. 76). Esta matriz sofre um deslocamento de 8mm no sentido negativo do eixo Z.

As condigOes de contorno nos planos de simetria sdo: restri¢do na diregédo X na face YZ
do cilindro, restricdo na diregdo Y na face XZ e restricdo em Z na face XY (na coordenada
Z=0). z

g

Matriz

O

FIGURA 76 - Secdo do cilindro modelada na posigéo inicial O- centro do cilindro

A altura e o raio do 1/8 de cilindro sdo 15mm e 10mm respectivamente. A malha é

constituida de 114 nés e 60 elementos hexaédricos de 8 nos.

Na Fig. 77 estdo colocados a malha final deformada (deslocamento da matriz=8mm) e
os valores de deformacdo plastica equivalente ( EP) para a formulacio LA. A malha

apresenta alguns elementos bastante distorcidos. Os valores maximos de EP estio na zona

onde ocorre a degeneracdo dos hexaedros em pentaedros e no centro da peca.

Degeneracédo -1.6423
| I 1.448
v 1.2537
-1.0595
0.8652
l 0.67092
- 0.47665
I 0.28237
0.088094
(@) Vista do plano XZ (b) Vista em perspectiva

FIGURA 77 - EP e malha deformada final na formulagio LA
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Para a formulagio LEA, os valores de EP final e a malha deformada sdo mostrados na Fig.
78.

 1.8405
I1.E1 38
1.3871
-1.1604
0.93371

l 0.70702
: 0.48032

II].253I'52
0.026927

(a) Vista do plano XZ

(c) Malha deformada completa com espelhamento

FIGURA 78 - EP e malha deformada final na formulagio LEA

A formulagdo LEA ndo consegue evitar o aparecimento de elementos pentaédricos. Os

valores de E P maximos ocorrem na zona onde se encontram esses elementos e ndo no centro
da peca, onde, se sabe, eles deveriam ocorrer. Taylor e Becker (1983), utilizando elementos
triangulares, conseguiram evitar o surgimento de elementos pentaédricos e obter valores

méaximos de EP no centro da pega.
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A Tab. 6 apresenta um resumo dos resultados obtidos nas formulagdes LA e LEA.

TABELA 6 - Resumo dos resultados obtidos nas formulagdes LA e LEA

Configuragio Config. final - Formulagéo

Item o
inicial LA LEA

Ep maxima 0 1,6423 1,8405
Razdo de aspecto 1,6797 6,9448 3,0001
Angulo de borda (°) 0 89,578 89,874
Angulo de obliquidade (°) 14,160 48,409 67,907
Angulo de empenamento (°) 0,0 14,741 12,049
Angulo de torcao (°) 0,0 24,748 26,167
Raz&o de afilamento 0,8032 0,4029 0,4025

Da Tab. 6 observa-se que os valores maximos de distor¢do nas formulacdes LA e LEA
estdo proximos na maioria dos critérios utilizados. Isto se deve ao fato de o elemento critico
para a distor¢do ser aquele que se transforma em pentaedro, fendmeno que ocorre em ambas

as formulagdes.

O anexo A apresenta alternativas para tentar evitar o aparecimento de elementos
pentaedricos no caso da compressdo de um cilindro. Neste anexo sdo propostos o

remalhamento (anexo A.5) e o refinamento (anexo A.6) para a formulagéo LA.
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7.5 HIDROCONFORMACAO DE UM TUBO

A hidroconformacdo ¢ um método para a manufatura de componentes que alia, as
tradicionais matrizes de conformacao, o uso da agua sob pressdo. Este método tem uma série
de vantagens, dentre elas a alta precisdo e a eliminacdo de defeitos comuns aos processos

tradicionais (espessura ndo uniforme do conformado, flambagem localizada) (Leitloff, 1998).

contra-suporte

| Fechar a prensa

(@)

— cilindros harizontais

blanque tubular

(b)

¥ - Movimentar os cilindros horizontais
= - ALhIiE Controfar a pressao da dgua
Guiar o contra-suporie

Abrir & prensa e
exirair a pega

(d) ‘
FIGURA 79 - Processo de hidroconformacéo para a formagdo de uma conexao tubular em Té

O blanque tubular é carregado na matriz inferior, que é entdo fechada (Fig. 79a). O
componente é selado em ambos os lados pelos émbolos axiais e, depois disso, é introduzida
internamente a 4gua sob pressao (Fig. 79b). Durante a operacdo de conformac&o, os cilindros
horizontais comprimem o blanque e, a0 mesmo tempo, a &gua pressurizada o infla, de maneira
que ele é forcado no contorno interno da cavidade da matriz. Além disso, o fluxo de material é
controlado pelo contra-suporte (Fig. 79c). O componente é conformado pela pressdo de
calibracdo, de modo que a sua forma corresponde exatamente ao contorno da matriz.

Finalmente, a matriz € aberta e 0 componente é retirado (Fig. 79d).
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—12,5mm é aplicado aos

Na simulacdo numérica deste processo de hidroconformacao, devido a simetria, apenas

%2 do blanque tubular ¢ modelado (Fig. 80). Um deslocamento d,
nos extremos na direcdo Y para simular o cilindro horizontal. O contra-suporte é representado

por uma matriz de conformacao movel, rigida e plana.

planos de simetria

Bt
(a) ¥4 do blanque (b) secéo transversal

FIGURA 80 - Blanque tubular modelado devido a simetria

O comprimento do blanque é 25mm, o didmetro € 10mm e a espessura da parede é
1mm. As condicBes de contorno nos planos de simetria sdo: restri¢do na dire¢do X na face YZ
do blanque e restricdo na direcdo Y na face XZ com Y=0 do mesmo. O numero de nos é

1.953 e 0 de elementos € 1.200 (Fig. 81).

s )
“ i
““l - ‘t‘:'t
S %
S S
SRS

FIGURA 81 - Malha empregada na hidroconformagao
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A pressdo da agua, variando linearmente de 0 a 100 MPa, é aplicada para dar a forma

das matrizes de conformacao rigida e fixa a peca (Fig. 82).

pressdo da agua

FIGURA 82 - Pressao da agua sobre o blanque tubular

Ha duas matrizes rigidas de conformacéo (Fig. 83). Uma delas € plana e movel (contra-
suporte). A outra é fixa e constituida de superficies regradas e Coons. As matrizes sdo
modeladas graficamente de maneira interativa no programa T-CADE (Teixeira, 1999). Apds a
geracao das matrizes e a verificacdo de que elas estdo corretas, os seus dados sdo convertidos

para o formato texto que o programa METAFOR reconhece.

Ao Edt Esbe Fasamesisl jpuies  Hodls  Jsesis
NEFEdé /A rar~ 238 4
& [t i & efee- £ EE

Fwan ——— —————
Bw|cjnialajs)

Matriz
movel

EET TR . TR T

FIGURA 83 - Matrizes de conformacéo (1/4 da geometria real devido a dupla simetria)

A distdncia méaxima entre n6s e matriz de conformacdo, usada para testar se 0 no esta
em contato com a mesma, € 0,1mm. Esta distancia ndo deve ser muito grande, para que néo se
detecte contato entre nds e matrizes que estdo afastadas. E empregada uma integracéo
explicita para o problema dindmico. A penalidade normal para o contato deslizante é de
100.000 MN/m. Os parametros do material sao:

Médulo de elasticidade E = 100.000 MPa (N/mm?)
Coeficiente de Poisson v=0,30
Densidade o =0,0027 kg/m3 (artificialmente aumentada para ampliar o passo de tempo)
Lei constitutiva elastoplastica com endurecimento isotropo linear, cujos dados sao:
-Tensao de escoamento %V=70 MPa
-Médulo de endurecimento linear h=70MPa &="‘c"+hE"
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A Fig. 84 mostra os resultados de EP da simulacdo numérica realizada com o
METAFOR na formulacdo LA. Um duplo espelhamento € realizado para mostrar 0s

resultados do problema completo.

1.6025
1.4022
12019
1.0016
080125
0.60094
0.40062
020031
0

FIGURA 84 — Hidroconformago - formulacdo LA com valores de E°

A Fig. 85 apresenta uma vista do plano YZ com valores de EP nas formulaces LA e

LEA.

elementos

e regulares

1.37367
1.144684
0.9165714
0.886788
0457857
0.225929
Q

1.5681
124409
112007

0.896057
QET2043
0448029
0224014
0

elementos
distorcidos

s
|||||||

=

-

I%\I\

(a) Formulacdo LA (b) Formulacédo LEA
FIGURA 85 - Vista plana YZ com valores de E°
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Na Fig. 85 pode-se observar que a malha na formulacdo LEA apresenta, em relacdo a
formulacdo LA, elementos mais regulares na zona proxima a simetria e elementos mais
distorcidos na zona proxima a curva. Isto acontece devido a um fendmeno similar a um
cisalhamento, que ocorre na zona préxima a curva. As técnicas de realocacdo nodal para a
formulacdo LEA ndo conseguem melhorar a qualidade da malha neste tipo de situacdo. Cabe

colocar que a solucéo para este problema também néo foi encontrada na literatura.

A Fig. 86 apresenta uma vista interna do tubo para a formulacdo LA. Nesta vista nota-
se que ha um aumento da espessura do tubo devido a compressao do mesmo, o que também é
verificado na pratica. Pode-se ver também que ha uma faixa de dois elementos na extremidade
do tubo que ndo aumentam de espessura. Isto acontece porque estes elementos estdo
totalmente restritos, com o objetivo de evitar instabilidades no inicio do processo de

hidroconformacéo.
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FIGURA 86 - Formulacéo LA- Vista de dentro do tubo
A Tab. 7 apresenta um resumo dos resultados obtidos nas formulagdes LA e LEA.
TABELA 7 - Resumo dos resultados obtidos nas formulagfes LA e LEA

Configuragio Config. final - Formulagéo

Item o
inicial LA LEA

N° total de passos - 90.913 136.475

EP maxima 0 1,6025 1,5681
Razdo de aspecto 1,8024 7,7205 2,6586
Angulo de borda (°) 10,191 66,793 88,253
Angulo de obliquidade (°) ~ 3,6338 65,466 82,674
Angulo de empenamento (°) 2,9714 8,3722 14,027
Angulo de torcao (°) 1,3020 18,739 30,006

Razdo de afilamento 0,9095 0,6619 0,4802
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Da Tab. 7 nota-se que os valores maximos dos critérios de distor¢cdo sdo maiores na
formulacdo LEA, devido ao fendmeno de cisalhamento ja comentado. A excecdo fica para a
razdo de aspecto que tem valor maximo de 2,6586 para a formulagdo LEA e 7,7205 para a
formulacdo LA, apesar de os elementos terem uma distor¢do especifica maior na formulacdo
LEA. Isto mostra que se deve levar em conta varios critérios de distor¢do para avaliar de

forma correta a qualidade da malha.

Foi realizado um comparativo da formulacdo LA com resultados experimentais de
ensaios realizados no Laboratorio de Transformacdo Mecénica (LdTM/UFRGS) utilizando o
chumbo como material interno ao invés de agua sob presséo. Isto foi feito porque ndo havia
um equipamento capaz de realizar a conformagdo mecanica através da aplicacdo de agua sob
pressdo. Apos ser realizada a conformacdo da peca, ela é aquecida e, devido ao chumbo ter
um ponto de fusdo mais baixo que o cobre, ele é removido. Para possibilitar uma melhor
comparacdao com os resultados experimentais, também se modelou o chumbo como material

interno na simulagcdo numeérica. Os parametros dos materiais sao:

Cobre:
Maédulo de elasticidade E = 100.000 MPa (N/mm?)
Coeficiente de Poisson v=0,30
Densidade 0 =0,0027 kg/m3

Material elastopléstico perfeito com tenséo de escoamento °cY= 20 MPa
Chumbo:

Maodulo de elasticidade E =20.000 MPa

Coeficiente de Poisson v=0,30

Densidade p=0,0027 kg/m3

Material elastopléstico perfeito com tensdo de escoamento %oV = 150 MPa

A Fig. 87 apresenta um grafico comparativo da forca de conformacgdo em funcdo do

deslocamento do tubo entre formulacdo LA e os resultados experimentais.

30000 4

25000 ~

20000 —1
15000 +

10000 4

— LA
—Experimental

Forga de conformagao (N

0 1 2 3 4 5 6
Deslocamenta do tubo (mm)

FIGURA 87 - Deslocamento do tubo (mm) x Forca de conformacéo (N)
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Da Fig. 87 nota-se que os resultados experimentais e os da formulacdo LA estdo
proximos em na maior parte do grafico, mostrando que a simulagdo numérica representa com

boa precisdo o problema experimental proposto.
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7.6 ESTRICCAO DE UMA BARRA

Esta aplicacdo consiste em tracionar uma barra pelas suas extremidades, causando uma
estriccdo (diminuicdo da secdo transversal) no centro da mesma. O tempo de analise € 2s.

Devido a dupla simetria, apenas ¥4 da barra € modelada (Fig. 88).

Y
4 40mm
X
Y
10mm
@ 10mm X
(a) Problema completo (b) Simetria do problema

FIGURA 88 - Estriccdo de uma barra

As condicOes de contorno nos planos de simetria sdo: restri¢cdo na direcdo Y na face XZ
e restricdo na direcdo X na face YZ.

Os parametros do material séo:

Maodulo de elasticidade E =210.000 MPa
Lei constitutiva elastoplastica com endurecimento isotropo linear, cujos dados sao:
-Tensdo de escoamento %"= 500 MPa
-Médulo de endurecimento linear h=500 MPa & = ¢’ +hEP
Coeficiente de Poisson v =0,30

A malha é composta de 630 nds e 400 elementos. Neste exemplo as técnicas de
realocacdo nodal do cap.4 ndo produzem bons resultados, uma vez que utilizam volumes,
areas e distancias como fator de ponderacdo, e esses parametros procuram equalizar o

tamanho dos elementos. Aqui, faz-se necessario concentrar a malha na zona de estriccao,
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onde os elementos ficam bastante alongados (Fig. 89), e, por consequéncia, torna-la mais

esparsa no resto do solido.

t=1,7s t=2,0s
FIGURA 89 - Estriccdo de uma barra. Malha deformada na formulagédo LA.

Tentou-se utilizar o erro (secdo 6.2) e também a deformacéo plastica equivalente como
fator de ponderacao (Askes e Sluys, 2000), ao invés dos volumes. Em ambos 0s casos, ndo se
conseguiu concentrar satisfatoriamente a malha na zona de estric¢do (Fig. 90), onde ocorrem
altos gradientes de deformacéo plastica equivalente. Isto se deve ao fato de que a realocacéo
nodal é controlada em nivel local, em funcdo apenas dos nés dos elementos vizinhos. A

andlise foi interrompida quando t=1,7s devido a alta distorgdo dos elementos.

FIGURA 90 - Formulagéo LEA utilizando a EP como fator de ponderagio
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Para casos como o da estricgdo, uma solucdo adequada poderia ser obtida através da
utilizacdo de técnicas de realocacdo nodal em que seja possivel um controle global do
processo de realocacdo. O mapeamento de superficies, com superficies paramétricas por
exemplo, poderia ser utilizado com este fim. Dessa forma, poderia-se empregar 0 erro ou uma
grandeza como a deformacéo plastica equivalente para concentrar a malha em zonas mais

criticas e deixa-la mais esparsa em zonas de pouca distor¢do ou deformacao.
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8 CONCLUSOES

A formulacdo LEA apresentada permite reduzir, em muitos casos, problemas
relacionados a distor¢do da malha que ocorrem na formulagdo LA devido ao movimento da
malha e da matéria estarem acoplados. Ela € uma opgdo interessante para simular processos

de grandes deformacdes, tais como conformacgéo mecanica.

Como mostram os exemplos, os valores de deformacdo plastica equivalente e outros
parametros de comparacdo obtidos com a formulacdo LEA 3D sdo compativeis com 0s
resultados encontrados na literatura para casos 2D. O ndmero de passos e iteragBes na
formulacdo LEA sdo, em geral, menores que na formulacdo LA, devido a formulacdo LEA
evitar a distor¢do excessiva da malha e tornar mais rapida a obtencdo de configuracdes em
equilibrio. Os exemplos deixam claro que a formula¢do LEA néo é capaz de eliminar todo o
tipo de distorcdo de malha, sendo indicado especialmente para regularizar malhas sujeitas a
deformacdes longitudinais e nem tanto a malhas sujeitas a distor¢do especifica (como no caso

da hidroconformacao).

Comparando os resultados obtidos com a formulacdo LEA proposta com os da
formulacdo LA com remalhamento, pode-se observar que a formulacdo LEA é uma boa
alternativa em termos de precisdo e simplicidade. Usando uma descricdo LEA, ndo é
necessario seguir os passos usuais de um remalhamento: interrupcdo da analise quando a
malha é considerada distorcida, geracdo de uma malha totalmente nova, transferéncia de
dados e reinicio do processo. Além disso, as técnicas de remalhamento podem ser menos
eficazes que a formulacéo LEA se o0s nos de contorno ndo séo realocados (ver anexo Ab5).

As técnicas de realocacdo nodal desenvolvidas sdo validas para malhas estruturadas
(malhas que tém o namero de elementos ao redor de um no de acordo com o Cap.4). O
algoritmo computacional é simples e de facil implementacdo. Nao ha necessidade de nenhuma
definicdo prévia do usuario nem de informacGes adicionais além daquelas requeridas pela
formulacdo LA. Ndo séo criados novos nos ou elementos e, portanto, a topologia da malha

original é mantida.
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Se o0 processo de realocacdo € aplicado frequentemente, a malha LA permanece
proxima da malha realocada. Neste caso, um desenvolvimento das tensdes de séries de Taylor
pode ser usado para a transferéncia de dados. Caso contrario, um algoritmo de busca e
interpolacéo, tal como o algoritmo néo-iterativo proposto, deve ser empregado. A reducgéo do
conjunto de busca, geralmente aplicavel a formulacdo LEA, torna este algoritmo ainda mais
rapido. Essas duas técnicas de transferéncia de dados podem ser utilizadas em processos onde
a velocidade relativa entre a malha e a matéria € pequena em cada passo de tempo. Para se
utilizar a formulagdo LEA em processos de conformacdo mecanica (tais como laminagéo)
quando € atingido o regime estacionério, onde a velocidade relativa entre a malha e a matéria
é grande, deve-se implementar técnicas de transferéncia de dados do tipo Godunov ou Petrov-

Galerkin.

O processo de refinamento de malhas, empregado no caso da compressdo de um
cilindro no anexo A6, consegue evitar a degeneracdo de elementos hexaédricos em
pentaedros, diminuindo a distor¢cdo da malha e melhorando os resultados de deformacéo
plastica equivalente obtidos. Contudo, o refinamento realizado € uma solucdo especifica para

este caso, ndo podendo ser generalizado para outras situacoes.

Para utilizar a formulacdo LA com remalhamento de forma eficiente, deve-se pesquisar
formas alternativas de geracdo de malhas 3D ndo-estruturadas que possibilitem a geracéo a
partir de diversos pontos, tanto no contorno como no interior dos sélidos, com o objetivo de
manter uma boa qualidade da malha em toda a peca. Além disso, o gerador de malhas deve
ser capaz de aplicar as restrigdes na geometria e ndo nos elementos finitos, com o intuito de
facilitar o processo de reinicio da analise apds o remalhamento. Cabe colocar também que o
remalhamento é uma técnica mais geral que a formulacéo LEA, podendo vir a trazer melhores
resultados para alguns problemas de grandes deformacdes, especialmente em casos onde haja

cisalhamento.

Sugere-se como propostas para trabalhos futuros com a formulacdo LEA, a busca de
formas mais gerais de realocacdo nodal que sejam aplicaveis a malhas ndo-estruturadas. O
MMP pode ser facilmente generalizado. Por outro lado, no caso do MINQ, isso seria mais
complicado visto que ndo haveria necessariamente n6s formando 1 ou 2 linhas ao redor de nds
externos a serem realocados. Poderia se investigar técnicas de realocacdo nodal que realizem
0 mapeamento de superficies, com superficies paramétricas por exemplo, tornando possivel

um controle global do processo de realocagdo. Essas técnicas poderiam ser empregadas em
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conjunto com o erro ou uma grandeza como a deformacdo plastica equivalente para
concentrar a malha em zonas mais criticas e deixa-la mais esparsa em zonas de pouca
distorcdo ou deformagdo. Dessa forma, problemas como o da estriccdo, onde ocorre uma
tracdo da peca e alguns elementos na zona de méxima deformacéo ficam bastante alongados,

podem ter uma solucdo satisfatoria.

A formulacdo LEA também poderia ser empregada em conjunto com um processo de
remalhamento. Esta formulacdo seria usada até 0 momento em que se julgasse ser necessario
um remalhamento. Neste ponto a anélise seria interrompida, uma nova malha mais uniforme

gerada e a formulacdo LEA utilizada novamente ao se reiniciar a analise.
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ANEXO A - FORMULACAO LA COM REMALHAMENTO

Muitos dos desenvolvimentos executados neste trabalho podem ser aproveitados na
implementacdo de um remalhamento para a formulacdo LA. Neste anexo serdo feitos alguns
comentarios com relacdo as dificuldades e problemas a serem enfrentados para isso, além de

um comparativo com a formulacdo LEA apresentada.

Os passos a serem seguidos quando se utiliza a formula¢do LA com remalhamento sdo:
avaliacdo da distor¢do e do erro, interrupcdo da analise quando a malha é considerada
distorcida, geracdo de uma nova malha, transferéncia de dados da malha velha para a nova e

reinicio da andlise a partir do momento no qual ela havia sido interrompida.

Como se pode notar, varios desses passos sao também necessarios na formulacdo LEA

e foram apresentados neste trabalho. A seguir faz-se comentarios a respeito de cada um deles.

A.1 Avaliacdo da distorcéo e do erro

Durante a andlise na formulacdo LA com remalhamento, é feita a avaliacdo da
distorcdo e do erro para estimar a precisao dos resultados obtidos e para decidir o momento
em que a andlise deve ser interrompida. Esta avaliacdo esta descrita no Cap. 6 e pode ser
usada diretamente na formulacdo LA com remalhamento. Além disso, foi implementada a
possibilidade de o usuario impor um limite maximo de distor¢éo e/ou erro, a partir do qual a

analise deve ser interrompida.

Serdo empregados elementos tetraédricos (ver anexo A.2). O fator de qualidade Q para
estes elementos é similar ao utilizado para elementos hexaédricos (Zavatieri, Dari e
Buscaglia, 1996), mudando apenas o fator multiplicativo para obtencao de valores de Q entre
Oel.

Vv
Q=1832—; (126)
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A.2 Geragéo de uma nova malha

Apbs a interrupcdo da analise, uma nova malha mais uniforme deve ser gerada. Para
isso, a primeira providéncia é a identificacdo do contorno do solido (nds e faces), o qual vai
servir de base para a geragdo da nova malha. O processo de identificagdo das faces externas
da malha de elementos finitos, apresentado na secdo 4.1.2 para a realocacdo nodal em

superficies planas, pode ser empregado para este fim.

De posse dos dados do contorno do solido, parte-se para a geragdo da malha nova. Aqui
residem as maiores dificuldades da implementacdo de um remalhamento para a formulagéo
LA.

Em problemas de solidos 3D, manter a correta representacdo do contorno dos solidos €
uma tarefa complicada quando os nés de contorno mudam de posi¢do no remalhamento. Além
disso, é preciso evitar a mudanca de volume, devido ao remalhamento, em relagdo a

formulagdo LA pura.

Existe também o problema em relacéo ao tipo de elemento a ser utilizado. O elemento
hexaédrico linear (de 8 nos) tem boa precisdo, mas é dificil utilizd-lo em um gerador de
malhas ndo-estruturadas por ndo se conseguir, no estado atual dos desenvolvimentos

realizados na éarea, representar bem geometrias complexas.

Por outro lado, um elemento tetraédrico linear (de 4 nds) usual, que pode ser facilmente
implementado colapsando nds de um hexaedro de 8 nos (Peano, 1984) e se adapta melhor a
geometrias complexas, tem pouca precisdo e pode levar a problemas de incompressibilidade.
Este problema, também conhecido como travamento ou "locking" da malha, faz com que a
malha ndo consiga se movimentar e a estrutura fique trancada, inviabilizando o
prosseguimento da analise. O anexo A.5 apresenta resultados obtidos com um remalhamento

para a formulagdo LA utilizando elementos tetraédricos lineares.

Diante dos problemas apresentados pelo hexaedro de 8 noés e pelo tetraedro linear
usual, pode-se vislumbrar duas alternativas que podem conduzir a bons resultados. A primeira
seria utilizar um tetraedro linear especial que ndo sofra do problema de travamento da malha.
Alguns trabalhos ja estdo tratando deste tema, como o artigo de Chenot e Bay (1998), que
propde a utilizagdo de um elemento linear com um no adicional no seu centro de gravidade.

Para evitar o travamento da malha, as velocidades sdo calculadas usando os 5 nds do elemento
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e a pressdo usando apenas 0s 4 nds externos. A segunda alternativa é usar um elemento
tetraédrico quadratico (de 10 nos), que possui boa precisdo e sobre o qual ja ha bons

resultados (Coupez, Soyris e Chenot, 1991; Szentmihali et al., 1994).

A.3 Transferéncia de dados

Como a nova malha obtida pelo gerador de malhas ndo-estruturadas pode ser bem
diferente da malha existente no momento da interrupcdo da analise, apenas a técnica de

transferéncia de dados que utiliza um algoritmo de busca (se¢do 5.2.2) pode ser empregada.

Esta técnica ¢ aplicivel diretamente a elementos hexaédricos de 8 nos e a tetraedros de
4 nés. No caso de elementos tetraédricos de 10 nds, o sistema de equacdes em (102) ndo pode
ser resolvido porque a matriz de coordenadas dos nos serd 10x10 e ndo mais 4x4. Sendo
assim, a transferéncia de dados torna-se mais complexa, devendo ser feita através de algum
processo iterativo ou aproximando os tetraedros quadraticos por tetraedros lineares. Se esta
aproximacdo é feita, o sistema de equacdes em (102) pode ser resolvido, mas ha uma
diminuicdo de precisdo, resultante da perda de curvatura das arestas dos tetraedros
quadraticos. Isto pode ocasionar a obtencdo, no algoritmo de busca, de um elemento da malha

antiga que nao ¢ aquele ao qual o né da malha nova realmente pertence.

A.4 Reinicio da analise
O algoritmo de reinicio da andlise consiste em:

a) atualizar a geometria do problema (nds e elementos), para que a analise recomece
com a malha inicial sendo a Gltima configuracdo gravada em arquivo antes da interrup¢do do

[processo,

b) atualizar o tempo inicial da analise, recomecando do momento em que a mesma foi
interrompida. Automaticamente, as matrizes de conformagdo moveis tém sua posicdo

atualizada em funcéo deste tempo;

c) atualizar os deslocamentos prescritos dos nds, descontando os deslocamentos ja
efetuados em funcéo do tempo de analise decorrido antes da interrupcdo (valido para nés com

deslocamento prescrito diferente de zero);
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d) utilizar como condic¢es iniciais: as tensdes, deformacgdes plasticas e pressao nos

pontos de Gauss; as velocidades e acelera¢fes nodais antes da parada.

O algoritmo de reinicio da analise implementado’ funciona em casos onde os nés de
contorno estdo na mesma posi¢ao na malha velha (antes do remalhamento) e na nova (ap6s o
remalhamento). Isto € um aspecto muito limitante, visto que, a fim de melhorar a qualidade da

nova malha, deve-se permitir que ela tenha nés em posicao diferente da malha velha.

Para superar a necessidade de o contorno ser fixo, deve-se colocar as restricdes e as
informagdes de contato diretamente na geometria e ndo nos nos. Dessa forma, uma superficie
do contorno que tenha restricdo na direcdo X, por exemplo, tera esta restricdo aplicada no
reinicio da analise em todos os nds pertencentes a ela, independentemente da posicdo dos
mesmos. O gerador de malhas ndo-estruturadas utilizado deve possibilitar a atribuicdo das
restricbes e do contato na geometria (linhas, superficies e volumes) e permitir a passagem
desses dados, atribuidos a geometria, para 0os nés em cada remalhamento, com o intuito de

criar 0 arquivo de dados do METAFOR para o reinicio da analise.

" Caso seja necessario, este algoritmo pode também ser aplicado & formulagdo LEA.
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A.5 Comparativo entre a formulagéo LEA e a formulagdo LA com remalhamento

Com o objetivo de comparar resultados com a formulacdo LEA desenvolvida, fez-se a
implementacdo de uma técnica de remalhamento para a formulagdo LA. O fator de qualidade
Q para a avaliacdo de distor¢cdo (Cap. 6), a técnica de transferéncia de dados que utiliza o
algoritmo de busca (secdo 5.2.2) e o procedimento para o reinicio da analise sdo 0s mesmos

nas duas formulagdes.

A geracdo da malha nova, apés a analise ter sido interrompida, foi executada utilizando
0s programas comerciais disponiveis ANSYS e PATRAN. Esses programas geram malhas
ndo-estruturadas apenas com elementos tetraédricos, tanto lineares como quadréticos. Para
evitar o travamento da malha, seria necessario usar elementos quadraticos. Ai surge um
problema novo, porque 0 PATRAN aceita apenas superficies quadrilateras de lados retos no
contorno para o remalhamento, e 0 ANSYS, apenas superficies planas. Sendo assim, se fosse
utilizado o tetraedro quadratico, a geometria do contorno em superficies livres (ndo-planas e
de lados curvos) poderia mudar apds o remalhamento. Em vista disso, o uso desse elemento
foi descartado e o elemento empregado foi o tetraedro linear de 4 nods, implementado no

programa METAFOR colapsando nés do elemento hexaédrico de 8 nos (Fig. 91).

1-2-3-4 - 5-6-7-8 1-3-4-1-8-8-8-8

FIGURA 91 — Hexaedro de 8 nds colapsado em tetraedro de 4 nds com conetividades

Mesmo sabendo do problema de travamento da malha, o teste realizado com tetraedros
de 4 nds se presta para tecer alguns comentérios com relacdo aos programas de geracao de
malhas utilizados.

Os programas ANSYS e PATRAN utilizam algoritmos de geracdo de malhas néo-

estruturadas, para solidos 3D, que comecam a geracao pelo seu contorno e se dirigem para o
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centro do sélido. Isto leva a obtencéo de elementos de boa qualidade em zonas proximas ao
contorno se as faces externas ndo estdo muito distorcidas. Por outro lado, no final da geracéo,
proximo ao centro do sélido, os elementos ficam distorcidos, porque é preciso preencher de
qualquer forma o volume que falta, o qual muitas vezes € bastante irregular. Portanto, mesmo
se no contorno a malha é de boa qualidade, préximo ao centro do solido os elementos tendem
a ser distorcidos. Além disso, a geracdo de malhas leva em conta aspectos puramente

geométricos como a distor¢do, sem considerar o erro.

Como as restricdes e os dados de contato s&o aplicados diretamente nos nos da malha, o
contorno deve permanecer fixo no remalhamento para possibilitar o reinicio da analise. Esta
limitacdo diminui a eficiéncia do gerador de malhas, visto que € preciso modificar o contorno

para que a malha dentro do so6lido seja de boa qualidade.

Considerando os aspectos anteriores, aplica-se o remalhamento no exemplo de
compressdo de um cilindro por uma matriz rigida apresentado na se¢do 7.4. A malha inicial
do cilindro (671 nos e 480 elementos hexaédricos) € mais fina que a da secdo 7.4, com o
intuito de aumentar o numero de elementos tetraédricos de 4 nds ao se realizar o
remalhamento, visto que esses elementos sdo0 menos precisos. O deslocamento méaximo da
matriz foi aumentado de 8mm para 12mm, para verificar 0 comportamento dos elementos

tetraédricos.

A formulacdo LEA é utilizada até o deslocamento da matriz, 4 ™, ser igual a 4,2mm
(Fig. 92(a)). Neste momento, a analise é interrompida e uma nova malha de tetraedros de 4

nos é gerada no PATRAN, lembrando que o contorno é fixo. A analise é reiniciada utilizando
a formulacdo LA, a qual é empregada a partir daqui até o final do processo. Quando 4 ™=
54mm (Fig. 92(b)) e 4™ = 8,4mm (Fig. 92(c)), mais dois remalhamentos sdo feitos. A
analise termina com A4 ™ = 10,2mm (Fig. 92(d)) devido a excessiva distor¢do da malha. Em

todas as figuras apresenta-se os valores de deformacéo plastica equivalente ( EP).

Na Fig. 92(d) nota-se que, devido a falta de simetria da malha, a distribuicio de EP
ndo é simétrica. Nesta figura observa-se ainda que o solido deformado ndo é simétrico. Isto

pode acontecer devido a pouca precisdo do tetraedro de 4 nos e ao travamento da malha.
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a) 4M=4,2mm
b) A M=5,4 mm
i
1.71429
1.42857
" 1.14288
c) 4"=8,4mm 0.857143
0.571429
0.2685714
0
d) 4™m=10,2 mm

FIGURA 92 - Compresséo de um cilindro com valores de E P
a) Malha de hexaedros usando a formulagdo LEA
b, ¢, d) Malha de tetraedros usando a formulagdo LA com remalhamento
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Com relacdo a distorcdo da malha, pode-se verificar o fator de qualidade Q para

tetraedros na Tab. 8.

TABELA 8 - Valores de Q nos diversos remalhamentos

A ™(mm)
54 8,4 10,2
Q minimo 0,1764 0,2018 0,1000
Q médio 0,6283 0,6278 0,5919
Q méaximo 0,9881 0,9851 0,9707
Vol (mm?) 1166,64 1164,63 1160,12

Os valores de Q minimo na Tab. 8 sdo baixos e ndo variam muito ao longo do tempo da

analise, mesmo aplicando trés remalhamentos. Isto mostra que, apesar de os elementos do
contorno em A M=5,4 mm terem uma qualidade razoéavel, o valor de Q minimo é préximo ao

do tempo 4 ™= 10,2 mm, onde o contorno estd bem mais distorcido. Dai conclui-se que o0s
elementos com menor qualidade ndo estdo no contorno e sim préximos ao centro do solido,
devido a forma como € feita a geracdo da malha no PATRAN e também no ANSY'S (de fora
para dentro). Sendo assim, mesmo melhorando a qualidade dos elementos de contorno, este

tipo de remalhamento néo produzira bons resultados.

Para evitar esse problema, deve-se empregar algoritmos de geragcdo de malha que facam
a geracdo da mesma a partir de diversos pontos, tanto no contorno como no interior, com o

objetivo de manter uma boa qualidade da malha em todo o sélido.

Comparando a formulacdo LEA com o remalhamento apresentado para a formulagao
LA nota-se que, em muitos casos, se consegue manter uma qualidade razoavel da malha ao
longo de toda a analise na formulacdo LEA, o que ndo acontece na formulacdo LA com
remalhamento. Deve-se pesquisar formas alternativas de geragdo de malhas 3D né&o-
estruturadas que permitam um melhor aproveitamento do remalhamento para a formulagéo
LA, o qual é uma técnica mais geral que a formulacdo LEA e pode vir a trazer bons resultados

para problemas de grandes deformacoes (especialmente em casos de forjamento).
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A.6 Refinamento para a formulagdo LA

Uma maneira alternativa de tentar evitar o aparecimento de elementos muitos
distorcidos é o refinamento da malha. Quando se utiliza elementos hexaédricos em casos
como o da compressdao de um cilindro por uma matriz rigida (secdo 7.4), observa-se a

degeneracéo de alguns hexaedros em pentaedros (Fig. 93) devido a distor¢do da malha.

FIGURA 93 - Degeneracao de hexaedros em pentaedros (elementos hachurados)

Este fendmeno é muito prejudicial a analise visto que as funcdes de interpolacéo

empregadas (Eq. (17)) ndo mais fornecem resultados confiaveis.

Uma alternativa para retardar ou evitar o aparecimento de elementos pentaédricos € o
refinamento dos elementos proximos a zona em que as faces estdo ficando paralelas (Aymone
e Groehs, 1995; Aymone, 1996). Para isso, deve-se primeiramente identificar as faces que

estdo ficando paralelas e, em seguida, refinar os elementos aos quais elas pertencem.

De modo a identificar faces paralelas em um mesmo elemento, usa-se 0 procedimento
da secdo 4.1.2, que verifica se as faces dos elementos estdo no mesmo plano, ou seja, sdo
paralelas. Sdo calculados a normal a cada face do elemento e o angulo entre as faces. Se for
verificado que duas faces de algum elemento estdo se tornando paralelas (Fig. 94), a analise é

interrompida.
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FIGURA 94 - Faces do hexaedro que estdo ficando paralelas

O valor maximo aceitavel do angulo entre duas faces, que serve como critério de

parada, deve ser indicado pelo usuério.

No momento em que a analise é interrompida, sdo gravados em arquivo 0s Ultimos
dados de geometria e tensdes. Além disso, sdo gravados 0os nomes dos nds ao redor dos quais
vai-se realizar o refinamento. Esses nds sdo obtidos usando a idéia de que, no elemento
distorcido, ha 6 nds pertencentes as duas faces que estdo ficando paralelas, os quais sdo
indicados por (A) na Fig. 95. Dois nds do elemento ndo pertencem a elas. Esses dois nos,

representados por (e ), devem ser usados para o refinamento.

A AN Iy

I ]
i v u

FIGURA 95 - Nés para o refinamento (e ), nds da faces paralelas que nao sdo refinados (A)
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Os elementos vizinhos ao elemento distorcido (Fig. 95) também séo refinados para que
ndo aparecam nos irregulares (sem correspondentes nos elementos vizinhos) (ver Fig. 96).
Mesmo que apenas um elemento precise ser refinado, todos os elementos vizinhos também
serdo refinados para manter a compatibilidade (Fig. 96). Pode-se imaginar que o refinamento

proposto funciona como um refinamento 2D com varias camadas.

FIGURA 96 - Refinamento ao longo de uma linha que atravessa o sélido

Apos o refinamento, sdo executados 0s passos usuais de um remalhamento: passagem
de dados da malha velha para a malha refinada e reinicio da analise a partir do ponto onde ela

foi interrompida.

Para 0 caso da compressao de um cilindro (secdo 7.4), apresenta-se a seguir 0S

resultados obtidos com o refinamento.

O processo de calculo é implicito, utilizando o método de Newton-Raphson (secdo
3.8.1). A andlise comeca empregando a formulacdo LEA, até 0 momento em que as faces

tendem a tornar-se planas (7 >130°), quando a mesma é interrompida. Apoés isso, a malha é
refinada e as variaveis de estado sdo transferidas para ela. As Fig. 97 e 98 mostram,
respectivamente, os valores de deformagcéo plastica equivalente ( EP) nas malhas velha e

refinada no momento da interrupcdo da analise (deslocamento da matriz=4,8mm). Pode-se

observar a precisdo da transferéncia de dados.
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- 0.87182
I 0.76435
0.65688

- 0.54941
0.44194

I 0.33447
- D.227

I 0.11953
0.012057

(a) Vista do plano XZ (b) Vista em perspectiva

FIGURA 97 - Valores de EP na malha velha no momento da interrupgéo da analise -

Formulacdo LEA

- 0.87182
I 0.76435
0.65688

- 0.54941
0.44194

l 0.33447
- 0.227

I 0.11953
0.012057

(a) Vista do plano XZ

(b) Vista em perspectiva

FIGURA 98 - Valores de EP na malha refinada no momento da interrupcéo da analise -

Formulagdo LA

Apos a transferéncia de dados, a analise € reiniciada utilizando a formulacdo LA. As
Fig. 99 e 100 mostram, respectivamente, a deformada e os valores de EP finais das malhas
original (toda a andlise usando a formulacdo LA) e refinada (formulacdo LEA antes e LA

apos o refinamento), nas quais o deslocamento da matriz é 8mm.
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- 1.6423
I1.44B
1.2537
-1.0595
0.8652

l 0.67092
- 0.47665

II].2823?
0.088094

(a) Vista do plano XZ (b) Vista em perspectiva

FIGURA 99 - Valores de E P na malha original no final do analise - Formulagdo LA

 1.6475

I 1.4469

1.2464

- 1.0458
0.84523

I 0.64466
; 0.44409

I 0.24353
0.042958

(a) Vista do plano XZ (b) Vista em perspectiva

FIGURA 100 - Valores de EP na malha refinada no final do andlise

Na Fig. 100 nota-se que o refinamento de malhas consegue diminuir a distor¢do da
malha, evitando o aparecimento de elementos pentaédricos. Observa-se, ainda, que os valores
de EP sdo um pouco diferentes nos dois casos, diminuindo o seu valor na zona onde houve
refinamento. Isto indica uma melhora nos resultados, j& que sabidamente a deformacéo
plastica equivalente maxima neste exemplo deve ocorrer no centro da peca. Portanto, a
deformacdo plastica equivalente é claramente afetada pelo aparecimento de elementos

pentaédricos.

A Tab. 9 apresenta um resumo dos resultados obtidos na formulacdo LA sem e com

refinamento.
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TABELA 9 - Resumo dos resultados obtidos na formulacdo LA sem e com refinamento

Item

inicial LA LA com refinamento

Ep maxima 0 1,6423 1,6475
Razao de aspecto 1,6797 6,9448 4,9557
Angulo de borda (°) 0 89,578 69,113
Angulo de obliquidade (°) 14,160 48,409 58,454
Angulo de empenamento (°) 0,0 14,741 9,0377
Angulo de torcéo (°) 0,0 24,748 21,821
Razao de afilamento 0,8032 0,4029 0,4511

Os valores maximos de distor¢édo obtidos na formulacdo LA quando se usa refinamento
sdo, em quase todos os critérios, mais baixos do que no caso em que ele ndo é usado. A Unica

excecdo € o angulo de obliquidade. Sendo assim, pode-se obter resultados mais precisos de

EP e diminuir a distorgdo da malha realizando o seu refinamento.

Com o objetivo de comparar as formulacdes empregadas, a Fig. 101 apresenta as
curvas deslocamento da matriz x forca de conformacdo nas formulacbes LA, LEA e

utilizando o refinamento de malhas.

go0000 -
A& LA
i
o LEA
. BO0000 4 —— Refinamento
=
= #*  Taylar e Becker (1983
B
[
E
=]
E 400000
(]
(K}
k]
=
[
[
(=]
L

200000

0 1 2 3 4 5 [ 7 g 9
Deslocamerto da matriz (mm)
FIGURA 101 - Gréfico deslocamento da matriz x for¢a de conformacéo

Da Fig. 101, nota-se que as curvas deslocamento x forca de conformacdo nas
formulacbes LA e LEA séo praticamente idénticas, sofrendo alguma alteracdo no caso do
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refinamento e do trabalho de Taylor e Becker (1983) que utiliza a formulacdo LA. Com
relacdo ao refinamento, no momento do reinicio da andlise é feita uma correcdo da posicao de
todos os nos de contato (ver secdo 4.4), projetando-0s sobre as matrizes de conformacdo, de
forma a corrigir eventuais problemas de interpenetragdo entre esses nos e as matrizes e
garantir a convergéncia do processo de reinicio da analise. No entanto, o meétodo da
penalidade ndo é exato, podendo ocorrer alguma interpenetracdo dos nds na matriz. E esta
interpenetracdo que gera as forcas de contato indicadas na Fig. 101. Ao projetar os nos sobre a
matriz ocorre, momentaneamente, um zeramento das forgas de contato, indicado pelo pico
observado na Fig. 101 no instante em que o deslocamento da matriz € 4,8mm e o processo de
analise é reiniciado apds o refinamento. Contudo, nos passos de tempo logo apos o reinicio da
analise, as interpenetracfes caracteristicas do método da penalidade voltam a aparecer em
cada nd, fazendo com que o célculo das forcas de contato seja novamente valido (Olmi,
1997).

Foi feito um teste empregando-se o processo de calculo explicito utilizando o método
das Diferencas Centrais (secdo 3.8.2). Neste teste, 0 nUmero de passos de tempo no caso da
formulagdo LA (sem refinamento) foi 314 e, no caso do refinamento, 434. O aumento do
namero de passos, quando se tem o refinamento, deve-se ao fato de o intervalo de tempo
critico (Eq. (71)) ser diretamente proporcional a distancia entre os nés, a qual diminui ao se
realizar o refinamento. Esta € uma caracteristica do refinamento quando se utiliza um codigo

explicito, se por um lado ganha-se em precisdo, por outro a analise fica mais demorada.
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APENDICE A - CALCULO DE B PARA O METODO DO RETORNO RADIAL

No método do Retorno Radial, aplicado no corretor plastico (passo 2.1.3.3.2 do Quadro
1 da secdo 3.9) para a obtencdo das tensGes de Cauchy em eixos corrotacionais, deve-se

calcular o valor de S para corrigir as tensfes desviadoras como

=B (127)

No caso de materiais elastoplasticos com endurecimento isotropo linear, # tem uma

expressdo analitica dada por

v
ﬂ=l—2 (sese)llz ! (128)
i
na qual
€ ~€ 2 e
(SJ SJ )1/2 \/; OO_
Y= = : (129)
26(1+h J
3G

Em ¥, % é a tensdo limite elastico do material (uma vez atingido este valor, tem inicio o

escoamento ou 0 aparecimento de deformacées plasticas) e h' é o médulo de endurecimento

isotropo.

Para materiais elastoplasticos com endurecimento ndo-linear e materiais elasto-visco-

plasticos, S é calculado atraves de um processo iterativo usando o método de Newton-

Raphson.
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