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RESUMO

DIAS, M. M. Analise numérica de vigas mistas aco-concreto pelo método dos elementos
finitos: efeitos de longa duragdo. 2013. Dissertacdo (Mestrado em Engenharia) — Programa de

Pos Graduacao em Engenharia Civil, UFRGS, Porto Alegre.

As vigas mistas de aco e concreto tém sido muito empregadas em obras civis de pequeno e
grande porte. O emprego em conjunto de vigas de aco e lajes de concreto armado visa
explorar as melhores caracteristicas de cada um dos elementos, gerando uma solucdo
estrutural econdmica e eficiente. Os conectores de cisalhamento, que sdo os dispositivos de
unido desses elementos, permitem a transferéncia do esfor¢o cortante ao longo da estrutura. O
presente trabalho trata-se de uma continuagdo do estudo realizado por Tamayo (2011), o qual
desenvolveu um cdédigo computacional em linguagem Fortran 90, utilizando o método dos
elementos finitos, que € capaz de representar estruturas de vigas mistas em analises de curta
duragdo. A teoria da plasticidade associada com um algoritmo de retorno explicito para o
concreto e aco foi empregada em um procedimento incremental iterativo. O presente trabalho
visa incluir a andlise de servico no codigo elasto-plastico, ou seja, a consideracdo dos efeitos
de longa duracdo que interferem na distribuicdo de tensdes e deformagdes da estrutura. A
teoria da solidificacdo proposta por Bazant e Prasannan (1988) foi empregada para analisar os
efeitos devido a fluéncia do concreto. Para o célculo da fluéncia empregou-se um modelo
reologico baseado na cadeia de Kelvin em série. Usando conceitos da série de Dirichlet, os
parametros desta cadeia foram obtidos através de uma aproximacao por minimos quadrados.
Em conjunto com a teoria da solidificagdo, os modelos de fluéncia e retracdo, propostos pelo
Comité Euro-International du Béton (1990), foram utilizados. O amolecimento do concreto
foi adicionado ao modelo computacional. Para os conectores de cisalhamento foi testada uma
nova formulacdo empregando uma rigidez secante. As tarefas de pré e pos processamento
foram realizadas através do software GiD que auxiliou nas etapas de geragdo da geometria e
malha de elementos finitos, confec¢ao de arquivo de entrada, e visualizacao dos resultados.
Exemplos testados experimentalmente foram empregados para validagdo do modelo numérico

proposto.

Palavras-chave: viga-mista ago-concreto; viscoelasticidade; fluéncia; retragao.



ABSTRACT

DIAS, M. M. Numerical analysis of steel-concrete composite beams by using the Finite
Element Method: creep and shrinkage effects over time. 2013. Dissertacdo (Mestrado em

Engenharia) — Programa de Pds Graduagdo em Engenharia Civil, UFRGS, Porto Alegre.

Steel-concrete composite beams have been widely applied to both small and large civil works.
The combined use of steel beams and reinforced concrete slabs aims to explore the best
features of each one, creating an efficient structural solution with low cost. The shear
connectors are the device joining the steel beam and concrete slab, allowing the transfer of
shear along the structure. This work follows the research of Tamayo (2011) who developed a
program in Fortran 90 language, using the finite element method, capable of representing
composite beam structures in short time analyzes. The associated theory of plasticity with an
explicit return algorithm for concrete and steel was used in an incremental iterative procedure.
This study aims to include the service analysis into the code, which means to account for
long-term effects that influence the stress and strain distribution in the structure. The
solidification theory proposed by Bazant and Prasannan (1988) was used to examine the creep
effects of concrete. For the creep calculation, a rheological model based on the Kelvin chain
in series was employed. Using concepts of Dirichlet series, the chain parameters were
obtained through a least squares approximation. Together with the solidification theory, the
creep and shrinkage models proposed by the Comité Euro-International du Béton (1990) were
used. The concrete softening was added to the computational model. A new formulation using
secant stiffness was tested for the shear connectors modeling. The pre and post processing
tasks were performed using the GiD software, which was used for geometry and finite
element mesh generation, input file writing, and results viewing. Specimens tested

experimentally were used for the validation of the proposed numerical model.

Key-words: steel-concrete composite beam; viscoelasticity; creep; shrinkage.
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1 INTRODUCAO

1.1 CONSIDERACOES GERAIS

A utilizagdo de estruturas mistas do tipo aco-concreto tem se mostrado muito atrativas
em obras civis de pequeno e grande porte. O emprego desse tipo de estrutura em obras
modernas permite, em muitos casos, a redugdo dos custos e o aprimoramento do desempenho
estrutural. De acordo com Oehlers e Bradford (1999) existem inumeros exemplos de arranjos
estruturais em que o ago e o concreto agem de maneira simbidtica, ou seja, nessa associagao
ocorre uma relagdo vantajosa entre os elementos estruturais. O que acontece na realidade ¢
que cada elemento ¢ utilizado visando a exploracao de seus melhores atributos, fazendo da
estrutura mista uma solucdo econdmica e eficiente. Alguns exemplos desse tipo de estrutura
sdo vigas e colunas de secdo mistas que podem ser empregadas em lajes de edificio e pontes,

entre outras estruturas.

Uma estrutura mista largamente empregada em pontes e edificacdes ¢ a viga mista de
aco e concreto. Essa estrutura consiste em uma laje de concreto armado ou protendido apoiada
sob um perfil metalico de se¢do I, formando um conjunto de se¢do T. Nessa estrutura a laje ¢
submetida ao esfor¢o compressivo, que ¢ melhor absorvido pelo concreto, enquanto que a

viga de aco ¢ empregada por ser mais eficiente na absorcao dos esforgos de tragao.

No entanto, para se alcangar um comportamento estrutural misto ¢ necessario que os
elementos (viga de ago e laje de concreto) sejam unidos de forma eficiente. Isso ¢ realizado
através de conectores de cisalhamento, que permitem uma transferéncia do esfor¢o cortante da
laje para a viga e vice-versa, ¢ que também impedem a separagdo vertical dos componentes.
Muitas formas de conectores de cisalhamento podem ser encontradas, porém a mais
usualmente empregada ¢ do tipo sfud, que consiste numa cabeca, sustentada por uma haste
simples, conectada ao elemento de ago por um colar de solda conforme ilustrado na Figura 1

(OEHLRS; BRADFORD, 1999).

O fendémeno do aumento gradual de deformagdo ao longo do tempo sob uma tensao

constante ¢ chamado de fluéncia e o fenomeno da diminui¢do gradual da tensdo ao longo do

Analise numérica de vigas mistas ago-concreto pelo método dos elementos finitos: efeitos de longa duragéo
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tempo sob deformacdo constante ¢ denominado relaxagdo. Esses dois fendmenos sdo tipicos

do comportamento de materiais viscoelasticos.

largura efetiva

A
Y

by
ey

laje armadura

conector
perfil |

| I

Figura 1: Representacdo de uma viga mista do tipo aco-concreto.

Numa andlise de longa duragdo, o concreto armado apresenta tensdes e deformacdes
que variam com o tempo. O comportamento reologico deste material constitui um fator de
grande importancia na resposta estrutural. De acordo com Povoas (1991) a sensibilidade da
resposta aumenta na presenca de alguns fatores agravantes, como a historia de cargas
complexas, a utilizacdo de elementos estruturais de espessura reduzida (que levam a fluéncia
e retracdo maiores devido a secagem de elementos pouco espessos) € a introdugdo de
protensdo (que geram fluéncia e relaxagdo crescentes devido ao elevado nivel de tensdo

instalado no concreto comprimido e na armadura de protensao).

As deformagoes diferidas do concreto armado devido aos fendmenos de fluéncia e
retracdo possuem mesma ordem de grandeza das deformacgdes eldsticas e podem alterar
significativamente a distribuicao de tensdes da estrutura, portanto devem ser cuidadosamente
analisadas. Para Araujo (1995), a consideragdo desses efeitos requer o desenvolvimento de
modelos constitutivos que representem o comportamento do material e de métodos numéricos

para a analise estrutural.

As reacdes quimicas devido a hidratacdo do concreto afetam fortemente seu
comportamento ao longo do tempo. Esse fendmeno ¢ conhecido como envelhecimento, e
ocorre de maneira ininterrupta durante praticamente toda vida util da estrutura. Logo, as
deformacdes dependem tanto da duragdo do carregamento, quando da idade do concreto ao
receber a aplicacio das cargas (ARAUJO, 1995). Outros fatores que influenciam os
fendmenos de fluéncia e retragdo estdo fortemente ligados ao tipo de cimento, forma da peca,

umidade relativa do ar, temperatura, entre outros.
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O projeto de estruturas de concreto submetidas a carregamentos arbitrados requer um
desenvolvimento geral e racional de modelos de analise e dimensionamento. O avango obtido
por técnicas numéricas computacionais aplicadas especificamente no campo de modelos
constitutivos, utilizados para traduzir o comportamento dos materiais, tem possibilitado o
desenvolvimento de modelos ndo-lineares em elementos finitos confidveis para analise e

projeto de estruturas de concreto (FIGUEIRAS; POVOAS, 1994).

1.2 OBJETIVOS

Um modelo numérico elasto-plastico em elementos finitos foi desenvolvido e
implementado por Tamayo (2011) através de um codigo computacional em linguagem Fortran
90. Este codigo € capaz de representar estruturas de vigas mistas em andlises de curta duragao.
Utilizando a teoria da plasticidade associada com um algoritmo de retorno explicito para o
concreto € aco, um procedimento incremental iterativo foi empregado pelo autor para andlise

desse tipo complexo de estrutura.

Nesse contexto, dando prosseguimento ao trabalho desenvolvido (TAMAYO, 2011),
tem-se como objetivo principal a inclusdo no cédigo elasto-plastico dos efeitos de longa
duracdo, considerando cargas de servigo (até 40% da resisténcia a compressdo do concreto),
que interferem na distribuicdo de tensdes e deformacdes da estrutura. Outros objetivos

consistem em:

e Analisar o comportamento diferido do concreto (teoria da viscoelasticidade);
e Implementar amolecimento do concreto a formulagao;
e Empregar o software GiD como plataforma de trabalho de pré e pds processamento;

e Estudar nova formulacao para rigidez dos conectores.

1.3 JUSTIFICATIVA

As vigas mistas compostas por aco e concreto sdo solucdes estruturais muito atrativas
por apresentarem baixo peso e serem econdmicas. Para Oven et al. (1997), comparada com
outros elementos estruturais usuais as vigas mistas apresentam grande rigidez e podem

suportar carregamentos elevados vencendo grandes vaos.

De acordo com Oehlers e Bradford (1999), edificagdes geralmente possuem pisos

suportados por pilares pouco espagados que apoiam toda a carga de concreto aplicada na viga
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de aco, ndo gerando momentos significativos. Por outro lado, em projetos de pontes, as
restricdes ambientais definem grandes vaos a serem vencidos, o que gera um momento
significativo, sendo importante que a rigidez a flexdo e a resisténcia do elemento de aco

suportem o peso do concreto.

De acordo com Chong, Foster e Gilbert (2008), a maioria dos cddigos de projeto
simplificam procedimentos para determinacdo da resposta mecénica de estruturas de concreto
armado submetidas a carregamentos de servigo e focam, principalmente, no comportamento
instantdneo. A incapacidade de reconhecer adequadamente e quantificar os efeitos nao-
lineares de fissuragdo, fluéncia e retragdo podem levar a deformagdes excessivas, fissuras

espessas e erros de calculo das reagdes de apoio.

Ao realizar uma analise de uma estrutura de concreto ao longo de um determinado
periodo, nota-se que fendomenos como fluéncia e retracdo podem alterar significativamente a
resposta estrutural. Para Aratjo (1995), o comportamento reoldgico deste material, ou seja,
sua deformabilidade dependente do tempo, tem grande importancia na alteragdo das tensdes

na estrutura, podendo introduzir um estado de fissuragdo indesejavel.

De acordo com Gomes (1997), o fendmeno da fluéncia ¢ mais observado nas primeiras
idades da estrutura, contudo prolonga-se por quase toda sua vida util. Em razdo disso, as
deformagdes diferidas podem atingir a mesma ordem de grandeza que aquelas oriundas do

carregamento de servico da estrutura.

Nesse contexto o método dos elementos finitos tem sido muito empregado devido as
suas vantagens e efetividade. Este método permite ao usudrio analisar o comportamento
estrutural levando em consideracdo a deformabilidade da conex@o, o comportamento nao-
linear dos materiais e no caso de cargas de longa duragdo os fendmenos reolégicos de fluéncia

e retragdo do concreto (MACORINI et al., 2006).

1.4 REVISAO BIBLIOGRAFICA

O trabalho de Kabir e Scordelis (1979) tratou do emprego do método dos elementos
finitos para o céalculo das respostas de cascas de concreto armado submetidas a um
carregamento de longa duragdo. A fluéncia e a retragdo foram levadas em consideracdo para
realizacdo de um codigo computacional. A retracdo foi considerada empregando-se as curvas
recomendadas pela ACI Commitee 209 (1971). Para a fluéncia, o emprego de uma

formulag¢do em série, seguindo manipulagdes feitas por Zienkiewiez apud Kabir e Scordelis
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(1979) para o célculo das deformagdes foi utilizado. Essa formulacdo apresenta a vantagem de
nao necessitar da armazenagem de todo histérico de tensdo e sim apenas a tensdo do ultimo
passo de tempo. Um algoritmo de solugdo foi empregado considerando as deformagdes
causadas pela fluéncia e retragdo como deformacdes iniciais de um passo de tempo para o

outro, aplicando essas deformagdes como carga nodal equivalente.

Nas tltimas décadas varias pesquisas cientificas foram realizadas considerando efeitos
de longa duragdo no concreto. Uma lei de fluéncia para o concreto foi proposta por Bazant
(1988), o qual com ajuda de colegas apresentou a teoria da solidificacdo para o tratamento da
fluéncia no concreto. Alguns trabalhos como Bazant e Prasannan (1988), Bazant e Prasannan

(1989), Bazant e Prasannan (1990) e Bazant e Xi (1995) apresentam esta teoria.

Povoas (1991) apresentou um trabalho bastante completo com o desenvolvimento
computacional de modelos para andlise e dimensionamento de estruturas de concreto armado
e protendido. Um modelo ndo linear e a reologia dos materiais foram teorias empregadas em
seu trabalho. Um dos enfoques contempla o desenvolvimento de um modelo que utiliza um
elemento isoparamétrico de casca degenerado do elemento tridimensional. As armaduras
podem ser discretizadas separadamente e o modelo do material ¢ definido com o objetivo de
representar adequadamente os principais fatores da ndo linearidade que caracterizam o
comportamento do concreto armado. Foi empregado um modelo elasto-plastico com
endurecimento para o concreto comprimido ¢ um modelo de fissuracdo distribuida para o
concreto a tracdo. No modelo diferido o autor empregou conceitos de envelhecimento,
retracdo e fluéncia do concreto. A viscoelasticidade para a fluéncia do concreto foi
estabelecida através do emprego de cadeias Kelvin, de acordo com o principio da linearidade
entre tensdes e deformagdes na fluéncia e na aproximagao da funcao desta cadeia pela série de
Dirichlet, tornando dispensavel o armazenamento de todo o historico de tensdo. Baseado num
algoritmo de solucdo ndo-linear, o autor adotou um procedimento incremental-iterativo com

base no método de Newton Raphson.

Uma formulagdo foi apresentada por Dezi e Tarantino (1993) para analise visco-
elastica de vigas mistas ago-concreto com conectores flexiveis. O método proposto avalia a
distribuicdo de tensdes entre a laje de concreto e a viga de aco, as reagdes de apoio, que se
alteram de acordo com o tempo devido a retracdo e fluéncia do concreto. A partir das
equacdes de equilibrio interno e externo e das relagdes constitutivas (lei eldstica para viga de
aco e funcao integral para a laje de concreto) um processo numérico utilizando uma técnica

passo a passo foi empregada.
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Nos trabalhos apresentados por Gomes (1997) e Silva (2003), a teoria da solidificagao
foi empregada para previsao de deformagdes devido a fluéncia ao longo do tempo. Ambas as
pesquisas utilizam o método dos elementos finitos para andlise tridimensional de estruturas de
concreto armado. Os dois trabalhos abordaram enfoques diferentes, o primeiro trouxe um
modelo de confiabilidade para a andlise e o outro o tema da corrosdo da armadura do

concreto.

No trabalho apresentado por Chong, Foster e Gilbert (2008) um modelo nao-linear em
elementos finitos foi desenvolvido para andlises de longa duracdo do concreto armado sob
cargas de servigo. O modelo bi-dimensional foi baseado no modelo de fissuracdo de
membrana proposto por Foster e Marti (2002) empregando uma abordagem de rotacdo de
fissura. Na formulagdo ¢ empregada a teoria da solidificagdo proposta por Bazant e Prasannan
(1989) para modelagem da fluéncia e retragdo com auxilio de uma cadeia Kelvin para

descrever o comportamento viscoelastico do concreto.

Uma analise de confiabilidade aplicada a analise de vigas-caixdo para estruturas de
ponte em concreto protendido foi realizada por Guo et al. (2011). Na pesquisa foi empregado
o modelo do CEB-FIP (1994) para fluéncia e retragdo, aplicado ao método dos elementos
finitos. Os autores avaliaram a estrutura submetida a um ambiente com compostos cloridricos
através de um método avangado de probabilidade para considerar a deterioragdo da estrutura
pela corrosdo. As finas paredes da viga foram modeladas usando um elemento composito de
casca degenerada, com fissuracdo distribuida e amolecimento. Para o modelo reoldgico

empregou-se elementos de Maxwell generalizados.

1.5 ESTRUTURA DO TRABALHO

O trabalho encontra-se dividido em seis capitulos. No presente capitulo uma breve
introdu¢do foi realizada e os objetivos, justificativa e revisdo bibliografica foram
apresentados. No segundo capitulo tem-se a exploracdo da teoria sobre efeitos diferidos

(fluéncia e retragao) e do comportamento viscoelastico dos materiais.

No terceiro a Teoria da Solidificagdo para o tratamento da fluéncia e o modelo
reoldgico de Kelvin generalizado sdo apresentados. Neste terceiro capitulo expdem-se
também a obtencdo dos parametros da cadeia Kelvin através do emprego da formulacio dada
pelo CEB-FIP90 para o tratamento da fluéncia e o célculo das deformacdes devido a retracao.

Além disso, uma breve revisdao do trabalho de Tamayo (2011) ¢ realizada, abordando as
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formulagdes essenciais para o entendimento do presente trabalho. O capitulo quatro consiste
no capitulo de implementacdo, onde o emprego do software GiD ¢ apresentado e as rotinas

em Fortran que foram criadas ou alteradas sao explicadas.

No capitulo cinco tém-se os resultados obtidos pelo modelo implementado para as
analises de curta e longa duracdo. Nesta etapa, alguns exemplos foram analisados a fim de
validar o c6digo computacional para analise de longa duracdo. Apresenta-se ainda, as analises
relativas ao comportamento dos conectores de cisalhamento e as respostas comparando duas
formulagdes diferentes para a rigidez destes conectores. Por fim, no sexto capitulo, discorre-se

sobre as consideracdes finais e as alternativas para trabalhos futuros.
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2 EFEITOS DIFERIDOS

2.1 FLUENCIA E RETRACAO DO CONCRETO

O concreto ¢ considerado um material elastico até certo limite. E interessante citar que
os dois componentes do concreto, a pasta de cimento e os agregados, apresentam, quando
submetidos isoladamente a tensdes, uma relagdo entre a tensdo e a deformagdo sensivelmente
linear. O motivo da curvatura nessa relagdo apresentada pelo material composto, o concreto,
reside na existéncia das interfaces aglomerante-agregado e no fato de que nestas regides

ocorre o aparecimento de microfissuras progressivas (NEVILLE, 1997).

Uma peca de concreto submetida a uma carga externa ou ao ambiente sofre
deformagdes que usualmente levam a fissuragcdo. Quando o concreto é exposto a temperatura
e umidade ambientes, o concreto recém endurecido, submetido ou ndo a um carregamento,
sofre contrag¢do térmica devido a retragdo associada ao resfriamento; e retracdo por secagem

devido a perda de umidade. (MEHTA; MONTEIRO, 2008).

Quando uma estrutura de concreto encontra-se restringida, a viscoelasticidade se
apresenta na diminui¢ao progressiva da tensao ao longo do tempo. Entdo, no concreto sob
restricdo, a interagcdo entre as tensdes de tragdo elasticas induzidas pelas deformacdes por
retracdo e o alivio da tensdo devido a viscoelasticidade sdo os fatores complexos que

interferem nas deformacdes ¢ fissuras nestes elementos.

Segundo Mehta e Monteiro (2008) o estudo dos fendmenos de retragdo e fluéncia
conjuntamente ¢ pertinente. Estes dois fendmenos originam-se na pasta de cimento hidratado,
possuem curva de deformacdo versus tempo muito semelhante e sdo influenciados
normalmente pelos mesmos fatores. Além disso, ambos sdo parcialmente reversiveis e levam

a deformacdes consideraveis, nao devendo ser ignorados na analise.
2.1.1 Fluéncia basica, por secagem e reversibilidade dos efeitos diferidos

A fluéncia pode ser dividida em fluéncia basica e fluéncia por secagem. A fluéncia

basica € a que se produz sem a troca de 4gua com o meio exterior, ou seja, em um corpo-de-
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prova de concreto submetido a uma tensdo constante sob condi¢gdes de umidade relativa de
100%. A fluéncia por secagem corresponde a deformagdo adicional que se produz permitindo
a troca de umidade com o meio ambiente. A fluéncia total ¢ a soma da fluéncia bésica com a
fluéncia por secagem. Na pratica ¢ comum ignorar a separacdo entre esses dois tipos de

fluéncia. Assim, a fluéncia é considerada simplesmente como a deformagao sob carga.

A deformacdo por fluéncia é proporcional a deformagdo instantdnea para tensdes
inferiores a 40% da resisténcia caracteristica do concreto. Para valores de tensdao superiores a
este limite a fluéncia é nao linear, e incrementos de deformagdao sdo obtidos com maior

rapidez a medida que a tensd@o aumenta.

Duas terminologias s3o bastante empregadas no estudo da fluéncia. O primeiro termo
denominado fluéncia especifica ¢ a deformacao por fluéncia por unidade de tensdo aplicada.
O segundo termo chamado coeficiente de fluéncia € a relagdo entre a deformacao por fluéncia

e a deformagao elastica.

Na Figura 2 ¢ apresentado o comportamento tipico de um corpo de prova submetido a
compressao uniaxial constante durante o periodo t; — t,, no qual as deformacdes por fluéncia
sdo observadas. Apds o tempo t; a carga ¢ retirada e a recuperacdo instantdnea ou elastica ¢
aproximadamente da mesma ordem de grandeza da deformacgao elastica na primeira aplicagao
de carga. Essa recuperacao ¢ seguida por uma redugdo gradativa da deformag¢ao denominada
recuperagdo da fluéncia. A forma da curva de recuperagdo por fluéncia ¢ parecida a da
fluéncia, mas a recuperacdo se aproxima do valor limite muito mais rapidamente. A
recuperagdo da fluéncia ndo é completa, pois a fluéncia ndo ¢ um fendmeno totalmente
reversivel, de modo que qualquer aplicacdo de carga, mesmo que mantida por um curto

periodo de tempo, resulta em uma deformagao residual.
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Figura 2: Deformacao por fluéncia

De forma analoga, apos a primeira secagem, o concreto nao volta a dimensao original
na reumidificacdo. A retragdo por secagem, portanto, possui uma parcela reversivel,
produzida em ciclos de molhagem e secagem e uma parcela irreversivel, que ndo ¢
reproduzida em ciclos de molhagem-secagem. Essa parcela irreversivel deve-se ao
desenvolvimento de ligagdes quimicas dentro da estrutura C-S-H (silicato de calcio hidratado)

como consequéncia da secagem.
2.1.2 Causas da fluéncia e retragao

E a pasta de cimento que na realidade sofre deformacdes diferidas. Essa pasta saturada
ndo se manterd dimensionalmente estdvel quando exposta a umidade ambiente abaixo da
saturacdo, pois a perda de adgua fisicamente adsorvida do C-S-H resulta em deformagado por
retragdo. Da mesma maneira, quando uma pasta de cimento hidratada ¢ submetida a tensao
constante, dependendo da magnitude e da duragdo da tensdo aplicada, o C-S-H perde uma
grande quantidade de adgua fisicamente adsorvida, e a pasta sofrerd deformagao por fluéncia.
De acordo com Mehta e Monteiro (2008), essa remogao da agua adsorvida parece ser uma das
principais causas que contribuem para as deformagdes por retracdo e fluéncia em estruturas de

concreto.

A diferenga entre as causas destas duas deformacdes € que no caso da retracao a
umidade diferencial relativa entre concreto e o ambiente ¢ a forca motriz, ja para a fluéncia

esta forga ¢ a tensdo constante aplicada.
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Outras causas também sdo atribuidas para a ocorréncia da fluéncia como a ndo
linearidade da relagdo tensdo—deformagdo do concreto, especialmente para tensdes acima de
30-40% da tensdo Ultima, que causam microfissuras na zona de interface aglomerante-
agregado. Também contribui para as causas a resposta eldstica atrasada no agregado, uma vez
que a pasta de cimento e o agregado estdo aderidos, e a tensdo na pasta diminui a medida que
a carga ¢ transferida para o agregado que se deforma elasticamente. (MEHTA; MONTEIRO,
2008).

De acordo com Neville (1997), algumas experiéncias realizadas mostraram que num
concreto em que foi removida toda dgua evaporavel, as deformagdes por fluéncia ndo sdo
mais observadas. No entanto, as mudangas de comportamento do concreto, em temperaturas
elevadas, indicam que nesse estagio o proprio gel da pasta de cimento torna-se suscetivel a
deformagdes por fluéncia. O mecanismo exato da fluéncia é bastante complexo e ainda

incerto.
2.1.3 Efeitos da fluéncia e retracao

De acordo com Neville (1997), a fluéncia afeta o comportamento das estruturas, mas
os seus efeitos variam dependendo do tipo de elemento. O efeito da fluéncia na resisténcia
final de uma viga de concreto armado simplesmente apoiada sujeita a uma carga constante
nao ¢ significativo, no entanto a flecha tende a sofrer um grande aumento ¢ em muitos casos

torna-se um ponto critico a ser considerado no projeto estrutural.

Nas estruturas de pilares armados a fluéncia induz a transferéncia gradual de tensdes
do concreto para a armadura. No momento em que ocorrer o escoamento do aco, qualquer
acréscimo de carga devera ser absorvido pelo concreto. Nos casos de pilares com cargas

excéntricas a fluéncia aumenta as flechas, o que pode levar a coluna a flambar.

Nas estruturas estaticamente indeterminadas a fluéncia pode aliviar a concentracdao de
tensOes induzidas por retracdo, variagdes de temperatura ou recalques de apoio levando a uma
reducdo da fissuracdo. As estruturas de concreto usualmente sofrem alguma restricdo, as
vezes por atrito na base ou engastamento nas extremidades, mas normalmente pelo proprio
aco da armadura. A retracdo do concreto, nesses casos, leva ao aparecimento de tensdes de
tracdo que por sua vez geram fissuras. E, por fim, as deformagdes por fluéncia levam a perda

de protensao nas estruturas que se utilizam desse recurso (NEVILLE, 1997).
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2.1.4 Fatores que afetam a fluéncia e a retracao

Varios fatores que interagem simultaneamente sdo responsaveis pelos movimentos
internos da agua na pasta de cimento hidratada. Esses movimentos sdo, por sua vez, os
causadores das deformacdes de retracdo e fluéncia. Os principais fatores que influenciam a

magnitude e o desenvolvimento dessas deformagdes sao discutidos a seguir.
a) Materiais e dosagens

Como ja mencionado, a origem das deformagdes relativas a umidade do concreto ¢ a
pasta de cimento hidratada. Sabe-se que tanto a retragdo por secagem quanto a deformagao
por fluéncia sdo fungdo do teor de pasta de cimento hidratada, porém nao existe uma
proporcionalidade direta nessa relacdo, pois a restricio contra a deformacdo tem grande
influéncia sobre a magnitude desta. Essa restricdo ¢ proporcionada pelo agregado, sendo o
modulo de deformacdo deste provavelmente o fator mais importante. Quanto maior este
modulo, maior sera a restricdo oferecida pelo agregado a fluéncia potencial da pasta de
cimento. A granulometria, dimensdao maxima, forma e textura dos agregados também sdo

fatores que influenciam as deformacdes por fluéncia e retragao.

O tipo de cimento empregado também gera diferentes deformagdes, por exemplo, para
um elemento carregado, logo nas primeiras idades, feito com cimento de alta resisténcia
inicial, apresentard deformagdo por fluéncia menor do que o produzido com cimento de
endurecimento normal. Uma relagdo agua-cimento crescente aumenta tanto a retracdo por
secagem quanto a fluéncia, sendo a diminui¢ao da resisténcia e o aumento da permeabilidade

0s responsaveis por este comportamento.

A resisténcia do concreto tem uma notavel influéncia sobre as deformagdes por
fluéncia. Sabe-se que a fluéncia € inversamente proporcional a resisténcia do concreto. A
finura do cimento influencia a evolucdo da resisténcia as primeiras idades e, por conseguinte a
fluéncia. No entanto, ndo ha evidéncias de que a finura do cimento por si so6 tenha efeitos
sobre a fluéncia. Alguns tipos de aditivos e adigdes tendem a aumentar o volume de poros
finos na pasta de cimento. Como a retracdo e a fluéncia estdo diretamente ligadas a agua
contida nos poros da pasta, as adicdes que causam refinamento dos poros levam a uma maior
deformagdo por fluéncia e retragdo. Sendo assim, se os efeitos da fluéncia e retracdo sao
importantes numa estrutura, o efeito de qualquer tipo de aditivo a ser usado deve ser

cuidadosamente observado.

b) Tempo e umidade relativa
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A perda de agua adsorvida e da agua retirada pelas tensdes capilares em pequenos
poros dentro da pasta de cimento hidratada para a atmosfera ¢ um processo bastante lento e
que ocorre em longos periodos. A idade de carregamento tem bastante influéncia sobre a
deformacdo de fluéncia a medida que diminuindo a idade, maiores deformagdes sdo
verificadas. J& para a retra¢do, o tempo de cura ndo afeta significativamente o valor da
deformacdo, porém seu efeito ¢ de atrasar a deformacdo ja que o concreto adquire uma

resisténcia a tracao maior, suficiente para prevenir uma fissuragao prematura.

Um dos fatores externos que mais afetam a deformacdo por fluéncia e retracdo ¢ a
umidade relativa ambiente. Para um mesmo concreto a fluéncia ¢ a retracdo sdo tanto maiores
quanto mais baixa a umidade relativa. Também, evidéncias experimentais indicaram que para
um concreto em condigdes de umidade relativa proximas a 100% o elemento tende a

apresentar uma expansao.
¢) Geometria do elemento

Para umidade relativa e temperatura constantes, tanto a dimensdo quanto a forma da
peca de concreto determinam a magnitude da retragao por secagem e da fluéncia. Isso se deve
ao fato de que a taxa de perda de dgua do interior do concreto para a atmosfera depende da
distancia percorrida durante a retracdo ou fluéncia. Convenientemente esses dois parametros
(dimensao e forma) sdo empregados para expressar uma Unica quantidade denominada de

espessura ficticia ou tedrica.

d) Demais fatores

Ainda citam-se trés fatores importantes que influenciam o comportamento diferido do
concreto. A temperatura a qual o elemento encontra-se exposto pode ocasionar dois efeitos
opostos sobre a fluéncia. Para um elemento exposto a uma temperatura elevada durante o
processo de cura, sua resisténcia aumentard, levando a menores deformacdes por fluéncia.
Entretanto um elemento levado a elevadas temperaturas durante o processo de carga
apresentara maior deformacao por fluéncia.

Testes a respeito da tensdo aplicada no concreto constataram uma certa
proporcionalidade entre a magnitude da tensdo constante e a deformacgdo por fluéncia. Porém
essa proporcionalidade ¢ valida apenas para tensdes aplicadas na faixa linear da relacdo
tensdo-deformacao (na ordem de 0,4) que inclui, por exemplo, as andlises de servigo. A partir

desse limite emprega-se um fator de corre¢ao da fluéncia.
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Por fim, as condi¢cdes de cura podem ser consideradas fatores influentes nas
deformagdes de fluéncia. De acordo com Mehta e Monteiro (2008), ciclos de secagem podem
acentuar a microfissuracao na interface agregado-pasta e assim aumentar a fluéncia.

Na Tabela 1 encontram-se um resumo dos fatores que influenciam a fluéncia basica e

por secagem bem como as deformagdes devido a retracao.

Tabela 1: Fatores que influenciam nas deformagdes diferidas no tempo

Relagdo Fluéncia Bésica Fluéncia por secagem Retragdo
Relacdo a/c Relagdo a/c Relacdo a/c
Proporcionais Temperatura Temperatura Temperatura
Relagao tensao/fc < 0,4 - -
Resisténcia do concreto Resisténcia do concreto Resisténcia do concreto
Idade de carregamento Idade de carregamento Duracao da cura
Inversamente ~ . . . . .
..~ Relagao agregado/cimento Umidade relativa Umidade relativa
proporcionais

- Espessura da peca Espessura da pega

Relacdo agregado/cimento

Tipo de agregado' Tipo de cimento? Tipo de agregado!

! Quanto maior o médulo de elasticidade menor é a deformagéo.
2 Quanto mais rapido for o endurecimento do cimento menor ¢ a deformacao.
Na Tabela 2 a/c ¢ a relagdo dgua/cimento do concreto e fc a resisténcia média a compressao do concreto

2.2 VISCOELASTICIDADE

Materiais viscoelasticos exibem ao deformarem-se caracteristicas elasticas e viscosas.
Além disso, apresentam uma relagao entre tensdo e deformagdo dependente do tempo. Dois
ensaios sdo utilizados para estudar o comportamento viscoeldstico unidimensional do
concreto. O primeiro ¢ o ensaio de fluéncia no qual se mantém a tensdo constante e registra-se
o aumento na deformacdo ao longo do tempo. O segundo ¢ o ensaio de relaxagdo no qual se

mantém a deformagdo constante e se registra a diminuig¢do da tensao ao longo do tempo.

A resposta da fluéncia ¢ uma funcdo da duracdo do carregamento e também da idade
do concreto quando a carga foi aplicada. Quanto maior o tempo de aplicagdo da carga, maior
a deformacgdo, e quanto maior a idade de carregamento, menor a deformagdo. Por causa desse
comportamento o concreto ¢ classificado como um material viscoelastico com
envelhecimento. A maioria das propriedades mecanicas do concreto depende de sua idade. A

formulagdo matematica para materiais que se alteram com o tempo ¢ bastante complexa ao

contrario daqueles que nao se alteram com a idade.
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2.2.1 Modelos reoldgicos basicos

O comportamento viscoelastico de um material pode ser determinado através do
emprego de modelos reoldgicos baseados em dois elementos fundamentais: o elemento de
mola e o de amortecedor. Para um segmento de mola a relagdo entre tensdo e deformagdo ¢

dada pela lei de Hooke:
o(t) =E &(t) (2.1)

Na Equagdo (2.1) a(t), e(t) representam a tensdo ¢ a deformagido no instante t,
respectivamente; ¢ E o modulo de elasticidade. A resposta da mola a tensdo ¢ instantanea.
Num ensaio de fluéncia, a uma tensio inicial o, constante, a deformagao sera o, /E, constante
ao longo do tempo. Da mesma maneira em um ensaio de relaxagdo, sob deformacgao inicial &,
constante, a tensao sera £yE, constante ao longo do tempo. O amortecedor ¢ visualizado como
um pistdo que desloca um fluido viscoso em um cilindro com fundo vazado. Na lei da

viscosidade de Newton:

a(t) = né(t) (2.2)

sendo 11 o coeficiente de viscosidade ¢ € a taxa de deformagdo & = de/dt. A taxa de
deformagdo ¢ proporcional a tensdo, portanto para o ensaio de fluéncia o amortecedor se

deformara a uma taxa constante.

As molas e amortecedores podem ser combinados em diversas configuragdes. Uma
das associagdes mais simples consiste em uma mola e um amortecedor em série (Modelo de

Maxwell) ou em paralelo (Modelo de Kelvin) ilustrados na Figura 3.

@ VVVVVVVT1 I

Figura 3: (a) Modelo de Maxwell; (b) Modelo de Kelvin

As equagdes de equilibrio e compatibilidade e as relagdes constitutivas para os dois
modelos sdo apresentadas na Tabela 2, sendo os subindices E e 1 referentes as tensdes ou

deformagdes na mola e no amortecedor, respectivamente.
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Tabela 2: Equagdes e relagdes dos modelos Maxwell e Kelvin

Modelo de Maxwell Modelo de Kelvin
o(t) =og(t) =o0,(t o(t) =og(t) +o,(t
Equacéo de equilibrio ® =0 77( ) ® =0 77( )
e(t) = ex(t) + &,(t e(t) = eg(t) = &, (8
Equag@o de compatibilidade ® 5(0) 77( ) ® 5(0) 77( )
N o og(t) = Eeg(t) og(t) = Eeg(t)
Relagdo constitutiva mola
on (D) = ngy () oy (t) = ng&y(¢)

Relagdo constitutiva amortecedor

Diferenciando a equacdo de compatibilidade e a relagdo constitutiva da mola em
relagdo ao tempo t e usando as equacdes de equilibrio e a relagao constitutiva do amortecedor

tem-se para o modelo de Maxwell:

E(t) = % + %t) (2.3)

Para uma mola rigida (E = 00) o modelo se reduz a um fluido newtoniano, enquanto
que se o amortecedor for rigido (n = ), 0 modelo se reduz a uma mola que satisfaz a lei de
Hooke. A resposta ao modelo de Maxwell, para tensdo e deformacao dependentes do tempo,
pode ser determinada resolvendo-se a Equacdo (2.3). Considerando um ensaio de fluéncia

com as condi¢des iniciais ¢ = o, em t = 0, obtém-se:

e®) =2+ %(t)

(2.4)

De acordo com a formula¢do acima a deformagdo cresce sem limites, constatando o
comportamento de muitos fluidos. Quando o sistema ¢ descarregado em um tempo t;, a
deformagdo elastica 0,/FE na mola se recupera instantaneamente, enquanto uma tensao
permanente (0y/n)t; permanece no pistdo. J& para um ensaio de relaxacdo, no qual a

deformacao ¢, ¢ constante, tem-se:

Et
o(t) = Eg, <e_7> (2.5)

A relacdo 7, = n/E ¢é chamada tempo de relaxag@o e com este € possivel caracterizar a
resposta viscoeldstica do material. Um tempo curto de relaxacao indica que o processo de
relaxagdo serd rapido. No caso de um fluido puramente viscoso (E = o) a Equacdo (2.5)

indica uma relaxagdo de tensdo infinitamente rapida, 7,, = 0, enquanto que para uma mola
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elastica n = oo, a tensdo ndo relaxaria, pois 7, = co. De forma semelhante, a equagdo

diferencial para o modelo de Kelvin ¢:
o(t) = Ee(t) + né(t) (2.6)

Para E = 0 o modelo se reduz a um fluido newtoniano, porém se n = 0 tem-se uma
mola que satisfaz a lei de Hooke. A deformagdo pode ser calculada empregando-se a Equacao
(2.6) se todo o historico de tensdo for dado, ou para prever a tensdo se todo o historico de
deformacdes for conhecido. Para um ensaio de fluéncia com condi¢des o0 = g, em t, = 0, ao

integrar-se a Equacgdo (2.6) tem-se:

o _Et
e(t) = f(l —e 7 ) 2.7)

Na Equagdo (2.7), a deformag¢do aumenta a uma taxa decrescente e tem um valor
assintotico de oy/E. Durante o ensaio de fluéncia a tensdo ¢ inicialmente carregada pelo
amortecedor e, com o passar do tempo, a tensdo ¢ transferida para a mola. De forma analoga
ao tempo de relaxagdo, define-se o tempo de retardamento como 7y = n/E. Um tempo curto
de retardamento indica que o processo de fluéncia sera rapido. Para uma mola elastica com

n = 0 as deformagdes finais seriam obtidas instantaneamente, uma vez que 75 = 0.

O modelo de Kelvin necessita de uma tensdo infinita para produzir uma deformacao
instantanea necessaria para o ensaio de relaxacdo, o que o torna fisicamente impossivel de

realizar.

Os modelos de Maxwell e de Kelvin sdo bastante limitados para representar o
comportamento da maioria dos materiais viscoeldsticos, pois 0 modelo de Maxwell apresenta
uma taxa de deformacao constante sob tensdo constante, adequado para fluidos, € 0 modelo de
Kelvin ndo pode prever uma relaxacdo em funcdo do tempo e ndo mostra uma deformacao
permanente apos o carregamento. Um modelo mais complexo e representativo ¢ o modelo de

solido padrado (Figura 4), no qual uma mola ¢ conectada em série com um elemento de Kelvin.

AMAWA-—

Figura 4: Modelo Solido Padréo
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Supondo ¢; a deformagdo na mola e & a deformagdo no elemento de Kelvin, a

deformacao total é:
E=& t& (2.8)

Como a tensdo na mola e no elemento de Kelvin é a mesma:

a(t) = &(t) (Ez +n %) (2.9)
Do mesmo modo, no elemento de mola tem-se:
a(t) = E;&.(t) (2.10)
A Equacao (2.8) escrita em forma de taxa é:
E=§& +& (2.11)
0 que gera a equacao diferencial:

nE1€(t) + EE,e(t) =noa(t) + o(t)(E; + Ey) (2.12)

Integrando-se a Equacdo (2.12) para um histdrico de tensdo arbitrario, sendo t, a idade

de aplicacdo da carga e 7' um tempo qualquer menor que t:

a(t)

() = E,

t
+f o(t)) e B2(t=T/nqy’ (2.13)
0

Para o caso especifico do ensaio de fluéncia, a Equacao (2.13) reduz-se a:

0y Op _Eat
t)=—4+—(1— n 2.14
=g g (= 1) @14)
ou reescrevendo:
E,+E, 1
) =o ( - —e‘EZt/”> (2.15)
°\ EE, E,

A equagdo anterior indica que a deformagdo ¢ proporcional a gy, mudando de gy /E;
emt = 0 para gy /E,, em t = c. Designa-se E,, como o modulo assintético dado por:

_E +E,
® EE

(2.16)

Durante o ensaio de fluéncia, o mddulo de elasticidade do modelo do so6lido padrao

E.(t) se reduz de E; para seu valor assintético E,, de acordo com a seguinte expressao:
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1 &) E+E 1

= = e Ez2t/n (2.17)
E.(t) Op E\E, E,

Integrando-se a Equacao (2.12) para um histérico de deformagao arbitrario tem-se:
t
o(t) = e(t)Ee, + (B — Ew) f e~ (ErtE)(E=to)/ng(7")dr’ (2.18)
0

Para o ensaio de relaxacdo a evolugdo da tensdo ¢ dada por:
0(t) = gy|Ew + (Ey — Eo,)e~Er+EIt/N] (2.19)

A Equacdo (2.19) indica que a tensdo € proporcional a g, passando de E;ep em t = 0
a E,ey em t = oo, Portanto, durante o ensaio de relaxacdao, o modulo de elasticidade E,.(t) se
reduz do valor inicial E; para seu valor assintotico E,, de acordo com a seguinte expressao:

E.(t) = [Ew + (Ey — Eo)e~Er+E2)t/n] (2.20)

2.2.2 Modelos reoldgicos generalizados

Uma melhor aproximagdo do comportamento viscoelastico pode ser obtida
empregando modelos combinados de um grande nimero de molas e amortecedores em série
ou em paralelo. Com isso pode-se obter diversos tempos de retardacdo, o que é caracteristico
de materiais complexos como o concreto. No caso especifico do modelo generalizado de

Kelvin em série (Figura 5) a tensdo em cada unidade ¢ dada pela Equacao (2.21).

Figura 5: Modelo generalizado de Kelvin em série.

o;(t) = <Ei+ni%) & (t) (2.21)

A deformacao total desse modelo é:

£(6) = ) &(0) (2.22)

i=1

sendo n o nimero de conjuntos de Kelvin associados.
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A fungdo de fluéncia especifica para o modelo de Kelvin y(t — t,) ¢ a deformagao por
unidade de tensdo no tempo t para a tensdo aplicada na idade t, e que ¢ apresentada na
Equagdo (2.23).

n

Yt —to) = Z%@ — e~ (t=to)/Tr) (2.23)

i=1
2.2.3 Principio da superposicao

No decorrer da vida util de uma estrutura de concreto ¢ improvavel que a carga se
mantenha constante como em ensaios de fluéncia, ou que a deformacdo se mantenha
constante como em ensaios de relaxacdo. McHenry formulou o seguinte principio: “as
deformagdes produzidas no concreto em qualquer tempo t, por um incremento da tensdo em
qualquer tempo t,, sdo independentes dos efeitos de qualquer tensdo aplicada antes de ou
apos t,. As tensdes que se aproximam da resisténcia limite sdo excluidas”. Em outras palavras
a soma das causas ¢ igual a soma dos efeitos de cada uma das causas (SHARMA apud

MEHTA; MONTEIRO, 2008).

O principio da superposi¢cdo de deformagdes resulta da suposicao de linearidade entre
a relagdo entre tensao e deformagdo. De acordo com Smerda e Kristek (1988) ¢ evidente que
isso também se aplica quando diferentes valores de tensdo sdo introduzidos no concreto ao
mesmo tempo. A deformagdo de fluéncia &, no tempo t ¢ igual a soma das deformagdes de

fluéncia &.; submetida a uma tensao o;.

e(t) =2e, = ?2@- (2.24)
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('521T O3
T c1+C2-G3
o1

Ec

/i f (ts,te)

&c (t2,t3) €c (t2,ta)

€c (t,t2,1s) €c (t1,t2,t4)
€c (t1,1t2,15,14)
€c (t1,t2) 40
gc (f2,t3 ec(tr,ta) |ec(fo,ta
(t2,s) _ (t2,ta)
€c (ts,t2)
t1 2 ts ta t

Fonte: Adaptado de Smerda e Kristek (1988).

Figura 6: Superposic¢do na deformagdo de fluéncia

Para a aplicacdo deste principio na andlise dos efeitos de fluéncia, a validade da
superposi¢do ¢ generalizada para casos em que o concreto ¢ submetido a tensdes em
diferentes tempos. Considerando a superposicdo como valida, entdo, na Figura 6 a
deformacado por fluéncia €.(t4, £, t3), isto €, a fluéncia no tempo t; em razdo de uma tensao
o0, agindo no intervalo de tempo (¢4, t3) e devido a tensdo o, agindo no intervalo (t,, t3) é:

gc(ty, ta, t3) = &.(t1,t3) + &.(t2, t3) (2.25)

onde:
&.(tq,t3) € a fluéncia devido a tensdo g; no intervalo de tempo (t;,t3) e
g.(t,, t3) € a fluéncia devido a tensdo o, no intervalo de tempo (t,, t3).

Quando uma parcela da tensdo é removida, esta deve ser considerada negativa e a

fluéncia ¢ subtraida. Entdo se a tensdo o3 agindo no intervalo (3, t,) € reduzida, obtém-se:

gc(ty, by, ta,ty) = €c(ty, ty) + e.(ta, ty) — €c(ts, ty) = .(ty, by, ty) — e.(t3,t,)  (2.26)

Testes experimentais (Backstrom apud Smerda e Kristek (1988) e Ross (1958)) tém
confirmado com satisfagdo a concordancia dos valores calculados a partir do principio da

superposi¢do, mas apenas para tensdes crescentes. Quando as tensdes decrescem a
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superposi¢ao ¢ aplicavel apenas até certo limite no qual a redug@o de tensdo ndo ¢ tdo grande.
Quando a diminui¢do de tensdo ¢ grande, a reducdo da fluéncia nos testes ¢ menor que a
calculada (SMERDA; KRISTEK, 1988). No entanto, de acordo com Gilbert (1988) para fins
praticos o principio da superposicdo gera boa aproximagdo nos resultados de deformacao

dependentes do tempo no concreto causados por um historico de tensdo variavel.

Sendo assim, para condi¢des de servico em que a maxima tensdo ndo exceda 50% da
resisténcia de compressdo do concreto, admite-se que a deformacdo por fluéncia ¢
proporcional a tensdo aplicada. Considerando um elemento submetido a uma tensdo de
compressao uniaxial constante o, a soma da deformagao instantanea, de fluéncia e de retragao

pode ser expressa como:

e(t) = a J(t to) + e5(t) (2.27)

onde J(t,ty)¢ a funcdo de fluéncia que ¢ definida como a deformagao no tempo t produzida
por uma tensdo unitdria e constante aplicada no tempo ty, € &.5(t) ¢ a deformacdo por

retracdo. A func¢do de fluéncia pode escrita como:

J(t, ty) = + C(t, tp) (2.28)

E.(to)
onde E.(t,) é o modulo elastico do concreto na idade t, e C(t,t,) é a fungdo de fluéncia
especifica. Introduzindo a nogdo de coeficiente de fluéncia @(t,ty) = C(¢t,to)E.(to)
reescreve-se a Equacdo (2.28):

1
J(t,ty) = E.(t) [1+ @(t, t)] (2.29)

O principio da superposi¢do para um material sem envelhecimento pode ser expresso
através da integral de Stieltjes (BAZANT, 1988) e a deformagdo uniaxial total durante um

periodo ¢ obtido adicionando a deformacgao por retragao a essa integral:

t
e(t) = f J(t, ty) da(ty) + €.5(t) (2.30)
0

De acordo com Bazant (1988) o emprego da integral de Stieltjes ¢ vantajoso ao invés
da integral de Riemann por ser aplicavel tanto para historias de tensdo continua como
descontinua. Varios modelos de fluéncia encontram-se disponiveis na literatura, por exemplo,
o modelo da ACI (ACI Commitee 209, 1997), o modelo do CEB-FIP (Comité Euro-

Internacional du Beton, 1990), entre outros.
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3 METODOLOGIA

Na presente pesquisa os efeitos diferidos da fluéncia do concreto sdo tratados segundo
a teoria da solidificacdo proposta por Bazant e Prasannan (1989). Para o emprego dessa
formulagdo sdo necessarios ensaios para obten¢do de algumas propriedades, ou podem-se
também empregar expressoes empiricas propostas pelos mesmos autores. Entretanto, uma
alternativa a isso, e que ¢ empregado neste trabalho, ¢ o uso do modelo de fluéncia proposto
pelo Comité Euro-International du Béton (1990). Este modelo utiliza relagdes empiricas para
o calculo do coeficiente de fluéncia, calibradas em laboratérios de testes de estruturas de
concreto. No modelo de predigdo do CEB-FIP 90 apenas os parametros usualmente
conhecidos pelos projetistas sdo considerados: resisténcia a compressdo, dimensdes da pega,
umidade relativa, idade do carregamento, tipo de cimento e durac¢do da carga. Os deformagdes
por retragdo foram quantificadas empregando diretamente as formulacdes do CEB-FIP90, ja

que a magnitude desse efeito ¢ independente da tensao aplicada.

Em termos de pré-processamento optou-se por empregar o software GiD nao apenas
como simples gerador da malha de elementos finitos, mas sim como uma plataforma de
trabalho na qual sdo realizados os processos de desenho da geometria, criagdo da malha,
aplicacdo de condigdes de contorno, entrada das propriedades dos materiais, entre outros
dados necessarios para a gera¢ao do arquivo de entrada do programa em Fortran. Sendo que
apods o processamento do arquivo gerado pelo GiD nenhuma interferéncia mais ¢ necessaria
para a correta leitura dos dados pelo codigo em Fortran. Esse mesmo software também foi

utilizado no pds-processamento para uma melhor visualizagdo dos resultados.

Sendo o presente trabalho a continuacdo da pesquisa desenvolvida Tamayo (2011), os
modelos para a laje de concreto, viga de aco e conectores seguem os mesmos empregados
pelo referido autor. Apresente-se a seguir apenas o basico da formulacdo para o concreto

(item 3.3 e 3.4), sendo que o texto completo pode ser encontrado na referéncia citada.
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3.1 TEORIA DA SOLIDIFICACAO PARA FLUENCIA DO CONCRETO

O fendmeno da fluéncia no concreto ¢ profundamente afetado pelo processo de
hidrata¢do das particulas de cimento. Esta influéncia ¢ conhecida como envelhecimento e
causa efeitos diferidos sob tensdo constante, diminuindo significativamente a medida que a

idade de carregamento aumenta, por toda vida 1til da estrutura.

A modelagem do fendmeno do envelhecimento ¢ uma tarefa bastante dificil, e apesar

de muitas formulac¢des disponiveis, as mesmas possuem sérias deficiéncias como:

e Leis de fluéncia com envelhecimento do concreto ndo garantem a satisfacdo das
restricoes da termodinamica. Geralmente o envelhecimento ¢ descrito com
propriedades do material em fun¢do do tempo, ja as leis da termodinamica podem ser
escritas apenas para sistemas de materiais cujas propriedades ndo variam com o
tempo;

e Para a forma diferencial da lei de fluéncia baseada em um modelo reoldgico, a
implicagdo do envelhecimento, ¢ que, o modulo elastico e o amortecedor viscoso
dependem do tempo. Esta ¢ a principal complicagdo para a solugdo numérica;

o Testes de historias de tensdo passo a passo ou recuperacdo de fluéncia revelam
significantes desvios do principio da superposi¢cdo. A linearidade que existia nos

modelos de fluéncia era uma fonte de resultados em desacordo.

Em 1989, visando contornar essas dificuldades os pesquisadores Bazant e Prasannan
apresentaram um novo modelo para o tratamento da fluéncia no concreto baseado na
micromecanica do processo de envelhecimento. Essa teoria, denominada Teoria da
Solidifica¢do, fundamenta-se em que o processo de envelhecimento deve-se, em grande parte,
ao incremento de volume de pasta de cimento solidificada por unidade de volume de concreto,

que ocupa poros originalmente ocupados pela dgua e por uma parte de cimento dissolvido.

Nessa nova teoria, a lei constitutiva para fluéncia trata o envelhecimento do concreto
devido a hidratacdo continua do cimento de uma maneira bastante simples e que gera bons
resultados. Os pesquisadores demonstraram, através de analises micromecanicas do processo
de solidificacdo, que o envelhecimento pode ser modelado como o aumento de uma fracao de
volume do material solidificado (cimento hidratado), que ¢ tratado como um material

viscoelastico sem envelhecimento descrito por uma cadeia Kelvin com parametros (E, n,,)

independentes da idade.
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Para tanto, um histérico de deformagdes deve ser usado para expressar a taxa total da
componente de deformagdo viscoelastica e a nao-linearidade é obtida modificando a atual

taxa de fluéncia por uma func¢do da tensao atual.

De acordo com o modelo proposto, a funcdo de fluéncia para um material com

envelhecimento como o concreto vem dada por:

_ 1 }/(t, tO)
J(t,ty) = E.(t0) + 0 (3.1

onde E.(ty) ¢ o moédulo de elasticidade no tempo de aplicacdo da carga (t,) dado em MPa,

V(t) é o volume de concreto solidificado (fungdo do envelhecimento) ¢ y(t, t,) a fungdo de

fluéncia para um material sem envelhecimento.

3.2 LEI DA FLUENCIA EM TERMOS DE TAXA

A eficiéncia de uma andlise numérica de fluéncia em estruturas requer a conversao da
lei de fluéncia do tipo integral para uma lei em termos de taxa. Aparentemente isso é sempre
possivel, ndo de forma exata, porém com uma boa aproximacdao. O comportamento
viscoelastico dos materiais pode ser calculado através da criagdo de um modelo reoldgico
baseado em dois elementos fundamentais: molas e amortecedores. Os arranjos mais

conhecidos sdo as cadeias Maxwell e Kelvin.

Tratando-se de estruturas de concreto, uma complicagao surge do fato de que o
modulo eldstico e a viscosidade das molas e amortecedores sdo em geral dependentes do
tempo. Com essas propriedades, a equacdo diferencial que descreve a cadeia Kelvin ¢ de
segunda ordem, enquanto que a que descreve a cadeia Maxwell ¢ de primeira ordem. Em
virtude disso e de outras razdes, a cadeia de Maxwell ja foi a preferida ao invés da cadeia

Kelvin, mesmo essa ultima sendo mais diretamente relacionada com testes de fluéncia.

Essa situacdo, no entanto, vem sendo revertida devido a formulagdo proposta por
Bazant e Prasannan (1988). Nessa formulagdo emprega-se na relacdo constitutiva uma lei de
fluéncia sem envelhecimento para a matéria solidificada, ou seja, para o cimento hidratado,
sendo o envelhecimento expresso pela mudanga de volume v(t). Com isso € possivel associar
um modelo reoldgico com o comportamento de um elemento de matéria solidificada ao invés

do concreto como um todo.
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Sendo assim, o modelo reoldgico proposto ¢ sem envelhecimento, ou seja, seus
parametros elasticos e viscosos sdao independentes do tempo, como na teoria da
viscoelasticidade linear cldssica, o que torna a analise numérica da fluéncia mais simples e
torna a cadeia de Kelvin mais vantajosa. A equacdo diferencial para uma cadeia de Kelvin em

série sem envelhecimento é:

Eyy+nuy,=o0 (3.2)

sendo:

N
y = Z Y, deformagio total da cadeia de Kelvin

u=1
: modulo elastico da p-ésima unidade da cadeia de Kelvin

: deformacdo da p-ésima unidade da cadeia de Kelvin

ny: viscosidade da p-ésima unidade da cadeia de Kelvin

Integrando-se a equacao diferencial (3.2) para uma tensao constante ¢ unitaria aplicada
em t, (tempo de aplicagdo de carga) tem-se:

N

y(E—to) = Z Ei (1 — e=to)/m) (3.3)

p=1*
onde 7, =n,/E, , € o tempo de retardamento a fluéncia da u-ésima unidade. A Equagdo (3.3)
¢ conhecida como série de Dirichlet (ou Prony) e pode ser aproximada para varias curvas de
fluéncia. A determinagdo dos tempos de retardamento a partir de testes de fluéncia leva a um

sistema de equacdes mal condicionado. No entanto esses tempos podem ser escolhidos

adequadamente com o emprego da seguinte expressdo (BAZANT, 1988):

T

L, =110 u=12,..,N (3.4

sendo t; pequeno o suficiente para levar em conta o envelhecimento do concreto. A escolha
dos 7,, no entanto ndo € totalmente arbitraria. E importante que esses valores cubram o

periodo total de interesse. Bazant e Prazannan (1988) indicam alguns valores de referéncia.
Neste trabalho sdo usados:
7, = 0,01ty e Ty = 0,5¢4, (3.5)

As constantes 1/E, podem ser determinadas pelo método dos minimos quadrados

(Apéndice A). Para isso ¢ necessdrio a escolha de passos de tempo que também sdo

importantes para a obtencdo do resultado final. Algumas sugestdes sdo apresentadas em
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Bazant (1988). Para essa escolha ¢ mais eficaz manter os passos de tempo constantes na
escala logaritmica (t — ty) onde t, € o instante no qual o primeiro carregamento ¢ aplicado na
estrutura, ou a primeira deformagao imposta. Entao, primeiro é necessario escolher o primeiro

passo (ty, t;) e depois gerar t, com:

tre1—to = 10Y/™(t, — ty) (3.6)
onde m ¢ o numero de passos por década, sendo este valor em torno de 10 para uma boa
precisdo. Para o primeiro passo (ty, t1) fez-se:

tl_tO = O,lto (37)

3.2.1 Solug¢do numérica com algoritmo exponencial

Tendo como base os estudos de Bazant e Prasannan (1989) sabe-se que devido a
formagao de um sistema de equacdes diferenciais, a lei constitutiva para esse modelo ¢ dita

em termos de taxa, ou seja, baseada em equagdes diferenciais.

Uma integracdo numérica efetiva necessita do chamado algoritmo exponencial, o qual
torna possivel aumentar os passos de tempo de forma gradual, a valores bem maiores que o
menor dos tempos de retardagdo, sem que para isso surjam problemas de estabilidade
numérica ou resultados com pouca precisdo. Nesse algoritmo ¢ admitido que em cada passo
de tempo (t;, t;;+1) a tensdo o(t) varia linearmente, podendo neste caso, obter solugdes exatas

das equagdes diferencias.

De acordo com Bazant e Prasannan (1989) tem-se que, para uma variacao linear de

tensao
o(t) =0; + % (3.8)
em que
At = (tiy1 —t;) e Ao = (041 —0y) (3.9)
a solucao para a equacao diferencial (3.2) vem dado por:
Yy =A+B(t—t)+Ce Tt/ (3.10)

Substituindo essa solu¢do na Equacdo (3.2), encontram-se as constantes A e B, e com

o emprego da condig@o inicial y, = y,; em t =t; encontra-se C. Dessa maneira obtém-se

parat = t;,; a seguinte expressao:
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o; —A
Yu (i+1) =Vu(i>e_Ay"+E—l(1—e_Ay")+ 5 ~Ao (3.11)
M n
com
Ay, =2 y = LT (3.12)
Yu=— e = :
u Tli (0 Ay”

O coeficiente A, encontra-se geralmente entre 0 e 1. Esse parametro A, tende a 1 para
At L 7, € tende a zero para At > 7,. Isso significa que, para passos de tempo muito mais
curtos que o tempo de retardagdo, a deformagao produzida pelo incremento de tensdo durante
um passo de tempo ¢ muito pequena; e para passos de tempo muito maiores que os tempos de
retardacdo, o incremento de deformacdo produzido pela mudanga de tensdo durante o passo

de tempo € Ao, /E,, desde que a tensdo no amortecedor tenha se dissipado. Um método
numérico convencional para solu¢do de equagdes diferenciais ordindrias nao satisfaz essa
condicdo limite, podendo ser usados apenas quando o passo de tempo € muito menor que o
menor dos tempos de retardacdo. O incremento de deformagdo viscoeldstica sem

envelhecimento no intervalo de tempo ¢ dado por:

N
Ay = Z(Vu @+ ~ Yu @) (3.13)
u=1

Substituindo a Equacao (3.11) em (3.13) tem-se:

N N

1—
=) (<52 + D aoli-e) G.14)
p=1 " p=1
com
0j
Euy = E——Vﬂ ) (3.15)
u

Expressdo semelhante pode ser escrita para o incremento de deformacao:
O
Eui+1) = E Yu (i+1) (3.16)
u
Como o0;41 = 0; + Ao, a equagdo para atualizar as varidveis ¢, em fungdo do
incremento de tensdes Ao € escrita substituindo a expressdo de ¥, ;+1) na Equagdo (3.16),

obtendo-se:

A Ao
Eu (i+1) = ;5_# + &y (e7k) (3.17)
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A taxa de deformagdo total ¢ dada pela soma das deformacdes devido as partes,

elastica, viscoelastica, a temperatura, retracao e fissuragao:

E=E,+ e + & (3.18)
onde:
a(t
& = Q taxa elastica
E(t)
Ep = M taxa viscoelastica
ve V(t)

Eo = Ecs(t) + Er(t) + £-(t) taxas de retragdo, térmica, fissuragdo, respectivamente
No presente trabalho, a fissuracao ja foi incluida no codigo computacional por Tamayo
(2011). Em sua pesquisa o referido autor empregou o conceito de fissura¢do distribuida para o

concreto conforme item 3.3. A deformacao térmica nao foi inserida no cddigo computacional.

Integrando-se a Equagdo (3.18) no intervalo de tempo (t;,t;,,) obtém-se o incremento
de deformagao total:

3 tiv1 O"(t) tisq )/(t — tO) tiv1 '
Ae = ]t mdt+£i Wdt+Li So(t)dt (3.19)

i
Com o auxilio de uma regra de integragdo do tipo trapézio a Equacao (3.19) pode ser
transformada, considerando o moddulo de elasticidade e o volume de concreto constantes no

intervalo de tempo obtendo-se:

Ao Ay
As = + + Agy (3.20)
Eiviz Vig2

sendo o subindice i + 1/2 o meio do intervalo (t;,t;;,). Introduzindo (3.20) na Equagéo

(3.14) tem-se:

Ae = —+ Ac* (3.21)

com

LR +N " (3.22)
E* Eiiip HzlEyVHl/Z '

N

As* = z 6y (1= e™) + ey (3.23)
u=1
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As variaveis g, sdo atualizadas introduzindo o envelhecimento na Equagdo (3.17), ou
seja:

)\HAO'

* N S * —-Ay
i ir1) EuVis1s2 " E“(i)(e 4 (3.24)

As equacgdes anteriores podem ser generalizadas, admitindo-se a isotropia do material,

da seguinte forma:
{Ad} = [D*|{Ae} — [D"]{Ae"} (3.25)

onde {Ac} e {Ag} representam os vetores de incrementos de tensdes ¢ de deformagdes e [D*] é
a matriz constitutiva isotropica linear avaliada com o coeficiente de Poisson v € com o
modulo de elasticidade efetivo E* dado na Equacao (3.22). Com o emprego do método dos
elementos finitos, as deformagdes {Ae*}, serdo introduzidos como cargas nodais equivalentes,

sendo seu vetor dado por:

N

(Ae*} = Z £ (1= €78%0) + Ag, (3.26)
u=1

e as deformacdes {e,’j} sdo atualizadas com o emprego da equacao:
* -1 * -
(oo} = D] a0} 465 (e7) (3.27)

onde [Du]_l ¢ a inversa da matriz constitutiva isotrdpica linear avaliada com um moddulo de
elasticidade igual a E,V;,4/5/A,. Observa-se que apenas as deformagdes &, dos elementos da
cadeia de Kelvin necessitam ser armazenadas. O vetor Ag, ¢ dado por:

Agy = Aggs + Aer + Agy (3.28)
sendo respectivamente, deformagao por retragdo, térmica e por fissuragao.

3.2.2 Modelo do CEB-FIP 90 para fluéncia

De acordo com o Comité Euro-International du Béton (1990) o modulo de deformacao

tangente E,. aos 28 dias de idade do concreto € obtido através da expressao:

f 1/3
E.(28) = 21500 (%) (em MPa) (3.29)

onde f.,, = fox + 8MPa ¢ a resisténcia média a compressdo estimada a partir da resisténcia

caracteristica f,, , ambas aos 28 dias.
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O modulo em uma idade t é estimado com:

1/2
1/2
E.(t) = E.(28){exp {s [1 — (ﬁ) l} (3.30)

t

sendo s apresentado na Tabela 3 para determinado tipo de cimento.

Tabela 3: Coeficientes dependentes do tipo de cimento

Tipo de cimento S a  Psc

Alta resisténcia inicial 0,20 1 8
Endurecimento normal 0,25 0 5

Endurecimento lento 0,38 -1 4

De acordo com o cddigo citado a fun¢do de fluéncia vem dada por:

+ P(t, to)
Ec(to) Ec(28)

J(t, ty) = (3.31)

onde E.(ty) é o moédulo de elasticidade no tempo de aplicagdo da carga (t,) dado em MPa,
E.(28) ¢ o mddulo de elasticidade aos 28 dias e ¢ (¢, ty) coeficiente de fluéncia. Entdo, tem-
se que:

®o(to) @1 (L, to)
Ec(to) Ec(28)

J(t ty) = (3.32)

sendo @((t,) o coeficiente de fluéncia ideal, e ¢,(t,t;) a funcdo que descreve o

desenvolvimento da fluéncia com o tempo apds o carregamento.

Para ¢, (t,) tem-se:

©o(to) = @ruBremb (to) (3.33)
com
1 — (RH/100)
ri = 1+ G s (h/100)172 (-39
5,3

Brem = W (3.35)
B(to) = 01t ()02 (3.36)

sendo:

RH: umidade relativa (%)

fem: resisténcia média do concreto a compressao aos 28 dias (MPa)
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to: idade do concreto no carregamento (dias)

e a espessura ficticia ¢ dada por:

I (3.37)
u

h: espessura ficticia (mm)
Ac: 4rea da secdo transversal (mm?)
u: perimetro da secdo transversal em contato com a atmosfera (mm)

Para a fungdo ¢4 (¢, t,), que representa o desenvolvimento da fluéncia com o tempo,
tem-se:

0.3

(t —to)
(tt,) = [— (3.38)
b = B (- )
com
— 150]1 + (1 2 RH)w " 250 <1500 (3.39)
Bu = 100 100 = '

Para levar em conta os diferentes tipos de cimento, a Equagao (3.36) deve ser avaliada

com uma idade modificada, t, . dada por:

a

9
toc =10 (rtol’z + 1) > 0.5dias (3.40)

onde t, ¢ a idade de aplicagdo da carga, corrigida de acordo com a Equacdo (3.41) para
consideracao dos efeitos da temperatura de cura na maturidade do concreto. Os valores para o

coeficiente a encontram-se na Tabela 3.

O efeito da temperatura na maturidade do concreto quando a mesma ¢ diferente de

20°C ¢ considerada substituindo-se a idade real t, por uma idade equivalente t, dada por:

¢ —zn:m: (13 65 _ 1000 ) 3.41
°T L CXPASOY T T (3.41)
i=

sendo At; o nimero de dias em que a temperatura foi igual a temperatura T; (°C). A idade
corrigida em (3.41) deve ser usada na Equagdo (3.40). A durag¢do do carregamento (t — ty) a
ser considerada na Equacdo (3.36) permanece inalterada, ou seja, trata-se da duracio real sob

carga.
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Para consideracdo do efeito da temperatura constante diferente de 20°C enquanto a
estrutura de concreto esta sob carga, deve-se modificar os coeficientes fy por By r € Qry por

@rp r da formulacdo apresentada, os quais vem dados por:

1500
Bur = Bu exp ( _ 5,12) (3.42)

273+ T
PrHT = exp[0,015(T — 20)] + {(@ry — 1{exp[0,015(T — 20)]32} (3.43)

com a temperatura T dada em °C.

3.2.3 Modelo do CEB-FIP 90 para retragao

Para o céalculo da deformagdo por retracdo &.4(t) o CEB-FIP 90 indica as seguintes

expressoes:

Ecs ) = gcsoﬁs(t - ts) (3.44)

onde t ¢ a idade do concreto e tg ¢ a idade ao final da cura (t > t;). O coeficiente €., ¢ dado

por:
Ecso = Es(fem) Bru (3.45)
com
— [160 + 10 g, (9 = Fm)] x 10-5 (3.46)
Es(fem) = + .Bsc - E X :

sendo f.,, a resisténcia média a compressdao do concreto aos 28 dias em MPa. O coeficiente
Bsc encontra-se definido na Tabela 3, e leva em consideragao o tipo de cimento empregado. O
coeficiente gy considera a umidade ambiente e é expresso por:

RH\?
Pry = —1,55431 — (W) para 40% < RH < 99%

Bry = +0,25  para RH =99% (3.47)

Portanto, até a umidade relativa do ambiente de 99% a retracdo ocorre. Apos esse
valor, o que ocorre ¢ um aumento de volume do concreto. A fungdo B,(t — t;) que define o
desenvolvimento da retragdo como tempo, ¢ dada pela Equacao (3.48).

0,5

Bs(t —t;) = (¢ ~ ts) (3.48)

350 (%) +(t—t)

com h definido pela Equacao (3.37).
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Do mesmo modo que para a formulagdo de fluéncia, na retracdo a consideragdo de

temperatura constante diferente de 20°C durante o processo de carregamento deve-se
2
substituir o produto (350 (%) ) da Equacdo (3.48) por asr(T) € Bry POr Pryrt:

2

agr(T) = 350 (%) exp[—0,06(T — 20)] (3.49)
Prur = Pru [1 * (103 —8100RH) (T ;020)] (3:50)

com temperatura T em °C e umidade relativa RH em %.
3.2.4 Ajuste da curva do CEB-FIP 90

Comparando as duas formulagdes para J(t, t,), dadas em (3.1) e (3.31) tem-se:

E.(28)
®o(to)

]/(t, tO) = (pl(tJ tO) e V(t) = (351)

Levando em conta que y(t,ty) = @1(t,ty) os pardmetros E, podem ser obtidos
discretizando a fungdo ¢4 (t,t,) do CEB-FIP90, usando L pontos determinados de acordo
com o numero de pontos de tempo da andlise, conforme a Equagdo 3.6. Empregando o ajuste

de curvas pelo método dos minimos quadrados (Apéndice A) tem-se o seguinte sistema:

L n L
Z Cifi(x) fie(x;) =z}’ifk(xi) parak =1.2,..,n (3.52)

i=1 j=1 i=1

Sendo
(t _ to) 0.3
= .t t,) = [— (3.53)
Yi= b to Bu + (t —to)
uma func¢ao conhecida, com
= 15041+ (1 2 RH)ls h + 250 < 1500 (3.54)
m "“100/ J100 = '

A funcdo a ser aproximada, j& sem os coeficientes ¢

fi=v(tto) = (1 — e Eto)/m) (3.55)

sendo que os coeficientes a serem aproximados sao

¢ = 3 (3.56)
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que gera o seguinte sistema de equagdes lineares:

[Al{X}={B} ou A(,)).X(G)=B@G) i,j=12,..,n (3.57)
L

AG, ) = [1 — e—(t—to)k/fi][l — e—(t—to)k/fj] (3.58)

L
B(i) = ) @1t to)[1 — e~ Etode/m] (3.59)
kz=1 1 0

X() = 1/E; (3.60)
T

com 1 =4 (3.61)

]

Com a resolugéo do sistema obtém-se os pardmetros E; da cadeia.

3.3 MODELAGEM DO CONCRETO (TAMAYO, 2011)

3.3.1 Modelo para o concreto em compressao

Em sua pesquisa, Tamayo (2011) utilizou a Teoria da Plasticidade Associada para
modelar o concreto a compressdo. Trés leis foram empregadas para estabelecer as relagdes
constitutivas do tipo incremental, associadas ao modelo elasto-plastico com endurecimento
ndo linear. A primeira trata do critério de plastificacdo elasto-plastico, no qual as duas
superficies de plastificagdo inicial (que determina o inicio da deformacgdo plastica) ¢ a
superficie de plastificacdo limite (que separa o estado com endurecimento ndo linear e o
estado com comportamento elasto-plastico perfeito) sdo definidas com base nos invariantes de
tensdo I; e J, sendo expressas pela fung¢do de plastificagdo f(I;,/,), que corresponde a uma

variagdo do critério de Drucker-Prager, sendo definida através da equacao (Figueiras (1983)):
fy,]) = @LE+all)Y?* =06, a=0,3550,; f=1,355 (3.62)

com g, definindo a tensdo efetiva equivalente considerada como a tensdo de compressao de
um ensaio uniaxial, e & e § sdo pardmetros do material obtidos por ajuste da Equagdo (3.62) a
partir dos resultados experimentais de Kupfer, Hilsdorf e Rusch (1969). Ao atingir a
superficie de plastificacdo inicial o processo elasto-plastico inicia-se com a expansdo das
superficies de acordo com a lei de endurecimento adotada. Na Figura 7 encontra-se a

representacao do critério de plastificacao.
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A COMpressao

superficie de
plastificacao limite

&

superficie de

plastificacao
inicial

! i - ! | y b L
tracao / / / o/ fe

T-0.2

Fonte: Tamayo (2011).

Figura 7: Superficie de plastificacdo no espago das tensdes principais.
A segunda lei ¢ em relacgdo a plastificagdo, sendo o incremento da deformagao pléstica
definido pela Equacao (3.63).
daf (o)

Oaij

def, = dA (3.63)

sendo dA a constante de proporcionalidade que determina a magnitude da deformacao plastica

e o gradiente df (0)/do;; define sua dire¢ido perpendicular a superficie de plastificagdo atual.

A terceira lei ¢ a do endurecimento, a qual considera o concreto como um material

com endurecimento isotropico, sendo a evolucao da superficie de plastificacdo dada por:
F(o,k) = f(o) — g, (k) (3.64)

em que f(o) ¢ a funcdo de plastificacdo, e oy (k) representa a tensdo de plastificacdo

relacionada ao parametro k de endurecimento.

Para o critério de esmagamento do concreto em compressdo para um estado multiaxial
de tensdes converteu-se diretamente o critério de plastificacdo descrito em termos das tensdes
em deformacdo. A representacdo desse critério pode ser visualizada na Figura 8. Ao alcangar

&, (deformacao ltima) o material perde toda sua rigidez e resisténcia.
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Fonte: Adaptado de Tamayo (2011).

Figura 8: Diagrama unidimensional tensdo-deformagdo para o concreto tracionado e comprimido

No presente trabalho a opcdo de considerar o amolecimento do concreto foi
introduzida no cédigo computacional empregando-se uma solugdo bastante simples. Apds o
concreto atingir a resisténcia f. o patamar ilustrado na Figura 8 ¢ substituido por um reta

descendente até a deformacao ultima &, = 0,01.
3.3.2 Modelo para o concreto em tracao

Para o concreto em tracdo Tamayo (2011) empregou o conceito de fissuracao
distribuida, ou seja, considera-se a fissuracdo distribuida da zona de influéncia associada ao
ponto representativo do material (POVOAS, 1991). Com isto nenhuma alteracdo da malha de
elementos finitos € realizada, e a relagdo tensdo-deformacdo apds a ocorréncia da fissuragdo ¢

simplesmente atualizada.

Para determinagdo da fissuragdo considera-se que quando excedida a tensao de fratura
do concreto pela tensdao principal maxima instalada a formag¢do de uma fissura na dire¢dao
perpendicular a referida tensdo principal ¢ admitida. Isso transforma o concreto em um
material ortdtropo com os eixos de ortotropia coincidentes com as diregdes das tensdes

principais.
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No modelo ainda ¢ previsto a formac¢do de duas fissuras mutuamente ortogonais para
cada ponto do material, sendo a respectiva direcdo fixa ao longo do processo de carga,
independente das modificagdes ocorridas nas dire¢des das tensdes principais. Na Figura 9
encontram-se ilustradas as diferentes configuragdes admitidas. As fissuras sdo estabelecidas
devido ao valor da extensdo instalada segundo a dire¢do do plano da fissura e o seu

fechamento ¢ associado a valores negativos de extensao.

(a) ndo fissurado

f-':"f (b) fissuragdo simples; L / (e) fissura inicial fechada;
fissura inicial aberta T fissura nova aberta

! i (f) fissura inicial aberta;

/ (c) fissura inicial fechada 7= s fissura nova fechada

fissuragio dupla; L (g) fissuras fechadas

&

fissuras abertas T /

Fonte: Tamayo (2011).

Figura 9: Configuragdes possiveis para o concreto fissurado

Os fendmenos de engrenamento entre as faces das fissuras devido a armadura, a
rigidez ao corte e a flexdo das armaduras que o atravessam, contribuem significativamente
para a capacidade do concreto na condugdo de forcas de corte. Uma simplificacdo de todos
estes efeitos foi adotada considerando uma reducdo gradual do moddulo de elasticidade
transversal através de um coeficiente de retencdo. Na hipotese de se verificar o fechamento
total da fissura, admite-se um contato perfeito entre as superficies e em consequéncia disso, o

modulo inicialmente estabelecido para o concreto ndo fissurado ¢ empregado.

A aderéncia ¢ outro fendmeno que se estabelece entre a armadura e o concreto e ¢
responsavel pela capacidade de retencao das tensdes normais de tragdo do concreto fissurado.
Na Figura 10, dois tipos de diagrama de reten¢do de tensdes de tragdo que sdo utilizados estdo
apresentados. O primeiro ¢ aplicado apenas para as regides onde hé interacao entre concreto e
armadura, o que permite mobilizar o0 mecanismo de aderéncia. Nesta figura &;,,, ¢ a maxima
deformacgdo em funcdo do grau de aderéncia considerado. Valores usualmente empregados

para a estdo entre 0,5 ¢ 0,8. O segundo ¢ empregado para concreto simples, ou onde o
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Fonte: Adaptado de Tamayo (2011).

Figura 10: Diagrama de retengdo de tensdes de tragdo para o concreto fissurado

3.3.3 Modelo para a armadura passiva

O modelo constitutivo adotado para o ago da armadura encontra-se ilustrado na Figura

11. Um modelo bilinear ¢ outro trilinear foram implementados sendo, E; o modulo de

elasticidade do aco, E,’ a inclinagdo no segundo tramo da curva e E;"" a inclinagio no terceiro

tramo. Quando a descarga ocorre a mesma segue a inclinagdo inicial Ej.
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Fonte: Tamayo (2011).
Figura 11: Diagrama tensdo-deformag@o para o aco a) trilinear e b) bilinear

3.4 ELEMENTO FINITO EMPREGADO PARA O CONCRETO

O elemento finito empregado para o elemento de concreto ¢ um elemento de casca
degenerada (Figura 12). Duas suposi¢des sdo consideradas na formulagdo deste elemento. A
primeira ¢ que as camadas, normais a superficie, permanecem praticamente retas depois da
deformacdo. A segunda ¢ que a energia de deformacdo correspondente & componente da
tensdo perpendicular a superficie média do elemento finito ¢ desconsiderada. Sendo assim, no

elemento quadratico apresentado t€ém-se oito nds com cinco graus de liberdade em cada no

(trés translagdes e duas rotacoes).
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Fonte: Adaptado de Tamayo (2011).

Figura 12: a) Elemento tridimensional solido quadratico b) Elemento de casca degenerada

As fungoes de forma para o elemento vém dadas pelas Equagdes (3.65) e (3.66).

1

Ny, = Z(l + &)+ ) (& +mmy — 1) k =1,3,57 (3.65)

N, = Si 2y 4 S 2y | = (3.66)
k—7(1+nnk)(1+n)+7(1+nnk)(1—s‘) k =24,68 -

As deformagdes sdo definidas levando em consideragdo a hipotese de tensdo zero na
diregdo z' (0, = 0). As componentes de deformacdo sdo definidas em termos dos eixos

locais (Figura 12). As cinco componentes de deformacao sao:

aur ]
N
a,
Exr I
y
’ &1 av' au’
Y=Yy =|35%3, (3.67)
Yxiz1 x y
Vol (O, Ow'
0, Oy
av,+awf
| d, 0, ]

onde u’,v'e w' sdo as componentes dos deslocamentos no sistema local. As componentes de
tensdo sdo definidas considerando-se a hipdtese de tensdo zero em z' (o, = 0). As cinco

componentes de tensdo no sistema local sdo:
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Oy
[ Oyr ]
{0’} = |Txy | = [D]{e"} (3.68)

Txrzi

TyIZI

onde {&'} é o vetor de deformac@o e [D] a matriz constitutiva.

O elemento de casca degenerado possui um modelo em camadas. Este modelo
¢ composto por uma série de camadas que podem ser de diferentes materiais, sendo as
propriedades e as tensdes fungdes descontinuas de {. Em razdo disto, uma integragdo através
das camadas ¢ necessaria sendo a distribui¢ao das tensdes na direcao da espessura conhecida
em um numero adequado de pontos. Tamayo (2011) adotou uma regra de integragdo
retangular simples para os pontos de Gauss nas camadas. O modelo de representacdo da
armadura ¢ o modelo distribuido. Neste modelo as camadas possuem as propriedades do ago
com uma espessura equivalente a area de armadura da se¢do transversal. Este modelo ¢
bastante indicado no caso de estruturas de placas ou cascas. Tanto a posi¢do da armadura
quanto sua espessura sdo consideradas adimensionais. Essa espessura varia de -1 a +1 e sua
orientagdo ¢ dada pelo angulo 8 correspondente. Um esquema de uma laje com oito camadas
de concreto e duas camadas de ago pode ser visualizada na Figura 13, onde ao lado esquerdo
encontram-se a espessura real da laje de concreto e a posig¢ao real das camadas de ago. Do
lado direito t€ém-se a posicao e espessura normalizadas das camadas d