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RESUMO

Este trabalho investiga a possibilidade de se trabalhar o contetido de anédlise combinatdria com
turmas de 8° ano do Ensino Fundamental. As atividades foram construidas na inteng@o de
colocar o aluno frente a diferentes situagdes de cardter combinatério. Foram trabalhadas
diferentes estratégias de resolucdo, partindo inicialmente da listagem de possibilidades,
utilizada para explicar o Principio Aditivo e o Principio Multiplicativo. As atividades foram
aplicadas em um grupo de dez alunos de uma turma de 8° ano em uma escola de Ensino
Fundamental situada no bairro Rubem Berta em Porto Alegre. O planejamento e a anélise da
pesquisa tiveram base na Engenharia Diddtica. Os resultados da experimentagdo, sugerem que
as atividades contribuiram positivamente no desenvolvimento de um pensamento

combinatodrio nos alunos.

Palavras-Chave: Combinatéria; Principios Aditivo e Multiplicativo; Listagem de

possibilidades; Ensino fundamental.



ABSTRACT

This work investigates the possibility of introducing Combinatorics to ninth-year students.
The activities have been devised with the intention of confronting the student with different
combinatorial situations. To this end, we shall introduce several resolution strategies, starting
with lists of possibilities and direct counting, from which the main counting principles may be
deduced. The activities were implemented with a group of ten students in a public school of
the State School System located in the neighborhood of Ruben Berta in Porto Alegre. The
analysis of the research is based on Didactic Engineering. The results of this practice suggest
that the activities contributed positively to the development, by the students, of combinatorial

strategies in problem solving.

Keywords: Combinatorics; Elementary counting; Elementary school.
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1. INTRODUCAO

Esta pesquisa foi criada, com base na Engenharia Didética, com a finalidade de
verificar a possibilidade de se trabalhar o contetido de anélise combinatdria em turmas de 8°
ano do Ensino Fundamental. As atividades foram desenvolvidas com um grupo de dez alunos,
que se dispuseram vir a tarde, no turno inverso de suas atividades regulares, em uma escola de
Ensino Fundamental, situada no bairro Rubem Berta, em Porto Alegre. A escola atende
alunos de nivel sécio-econdmico baixo e médio. Foram trabalhadas diversas situag¢des-
problema de cardter combinatério, enunciadas em diferentes contextos, normalmente
relacionados ao cotidiano dos alunos. Com isto, abordamos diferentes estratégias de
resolucdo, sendo priorizada inicialmente a listagem de possibilidades em problemas que
envolviam poucos casos para, mais tarde, com base nesta listagem, explicar o Principio
Aditivo e o Principio Multiplicativo. Também foram trabalhadas situa¢des-problema em que a
ordem das escolhas influenciaria o nimero total de possibilidades e situagdes-problema em
que era mais conveniente enumerar uma quantidade maior de possibilidades, e excluir os
casos que ndo se enquadram no conjunto desejado. As reflexdes referentes a validade da
proposta foram feitas com base na participagcdo dos alunos em aula, bem como no material
distribuido no inicio de cada encontro e recolhido ao final, que propunha situacdes-problema

aos alunos.

Pessoalmente, sempre tive maior interesse por conteidos matemadticos que
conseguimos relacionar de forma direta ao nosso cotidiano. Vejo a Andlise Combinatoria
como um destes conteddos, pois muitas vezes lida com situa¢des concretas de nosso dia-a-dia.
Observei, em minha experi€éncia como aluno na época escolar, que, de modo geral, a
Combinatéria € vista como um conteido complicado. Talvez isso se deva ao fato de que os
exercicios de Combinatdria ndo t&ém uma “receita” para resolvé-los, sendo necessario manter
uma estratégia de resolu¢cdo com base na sua interpretacio. Outra possibilidade seria o fato de
que alguns professores demonstram inseguranca ao tratar deste contetido, o que pode levar os
alunos a criarem expectativas negativas sobre o conteido. Uma terceira possibilidade seria
que, geralmente, os problemas de Combinatdria sdo vistos de forma separada, de modo a
atribuir uma férmula para resolver cada um deles. Acredito que memorizar férmulas e

situacdes em que elas se aplicam, seja um complicador para o seu entendimento.
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Na escola, esse contetido geralmente € trabalhado nas séries finais do Ensino Médio.
Isto me fez refletir se parte desta dificuldade nédo estava relacionada ao fato de ndo termos
lidado mais cedo com o raciocinio combinatério ao longo de nossa histéria escolar. Refleti
também sobre o fato de que, para resolver exercicios de Combinatdria, os pré-requisitos
necessdrios sdo apenas operagdes aritméticas bésicas, a Teoria dos Conjuntos e a capacidade
de interpretar problemas. Ao resolver exercicios de Combinatdria, o aluno deverd dar a cada
uma dessas operacdes aritméticas, um significado sobre o modo que elas lidam com os
valores fornecidos. Acredito também que os alunos do 8° ano do ensino médio, possuem
maturidade para lidar com vérios tipos de enunciados e interpretd-los corretamente. Os
principios Aditivo e Multiplicativo estdo relacionados as noc¢des de Produto Cartesiano, Unido
e Interseccdo entre conjuntos, que sido conceitos bdsicos da Teoria de Conjuntos. A medida
que os alunos utilizam a Matemdtica j4 apresentada a eles para resolver diferentes problemas
contextualizados, acredito que seja despertado um “pensar matemético” frente a situacdes de
seu cotidiano, que vai além de fazer cilculos e utilizar férmulas. Desta forma acredito que

seria valido verificar a possibilidade de trabalharmos Combinatdria com turmas de 8° ano.

O modo como decidi abordar a Andlise Combinatdria nesta pesquisa, foi motivado
pelas atividades realizadas quando eu era bolsista do Colégio de Aplicagdo, em que uma de
minhas tarefas era entrar em sala de aula com a professora e, no momento que ela reservava
para que os alunos fizessem os exercicios, eu os auxiliava quando solicitado por eles. A
professora iniciou as explicagdes usando exemplos que envolviam poucos casos e deu énfase
a contagem de todas as possibilidades envolvidas nos problemas. Depois de alguns exemplos,
ela ensinou como resolver os exercicios através de uma resolugdo aritmética.

Uma estratégia comum em Combinatéria para abordar problemas de
contagem consiste em reduzi-los a problemas mais simples, cujas solugdes sao
reagrupadas para que se obtenha a solugdo do problema original. Por exemplo, uma
possibilidade consiste em dividir os elementos do conjunto a ser enumerado em classes com
caracteristicas especificas, de forma que cada uma dessas possa ser analisada mais facilmente.
Para reagrupar essas solugdes parciais em uma solugéo geral, utilizamos o Principio Aditivo,
que afirma que o nimero total de possibilidades € a soma do nimero de possibilidades em
cada classe. Outra alternativa é ver os elementos do conjunto a ser enumerado como o
resultado de um processo construtivo em que um

determinado conjunto de passos € realizado sequencialmente. Para reagrupar as solugdes

utiliza-se o Principio Multiplicativo, que afirma que o nimero total de possibilidades é dado
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pela multiplicagdo do niimero de possibilidades em cada passo. Embora a professora utilizasse
tais principios para resolver os exercicios, ndo os denominou desta forma. Percebi que,
passadas algumas aulas, a maioria dos alunos conseguia esbocar resolucdes de novos
exercicios de cardter combinatério. Porém, muitas vezes, apds considerarem os casos
existentes no problema, confundiam-se quanto a adiciond-los ou multiplicd-los para obter a
resposta final. Observei também que alguns alunos, antes mesmo de procurarem uma
resolucdo matemadtica, apoiavam-se na listagem de casos do problema que conseguiam
visualizar para elucidar como proceder corretamente frente a esta adicdo ou multiplicagao.
Destas observacodes ¢ que surgiu minha principal motivagdo para desenvolver esta pesquisa.
Acredito que o fato de os alunos partirem da listagem correta de casos particulares para
chegar as suas resolucdes seja um forte indicativo de entendimento do contetdo, pois eles
demonstram entender o que constitui cada possibilidade envolvida nos problemas. Atribuo o
mérito disto a estratégia de ensino da professora, que privilegiou inicialmente a contagem de
possibilidades ao uso de férmulas para arranjos, permutagdes, combinagdo, entre outras.
Descreverei, na continuagdo deste texto, algumas ideias e estratégias na tentativa de, através
de situagdes-problema em que seja natural listar e contar as possibilidades, induzir os alunos a
validade dos principios Aditivo e Multiplicativo, utilizando-os para trabalhar diferentes
estratégias de resolucdo de problemas de Combinatoria.

No Capitulo 2, apresentarei os conceitos fundamentais da Engenharia Didética, que
serd a metodologia adotada nesta pesquisa. Também serdo explicitadas as etapas basicas que
devem ser atendidas na constru¢io de uma pesquisa com base nesta metodologia. No Capitulo
3, descrevo como aplicaremos a Engenharia Didética nesta pesquisa, ou seja, no ensino de
Combinatéria para turmas de 8° ano do ensino médio. Em nivel didatico, procuramos
entender como usualmente o ensino de Andlise Combinatdria € abordado, e quais sdo suas
repercussdes, na intencdo de enriquecer a proposta diddtica desta pesquisa. Em nivel
epistemoldgico, damos €nfase aos principios Aditivo e Multiplicativo. Em nivel cognitivo,
refletimos acerca da listagem de possibilidades como forma de alternativa para o
entendimento de tais principios e também desenvolvimento do raciocinio combinatério. No
Capitulo 4, descrevo as atividades planejadas e os resultados esperados. As hipéteses foram
atividades propostas em dois dmbitos: o primeiro referente a situacdes particulares de cada
situacdo-problema proposta e o segundo referente a proposta diditica como um todo,
considerando o entendimento dos principios e o conjunto de estratégias utilizadas para

resolver os exercicios.
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O objetivo do Capitulo 5 € relatar a pratica didatica fazendo observagdes sobre o
desempenho dos alunos, levando em consideracdo sua participagdo nos encontros e suas
resolucdes de situacdes-problema propostos. No Capitulo 6, € feita a validacdo das hipéteses.
Por ultimo, no Capitulo 7, tiramos conclusdes acerca da pesquisa, sugerindo algumas
modificacdes na nossa pratica pedagdgica, na inten¢do de aprimori-la para uma préxima

aplicacg@o.
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2. ENGENHARIA DIDATICA

O termo Engenharia Didatica foi introduzido na Didatica da Matematica na década de
80, na Franca. Entre os principais estudiosos do tema, destaca-se a pesquisadora
francesa Michele Artigue. Em 1996, ela escreveu um capitulo de referéncia para a
organizacdo da Engenharia Didatica, no livro chamado Didética das Matematicas. Nesse
livro, Artigue escreve que a organizacdo das etapas de trabalho da Engenharia Didatica é
compardvel a forma de trabalho de um engenheiro, que, na realizacdo de um projeto, baseia-se
em conhecimentos cientificos do seu dominio, mas aborda problemas praticos para os quais
ndo existe teoria prévia. Deste modo, ele é levado a procurar solugdes criativas baseadas no

conhecimento que possui.

Considerando a Engenharia Didatica como uma metodologia de pesquisa, Almouloud
e Coutinho afirmam que a Engenharia Didética:
“[...] caracteriza-se, em primeiro lugar, por um esquema experimental baseado
em "realizacdes diddticas" em sala de aula, isto é, na concepgdo, realizagdo,
observacdo e andlise de sessdes de ensino. Caracteriza-se também como pesquisa
experimental pelo registro em que se situa e modo de validagdo que lhe sdo
associados: a comparagdo entre andlise a priori e andlise a posteriori. Tal tipo de
validagdo € uma das singularidades dessa metodologia, por ser feita

internamente, sem a necessidade de aplicagdo de um pré-teste ou de um pos-
teste” (2008, pag. 66)

Carneiro (2005) aponta dois fatores como principais motivagdes desta teoria. O
primeiro € a “ideologia da inovagdo”, que desconsidera a possibilidade de existir apenas um
modo de ensino imutdvel e suficiente. Carneiro afirma que esta ideologia é responsével por
garantir diversos tipos de experiéncia em sala de aula e valorizar o saber pratico do professor.
O segundo ¢é a convicgdo de que as teorias desenvolvidas fora da sala de aula sdo insuficientes
para captar a complexidade do sistema e procurar influir na transformacio das tradi¢des de

ensino.

Segundo Carneiro, de modo geral a Engenharia Didética, foi criada para atender a

duas questdes:

“a) as relagdes entre pesquisa e acdo no sistema de ensino; b) o lugar reservado
para as realizagdes didéticas entre as metodologias de pesquisa. E uma expressio
com duplo sentido. Designa produgdes para o ensino, derivadas de resultados de
pesquisa, e também designa uma especifica metodologia de pesquisa baseada em
experiéncias de sala de aula.” (2005, pag. 90)
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Como uma das principais caracteristicas da teoria da Engenharia Didatica, Carneiro
menciona o fato de esta lidar simultaneamente com o conhecimento prético e o conhecimento
tedrico, de modo a servir com um referencial para o desenvolvimento sobre o objeto

pesquisado.

Artigue (1996) escreve que a Engenharia Didatica possui quatro fases a serem
consideradas, a saber: andlises prévias; concep¢do e andlise a priori de experiéncias didatico-
pedagdgicas a serem desenvolvidas na sala de aula de matemadtica; implementacdo da

experiéncia; andlise a posteriori e validacdo da experiéncia.

2.1 Tema e campo de acao:

Nesta fase é escolhido o tema da pesquisa, justificando o porqué desta escolha. As
reflexdes acerca da escolha do tema devem considerar as dificuldades encontradas como
professor no ensino com base em sua experiéncia e também nas dificuldades enfrentadas
enquanto aluno académico, ou ainda nas atividades praticas presenciadas que envolvem esse

tema.

2.2 Analises Prévias

Esta fase requer elaborar reflexdes e estudos referentes ao modo como vem sendo
trabalhado o ensino habitual do objeto escolhido, no intuito de mais tarde propor uma
intervengdo sobre o mesmo com a finalidade de aprimora-lo conforme a visdo que o
professor/pesquisador julgue mais conveniente. Como justificativa para isto, Carneiro expde o
seguinte:

“A andlise ¢ feita para esclarecer os efeitos do ensino tradicional, as concepgdes
dos alunos e as dificuldades e obsticulos que marcam a evolucdo das
concepgdes. A tradicdo € vista como um estado de equilibrio do funcionamento
de um sistema dinamico, que tem falhas. A reflexdo sobre essas falhas torna-se o

ponto de partida para determinar condicdes possiveis de um ponto de
funcionamento mais satisfatério.” (2005, pag. 93)

Em termos de andlises prévias Artigue (1996) recomenda a distingdo de trés

dimensdes:

- Dimensao epistemoldgica: associada as caracteristicas do saber em questdo. Deve-se refletir
acerca do assunto/contetido a ser pesquisado considerando os diferentes conhecimentos

envolvidos e necessdrios para trabalha-lo.
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- Dimensdo didatica: associada as caracteristicas do funcionamento do sistema de ensino.

Analisa-se o contexto de modo geral em que assunto/contetido a ser pesquisado € inserido.

- Dimensdo cognitiva: associada as caracteristicas do publico ao qual se dirige o ensino. Sdo
discutidos os possiveis conhecimentos a que o ptiblico envolvido teve contato e que podem

influenciar em seus desempenhos frente a pesquisa.
2.3 Concepcao e Analise a priori

Esta fase consiste em refletir acerca de como a escolha do pesquisador sobre o modo que
abordard um determinado contetdo, levando em considerac@o os saberes que julga pertinentes

ao objeto estudado, influenciard no entendimento dos alunos.

Nas palavras de Almouloud e Coutinho (2008), as seguintes caracteristicas devem estar

presentes em uma andlise a priori:

1) Descrever as escolhas das varidveis locais e as caracteristicas da situacdo didética

desenvolvida.

2) Analisar a importincia dessa situacdo para o aluno e, em particular, em fungdo das
possibilidades de acdes e escolhas para construcdo de estratégias, tomadas de decisoes,
controle e validacdo que o aluno terd. As agdes do aluno sdo vistas no funcionamento quase
isolado do professor, que, sendo o mediador no processo, organiza a situacdo de

aprendizagem de forma a tornar o aluno responsavel por sua aprendizagem;

3) Prever comportamentos possiveis e tentar mostrar como a andlise feita permite controlar
seu sentido, assegurando que os comportamentos esperados, se e quando eles intervém,

resultam do desenvolvimento do conhecimento visado pela aprendizagem.”

2.4 Hipoteses

Esta fase requer a descri¢do do que se espera do comportamento dos alunos, considerando
seus conhecimentos anteriores, durante e apds a execugdo da pratica. Estas previsdes serdo
comparadas com os resultados finais obtidos e os objetivos serdo questionados. Para favorecer
de forma relevante esta comparagdo entre os resultados esperados e os resultados obtidos, a
prética assim como os dados coletados na etapa de experimentagdo devem ser planejados em

funcdo de elucidar esta questdo.
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2.5 Experimentacio e Analise a posteriori

A fase da experimentacdo consiste basicamente em colocar em prética a proposta didatica
até entdo produzida. E o momento de retomar a andlise a priori para efetuar o processo de
complementacio. Apds a experimentagdo propriamente dita, segue-se com a fase da andlise a
posteriori, onde serdo feitos reflexdes a partir do conjunto de dados recolhidos durante a
experimentacdo, podendo ser observagdes realizadas durante as prditicas de ensino e a
producdo dos alunos em sala de aula ou mesmo fora dela. Para a obtencdo destes dados,
podem ser utilizados, por exemplo, questiondrios, entrevistas individuais ou em pequenos

grupos, realizadas em diversos momentos da pratica em questao.

Ainda sobre anélise a posteriori Almouloud e Coutinho afirmam:

“A andlise a posteriori de uma sess@o € o conjunto de resultados que se pode tirar
da exploracdo dos dados recolhidos e que contribuem para melhoria dos
conhecimentos diddticos que se tém sobre as condi¢des da transmissdao do saber
em jogo. [...]

Assim, a andlise a posteriori depende das ferramentas técnicas (material
didatico, video) ou tedricas (teoria das situagdes, contrato didético...) utilizadas
com as quais se coletam os dados que permitirdo a construcdo dos protocolos de
pesquisa. Esses protocolos serdo analisados profundamente pelo pesquisador e as
informacdes daf resultantes serdo confrontadas com a andlise a priori realizada.
O objetivo € relacionar as observagdes com os objetivos definidos a priori e
estimar a reprodutibilidade e a regularidade dos fenomenos didaticos
identificados.” (2008, pag. 68)

2.6 Validacao

Nessa fase serd feita a andlise da experi€ncia préatica desenvolvida, comparando os dados
coletados as hipéteses previamente elaboradas. Desta forma serfo feitas correcdes necessarias
a proposta desenvolvida. Trata-se basicamente das reflexdes finais realizadas por parte do
professor/pesquisador, considerando os acontecimentos que ocorreram ao longo da prética e
os dados coletados que podem estar em consonancia ou conflito com o que se esperava,

avaliando as hipéteses propostas.

3. CAMPO DE ACAO E ANALISES PREVIAS

Nos proximos capitulos, vamos mostrar como a Engenharia Didatica se aplica a nossa

situacdo. Comegamos com o tema e as andlises prévias.
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Tema e campo de acdo:

Escolho como tema de pesquisa o ensino da Andlise Combinatéria com turmas de 8° ano do
ensino fundamental. O principal enfoque serd utilizar a listagem de possibilidades através de
situacdes-problema em que isto seja natural, para induzir a validade dos principios Aditivo e
Multiplicativo, utilizando-os para trabalhar diferentes estratégias de resolug¢do de problemas

de Combinatoria.

Andlises prévias:
Até o final do capitulo, discutiremos as andlises prévias.

3.1 Analise em Nivel Epistemologico

Nossa abordagem em nivel epistemoldgico serd caracterizada essencialmente pela
andlise de problemas de carater combinatério e de ferramentas utilizadas para resolvé-los. Na
resolucdo de problemas combinatérios, sdo utilizadas as quatro operagdes aritméticas bésicas.
Em geral cada uma delas tem um significado préprio na maneira como se relaciona com as

restricdes do problema. Em resumo temos:

- Adicdo: relacionada com a divisdo do problema em casos.

- Subtracao: relacionada com o descarte de casos que ndo devem ser considerados;

- Multiplicagdo: relacionada com a divisdo do problema em decisdes sucessivas;

- Divisdo: relacionada com o descarte de casos que foram considerados mais de uma vez.

Outro contetido importante para a compreensdo dos problemas de nossa prética é a
Teoria dos Conjuntos que € um conteddo visto no Ensino Fundamental e presente nos
principios Aditivo e Multiplicativo. O conceito bésico e fundamental € a no¢do de conjunto,

que € uma colecdo de objetos, que chamamos de elementos.

Em Combinatéria, estes elementos podem ser entendidos como as possibilidades
apresentadas, e o conjunto, como sendo a cole¢do de todas essas possibilidades. Trés
operacdes entre conjuntos serdo particularmente importantes para introduzir os principios de
contagem. Discutiremos a seguir estes conceitos, com base no livro Matematica de Luiz

Roberto Dante, utilizado no Ensino Médio.
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Interse¢c@o de Conjuntos: Dados dois conjuntos A e B, a interse¢do de A e B, denotado A N B,
€ o conjunto de todos os elementos que pertencem a A e B. Quando 4 N B = @, chamamos A

e B de conjuntos disjuntos.

Unido de Conjuntos: Dados dois conjuntos A e B, a unido de A e B, denotado AU E, é o

conjunto de todos os elementos que pertencem a A ou B. A este conectivo “ou”, podemos
atribuir a operacdo de adicdo, no contexto da Combinatdria para conjuntos disjuntos A e B, ao
formarmos possibilidades tomando um elemento do conjunto A “ou” um elemento do
conjunto B, o ndmero total de possibilidades ¢ dado pela adicdo do nimero de elementos de

cada conjunto. Portanto estamos utilizando o Principio Aditivo.

Produto Cartesiano: Dado dois conjuntos A e B, o produto cartesiano de A e B, denotado de

A X B, € o conjunto de todos os pares ordenados (a; b), onde a € A e b € B. Considerando

[IP% 2]

novamente o contexto da Combinatéria, ao conectivo “e”, atribuimos a operacdo de
multiplicacdo. Ao formarmos possibilidades tomando um elemento do conjunto A “e” um
elemento do conjunto B, o nimero total de possibilidades é dado pela multiplicacdo do
nimero de elementos de cada conjunto. Neste caso, as possibilidades sdo todos pares

ordenados, contendo um elemento de cada conjunto.

Podemos ver que Morgado (1991) introduz o Principio Aditivo utilizando a unido

entre dois conjuntos. Veja:

A B AwB

“Se A e B sdo dois conjuntos disjuntos, com p e q elementos, respectivamente, entdo

AUB possui p + q elementos”. (MORGADO, 1991, p. 18).

Figura 1: Explica¢do do Principio Aditivo do livro Andlise Combinatéria e Probabilidade.

Analogamente o Principio Multiplicativo pode ser enunciado através do Produto

Cartesiano.
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Dado um conjunto A, composto por m possibilidades, e um conjunto B, composto por n
possibilidades, o nimero de maneiras de escolhermos uma possibilidade de A e uma

possibilidade de B € m.n, que € a cardinalidade de A X B.

OEOE
BI0l0
Blol6
OIol0

Figura 2: Principio Multiplicativo

3.2 Analise em Nivel Didatico

-

E comum escutar reclamagdes de alunos desinteressados e desgostosos com a

Matematica, que argumentam que se trata de uma matéria que exige muita memorizacio de

férmulas. Dentro da Andlise Combinatoria, vejo esta memorizagdo nas férmulas para calcular

o nimero de arranjos, combinag¢des e permutacdes - muitas vezes ensinadas pelos professores

e mencionadas em livros didaticos. Morgado (1991) escreve:

O que é Andlise Combinatéria ou simplesmente Combinatéria? A maior parte
dos alunos do 2° grau responderia que ela € o estudo das combinacdes, arranjos e
permutacdes. Isso no entanto € uma resposta parcial pois, embora combinagdes
sdo conceitos que permitem resolver um tipo de problema de Andlise
Combinatéria: os de contagem de certos tipos de subconjuntos de um conjunto
finito, sem que seja necessdrio enumerar seus elementos. No entanto, a Anélise
Combinatéria trata de vdrios outros tipos de problemas e dispde, além de
combinacdes, arranjos e permutacdes, de outras técnicas para atacd-los [...]
(1991, p. 1).

Portanto tentaremos proporcionar ao aluno uma constru¢@o de significado referente ao

conceito dos principios fundamentais que estdo por trds dessas férmulas de combinacdo,

arranjo e permuta¢do. Ainda no mesmo livro, referindo-se ao ensino precoce de tais férmulas,

Morgado (1991) diz:

[...] se a aprendizagem destes conceitos se faz de maneira mecénica, limitando-se
a empregd-los em situagdes padronizadas, sem procurar habituar o aluno com a
andlise cuidadosa de cada problemas, cria-se a impressdo de que a Analise
Combinatéria é somente um jogo de férmulas complicadas. (MORGADO, 1991,

p- 2).
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Agora, se esta padronizacdo estiver relacionada com a transferéncia de significado da
contagem de casos de um determinado problema para uma resolucio aritmética do mesmo,

acredito ser de grande valia para o ensino de Andlise Combinatdria.

A procura por técnicas de contagem estd diretamente vinculada a histéria da

matemadtica e a forma pela qual as pessoas t€m seu primeiro contato com a
disciplina. A primeira técnica matematica aprendida por uma crianga é “contar”,
ou seja, enumerar os elementos de um conjunto de forma a determinar quantos
sd0 os seus elementos. As operacdes aritméticas s@o também motivadas (e
aprendidas pelas criangas) através de sua aplicacdo a problemas de contagem.
(MORGADO, 1991, p. 17).

Isso ilustra como o aprendizado de Combinatéria € natural e pode ser utilizado desde o Ensino

Fundamental.

Analisando alguns livros didéticos, identifiquei que a Combinatéria € introduzida a
partir dos principios Aditivo e Multiplicativo. Em seguida, discutiremos como os livros
didaticos de Ensino Médio abordam esse conteido. A discussdo destes principios que
apresento aqui foi feita com base no livro Combinatdria e Probabilidade de Morgado (1991),

referéncia para o ensino de Combinatdria nos cursos de licenciatura.

Morgado (1991, p. 18) comenta que a operacdo de adi¢do é sempre introduzida em
conexdo com um problema de contagem. A seguir, considerando dois conjuntos disjuntos,
expoe a explicacdo ja discutida na figural. Feito isto, Morgado (1991) apresenta o “Principio
da Multiplicagdo” como sendo, ao lado do “Principio da Adi¢cdo”, a ferramenta bésica para se
resolver os problemas de contagem abordados em nivel de ensino médio. Ressalto aqui que,
neste projeto, alguns destes problemas serdo propostos em nivel de Ensino Fundamental.
Morgado (1991) antes de definir o Principio Multiplicativo, sugere o seguinte exemplo, como
motivacdo inicial para introduzi-lo.

“Numa sala hd 3 homens e 4 mulheres. De quantos modos é possivel selecionar
um casal homem-mulher? Chamando os homens de s, f:, ks e as mulheres de

My, Mg Mg My, € ficil ver que hd 4 casais nos quais o homem é hy, outros 4
nos quais o homem é h; e outros 4 nos quais o homem é k5. O ndmero de casais
portanto 4 + 4 + 4 = 3x+ = 12, (MORGADO, 1991, p. 18).

Deste exemplo, Morgado (1991) expde a seguinte defini¢do para o Principio
Multiplicativo: “Se uma decisdo d, pode ser tomada de x maneiras e se, uma vez tomada a
decisdo dy, a decisdo d, puder ser tomada de ¥ maneiras entdo o nimero de maneiras de se

tomarem as decisdes dy e d; é xy.”(MORGADO, 1991, p.18)
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No caso dos livros didaticos de Ensino Médio, analisamos especialmente trés livros:
Matematica aula por aula, volume 2 (Silva e Barreto Filho), Colecao Novo Olhar —
Matematica, Volume 2 ( Souza) e Matematica, Volume tnico (Dante). Notamos que os trés
livros expdem o conteido de maneira similar. Eles inicialmente abordam o Principio
Fundamental da Contagem através de uma situagdo-problema cuja resolucdo pode ser obtida
através de uma arvore de possibilidades, também chamada de diagrama de arvore. Veja a

ilustracdo do livro de Souza.

Em certa lanchonete, para montar um sanduiche, os clientes possuem duas
opgoes de pédo (centeio ou integral) e quatro de recheio (frango, presunto, queijo
ou vegetariano). De quantas maneiras distintas um cliente pode montar um san-
duiche com um tipo de pdo e um de recheio?

Podemos representar todas as possibilidades por meio de um diagrama.

— Frango (F) — G F)
Presunto (P —» (C,P
— Centeio (C) : (F) { )
— Queijo (Q) — (C, Q)
— Vegetariano (V) —» (C, V)
™ Frango (F) — (1,F)
— P to (P — ‘
Integral (1) res_‘_m o¥ (.P)
+ Queijo (Q) — (1,Q)
' ‘— Vegetariano (V) — (I, V)
| + +
pao recheio opcoes de lanche
(2 possibilidades) (4 possibilidades) (8 possibilidades)

Figura 3: Introdugdo a Combinatéria do livro Colecdo Novo Olhar — Matemadtica — Volume 2.
Em seguida é apresentada definicdo formal deste principio e introduzida notagcdo de fatorial.
Na continuacdo, os exercicios de Combinatéria sdo trabalhados de acordo com a férmula
aplicada: permutacdo simples, permutacdo com repeti¢cdo, arranjo e combinagdo. Cada
problema € tratado como se fosse independente dos demais e, para cada tipo de problema, é

atribuido o uso de uma dessas formulas.

Por exemplo, o sumério do livro de Silva e Filho, incluido na figura abaixo, mostra a divisdo

da Analise Combinatéria adotada.
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Figura 4: Sumario do livro Matematica aula por aula — Volume 2.

Esta separacdo, anteriormente discutida com base nas ideias de Morgado, foi evitada nesta

pesquisa.

3.3 Analise em Nivel Cognitivo

Conforme discutido na andlise em Nivel Epistemoldgico, os dois pré-requisitos
basicos para as atividades propostas sdo o dominio quatro operacdes aritméticas e

conhecimentos bésicos de Teoria de conjuntos.

As quatro operacdes bdsicas sdo trabalhadas desde as séries iniciais. Elas sdo
refor¢adas nos demais contetddos, pois sdo utilizadas na maior parte deles. Analisando alguns
dos contetidos trabalhados no Ensino Fundamental, como fra¢gdes, niimeros decimais,
geometria, grandezas e medidas, notamos que as quatro operagdes encontram-se presentes de
maneira relevante no aprendizado de tais conteddos. Também sdo trabalhados em nivel de
Ensino Fundamental alguns conceitos sobre a Teoria de Conjuntos. Em nivel epistemolégico,
refletimos sobre os conceitos bdsicos desta teoria que se fazem presentes no ensino de
Combinatéria. S@o pertinentes os conceitos de conjunto, elemento, unido, intersec¢cdo e
produto cartesiano. Estes conceitos estdo presentes, mesmo que de forma indireta, no

entendimento e na formagdo das possibilidades e nos Principio Aditivo e Multiplicativo.

Uma habilidade importante para a resolucdo de problemas combinatérios € a
interpretacdo de problemas enunciados em uma linguagem corrente que devem ser traduzidos
para a linguagem matemética. E comum encontrar em livros didticos, alguns problemas
lddicos para cada conteido apresentado. Geralmente, diferentes desafios ou enigmas
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matematicos também sdo trabalhados com os alunos ao longo do Ensino Fundamental. Estes
desafios sdo responsaveis por incitar a curiosidade e criatividade dos alunos e também ajudam
na maturidade dos mesmos, na utilizagdo de um conteido puramente matematico frente a

alguma situagdo concreta.

Para concluir, consultamos o livro texto utilizado na escola para verificar se problemas
de cardter combinatdrio ja apareciam em contetdos que os alunos estudaram. O mencionado é
Tudo é Matematica, 6° ano, de Luiz Roberto Dante. No capitulo de potenciagdo,
encontramos um problema cuja resolucdo trazia uma arvore de possibilidades. Veja:

Um grupo de adolescentes resolveu arrecadar alimentos para familias carentes do
bairro. A ideia simples foi posta em pratica com base nos conhecimentos matematicos da
turma. O organizador doou 2 kg de alimentos nao perecivés e convidou duas pessoas para
fazer a mesma doag¢do. Em seguida, cada uma delas convidou também outras duas pessoas

para“doarem alimentos.
Veja como podemos calcular quantos quilogramas de alimentos foram arrecadados.

32 etapa

22 etapa

12 etapa

Pelo esquema podemos notar que o total de quilogramas arrecadados em cada etapa
€ o dobro do total da etapa anterior, ou seja:

12 etapa: 2 kg
22 etapa: 4 kg (2 x 2)
32 etapa: 8 kg (2 x 2 x 2)

Figura 5: Arvore de possibilidades encontrada no Tudo é Matemtica - 6° ano

Em outro exercicio do livro, é abordada uma situacdo em que novamente atribuida ao
conteido de potenciagdo, que também tem cardter combinatério e € apresentado a seguir. O
livro expde a listagem de possibilidades como resoluc@o para um niimero pequeno de eventos.
Também solicita esta listagem no item (a). Nos itens (b) e (c), é aumentado o nimero de

possibilidades, no intuito de levar o aluno a uma resolugéo através da potenciagdo.
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Ao lancarmos uma moeda, temos duas possibilidades de
resultado: cara (Ca) ou coroa (Co.

Ja ao lancarmos duas moedas diferentes temos 4 possibili-
dades:‘(Ca. Cal; (Ca, Col; [Co, Ca) e (Co, Col.

FOTOS: SERGIO DOTTA JR/
THE NEXT

a) Quais e quantas sdo as possibilidades ao langarmos 3 moedas diferentes?

b) Quantas sdo as possibilidades ao langarmos 4 moedas diferentes? Observe:
21z 2;
2°=z4

e2°=8,

c] E ao langarmos 10 moedas diferentes?
y

.
/."0‘:1".\

Figura 6: Questdo que envolve listagem de possibilidades do livro Tudo é Matemadtica - 6° ano

4. CONCEPCAO E ANALISE A PRIORI
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Nesta fase, faremos a descricdo de nossas escolhas dividindo-as em dois cenarios: o
primeiro trata dos nossos objetivos gerais, relacionados a especificidades da nossa proposta. O
segundo refere-se a objetivos pontuais, onde serd detalhada nossa proposta, expondo as
expectativas em cada exercicio e também, explicitando os recursos que utilizaremos e o

tempo de duragdo da mesma.

A pesquisa serd realizada com um grupo de aproximadamente oito alunos de turmas

de oitava série do ensino fundamental da rede ptiblica de Porto Alegre.
Como objetivos gerais desta pratica, destaco:

a) Introduzir a Andlise Combinatéria em turmas de alunos do 8° ano do Ensino
Fundamental.

b) Verificar o nivel de compreensdo dos alunos quanto a diferenga entre os principios
Aditivo e Multiplicativo.

c) Verificar se a estratégia de resolucdo através da listagem de casos favorece para uma
futura deducao do Principio Aditivo e do Principio Multiplicativo.

d) Expor situagdes-problema de cardter combinatdrio em diferentes contextos.

Fomos responsdveis pela elaboracdo dos exercicios propostos em nossas atividades, e
acreditamos que essa seja uma das principais contribui¢cdes do nosso trabalho. O primeiro terd
como objetivo propor situacdes-problema de Combinatdria que envolvam poucos casos. Com
isto, serd solicitada a listagem de possibilidades. Depois, serdo expostos problemas com maior
ndmero de casos para a deducdo dos principios Aditivo e Multiplicativo. O segundo encontro
consiste em trabalhar estes principios através de situacdes-problema de modo a fortalecer o
entendimento dos alunos. No terceiro encontro, lidaremos com situa¢des-problemas em que a
ordem dos eventos influencia na formacdo das possibilidades. Por fim, no quarto encontro
serd trabalhada a estratégia de resolucdo de situacdes-problema de Combinatéria, através da

exclusdo de possibilidades.
Primeiro encontro: Abordagem intuitiva de problemas combinatdrios

O objetivo do primeiro encontro € propor aos alunos situacdes-problema em que
possam ser resolvidos através da contagem simples das possibilidades existentes. Com isto
exploraremos os conhecimentos prévios dos alunos. A idéia é que esta contagem sirva como
auxilio para uma futura resolucio através dos principios Aditivo e Multiplicativo. Também

serd proposto um exercicio em que a listagem de possibilidades se torne invidvel, tentando
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deste modo forgar o aluno a procurar uma estratégia de resolugdo mais eficiente. Para isto,

discutiremos como poderiamos generalizar uma resolucdo a partir das tentativas de resolugao.

A aula serd dividida nas seguintes etapas. Inicialmente serdo propostos dois exercicios
de cariter combinatério. Os exercicios conterdo poucos casos, de forma que uma resolucdo
através da listagem de possibilidades seja razodvel. Em seguida corrigiremos os exercicios em
conjunto, na intencdo de esclarecer eventuais duvidas ou dificuldades em listar os casos
envolvidos nos exercicios. Depois disso, serd proposto um terceiro problema, similar aos
anteriores, que também serd resolvido pelos alunos. O objetivo deste exercicio € avaliar o
nivel de entendimento dos alunos tendo em vista a explicacdo anterior. Este terceiro problema
serd corrigido em conjunto com os alunos. Serd proposto um quarto problema envolvendo um
maior numero de casos, em que se pergunte diretamente o nimero total de possibilidades. O
intuito € provocar nos alunos uma necessidade de resolver através de uma nova estratégia,

possivelmente até que eles cheguem as idéias envolvidas nos principios basicos de contagem.

Nesse momento apresentaremos em detalhe as atividades especificas que serdo

realizadas e acompanhadas. Também serd exposto nossas expectativas em relagdo as mesmas.

Problema

Pista de skate

a) Liste os caminhos que Bart pode utilizar para ir da pista de skate até a sua casa.
b) Liste os caminhos que Bart pode utilizar para ir de sua casa até a escola.

c) Liste os caminhos que Bart pode utilizar para ir da pista de skate até a escola.

Figura 7: Problema 1 - Primeiro encontro
A principal intengdo deste exercicio € verificar os conhecimentos prévios dos alunos
em relacdo a listagem de possibilidades. Nos itens (a) e (b), sdo expostos caminhos formados
através de uma tnica escolha. A resolucio destes dois itens se d4 de maneira direta, ou seja, a

27



listagem de possibilidades de cada etapa, trata de uma contagem simples em que ndo ha a
necessidade de relacionar escolhas. Nos itens (a) e (b) acredito que os alunos conseguirdo
listar as possibilidades sem dificuldades, por se tratar de contagem direta. No item (c), ja esta
contida a ideia principal do Principio Multiplicativo. Supondo que os alunos compreenderam
que, para ir da pista de skate até sua casa, Bart tem trés possibilidades e que, de sua casa para
sua escola, ele tem duas possibilidades, a ideia agora é analisar como os alunos irdo listar
estes dois trajetos parciais em possibilidades gerais. Neste caso, para a formacdo de um
evento, surge a necessidade de relacionar duas escolhas. Neste item, acredito que existird uma
maior dificuldade na obtengdo dos seis caminhos possiveis, uma vez que os alunos terdo que

relacionar cada uma das trés escolhas do item (a) com as duas escolhas do item (b).

Problema 2

Marcelo deseja pintar as duas estrelas da figura abaixo, com cores diferentes. Ele

possui quatro cores para escolher: vermelho, amarelo, verde e azul.

Descreva as pinturas possiveis.

Figura 8: Problema 2 - Primeiro encontro

Assim como na questdo anterior, nesta questdo tentarei explorar a contagem de
possibilidades, uma vez que ha poucos casos a serem considerados. Para formarmos
corretamente estas possibilidades, devemos atentar que para cada primeira escolha de cor, é
necessario relacionar com todas as outras escolhas ainda possiveis. Embora a questdao envolva

0 mesmo conceito apresentado no item (c) da questdo anterior, imagino que os alunos terdo
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dificuldades em listar todas as possibilidades, pelo fato de ter mudado a situacéo do problema.
Anteriormente as possibilidades eram formadas através dos caminhos que Bart poderia
percorrer em seqiiéncia, agora sdo formadas através das diferentes atribui¢des de cores para as

estrelas da figura.

Problema 3
Langamos uma moeda para cima duas vezes
a) Quais os resultados que poderemos obter?

b) E se jogarmos a moeda trés vezes?

Figura 9: Problema 3 - Primeiro encontro

Novamente € oferecida uma nova situacdo, com poucos casos a serem considerados,
onde estd envolvido o Principio Multiplicativo. A principal diferenca deste problema estd no
item (b). Nele sao explorados eventos que sdo formados em mais de duas etapas. Acredito
que, no item (a), os alunos j4 estardo mais atentos a como formar a listagem de possibilidades,
ou seja, estard mais desenvolvido o entendimento de que, para cada primeira escolha feita,
estd relacionado com todas as outras escolhas ainda possiveis. No item (b), desejo explorar
como os alunos visualizam agora uma terceira escolha e como listar as novas possibilidades
que surgirdo com ela. Acredito que, neste momento, os alunos estardo mais familiarizados

com a pratica de listar possibilidades e conseguirdo também resolver este item.
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Problema 4

Gabriel e Jonas estavam desenhando. Cada um fez o esboco de um rosto. Eles deveriam
completar o desenho com os olhos e a boca que sabiam desenhar. Abaixo o esbogo de

seus rostos, € também os olhos e bocas que cada um sabia desenhar.

Esboco do rosto desenhado por Gabriel Olhos que Gabriel sabia desenhar ~ Bocas que Gabriel sabia desenhar

<

=

Esboco do rosto desenhado por Jonas  Olhos que Jonas sabia desenhar Bocas que Jonas sabia desenhar

VIO WM\
1y

a) Quantos rostos diferentes Gabriel poderia desenhar?

b) Quantos rostos diferentes Jonas poderia desenhar?

Figura 10: Problema 4 - Primeiro encontro

Agora pela primeira vez, sera solicitado diretamente o niimero de situagdes possiveis.
No item (a) pode-se encontrar este nimero com a listagem de todos os casos. Porém no item

(b) escolhemos intencionalmente um ndmero de possibilidades que torne invidvel esta
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contagem. A partir disso, espero que os alunos utilizem o Principio Multiplicativo, ainda que
de forma intuitiva. Acredito que isso se torne possivel através da reflexdo sobre as listagens
feitas nos exercicios anteriores. Imagino que conseguirdo chegar a esta conclusdo, porém

ap6s um periodo de reflexdo e discussdo entre seus colegas.

Segundo encontro: O Principio Aditivo e o Principio Multiplicativo

O objetivo deste encontro é fortalecer o uso do Principio Aditivo e o Principio
Multiplicativo. Os principios serdo apresentados formalmente. Também serdo propostos
problemas semelhantes aos do primeiro encontro, com finalidade de leva-los a induzir a

validade do Principio Multiplicativo.

A aula serd dividida nas seguintes etapas. Farei a explicag@o formal dos principios Aditivo
e Multiplicativo, relacionando-os aos exercicios da aula anterior. Depois disso, resolveremos
em conjunto um novo exercicio envolvendo o Principio Multiplicativo. Em seguida, serd
proposto um novo exercicio combinatdrio envolvendo diferentes contextos para verificar o
entendimento dos alunos referente ao Principio Aditivo e Principio Multiplicativo. A seguir,
faremos a corre¢do em conjunto, dos itens do problema 3. Para finalizar, iremos propor um
ultimo problema, contido em um novo contexto, para verificar se os alunos relacionam
corretamente os principios, dada uma nova situacdo. Ao final, corrigiremos este ultimo

problema em conjunto.

Exercicio que sera resolvido em conjunto com os alunos.
Problema 1:

Daniel deseja vestir uma camiseta e uma bermuda. Se ele possui 6 camisetas e 4

bermudas, de quantas maneiras diferentes ele poderd se vestir?

Figura 11: Problema 1 - Segundo encontro

Problema 2

Jéssica vai a um buffet para almogar. Ela pode pegar apenas um dos pratos principais e
um dos tipos de sobremesa. Ela encontra no Buffet 5 tipos de pratos principais e 8 tipos

de sobremesa. De quantas maneiras diferentes Jéssica pode formar seu prato?

Figura 12: Problema 2 - Segundo encontro
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No problema 2, serd verificado se os alunos conseguirdo relacionar o Principio
Multiplicativo visto em um novo contexto. Acredito que a maior dificuldade serd em
visualizar as alternativas de escolha, uma vez que esta sendo solicitado diretamente o nimero
total de possibilidades. Caso isto ocorra, auxiliarei os alunos para que escrevam algumas das
possibilidades. Acredito que isto possa ajudar a construir uma estratégia de resolucio para

ndmeros maiores a partir de exemplos simples.

Problema 3

Existem quatro linhas de dnibus que ligam a casa de Roberto ao seu trabalho (e vice-

versa). Além disso, ele pode ir de taxi.
a) De quantas maneiras diferentes o Roberto pode fazer o trajeto:

casa— trabalho?

b) De quantas maneiras diferentes o Roberto pode fazer o trajeto:
trabalho— casa?
¢) De quantas maneiras diferentes o Roberto pode fazer o trajeto:

casa— trabalho —* casa?

d) Supondo também que Roberto tenha trés possibilidades para ir de seu trabalho até
o shopping e cinco possibilidades para retornar do shopping até sua casa, de

quantas maneiras diferentes o Roberto pode fazer, sem utilizar tixi, o trajeto:

casa— trabalho — shopping— casa?

Figura 13: Problema 3 - Segundo encontro

Nos itens (a) e (b), serd explorado o Principio Multiplicativo juntamente com o
Principio Aditivo, pois agora o aluno deverd adicionar a possibilidade de tomar um taxi além
das linhas de 6nibus. Também se trata de uma questdo que propde uma nova situagdo em que
aparecem tais conceitos. Nos itens (c) e (d), serd explorado se o aluno conseguira calcular o
nimero de possibilidades numa situagdo em que deverd tomar mais de duas decisdes
consecutivas. De modo geral, acredito que eles terdo dificuldades na interpretacdo da questdo.
Nos itens (a) e (b) acredito que terdo dificuldade quanto ao modo de lidar com a escolha do

tdxi como meio de locomogao.
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Nos itens (c) e (d), a dificuldade esperada serd em tomar mais de duas decisdes. Novamente,
caso ocorra tal dificuldade, sugerirei que listem algumas das possibilidades possiveis para

tentar ajuda-los.

Problema 4

A professora de Geografia de uma turma de ensino fundamental de certo colégio,
entregou para cada aluno uma folha contendo o esbo¢o em branco e preto da

bandeirado Brasil conforme a figura abaixo.

A professora determinou que fossem utilizadas para colorir cada uma das regides

internas do desenho da bandeira, as tintas de cor: Azul, verde, amarela.

a) De quantas maneiras distintas é possivel colorir a bandeira, de forma que cada

regido seja colorida com uma cor e regides diferentes tenham cores diferentes?

b) De quantas maneiras distintas podemos pintar a bandeira com as tintas de cor

azul, verde, amarela e vermelha?

c) Agora apenas com as tintas de cores verde e amarelo, de quantas maneiras

podemos pintar a bandeira, se pudermos repetir as cores?

Figura 14: Problema 4 - Segundo encontro

Esta questdo contém basicamente os conceitos anteriormente estudados, porém agora
vista em uma nova situacdo. A questdo também explora restricdes na formacao das situagdes
possiveis. O aluno devera estar atento a interpretacdo e a estes detalhes. Acredito que, de
modo geral, os alunos terdo dificuldade em resolvé-la e, novamente como auxilio, solicitarei a
eles que listem algumas das possibilidades para visualizar e diferenciar corretamente o que

acontece em cada item.

Terceiro encontro: A influéncia da ordem na formacao das possibilidades.
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No terceiro encontro iremos propor aos alunos problemas de andlise combinatdria em
que a ordem dos eventos interfira no nimero total de eventos. Similares aos exercicios

resolvidos com as formulas de combinacio e arranjo, porém sem mencionar tais nomes.

A Aula serd dividida nas seguintes etapas. Primeiramente, resolveremos em conjunto
com os alunos cinco exercicios de cariter combinatério. Os exercicios contém
particularidades como a importancia da ordem de escolha de um determinado evento no
ndmero total de possibilidades. Depois disso, iremos propor dois exercicios para que os
alunos resolvam. Feito isso, corrigiremos estes exercicios. Neste momento procurarei
esclarecer eventuais dividas. Apds isso, serd proposto um novo exercicio que englobard os
conceitos trabalhados até aqui para que os alunos resolvam. Ao final, corrigiremos tal

exercicio em conjunto com o0s alunos.

Problema 1

Quantas senhas de dois digitos podemos fazer com as letras A, B e C, sem repetir as

letras? Liste-as.
Problema 2

Quantas senhas de trés digitos podemos fazer com as letras A, B, C e D sem repetir as

letras? Liste-as

Problema 3

Quantas duplas diferentes podemos formar com trés pessoas?
Problema 4

Quantos grupos de trés pessoas podemos formar com quatro pessoas?
Problema 5

Quantas filas de trés pessoas podemos formar com trés pessoas?

Figura 15: Problemas 1, 2, 3, 4 e 5 - Terceiro encontro

Novamente serd adotado como estratégia de ensino a listagem de poucos eventos.
Nestas questdes foi dado prioridade nas diferentes situagdes que podem surgir em problemas

de andlise combinatéria. Agora serd enfatizada a importincia da ordem nos eventos a serem
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formados. Por se tratar de questdes que envolvam raciocinio e exijam aten¢cdo quanto a
interpretacdo, imagino que os alunos terdo duvidas na listagem dos casos possiveis, mas
acredito ser importante tal listagem para auxiliar no entendimento das diferentes situacdes em

que a ordem dos casos a serem formados ira importar.

Problema 6

Quantas filas de cinco pessoas podemos formar com nove pessoas?

Figura 16: Problema 6 - Terceiro encontro

Problema 7

Quantos grupos de cinco pessoas podemos formar com nove pessoas?

Figura 17: Problema 7 - Terceiro encontro

As questdes 6 e 7 tem o proposito de exigir do aluno um célculo mais genérico para
obter o ndmero total de possibilidades. Como agora teremos um ndmero de casos
razoavelmente grande, torna-se invidvel a listagem de casos para sua resolugdo, como antes
estava sendo feito. A intengdo disto € verificar se o aluno, com base nas listagens das questoes
anteriores, lida corretamente através de contas matemdticas e utiliza o Principio
Multiplicativo de forma a obter tal resposta. Acredito que eles conseguirdo diferenciar
corretamente quanto a importancia da ordem de escolha, mas ndo conseguirdo num primeiro
momento generalizar e resolver as questdes relacionando diretamente ao Principio
Multiplicativo. Se isto ocorrer pretendo auxiliar de modo a calcular primeiramente, através do
Principio Multiplicativo, os exercicios 1, 2, 3,4 e 5, onde imagino que facilitard a explicagdo,
uma vez que eles ja listaram e visualizaram o que estamos calculando. Ressalto também que
prevejo certa dificuldade dos alunos em resolver a conta propriamente dita, uma vez que

envolvera multiplicagdo e divisdo numa mesma expressao.
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Problema 8

Ana, Bruna e Claudia foram em uma locadora de DVDs. Elas separam os seguintes filmes antes de decidii

Humor

o |

MENINAS /045

| Y

VO

00 SOOI 'S v (13
Drama MECTER AMIGA

SETE VIDAS

Ana decidiu que levaria um filme de suspense e um filme de drama. Bruna decidiu que levaria um filme

comédia romantica. Claudia decidiu que levaria 3 filmes de comédia roméantica.
a) Quantas sdo as escolhas que Ana pode fazer?

b) Quantas sdo as escolhas que Bruna pode fazer?

¢) Quantas sdo as escolhas que Claudia pode fazer?

d) Se vocé fosse ordenar seus trés filmes favoritos dentre todos os filmes selecionados, quantas escolhas
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e) Se vocé fosse escolher trés filmes dentre todos, quantas escolhas vocé teria?

Figura 18: Problema 8 - Terceiro encontro

Neste exercicio serd verificado se os alunos conseguem interpretar corretamente as
diferentes situagdes em que a ordem de uma escolha pode ou ndo importar na formacio dos
eventos. Acredito que num primeiro momento, por se tratar de uma nova situacdo em que
aparece um problema de andlise combinatdria, os alunos terdo dificuldade para relacionar com
os exercicios anteriormente trabalhados. Caso isto ocorra, auxiliarei de modo a pedir para
listar algumas possibilidades possiveis, tentando elucidéd-los aos cuidados que deverdo ter
quanto a ordem de escolha. No item (a) acredito que eles resolverdo facilmente, por se tratar
diretamente do Principio Multiplicativo. No item (b), porém, imagino que terdo dificuldade
em relacionar as escolhas dos filmes de suspense com as escolhas dos filmes de comédia
roméantica. Neste item ainda acredito que também poderdo ter dificuldade em determinar
quantas escolhas poderdo ser feitas nos filmes de comédia romantica, uma vez que deverdo
tomar cuidado referente a ordem de escolha. Nos itens (c), (d) e (e), prevejo novamente certa
dificuldade dos alunos em resolver a conta propriamente dita, uma vez que envolvera
multiplicacdo e divisdo numa mesma expressdo. Imagino também que existird dificuldade em
relacionar as diferentes situacdes onde a ordem pode ou nio importar no nimero total de

possibilidades com a conta a ser realizada para cada um destes casos.
Quarto encontro: Uma estratégia de resolucao através da Exclusao de possibilidades.

O objetivo deste encontro € propor aos alunos problemas de andlise combinatéria com
algumas restri¢des na formacao de possibilidades, no intuito de que o aluno divida o exercicio
em etapas para resolver. A principal estratégia de resolucdo nestes exercicios serd a exclusio
das possibilidades que ndo nos interessam, dentre o nimero total de possibilidades, restando

desta forma apenas os eventos relevantes para o problema.
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A aula serd dividida nas seguintes etapas. Primeiramente resolveremos em conjunto
com os alunos, dois exercicios de Combinatoria. Estes envolverdo duas ou mais etapas como
resolucdo. Trabalharemos dois métodos de resolugdo, deixando a escolha do aluno qual
utilizara para resolver os exercicios seguintes. Depois disso, iremos propor para os alunos,
dois novos exercicios, envolvendo diferentes contextos. Em seguida, corrigiremos estes
exercicios em conjunto com os alunos. A seguir, iremos propor um ultimo exercicio, similar
aos anteriores trabalhados nesta aula. Este exercicio encontra-se em um novo contexto, para
verificar se o aluno consegue relacionar corretamente a estratégia de resolu¢do apresentada
em aula. Ao final, corrigiremos o exercicio em conjunto com os alunos e esclareceremos

eventuais duvidas.

Exercicios que serao resolvidos em conjunto com os alunos.
Problema 1

Quantas senhas de trés digitos podemos formar com as letras A, B, C e D sem repetir as

letras, que ndo comecam com a letra A?

Problema 2

Numa escola, para participar das olimpiadas escolares, os alunos deveriam escolher

quatro modalidades dentre as disponiveis:

S S 2 J

Vélei Futebol Handebol Basquete Ciclismo Natagdo

2?

Porém o aluno que participasse da modalidade futebol ndo poderia participar da
modalidade de volei. De quantas maneiras o aluno poderia escolher suas quatro

modalidades?

Figura 19: Problemas 1 e 2 - Quarto encontro

Novamente utilizaremos a listagem de todos os casos possiveis na tentativa de facilitar

a visualizag¢do dos tipos de eventos que estamos trabalhando. Acredito que os alunos terdo
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dificuldade para relacionar a resolugdo através da listagem de casos com uma resolucio
matemdtica partindo dos principios Aditivo e Multiplicativo. Caso isso ocorra, auxiliarei
tentando relacionar por etapas, com os exercicios que vinhamos resolvendo e que estes novos
exercicios requerem apenas uma diferente estratégia de resolugdo, mas que se trata dos
mesmos cdlculos matematicos trabalhados anteriormente. De modo geral imagino que os

alunos terdo dificuldades para resolver.

Problema 3

Um quimico deseja misturar trés dentre as substincias abaixo:

El QEESETEEE .Y
‘! .'-—' T e ~Sm— )'
=

Sabendo que ele ndo pode misturar potdssio e dgua, pois se trata de uma mistura

explosiva, quantas misturas diferentes ele podera formar?

Figura 20: Problema 3 - Quarto encontro

Problema 4

Deseja-se selecionar cinco meninos entre oito disponiveis para formar uma equipe de

futsal.
a) Quantas equipes diferentes podemos formar?

b) Supondo agora que dois dentre os oito alunos jogam no gol, e deseja-se escolher

apenas um goleiro, quantas equipes diferentes podemos formar?

Figura 21: Problema 4 - Quarto encontro

39



Problema 5
Numa prova de 10 questdes, o aluno deve resolver apenas 6.
a) De quantas maneiras diferentes ele podera escolher essas 6 questdes?

b) De quantas maneiras diferentes ele podera escolher essas 6 questdes, se ele puder

escolher no mdximo uma dentre as questdes 1 e 2?7

Figura 22: Problema 5 - Quarto encontro

Nestas trés questdes foram propostas diferentes situacdes, porém similares com as
primeiras questdes utilizadas para explicagdo. Nos itens (a) das questdes 2 e 3 imagino que
eles conseguirdo responder corretamente, relacionando com as questdes da aula passada.
Acredito que os alunos terdo dificuldade na resolug@o pelo fato de envolver duas ou mais
etapas de cdlculo, dependendo da maneira em que eles queiram resolver. Imagino que eles
optem por escolher como método de resolucdo a estratégia de calcular o nimero total de
possibilidades seguido da subtracdo de alguns destes casos, conforme exigido pelo problema.

Desta forma acredito que eles visualizem melhor os eventos que estao calculando.

Problema 6

Considere os pontos abaixo:

A
»

B.' '.'F
ce *c
L ]

D

a) Quantos tridingulos podemos formar utilizando os pontos A, B, C, D, E, F?
b) Quantos quadrilateros podemos formar utilizando os pontos A, B, C, D, E, F?

¢) Quantos tridngulos podemos formar sem utilizar tridngulos que utilizam os

pontos C e D simultaneamente?
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Figura 23: Problema 6 - Quarto encontro

Nestas questdes foram propostos novamente exercicios de cardter combinatdrio
inseridos em uma nova situacdo ainda ndo vistos, para verificar o entendimento dos alunos
frente ao uso do Principio Aditivo e Principio Multiplicativo. Acredito que neste momento
eles conseguirdo resolver, interpretando corretamente cada restricio e utilizar a estratégia

correta de resolucgao.

Hipdteses
De modo geral, formulo as seguintes hipéteses.

1) Nas listagens de caso, inicialmente os alunos deixaréo de considerar alguns eventos devido
a falta de pritica. Uma dificuldade que irdo encontrar na listagem de casos € identificar
corretamente o que sdo os elementos no espaco de possibilidades. Com o decorrer dos
exercicios, estas listagens passardo a ser realizadas com maior facilidade e precisio, pelo fato
dos alunos irem se habituando ao raciocinio combinatério necessdrio para a formacgdo destes
eventos. As listagens de casos, para um nimero pequeno de casos, também contribuirdo para
o entendimento dos alunos na interpretacio de exercicios mais complexos.

2) Os alunos conseguirdo relacionar as resolugdes obtidas através da listagem de casos com a
resolucdo matematica através dos Principio Aditivo e Multiplicativo para eventos que devam
ser formados através de duas escolhas seguidas. Terdo mais dificuldade para determinar uma
generalizacdo matematica para problemas que envolvam mais de duas escolhas.

3) Nas questdes em que hd necessidade de considerar a ordem dos eventos para a obtencdo do
ndmero total de possibilidades, os alunos terdo dificuldade em dar significado a operacgdo de
divisdo, que deverd ser feita em alguns casos. No inicio terdo dificuldade também para
perceber que determinada questdo exige tal divisdo. Na medida em que fardo novos
exercicios, conseguirdo determinar o modo correto de resolver cada questdo.

4) Os alunos terdo bastante dificuldade em questdes que envolvem divisdo em casos ou
divisdo de casos devido a dificuldade em lidar com as restri¢des do problema. Porém, apds
apresentadas as estratégias de resolucdo, conseguirdo resolver os exercicios seguintes. Em
problemas onde as duas estratégias sdo possiveis, os alunos preferirdo resolver por exclusio

de casos.
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5) Ao final dos quatro encontros, demonstrardo, através da solucdo de exercicios, um bom
entendimento quanto ao modo de utilizar o Principio Aditivo e o Principio Multiplicativo nas
situacdes-problema, diferenciando-os corretamente.

6) Para cada nova estratégia de resolucdo, a contagem de casos ajudard a relacionar
corretamente o Principio Aditivo e o Principio Multiplicativo a cada questdo. Em termos das
diferentes estratégias de resolugcdo, os alunos inicialmente terdo dificuldade na escolha da
estratégia correta, mas, utilizardo os métodos corretamente a medida que fizerem mais
exercicios.

7) Embora as estratégias de resolugdes de algumas questdes se repitam, os alunos terdo
dificuldade de modo geral em enxergar que sdo equivalentes por aparecem em contextos

diferentes.
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5. EXPERIMENTACAO E ANALISE A POSTERIORI

Neste capitulo, faremos o relato dos encontros, comentando e analisando os resultados
obtidos.

Primeiro encontro: Abordagem intuitiva de problemas combinatoérios

Minha prética foi realizada em uma escola de Ensino Fundamental situada no bairro
Rubem Bertaem Porto Alegre. E uma escola frequentada por alunos de nivel sécio-
econdmico baixo e médio. Eu ji havia realizado estdgio nesta escola, e fui muito bem
acolhido pelos professores e diretores. Apds o término de meu estagio, a diretora comentou
que a escola estaria de portas abertas caso precisasse estagiar novamente ou realizar alguma

atividade. Estes foram fatores determinantes na escolha desta escola.

Os alunos que participaram da prética pertenciam a uma turma de oitava série. Fiz o
convite aos alunos no conselho de classe da turma. No conselho, presenciei elogios por parte
dos professores da escola, afirmando que se tratava de uma Otima turma. A pratica foi
distribuida em dois encontros semanais, decorrendo por duas semanas seguidas, as tercas e

quintas durante o periodo da tarde. Cada encontro tinha a duragio de uma hora.

No primeiro encontro, estavam presentes dez alunos. Assim como nos demais
encontros, inicialmente distribui para cada aluno duas coépias do material com que
trabalhariamos ao longo da aula. O material continha todas as questdes que irfamos resolver
em aula. Expliquei para eles que uma das cOpias seria utilizada para que eles resolvessem os
problemas a medida que eu solicitasse e, me seria entregue no final da aula, e a outra que
ficaria com eles, para que eles fizessem as correcdes. Reforcei que ndo alterassem as
respostas na folha que deveriam me entregar, independentemente de terem feito corretamente
ou ndo, pois seria com a coleta deste material que eu poderia futuramente avaliar o

desempenho deles.

Iniciei entdo pedindo que resolvessem os problemas 1 e 2 do material entregue. Notei

que todos os alunos resolveram corretamente os itens (a) e (b). Porém, no item (c), a maioria
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estava pensantiva e ainda ndo haviam feito. Veja abaixo na figura a resposta mais encontrada

neste item.

a) Liste os caminhos que Bart pode utilizar para ir da pista de skate até a sua casa.
b) Liste os caminhos que Bart pode utilizar para ir de sua casa até a escola.

c) Liste os caminhos que Bart pode utilizamspara ir da pista de skate até a escola.

Figura 24: Primeiro encontro - Resolu¢do de um aluno do problema 1.

Avalio este tipo de resposta como sendo um indicativo de que o aluno ainda ndo
visualisava o que consistia uma possibilidade nessa situacdo. A sua dificuldade foi em
combinar uma primeira escolha de rua para ir da pista de skate até sua casa com uma segunda
escolha para ir de sua casa até a escola para formar um tnico caminho entre a pista de skate e
a escola. Eles consideraram a figura como um todo, e listaram as ruas que apareciam no

desenho.

Um dos alunos me chamou em sua mesa e falou: Aqui na (c) eu posso usar qualquer
uma das cinco ruas né?! Eu perguntei pra ele: Tu consegues ir da pista de skate até a escola
com a rua A? Ele respondeu que podia, entdo pedi que ele me mostrasse o trajeto no desenho.
Olhando a figura, ele falou: vou pela rua A, depois pego a rua E, por exemplo. Entdo
perguntei novamente: entdo, como que ficou teu caminho todo? A? Ele: uhm, ndo, A-E. Entio
confirmei que isto sim se tratava de um caminho para ir da pista de skate até a escola e que,
com apenas a rua A, isto nfo seria possivel. Porém analisando posteriormente a resolucdo
deste aluno, verifiquei que ele teve dificuldade para listar os demais caminhos. Vejamos

abaixo sua resolucao.

Figura 25: Primeiro encontro - Resolug¢do de um aluno do problema 1 - Item (c).
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Avalio esta resolucdo como um avanco em relacdo a resolugdo anterior. De fato,
constam todas as possibilidades, porém o aluno as listou de forma desorganizada. Dentre as
resolucdes, também tivemos uma aluna que listou de forma correta e organizada todos os
eventos possiveis do problema, conforme a resolugdo abaixo.
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Figura 26: Primeiro encontro - Resolu¢édo de outro aluno do problema 1 - Item (c).

No Problema 2, grande parte dos alunos conseguiu listar corretamente as
possibilidades envolvidas no problema. Porém, trés alunos listaram-nas de forma errada.
Dois destes alunos conseguiram esbogar algumas possibilidades corretamente, mas nao

listaram todas. Veja abaixo uma destas resolugdes.

2) Marcelo deseja pintar as duas estrelas da figura abaixo, com cores diferentes. Ele
possui quatro cores para escolher: vermelho, amarelo, verde ¢ azul. Descreva as pinturas

possiveis.
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Figura 27: Primeiro encontro — Resolu¢do de um aluno do problema 2.

Vemos com isto que, para a listagem correta de todas as possibilidades, requer a
necessidade de uma estratégia que favoreca uma organizagdo de modo que esta listagem
contenha todas as possibilidades. Vemos em ambas as resolu¢des acima que, uma vez
formada a primeira possibilidade de pintura, vermelho-amarelo, a segunda possibilidade
listada traz duas novas cores, verde-azul. Isto pode ter sido um fator dificultador para a

listagem de todas as possibilidades. Imagino que pelo fato de ndo conter uma organizacio
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prévia, eventualmente serd ignorado alguma possibilidade. Nas resolucdes em que todas as
possibilidades foram listadas de forma correta, os alunos uma vez tomada a primeira escolha
de cor, esgotavam as possibilidades de relaciond-la a uma segunda escolha, conforme as

resolugdes abaixo.
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Figura 29: Primeiro encontro - Resolucdo correta de outro aluno do problema 2.

Podemos notar que, feita a primeita escolha de cor, os alunos listaram as trés cores
restantes para a segunda escolha. Também podemos notar nestas resolu¢desuma divisdo das
respostas em quatro classes, cada uma contendo as possibilidades iniciadas por uma das
quatro cores. Nestas listagens corretas, podemos notar entdo duas etapas de organizacdo

utilizadas pelos alunos:

1° - Dividir a listagem em classes, de modo que cada classe contenha as coloracdes em que

uma das estrelas tenha uma cor fixa.
2° - Relacionar esta cor fixa com cada uma das cores restantes.

Acredito que esta organizacdo, embora feita de forma intuitiva, permitiu aos alunos a listagem

correta de todas as possibilidades envolvidas no problema.
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Quando os alunos concluiram a atividade, corrigi os problemas no quadro com o auxilio dos
alunos. Ficou clara a dificuldade dos alunos em resolver o item (c) da problema 1. Depois da

correcdo, fiquei com a impressao de que os alunos conseguiram entender este item.

Depois disso, pedi que resolvessem o problema niimero 3. O item (a) foi respondido
corretamente por todos os alunos, porém o item (b) foi respondido por apenas dois alunos, e
mesmo assim de forma incompleta. Os demais deixaram a questdo em branco. Ao analisar as
solucdes dos alunos que responderam a questdo, novamente vemos a dificuldade em organizar

a listagem de possibilidades. Veja abaixo uma resolucdo parcialmente correta.

3) Langamos uma moeda para cima duas vezes

a) Quais os resultados que poderemos obter? LAt AL
b) E se jogarmos a moeda trés vezes?

70
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Figura 30: Primeiro encontro - Resolugdo parcialmente correta de um aluno do problema 3.

A diferenca entre a listagem de casos do item (c) e as demais listagens trabalhadas se
d4 pelo nimero de elementos em sequéncia. Cada possibilidade deste problema é constituida
por trés elementos, onde antes sé havia dois. A esta diferenca atribuo o grande nimero de
respostas deixadas em branco. Imagino que os alunos ndo conseguiram visualizar uma
possibilidade completa deste problema, mesmo antes tendo trabalhado com o lancamento de
duas moedas. Porém, na correcdo do item (c), apds eu apresentar uma possibilidade completa,
a saber, cara, cara, coroa, os alunos comecaram a dizer outras possibilidades. Com isto,
conclui que eles conseguiram entender que tratava-se de possibilidades similares as

trabalhadas anteriores e que a listagem dos casos envolvidos se daria da mesma forma.
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Na ultima etapa da aula, solicitei que fizessem o problema 4, onde eu verificaria se
eles conseguiriam dizer diretamente o nimero total de possibilidades, sem listar todos os
casos. Fui surpreendido positivamente. Todos os alunos responderam corretamente,
atribuindo o significado certo quanto a como proceder com os numeros envolvidos no
problema. Minha intencdo era verificar se, com base nos exercicios anteriores, os alunos
intuitivamente identificariam a necessidade de utilizar o Principio Multiplicativo ao invés do
Principio Aditivo no problema. No item (a) ainda era possivel chegar a resposta de seis
possibilidades através da listagem de casos. Porém, a grande maioria dos alunos responderam
diretamente sem utilizar a listagem. Entretando, encontramos também uma resolucdo que
remete a listagem de possibilidades, uma vez que a aluna evidenciou na figura as

possibilidades. Veja abaixo esta resolugdo.

4) Gabriel e Jonas estavam desenhando. Cada um fez o esbogo de um rosto. Eles
deveriam completar o desenho com os olhos e a boca que sabiam desenhar. Abaixo o

esbogo de seus rostos, e também os olhos e bocas que cada um sabia desenhar.

Esboco do rosto desenhado por Gabriel Olhos que Gabriel sabia desenhar Bocas que Gabriel sabia desenhar

Pt <

Figura 31: Primeiro encontro - Resolugdo correta e uma aluna do problema 4 - Item (a).

Vemos através das linhas desenhadas por ela, que ligam os olhos as bocas, um
entendimento da lei de formacdo de cada possibilidade. Credito parte do mérido deste
entendimento ao fato de se tratar de um problema bastante lidico. No item (b), foi proposto
intencionalmente um numero relativamente grande de possibilidades, tornando invidvel a
listagem de todas as possibilidades. Deste modo, procurei levar o aluno a uma generalizacio
matemadtica, € a minha expectativa foi confirmada. Observei também que esta questdo foi
resolvida por toda a turma de forma relativamente rdpida. A correcdo deste problema foi
rapida, uma vez que todos haviam chegado na resposta correta. Veja uma resolucdo de um dos

alunos.
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a) Quantos rostos diferentes Gabriel poderia desenhar?

b) Quantos rostos diferentes Jonas poderia desenhar?

r~
7
s

Figura 32: Primeiro encontro - Resolucdo correta de um aluno do problema 4 - Itens (a) e (b).

a) Quantos rostos diferentes Gabriel poderia desenhar?

b) Quantos rostos diferentes Jonas poderia desenhar?

Figura 33: Primeiro encontro - Resolucdo correta de outro aluno do problema 4 - Itens (a) e (b).

Analisando agora apenas as listagens de casos em que as possibilidades eram formadas
em duas etapas, ficou evidente que os alunos tiveram maior dificuldade no problema 1. Uma
possibilidade é que o contexto em que estd inserido o problema tenha relacio com esta
dificuldade. Neste problema, cada evento completo era formado por dois caminhos. Porém,
acredito que a dificuldade em formar diferentes possibilidades se deva ao fato de que qualquer
que seja o trajeto percorrido por Bart para chegar & sua escola partindo da pista de skate, o
resultado final serd o mesmo, a saber, a chegada de Bart a escola. Nos outros problemas, as
diferentes possibilidades produziam resultados diferentes no final. Por exemplo, no Problema
2, se analisarmos duas pinturas possiveis, digamos vermelho para a estrela menor e verde para
a estrela maior, e vermelho novamente para a estrela menor e com amarelho para a estrela

maior. Colorindo as estrelas destas maneiras, podemos facilmente diferencia-las ao final.
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Segundo encontro: O Principio Aditivo e o Principio Multiplicativo

No segundo encontro, estavam presentes oito alunos. Iniciei a aula relembrando o
primeiro encontro. Usei os problemas da aula anterior para uma explicacdo mais formal dos
Principios Aditivo e Multiplicativo. Desta vez, fomos resolvendo os problemas de forma
direta, sem a necessidade de listar os casos envolvidos, calculando o numero total de
possibilidades através dos principios a que eles proprios haviam utilizado de forma intuitiva.
Feito isto, resolvemos em conjunto o problema 1 do material distribuido no inicio da aula,
referente ao segundo encontro. Os alunos participaram, identificando corretamente que
deveriamos multiplicar os valores envolvidos no problema. A seguir solicitei que resolvessem
os problemas 2 e 3. Analisando as respostas obtidas, verifiquei que todos os alunos
responderam corretamente o Problema 2. No problema 3, todos alunos acertaram os itens (a) e

(b) e apenas uma aluna errou o item (c). Veja abaixo a sua resolug@o.

c) De quantas maneiras diferentes o Roberto pode fazer o trajeto:

casa— trabalho — casa?

Figura 34: Segundo encontro - Resolu¢do de um aluno do problema 3 - Item (c).

Com esta resposta, imagino que a aluna nfo tenha analisado as escolhas em etapas,
onde ela teria cinco possibilidades numa primeira escolha (quatro linhas de Onibus ou tdxi)
seguida de uma segunda escolha, considerando as mesmas cinco possibilidades, de modo a
aplicar o Principio Multiplicativo totalizando ao final 25 possibilidades. Imagino que ela
considerou quatro linhas de 6nibus para ir de sua casa até o trabalho, mais quatro para voltar e
também a possibilidade de tomar o taxi, totalizando as nove possibilidades erroneamente
encontradas. Este erro, € similar a dificuldade encontrada na aula anterior em listar os trajetos
que Bart poderia fazer para ir de sua casa até sua escola. Novamente acredito que o fato do
evento final ser o mesmo em todas as situacdes, ou seja, Roberto estar de volta em sua casa,
complique a interpretacdo do significado de cada possibilidade. No item (d), foi explorado
como os alunos lidariam com a escolha de trés eventos sucessivos. Alguns alunos deixaram a
questdo em branco, uma aluna respondeu corretamente e outras duas deram respostas erradas.

Veja abaixo a resolucdo destas duas alunas.
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d) Supondo também que Roberto tenha trés possirbilidades para ir de seu
trabalho até o shopping e cinco possibilidades para retornar do shopping até
sua casa, de quantas maneiras diferentes o Roberto pode fazer, sem utilizar
taxi, o trajeto
casa— trabalho # shopping— casa?
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Figura 35: Segundo encontro - Resolugdo de uma aluna do problema 3 - Item (d).

d) Supondo também que Roberto tenha trés possibilidades para ir de seu
trabalho até o shopping e cinco possibilidades para retornar do shopping até
sua casa, de quantas maneiras diferentes o Roberto pode fazer, sem utilizar
taxi, o trajeto

r~ 2 - ‘

Figura 36: Segundo encontro - Resolucdo de outra aluna do problema 3 - Item (d).

Acredito que o erro destas alunas se deva ao fato de ndo considerarem mais o trajeto
inicial, em que Roberto parte de sua casa para o trabalho. A primeira resolucio apresenta
corretamente apenas o trajeto em que Roberto parte de seu trabalho até o shopping e, a seguir,
regressa para sua casa. Na segunda resposta, ha vérios erros. O primeiro estd na utilizacdo dos
ndmeros que representam a quantidade de linhas de Onibus e de tixi, de acordo com o
enunciado. O segundo erro ocorre na aplicacao dos principios. A aluna adota como estratégia
de resolucdo o Principio Aditivo. O curioso é que ela utiliza corretamente o Principio
Multiplicativo no item (c). Uma possibilidade para explicar parcialmente este erro seria o fato
do problema envolver a escolha de trés eventos sucessivos. Neste caso a aluna demonstra
ainda ndo ter dado um significado completo ao Principio Multiplicativo. Porém, apés a
correcdo no quadro, esta aluna acertou todas as outras questdes deste encontro que envolviam
mais de duas escolhas. Ap6s a correcio do Problema 3, solicitei que respondessem o
problema 4. Nesta questdo, a maioria dos alunos respondeu corretamente todos os itens.
Porém, pelo fato de, o enunciado do item (b) ter ficado ambiguo, dois alunos apresentaram

respostas diferentes as esperadas, mas que poderiam ser consideradas corretas com base em
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uma outra interpretacdo. A ideia do problema 4 nos itens (a) e (b) era colorir a bandeira de
modo a que regides diferentes tivessem cores diferentes. Porém isto s6 foi explicado no item
(a). O item (b) deixou a cargo dos alunos considerar se repetiriam as cores ou ndo. Veja a
resolucdo de um aluno que considerou que poderia repetir as cores em regides diferentes.
b) De quantas maneiras distintas podemos pintar a bandeira com as tintas de cor

azul, verde, amarela e vermelha?
X Bz QG

Figura 37: Segundo encontro - Resolugdo de um aluno do problema - Item (b).

Ainda sim, a aluna nio respondeu corretamente a questdo. Ela esbocou o célculo
apenas para a coloracdo de dois objetos. Seguindo seu raciocinio, ela deveria apresentar como

resposta:

4x4x4 = 64 possilidades

Apresento agora a resolucdo completa do problema 4 de uma aluna que considerou os
itens (a) e (b) sob as mesmas condicdes. A resolucdo é da mesma aluna que respondeu

erroneamente o item (d) do Problema 3 apresentada na figura 36.

a) De quantas maneiras distintas é possivel colorir a bandeira, de forma que cada

regiao seja colorida com uma cor e regides diferentes tenham cores diferentes?

.-. i \

b) De quantas maneiras distintas podemos pintar a bandeira com as tintas de cor

azul, verde, amarela e vermelha?

c) Agora apenas conf as tintas de cores verde e amarelo, de quantas maneiras

podemos pintar a bandeira, se pudermos repetir as cores?

Figura 38: Segundo encontro - Resolugdo completa e correta de uma aluna do problema 4.
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Ao final corrigi o problema 4 com auxilio dos alunos.
Terceiro encontro: A influéncia da ordem na formacao das possibilidades.

Nesse encontro estavam presentes seis alunos. Depois da distribui¢do do material que
usariamos em aula, expliquei que, dependendo da natureza dos eventos a serem formados,
devemos atentar a ordem em que os escolhemos, pois existem situagdes em que eles
representam a mesma escolha. Como um primeiro exemplo, olhamos para o Problema 1 do
material entregue e listamos todas as senhas possiveis. Logo, para cada ordem em que
colocarmos as letras, temos uma nova possibilidade. Na hora de calcular o nimero de senhas
possiveis, os alunos participaram da aula de forma positiva na resoluc¢do, determinando que
teriamos trés possilidades de letras para a primeira escolha e duas possilidades de letras para a
segunda escolha, onde deveriamos multiplicar estes valores obtendo seis senhas ao total. O
mesmo foi feito no problema 2. Feita a listagem de todas as possilibidades, calculamos

diretamente o numero total de senhas.

Nos problemas 3 e 4, utilizei as listagens dos problemas 1 e 2. Consideramos agora as
letras A, B, C e D como se fossem as pessoas. Perguntei a eles se, ao formarmos a dupla
escolhendo primeiro a pessoa A e posteriormente a pessoa B, por exemplo, tratava-se de uma
dupla diferente da dupla formada ao escolhermos primeiro a pessoa B e posteriormente a
pessoa A. Eles responderam corretamente que ndo, que de fato as duas escolhas formavam a
mesma dupla. Entdo, falei que deveriamos considerar os eventos AB e BA como um tnico
evento, diferentemente do que ocorreu nos problemas 1 e 2, uma vez que a ordem das letras
influenciava na formacdo de um novo evento. Dentre todas as possibilidades encontradas no
Problema 1, apenas trés eram unicas. Perguntei entdo como deveriamos proceder no Problema
3 para calcularmos diretamente este nimero. Um aluno sugeriu corretamente, passado um
curto periodo de reflexdo, que dividissemos o nimero total de possilidades por dois. Perguntei
por qué, e ele respondeu que as letras A e B poderiam ser ordenadas de duas maneiras.
Afirmei que estava correto e complementei dizendo que nido somente as letras AB, mas
também as duplas formadas por BC e por AC poderiam ser ordenadas de dois modos,
conforme se poderia verificar na listagem feita no Problema 1. A figura abaixo ilustra a

listagem mencionada como explicacdo.
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AB BC AC

BA CB CA

Trés possibilidades distintas

Figura 39: Explicagdo sobre a importincia da ordem na formagao das possibilidades.

No problema 4, utilizei a listagem do problema 2. Perguntei se deveriamos “cortar”
eventos dentre os que foram listados no Problema 2. Um aluno respondeu corretamente que
sim. Perguntei por qué. O aluno me respondeu que eram pessoas de novo. Eu o questionei
novamente, perguntando se era sé por isso. Ele disse que achava que era. Entdo, fiz a seguinte
pergunta: Se eu quisesse distribuir dois presentes, uma caneta e um livro, a dois dos alunos
presentes aqui na sala, de forma que o primeiro que eu chamasse ganharia o livro e o
segundo a caneta, a ordem importaria? Ele respondeu: nesse caso vai, mas no problema ndo
tem prémio, ele s6 quer formar os grupos. Entdao conclui: Exatamente! Entdo temos que
cortar casos do Problema 4 ndo por que trata de pessoas, mas pelo fato de querermos
apenas formar grupos. Continuei: Agora, se eu tivesse seis livros iguais para dar para cada
um de vocés, faria diferenca a ordem em que eu entregasse estes livros? Ele respondeu que
ndo, entdo conclui: Correto! E agora estamos lidando com um objeto, o livro, ao invés de
pessoas, e mesmo assim a ordem ndo importou. Para finalizar a explicacao, atentei para que
tomassem cuidado na hora de interpretar os problemas a fim de identificar o tipo de evento
que estava envolvido e que, para auxilid-los nisto, a listagem de algumas possibilidades

poderia ajudar.

Depois disso, perguntei como chegariamos a uma conta para determinar diretamente
quantos grupos de trés pessoas poderiamos formar com quatro pessoas. Um aluno sugeriu de
imediato que tomdssemos o nudmero total de possibilidades obtido no problema 2 e
dividissemos por dois. Entdo perguntei: mas o que fizemos no problema 3? O mesmo aluno
me respondeu que haviamos dividido por dois. Entdo perguntei novamente: mas o que é este
dois? Ninguém respondeu, entdo continuei: Este dois é o niimero de duplas que podemos
formar com duas letras, que no problema, representa o niimero de vezes que estamos
contando um mesmo grupo, apesar de se tratar de um tinico grupo. Por exemplo: se usarmos

as letras A e B, obtemos as duplas AB e BA, ou seja, duas duplas, porém sabemos que trata-
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se de um unico grupo de pessoas. Agora devemos dividir pelo niimero de trios que podemos
formar com trés letras, pois este niimero representa novamente o numero de vezes que
estamos cosiderando um mesmo grupo. Segui perguntando como calculariamos o nimero de
trios que seria possivel formar com trés pessoas. Nao obtive resposta de imediato. Intervi
perguntando quantas possibilidades havia para escolher a primeira pessoa. Entdo, um dos
alunos respondeu: ah td, trés, dois, a resposta é seis sor. Ap6s a afirmacdo do aluno alguns
outros colegas comentaram: ah, ¢ verdade. Mencionei entdo que estava correto. Logo, das 24
possilidades totais encontradas, deverdmos dividir por 6, obtendo desta forma 4
possibilidades. Recorri a listagem inicial realizada no Problema 2 para ilustrar as 4

possibilidades encontradas, conforme ilustrado abaixo.

ABC ABD ACD BCD
ACB ADB ADC BDC
BAC BAD CAD CDB
BCA BDA CDA CBD
CAB DAB DAC DEBC
CBA DEBA DCA DCB
Quatro possib i|ll'da des distintas

Figura 40: Outra explicag@o sobre a importincia da ordem na formacao de possibilidades.

Depois disto, para explicar o problema 5, perguntei se a ordem importava na formacao
de filas, e um aluno respondeu que sim. Entdo perguntei como deveriamos proceder e, apds
um breve periodo de reflexdo ele afirmou que nesse caso nao precisariamos dividir como nos
problemas 3 e 4. Solicitei entdo que fizessem os Problemas 6 e 7. A ideia destes problemas ¢
trazer novamente ndmeros grandes, na intencdo de gerar no aluno a necessidade de uma
resolugdo através do Principio Multiplicativo ao invés da listagem de todas as possibilidades.
Apenas uma aluna ndo conseguiu resolver corretamente as duas questdes. Veja abaixo sua

resolucdo parcialmente correta.

55



6) Quantas filas de cinco pessoas podemos formar com nove pessoas?

7) Quantos grupos de cinco pessoas podemos formar com nove pessoas?

Figura 41: Terceiro encontro - Resolu¢do de uma aluna dos problemas 6 e 7.

A aluna respondeu corretamente apenas o Problema 6. Notamos que a aluna nio
interpretou de forma correta a necessidade de excluir alguns eventos no Problema 7, uma vez
que a ordem em que as pessoas eram escolhidas ndo influenciava na formagdo de novos
grupos. Observei que os alunos utilizavam a calculadora para resolver as contas. Quando
corrigi os dois problemas com os alunos, chamei a atencdo para o fato de que a expressdo
obtida ao final é uma fracdo, e, como estamos multiplicando todos os valores, podemos
simplificar os fatores do numerador com o denominador. Verifiquei posteriormente que 0s

alunos simplificavam suas contas sempre que possivel.

Realizada a corre¢do, pedi que fizessem o Problema 8. Este problema envolvia
diferentes maneiras de se aplicar os principios Aditivo e Multiplicativo. Alguns alunos
responderam corretamente a todos os itens do problema. Atento para a resolucao dos itens (d)

e (e) de um dos alunos.
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d) Se vocé fosse ordenar seus trés filmes favoritos dentre todos os filmes

selecionados, quantas escolhas vocé teria?

] Q 7

P11 4 <559,
~ W

278 R

2 LA

e) Se vocé fosse escolher trés filmes dentre todos, quantas escolhas voceé teria?
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S k¥ e . x

e
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Figura 42: Terceiro encontro - Resolugdo de um aluno do problema 8. Item (d) e (e).

Relativo ao item (d), vemos que o aluno lista algumas possibilidades. Acredito que ele
tenha tomado esta inciativa na tentativa de determinar a importancia da ordem na formacao de
novos eventos. Vemos que ele expde AC e CA como sendo duas possibilidades. Logo o aluno
procede corretamente com a resolugdo sem efetuar nenhuma divisdo. Vemos na resolucéo do
item (e) que o aluno aplica a divisdo corretamente. Esses dois itens demonstram dois fatores a
se ressaltar. O primeiro é o cuidado que o aluno tomou para interpretar a questdo,
preocupando-se em determinar a relevincia da ordem das escolhas na formacgdo das
possibilidades. O segundo, € relativa ao modo correto de proceder matematicamente
efetuando a divisdo, uma vez identificada que algumas possibilidades estariam sendo contadas
mais de uma vez. Dentre os erros encontrados, ressalto a resolucao dos itens (c) e (e) de uma
das

alunas.

¢) Quantas sdo as escolhas que Claudia pode fazer?

€) Se vocé fosse escolher trés filmes dentre todos, quantas escolhas vocé teria?
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Figura 43: Terceiro encontro - Resolug¢do de uma aluna dos problemas 8. Item (c) e (e).

Os dois itens se assemelham no sentido de que, em ambos, existe apenas um conjunto
em devemos efetuar a escolha. No item (c), as escolhas deveriam ser tomadas considerando os
oito filmes de comédia romantica. No item (e), deveriamos considerar todos os dezoito
filmes. Acredito que aluna relacionou o nimero de escolhas que ela deveria tomar com o
nimero de possibilidades de cada escolha. Aponto dois erros que atribuo a interpretacio
incorreta da questdo por parte da aluna: a desconsideracdo da ordem na formagdo das
possibilidades; o significado errdneo atribuido ao niimero trés, que deveria representar o

ndmero de etapas para se formar cada um dos eventos e ndo um fator de multiplicagao.

Ao final da aula, foram corrigidos todos os itens do problema. Os alunos que

responderam corretamente a todos os itens participaram de forma direta da resolucao.
Quarto encontro: Uma estratégia de resolucao através da Exclusao de possibilidades.

No quarto e dltimo encontro, estavam presentes apenas trés alunos, que estiveram
presentes em todos os encontros anteriores. Havia passado uma semana desde o ultimo
encontro, devido ao feriado de Corpus Christi, ocorrido no dia 30 de maio. Acredito que este
intervalo de uma semana tenha influenciado na auséncia de alguns alunos. Iniciei a aula
distribuindo o material referente ao quarto encontro. Utilizei os Problemas 1 e 2 para explicar
uma nova estratégia de resolugdo para problemas de cariter combinatério. No Problema 1
atentei que se tratava de um problema similar ao trabalhado no encontro anterior, porém com
uma nova condicdo. Agora serdo solicitadas apenas algumas possibilidades, dentre todas

envolvidas no problema.

Perguntei como calculdvamos primeiramente o nimero total de senhas, ignorando
neste primeiro momento a condi¢gdo imposta pelo problema. Um dos alunos falou
corretamente: quatro vezes trés vezes dois. Respondi que estava correto e perguntei: mas
agora o problema ndo quer as que comecam com a letra A, o que podemos fazer? Ap6s um
breve periodo de reflexdo, ndo tive nenhuma resposta. Entdo perguntei: O que vai acontecer
se, desse niimero total, tirarmos apenas as senhas que comecam com a letra A? O aluno
refletiu um pouco e disse: uhm, é verdade. As demais alunas também concordaram, fazendo
sinal de positivo com a cabeca. Entdo listamos todas as senhas que comegavam com a letra A.
Encontramos ABC, ACB, ABD, ADB, ACD e ADC, totalizando 6 senhas. Como haviamos

inicialmente determinado que existiam 24 senhas no total, resolvemos a questdo efetuando a
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operacdo 24 — 6 = 18 senhas que ndo comecam com a letra A. Comentei que, obtendo o
ndmero de senhas que comecam com a letra A, podemos proceder da seguinte forma: Uma
vez escolhida a primeira letra, ou seja, fixando a letra A como letra inicial de nossa senha,
nos restam ainda duas escolhas de letras a tomar. Perguntei: quantas letras ainda temos para
formar a segunda letra da senha? O aluno falou corretamente que ainda havia trés letras.
Respondi que estava correto e perguntei novamente: E para a terceira escolha? Novamente o
aluno responde de corretamente que ainda restavam duas letras. Finalmente perguntei: o que
eu faco com esses valores? O aluno responde diretamente de forma correta: trés vezes dois.
Ao final, expliquei que, dependendo da condicio imposta pelo problema, é mais fécil
calcularmos inicialmente o nimero total de possibilidades, ignorando a condi¢do imposta,
para depois calcularmos separadamente o nimero de eventos que ndo nos interessam, de
modo a subtrai-los ao nimero total no final. Caso contrdrio, poderia ser necessdrio um
nimero de etapas de cilculo relativamente grande. Neste problema, por exemplo, deveriamos
calcular separadamente todas as senhas que iniciavam com as letras B, C e D, somando-as no
final. Deste modo, também calculariamos o nimero de senhas que nio iniciam com a letra A.
Com a participag@o dos alunos, resolvi o Problema 2 de modo anilogo ao problema 1. Porém,
neste problema, a ordem de escolha dos eventos ndo acarretava em novas possibilidades.
Questionei os alunos, perguntando se a ordem influenciaria ou nao na formacio dos eventos.
Apés uma breve reflexdo, responderam-me que ndo. Auxiliaram-me corretamente,

determinando que deveriamos dividir por 4x3x2x1, conforme a resolugdo abaixo:

Numero total de eventos Numero de eventos em que volei e futebol aparecem juntos

5
4x3x2x1 2x1

6x5x4x3 Volei Futebol 4x3 e

15 — 6 = 9 possibilidades

Os alunos participaram da resolu¢do, demonstrando bom entendimento. O problema
também serviu para fixar os conteidos aprendidos no encontro passado. Em seguida, solicitei
aos alunos que fizessem os problemas 3 e 4. Todos os alunos resolveram corretamente o

problema 3 e o item (a) do problema 4. Veja abaixo a resolu¢io de uma aluna.
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3) Um quimico deseja misturar trés dentre as substincias abaixo:

Sabendo que ele nd3o pode misturar potassio e 4gua, pois se trata de uma mistura

explosiva, quantas misturas diferentes ele podera formar?

4) Deseja-se selecionar cinco!|meninos entre oito| disponiveis para formar uma
equipe de futsal.

a) Quantas equipes diferentes podemos formar?

Figura 44: Quarto encontro - Resolug@o de uma aluna do problemas 3 e do item (a) do problema 4.

Esta resolucdo demonstra a atencdo da aluna quanto a importincia da ordem na

formacdo dos eventos e no modo como proceder matematicamente uma vez que influéncia da

ordem tenha sido identificada.

No item (b) do Problema 2, observei aos alunos que, se retirassem do conjunto total de
eventos aqueles em que os dois goleiros aparecessem juntos, também estariamos
considerando times em que nenhum goleiro estaria presente, porém, para formar um time, um
dos goleiros deveria estar presente obrigatoriamente. Duas alunas deixaram em branco a
questdo. O outro aluno me chamou em sua mesa para me mostrar a resolu¢do a que havia

chegado. Verifiquei que o aluno calculou corretamente o nimero de times formados por um
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dos goleiros apenas. Perguntei a ele quantos goleiros temos no grupo para formarmos o time.
Ele respondeu corretamente que havia dois. Perguntei a ele se, na solug@o apresentada, foram
considerados os eventos com os dois goleiros. Ele respondeu corretamente que nao. Entio o
auxiliei para que considerasse separadamente os times em que cada um dos goleiros aparecia.

Veja abaixo sua resposta completa.

4) Deseja-se selecionar cinco meninos entre oito disponiveis para formar uma
equipe de futsal.

a) Quantas equipes diferentes podemos formar?

b) Supondo agora que déis dentre os oito alunos jogam no gol, e deseja-se escolher

apenas um goleiro. Quantas equipes diferentes podemos formar?

Figura 45: Quarto encontro - Resolug@o do item do problema 4 - Item (a) e (b).

Vemos na resolucdo que o aluno refere-se com letras a cada membro do grupo e
circula as letras A e B. Acredito que isto favoreceu para a contagem correta de quantos alunos
ele dispunha para formar a equipe, uma vez que um dos goleiros deveria estar
obrigatoriamente na equipe e o outro ndo poderia mais ser considerado. Depois de calcular
separadamente o nimero de equipes formadas com cada um dos goleiros, o aluno os relaciona

valores de forma correta os adicionando de forma a obter: 15 + 15 = 30 equipes diferentes.

Neste momento o aluno utiliza intuitivamente o Principio Aditivo.

Na resolucao que fiz no quadro, as duas alunas que ndo conseguiram responder o item
(b) do problema 4 acompanharam de forma positiva, de forma que acredito que tenham
entendido a estratégia de resolucdo utilizada. Embora o item envolva os contetddos

trabalhados até o momento, imagino que tenham o deixado em branco por se tratar de uma
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nova estratégia ainda ndo vista em algum problema anterior. Feita a correcdo solicitei para

que os alunos respondessem os problemas 5 e 6.

No problema 5, todos os alunos resolveram corretamente. O item (a) trazia novamente
a necessidade de se considerar a ordem na formacdo dos eventos. O item (b) poderia ser
resolvido com a estratégia apresentada inicialmente em aula. Incluo abaixo a resolugdo de

uma das alunas.

5) Numa prova de 10 questdes, o aluno deve resolver apenas 6.

a) De quantas maneiras diferentes ele podera escolher essas 6 questoes?

b) De quantas maneiras diferentes ele podera escolher essas 6 questdes, se ele

puder escolher no maximo uma dentre as questdes 1 ¢ 27

Figura 46: Quarto encontro - Resolucdo de uma aluna do problema 5 - Item (a) e (b).

Observo na resolucdo da aluna que ela simplifica corretamente os valores da fracéo.
Contas similares a esta, na aula anterior, foram resolvidos por parte dos alunos, inclusive ela,

com o uso da calculadora.

Os alunos nio entenderam como utilizariam os contetidos até entdo aprendidos para
resolver o problema 6. Iniciei a explicacdo no quadro, listando alguns tridngulos formados
com os pontos. Quando listei o tridingulo ABC eles disseram que ndo se tratava de um
tridngulo. Pedi entdo para que eles dissessem um dos possiveis tridngulos. Eles disseram
ABF. Entdo desenhei num outro espaco do quadro, o tridngulo ABF de duas maneiras,

conforme a figura abaixo.
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Figura 47: Triangulos desenhados ao quadro para esclarecimentos no problema 6.

Perguntei se os dois desenhos representavam tridngulos, e eles responderam que sim.
Entdo perguntei se os pontos BDF da figura formavam um tridngulo. Eles responderam
corretamente dizendo que sim. Ent@o para concluir perguntei era possivel tomar trés pontos da
figura de maneira a ndo formar um tridngulo. Apds uma breve andlise da figura, eles
concluiram corretamente que nio, que para quaisquer trés pontos tomados, formariamos um
tridngulo. Esclarecido isto, concluimos entdo que, para formar um tridngulo, deveriamos
tomar trés pontos dentre os seis pontos disponiveis. Perguntei também se a ordem da escolha
dos pontos influenciaria na formagdo de um novo tridingulo. Apds uma breve reflexdo,
concluiram corretamente que ndo. Neste momento falei que eles poderiam agora tentar

resolver o problema sozinho.

Todos os alunos resolveram corretamente. Abaixo coloco a resolu¢do do problema 6, onde

cada item esta resolvido por um aluno diferente.

6) Considere os pontos abaixo:

a) Quantos tridangulos podemos formar utilizando os pontos A, B, C, D, E, F?

Figura 48: Quarto encontro - Resolug@o de uma aluna do problema 6. Item (a).
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b) Quantos quadrilateros podemos formar utilizando os pontos A, B, C, D, E, F?

Figura 49: Quarto encontro - Resolucdo de outra aluna do problema 6 - Item (b).

¢) Quantos tridngulos podemos formar sem utilizar tridngulos que utilizam os

pontos C e D simultaneamente?

i
C pt vl 1

Figura 50: Figura 49: Quarto encontro - Resolucio de outro aluno do problema 6 - Item (c).

Ao final da aula, corrigimos os problemas 5 e 6 em conjunto.
Validacao da Engenharia Didatica

Nesta etapa da Engenharia Didética, refletiremos acerca da andlise a priori e da andlise
a posteriori, na inten¢do de verificar se as hip6teses locais e globais formuladas, foram vélidas

em nossa pesquisa.

Inicialmente falaremos de nossas expectativas locais. Validamos a Hipétese 1, pois, de
fato, grande parte dos alunos desconsideravam algumas possibilidade em suas listagens nos
primeiros exercicios. Porém, nos exercicios posteriores, demonstravam maior entendimento
sobre como as possibilidades eram formadas e como listad-las de forma ordenada. Também foi
verificado em suas resolu¢des que, em determinados problemas, os alunos listavam algumas
possibilidades sem que fossem solicitadas, na inten¢do de determinar como deveriam

proceder matematicamente com o problema.

A Hipétese 2 se confirmou parcialmente. No primeiro encontro, os alunos utilizaram
corretamente o Principio Multiplicativo de forma intuitiva, relacionando-o com as listagens
realizadas anteriormente. Porém, nos demais encontros, alguns alunos se confundiam com os
principios. A previsdo quanto a dificuldade dos alunos frente as possibilidades formadas por

mais de duas etapas foi validada. A grande maioria dos alunos ndo conseguiu induzir
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corretamente o Principio Multiplicativo nesses casos. Nestes problemas o Principio
Multiplicativo foi inclusive trocado algumas vezes pelo Principio Aditivo. Em outras
palavras, quando havia duas etapas, grande parte dos alunos utilizava corretamente o
Principio Multiplicativo, porém, em possibilidades formadas por mais de duas etapas, grande
parte utilizava o Principio Aditivo. Como sugestdo, penso que, para minimizar esta
dificuldade, mais problemas deste tipo devam ser trabalhados com auxilio de arvores de
possibilidades, pois elas facilitam a visualizagdo dos alunos e induzem o uso do Principio

Multiplicativo.

Validamos inteiramente as Hipdteses 3 e 4. O significado da operacdo de divisdo nos
problemas foi reforcado algumas vezes, visto que os alunos estavam com dificuldade em
interpretd-lo. Verificamos que, a medida que os alunos resolviam novos problemas, esta
divisdo passou a ser realizada com naturalidade. De modo geral, a expectativa de que os
alunos desconsiderariam a necessidade da divisdo também foi verificada. Porém, apés as
correcdes em conjunto no quadro, os alunos comecaram a considera-la. Também verificamos
que, inicialmente, os alunos tiveram dificuldade em entender a estratégia de exclusdo de

possibilidades. Mas, aos poucos, passaram a utiliza-la corretamente nos exercicios seguintes.

Validamos parcialmente a Hipdtese 5, pois, no final da atividade pudemos avaliar
inteiramente apenas trés alunos. No dltimo encontro, eles trabalharam com problemas que
abordavam diferentes modos de utilizar os principios Aditivo e Multiplicativo e onde era
necessdrio utilizar conhecimentos vistos nos encontros anteriores. Mesmo assim, os alunos
apresentaram bom desempenho em suas resolucdes, demonstrando um bom entendimento dos
principios e das demais estratégias de resolucdo. Validamos também a Hipdtese 6. Alguns
alunos, antes de proceder matematicamente com os valores envolvido nos exercicios, listavam
possibilidades na tentativa de visualizar as caracteristicas especificas do problema. Também
verifiquei que a listagem de possibilidades facilitou a compreensdo de muitos alunos na
explicacdo do contetido. Verificamos a Hip6tese 7 ao longo dos quatro encontros. Na medida
em que era apresentada uma nova estratégia de resolugdo, os alunos se mostravam confusos.
Mas acredito que este resultado seja natural, levando em consideracdo que os alunos ainda
ndo haviam estudado algo parecido.

Analisaremos agora nossas expectativas gerais. Conseguimos introduzir a Anélise
Combinatéria na turma trabalhada de modo satisfatério. Também verificamos em cada

encontro, um bom entendimento dos alunos presentes, quanto a diferengca dos principios
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Aditivo e Multiplicativo. A listagem de possibilidades favoreceu a inducio dos principios e
também do entendimento de cada uma das estratégias de resolucdo trabalhada. Conseguimos
também trabalhar os principios e as estratégias de resolucdo, em diversas situagcdes-problema
de Combinatéria, em diferentes contextos.

De um modo geral, avalio que as hipéteses foram confirmadas. Os alunos
demonstraram dificuldades em diferentes niveis ao longo dos quatro encontros, mas também
foi evidente a sua evolugdo frente ao conteido de Combinatéria. Infelizmente, a pratica foi
interrompida durante uma semana, devido o feriado de Corpus Christi, 0 que pode ter
influenciado a evasao no ultimo encontro. Isto nos impediu de obter uma melhor avaliagio
final. Porém, vejo também que nossas inten¢gdes puderam ser verificadas ao longo dos quatro

encontros.

6. CONSIDERACOES FINAIS
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Este trabalho investigou a possibilidade de se trabalhar o conteido de andlise
combinatdria com turmas de 8° ano do ensino fundamental. As atividades foram elaboradas
com o objetivo de colocar o aluno frente a diferentes situacdes-problema de cariter
combinatdrio. Foram trabalhadas vérias estratégias de resolucdo, partindo inicialmente da
listagem de possibilidades, utilizada para induzir os principios Aditivo e Multiplicativo.
Aplicamos a proposta em um grupo de dez alunos de uma turma de 8° ano em uma escola de
Ensino Fundamental, situada no bairro Rubem Bertaem Porto Alegre. Planejamos e
analisamos a pesquisa como base na Engenharia Didatica.

Avaliamos que, em cada encontro, os alunos presentes apresentavam bom
entendimento dos contetdos trabalhados. Observamos que os alunos consideraram a matéria
interessante. Eles participavam das aulas, de forma efetiva, demonstravam satisfacdo quando
resolviam corretamente os exercicios e também apds compreender o que haviam errado.
Imagino que parte deste interesse ocorreu devido ao fato de que resolveram problemas

contextualizados.

Salientamos também que a listagem de possibilidades foi essencial na explicacdo de
cada estratégia apresentada e também na indugdo dos principios. Com ela, os alunos
visualizavam os tipos de possibilidades tratada em cada problema de forma que, também teve

utilidade para eles iniciarem suas resolucdes.

Como sugestdo para uma proxima pratica, acredito que deveriam ser reservados dois
encontros para trabalhar os problemas que envolviam a necessidade de observar a ordem na
formacdo das possibilidades e outros dois encontros para trabalhar os problemas que
envolviam a estratégia de resolucdo através da exclusdo de possibilidades. Mesmo
considerando que os alunos entenderam tais estratégias, percebi uma necessidade de

proporcionar mais tempo para que pudessem exercita-las.

De modo geral, a pratica reforcou minha convic¢do quanto a possibilidade de trabalhar
Andlise Combinatéria em turmas de 8° ano do ensino fundamental. Neste primeiro contato
com o contetdo, os alunos tiveram a oportunidade de trabalhar com os principios Aditivo e
Multiplicativo, com diferentes estratégias de resolver problemas, além de dar um novo
significado a contetidos com os quais haviam trabalhado ao longo do Ensino Fundamental.
Imagino que isto facilitard o entendimento dos alunos no Ensino Médio, quando estudarem
novamente Combinatéria. Lembro também a importincia de ter explorado problemas

contextualizados de diversos tipos nesta pritica, que ¢ uma caracteristica do conteiddo de
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Combinatéria. Estes problemas lidicos facilitaram na compreensdo dos alunos e também
auxiliaram a despertar maior interesse pela matéria. Avaliamos, com base nas resolu¢des dos
alunos e também por sua participacdo em aula, que as atividades desenvolvidas contribuiram

positivamente para o seu raciocinio combinatorio.

Finalizo este trabalho refletindo sobre as experiéncias e os conhecimentos pessoais
obtidos durante a pesquisa. A elaboracdo das atividades, o estudo prévio sobre o tema e a
troca de informag@o com os alunos no decorrer dos encontros contribuiram positivamente em
minha formagdo sobre o conteiido de Andlise Combinatdria além de me motivar a introduzi-la

em turmas de 8° ano do ensino fundamental.
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