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3.5.1 Determina�c~ao do parâmetro R0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 86

3.5.2 An�alise de estabilidade referente ao modelo SI1I2I3 . . . . . . . . . . 87

3.5.3 Solu�c~ao num�erica do modelo SI1I2I3 . . . . . . . . . . . . . . . . . . 92

3.6 Considera�c~oes Finais . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 96

4 MODELO SIS . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 98

4.1 Introdu�c~ao . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 98

4.2 Descri�c~ao do modelo SIS . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 99

4.3 Formula�c~ao do modelo SIS . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 101

4.4 Pontos de equil��brio do modelo SIS . . . . . . . . . . . . . . . . . 102

4.5 Coe�ciente reprodutivo b�asico R0 e efetivo R(t) . . . . . . . . . 103

4.6 Limiar da popula�c~ao hospedeira NT . . . . . . . . . . . . . . . . . 104

4.7 An�alise de estabilidade referente ao modelo SIS . . . . . . . . . 105

4.8 Adimensionaliza�c~ao do modelo SIS . . . . . . . . . . . . . . . . . 108

4.9 Solu�c~ao num�erica do modelo SIS . . . . . . . . . . . . . . . . . . 109

4.10 Modelo SIS sem transmiss~ao horizontal (k = 0) . . . . . . . . . . 111

4.10.1 Introdu�c~ao . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 111

4.10.2 Formula�c~ao do modelo SIS com k = 0 . . . . . . . . . . . . . . . . . 112

4.10.3 Pontos de equil��brio do modelo SIS com k = 0 . . . . . . . . . . . . 113



x
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BIDIMENSIONAL AUTÔNOMO . . . . . . . . . 218

C.1Plano de fase . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 218

C.2Lineariza�c~ao do sistema . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 220
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RESUMO

No estudo da propaga�c~ao de uma doen�ca infecciosa, diz-se que sua

transmiss~ao ocorre horizontalmente, quando um indiv��duo suscet��vel tem um con-

tato direto ou indireto com um indiv��duo infeccioso. Algumas doen�cas, entretanto,

tamb�em podem ser transmitidas verticalmente, entendendo-se que, neste caso, a

doen�ca �e transmitida a um indiv��duo, ao ser gerado por uma m~ae infecciosa.

Fazendo uso de modelos epidemiol�ogicos determin��sticos b�asicos, envol-

vendo sistemas de equa�c~oes diferenciais ordin�arias, nosso principal objetivo, neste

trabalho, consiste em investigar qual o papel da transmiss~ao vertical na propaga�c~ao

de doen�cas causadas por microparasitas.

Diversas formas de inclus~ao de transmiss~ao vertical s~ao apresentadas

e, em cada modelo estudado, investigamos a existência e a estabilidade local dos

estados de equil��brio da popula�c~ao hospedeira, identi�camos os parâmetros e limiares

que caracterizam a dinâmica do sistema, e completamos as informa�c~oes decorrentes

dos resultados anal��ticos com a apresenta�c~ao de solu�c~oes num�ericas do mesmo. Por

�m, comparamos os efeitos da transmiss~ao horizontal com aqueles decorrentes da

transmiss~ao vertical.
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ABSTRACT

Infections can be transmitted horizontally, from a direct or indirect con-

tact of a susceptible individual with an infected individual. Some diseases, however,

can also be transmitted vertically from an infective parent to newborn o�spring.

By using epidemiological deterministic basic models, which include sys-

tems of di�erential equations, our main goal in this study, is to investigate which

is the role of vertical transmission for the propagation of disease caused by micro-

parasites.

Several ways to include vertical transmission are presented and, for

each studied model, we investigate the existence and the local stability of the equi-

librium states of the host population, and identify the parameters threshold for the

system dynamics. The analytic results are complemented by numerical solutions.

Finally, the e�ects of horizontal transmission are compared with those of vertical

transmission.
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1 INTRODUC� ~AO

V�arias doen�cas consideradas extintas, ou restritas a uma determinada

�area geogr�a�ca do planeta, retornaram com for�ca avassaladora nos �ultimos anos.

Surgiram novas linhagens de agentes infecciosos, e aqueles h�a muito conhecidos da

medicina tornaram-se em pouco tempo resistentes ao tratamento com antibi�oticos.

As doen�cas glandulares, com ou sem componentes heredit�arios, tornaram-

se mais graves com o decorrer do tempo. O diabetes, por exemplo, matava 700

pessoas para cada grupo de 100 mil, no in��cio do s�eculo, no munic��pio de S~ao Paulo.

Na d�ecada de 90, essa propor�c~ao era de 16:700 mortes para cada 100 mil pessoas.

Por�em, apesar da gravidade do diabetes e de outras doen�cas glandu-

lares, s~ao as infec�c~oes e as doen�cas parasit�arias as maiores assassinas da humanidade.

Segundo a Organiza�c~ao Mundial de Sa�ude (OMS), v��rus, bact�erias e parasitas s~ao,

de longe, a principal causa da mortalidade humana, como mostra a Tabela 1:1.

Causa de morte (%)

Mortes devidas �a gravidez 1
En�sema e outras doen�cas do pulm~ao 6

Mortalidade infantil 6
Acidentes e violência 8

Câncer 12
Causas desconhecidas 16

Derrames, doen�cas do cora�c~ao e circulat�orias 19
Infec�c~oes e doen�cas parasit�arias 32

Tabela 1.1: Percentual de �obitos das v�arias causas de mortes computadas pela OMS
em 1995.

De acordo com [Hethcote(2000)], devido ao aparecimento e ressurgi-

mento de doen�cas, a modelagem matem�atica tornou-se uma ferramenta importante

na an�alise da propaga�c~ao e controle de doen�cas infecciosas. O processo de formula�c~ao

de um modelo esclarece suposi�c~oes, vari�aveis e parâmetros. Al�em disto, os modelos

fornecem resultados conceituais tais como limiares, n�umeros reprodutivos b�asicos,
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n�umeros de contato e de reposi�c~ao que auxiliam no entendimento da evolu�c~ao de uma

infec�c~ao. Os modelos matem�aticos e simula�c~oes computacionais s~ao ferramentas ex-

perimentais �uteis para formular e testar teorias, estimar conjecturas quantitativas,

responder quest~oes espec���cas e determinar varia�c~oes nos valores dos parâmetros

envolvidos. A modelagem epidemiol�ogica �e usada na compara�c~ao, planejamento,

implementa�c~ao, avalia�c~ao e otimiza�c~ao de v�arios programas de detec�c~ao, preven�c~ao,

terapia e controle de doen�cas.

Frente �a importância do estudo e modelagem do comportamento de

doen�cas infecciosas, abordaremos, neste trabalho, as assim chamadas doen�cas trans-

mitidas verticalmente, isto �e, aquelas propagadas de forma direta por um indiv��duo

infeccioso �a sua prole (�lhos), no per��odo perinatal ou p�os-natal.

O nosso prop�osito �e reunir uma ampla variedade de modelos epide-

miol�ogicos que englobem este meio de transmiss~ao de doen�cas, prover sua an�alise

matem�atica, e mostrar as conseq�uências do mecanismo de transmiss~ao vertical na

epidemiologia destas doen�cas.

V�arias doen�cas como AIDS, doen�ca de Chagas, hepatite B e C, s���lis,

herpes, rub�eola, s~ao transmiss��veis n~ao apenas horizontalmente, mas tamb�em ver-

ticalmente. Esfor�cos para controlar a expans~ao de tais doen�cas requerem predi�c~oes

quantitativas das tendências futuras das infec�c~oes, e por conseguinte, nos conduz

�a constru�c~ao e an�alise de modelos apropriados que levam em conta os aspectos es-

pec���cos da transmiss~ao vertical.

A maioria dos modelos de transmiss~ao de infec�c~ao em uma popula�c~ao

toma como ponto de partida a suposi�c~ao que esta pode ser dividida em subpopu-

la�c~oes de diferente signi�cado epidemiol�ogico. Nos modelos mais simples, estas s~ao

as subpopula�c~oes de suscet��veis, de infecciosos e de removidos. Um indiv��duo, que

�e no princ��pio suscet��vel, pode ter contato com um infeccioso, receber a infec�c~ao e

tornar-se um infeccioso. Al�em disto, um indiv��duo infeccioso pode ser removido da

classe infecciosa em um certo instante de tempo, por recupera�c~ao, por isolamento ou
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por morte. Ent~ao, de acordo com este modelo, a progress~ao de um indiv��duo ser�a de

suscet��vel, S, para infeccioso, I, e de infeccioso, I, para removido, R. Tais modelos

s~ao chamados de modelos SIR. Algumas infec�c~oes n~ao conferem imunidade ao

hospedeiro. Neste caso, se a doen�ca for n~ao-letal, um indiv��duo que se recuperou da

infec�c~ao ser�a novamente suscet��vel, e o modelo da doen�ca �e do tipo SIS. Para levar

em conta outras caracter��sticas e alcan�car mais realismo, podem ser distinguidas

fases adicionais da infec�c~ao. Por exemplo, pode haver um per��odo latente entre o

instante de tempo em que um indiv��duo �e infectado e o instante de tempo em que

o indiv��duo �e infeccioso, isto �e, transmite a outros a infec�c~ao. �E comum introduzir

uma classe de tais indiv��duos, normalmente chamada classe de expostos, E. Logo,

s~ao constru��dos modelos dos tipos SEIR e SEIS.

Para o estudo de cada modelo epidemiol�ogico considerado, iremos:

- construir as equa�c~oes apropriadas, a partir das hip�oteses adotadas;

- apresentar, sempre que poss��vel, a solu�c~ao anal��tica das equa�c~oes e

os gr�a�cos destas, veri�cando, desta maneira, a evolu�c~ao temporal de cada um dos

grupos da popula�c~ao; quando n~ao obtivermos a solu�c~ao anal��tica, gr�a�cos da solu�c~ao

num�erica ser~ao tra�cados atrav�es do uso do software Maple;

- calcular os pontos de equil��brio e analisar a estabilidade de cada um,

usando a t�ecnica de lineariza�c~ao do sistema em torno destes;

- realizar a adimensionaliza�c~ao dos modelos com o objetivo de estimar

os seus parâmetros relevantes.

Relacionamos abaixo os assuntos discutidos nos cap��tulos que comp~oem

este trabalho:

� no cap��tulo 2, apresentaremos alguns aspectos gerais sobre epidemio-

logia matem�atica;
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� discutiremos, no cap��tulo 3, um modelo tipo SI1I2I3, onde duas in-

fec�c~oes virais se propagam numa popula�c~ao de ratos silvestres, sendo

uma delas de transmiss~ao horizontal pelo hantav��rus BCCV e a outra

transmitida pelos modos horizontal e vertical pelo arenav��rus TAMV,

al�em da possibilidade de indiv��duos serem coinfectados por ambos os

v��rus;

� no cap��tulo 4, analisaremos um modelo tipo SIS, e apresentaremos

aplica�c~oes deste, no estudo de um fungo end�o�to, que �e parasita de

gramas, bem como na modelagem da doen�ca de Chagas;

� estudaremos, no cap��tulo 5, um modelo tipo SIR, e introduziremos

um termo de imuniza�c~ao para analisar a inuência da vacina�c~ao no

controle de uma doen�ca;

� no cap��tulo 6, incluiremos a existência de um per��odo latente, em um

modelo tipo SEIS;

� para o cap��tulo 7, reservamos um modelo tipo SEIR, com aplica�c~oes

na dinâmica da infec�c~ao da rub�eola congênita;

� �nalmente, no cap��tulo 8, comparamos os modelos estudados, obtendo

conclus~oes sobre o papel da transmiss~ao vertical na dinâmica de doen�cas

infecciosas.
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2 EPIDEMIOLOGIA MATEM�ATICA

2.1 De�ni�c~ao e objetivos

A Epidemiologia pode ser de�nida como a ciência que estuda o processo

sa�ude-doen�ca nas coletividades humanas, analisando as causas e os fatores que de-

terminam a freq�uência e a distribui�c~ao das doen�cas, propondo medidas espec���cas de

preven�c~ao, controle ou erradica�c~ao das mesmas e fornecendo indicadores que sirvam

de suporte ao planejamento, administra�c~ao e avalia�c~ao das a�c~oes de sa�ude.

Da etimologia do voc�abulo, (ep��=sobre; dem�os=povo; logos=palavra,

discurso, estudo), temos que epidemiologia signi�ca ciência do que ocorre (se

abate) sobre o povo.

Segundo a Associa�c~ao Internacional de Epidemiologia (IEA), 1973, os

objetivos principais da epidemiologia s~ao:

� descrever a distribui�c~ao e a magnitude dos problemas de sa�ude nas

popula�c~oes humanas;

� relacionar a ocorrência de sa�ude-doen�ca em massa, envolvendo um

n�umero expressivo de seres humanos agregados em sociedades coleti-

vas, comunidades, grupos demogr�a�cos, classes sociais ou outros cole-

tivos humanos;

� proporcionar dados essenciais para o planejamento, execu�c~ao e avalia�c~ao

das a�c~oes de preven�c~ao, controle e tratamento das doen�cas na gênese

das enfermidades, desde estudos de e�c�acia e efetividade de programas

e servi�cos de sa�ude at�e estudos cl��nicos e coletivos.

Como exemplos de estudos epidemiol�ogicos, podemos citar:

- mortalidade infantil e classes sociais;
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- sedentarismo e doen�cas cardiovasculares;

- h�abito de fumar e câncer de pulm~ao;

- comportamento sexual e transmiss~ao da AIDS;

- leucemia na infância provocada pela exposi�c~ao de raio x durante a

gesta�c~ao.

2.2 A natureza das doen�cas infecciosas

O termo doen�ca refere-se �as condi�c~oes que prejudicam a fun�c~ao normal

dos tecidos de um organismo. Por exemplo, �brose c��stica, arteriosclerose e sarampo

s~ao consideradas doen�cas. H�a duas categorias de doen�cas: as infecciosas e n~ao-

infecciosas.

Uma doen�ca infecciosa �e uma doen�ca que �e causada pela invas~ao do

hospedeiro por um agente que prejudica seus tecidos (isto �e, causa doen�ca) e que

pode ser transmitido a outros indiv��duos (ou seja, �e infeccioso), como por exemplo:

sarampo, mal�aria, meningite, etc.

As doen�cas n~ao-infecciosas s~ao todas as doen�cas que n~ao resultam de

uma infec�c~ao, como por exemplo: cardiopatias, diabetes, depress~oes, etc.

Os organismos que s~ao capazes de causar doen�cas s~ao chamados de

pat�ogenos. �E importante salientarmos, por�em, que a maioria destes n~ao causam

mal �a sa�ude. Pelo contr�ario, muitos fornecem alguma prote�c~ao contra os agen-

tes nocivos, uma vez que eles competem entre si por recursos, limitando, assim, o

crescimento destes.

Um pat�ogeno verdadeiro �e um agente infeccioso que causa uma doen�ca

em qualquer hospedeiro suscet��vel. Pat�ogenos oportunistas s~ao agentes infeccio-

sos que raramente causam uma doen�ca em indiv��duos com sistema imunol�ogico
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saud�avel. Doen�cas causadas por pat�ogenos oportunistas s~ao encontradas em grupos

cujo sistema imunol�ogico �e mais fraco, tais como pacientes com câncer ou com AIDS.

Os termos infec�c~ao e doen�ca n~ao devem ser tratados como sinônimos.

Uma infec�c~ao origina-se quando um pat�ogeno invade e se desenvolve (cresce) dentro

do seu hospedeiro, enquanto que, uma doen�ca origina-se apenas se e quando, como

uma conseq�uência da invas~ao e do crescimento do pat�ogeno, as fun�c~oes dos tecidos do

organismo s~ao prejudicadas. Alguns agentes infecciosos s~ao facilmente transmiss��veis

(isto �e, s~ao muito contagiosos), por�em di�cilmente causam uma doen�ca (ou seja,

n~ao s~ao muito virulentos). O v��rus da polio, por exemplo, �e altamente contagioso;

no entanto, apenas em torno de 5% a 10% dos infectados desenvolvem a doen�ca.

Ao contr�ario, o v��rus causador da Ebola (febre hemorr�agica) possui uma taxa de

mortalidade que varia de 50% a 90% entre seus infectados, por�em este agente n~ao

�e transmitido t~ao facilmente pelo contato entre indiv��duos. Os agentes infecciosos

mais perturbadores s~ao aqueles que s~ao muito contagiosos e muito virulentos.

Os agentes infecciosos compreendem grande gama de organismos e

enorme variedade de formas de vida, os quais s~ao classi�cados em dois grupos:

os microparasitas e os macroparasitas.

- os microparasitas compreendem os v��rus, bact�erias, fungos e pro-

tozo�arios. De um modo geral, organismos que se multiplicam no interior de seus hos-

pedeiros de�nitivos. Caracterizam-se por tamanho e tempos de gera�c~ao pequenos, e

uma tendência para induzir imunidade nos hospedeiros que sobrevivem �a infec�c~ao.

A dura�c~ao da infec�c~ao �e, via de regra, pequena em rela�c~ao ao tempo de vida do

hospedeiro, por�em, h�a importantes exce�c~oes, como a dos v��rus lentos;

- os macroparasitas constituem os helmintos, artr�opodes e outros pa-

rasitas macrosc�opicos. Os macroparasitas n~ao têm reprodu�c~ao direta dentro do

hospedeiro de�nitivo. Uma descri�c~ao da dinâmica de transmiss~ao destas doen�cas

deve levar em conta a distribui�c~ao de probabilidades dos parasitas na popula�c~ao, o

que implica na incorpora�c~ao de fatores estoc�asticos a estes modelos.
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Os modelos que estudaremos aqui descrevem apenas doen�cas causadas

por microparasitas.

2.3 Dinâmica da distribui�c~ao das doen�cas na popula�c~ao

As doen�cas se distribuem nas popula�c~oes em per��odos endêmico, epidê-

mico e interepidêmico, como descrito abaixo:

- endemia �e de�nido como a presen�ca constante de uma doen�ca em

um conjunto de pessoas de determinada �area geogr�a�ca. Refere-se tamb�em, �a

prevalência de uma doen�ca numa classe populacional ou em uma �area geogr�a�ca;

- epidemia signi�ca a ocorrência de uma doen�ca, em uma certa popu-

la�c~ao, que se caracteriza por uma eleva�c~ao progressiva, inesperada e descontrolada,

ultrapassando os valores endêmicos ou esperados. Algumas doen�cas endêmicas po-

dem, eventualmente, manifestar-se em surtos epidêmicos. As pandemias s~ao as

epidemias que ocorrem ao mesmo tempo em v�arios pa��ses. Atualmente, a AIDS,

por ser epidêmica em v�arios pa��ses, �e considerada pela OMS uma pandemia.

- interepidêmico ou espor�adico �e o per��odo entre duas epidemias.

2.4 Breve hist�orico dos modelos epidemiol�ogicos

De acordo com [Anderson e May(1990)], a aplica�c~ao da matem�atica

no estudo das doen�cas transmiss��veis, iniciada por Daniel Bernouli em 1760, para

descri�c~ao da var��ola, esteve at�e meados de 1908, mais voltada �a Estat��stica.

Segundo [Hethcote(2000)] com os trabalhos de Hamer (1906) e Ross

(1911), o uso de modelos matem�aticos passou a ser um meio de prevenir doen�cas.

Ross mostrou que a mal�aria n~ao se instala se n~ao houver um n�umero m��nimo de

mosquitos (vetores) para transmitir a doen�ca. Hamer considerou que o curso de
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uma epidemia deveria depender do n�umero de suscet��veis, das taxas de contato

entre os indiv��duos suscet��veis e infecciosos, e do n�umero de indiv��duos infecciosos.

Estudos matem�aticos mais rigorosos foram realizados por Kermack e

Mckendrick, de 1927 a 1939, cujo resultado de maior importância foi o teorema do

limiar, segundo o qual o n�umero de suscet��veis deve superar um n�umero m��nimo,

para que a doen�ca se estabele�ca na popula�c~ao.

De acordo com sua natureza matem�atica, os modelos epidemiol�ogicos

podem ser classi�cados em:

- linear ou n~ao linear: quando suas equa�c~oes b�asicas s~ao ou n~ao

lineares;

- est�atico ou dinâmico: aquele n~ao envolve evolu�c~ao temporal do

sistema, enquanto este investiga varia�c~oes de est�agios do fenômeno;

- estoc�astico ou determin��stico: de acordo com o uso ou n~ao de

fatores aleat�orios nas equa�c~oes;

- discreto ou cont��nuo: envolvendo equa�c~oes a diferen�cas ou equa�c~oes

diferenciais ordin�arias ou parciais.

Neste trabalho, consideraremos alguns modelos dinâmicos determin��sticos

b�asicos envolvendo equa�c~oes diferenciais ordin�arias n~ao lineares.

2.5 Estados de um indiv��duo referente a uma doen�ca

Em rela�c~ao a uma doen�ca os estados de um indiv��duo podem ser clas-

si�cados, como segue:

- indiv��duos com imunidade materna: a imunidade de um rec�em-

nascido �e proporcionada por anticorpos maternos que lhe s~ao conferidos pela m~ae
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atrav�es da placenta quando ainda feto. Isto confere prote�c~ao a curto prazo (com

meia vida t��pica de 3-6 meses) ao neonato;

- suscet��veis: estes indiv��duos podem adquirir a doen�ca se estiverem

expostos a ela. Faremos S(t) representar o n�umero de indiv��duos suscet��veis em um

certo instante t;

- expostos ou infectados: s~ao os indiv��duos que têm a doen�ca, mas

que n~ao s~ao ainda infecciosos. Eles est~ao incubando a doen�ca, mas n~ao a transmitem

ainda. O n�umero de indiv��duos expostos em um certo instante t ser�a indicado por

E(t);

- infecciosos ou infectivos: indiv��duos que podem transmitir a doen�ca

para algum suscet��vel que entre em contanto com ele. O n�umero de indiv��duos

infecciosos em um certo instante t ser�a representado por I(t);

- removidos ou recuperados: estes indiv��duos ou foram isolados,

ou adquiriram imunidade ou morreram devido �a doen�ca. Muitas vezes, eles per-

manecem imunes por um longo tempo depois da infec�c~ao, e �as vezes, pelo resto da

vida. Representaremos por R(t) a popula�c~ao de indiv��duos removidos em um certo

instante t.

Neste trabalho, em nossos modelos, iremos considerar que a popula�c~ao

total N(t) �e composta apenas por fêmeas.

2.6 Per��odos de tempo de uma doen�ca

Quanto aos per��odos de tempo de uma doen�ca, os modelos apresentados

neste trabalho diferenciam três per��odos no processo de infec�c~ao:

- per��odo latente: quando o hospedeiro est�a infectado mas n~ao trans-

mite a doen�ca;
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- per��odo de incuba�c~ao: tempo decorrido entre a infec�c~ao e o apare-

cimento dos sintomas da doen�ca;

- per��odo infeccioso: per��odo durante o qual infectados s~ao capazes

de transmitir a infec�c~ao para qualquer hospedeiro suscet��vel ou vetor com os quais

entre em contato;

- per��odo de recupera�c~ao: per��odo em que o indiv��duo n~ao �e mais

infeccioso, mas, n~ao �e suscet��vel. Hospedeiros recuperados s~ao geralmente imunes a

infec�c~oes posteriores no caso de parasitas virais, e esta imunidade, para muitas das

infec�c~oes virais, aparentam durar a vida toda.

2.7 Modos de transmiss~ao de infec�c~oes

De acordo com [Busenberg e Cooke(1993)] doen�cas infecciosas s~ao cau-

sadas atrav�es de organismos como bact�erias, v��rus, protozo�arios, e fungos que entram

e infectam um organismo hospedeiro. Estes organismos infectados s~ao passados de

um indiv��duo hospedeiro a outro, propagando, deste modo, a infec�c~ao ao longo da

popula�c~ao de hospedeiros. Este transcurso da infec�c~ao pode ser realizado direta-

mente ou indiretamente por uma ou mais esp�ecies de hospedeiros intermedi�arios.

H�a muitos mecanismos, alguns bastante complicados, pelo qual esta passagem da

infec�c~ao �e �sicamente realizada.

Biologicamente, distingue-se duas grandes categorias de transmiss~ao de

doen�cas, chamada transmiss~ao horizontal e transmiss~ao vertical.

A transmiss~ao horizontal recorre �a passagem da infec�c~ao de um in-

div��duo hospedeiro para outro, por exemplo, por inala�c~ao ou ingest~ao de material

infeccioso, ou ent~ao por ter contato f��sico direto.

A transmiss~ao vertical �e a transferência direta de uma doen�ca de

um indiv��duo infeccioso para sua prole (�lhos) antes do nascimento (transmiss~ao

perinatal) ou logo ap�os o nascimento (transmiss~ao p�os-natal). A transmiss~ao ver-
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tical acontece por uma variedade de mecanismos. Na peste bovina, a transmiss~ao

�e transplacental, quer dizer, da placenta para o embri~ao. A transferência transpla-

cental tamb�em ocorre em v�arias doen�cas que afetam os humanos, incluindo rub�eola

congênita e AIDS. Em alguns insetos, um v��rus pode ser passado pelos ovos infecta-

dos. Algumas doen�cas de plantas (feij~ao e alface), s~ao transmitidas pelas sementes.

Apresentaremos no Apêndice A resultados de pesquisas recentes pu-

blicados num peri�odico especializado em pediatria sobre o aleitamento materno e o

risco de transmiss~ao de infec�c~oes.

Muitos parasitas podem ser transmitidos tanto horizontalmente quan-

to verticalmente entre os indiv��duos de uma popula�c~ao, mas qual destas rotas �e

a mais e�caz?

Se um organismo infeccioso �e transmitido pelo modo horizontal, pode

haver uma r�apida propaga�c~ao deste na popula�c~ao, por�em, esta rota �e arriscada, do

ponto de vista da doen�ca tornar-se endêmica, devido ao decrescimento de indiv��duos

suscet��veis que poderiam hosped�a-lo. A transmiss~ao vertical, no entanto, �e geral-

mente, um modo mais seguro e lento de propaga�c~ao de um pat�ogeno, pois tal rota

est�a relacionada com a fecundidade do hospedeiro infectado. Para maiores detalhes,

ver os trabalhos de [Lipsitch et al.(1995)] e [Kaltz e Koella(2003)].

Conforme o trabalho de [Nowak(1991)], sobre a evolu�c~ao de viroses,

temos que a competi�c~ao entre v��rus que s~ao transmitidos pelos modos horizontal e

vertical, pode exibir o seguinte comportamento: inicialmente quando a maioria da

popula�c~ao hospedeira �e suscet��vel a rota de transmiss~ao horizontal �e mais e�ciente.

Mas quando mais e mais indiv��duos tornam-se infecciosos, e o n�umero de indiv��duos

suscet��veis �e reduzido, ent~ao, aquele v��rus que �e transmitido verticalmente �e favore-

cido, podendo at�e mesmo vencer seu oponente.

Um fator important��ssimo na modelagem de doen�cas transmitidas ver-

ticalmente �e que se um pat�ogeno for propagado apenas pela rota vertical uniparental

(genitor fêmea ou genitor macho), tal organismo n~ao persistir�a na popula�c~ao se ele
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prejudicar a fecundidade do seu hospedeiro. Assim, a inclus~ao, nestes modelos, das

formas vertical biparental (genitor fêmea e genitor macho) ou horizontal de trans-

miss~ao do agente infeccioso �e fundamental para que ocorra a coexistência hospedeiro-

pat�ogeno, isto �e, para que a doen�ca se torne endêmica na popula�c~ao. Como re-

ferência, citamo os trabalhos de [Lipsitch et al.(1996)] e [Altizer e Augustine(1997)].

Os fatos salientados acima s~ao veri�cados nos estudos que desenvolve-

mos neste trabalho.

Para descrever a dinâmica da doen�ca, ser~ao utilizados uxogramas,

nos quais teremos setas entrando e saindo dos compartimentos, para indicar pas-

sagem de um compartimento para outro, sa��da de um compartimento para o am-

biente, entrada do meio ambiente para um compartimento, al�em de nascimentos e

mortes.

2.8 Algumas viroses transmitidas verticalmente

Segundo [Mims(1981)] os v��rus s~ao os agentes infecciosos que mais se

adaptaram ao mecanismo de transmiss~ao vertical, visto que muitos destes, vivem

dentro das c�elulas, sem prejudic�a-las, e sem interferir em seu ciclo vital, de tal

forma que n~ao induzem o sistema imunol�ogico deste hospedeiro, o que possivelmente,

provocaria a sua elimina�c~ao.

A seguir, apresentaremos algumas destas viroses de transmiss~ao ver-

tical, as quais est~ao classi�cadas em transmiss~ao vertical perinatal (intra-uterino),

Tabela 2:1, p�os-natal, Tabela 2:2 e presentes no sêmen, Tabela 2:3.

2.9 Parâmetros envolvidos em epidemiologia matem�atica

Nesta se�c~ao de�niremos alguns parâmetros importantes que est~ao en-

volvidos nos modelos que apresentamos neste trabalho.
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Grupo viral Virose Esp�ecie Coment�arios

Rub�eola Humanos Malforma�c~oes congênitas
Togaviridae Diarr�eia bovina Vacas Danos fetais

Citomegalia Humanos Danos fetais
Porcos Danos ou morte fetal

Herpetoviriade Herpesv��rus felino Gatos Morte fetal
Pneumonia bovina Rebanhos Aborto fetal

Poxviridae Var��ola Humanos Morte fetal
Tipos 1 e 2 de reov��rus Camundongos Morte fetal

Reoviridae Malforma�c~oes do sistema
L��ngua azul Ovelhas nervoso central

Arenaviridae Citomegalia Camundongos Morte fetal
Parvoviridae Parvovirose su��na Porcos Danos fetais
Retroviridae Anemia em

eq�uinos Cavalos Danos fetais

Tabela 2.1: Transmiss~ao perinatal (durante o desenvolvimento fetal) de viroses.

N�umero reprodutivo b�asico

O n�umero reprodutivo b�asico, tamb�em chamado de raz~ao b�asica de

reprodu�c~ao, geralmente denotado por R0, �e um parâmetro adimensional, de�nido

como o n�umero m�edio de infec�c~oes secund�arias produzidas por um �unico indiv��duo

prim�ario infectivo durante todo o seu per��odo infeccioso, em uma popula�c~ao inteira-

mente suscet��vel. Valores de R0 superiores a um, em um determinado grupo de risco

ou popula�c~ao, indicam que o agente infeccioso �e capaz de invadir e se estabelecer na

popula�c~ao hospedeira. Para valores de R0 menores que um, a infec�c~ao possivelmente

n~ao conseguir�a se estabelecer.

Coe�ciente de contato

A express~ao coe�ciente de contato �e de�nida como o n�umero m�edio de

contatos adequados, ou seja, com transmiss~ao da doen�ca, de um indiv��duo infeccioso

durante o seu per��odo infeccioso. Se um agente infeccioso origina kS novos infectados

por dia, (unidade de tempo), para saber qual �e o n�umero total de novos infectados

por dia, basta multiplicar kS pelo n�umero total de infecciosos, isto �e, I. Deste modo,

a incidência di�aria (n�umero m�edio total de suscet��veis que passaram a infectados por
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Ve��culo Grupo viral Virose Esp�ecie Coment�arios

Transmiss~ao via
Leucemia Murine Camundongos gametas �e a

Leite Retrov��rus rota mais natural
Anemia em Sem implica�c~oes
eq�uinos Cavalos epidemiol�ogicas

Encefalite provocada Ovelhas, cabras Sem implica�c~oes
Flavivirus por carrapato e vacas epidemiol�ogicas

Urina Sem signi�cado
Saliva Herpesvirus Citomegalia Humanos epidemiol�ogico

Herpes
Pele Herpesvirus Varicela-zoster Humanos -

Sangue Herpesvirus Hepatite B Humanos -

Tabela 2.2: Transmiss~ao p�os-natal (logo ap�os o nascimento) de viroses.

Grupo viral Virose Esp�ecie Coment�arios

V��rus isolado em
Herpesviridae Herpes Humanos uidos da pr�ostata
Retroviridae Tumor mam�ario Camundongos Transmiss~ao via esperma

Picornaviridae Doen�ca nos p�es e boca Rebanhos Ejacula�c~ao do touro
Togaviridae Diarr�eia bovina Rebanhos Esperma infectado

Ebola
Miscellaneous Hepatite B Humanos Esperma infectado

Tabela 2.3: Transmiss~ao de viroses pelo sêmen.

dia) �e determinado por kSI. Produtos de popula�c~oes, como este, freq�uentemente

envolvidos na modelagem epidemiol�ogica, est�a relacionado com a lei de de a�c~ao das

massas.

N�umero reprodutivo efetivo

O n�umero reprodutivo efetivo �e de�nido como sendo o n�umero de in-

fec�c~oes secund�arias causadas por uma infec�c~ao prim�aria numa popula�c~ao que n~ao �e

inteiramente suscet��vel.
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Imuniza�c~ao

Os termos vacina�c~ao e imuniza�c~ao s~ao muitas vezes usados como sinô-

nimos. Contudo, vacina�c~ao refere-se apenas �a administra�c~ao da vacina (suspens~ao

de microparasitas vivos ou mortos, com o objetivo de induzir imunidade e evitar a

doen�ca), j�a a palavra imuniza�c~ao refere-se ao processo de indu�c~ao ou fornecimento

de imunidade por qualquer meio, seja ativo (como a vacina, que estimula a produ�c~ao

de anticorpos espec���cos), ou passivo (administra�c~ao de substâncias imunizantes

produzidas exogenamente).

No pr�oximo cap��tulo, iniciaremos a an�alise detalhada de cada modelo

epidemiol�ogico de acordo com o proposto na introdu�c~ao.
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3 MODELO SI1I2I3

3.1 Introdu�c~ao

Neste cap��tulo, seguiremos o modelo adotado por [Allen et al.(2003)]

para analisar o tipo de comportamento que pode resultar, quando est~ao presentes

em uma popula�c~ao de roedores dois tipos de v��rus, sendo um deles de transmiss~ao

horizontal (v��rus BCCV) e o outro transmitido pelos modos horizontal e vertical

(v��rus TAMV).

De acordo com [Allen et al.(2003)], v�arias doen�cas emergentes s~ao agen-

tes vir�oticos associados com esp�ecies de roedores silvestres. Pode-se citar dois destes

pat�ogenos, o hantav��rus e o arenav��rus, cujo mecanismo de transmiss~ao, entre os hu-

manos, ocorre atrav�es do contato direto e indireto com fezes, urina e pela saliva

de um roedor infectado, podendo causar febre hemorr�agica com s��ndrome renal e

complica�c~oes respirat�orias. Os roedores atuam como portadores de tais v��rus, sendo

raramente afetados por eles.

A transmiss~ao destes v��rus, entre os roedores, �e de maneira horizontal no

caso do hantav��rus, enquanto que para o arenav��rus temos a forma vertical, podendo

tamb�em ser pelo contato entre eles. J�a que a transmiss~ao horizontal requer contato

entre indiv��duos, esta pode ser afetada pela densidade da popula�c~ao de roedores,

enquanto que a transmiss~ao vertical ser�a afetada por fatores de reprodu�c~ao tais

como o tamanho das ninhadas e o n�umero de ninhadas por ano.

Recentemente um tipo de hantav��rus chamado Black Creek Canal Virus

(BCCV) foi isolado em ratos do algod~ao (Sigmodon hispidus) no sul da Fl�orida; a

descoberta deste v��rus foi um resultado de v�arios casos da s��ndrome pulmonar pelo

hantav��rus nos seres humanos. Tamb�em na Fl�orida a mesma esp�ecie de roedor

�e hospedeira de um tipo de arenav��rus conhecido por Tamiami Virus (TAMV).

Embora BCCV e TAMV n~ao tenham sido isolados num mesmo rato do algod~ao,
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a existência de ambos os v��rus numa �unica esp�ecie de rato, numa mesma regi~ao, �e

uma quest~ao que deve ser considerada.

O modelo adotado por [Allen et al.(2003)] pode ser classi�cado entre

os modelos SI, onde I por sua vez �e composto por três compartimentos I1, I2 e I3.

A popula�c~ao total hospedeira N(t) �e, portanto, dividida em quatro classes, tais que

S(t) �e o n�umero de indiv��duos suscet��veis, I1(t) �e o n�umero de indiv��duos infectados

pelo v��rus BCCV, I2(t) �e o n�umero de indiv��duos infectados pelo v��rus TAMV e I3(t)

�e o n�umero de indiv��duos coinfectados pelos v��rus BCCV e TAMV, num instante de

tempo t, isto �e:

N(t) = S(t) + I1(t) + I2(t) + I3(t): (3.1)

Os indiv��duos (roedores) n~ao se recuperam da infec�c~ao, por�em alguns

destes podem desenvolver imunidade cruzada parcial (quem tem um tipo de v��rus

n~ao ser�a infectado por outro tipo de v��rus) ao v��rus BCCV, ap�os ter sido infectado

pelo v��rus TAMV, ou vice-versa.

Na ausência da infec�c~ao, a popula�c~ao cresce satisfazendo uma equa�c~ao

simples (como a log��stica), onde o tamanho da popula�c~ao se aproxima da capacidade

de suporte K do meio ambiente para a popula�c~ao em quest~ao.

Ao analisarmos o modelo, ser~ao de�nidos alguns parâmetros e limiares,

os quais determinam o estabelecimento da infec�c~ao na popula�c~ao (parâmetro R0) e

a persistência da popula�c~ao ap�os a infec�c~ao vir�otica (limiar P ).

A descri�c~ao e a formula�c~ao do modelo SI1I2I3 ser~ao apresentadas nas

se�c~oes de 3.2 a 3.3. A an�alise completa dos submodelos, deste modelo, ser�a dada

na se�c~ao 3.4. Na se�c~ao 3.5 determinamos os pontos de equil��brio e as condi�c~oes de

sua estabilidade, bem como a solu�c~ao num�erica do sistema de equa�c~oes diferenciais

SI1I2I3. Na se�c~ao 3.6, faremos as considera�c~oes �nais em torno deste cap��tulo.



3 Modelo SI1I2I3 19

3.2 Descri�c~ao do modelo SI1I2I3

Omodelo epidemiol�ogico com coinfec�c~ao, referido como modelo SI1I2I3,

consiste de um sistema de quatro equa�c~oes diferenciais ordin�arias para os estados

S(t), I1(t), I2(t) e I3(t). A infec�c~ao pelo BCCV, o qual chamaremos de v��rus 1,

est�a representada pelo estado I1 e �e transmitida horizontalmente entre os roedores,

enquanto que a infec�c~ao pelo TAMV, o qual chamaremos de v��rus 2, est�a repre-

sentada pelo estado I2 e �e transmitida tanto horizontalmente quanto verticalmente

entre estes animais; a infec�c~ao por ambos os v��rus est�a representada pelo estado I3.

Como todo modelo tipo SI, n~ao existe recupera�c~ao da doen�ca, isto �e, a infec�c~ao �e

por toda a vida.

Na Figura 3.1 tra�camos um uxograma envolvendo estes quatro com-

partimentos, correspondendo �as hip�oteses que discriminaremos abaixo.

Figura 3.1: Fluxograma para o modelo SI1I2I3. Conven�c~ao adotada: suscet��veis
S(t) (em preto), infecciosos I1(t) (em laranja), infecciosos I2(t) (em ver-
melho) e infecciosos I3(t) (em marrom).
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� Dependência de densidade, para crescimento da popula�c~ao na

ausência da doen�ca

Sendo N(t), a popula�c~ao total de hospedeiros, consideraremos uma

fun�c~ao f(N) que representa a taxa de crescimento per capita da popula�c~ao hos-

pedeira, se n~ao houver infec�c~ao, ou seja:

1

N

dN

dt
= f(N): (3.2)

De�niremos uma fun�c~ao f(N) que satisfa�ca as seguintes suposi�c~oes:

(a) f 2 C1[0;1);

(b) Representando por b, a taxa per capita de nascimento da popula�c~ao

hospedeira, sup~oe-se que 0 < f(0) < b;

(c) f
0

(N) < 0 para N > 0, ou seja, f(N) �e uma fun�c~ao mon�otona

decrescente de N ;

(d) existe uma constante K > 0, chamada capacidade de suporte do

meio ambiente para a popula�c~ao em quest~ao, tal que f(K) = 0.

As condi�c~oes acima implicam que, para N(0) > 0 e na ausência da

infec�c~ao, tem-se limt!1N(t) = K. O papel desta fun�c~ao, f(N), deve ser o de

prever a existência de um equil��brio em N = K.

Uma forma simples para uma fun�c~ao f(N) que satisfa�ca as suposi�c~oes

(a)-(d) �e a fun�c~ao de crescimento log��stico:

f(N) = r

�
1� N

K

�
; (3.3)

onde r < b, e r �e a taxa per capita de crescimento intr��nseco da popula�c~ao N(t).

Esta fun�c~ao est�a envolvida nas quatro setas verdes Sf(N) e Iif(N), i = 1; 2; 3, na

Figura 3.1.
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� Nascimentos nas classes de portadores do v��rus 2

A transmiss~ao vertical do v��rus 2 pode ser imperfeita, isto �e, incompleta,

e portanto, os rec�em-nascidos da classe I2(t) podem ser suscet��veis ou infectados

(infecciosos). Assim, a taxa de procria�c~ao da classe I2(t) �e dividida em duas partes,

a express~ao (b � b2)I2, onde b > b2, representa a taxa de indiv��duos que nascem

infectados, e o termo b2I2 (seta vertical vermelha entrando em S, na Figura 3.1), �e

a taxa de indiv��duos que nascem saud�aveis, ou seja, que pertencer~ao �a classe S(t).

Os rec�em-nascidos da classe I3(t) ser~ao ou infectados com o v��rus 2 a

uma taxa de procria�c~ao (b� b2)I3 (seta vertical marrom entrando em I2, na Figura

3.1), ou suscet��veis, a uma taxa de procria�c~ao b2I3 (seta vertical marrom entrando

em S, na Figura 3.1).

Quando b2 = 0, existir�a transmiss~ao vertical perfeita, ou seja, toda a

prole das classes I2 e I3, nascer�a infectada pelo v��rus TAMV.

� Mortes naturais

Considerando que um decrescimento �e uma contribui�c~ao negativa, temos:

Iif(N) = bIi + mortes naturais; (3.4)

donde conclu��mos que as express~oes Ii[f(N) � b] < 0, i = 1; 2; 3, representam o

decrescimento do tamanho da popula�c~ao devido �a dependência de densidade, na

taxa de morte natural.

� Mortes devido �a doen�ca

Os termos diIi, i = 1; 2; 3, s~ao as taxas de mortes relacionadas �a doen�ca

(seta vertical laranja, vermelha e marrom saindo de I1, I2 e I3, respectivamente, na

Figura 3.1).
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No caso do v��rus BCCV e TAMV, os coe�cientes di s~ao muito pequenos

e podem estar pr�oximos de zero. Os roedores servem como portadores e s~ao rara-

mente afetados por estes v��rus.

Consideraremos que, o coe�ciente da taxa de morte devido �a coinfec�c~ao,

seja maior ou igual ao coe�ciente da taxa de morte de uma �unica infec�c~ao, ou seja,

d3 � maxfd1; d2g: (3.5)

� Taxas de transmiss~ao horizontal das infec�c~oes aos suscet��veis

As express~oes
�iSIi
N

, i = 1; 2; 3, est~ao relacionadas �as taxas de trans-

miss~ao horizontal das infec�c~oes aos indiv��duos suscet��veis (setas horizontais pretas

saindo de S, na Figura 3.1).

No caso de uma �unica infec�c~ao, a express~ao
�iSIi
N

, i = 1; 2, �e a taxa de

passagem da classe dos suscet��veis para a i-�esima classe de infecciosos.

Quando um indiv��duo coinfectado encontra um indiv��duo suscet��vel,

ocorrer�a a transmiss~ao de um ou ambos os v��rus. O termo
�3SI3
N

�e subdividido em

três partes, como segue:

- a express~ao
p1�3SI3

N
representa a taxa de transferência do v��rus 1

(seta marrom saindo de I3 e entrando em I1, na Figura 3.1);

- a express~ao
q1�3SI3

N
corresponde �a taxa de transferência do v��rus 2

(seta marrom saindo de I3 e entrando em I2, na Figura 3.1);

- a express~ao (1� p1 � q1)
�3SI3
N

representa a taxa de transferência de

ambos os v��rus, onde 0 < p1 + q1 � 1.
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� Taxas de transmiss~ao horizontal das infec�c~oes dos coinfectados

aos infectados

As express~oes
�3IiI3
N

, i = 1; 2, est~ao relacionadas �a passagem de uma

infec�c~ao de um indiv��duo coinfectado a outro infectado por um dos v��rus, como

segue:

- um indiv��duo coinfectado pode entrar em contato com um indiv��duo

da classe I2 e transmitir o v��rus 1 a uma taxa
p2�3I2I3

N
(seta vermelha saindo de I2

e entrando em I3, na Figura 3.1);

- um indiv��duo coinfectado pode entrar em contato com um indiv��duo

da classe I1 e transmitir o v��rus 2 a uma taxa
q2�3I1I3

N
(seta laranja saindo de I1 e

entrando em I3, na Figura 3.1).

�E poss��vel que os valores p1 e q1 n~ao sejam iguais a p2 e q2, respectiva-

mente. Por�em, por simplicidade de an�alise, vamos supor que:

p1 = p2 = p e q1 = q2 = q: (3.6)

� Taxas de transmiss~ao horizontal das infec�c~oes entre infectados

Do encontro entre indiv��duos infectados, poder�a haver a passagem para

o compartimento dos coinfectados, j�a que a express~ao
ci�iIiIj
N

, i; j = 1; 2, representa

o contato entre indiv��duos de duas classes infecciosas, pelo qual o i-�esimo v��rus �e

transmitido �a j-�esima classe infecciosa, de modo que existir�a coinfec�c~ao, ou seja, a

transferência para a classe I3. Tal transferência depender�a do coe�ciente �i (cons-

tante da taxa de transmiss~ao do v��rus a partir do indiv��duo doente) e tamb�em do

coe�ciente ci (poss��vel imunidade do hospedeiro). Estes termos est~ao representados

por uma seta laranja saindo de I1 e entrando em I3,

�
c2�2I1I2

N

�
, e por uma seta

vermelha saindo de I2 e entrando em I3,

�
c1�1I1I2

N

�
, na Figura 3.1.

Poder�a haver imunidade cruzada parcial para um ou outro v��rus, onde

0 � ci � 1, i = 1; 2.
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Quando c1 = 0, um indiv��duo est�a imune �a infec�c~ao pelo v��rus 1, se

anteriormente infectado pelo v��rus 2 e caso contr�ario, se c2 = 0, um indiv��duo est�a

imune �a infec�c~ao pelo v��rus 2, se anteriormente infectado pelo v��rus 1. Se 0 < ci < 1,

i = 1; 2, existir�a imunidade cruzada parcial. No caso de c1 = c2 = 1, n~ao existir�a

imunidade para nenhum dos v��rus.

Se ci = 0, i = 1; 2, existir�a imunidade cruzada total, isto �e, o coe�ciente

da taxa de transmiss~ao de coinfec�c~ao, �3, ser�a considerado nulo.

Embora possa ser o caso que c1 6= c2, adotaremos por simplicidade que:

c1 = c2 = c; (3.7)

e que o coe�ciente da taxa de transmiss~ao de coinfec�c~ao, �3, esteja relacionado com

�1, �2 e c atrav�es de:

�3 = c(�1 + �2): (3.8)

� Suposi�c~oes adicionais

1) As rela�c~oes entre as constantes �i, i = 1; 2; 3, depender~ao dos v��rus

envolvidos. Uma suposi�c~ao biologicamente razo�avel �e que a taxa de transmiss~ao

horizontal do v��rus 2, que tamb�em �e transmitido verticalmente, seja menor que a

taxa de transmiss~ao do v��rus 1, que �e transmitido apenas horizontalmente. Assim,

estabelecemos a seguinte condi�c~ao entre as taxas per capita de transmiss~ao horizontal

dos v��rus 1 e 2:

�2 � �1: (3.9)

Os autores, deste modelo, consideraram que, para um v��rus transmitido

verticalmente, o modo principal de transmiss~ao �e do indiv��duo infeccioso �a sua prole,

assim, a transmiss~ao horizontal �e geralmente menos importante.

2) Em conseq�uência da condi�c~ao (3.9) podemos concluir que as cons-

tantes das taxas de mortes relacionadas com a doen�ca satisfazem:

d2 � d1: (3.10)
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As rela�c~oes (3.9) e (3.10) s~ao razo�aveis do ponto de vista biol�ogico. Em

discuss~oes de evolu�c~ao de virulências, �e considerado geralmente que os parâmetros

� e d n~ao s~ao independentes, mas que d est�a em fun�c~ao de �.

3) O per��odo de incuba�c~ao para a infec�c~ao �e nulo.

4) O per��odo de latência para a infec�c~ao �e nulo, assim, todo o indiv��duo

infectado �e infeccioso.

5) O per��odo de gesta�c~ao �e nulo e as rec�em-nascidas s~ao instantanea-

mente f�erteis, podendo procriar imediatamente.

Salientamos tamb�em que todos os parâmetros aqui envolvidos s~ao po-

sitivos, com exce�c~ao de c, b2, p, q e �3, que tamb�em poder~ao ser nulos.

Na pr�oxima se�c~ao, escreveremos o sistema de equa�c~oes diferenciais que

se enquadra nas suposi�c~oes descritas acima, o qual ser�a abordado por t�ecnicas

anal��ticas e computacionais.

3.3 Formula�c~ao do modelo SI1I2I3

O sistema de equa�c~oes diferenciais correspondente ao modelo em quest~ao

�e:8>>>>>>>>>>>><
>>>>>>>>>>>>:

dS

dt
= S

�
f(N)� �1

I1
N
� �2

I2
N
� �3

I3
N

�
+ bI1 + b2(I2 + I3)

dI1
dt

= I1

�
f(N)� b+ �1

S

N
� c�2

I2
N
� q�3

I3
N
� d1

�
+ p�3

S

N
I3

dI2
dt

= I2

�
f(N)� b2 + �2

S

N
� c�1

I1
N
� p�3

I3
N
� d2

�
+ (b� b2)I3 + q�3

S

N
I3

dI3
dt

= I3

�
f(N)� b+

�
(1� p� q)

S

N
+ q

I1
N

+ p
I2
N

�
�3 � d3

�
+

�
c�1 + c�2

N

�
I1I2;

(3.11)

onde f(N) = r

�
1� N

K

�
, tal como dada em (3.3) e as condi�c~oes iniciais para o

sistema (3.11), satisfazem:

S(0) � 0; I1(0) � 0; I2(0) � 0; I3(0) � 0: (3.12)
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Adicionando ambos os lados de (3.11) e lembrando (3.1), o tamanho da

popula�c~ao total, obtemos:

dN

dt
= Nf(N)� (d1I1 + d2I2 + d3I3); (3.13)

que se reduz para (3.2) quando I1 = I2 = I3 = 0.

Desde que:

Nf(N) 6= d1I1 + d2I2 + d3I3; (3.14)

a popula�c~ao total n~ao se conserva.

Na pr�oxima se�c~ao, iremos estudar os submodelos do modelo SI1I2I3,

estabelecido acima. Uma vez de�nido cada subsistema, iremos realizar uma an�alise

detalhada do mesmo, encontraremos os pontos de equil��brio e determinaremos as

suas condi�c~oes de estabilidade, calcularemos os parâmetros relevantes, efetuaremos

a adimensionaliza�c~ao dos submodelos, apresentaremos a solu�c~ao num�erica de cada

subsistema atrav�es do software Maple, e tamb�em discutiremos estes subsistemas sob

o enfoque de propor�c~oes. Com este estudo, pretendemos conhecer o comportamento

das quatro subpopula�c~oes que comp~oem o modelo dado em (3.11).

Antes de iniciarmos a pr�oxima se�c~ao, vamos estabelecer as unidades

dos parâmetros e das vari�aveis envolvidas no sistema (3.11), e tamb�em as novas

vari�aveis adimensionais, as quais ser~ao utilizadas para determinarmos os subsistemas

adimensionalizados de cada submodelo a ser estudado.

As unidades dos parâmetros, todas n~ao negativas, do sistema (3.11)

s~ao:

[K] = [N ]; [r] = [b] = [b2] = [t]�1;

[�1] = [�2] = [�3] = [t]�1;

[d1] = [d2] = [d3] = [t]�1;

[p] = [q] = [c] = [ ]0;

onde [ ]0 indica que �e adimensional.
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Para as vari�aveis dependentes, n~ao negativas, temos:

[S] = [I1] = [I2] = [I3] = [N ] = indiv��duos.

Para adimensionalizar os subsistema do modelo SI1I2I3, de�nimos as

novas vari�aveis dependentes adimensionais,

x � S

K
; y1 � I1

K
; y2 � I2

K
; y3 � I3

K
; n � N

K
; (3.15)

todas variando entre 0 e 1, pois, consideraremos que S + I1 + I2 + I3 � K, o que

implica em x+ y1 + y2 + y3 � 1 e n � 1.

Observamos que as vari�aveis adimensionais x, y1, y2 e y3 s~ao simples-

mente raz~oes de indiv��duos suscet��veis e infecciosos, respectivamente, em rela�c~ao �a

capacidade de suporte K.

Quanto �a vari�avel independente \tempo" adimensional, esta ser�a de�nida

separadamente em cada submodelo.

Para completar as diversas abordagens referentes aos submodelos do

modelo SI1I2I3 trabalharemos com estes, atrav�es de um sistema de propor�c~oes.

Neste enfoque, o n�umero de vari�aveis dos subsistemas �e reduzido, o que facilitar�a os

c�alculos envolvidos.

Para N(t) 6= 0, de�niremos as seguintes propor�c~oes:

s(t) � S(t)

N(t)
; i1(t) � I1(t)

N(t)
; i2(t) � I2(t)

N(t)
; i3(t) � I3(t)

N(t)
; (3.16)

e portanto, de (3.1), temos que:

s+ i1 + i2 + i3 = 1: (3.17)

Observamos que pela Equa�c~ao (3.13) que mesmo tendo N 0(t) 6= 0, isto

�e, sem conserva�c~ao da popula�c~ao total, ao trabalharmos com as propor�c~oes estabe-

lecidas em (3.16), temos que:

s0(t) + i01(t) + i02(t) + i03(t) = 0; (3.18)

evidenciando a conserva�c~ao da propor�c~ao total.
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3.4 Submodelos do modelo SI1I2I3

Antes de analisar o sistema (3.11), [Allen et al.(2003)] realizaram o es-

tudo de casos particulares deste modelo, com o objetivo de melhor compreendê-lo.

Nas pr�oximas subse�c~oes, de�niremos submodelos do modelo geral SI1I2I3, os quais

nos permite utilizar t�ecnicas de abordagem que facilitam seu entendimento, obtendo

a dinâmica de cada um.

3.4.1 Submodelo SI1

O submodelo SI1 de�ne a propaga�c~ao do v��rus 1, BCCV, na popula�c~ao

hospedeira. Para este v��rus n~ao existe transmiss~ao vertical e trabalharemos, por-

tanto, apenas com um v��rus que �e transmitido pelo contato entre os indiv��duos desta

popula�c~ao. Representaremos por S(t) o n�umero de indiv��duos suscet��veis, por I1(t)

o n�umero de indiv��duos infecciosos na popula�c~ao hospedeira N(t). Este submodelo

�e obtido a partir do modelo estabelecido em (3.11), eliminando os compartimentos

I2 e I3.

Na Figura 3.2 apresentamos o uxograma correspondente ao submodelo

SI1.

Figura 3.2: Fluxograma para o submodelo SI1. A conven�c~ao adotada �e a mesma da
Figura 3.1.
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3.4.1.1 Formula�c~ao do submodelo SI1

De (3.11), reca��mos, portanto em:

8>>><
>>>:

dS

dt
= S

�
f(N)� �1

I1
N

�
+ bI1

dI1
dt

= I1

�
f(N)� b+ �1

S

N
� d1

�
;

(3.19)

onde f(N) foi de�nida em (3.3) e as condi�c~oes iniciais para o subsistema (3.19),

satisfazem:

S(0) � 0; I1(0) � 0: (3.20)

Adicionando ambos os lados de (3.19) e fazendo uso de (3.1), obtemos

a equa�c~ao diferencial para a popula�c~ao total N(t) dada em (3.13), com I2 = 0 e

I3 = 0, que se reduz para (3.2) quando I1 = 0.

3.4.1.2 Pontos de equil��brio do submodelo SI1

Para encontrar as poss��veis solu�c~oes de equil��brio (S�; I�1 ) do subsistema

(3.19), igualamos o lado direito das equa�c~oes diferenciais a zero, donde obtemos:
8>>><
>>>:

S�
�
f(N�)� �1

I�1
N�

�
+ bI�1 = 0

I�1

�
f(N�)� b+ �1

S�

N�
� d1

�
= 0:

(3.21)

Determinamos três pontos de equil��brio no espa�co de fase (das vari�aveis

dependentes), que s~ao:

� O ponto de equil��brio trivial E0 = (0; 0), que corresponde a N� = 0,

isto �e, popula�c~ao total nula.

� O equil��brio E1 = (K; 0), livre da doen�ca, pois neste caso, n~ao existe

nenhum indiv��duo infectado na popula�c~ao em equil��brio.
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� O ponto de equil��brio endêmico E2 = (S�; I�1 ), onde na popula�c~ao

em equil��brio temos indiv��duos suscet��veis e indiv��duos infecciosos. As

coordenadas deste ponto s~ao:

S� =
bK(r(�1 � d1)� d1(�1 � b� d1))

r(d1 � �1)2
;

I�1 =
(�1 � b� d1)

b
S�; (3.22)

desde que �1 6= d1. Este ponto �e biologicamente vi�avel se:

r(�1 � d1)

d1(�1 � b� d1)
> 1 e

�1
b+ d1

> 1: (3.23)

3.4.1.3 Determina�c~ao do parâmetro R
(1)
0

Um parâmetro muito importante e �util na discuss~ao de modelos de

doen�cas �e o coe�ciente reprodutivo b�asico do agente infectante. Tal valor

depende da biologia do organismo infeccioso, da ecologia (meio ambiente) e de fatores

sociais que inuenciam a transmiss~ao e a taxa de recupera�c~ao da infec�c~ao.

Este parâmetro ser�a representado aqui por R
(1)
0 e �e de�nido como sendo

o n�umero de casos secund�arios produzidos, em m�edia, por um indiv��duo infectado,

durante o seu tempo de infecciosidade, quando ele for introduzido em uma popula�c~ao

na qual todos os indiv��duos s~ao suscet��veis.

Para o submodelo (3.19), o parâmetro R
(1)
0 �e determinado da seguinte

maneira:

a) Visto que o n�umero de novas infec�c~oes por unidade de tempo �e
�1SI1
N

, cada infectivo produz
�1S

N
infec�c~oes por unidade de tempo.

Tomando S = N (todos os indiv��duos s~ao suscet��veis), teremos �1 novas

infec�c~oes por unidade de tempo.

Como a taxa de remo�c~ao de infecciosos �e (b+ d1)I1, o tempo m�edio da

infecciosidade �e
1

b+ d1
.
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Portanto, em uma popula�c~ao na qual todos os indiv��duos s~ao suscet��veis,

um infeccioso produzir�a
�1

b+ d1
novos infecciosos secund�arios, durante seu per��odo

de infecciosidade.

De�nimos, ent~ao o coe�ciente reprodutivo b�asico, como o n�umero

R
(1)
0 , adimensional, dado por:

R
(1)
0 �

�1
b+ d1

: (3.24)

b) Outra forma para determinar R
(1)
0 , baseia-se no seguinte racioc��nio.

Supondo que uma pequena propor�c~ao de infecciosos seja introduzida em uma popu-

la�c~ao totalmente suscet��vel, a pergunta �e: a infec�c~ao crescer�a e se espalhar�a, ou ela

desaparecer�a?

A resposta �e que uma epidemia se estabelece quando o n�umero de in-

fectados aumentar, ou seja, I 01(t) > 0. Portanto, usando (3.19), temos que:

I1

�
f(N)� b+ �1

S

N
� d1

�
> 0; (3.25)

o que fornece:

f(N) + �1
S

N
b+ d1

> 1: (3.26)

Considerando uma popula�c~ao onde todos s~ao suscet��veis, no in��cio da

epidemia, teremos a inequa�c~ao em (3.26), com S = N e estando a popula�c~ao ini-

cialmente em equil��brio (f(N) = 0),

�1
b+ d1

> 1: (3.27)

O lado esquerdo de (3.27), �e exatamente igual ao R
(1)
0 encontrado an-

teriormente em (3.24).



3 Modelo SI1I2I3 32

3.4.1.4 Determina�c~ao do limiar P1

Existem valores limiares adicionais, relacionados com a extin�c~ao da po-

pula�c~ao (Andreasen (1989) apud [Allen et al.(2003)]) e que dependem do tamanho

N� desta, nos estados de equil��brio.

Este valor limiar ser�a denotado aqui por P1 e ser�a chamado de n�umero

reprodutivo b�asico para a popula�c~ao, j�a que ele depende da taxa de crescimento

da popula�c~ao atrav�es da fun�c~ao f(N).

A popula�c~ao N� em equil��brio deve satisfazer a seguinte condi�c~ao:

f(N�) = d1
I�1
N�

; (3.28)

obtida igualando a zero o lado direito da Equa�c~ao (3.13) com I2 = 0 e I3 = 0.

A seguir mostraremos, atrav�es do gr�a�co apresentado na Figura 3.3, da

fun�c~ao f(N), dada em (3.3), versus N , que a ocorrência de equil��brio endêmico, sem

que haja extin�c~ao da popula�c~ao, implica em 0 � f(N�) < f(0).

Figura 3.3: Apresenta�c~ao da fun�c~ao f(N) de�nida em (3.3), com v�arias possibili-
dades para f(N�).

Vejamos:

a) Se f(N�) < 0, teremos N� > K, neste caso N� excederia a capaci-

dade de suporte do meio ambiente.
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b) Se 0 � f(N�) < f(0), teremos 0 < N� � K, neste intervalo, a

popula�c~ao n~ao corre riscos de extin�c~ao.

c) Se f(N�) = f(0), teremos N� = 0, que representa a extin�c~ao da

popula�c~ao.

d) Se f(N�) > f(0), teremos N� < 0, que �e biologicamente invi�avel.

Conclu��mos, portanto, o seguinte:

Para que exista popula�c~ao no equil��brio endêmico E2, deveremos ter

0 � f(N�) < f(0), donde:

f(0)

f(N�)
> 1; (3.29)

ou seja, usando a Equa�c~ao (3.28) temos:

N�
f(0)

d1I�1
> 1: (3.30)

Desta forma, o n�umero adimensional P1, que precisa ser maior do que 1

para que o equil��brio endêmico corresponda a uma popula�c~ao que n~ao v�a �a extin�c~ao,

�e:

P1 � N�
f(0)

d1I�1
: (3.31)

3.4.1.5 An�alise de estabilidade referente ao submodelo SI1

A an�alise de estabilidade dos pontos de equil��brio do submodelo SI1

ser�a realizada atrav�es do estudo do plano de fase e da lineariza�c~ao deste subsistema.

a) Estudo do plano de fase do submodelo SI1

Pela an�alise do plano de fase do submodelo SI1, mostraremos que a

existência e a estabilidade dos pontos de equil��brio do subsistema (3.19) dependem

dos valores do parâmetro R
(1)
0 e do limiar P1.
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Como o subsistema (3.19) �e autônomo, poderemos representar no plano

de fase das vari�aveis dependentes S e I1, as curvas que satisfazem S 0(t) = 0 e

I 01(t) = 0, isto �e, as is�oclinas de inclina�c~ao nula (nullclines) deste subsistema.

Da primeira equa�c~ao em (3.19) obtemos a nullcline de S, isto �e, que

corresponde a S 0(t) = 0:

S

�
f(N)� �1

I1
N

�
+ bI1 = 0; (3.32)

que est�a apresentada pela curva (em preto) nas Figuras 3.4 e 3.5. As trajet�orias

interceptam esta curva verticalmente (sem componente horizontal). O primeiro

quadrante �e dividido por esta curva em duas partes. Uma parte com setas horizontais

apontando para a esquerda, quando S 0(t) < 0, outra parte com setas horizontais

apontando para a direita, quando S 0(t) > 0.

Da segunda equa�c~ao em (3.19) obtemos as nullclines de I1, ou seja, que

correspondem a I 01(t) = 0:

I1 = 0 e f(N)� b+ �1
S

N
� d1 = 0; (3.33)

que est~ao apresentadas pelas curvas (em laranja) nas Figuras 3.4 e 3.5.

Sobre as curvas I 01(t) = 0, isto �e, sobre o eixo S e sobre a curva:

f(N)� b+ �1
S

N
� d1 = 0; (3.34)

temos setas horizontais (sem componente vertical). Esta curva divide o primeiro

quadrante em duas partes. Uma parte com setas verticais apontando para baixo,

quando I 01(t) < 0, outra parte com setas verticais apontando para cima, quando

I 01(t) > 0.

Do encontro de uma nullcline de S com uma nullcline de I1 temos

um ponto de equil��brio. Observamos que, com as condi�c~oes da Figura 3.4, isto �e,

R
(1)
0 > 1 e P1 > 1, o ponto de equil��brio endêmico E2 = (S�; I�1 ), dado em (3.22), �e

est�avel, as setas se aproximam deste ponto.
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Para tra�carmos os campos de dire�c~oes apresentados nas Figuras 3.4 (b)

e 3.5, usamos o comando d�eldplot do software Maple com o subsistema (3.19). As

setas tra�cadas pelo Maple s~ao o resultado da composi�c~ao que manualmente cons-

tru��mos na Figura 3.4 (a) a partir dos sinais das derivadas S 0(t) e I 01(t).

Os valores dos parâmetros utilizados para construirmos os gr�a�cos das

Figuras 3.4 e 3.5 est~ao apresentados na Tabela 3:1.

Figura K r b �1 d1

3.4 (a) e (b) 100 2; 5 5 9; 6 0; 4
3.5 (a) 100 2; 5 5; 5 6 1
3.5 (b) 100 2; 5 5; 5 6 0; 5

Tabela 3.1: Valores dos parâmetros utilizados nos gr�a�cos referentes ao submodelo
SI1.

Figura 3.4: As nullclines e componentes do campo de dire�c~oes, de S (em preto) e de
I1 (em laranja), no primeiro quadrante do plano de fases do subsistema

SI1; para R
(1)
0 > 1 e P1 > 1.

Pela Figura 3.5, observamos que para R
(1)
0 � 1, o �unico ponto de equi-

l��brio est�avel �e E1 = (K; 0).

Quando R
(1)
0 > 1 e P1 < 1, como ser�a veri�cado na Figura 3.7 (a), o

ponto de equil��brio est�avel �e E0 = (0; 0), o equil��brio trivial.
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Figura 3.5: As nullclines e componentes do campo de dire�c~oes, de S (em preto) e de
I1 (em laranja), no primeiro quadrante do plano de fases do subsistema

SI1; (a) R
(1)
0 < 1, (b) R

(1)
0 = 1.

b) Lineariza�c~ao do submodelo SI1

Vamos estudar a estabilidade de cada ponto de equil��brio do submodelo

SI1 usando a t�ecnica de lineariza�c~ao (ver apêndice C).

Dado o sistema:

8><
>:

dS

dt
= f(S; I1)

dI1
dt

= g(S; I1);

(3.35)

onde:

f(S; I1) � S

�
f(N)� �1

I1
N

�
+ bI1;

g(S; I1) � I1

�
f(N)� b+ �1

S

N
� d1

�
;

queremos analisar o comportamento das trajet�orias deste subsistema, na vizinhan�ca

dos pontos de equil��brio.

Do sistema linearizado, temos:

2
664

dS

dt

dI1
dt

3
775 �= J(S�; I�1 )

2
64 S � S�

I1 � I�1

3
75 ; (3.36)



3 Modelo SI1I2I3 37

onde J(S�; I�1 ) �e a matriz Jacobiana avaliada no ponto (S
�; I�1 ):

J(S�; I�1 ) =

2
4 a11 a12

a21 a22

3
5

S=S�

I1=I
�

1

(3.37)

sendo:

a11 =
@f

@S
; a12 =

@f

@I1
; a21 =

@g

@S
e a22 =

@g

@I1
.

Portanto, os elementos da matriz Jacobiana1, que s~ao os coe�cientes do

sistema linearizado (3.36) s~ao:

a11 = r

�
1� N�

K

�
� �1I

�

1

N�
+ S�

�
� r

K
+

�1I
�

1

(N�)2

�
;

a12 = S�
�
� r

K
� �1
N�

+
�1I

�

1

(N�)2

�
+ b;

a21 = I�1

�
� r

K
+

�1
N�
� �1S

�

(N�)2

�
;

a22 = r

�
1� N�

K

�
� b+

�1S
�

N�
� d1 � I�1

�
r

K
+

�1S
�

(N�)2

�
.

Uma vez obtida a matriz Jacobiana do sistema (3.36) podemos calcular

o seu tra�co (T ), o seu determinante (D), e o valor do seu discriminante � = T 2�4D,

bem como os autovalores do polinômio caracter��stico desta matriz, para a partir

da��, analisar (sempre que poss��vel) a estabilidade linear de cada ponto de equil��brio

encontrado.

Desta an�alise, chegamos aos seguintes resultados:

1) Para o ponto de equil��brio E0 = (0; 0), este procedimento n~ao ser�a

empregado pois, N� = 0 n~ao pode ser substitu��do nos elementos aij, i; j = 1; 2, da

matriz Jacobiana. Por�em, veri�caremos em 3.4.1.7, atrav�es de resolu�c~ao num�erica

1Todos os c�alculos mais trabalhosos, deste estudo, foram efetuados com o aux��lio do software

Maple, vers~ao 7.0.
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do subsistema SI1 que, com R
(1)
0 > 1 e P1 < 1, haver�a a extin�c~ao da esp�ecie, ou

seja, este equil��brio ser�a est�avel.

2) Para o ponto de equil��brio E1 = (K; 0), temos os seguintes autova-

lores:

�1 = �r e �2 = �1 � b� d1: (3.38)

Este ponto de equil��brio ser�a est�avel desde que seus autovalores sejam

negativos. De (3.38) conclu��mos que, se R
(1)
0 � 1 isto ocorrer�a.

3) Para o ponto de equil��brio endêmico E2 = (S�; I�1 ), dado em (3.22),

temos os seguintes autovalores:

�1 = b+ d1 � �1 e �2 = d1 � r � bd1
�1 � d1

: (3.39)

Neste caso, al�em do parâmetro R
(1)
0 > 1, tamb�em necessitamos do valor

limiar P1 > 1 (persistência da popula�c~ao no equil��brio endêmico), para garantirmos

que este ponto de equil��brio seja est�avel.

Os resultados obtidos pela an�alise de estabilidade linear local dos pontos

de equil��brio do submodelo SI1, podem ser sintetizados na Tabela 3:2.

Parâmetro Limiar Doen�ca se E0 E1 E2 Interpreta�c~ao do

R
(1)
0 P1 estabelece? (0; 0) (K; 0) (S�; I�1 ) equil��brio est�avel

R
(1)
0 � 1 �� n~ao e.i. e.e. � livre da doen�ca

P1 < 1 sim e.e. e.i. � extin�c~ao de S e I1
R

(1)
0 > 1 P1 > 1 sim e.i. e.i. e.e. equil��brio S e I1

Tabela 3.2: Estabilidade linear dos equil��brios do submodelo SI1; e.i. equil��brio
inst�avel, e.e. equil��brio est�avel, � equil��brio n~ao �e de�nido, �� n~ao de-
pende desta condi�c~ao.

Salientamos que a condi�c~ao de existência do ponto de equil��brio endêmico,

E2, coincide com a de sua estabilidade.
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Ainda, o fato de n~ao existir equil��brio endêmico n~ao signi�ca que a

doen�ca n~ao se estabele�ca. No caso R
(1)
0 > 1 e P1 < 1, o equil��brio endêmico n~ao �e

de�nido; no entanto, a infec�c~ao leva �a extin�c~ao da esp�ecie.

3.4.1.6 Adimensionaliza�c~ao do submodelo SI1

As unidades dos parâmetros e das vari�aveis envolvidas no subsistema

(3.19), bem como as novas vari�aveis dependentes adimensionais, foram estabelecidas

na se�c~ao 3.3.

De�nimos aqui, a vari�avel independente � , atrav�es de:

� � (b+ d1)t: (3.40)

O sistema adimensionalizado encontrado �e:8>>><
>>>:

dx

d�
=

x

b+ d1

�
r(1� n)� �1y1

n

�
+

by1
b+ d1

dy1
d�

=
y1

b+ d1

�
r(1� n)� b+

�1x

n
� d1

�
:

(3.41)

Supondo ainda, que esta popula�c~ao esteja em equil��brio (f(N) = 0),

obtemos n = 1, e o sistema (3.41) torna-se:8>><
>>:

dx

d�
=

�
b

�1
� x

�
R

(1)
0 y1

dy1
d�

= (R
(1)
0 x� 1)y1;

(3.42)

onde R
(1)
0 foi de�nido anteriormente em (3.24).

Sabemos que para ocorrer uma epidemia devemos ter y01(�) > 0, o que

de (3.42), com x = 1 (toda a popula�c~ao �e suscet��vel), implica em: R
(1)
0 > 1.

3.4.1.7 Solu�c~ao num�erica do submodelo SI1

Nas Figuras 3.6 e 3.7, apresentamos em um mesmo sistema de eixos

coordenados os gr�a�cos da solu�c~ao S(t) e I1(t), em fun�c~ao do tempo t, do subsistema
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(3.19), para valores diferentes do parâmetroR
(1)
0 e do limiar P1. Os valores da solu�c~ao

foram obtidos atrav�es de resolu�c~ao num�erica feita pelo software Maple.

Os valores dos parâmetros utilizados para construirmos os gr�a�cos das

Figuras 3.6 e 3.7 est~ao apresentados na Tabela 3:3.

Figura K r b �1 d1

3.6 (a) 100 2; 5 5 9; 6 0; 4
3.6 (b) 100 2; 5 5; 5 6 1
3.7 (a) 100 0; 1 4 6; 5 2
3.7 (b) 100 2; 5 5; 5 6 0; 5

Tabela 3.3: Valores dos parâmetros utilizados nos gr�a�cos referentes ao submodelo
SI1.

Na Figura 3.6 (a), com R
(1)
0 > 1 e P1 > 1, vemos que inicialmente o

n�umero de indiv��duos infectivos aumenta, enquanto o n�umero de indiv��duos suscet��veis

diminui at�e ambos estabelecerem o equil��brio endêmico E2 = (50; 4; 42; 3), onde o

grupo de suscet��veis supera, em n�umero, a classe dos infectivos.

Atrav�es da Figura 3.6 (b), com R
(1)
0 < 1, vemos que a popula�c~ao atinge

o equil��brio livre da doen�ca, E1 = (100; 0). Nesta situa�c~ao, o n�umero de indiv��duos

suscet��veis aumenta at�e o valorK = 100, enquanto o n�umero de indiv��duos infectivos

tende a zero.

Figura 3.6: Varia�c~ao temporal do n�umero de suscet��veis S(t) (em preto) e de infec-

ciosos I1(t) (em laranja) do submodelo SI1; (a) R
(1)
0 > 1 e P1 > 1, (b)

R
(1)
0 < 1.
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Figura 3.7: Varia�c~ao temporal do n�umero de suscet��veis S(t) (em preto) e de infec-

ciosos I1(t) (em laranja) do submodelo SI1; (a) R
(1)
0 > 1 e P1 < 1, (b)

R
(1)
0 = 1.

Pela Figura 3.7 (a), com R
(1)
0 > 1 e P1 < 1, vemos que as classes de

indiv��duos suscet��veis e infectivos, diminuem em n�umero, at�e ambas alcan�carem o

equil��brio E0 = (0; 0), que representa a extin�c~ao da esp�ecie.

A Figura 3.7 (b), mostra que para R
(1)
0 = 1 a popula�c~ao estabelece

o equil��brio E1. Esta situa�c~ao se comparada com aquela vista na Figura 3.6 (b),

conclu��mos que nesta, a classe infectiva demora um pouco mais para ser extinta.

3.4.1.8 Modelo de propor�c~oes si1

Pela Equa�c~ao (3.16), de�nida na se�c~ao 3.3, com i2 = 0 e i3 = 0, jun-

tamente com o subsistema (3.19), podemos escrever o submodelo SI1 atrav�es de

propor�c~oes de indiv��duos suscet��veis e infecciosos, donde vem:8><
>:

ds

dt
= i1 (b+ s(d1 � �1))

di1
dt

= i1 (�1s� b� d1(1� i1)) ;

(3.43)

que com a Equa�c~ao (3.17), apresentada na se�c~ao 3.3, com i2 = 0 e i3 = 0, leva �a

seguinte equa�c~ao diferencial para a propor�c~ao de indiv��duos infectivos i1:

di1
dt

= i1 (�1 � b� d1 � i1(�1 � d1)) : (3.44)

O sistema formado pelas Equa�c~oes (3.17) e (3.44) �e equivalente ao sub-

sistema (3.19).
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Evidentemente, poder��amos ter optado por trabalhar com uma equa�c~ao

diferencial para a propor�c~ao de suscet��veis s(t), ao inv�es de (3.44).

Pontos de equil��brio do modelo de propor�c~oes si1

Para encontrar as solu�c~oes de equil��brio (s�; i�1) de (3.43), usaremos as

Equa�c~oes (3.17) e (3.44). Igualando a Equa�c~ao (3.44) a zero, obtemos a coordenada

i�1 do ponto de equil��brio, o valor de s� correspondente �e calculado posteriormente,

usando a Equa�c~ao (3.17). Os pontos de equil��brio s~ao:

� Um ponto �e e1 = (1; 0), estado livre da doen�ca, pois neste caso

n~ao existe nenhum indiv��duo infectado na popula�c~ao em equil��brio; tal

ponto corresponde ao equil��brio E1 = (K; 0) do subsistema (3.19).

� Outro ponto, e2 = (s�; i�1), �e o equil��brio endêmico, onde temos in-

div��duos suscet��veis e infecciosos na popula�c~ao em equil��brio, cujas co-

ordenadas s~ao:

s� =
b

�1 � d1
e i�1 =

�1 � b� d1
�1 � d1

; (3.45)

desde que �1 6= d1. Este ponto �e biologicamente vi�avel se:

�1 > d1 e
�1

b+ d1
> 1: (3.46)

O ponto de equil��brio e2 = (s�; i�1) corresponde ao estado E2 = (S�; I�1 )

do subsistema (3.19).

Salientamos que o valor limiar P1 dado em (3.31), passa a ser escrito

como:

P1 � f(0)

d1i�1
; (3.47)

onde i�1 foi dado em (3.45).

Para o subsistema (3.19) temos o ponto de equil��brio trivial

E0 = (0; 0), ao qual corresponde N� = 0, tal equil��brio correspondente n~ao �e obtido

na abordagem com propor�c~oes, j�a que temos a conserva�c~ao s� + i�1 = 1.
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An�alise de estabilidade referente ao modelo de propor�c~oes si1

A an�alise de estabilidade dos pontos de equil��brio ser�a efetuada atrav�es

do estudo da linha de fase da equa�c~ao diferencial (3.44) (ver apêndice B).

Da equa�c~ao diferencial (3.44) temos:

di1
dt

= i1 (�1 � b� d1 � i1(�1 � d1)) ; (3.48)

que se anula para:

� i�1 = 0, que corresponde a s� = 1;

� i�1 =
�1 � b� d1
�1 � d1

, que corresponde a s� =
b

�1 � d1
.

Na Figura 3.8, identi�camos por meio de setas o comportamento de

i1(t), donde conclu��mos que i
�

1 = 0 �e um equil��brio inst�avel e i�1 =
�1 � b� d1
�1 � d1

�e um

equil��brio est�avel quando R
(1)
0 > 1 e �1 > d1.

Figura 3.8: Linha de fase para i1(t), com R
(1)
0 > 1 e �1 > d1.

Desta an�alise conclu��mos que, para R
(1)
0 > 1 e �1 > d1, o ponto de equi-

l��brio e1 = (1; 0) �e inst�avel e e2 = (s�; i�1) �e est�avel. Lembramos serem exatamente

estas as condi�c~oes de existência, dadas em (3.46), deste equil��brio. Caso R
(1)
0 < 1,

ent~ao o equil��brio livre da doen�ca �e est�avel.

Vemos que os pontos de equil��brio do modelo de propor�c~oes si1, têm sua

estabilidade garantida, sempre que satis�zerem sua condi�c~ao de existência, sendo

que, tais condi�c~oes n~ao envolvem o limiar P1. Este fato relaciona-se com a con-

serva�c~ao da soma das duas propor�c~oes, de acordo com a Equa�c~ao (3.17).
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3.4.2 Submodelo SI2 com transmiss~ao vertical imperfeita (b2 > 0)

O submodelo SI2 modela a propaga�c~ao do v��rus 2, TAMV, na popu-

la�c~ao hospedeira. Este v��rus �e principalmente transmitido verticalmente, podendo

tamb�em, ser pelo modo horizontal. Neste caso, dizemos que a transmiss~ao verti-

cal �e imperfeita, isto �e, os rec�em-nascidos da classe I2 podem ser suscet��veis ou

infecciosos. Representando por S(t) o n�umero de indiv��duos suscet��veis e por I2(t)

o n�umero de indiv��duos infecciosos, na popula�c~ao hospedeira N(t), temos que, da

taxa de procria�c~ao bI2 (o parâmetro b est�a implicitamente envolvido en f(N)), de

descendentes de m~aes infectadas (prole nascida de m~aes infectadas por unidade de

tempo), uma parte b2I2 �e suscet��vel, isto �e, estes rec�em-nascidos pertencem a S(t)

e outra (b� b2)I2 �e infectada, ou seja, nascem em I2(t). Este submodelo �e obtido a

partir do modelo estabelecido em (3.11), eliminando os compartimentos I1 e I3.

Na Figura 3.9 apresentamos o uxograma correspondente ao submodelo

SI2.

Figura 3.9: Fluxograma para o modelo SI2 com b2 > 0. A conven�c~ao adotada �e a
mesma da Figura 3.1.

3.4.2.1 Formula�c~ao do submodelo SI2 com b2 > 0

O subsistema de equa�c~oes diferenciais correspondentes �e:8>>><
>>>:

dS

dt
= S

�
f(N)� �2

I2
N

�
+ b2I2

dI2
dt

= I2

�
f(N)� b2 + �2

S

N
� d2

�
;

(3.49)
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onde f(N) foi de�nida em (3.3) e as condi�c~oes iniciais para o subsistema (3.49),

satisfazem:

S(0) � 0; I2(0) � 0: (3.50)

Da soma das equa�c~oes em (3.49) juntamente com a Equa�c~ao (3.1),

obtemos a equa�c~ao diferencial para a popula�c~ao total N(t) dada em (3.13), com

I1 = 0 e I3 = 0, que se reduz para (3.2) quando I2 = 0.

O subsistema (3.49) �e an�alogo ao submodelo SI1, onde em vez de I1,

b, �1 e d1 temos I2, b2, �2 e d2, respectivamente. Logo, a an�alise do submodelo SI2

coincidir�a com a do subsistema (3.19), apresentada na subse�c~ao 3.4.1.

3.4.2.2 Pontos de equil��brio do submodelo SI2 com b2 > 0

Para encontrar as poss��veis solu�c~oes de equil��brio (S�; I�2 ), �xamos em

zero o lado direito das equa�c~oes diferenciais (3.49). Os equil��brios determinados s~ao:

� Os pontos de equil��brio trivial E0 = (0; 0), e livre da doen�ca

E1 = (K; 0);

� O ponto de equil��brio endêmico E3 = (S�; I�2 ), onde temos indiv��duos

suscet��veis e infectados pelo v��rus 2 na popula�c~ao em equil��brio. As

coordenadas deste ponto s~ao:

S� =
b2K(r(�2 � d2)� d2(�2 � b2 � d2))

r(�2 � d2)2
;

I�2 =
(�2 � b2 � d2)

b2
S�; (3.51)

desde que �2 6= d2. Este ponto �e biologicamente vi�avel se:

r(�2 � d2)

d2(�2 � b2 � d2)
> 1 e

�2
b2 + d2

> 1: (3.52)

As coordenadas do ponto de equil��brio E3 s~ao idênticas as do ponto

de equil��brio endêmico E2, de�nido em (3.22), salvo feitas �aquelas modi�ca�c~oes

explicitadas em 3.4.2.1.
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3.4.2.3 Determina�c~ao do parâmetro R
(2)
0

Para o submodelo (3.49), de�niremos o parâmetro R
(2)
0 da seguinte

maneira:

O n�umero de novas infec�c~oes por unidade de tempo �e a soma das taxas

de transmiss~ao horizontal e de nascimento de infecciosos
�2SI2
N

+ (b� b2)I2 e, por-

tanto, cada infectivo produz
�2S

N
+ (b� b2) infec�c~oes por unidade de tempo.

Considerando S = N , teremos �2 + b� b2 novas infec�c~oes por unidade

de tempo.

A taxa de remo�c~ao de infecciosos �e (b+ d2)I2, isto �e, a soma das taxas

de morte natural e devido �a doen�ca, deste modo, o tempo m�edio da infecciosidade

�e
1

b+ d2
.

Assim, em uma popula�c~ao na qual todos os indiv��duos s~ao suscet��veis,

um infeccioso produzir�a
�2 + b� b2
b+ d2

novos infecciosos secund�arios durante o seu

per��odo de infecciosidade.

O coe�ciente reprodutivo b�asico, R
(2)
0 , �e de�nido por:

R
(2)
0 �

�2 + b� b2
b+ d2

: (3.53)

Da express~ao acima, observamos que o parâmetro R
(2)
0 , resulta da soma

dos termos de transmiss~ao horizontal e vertical da infec�c~ao, isto �e:

R
(2)
0 =

�2
b+ d2

+
b� b2
b+ d2

: (3.54)

Se o v��rus TAMV fosse transmitido apenas verticalmente, ent~ao �2 = 0,

e portanto R
(2)
0 < 1. Desta forma, a infec�c~ao pelo v��rus 2 n~ao atingiria n��veis

endêmicos na popula�c~ao. Conclu��mos, ent~ao, que o modo de transmiss~ao horizontal

deste agente infeccioso �e fundamental para garantir a sua propaga�c~ao.
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3.4.2.4 Determina�c~ao do limiar P2

De acordo com o exposto anteriormente, em 3.4.1.4. para garantir a

existência da popula�c~ao no equil��brio endêmico, necessitamos determinar o limiar

adimensional, representado aqui por P2, que impede a extin�c~ao da popula�c~ao devido

�a doen�ca.

A popula�c~ao N� de equil��brio deve satisfazer a seguinte condi�c~ao:

f(N�) = d2
I�2
N�

; (3.55)

obtida igualando a zero o lado direito da Equa�c~ao (3.13) com I1 = 0 e I3 = 0.

Portanto, para que a popula�c~ao permane�ca no equil��brio endêmico E3

deveremos ter:

P2 � N�
f(0)

d2I�2
> 1: (3.56)

3.4.2.5 An�alise de estabilidade referente ao submodelo SI2 com b2 > 0

A an�alise de estabilidade dos pontos de equil��brio do submodelo SI2

ser�a efetuada conforme em 3.4.1.5, feitas �aquelas modi�ca�c~oes de�nidas em 3.4.2.1.

Ent~ao omitiremos aqui alguns detalhes deste estudo, pois estes s~ao an�alogos aos

apresentados na subse�c~ao 3.4.1.

a) Estudo do plano de fase do submodelo SI2 com b2 > 0

Os valores dos parâmetros utilizados para construirmos os gr�a�cos das

Figuras 3.10 e 3.11 est~ao apresentados na Tabela 3:4.



3 Modelo SI1I2I3 48

Figura K r b2 �2 d2

3.10 (a) e (b) 100 2; 5 0; 8 1; 8 0; 02
3.11 (a) 100 2; 5 1 0; 8 0; 05
3.11 (b) 100 2; 5 0; 5 0; 8 0; 3

Tabela 3.4: Valores dos parâmetros utilizados nos gr�a�cos referentes ao submodelo
SI2 com b2 > 0.

Figura 3.10: As nullclines e componentes do campo de dire�c~oes, de S (em preto)
e de I2 (em vermelho), no primeiro quadrante do plano de fases do

subsistema SI2 com b2 > 0; para R
(2)
0 > 1 e P2 > 1.

Com as condi�c~oes da Figura 3.10, isto �e, R
(2)
0 > 1 e P2 > 1, o ponto de

equil��brio endêmico E3 = (S�; I�2 ), dado em (3.51), �e est�avel.

Observamos na Figura 3.11, que se considerarmos R
(2)
0 � 1 o ponto de

equil��brio E1 = (K; 0) �e est�avel.

No caso de R
(2)
0 > 1 e P2 < 1, como ser�a mostrado na Figura 3.13 (a),

temos o ponto de equil��brio trivial E0 = (0; 0) est�avel.
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Figura 3.11: As nullclines e componentes do campo de dire�c~oes, de S (em preto)
e de I2 (em vermelho), no primeiro quadrante do plano de fases do

subsistema SI2 com b2 > 0; (a) R
(2)
0 < 1, (b) R

(2)
0 = 1.

b) Lineariza�c~ao do submodelo SI2 com b2 > 0

A lineariza�c~ao em torno dos pontos de equil��brio do submodelo SI2

com b2 > 0 �e semelhante a obtida em 3.4.1.5, para o submodelo SI1, feitas �aquelas

modi�ca�c~oes de�nidas em 3.4.2.1. Devido a isto, apresentaremos, na Tabela 3:5,

apenas os resultados encontrados. Observamos que esta tabela �e an�aloga aquela em

3:2.

Parâmetro Limiar Doen�ca se E0 E1 E3 Interpreta�c~ao do

R
(2)
0 P2 estabelece? (0; 0) (K; 0) (S�; I�2 ) equil��brio est�avel

R
(2)
0 � 1 �� n~ao e.i. e.e. � livre da doen�ca

P2 < 1 sim e.e. e.i. � extin�c~ao de S e I2
R

(2)
0 > 1 P2 > 1 sim e.i. e.i. e.e. equil��brio S e I2

Tabela 3.5: Estabilidade linear dos equil��brios do submodelo SI2 com b2 > 0; e.i.
equil��brio inst�avel, e.e. equil��brio est�avel, � equil��brio n~ao �e de�nido, ��
n~ao depende desta condi�c~ao.

3.4.2.6 Adimensionaliza�c~ao do submodelo SI2 com b2 > 0

As unidades dos parâmetros envolvidos no subsistema (3.49) s~ao idênticas

as do submodelo SI1, com �aquelas modi�ca�c~oes de�nidas no in��cio de 3.4.2.1.
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De�nimos a vari�avel independente � , atrav�es de:

� � (b+ d2)t: (3.57)

O sistema adimensionalizado encontrado �e:8>>><
>>>:

dx

d�
=

x

b+ d2

�
r(1� n)� �2y2

n

�
+

b2y2
b+ d2

dy2
d�

=
y2

b+ d2

�
r(1� n)� b2 +

�2x

n
� d2

�
:

(3.58)

Considerando que esta popula�c~ao esteja em equil��brio (f(N) = 0), obte-

mos n = 1, e o sistema (3.58) torna-se:

8>>><
>>>:

dx

d�
=

�
b2 + (b� b2)x

b+ d2

�
y2 �R

(2)
0 xy2

dy2
d�

= R
(2)
0 xy2 �

�
(b� b2)x+ b2 + d2

b+ d2

�
y2;

(3.59)

onde R
(2)
0 foi de�nido anteriormente em (3.53).

Para que uma epidemia se estabele�ca na popula�c~ao devemos ter

y02(�) > 0, o que de (3.59), implica em: R
(2)
0 > 1.

3.4.2.7 Solu�c~ao num�erica do submodelo SI2 com b2 > 0

Nas Figuras 3.12 e 3.13, apresentamos em um mesmo sistema de eixos

coordenados os gr�a�cos da solu�c~ao S(t) e I2(t), em fun�c~ao do tempo t, do submodelo

(3.49); para valores diferentes dos parâmetros R
(2)
0 e P2.

Os valores dos parâmetros utilizados para construirmos os gr�a�cos das

Figuras 3.12 e 3.13 est~ao apresentados na Tabela 3:6.

Na Figura 3.12 (a), com R
(2)
0 > 1 e P2 > 1, vemos que inicialmente o

n�umero de indiv��duos infectivos aumenta, enquanto o n�umero de indiv��duos suscet��veis

diminui at�e ambos atingirem o equil��brio endêmico E3 = (44; 8; 54; 8), onde, neste

caso, o grupo de infectivos supera, em n�umero, a classe dos suscet��veis.



3 Modelo SI1I2I3 51

Figura K r b2 �2 d2

3.12 (a) 100 2; 5 0; 8 1; 8 0; 02
3.12 (b) 100 2; 5 1 0; 8 0; 05
3.13 (a) 100 0; 1 0; 5 1; 6 0; 3
3.13 (b) 100 2; 5 0; 5 0; 8 0; 3

Tabela 3.6: Valores dos parâmetros utilizados nos gr�a�cos referentes ao submodelo
SI2 com b2 > 0.

De acordo com a Figura 3.12 (b), com R
(2)
0 < 1, a popula�c~ao estabelece

o equil��brio E1 = (100; 0), livre da doen�ca. Nesta situa�c~ao, o grupo de suscet��veis

aumenta, em n�umero, at�e o valor K = 100, enquanto o n�umero de indiv��duos

infectivos tende a zero.

Figura 3.12: Varia�c~ao temporal do n�umero de suscet��veis S(t) (em preto) e de infec-

ciosos I2(t) (em vermelho) do submodelo SI2 com b2 > 0; (a) R
(2)
0 > 1

e P2 > 1, (b) R
(2)
0 < 1.

Na Figura 3.13 (a), comR
(2)
0 > 1 e P2 < 1, o n�umero de indiv��duos infec-

tivos e o de suscet��veis diminui, at�e ambos estabelecerem o equil��brio

E0 = (0; 0), que representa a extin�c~ao da esp�ecie.

Pela Figura 3.13 (b), com R
(2)
0 = 1, novamente a popula�c~ao estabelece

o equil��brio E1. Esta situa�c~ao se comparada com aquela vista na Figura 3.12 (b),

conclu��mos que nesta a classe infectiva demora um pouco mais para ser extinta, por

isto a escala usada �e maior nesta �gura.
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Figura 3.13: Varia�c~ao temporal do n�umero de suscet��veis S(t) (em preto) e de infec-

ciosos I2(t) (em vermelho) do submodelo SI2 com b2 > 0; (a) R
(2)
0 > 1

e P2 < 1, (b) R
(2)
0 = 1.

3.4.2.8 Modelo de propor�c~oes si2

O subsistema (3.49) expresso em termos de propor�c~oes �e semelhante ao

modelo de propor�c~oes si1 apresentado em 3.4.1.8, feitas as modi�ca�c~oes de�nidas

em 3.4.2.1.

Fazendo uso da Equa�c~ao (3.16), com i1 = 0 e i3 = 0, atrav�es do subsis-

tema (3.49), obtemos:

8><
>:

ds

dt
= i2 (b2 + s(d2 � �2))

di2
dt

= i2 (�2s� b2 � d2(1� i2)) ;

(3.60)

que pela Equa�c~ao (3.17), com i1 = 0 e i3 = 0, leva �a seguinte equa�c~ao diferencial

para a propor�c~ao de indiv��duos infectivos i2:

di2
dt

= i2 (�2 � b2 � d2 � i2(�2 � d2)) ; (3.61)

esta equa�c~ao diferencial �e semelhante aquela obtida em (3.44).

O sistema formado pela Equa�c~oes (3.17) e (3.61) �e equivalente ao sub-

sistema (3.49).
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Pontos de equil��brio do modelo de propor�c~oes si2

Os pontos de equil��brio obtidos s~ao:

� Um ponto de equil��brio �e e1 = (1; 0), tal ponto corresponde ao equil��brio

E1 = (K; 0) do subsistema (3.49).

� Outro ponto �e e3 = (s�; i�2), cujas coordenadas s~ao:

s� =
b2

�2 � d2
e i�2 =

�2 � b2 � d2
�2 � d2

; (3.62)

desde que �2 6= d2. Tal ponto �e biologicamente vi�avel se:

�2 > d2 e
�2

b2 + d2
> 1: (3.63)

Este ponto de equil��brio corresponde ao estado E3 = (S�; I�2 ) do subsis-

tema (3.49).

Notamos que as coordenadas do ponto e3 = (s�; i�2) s~ao iguais as do

ponto e2 = (s�; i�1), dadas em (3.45), feitas as modi�ca�c~oes de�nidas em 3.4.2.1.

Salientamos que o valor limiar P2, dado em (3.56), passa a ser escrito

como:

P2 � f(0)

d2i�2
; (3.64)

onde i�2 foi dado em (3.62).

An�alise de estabilidade referente ao modelo de propor�c~oes si2

Do estudo da linha de fase da equa�c~ao diferencial (3.61) obtemos os

seguintes resultados:

Na Figura 3.14, identi�camos por meio de setas o comportamento de

i2(t), de onde conclu��mos que i
�

2 = 0 �e um equil��brio inst�avel e i�2 =
�2 � b2 � d2
�2 � d2

�e

um equil��brio est�avel quando R
(2)
0 > 1 e �2 > d2.
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Figura 3.14: Linha de fase para i2(t), com R
(2)
0 > 1 e �2 > d2.

Observamos que a Figura 3.14 �e exatamente igual a Figura 3.8, feitas

as modi�ca�c~oes especi�cadas em 3.4.2.1.

Portanto, para R
(2)
0 > 1 e �2 > d2 temos o ponto de equil��brio e1 = (1; 0)

inst�avel e e3 = (s�; i�2) est�avel. E estas s~ao as condi�c~oes de viabilidade, de�nidas

(3.63), deste ponto de equil��brio. No caso R
(2)
0 < 1, o equil��brio e1 = (1; 0) �e est�avel.

Salientamos que estas conclus~oes s~ao an�alogas as obtidas para o modelo

de propor�c~oes si1.

3.4.3 Submodelo SI2 com transmiss~ao vertical perfeita (b2 = 0)

Nesta etapa, faremos a an�alise do submodelo SI2, considerando a trans-

miss~ao vertical perfeita da infec�c~ao. Cada rec�em-nascido de fêmea doente nascer�a

tamb�em infectado, pertencendo a I2(t). Representaremos por S(t) o n�umero de

indiv��duos suscet��veis e por I2(t) o n�umero de indiv��duos infecciosos na popula�c~ao

hospedeiraN(t). Este submodelo �e obtido a partir do modelo estabelecido em (3.11),

eliminando os compartimentos I1 e I3.
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Na Figura 3.15, apresentamos o uxograma correspondente ao submo-

delo SI2 com b2 = 0.

Figura 3.15: Fluxograma para o submodelo SI2 com b2 = 0. A conven�c~ao adotada
�e a mesma da Figura 3.1.

3.4.3.1 Formula�c~ao do submodelo SI2 com b2 = 0

O pr�oximo subsistema a ser estudado �e:
8>>><
>>>:

dS

dt
= S

�
f(N)� �2

I2
N

�

dI2
dt

= I2

�
f(N) + �2

S

N
� d2

�
;

(3.65)

onde f(N) foi de�nida em (3.3) e as condi�c~oes iniciais para o subsistema (3.65),

satisfazem:

S(0) � 0; I2(0) � 0: (3.66)

Adicionando ambos os lados de (3.65) e fazendo uso de (3.1), obtemos

a equa�c~ao diferencial para a popula�c~ao total N(t) dada em (3.13), com I1 = 0 e

I3 = 0, que se reduz para (3.2) quando I2 = 0.

O subsistema (3.65) �e an�alogo ao submodelo SI2 estudado na subse�c~ao

3.4.2, com b2 = 0.



3 Modelo SI1I2I3 56

3.4.3.2 Pontos de equil��brio do submodelo SI2 com b2 = 0

As poss��veis solu�c~oes de equil��brio (S�; I�2 ) de (3.65) s~ao:

� O ponto de equil��brio trivial E0 = (0; 0), e o equil��brio E1 = (K; 0),

livre da doen�ca, j�a encontrados anteriormente.

� No caso de �2 = d2, temos o ponto de equil��brio endêmico

E 0

3 = (S�; I�2 ), onde o valor S� est�a em fun�c~ao de I�2 . A coordenada

S� deste ponto �e:

S� =
r(K � 2I�2 )�

p
Kr(Kr � 4�2I�2 )

2r
: (3.67)

Este ponto de equil��brio �e vi�avel desde que suas coordenadas, S� e I�2 ,

sejam positivas.

Salientamos que h�a in�nitos valores para as coordenadas deste ponto

de equil��brio, isto �e, tal ponto n~ao �e isolado.

� E o segundo equil��brio endêmico poss��vel, E4 = (0; I�2 ), onde �2 6= d2,

no qual toda a popula�c~ao �e infectada pelo v��rus 2. A coordenada n~ao-

nula deste ponto �e:

I�2 =
K(r � d2)

r
: (3.68)

Este ponto �e biologicamente vi�avel se:

r > d2: (3.69)

Lembramos que, ao considerarmos transmiss~ao vertical imperfeita no

submodelo anterior, obtivemos o ponto de equil��brio endêmico E3. Para este submo-

delo, com transmiss~ao vertical perfeita, obtivemos dois tipos de equil��brios endêmicos

E 0

3 e E4.
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3.4.3.3 Determina�c~ao do parâmetro R
(21)
0

Para o submodelo (3.65), o parâmetro R
(21)
0 �e de�nido de maneira

an�aloga ao exposto em 3.4.2.3, onde deveremos tomar b2 = 0.

Portanto, o coe�ciente reprodutivo b�asico, R
(21)
0 , �e:

R
(21)
0 � �2 + b

b+ d2
: (3.70)

Novamente, observamos que se o v��rus TAMV fosse propagado apenas

verticalmente, ent~ao �2 = 0, e R
(21)
0 < 1. Logo, n~ao haveria a oportunidade de uma

epidemia provocada por este pat�ogeno se estabelecer na popula�c~ao.

3.4.3.4 Determina�c~ao do limiar P21

O limiar adimensional, representado aqui por P21, que impede a ex-

tin�c~ao da popula�c~ao devido �a doen�ca �e semelhante aquele apresentado em 3.4.2.4,

ou seja:

P21 � N�
f(0)

d2I�2
> 1: (3.71)

3.4.3.5 An�alise de estabilidade referente ao submodelo SI2 com b2 = 0

A an�alise de estabilidade dos pontos de equil��brio deste submodelo ser�a

efetuada de acordo com as seguintes abordagens:

a) Estudo do plano de fase do submodelo SI2 com b2 = 0

Os valores dos parâmetros utilizados para construirmos os gr�a�cos das

Figuras 3.16 e 3.17 est~ao apresentados na Tabela 3:7.

Vemos que com as condi�c~oes da Figura 3.16, ou seja, R
(21)
0 > 1 e P21 > 1,

o ponto de equil��brio E4 = (0; I�2 ), de�nido em (3.68), sobre o eixo I2, �e est�avel.
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Figura K r �2 d2

3.16 (a) e (b) 100 2; 5 0; 8 0; 1
3.17 (a) 100 2; 5 0; 02 0; 5
3.17 (b) 100 2; 5 0; 2 0; 2

Tabela 3.7: Valores dos parâmetros utilizados nos gr�a�cos referentes ao submodelo
SI2 com b2 = 0.

Figura 3.16: As nullclines e componentes do campo de dire�c~oes, de S (em preto)
e de I2 (em vermelho), no primeiro quadrante do plano de fases do

subsistema SI2 com b2 = 0; para R
(21)
0 > 1 e P21 > 1.

Podemos observar na Figura 3.17 (a), que se considerarmos R
(21)
0 < 1

o ponto de equil��brio E1 = (K; 0) �e est�avel.

Na Figura 3.17 (b), para R
(21)
0 = 1 e P21 > 1, o ponto de equil��brio

E 0

3 = (S�; I�2 ), dado em (3.67), �e est�avel. Neste caso, temos �2 = d2, que �e a

condi�c~ao para que este ponto de equil��brio exista, e as curvas:

f(N)� �2
I2
N

= 0;

f(N) + �2
S

N
� �2 = 0; (3.72)

s~ao coincidentes.

Quando R
(21)
0 � 1 e P21 < 1 temos o ponto de equil��brio E0 = (0; 0)

est�avel, isto ser�a mostrado na Figura 3.19 (a).
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Figura 3.17: As nullclines e componentes do campo de dire�c~oes, de S (em preto)
e de I2 (em vermelho), no primeiro quadrante do plano de fases do

subsistema SI2 com b2 = 0; (a) R
(21)
0 < 1, (b) R

(21)
0 = 1 e P21 > 1.

b) Lineariza�c~ao do submodelo SI2 com b2 = 0

O submodelo SI2 com b2 = 0, possui pontos de equil��brio endêmico

diferentes daquele determinado para o submodelo SI2 com b2 > 0; ent~ao, iremos a-

presentar aqui os resultados obtidos atrav�es da t�ecnica de lineariza�c~ao do subsistema

(3.65). Os elementos da matriz Jacibiana deste sistema linearizado s~ao idênticos

aqueles para o submodelo SI2 com b2 > 0, desde que se tome b2 = 0.

1) Conforme explicado anteriormente, para o ponto de equil��brio

E0 = (0; 0) este procedimento n~ao ser�a empregado. Por�em, de acordo com 3.4.1.7,

atrav�es de resolu�c~ao num�erica do subsistema SI2, podemos concluir que com

R
(21)
0 � 1 e P21 < 1, este equil��brio ser�a est�avel.

2) Para o ponto de equil��brio E1 = (K; 0), temos os seguintes autova-

lores:

�1 = �r e �2 = �2 � d2; (3.73)

que s~ao os mesmos obtidos para o subsistema (3.49) com b2 = 0.

Este ponto de equil��brio ser�a est�avel desde que R
(21)
0 < 1.

3) Como a an�alise de estabilidade linear local atrav�es da t�ecnica de

lineariza�c~ao �e empregada para pontos de equil��brio isolados, n~ao faremos a an�alise

de estabilidade local para o ponto de equil��brio E 0

3.
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4) Para o ponto de equil��brio E4 = (0; I�2 ) temos os seguintes autovalo-

res:

�1 = d2 � �2 e �2 = d2 � r: (3.74)

Neste caso, al�em do parâmetro R
(21)
0 > 1, tamb�em necessitamos do

valor limiar P21 > 1 para garantir que este ponto de equil��brio seja est�avel.

Os resultados obtidos pela an�alise de estabilidade linear local dos pontos

de equil��brio do submodelo SI2, est~ao apresentados na Tabela 3:8.

Parâmetro Limiar Doen�ca se E0 E1 E4 Interpreta�c~ao do

R
(21)
0 P21 estabelece? (0; 0) (K; 0) (0; I�2 ) equil��brio est�avel

R
(21)
0 < 1 �� n~ao e.i. e.e. � livre da doen�ca

P21 < 1 sim e.e. e.i. � extin�c~ao de S e I2
popula�c~ao infectada

R
(21)
0 > 1 P21 > 1 sim e.i. e.i. e.e. pelo v��rus 2

Tabela 3.8: Estabilidade linear dos equil��brios do submodelo SI2 com b2 = 0; e.i.
equil��brio inst�avel, e.e. equil��brio est�avel, � equil��brio n~ao �e de�nido, ��
n~ao depende desta condi�c~ao.

Mesmo que n~ao exista equil��brio endêmico a doen�ca pode ser estabele-

cida. No caso R
(21)
0 > 1 e P21 < 1, o equil��brio endêmico n~ao �e de�nido, no entanto,

a infec�c~ao leva �a extin�c~ao da esp�ecie.

3.4.3.6 Adimensionaliza�c~ao do submodelo SI2 com b2 = 0

A adimensionaliza�c~ao do subsistema (3.65) �e an�aloga ao do subsistema

(3.49), basta considerar b2 = 0, assim, n~ao a repetiremos aqui.
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3.4.3.7 Solu�c~ao num�erica do submodelo SI2 com b2 = 0

Nas Figuras 3.18 e 3.19, apresentamos em um mesmo sistema de eixos

coordenados os gr�a�cos da solu�c~ao S(t) e I2(t), em fun�c~ao do tempo t, do submodelo

(3.65); para valores diferentes dos parâmetros R
(21)
0 e P21.

Os valores dos parâmetros utilizados para construirmos os gr�a�cos das

Figuras 3.18 e 3.19 est~ao apresentados na Tabela 3:9.

Figura K r �2 d2

3.18 (a) 100 2; 5 0; 8 0; 1
3.18 (b) 100 2; 5 0; 02 0; 5
3.19 (a) 100 0; 3 0; 9 0; 5
3.19 (b) 100 2; 5 0; 2 0; 2

Tabela 3.9: Valores dos parâmetros utilizados nos gr�a�cos referentes ao submodelo
SI2 com b2 = 0.

Na Figura 3.18 (a), com R
(21)
0 > 1 e P21 > 1, o grupo de infectivos au-

menta, em n�umero, at�e atingir a coordenada I�2 do equil��brio E4 = (0; 92), enquanto

o n�umero de indiv��duos suscet��veis tende a zero. Neste caso, toda a popula�c~ao �e

infectada pelo v��rus TAMV.

Na Figura 3.18 (b), com R
(21)
0 < 1, a popula�c~ao alcan�ca o equil��brio

E1 = (100; 0). Nesta situa�c~ao, o grupo de suscet��veis aumenta, em n�umero, at�e o

valor K = 100, enquanto o n�umero de indiv��duos infectivos tende a zero.

Na Figura 3.19 (a), com R
(21)
0 > 1 e P21 < 1, vemos o grupo suscet��vel

diminuir, em n�umero, enquanto o n�umero de indiv��duos infectivos aumenta, e du-

rante um intervalo de tempo supera, em n�umero aqueles, at�e ambos estabelecerem

o equil��brio E0 = (0; 0).

Na Figura 3.19 (b), com R
(21)
0 = 1 e P21 > 1, a popula�c~ao estabelece o

equil��brio endêmico, E 0

3 = (78; 4; 20), onde o valor da coordenada foi determinada

atrav�es da condi�c~ao inicial I2(0) = 20.
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Figura 3.18: Varia�c~ao temporal do n�umero de suscet��veis S(t) (em preto) e de infec-

tivos I2(t) (em vermelho) do submodelo SI2 com b2 = 0; (a) R
(21)
0 > 1

e P21 > 1, (b) R
(21)
0 < 1.

Figura 3.19: Varia�c~ao temporal do n�umero de suscet��veis S(t) (em preto) e de infec-

tivos I2(t) (em vermelho) do submodelo SI2 com b2 = 0; (a) R
(21)
0 > 1

e P21 < 1, (b) R
(21)
0 = 1 e P21 > 1.

Ao compararmos as Figuras 3.12 (a), 3.18 (a) e 3.19 (b), vemos que em

ambas, um equil��brio endêmico foi estabelecido. Na Figura 3.12 (a) os indiv��duos

infecciosos I2 superam, em n�umero, os indiv��duos suscet��veis; na Figura 3.18 (a) toda

a popula�c~ao �e infectada pelo v��rus TAMV; j�a na Figura 3.19 (b), a subpopula�c~ao de

suscet��veis �e, em n�umero, maior que a subpopula�c~ao de infectivos I2.

Quanto �as Figuras 3.12 (b) e 3.18 (b), vemos que ambas apresentam

o mesmo comportamento, isto �e, a classe de indiv��duos suscet��veis tende ao valor

K = 100, enquanto o n�umero de indiv��duos infecciosos I2 diminui at�e zero.
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As Figuras 3.13 (a) e 3.19 (a), tamb�em apresentam o mesmo comporta-

mento, ou seja, ambas as classes de indiv��duos suscet��veis e de indiv��duos infecciosos

I2 diminuem, em n�umero, at�e zero.

3.4.3.8 Modelo de propor�c~oes si2

O subsistema (3.65) expresso em termos de propor�c~oes �e semelhante

ao modelo de propor�c~oes si2 apresentado em 3.4.2.8, com b2 = 0. Deste modo,

tomando b2 = 0 na equa�c~ao diferencial de�nida em (3.61) obtemos:

di2
dt

= i2 (�2 � d2 � i2(�2 � d2)) ; (3.75)

a equa�c~ao diferencial para a propor�c~ao de indiv��duos infectivos i2.

O sistema formado pela Equa�c~oes (3.17), com i1 = 0 e i3 = 0, e (3.75)

�e equivalente ao subsistema (3.65).

Pontos de equil��brio do modelo de propor�c~oes si2

As solu�c~oes de equil��brio (s�; i�2) s~ao:

� Um ponto de equil��brio �e e1 = (1; 0), tal ponto corresponde ao equil��brio

E1 = (K; 0) do subsistema (3.65).

� Outro ponto �e e4 = (0; 1), onde todos os indiv��duos est~ao infectados

pelo v��rus TAMV, tal ponto corresponde ao equil��brio E4 = (0; I�2 ) do

subsistema (3.65).

Observamos que o valor limiar P21 dado em (3.71), passa a ser escrito

como:

P21 � f(0)

d2
; (3.76)

pois i�2 = 1.
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An�alise de estabilidade referente ao modelo de propor�c~oes si2

com b2 = 0

Da equa�c~ao diferencial (3.75) obtivemos o seguinte resultado:

Na Figura 3.20, identi�camos por meio de setas o comportamento de

i2(t), donde conclu��mos que i
�

2 = 0 �e um equil��brio inst�avel e i�2 = 1 �e um equil��brio

est�avel quando R
(21)
0 > 1.

Figura 3.20: Linha de fase para i2(t) , com R
(21)
0 > 1.

Observamos que a Figura 3.20 �e idêntica a Figura 3.14 no caso particular

b2 = 0.

Portanto, conclu��mos que, para R
(21)
0 > 1 teremos o ponto de equil��brio

e1 = (1; 0) inst�avel e e4 = (0; 1) est�avel. Caso R
(21)
0 < 1 ent~ao o equil��brio livre da

doen�ca, e1 = (1; 0), �e est�avel.

3.4.4 Submodelo I2I3

O submodelo I2I3 inclui indiv��duos infectados com o v��rus 2, I2(t), e

aqueles infectados com ambos os v��rus, I3(t), na popula�c~ao hospedeira N(t), por-

tanto, nesta situa�c~ao, todos os indiv��duos s~ao portadores de algum tipo de v��rus.

Relembramos que o v��rus TAMV �e transmitido horizontalmente e verticalmente, en-

quanto que, o v��rus BCCV �e transmitido apenas horizontalmente, assim indiv��duos

infectados com ambos os v��rus transmitir~ao a sua prole apenas o v��rus 2, e tal trans-

miss~ao ser�a perfeita, isto �e, consideramos b2 = 0. Observamos que este submodelo �e

obtido do modelo geral (3.11), considerando S = I1 = 0.
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Na Figura 3.21 apresentamos o uxograma correspondente ao subsis-

tema I2I3.

Figura 3.21: Fluxograma para o modelo I2I3. A conven�c~ao adotada �e a mesma da
Figura 3.1.

3.4.4.1 Formula�c~ao do submodelo I2I3

De (3.11), reca��mos no seguinte subsistema de equa�c~oes diferenciais:

8>>><
>>>:

dI2
dt

= I2

�
f(N)� p�3

I3
N
� d2

�
+ bI3

dI3
dt

= I3

�
f(N)� b+ p�3

I2
N
� d3

�
;

(3.77)

onde f(N) foi de�nida em (3.3) e as condi�c~oes iniciais para o subsistema (3.77),

satisfazem:

I2(0) � 0; I3(0) � 0: (3.78)

Da soma em (3.77) e de (3.1), obtemos a equa�c~ao diferencial para a

popula�c~ao total N(t) dada em (3.13), com S = 0 e I1 = 0, que se reduz para (3.2)

quando I2 = 0 e I3 = 0.

3.4.4.2 Pontos de equil��brio do submodelo I2I3

Para encontrar as solu�c~oes de equil��brio (I�2 ; I
�

3 ), �xamos em zero o lado

direito das equa�c~oes diferenciais (3.77).
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� Temos o ponto de equil��brio trivial E0 = (0; 0), e dois equil��brios n~ao

triviais endêmicos que s~ao:

� Um equil��brio poss��vel �e E4 = (I�2 ; 0), cuja coordenada n~ao-nula foi

de�nida anteriormente em (3.68), juntamente com a sua condi�c~ao de

viabilidade, dada em (3.69). Esta condi�c~ao de viabilidade �e equivalente

�a condi�c~ao P21 > 1.

� E um segundo equil��brio endêmico E5 = (I�2 ; I
�

3 ), cujas coordenadas s~ao:

I�2 =
bK(r(p�3 + d2 � d3)� bd2 � d3(p�3 + d2 � d3))

r(p�3 + d2 � b� d3)2
;

I�3 =
(p�3 + d2 � d3 � b)

b
I�2 ; (3.79)

desde que p�3 + d2 � d3 6= 0. Este ponto �e biologicamente vi�avel se:

r(p�3 + d2 � d3)

bd2 + d3(p�3 + d2 � b� d3)
> 1 e

p�3
b+ d3 � d2

> 1: (3.80)

Nesta situa�c~ao, temos na popula�c~ao em equil��brio indiv��duos infectados

pelo v��rus 2 e coinfectados por ambos os v��rus.

Neste submodelo, temos apenas indiv��duos infectados, por um ou ambos

os v��rus, assim um equil��brio livre da doen�ca n~ao �e poss��vel.

3.4.4.3 Determina�c~ao do parâmetro R
(23)
0

Neste submodelo, as subpopula�c~oes I2 e I3 s~ao constitu��das somente

por indiv��duos infectados, logo, o parâmetro R0 exerce um papel diferente daquele

de�nido anteriormente. Estamos interessados, agora, em saber sob que condi�c~oes

existir�a na popula�c~ao em equil��brio, indiv��duos infectados pelo v��rus 2 e coinfectados

por ambos os v��rus.

Iremos determinar o parâmetro R
(23)
0 , para o submodelo (3.77), atrav�es

da condi�c~ao de existência do ponto de equil��brio endêmico E5 = (I�2 ; I
�

3 ).
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Observamos que, desde que I�2 > 0, a condi�c~ao para que I�3 > 0 �e:

p�3 + d2 � d3 � b > 0; (3.81)

ou seja,

p�3 > b+ d3 � d2: (3.82)

Assim, de�nimos o coe�ciente reprodutivo b�asico como o n�umero

R
(23)
0 adimensional dado por:

R
(23)
0 � p�3

b+ d3 � d2
: (3.83)

Novamente, vemos que se consider�assemos apenas a transmiss~ao vertical

da infec�c~ao, ent~ao �3 = 0, e ent~ao R
(23)
0 < 1. Assim, o equil��brio endêmico E5 n~ao

existiria.

3.4.4.4 Determina�c~ao do limiar P23

Sabemos que para termos a permanência da popula�c~ao no equil��brio

endêmico, necessitamos determinar o parâmetro limiar adimensional, representado

aqui por P23, que impede a extin�c~ao da popula�c~ao devido �a doen�ca.

A popula�c~ao N� de equil��brio deve satisfazer a seguinte condi�c~ao:

f(N�) = d2
I�2
N�

+ d3
I�3
N�

; (3.84)

obtida igualando a zero o lado direito da Equa�c~ao (3.13) com S = 0 e I1 = 0.

Para que a popula�c~ao permane�ca no equil��brio endêmico E5, de (3.84)

deveremos ter:

P23 � N�
f(0)

d2I�2 + d3I�3
> 1: (3.85)
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3.4.4.5 An�alise de estabilidade referente ao submodelo I2I3

A an�alise de estabilidade dos pontos de equil��brio do submodelo I2I3

ser�a realizada conforme 3.4.1.5.

a) Estudo do plano de fase do submodelo I2I3

Pela an�alise do plano de fase do submodelo I2I3 veremos que a existência

e a estabilidade dos pontos de equil��brio do subsistema (3.77), dependem dos valores

do parâmetro R
(23)
0 e dos limiares P21 e P23.

Os valores dos parâmetros utilizados para construirmos os gr�a�cos das

Figuras 3.22 a 3.24 est~ao apresentados na Tabela 3:10.

Figura K r b �3 d2 d3 p

3.22 (a) e (b) 100 2; 5 5 6; 5 0; 05 0; 15 0; 92
3.23 (a) 100 2; 5 5 5; 5 0; 05 0; 15 0; 91
3.23 (b) 100 2; 5 5 5; 6 0; 05 0; 15 0; 91
3.24 (a) 100 0; 03 5 5; 6 0; 05 0; 15 0; 91
3.24 (b) 100 0; 03 5 6; 5 0; 05 0; 15 0; 92

Tabela 3.10: Valores dos parâmetros utilizados nos gr�a�cos referentes ao submodelo
I2I3.

Figura 3.22: As nullclines e componentes do campo de dire�c~oes, de I2 (em vermelho)
e de I3 (em marrom), no primeiro quadrante do plano de fases do

subsistema I2I3 com b2 = 0; para R
(23)
0 > 1 e P23 > 1.
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Observamos que com as condi�c~oes da Figura 3.22, isto �e, R
(23)
0 > 1 e

P23 > 1, ponto de equil��brio endêmico E5 = (I�2 ; I
�

3 ), de�nido em (3.79), �e est�avel.

Pela Figura 3.23, vemos que se considerarmos R
(23)
0 � 1 e P21 > 1 o

ponto de equil��brio E4 = (I�2 ; 0) �e est�avel.

Figura 3.23: As nullclines e componentes do campo de dire�c~oes, de I2 (em vermelho)
e de I3 (em marrom), no primeiro quadrante do plano de fases do

subsistema I2I3 com b2 = 0; (a) R
(23)
0 < 1 e P21 > 1, (b) R

(23)
0 = 1 e

P21 > 1.

Quando R
(23)
0 � 1 e P21 < 1 ou R

(23)
0 > 1 e P23 < 1, atrav�es da Figura

3.24 vemos que o ponto de equil��brio E0 = (0; 0) �e est�avel, o que signi�ca a extin�c~ao

da esp�ecie.

Figura 3.24: As nullclines e componentes do campo de dire�c~oes, de I2 (em vermelho)
e de I3 (em marrom), no primeiro quadrante do plano de fases do

subsistema I2I3 com b2 = 0; (a) R
(23)
0 = 1 e P21 < 1, (b) R

(23)
0 > 1 e

P23 < 1.
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b) Lineariza�c~ao do submodelo I2I3

A estabilidade local dos pontos de equil��brio pode ser determinada pela

lineariza�c~ao do submodelo (3.77) (ver 3.4.1.5 ). Os elementos da matriz Jacobiana,

que s~ao os coe�cientes do sistema linearizado, s~ao:

a11 = r

�
1� N�

K

�
� p�3I

�

3

N�
� d2 + I�2

�
� r

K
� p�3I3
(N�)2

�
;

a12 = I�2

�
� r

K
� p�3

N�
+

p�3I
�

3

(N�)2

�
+ b;

a21 = I�3

�
� r

K
+
p�3
N�
� p�3I

�

2

(N�)2

�
;

a22 = r

�
1� N�

K

�
� b+

p�3I
�

2

I�2 + I�3
� d3 � I�3

�
r

K
+
p2�3I

�

2

(N�)2

�
.

Atrav�es da an�alise dos valores dos autovalores da matriz Jacobiana

chegamos �as seguintes conclus~oes:

1) Para o ponto de equil��brio E0, este procedimento n~ao poder�a ser

empregado. No entanto, podemos concluir que com R
(23)
0 � 1 e P21 < 1, ou R

(23)
0 > 1

e P23 < 1, este equil��brio ser�a est�avel, conforme apresentado na Figura 3.24.

2) Para o ponto de equil��brio E4 = (I�2 ; 0), temos os seguintes autova-

lores:

�1 = d2 � r e �2 = p�3 + d2 � b� d3: (3.86)

Este ponto de equil��brio �e est�avel desde se R
(23)
0 � 1 e P21 > 1.

3) Para o ponto de equil��brio E5 = (I�2 ; I
�

3 ) temos os seguintes autova-

lores:

�1 = �(p�3 + d2 � b� d3);

�2 =
r(p�3 + d2 � d3)� bd2 � d3(p�3 + d2 � b� d3)

d3 � d2 � p�3
: (3.87)
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Para garantir que este ponto de equil��brio seja est�avel, devemos ter o

parâmetro R
(23)
0 > 1 e o limiar P23 > 1. Estas condi�c~oes s~ao as mesmas que garantem

a viabilidade deste ponto de equil��brio.

Os resultados obtidos pela an�alise de estabilidade linear local dos pontos

de equil��brio do submodelo I2I3, est~ao na Tabela 3:11.

Parâmetro Limiar Doen�ca se E0 E4 E5 Interpreta�c~ao do
R0 P estabelece? (0; 0) (I�2 ; 0) (I�2 ; I

�

3 ) equil��brio est�avel

P21 < 1 sim e.e. � � extin�c~ao da esp�ecie
R23

0 � 1 popula�c~ao infectada
P21 > 1 sim e.i. e.e. � pelo v��rus 2
P23 < 1 sim e.e. � � extin�c~ao da esp�ecie

R
(23)
0 > 1 P23 > 1 sim e.i. e.i. e.e. equil��brio entre I2 e I3

Tabela 3.11: Estabilidade linear dos equil��brios do submodelo I2I3; e:i: equil��brio
inst�avel, e:e: equil��brio est�avel, � equil��brio n~ao �e de�nido.

Quando o parâmetro R
(23)
0 � 1 n~ao haver�a na popula�c~ao indiv��duos

coinfectados. Por�em, se adicionarmos a esta condi�c~ao o limiar P21 > 1 toda a

popula�c~ao ser�a infectada pelo v��rus TAMV.

Mesmo que n~ao exista equil��brio endêmico, isto n~ao signi�ca que a

doen�ca n~ao tenha se instalado na popula�c~ao. Nos casos R
(23)
0 � 1 e P21 < 1,

R
(23)
0 > 1 e P23 < 1, os equil��brios endêmicos n~ao existem, no entanto, a infec�c~ao

est�a presente e causa a extin�c~ao da esp�ecie.

3.4.4.6 Adimensionaliza�c~ao do submodelo I2I3

Para adimensionalizar o subsistema (3.77), de�nimos as nova vari�avel

independente adimensional � , atrav�es de:

� � (b+ d3 � d2)t: (3.88)
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O sistema adimensionalizado encontrado �e:8>>><
>>>:

dy2
d�

=
y2

b+ d3 � d2

�
r(1� n)� p�3y3

n
� d2

�
+

by3
b+ d3 � d2

dy3
d�

=
y3

b+ d3 � d2

�
r(1� n)� b+

p�3y2
n
� d3

�
:

(3.89)

Supondo que esta popula�c~ao esteja em equil��brio (f(N) = 0), obtemos

n = 1, e o sistema (3.89) torna-se:8>><
>>:

dy2
d�

=
by3 � d2y2
b+ d3 � d2

�R
(23)
0 y2y3

dy3
d�

= R
(23)
0 y2y3 � (b+ d3)y3

b+ d3 � d2
;

(3.90)

onde R
(23)
0 foi determinado anteriormente em (3.83).

3.4.4.7 Solu�c~ao num�erica do submodelo I2I3

Nas Figuras 3.25 e 3.26, apresentamos em um mesmo sistema de eixos

coordenados os gr�a�cos da solu�c~ao I2(t) e I3(t), em fun�c~ao do tempo t, do submodelo

(3.77); para valores diferentes dos parâmetros R
(23)
0 , P21 e P23.

Os valores dos parâmetros utilizados para construirmos os gr�a�cos das

Figuras 3.25 e 3.26 est~ao apresentados na Tabela 3:12.

Figura K r b �3 d2 d3 p

3.25 (a) 100 2; 5 5 6; 5 0; 05 0; 15 0; 92
3.25 (a) 100 2; 5 5 5; 5 0; 05 0; 15 0; 91
3.26 (a) 100 0; 03 5 5; 6 0; 05 0; 15 0; 91
3.26 (b) 100 0; 03 5 6; 5 0; 05 0; 15 0; 92

Tabela 3.12: Valores dos parâmetros utilizados nos gr�a�cos referentes ao submodelo
I2I3.

Na Figura 3.25 (a), com R
(23)
0 > 1 e P23 > 1, vemos que o grupo de in-

fectivos I2 aumenta, em n�umero, enquanto o n�umero de indiv��duos da classe de infec-

tivos I3 diminui, at�e ambos estabelecerem o equil��brio endêmico E5 = (82; 5; 14; 9),

onde o grupo de infectivos I2 supera, em n�umero, a classe dos infectivos I3.
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Na Figura 3.25 (b), com R
(23)
0 < 1 e P21 > 1, a popula�c~ao estabelece o

equil��brio endêmico, E4 = (98; 0).

Figura 3.25: Varia�c~ao temporal do n�umero de infecciosos I2(t) (em vermelho) e de

infecciosos I3(t) (em marrom) do submodelo I2I3; em (a) R
(23)
0 > 1 e

P23 > 1, em (b) R
(23)
0 < 1 e P21 > 1.

Na Figura 3.26 (a), com R
(23)
0 = 1 e P21 < 1, vemos que ambos os

grupos tendem a zero, ou seja, o equil��brio E0 = (0; 0), que representa a extin�c~ao da

esp�ecie, �e estabelecido.

Na Figura 3.26 (b), com R
(23)
0 > 1 e P23 < 1, novamente a popula�c~ao

estabelece o equil��brio E0.

Figura 3.26: Varia�c~ao temporal do n�umero de infecciosos I2(t) (em vermelho) e de

infecciosos I3(t) (em marrom) do submodelo I2I3; em (a) R
(23)
0 = 1 e

P21 < 1, em (b) R
(23)
0 > 1 e P23 < 1.
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3.4.4.8 Modelo de propor�c~oes i2i3

Atrav�es da Equa�c~ao (3.16), com s = 0 e i1 = 0, e do subsistema (3.77),

obtemos: 8><
>:

di2
dt

= i3 (b� (p�3 + d2 � d3)i2)

di3
dt

= i3 ((p�3 + d2 � d3)i2 � b) ;

(3.91)

que pela Equa�c~ao (3.17), com s = 0 e i1 = 0, leva �a seguinte equa�c~ao diferencial

para a propor�c~ao de indiv��duos infectivos i3:

di3
dt

= i3 (p�3 + d2 � d3 � b� (p�3 + d2 � d3)i3) : (3.92)

O sistema formado pela equa�c~oes (3.17) e (3.92) �e equivalente ao sub-

sistema (3.77).

Pontos de equil��brio do modelo de propor�c~oes i2i3

Os pontos de equil��brio obtidos s~ao:

� Um ponto �e e4 = (1; 0), que corresponde ao ponto E4 = (I�2 ; 0) do

subsistema (3.77).

� Outro ponto �e e5 = (i�2; i
�

3), cujas coordenadas s~ao:

i�2 =
b

p�3 + d2 � d3
e i�3 =

p�3 + d2 � b� d3
p�3 + d2 � d3

; (3.93)

desde que p�3 + d2 � d3 6= 0. Tal ponto �e biologicamente vi�avel se:

p�3 + d2 > d3 e
p�3

b+ d3 � d2
> 1: (3.94)

Este ponto de equil��brio corresponde ao estado E5 = (I�2 ; I
�

3 ) do subsis-

tema (3.77).

Salientamos que o valor limiar P23, de�nido em (3.85), passa a ser escrito

como:

P23 � f(0)

d2i�2 + d3i�3
; (3.95)
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onde i�2 e i
�

3 foram dados em (3.93).

An�alise de estabilidade referente ao modelo de propor�c~oes i2i3

A an�alise de estabilidade dos pontos de equil��brio ser�a efetuada atrav�es

do estudo da linha de fase da equa�c~ao diferencial (3.92), cujo comportamento est�a

apresentado na Figura 3.27.

Na Figura , identi�camos por meio de setas o comportamento de i3(t),

de onde conclu��mos que i�3 = 0 �e um equil��brio inst�avel e i�3 =
p�3 + d2 � d3 � b

p�3 + d2 � d3
�e

um equil��brio est�avel quando R
(23)
0 > 1 e p�3 + d2 > d3.

Figura 3.27: Linha de fase para i3(t), com R
(23)
0 > 1 e p�3 + d2 > d3.

Portanto, para R
(23)
0 > 1 e p�3 + d2 > d3 teremos o ponto de equil��-

brio e4 = (1; 0) inst�avel e e5 = (i�2; i
�

3) est�avel. Estas tamb�em s~ao as condi�c~oes de

viabilidade deste ponto de equil��brio. Se R
(23)
0 < 1, ent~ao o equil��brio e4 = (1; 0) �e

est�avel, nesta situa�c~ao toda a popula�c~ao �e infectada pelo v��rus 2.

3.4.5 Submodelo SI1I2

Nesta subse�c~ao formularemos um caso particular do modelo de equa�c~oes

SI1I2I3, de�nido em (3.11), onde consideraremos imunidade cruzada total, isto �e,

c = 0. Assim, n~ao existir�a a classe coinfectada I3, ou seja, indiv��duos portadores do

v��rus BCCV n~ao o transmitir~ao aos indiv��duos da classe I2 e aqueles infectados pelo

v��rus TAMV n~ao o transmitir~ao aos indiv��duos da classe I1. Como j�a foi exposto

na se�c~ao introdut�oria deste cap��tulo, uma raz~ao para n~ao considerarmos a classe

coinfectada I3, �e devido ao fato que os v��rus 1 e 2 n~ao foram, ainda, encontrados

simultaneamente num mesmo roedor. Com esta condi�c~ao o sistema (3.11) ser�a

reformulado, e passaremos a tratar de um submodelo de equa�c~oes SI1I2.
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Na Figura 3.28 apresentamos o uxograma correspondente ao submo-

delo SI1I2.

Figura 3.28: Fluxograma para o submodelo SI1I2. A conven�c~ao adotada �e a mesma
da Figura 3.1.

3.4.5.1 Formula�c~ao do submodelo SI1I2

De (3.11), reca��mos no seguinte subsistema de equa�c~oes diferenciais:
8>>>>>>><
>>>>>>>:

dS

dt
= S

�
f(N)� �1

I1
N
� �2

I2
N

�
+ bI1 + b2I2

dI1
dt

= I1

�
f(N)� b+ �1

S

N
� d1

�

dI2
dt

= I2

�
f(N)� b2 + �2

S

N
� d2

�
;

(3.96)

onde f(N) foi de�nida em (3.3) e com as condi�c~oes iniciais:

S(0) � 0; I1(0) � 0; I2(0) � 0: (3.97)

Adicionando ambos os lados de (3.96) e fazendo uso de (3.1), obtemos

a equa�c~ao diferencial para a popula�c~ao total N(t) dada em (3.13), com I3 = 0, que

se reduz para (3.2) quando I1 = 0 e I2 = 0.

3.4.5.2 Pontos de equil��brio do submodelo SI1I2

Para encontrar as poss��veis solu�c~oes de equil��brio (S�; I�1 ; I
�

2 ) de (3.96),

igualamos o lado direito destas equa�c~oes diferenciais a zero.
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� Temos o equil��brio trivial E0 = (0; 0; 0) e o livre da doen�ca,

E1 = (K; 0; 0). Al�em destes, temos quatro formas de equil��brios en-

dêmicos que s~ao:

� Um equil��brio poss��vel �e E2 = (S�; I�1 ; 0). As coordenadas n~ao-nulas

deste ponto s~ao aquelas obtidas em (3.22), para o submodelo SI1 e

com as mesmas condi�c~oes de viabilidade, ou seja, R
(1)
0 > 1, de�nido em

(3.24) e P1 > 1, dado em (3.31).

� Outro equil��brio endêmico �e E3 = (S�; 0; I�2 ). As coordenadas n~ao-nulas

deste ponto s~ao as obtidas em (3.51), para o submodelo SI2 com b2 > 0

com as mesmas condi�c~oes de viabilidade, isto �e, R
(2)
0 > 1, de�nido em

(3.53) e P2 > 1, dado em (3.56).

� O equil��brio endêmico E4 = (0; 0; I�2 ). A coordenada n~ao-nula deste

ponto �e aquela apresentada em (3.68), para o submodelo SI2 com

b2 = 0, com a condi�c~ao de viabilidade P21 > 1, de�nido em (3.71).

� E o equil��brio E6 = (S�; I�1 ; I
�

2 ), onde na popula�c~ao em equil��brio temos

indiv��duos suscet��veis e indiv��duos infectados por um dos v��rus. As

coordenadas deste ponto s~ao:

S� =
K(b� b2 + d1 � d2)(�1(r � b2 � d2)� �2(r � b� d1))

r(�1 � �2)2
;

I�1 =
b2(�1 � d2)� (�2 � d2)(b+ d1 � d2)

(d1 � d2)(b� b2 + d1 � d2)
S�; (3.98)

I�2 =
b(�2 � d1)� (�1 � d1)(b2 � d1 + d2)

(d1 � d2)(b� b2 + d1 � d2)
S�:

desde que �1 6= �2, d1 6= d2 e b � b2 6= d1 � d2. Observamos que

E6 = (S�; I�1 ; I
�

2 ) �e biologicamente vi�avel se:

r(�1 � �2)

�1(b2 + d2)� �2(b+ d1)
> 1; (3.99)
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juntamente com:

b2(�1 � d2) > (�2 � d2)(b+ d1 � d2);

b(�2 � d1) > (�1 � d1)(b2 � d1 + d2); (3.100)

lembrando que �1 > �2, d1 > d2 e b > b2 (ver se�c~ao 3.2 ).

3.4.5.3 Determina�c~ao do parâmetro R0

Anteriormente analisamos dois submodelos do submodelo (3.96), isto �e,

os submodelos SI1 e SI2. Para concluirmos sobre a dinâmica destes, foi necess�ario o

conhecimento dos n�umeros reprodutivos b�asicos R
(i)
0 , i = 1; 2; 21. Estes parâmetros

determinam o n�umero reprodutivo b�asico global para o submodelo SI1I2, ou seja:

R0 = maxfR(1)
0 ; R

(2)
0 ; R

(21)
0 g; (3.101)

para que a condi�c~ao R0 > 1 garanta que pelo menos um destes R
(i)
0 , i = 1; 2; 21, seja

maior do que um.

3.4.5.4 Determina�c~ao do limiar P12

Neste caso, este parâmetro ser�a representado aqui por P12, e a popula-

�c~ao N� de equil��brio deve satisfazer a seguinte condi�c~ao:

N�f(N�)� (d1I
�

1 + d2I
�

2 ) = 0; (3.102)

obtida igualando a zero o lado direito da Equa�c~ao (3.13) com I3 = 0.

Para que a popula�c~ao permane�ca no equil��brio endêmico E6 devemos

ter:

P12 � N�
f(0)

d1I�1 + d2I�2
> 1: (3.103)
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3.4.5.5 An�alise de estabilidade referente ao submodelo SI1I2

A an�alise de estabilidade local do submodelo SI1I2 que mostraremos

a seguir, n~ao foi apresentada pelo autores deste modelo, SI1I2I3, que estamos

discutindo. Por�em, devido ao fato de considerarmos este estudo de extrema im-

portância no entendimento e estabelecimento de condi�c~oes sobre a estabilidade local

deste submodelo, vamos inseri-la em nosso trabalho.

A estabilidade local dos pontos de equil��brio pode ser determinada pela

lineariza�c~ao do subsistema (3.96) (ver 3.4.1.5 ). Os elementos da matriz Jacobiana,

que s~ao os coe�cientes deste sistema linearizado, s~ao:

a11 = r

�
1� A+ 2S�

K

�
� A(�1I

�

1 + �2I
�

2 )

(N�)2
;

a12 = b� S�
�
r

K
+
�1B � �2I

�

2

(N�)2

�
;

a13 = b2 � S�
�
r

K
+
�2C � �1I

�

1

(N�)2

�
;

a21 = I�1

�
� r

K
+

�1A

(N�)2

�
;

a22 = r

�
1� B + 2I�1

K

�
� b� d1 +

�1BS
�

(N�)2
;

a23 = �I�1
�
r

K
+

�1S
�

(N�)2

�
;

a31 = I�2

�
� r

K
+

�2A

(N�)2

�
;

a32 = �I�2
�
r

K
+

�2S
�

(N�)2

�
;

a33 = r

�
1� C + 2I�2

K

�
� b2 +

�2CS
�

(N�)2
;

onde: N� = S� + I�1 + I�2 ; A = I�1 + I�2 ; B = S� + I�2 ; C = S� + I�1 .
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Devido ao grande n�umero de parâmetros envolvidos neste subsistema,

n~ao usaremos as condi�c~oes de Routh-Hurwitz (ver Apêndice D) para concluirmos

sobre as condi�c~oes de estabilidade dos pontos de equil��brio do submodelo SI1I2.

Os resultados obtidos pela an�alise de estabilidade linear dos pontos de

equil��brio do submodelo SI1I2, atrav�es da an�alise dos valores dos autovalores da

matriz Jacobiana do sistema linearizado est~ao apresentados abaixo.

1) Como sabemos para o ponto de equil��brio E0, este procedimento n~ao

ser�a empregado. No entanto, sempre que o limiar Pi < 1, i = 1; 2; 21, este ponto de

equil��brio ser�a est�avel.

2) Para o ponto de equil��brio E1, temos os seguintes autovalores:

�1 = �r;
�2 = �1 � b� d1; (3.104)

�3 = �2 � b2 � d2:

Este ponto de equil��brio ser�a est�avel se R
(i)
0 < 1, i = 1; 2.

3) Para o ponto de equil��brio E2, temos os seguintes autovalores:

�1 = b+ d1 � �1;

�2 = �r(�1 � d1) + d1(b� �1 + d1)

�1 � d1
; (3.105)

�3 = �d1(d1 + b� �1) + (�1 � d1)(b2 + d2)� �2b

�1 � d1
:

Para garantir que este ponto de equil��brio seja est�avel, devemos ter

o parâmetro R
(1)
0 > 1, o valor limiar P1 > 1 e o autovalor �3, dado em (3.105),

negativo. Observamos que, R
(1)
0 > 1 e P1 > 1 s~ao as condi�c~oes de viabilidade do

equil��brio endêmico E2.

Se tivermos R
(1)
0 > 1, o autovalor �3 < 0 e P1 < 1 o ponto de equil��brio

E0 �e est�avel.
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4) Para o ponto de equil��brio E3, temos os seguintes autovalores:

�1 = b2 + d2 � �2;

�2 = �r(�2 � d2) + d2(b2 � �2 + d2)

�2 � d2
; (3.106)

�3 = �d2(d2 + b2 � �2) + (�2 � d2)(b1 + d1)� �1b2
�2 � d2

:

Neste caso, para garantir que este ponto de equil��brio seja est�avel, de-

vemos ter o parâmetro R
(2)
0 > 1, o valor limiar P2 > 1 e o autovalor �3, de�nido em

(3.106), negativo. Salientamos que, R
(2)
0 > 1 e P2 > 1 s~ao as condi�c~oes de viabilidade

do equil��brio endêmico E3.

O ponto de equil��brio E0 ser�a est�avel se R
(2)
0 > 1, o autovalor �3 < 0 e

P2 < 1.

5) Para o ponto de equil��brio E4, temos os seguintes autovalores:

�1 = d2 � �2;

�2 = d2 � r; (3.107)

�3 = d2 � b� d1:

Nesta situa�c~ao, para assegurar que este ponto de equil��brio seja est�avel,

o parâmetro R
(21)
0 > 1, o valor limiar P21 > 1 e o autovalor �3, apresentado em

(3.107), negativo. Observamos que P21 > 1 �e a condi�c~ao de viabilidade do equil��brio

endêmico E4.

Se tivermos R
(21)
0 > 1, o autovalor �3 < 0 e P21 < 1 o ponto de equil��brio

E0 �e est�avel.

Lembramos que este ponto de equil��brio existe apenas no caso de b2 = 0,

ou seja, quando houver transmiss~ao vertical perfeita.
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6) Para o ponto de equil��brio E6 temos os seguintes autovalores:

�1 = �r(�1 � �2) + �2(b+ d1)� �1(b2 + d2)

�1 � �2
;

�2 =
(�1 � �2)(b(�2 � d2)� b2(�1 � d1))� !

2(d1 � d2)(�1 � �2)
; (3.108)

�3 =
(�1 � �2)(b(�2 � d2)� b2(�1 � d1)) + !

2(d1 � d2)(�1 � �2)
;

onde:

! =
p
(�2 � �1)(A+B + C +D + E + F +G+H + I + L+M +N);

A = �b�2(2d1(b2d2 � 4d21) + d22(3b� 4d2))� 8bd22d1b2;

B = 2�1�2(4d1d2(b� b2) + 2d22b2 + 3b2b(d1 � d2));

C = �2�2(�2d1d2(b2(2d1 � d2) + b(2�2 � 3d1))� b�2(b2(d1 � �1)� 2d22));

D = �2�2(2bb2(d1 � d2)(d1 + d2) + �1(2d
2
1(b� b2) + bd2(2d2 � b) + b2(b2d1 � �1b)));

E = �2(�2b(2bd2 � 4bd1 � �1b+ �2b� 4d21) + d21(4b
2 + b22 � 4b2d1));

F = ��1(4�1b2d2(�b2+2d1)+bd2(bd2�2b2d1)�b22(3d21�4d22)+4bb2(d1�d2)(d1+d2));

G = �4d1d2(�d2b2(b2 + 2d2)� bd2(�2d2 + b) + d1(b� b2)
2);

H = 4�2d
4
1 � 4d1d2(2d1b(d1 � 2d2)� 4d1d2(b� b2) + (d1 � d2)

3);

I = ��1(��1b2(��1b2 � 2b2d1 � 2bd2 + 4d21 + 4d22) + 4d32(2b2 + d2));

L = ��1(�4d1d2(�2bd2 + 3b2d2 + bd1)� 4d32b+ 4b2d
3
1);

M = 4d1�1d2(3d2(d2 � d1) + d21)� 4�2d1d2(3d1(d1 � d2) + d22);

N = ��2�1(4d31 � �1b
2
2 � 4d32 + 12d2d1(d2 � d1)).

Para que este ponto de equil��brio seja est�avel devemos ter o limiar

P12 > 1 e os autovalores �2 e �3, de�nidos em (3.108), negativos. Observamos que

P12 > 1 �e uma das condi�c~oes de viabilidade do equil��brio endêmico E6.
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O ponto de equil��brio E0 ser�a est�avel se o autovalor �2 < 0, o autovalor

�3 < 0 e P12 < 1.

Os resultados obtidos pela an�alise de estabilidade linear local dos pontos

de equil��brio do submodelo SI1I2, est~ao sintetizados na Tabela 3:13.

Parâmetro R
(i)
0 Autovalor �i Limiar Pi Equil��brio est�avel

R
(i)
0 < 1, i = 1; 2 � � E1

�3 < 0 P1 < 1 E0

R
(1)
0 > 1 �3 < 0 P1 > 1 E2

�3 < 0 P2 < 1 E0

R
(2)
0 > 1 �3 < 0 P2 > 1 E3

�3 < 0 P21 < 1 E0

R
(21)
0 > 1 �3 < 0 P21 > 1 E4

�i < 0, i = 2; 3 P12 < 1 E0

R0 = maxfR(1)
0 ; R

(2)
0 ; R

(21)
0 g �i < 0, i = 2; 3 P12 > 1 E6

Tabela 3.13: Estabilidade linear dos equil��brios do submodelo SI1I2; � n~ao depende
desta condi�c~ao.

3.4.5.6 Solu�c~ao num�erica do submodelo SI1I2

Nas Figuras 3.29 a 3.31, apresentamos em um mesmo sistema de eixos

coordenados os gr�a�cos da solu�c~ao S(t), I1(t) e I2(t), em fun�c~ao do tempo t, do

submodelo (3.96).

Os valores dos parâmetros utilizados para construirmos os gr�a�cos das

Figuras 3.29 a 3.31 est~ao apresentados na Tabela 3:14.

Pela Figura 3.29 (a), podemos observar que os grupos de suscet��veis,

de infectivos I1 e de infecciosos I2 diminuem, em n�umero, at�e ambos atingirem o

equil��brio E0 = (0; 0; 0).

Na Figura 3.29 (b), vemos que a popula�c~ao total estabelece o equil��brio

livre da doen�ca, E1 = (100; 0; 0). Em n�umero, o grupo suscet��vel aumenta at�e o

valor K = 100, enquanto as classes infectivas I1 e I2 tendem a zero.
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Figura K r b b2 �1 �2 d1 d2

3.29 (a) 100 0; 01 5 0; 2 6 0; 045 0; 5 0; 05
3.29 (b) 100 2; 5 5 2 5; 5 1; 2 0; 6 0; 05
3.30 (a) 100 2; 5 5 0; 8 6 0; 45 0; 6 0; 1
3.30 (b) 100 2; 5 5 0; 2 7 0; 4 0; 1 0; 05
3.31 (a) 100 2; 5 5 0 7 0; 4 0; 1 0; 05
3.31 (b) 100 3; 5 5 0; 5 9 0; 45 0; 1 0; 05

Tabela 3.14: Valores dos parâmetros utilizados nos gr�a�cos referentes ao submodelo
SI1I2.

Figura 3.29: Varia�c~ao temporal do n�umero de suscet��veis S(t) (em preto), de in-
fecciosos I1(t) (em laranja) e de infecciosos I2 (em vermelho) para o
submodelo SI1I2; (a) E0 �e est�avel, (b) E1 �e est�avel.

Na Figura 3.30 (a), observamos que o n�umero de indiv��duos suscet��veis

aumenta, enquanto o n�umero de indiv��duos infectivos I1 e I2 diminui, at�e ambos

atingirem o equil��brio endêmico E2 = (91; 7; 3; 0), onde os suscet��veis superam, em

n�umero, os infecciosos I1 e a infec�c~ao pelo v��rus 2 foi controlada.

Pela Figura 3.30 (b), vemos que o n�umero de indiv��duos infectivos I1

diminui, enquanto as classes de suscet��veis e de infecciosos I2 aumentam, em n�umero,

at�e ambos atingirem o equil��brio endêmico E3 = (56; 6; 0; 42; 3), onde os suscet��veis

superam, em n�umero, os infecciosos I2 e a infec�c~ao pelo v��rus 1 foi controlada.

Da Figura 3.31 (a), vemos que o n�umero de indiv��duos suscet��veis e de

infectivos I2 aumenta, enquanto a classe de infecciosos I1 diminui, em n�umero; ap�os

um per��odo de tempo o n�umero de suscet��veis passa a diminuir, at�e ambos estabe-
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Figura 3.30: Varia�c~ao temporal do n�umero de suscet��veis S(t) (em preto), de in-
fecciosos I1(t) (em laranja) e de infecciosos I2 (em vermelho) para o
submodelo SI1I2; (a) E2 �e est�avel, (b) E3 �e est�avel.

Figura 3.31: Varia�c~ao temporal do n�umero de suscet��veis S(t) (em preto), infecciosos
I1(t) (em laranja) e de infecciosos I2 (em vermelho) para o submodelo
SI1I2; (a) E4 �e est�avel, (b) E6 �e est�avel.

lecerem o equil��brio endêmico E4 = (0; 0; 98), onde toda a popula�c~ao foi infectada

pelo v��rus 2.

Na Figura 3.31 (b), o equil��brio da coexistência E6 = (57; 7; 27; 7; 4) foi

estabelecido.

3.5 Retornando ao modelo SI1I2I3

Ap�os analisarmos os casos particulares do modelo SI1I2I3, retomaremos

nossos estudos em torno deste sistema, e concluiremos sobre o comportamento das
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subpopula�c~oes que o comp~oe. Salientamos que analisaremos o sistema (3.11), de um

modo diferente daquele apresentado por [Allen et al.(2003)].

Inicialmente, vamos determinar as poss��veis solu�c~oes de equil��brio de

(3.11), igualando em zero o lado direito destas equa�c~oes diferenciais.

� Al�em dos pontos de equil��brio E0 = (0; 0; 0; 0) e E1 = (K; 0; 0; 0), en-

contramos quatro formas de equil��brios endêmicos que s~ao:

� O equil��brio E2 = (S�; I�1 ; 0; 0). As coordenadas n~ao-nulas deste ponto

s~ao idênticas as obtidas em (3.22), para o submodelo SI1.

� O equil��brio E3 = (S�; 0; I�2 ; 0). As coordenadas n~ao-nulas deste ponto

s~ao idênticas as de�nidas em (3.51), para o submodelo SI2 com b2 > 0.

� O equil��brio E4 = (0; 0; I�2 ; 0). A coordenada n~ao-nula deste ponto �e

equivalente a dada em (3.68), para o submodelo SI2 com b2 = 0.

� O equil��brio E5 = (0; 0; I�2 ; I
�

3 ). As coordenadas n~ao-nulas deste ponto

s~ao as mesmas apresentadas em (3.79), para o submodelo I2I3 com

b2 = 0.

� Um equil��brio poss��vel �e E6 = (S�; I�1 ; I
�

2 ; I
�

3 ), que representa a coe-

xistência de indiv��duos suscet��veis e doentes na popula�c~ao hospedeira

N(t). Neste trabalho, n~ao apresentaremos as coordenadas deste ponto,

nem o analisaremos.

3.5.1 Determina�c~ao do parâmetro R0

Na se�c~ao 3.4 analisamos v�arios submodelos do modelo (3.11), isto

�e, os submodelos SI1, SI2 e I2I3. Para o comportamento destes submodelos foi

necess�ario o conhecimento dos n�umeros reprodutivos b�asicos R
(i)
0 , i = 1; 2; 21; 23.
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Estes parâmetros determinam o n�umero reprodutivo b�asico global para o modelo

SI1I2I3, ou seja:

R0 = maxfR(1)
0 ; R

(2)
0 ; R

(21)
0 ; R

(23)
0 ; R

(3)
0 g; (3.109)

pela mesma justi�cativa apresentada em 3.4.5.3.

O parâmetro R
(3)
0 , que representa o n�umero de casos secund�arios pro-

duzidos, em m�edia, por um indiv��duo coinfectado I3, durante o seu per��odo de

infecciosidade, quando �e introduzido em uma popula�c~ao na qual todos os indiv��duos

s~ao suscet��veis �e de�nido por:

R
(3)
0 �

(1� p� q)�3
b+ d3

: (3.110)

Evidentemente, a propaga�c~ao de ambos os v��rus depende do termo de

transmiss~ao horizontal destes. Relembramos que o termo (1� p� q)�3 representa a
taxa per capita de transferência de ambas as infec�c~oes de um indiv��duo coinfectado,

I3, aos indiv��duos suscet��veis da popula�c~ao.

3.5.2 An�alise de estabilidade referente ao modelo SI1I2I3

A estabilidade local dos pontos de equil��brio pode ser determinada pela

lineariza�c~ao do modelo (3.11) (ver 3.4.1.5 ). Os elementos da matriz Jacobiana, que

s~ao os coe�cientes do sistema linearizado, têm a seguinte forma:

a11 = r

�
1� A+ 2S�

K

�
� A(�1I

�

1 + �2I
�

2 + �3I
�

3 )

(N�)2
;

a12 = b� S�
�
r

K
+
�1B � �2I

�

2 � �3I
�

3

(N�)2

�
;

a13 = b2 + S�
�
� r

K
+
�1I

�

1 + �3I
�

3 � �2C

(N�)2

�
;

a14 = b2 + S�
�
� r

K
+
�1I

�

1 + �2I
�

2 � �3A

(N�)2

�
;

a21 = I�1

�
� r

K
+
�1A+ c�2I

�

2 + q�3I
�

3

(N�)2

�
+
p�3I

�

3A

(N�)2
;



3 Modelo SI1I2I3 88

a22 = r

�
1� B + 2I�1

K

�
� b�d1+ B(�1S

� � c�2I
�

2 � q�3I
�

3 )

(N�)2
� p�3S

�I�3
(N�)2

;

a23 = I�1

�
� r

K
+
q�3I

�

3 � �1S
� � c�2C

(N�)2

�
� p�3S

�I�3
(N�)2

;

a24 = I�1

�
� r

K
+
c�2I

�

2 � �1S
� � q�3D

(N�)2

�
+
p�3S

�D

(N�)2
;

a31 = I�2

�
� r

K
+
�2A+ c�1I

�

1 + p�3I
�

3

(N�)2

�
+
q�3I

�

3A

(N�)2
;

a32 = I�2

�
� r

K
+
p�3I

�

3 � �2S
� � c�1B

(N�)2

�
� q�3S

�I�3
(N�)2

;

a33 = r

�
1� C + 2I�2

K

�
�b2�d2+C(�2S

� � c�1I
�

1 � p�3I
�

3 )

(N�)2
� q�3S

�I�3
(N�)2

;

a34 = b� b2 + I�2

�
� r

K
+
c�1I

�

1 � �2S
� � p�3D

(N�)2

�
+
q�2S

�D

(N�)2
;

a41 = I�3

�
� r

K
+
((1� p� q)A� qI�1 � pI�2 )�3

(N�)2

�
� E;

a42 = I�3

�
� r

K
+
(qB � (1� p� q)S� � pI�2 )�3

(N�)2

�
+
c(�1 + �2)I

�

2B

(N�)2
;

a43 = I�3

�
� r

K
+
(pC � (1� p� q)S� � qI�1 )�3

(N�)2

�
+
c(�1 + �2)I

�

1C

(N�)2
;

a44 = r

�
1� D + 2I�3

K

�
� b�d3+ �3D((1� p� q)S� + qI�1 + pI�2 )

(N�)2
�E;

onde: N� = S� + I�1 + I�2 + I�3 ; A = I�1 + I�2 + I�3 ; B = S� + I�2 + I�3 ;

C = S� + I�1 + I�3 ; D = S� + I�1 + I�2 ; E =
c(�1 + �2)(I

�

1I
�

2 )

(N�)2
.

Novamente, n~ao foi conveniente empregarmos as condi�c~oes de Routh-

Hurwitz para concluir sobre as condi�c~oes de estabilidade dos pontos de equil��brio

deste modelo, j�a que h�a muitos parâmetros neste sistema.

Os resultados obtidos pela an�alise de estabilidade linear dos pontos de

equil��brio do modelo SI1I2I3, s~ao os apresentados abaixo.
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Para os ��tens 1, 2, 3, 5 e 6 analisamos as condi�c~oes de estabilidade local

dos pontos de equil��brio do modelo SI1I2I3, tomando b2 = 0, isto �e, transmiss~ao

vertical perfeita. No item 4 foi necess�ario considerarmos b2 > 0, pois caso contr�ario

o ponto de equil��brio E3 n~ao seria de�nido. Poder��amos, tamb�em, determinar a

estabilidade local dos pontos de equil��brio com transmiss~ao vertical imperfeita, no

entanto, nesta situa�c~ao, os pontos de equil��brio E4 e E5 n~ao existiriam.

1) Para o ponto de equil��brio E0, este procedimento n~ao poder�a ser

empregado, pois, N� = 0 n~ao pode ser substitu��do nos elementos aij, i; j = 1; 2,

da matriz Jacobiana. Entretanto, �e poss��vel concluirmos as condi�c~oes que garantem

que este ponto seja est�avel, como veremos no que segue.

2) Para o ponto de equil��brio E1, temos os seguintes autovalores:

�1 = �r;
�2 = �1 � b+ d1; (3.111)

�3 = �2 � d2;

�4 = (1� p� q)�3 � b� d3:

Este ponto de equil��brio �e est�avel se R
(i)
0 < 1, i = 1; 21; 3.

3) Para o ponto de equil��brio E2, temos os seguintes autovalores:

�1 = b+ d1 � �1;

�2 = �r(�1 � d1) + d1(b+ d1 � �1)

�1 � d1
; (3.112)

�3 = �(d1 + b� �1)(d1 � �) + b(�1 � �2) + 2d1(�1 � d1) + !

�1 � d1
;

�4 = �(d1 + b� �1)(d1 � �) + b(�1 � �2) + 2d1(�1 � d1)� !

�1 � d1
;

onde:

! =
p
A+B + C +D + E;

� = c(�1 � �2)
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A = �1(2(d1+ b)d1(b(c� 1)� d1(c+1)) + �1(�c�1(�c�1+2d1(c+1)+ 2b(c� 1))));

B = �2
1(cb(b(c� 2)� 2d1(1� c)) + (d1 + b)2 + cd21(c+ 4));

C = �1�2(2�1c(c�1�d1(2c+1))�2�2c(c(d1�b)+b)+�1�2c2+2(d1+b)(c2(d1�b)+b));

D = ��2(�2d1(d1+ b)(b(c� 1)� cd1)+�2(b
2(3c+1)(c� 1)+ cd1(2b(c� 1)� cd1)));

E = d21(d1 + b)2.

Para este ponto de equil��brio ser est�avel, devemos ter R
(1)
0 > 1, o limiar

P1 > 1 e os autovalores �3 e �4, dados em (3.112), negativos. Observamos que

R
(1)
0 > 1 e P1 > 1 s~ao as condi�c~oes de viabilidade do equil��brio endêmico E2.

Se tivermos R
(1)
0 > 1, �3 < 0, �4 < 0 e P1 < 1 o ponto de equil��brio E0

�e est�avel.

4) Para o ponto de equil��brio E3 temos os seguintes autovalores:

�1 = b2 + d2 � �2;

�2 = �r(�2 � d2) + d2(b2 + d2 � �2)

�2 � d2
; (3.113)

�3 = �(d2 + b2 � �2)(d2 + �) + 2(d1 + b)(�2 � d2)� b2(�1 � d2) + !

2(�2 � d2)
;

�4 = �(d2 + b2 � �2)(d2 + �) + 2(d1 + b)(�2 � d2)� b2(�1 � d2)� !

2(�2 � d2)
;

onde:

! =
p
A+B + C +D;

� = c(�1 � �2);

A = �1�2(2c�1(c(b2 � d2)� b2)� 2c�2(d2(1 + 2c) + b2 � c�2) + c2�1�2);

B = �1�2(cd2(2cd2 + 4d2 + 4b2) + 2b2(d2 + b2c� c2b2));

C = �1(�1(b
2
2(1 + 2c) + cd2(cd2 � 2b2c+ 2b2)� 3c2b22)� 2d22(c(b2 + d2) + b2));
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D = (d2(d2 � �2(1 + c)) + c�2(�2 � b2))
2.

Para garantir que este ponto de equil��brio seja est�avel, �e necess�ario que

R
(2)
0 > 1, o limiar P2 > 1 e os autovalores �3 e �4, dados em (3.113), negativos.

Relembramos que R
(2)
0 > 1 e P2 > 1 s~ao as condi�c~oes de viabilidade do equil��brio

endêmico E3.

Se R
(2)
0 > 1, �3 < 0, �4 < 0 e P2 < 1 o ponto de equil��brio E0 �e est�avel.

5) Para o ponto de equil��brio E4 temos os seguintes autovalores:

�1 = d2 � �2;

�2 = d2 � r; (3.114)

�3 = p�3 � (b� d2 + d3);

�4 = d2 � (c�2 + b+ d1):

Este ponto de equil��brio ser�a est�avel, se os parâmetros R
(21)
0 > 1,

R
(23)
0 < 1, o limiar P21 > 1 e �4, apresentado em (3.114), negativo. Salientamos

que P21 > 1 �e a condi�c~ao de viabilidade do equil��brio endêmico E4.

No caso de R
(21)
0 > 1, R

(23)
0 < 1, �4 < 0 e P21 < 1 o ponto de equil��brio

E0 �e est�avel.

6) Para o ponto de equil��brio E5 temos os seguintes autovalores:

�1 = �(p�3 � b+ d2 � d3);

�2 = �r(p�3 + d2 � d3)� d3(p�3 � b+ d2 � d3)� bd2
p�3 + d2 � d3

; (3.115)

�3 = �(c�1 � d1)(c�1 � d1 + 2(c�2 � d2)) + b(d1 + (1� c)�2) + !

2(c�1 � d1)
;

�4 = �(c�1 � d1)(c�1 � d1 + 2(c�2 � d2)) + b(d1 + (1� c)�2)� !

2(c�1 � d1)
;

onde:

! =
p
A+B + C +D;
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A = b�2(c� 1)(b�2(c� 1)� 2d1(b+ d1));

B = c�1(c�1 � 2d1)(c�1(c�1 � 2d1) + 2d1(b+ d1));

C = d1(b+ d1) + c�1(c�1 � 2d1);

D = d21(b+ d1)
2.

Para assegurar que este ponto de equil��brio seja est�avel, devemos ter

R
(23)
0 > 1, o limiar P23 > 1 e os autovalores �3 e �4, dados em (3.115), negativos.

Observamos que R
(23)
0 > 1 e P23 > 1 s~ao as condi�c~oes de viabilidade do equil��brio

endêmico E5.

Se R
(23)
0 > 1, �3 < 0, �4 < 0 e P23 < 1 o ponto de equil��brio E0 �e

est�avel.

Os resultados obtidos pela an�alise de estabilidade linear local dos pontos

de equil��brio do modelo SI1I2I3, est~ao apresentados na Tabela 3:15.

Parâmetro R
(i)
0 Autovalor �i Limiar Pi Equil��brio est�avel

R
(i)
0 < 1, i = 1; 21; 3 � � E1

�i < 0, i = 3; 4 P1 < 1 E0

R
(1)
0 > 1 �i < 0, i = 3; 4 P1 > 1 E2

�i < 0, i = 3; 4 P2 < 1 E0

R
(2)
0 > 1 �i < 0, i = 3; 4 P2 > 1 E3

�4 < 0 P21 < 1 E0

R
(23)
0 < 1 e R

(21)
0 > 1 �4 < 0 P21 > 1 E4

�i < 0, i = 3; 4 P23 < 1 E0

R
(23)
0 > 1 �i < 0, i = 3; 4 P23 > 1 E5

Tabela 3.15: Estabilidade linear dos equil��brios do modelo SI1I2I3; � n~ao depende
desta condi�c~ao.
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3.5.3 Solu�c~ao num�erica do modelo SI1I2I3

Nas Figuras 3.32 a 3.34, apresentamos em um mesmo sistema de eixos

coordenados os gr�a�cos da solu�c~ao S(t), I1(t), I2(t) e I3(t), em fun�c~ao do tempo t,

do modelo (3.11); para valores diferentes dos parâmetros R
(i)
0 e Pi, i = 1; 2; 21; 23.

Salientamos que em nossos exemplos num�ericos seguimos as seguintes

condi�c~oes:

d3 = d1 + d2; �3 = c(�1 + �2); p =
c�1
�3

e q =
c�2
�3

; (3.116)

de tal forma que: p + q = 1, al�em daquelas declaradas em (3.1) e (3.2). Estas

condi�c~oes implicam que a transmiss~ao de ambos os v��rus n~ao podem ocorrer simul-

taneamente.

Os valores dos parâmetros utilizados para construirmos os gr�a�cos das

Figuras 3.32 a 3.34 est~ao apresentados na Tabela 3:16.

Figura K r b b2 �1 �2 d1 d2 c

3.32 (a) 100 0; 01 5 0 6 0; 045 0; 1 0; 05 1
3.32 (b) 100 2; 5 5 0 5 0; 045 0; 5 0; 2 1
3.33 (a) 100 1 5 0 7 0; 045 0; 5 0; 2 1
3.33 (b) 100 2; 5 5 1 5 3 0; 5 0; 2 1
3.34 (a) 100 2; 5 6 0 6 0; 045 0; 9 0; 05 1
3.34 (b) 100 2; 5 5 0 6 3 0; 5 0; 05 1

Tabela 3.16: Valores dos parâmetros utilizados nos gr�a�cos referentes ao modelo
SI1I2I3.

Na Figura 3.32 (a), temos o ponto de equil��brio E0 est�avel. Pelo gr�a�co

observamos que os suscet��veis, infecciosos I1 e I2 e os coinfectados I3 diminuem, em

n�umero, at�e ambos atingirem o equil��brio E0 = (0; 0; 0; 0).

Na Figura 3.32 (b), temos o ponto de equil��brio E1 = (100; 0; 0; 0)

est�avel. Pela �gura vemos que a popula�c~ao estabelece o equil��brio livre da doen�ca.
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O grupo suscet��vel tende ao valor K = 100, enquanto as classes infectivas I1, I2 e

coinfectados I3 diminuem at�e zero.

Figura 3.32: Varia�c~ao temporal do n�umero de suscet��veis S(t) (em preto), de infec-
ciosos I1(t) (em laranja), de infecciosos I2(t) (em vermelho) e de coin-
fectados I3(t) (em marrom) para o modelo SI1I2I3; (a) E0 �e est�avel,
(b) E1 �e est�avel.

Figura 3.33: Varia�c~ao temporal do n�umero de suscet��veis S(t) (em preto), de infec-
ciosos I1(t) (em laranja), de infecciosos I2(t) (em vermelho) e de coin-
fectados I3(t) (em marrom) para o modelo SI1I2I3; (a) E2 �e est�avel,
(b) E3 �e est�avel.

Na Figura 3.33 (a), temos o ponto de equil��brio E2 = (68; 20; 4; 0; 0)

est�avel. Pelo gr�a�co observamos que inicialmente, em n�umero, o grupo de suscet��veis,

o de infectivos I1 e o de coinfectados I3 diminui, enquanto os infecciosos I2 aumen-

tam, at�e ambos atingirem o equil��brio endêmico E2, onde temos indiv��duos saud�aveis

e infectados pelo v��rus BCCV.
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Figura 3.34: Varia�c~ao temporal do n�umero de suscet��veis S(t) (em preto), de infec-
ciosos I1(t) (em laranja), de infecciosos I2(t) (em vermelho) e de coin-
fectados I3(t) (em marrom) para o modelo SI1I2I3; (a) E4 �e est�avel,
(b) E5 �e est�avel.

Na Figura 3.33 (b), temos o ponto de equil��brio E3 = (61; 0; 34; 0)

est�avel. Pela �gura vemos que, em n�umero, a classe de suscet��veis e de infectivos

I2 aumenta, enquanto a de infecciosos I1 e de coinfectados I3 diminui, at�e ambos

estabelecerem o equil��brio endêmico E3, onde temos indiv��duos saud�aveis e infecta-

dos pelo v��rus TAMV. Neste caso os indiv��duos infectados pelo v��rus 2 superam, em

n�umero, o grupo de suscet��veis.

Na Figura 3.34 (a), temos o ponto de equil��brio E4 = (0; 0; 98; 0) est�avel.

Pelo gr�a�co vemos que o grupo de suscet��veis e de infectivos I2 aumenta, em n�umero,

enquanto o de infecciosos I1 e de coinfectados I3 diminui, at�e ambos estabelecerem

o equil��brio endêmico E4, onde toda a popula�c~ao �e infectada pelo v��rus TAMV.

Na Figura 3.34 (b), temos o ponto de equil��brio E5 = (0; 0; 82; 5; 14; 8)

est�avel. Pela �gura vemos que o n�umero de indiv��duos suscet��veis e de infectivos I2

aumenta, enquanto o de infecciosos I1 e coinfectados I3 diminui, at�e ambos atingirem

o equil��brio endêmico E5, onde temos indiv��duos infectados pelo v��rus TAMV e

coinfectados pelos v��rus 1 e 2. Neste caso os indiv��duos infectados pelo v��rus 2

superam, em n�umero, o grupo de coinfectados.
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3.6 Considera�c~oes Finais

Ap�os o estudo detalhado de todos os submodelos e do modelo SI1I2I3

obtivemos v�arias conclus~oes, as quais destacamos abaixo:

Para os submodelos SI1, SI2 e I2I3 temos que, para os seus pontos de

equil��brio endêmico, as condi�c~oes que asseguram a sua existência s~ao iguais �aquelas

que garantem a sua estabilidade, isto �e, quando o ponto de equil��brio endêmico existe

ele �e est�avel.

Nestes submodelos, o parâmetro R
(i)
0 , i = 1; 2; 21; 23, n~ao �e su�ciente

para garantir a estabilidade do ponto de equil��brio endêmico, neste caso, sendo

necess�ario estabelecer um limiar Pi, i = 1; 2; 21; 23, correspondente, de modo a

impedir a extin�c~ao da popula�c~ao no equil��brio endêmico.

Da an�alise do submodelo SI1I2 e tamb�em do modelo completo, SI1I2I3,

quanto �as condi�c~oes de estabilidade dos pontos de equil��brio endêmico destes, vimos

que, al�em do parâmetro R
(i)
0 e do limiar Pi, h�a outras condi�c~oes que devem ser

cumpridas para que estes pontos sejam est�aveis.

Um fato importante, que foi constatado neste estudo, �e que a trans-

miss~ao horizontal do agente infeccioso �e necess�aria para assegurar a propaga�c~ao

deste, isto �e, apenas o modo vertical de transmiss~ao do pat�ogeno n~ao �e su�ciente

para que uma epidemia se instale na popula�c~ao hospedeira.

Esta condi�c~ao �e amplamente observada nos modelos epidemiol�ogicos

que envolvem a rota vertical de transmiss~ao de doen�cas, entre os quais podemos citar

como referência os trabalhos de [Lipsitch et al.(1995)] e [Altizer e Augustine(1997)].

Portanto, modelos que envolvem organismos transmiss��veis verticalmente devem in-

cluir alguma forma de transmiss~ao horizontal ou biparental (genitor macho e genitor

fêmea) deste para que a doen�ca se torne endêmica na popula�c~ao.
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Em nossa an�alise, nos foi muito �util complementar o estudo de cada

submodelo, atrav�es dos modelos de propor�c~oes. Este fato, contribuiu para facilitar

os c�alculos realizados, e nos possibilitou chegar �as mesmas conclus~oes obtidas ante-

riormente, por�em de maneira simpli�cada. No entanto, para n~ao estendermos ainda

mais este cap��tulo, optamos por n~ao apresentar a an�alise feita atrav�es de propor�c~oes

para o submodelo SI1I2 e para o modelo SI1I2I3.

No pr�oximo cap��tulo, trataremos um modelo epidemiol�ogico tipo SIS, o

qual envolve apenas um agente infeccioso na popula�c~ao hospedeira. Nesta situa�c~ao,

investigaremos a possibilidade de um microorganismo ser transmitido apenas verti-

calmente, e estabeleceremos condi�c~oes para a doen�ca se torne endêmica na popula-

�c~ao. Um modelo SIS tamb�em ser�a aplicado para a an�alise da doen�ca de Chagas.
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4 MODELO SIS

4.1 Introdu�c~ao

Anteriormente analisamos o modelo epidemiol�ogico SI1I2I3, que �e uma

adapta�c~ao do modelo SI, para uma popula�c~ao de roedores silvestres com dois agen-

tes vir�oticos distintos, onde consideramos a transmiss~ao horizontal e a vertical destes

tipos de v��rus. A partir deste momento, at�e o �nal deste trabalho, passaremos a

estudar modelos, nos quais existe apenas um tipo de pat�ogeno na popula�c~ao hos-

pedeira N(t), que pode ser transmitido tanto horizontalmente quanto verticalmente

entre os indiv��duos desta. Consideraremos tamb�em, que a transmiss~ao vertical da

infec�c~ao n~ao �e perfeita, isto �e, m~aes infecciosas ter~ao alguns �lhos saud�aveis e outros

�lhos doentes.

Come�caremos por tratar, neste cap��tulo, de um modelo epidemiol�ogico

tipo SIS, formulado por Busenberg et al.(1983) apud [Busenberg e Cooke(1993)],

onde n~ao h�a imunidade para a doen�ca, e os indiv��duos recuperados tornam-se, ins-

tantaneamente, suscet��veis �a reinfec�c~ao. Al�em disto, n~ao consideraremos per��odo

latente da infec�c~ao e, portanto, todo indiv��duo infectado �e infeccioso.

A popula�c~ao total N(t) ser�a dividida em duas classes distintas. Re-

presentaremos por S(t) o n�umero de indiv��duos suscet��veis e por I(t) o n�umero de

indiv��duos infecciosos, num certo instante de tempo t, isto �e,

N(t) = S(t) + I(t): (4.1)

A descri�c~ao, formula�c~ao, determina�c~ao e an�alise dos equil��brios, c�alculo

do parâmetro R0, adimensionaliza�c~ao e a solu�c~ao num�erica do modelo SIS ser~ao

abordados nas se�c~oes de 4.2 a 4.9. Aplica�c~oes deste modelo ser~ao dadas nas se�c~oes

posteriores, a saber: na se�c~ao 4.10 apresentaremos o modelo SIS sem transmis-

s~ao horizontal, que retrata o ciclo de vida de um fungo end�o�to, que �e parasita de

gramas; e na se�c~ao 4.11 analisaremos o modelo SIS para o estudo da doen�ca de
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Chagas. Destinaremos a se�c~ao 4.12 para fazermos as considera�c~oes �nais referentes

aos modelos analisados.

4.2 Descri�c~ao do modelo SIS

O modelo epidemiol�ogico, denominado modelo SIS, �e composto de um

sistema de duas equa�c~oes diferenciais ordin�arias para as subpopula�c~oes S(t) e I(t).

Na Figura 4.1 apresentamos o uxograma envolvendo estes dois com-

partimentos, correspondendo �as seguintes hip�oteses:

Figura 4.1: Fluxograma para o modelo SIS. Conven�c~ao adotada: indiv��duos
suscet��veis S(t) (em preto) e infecciosos I(t) (em vermelho).

� Taxa de transmiss~ao horizontal da infec�c~ao

A taxa de transmiss~ao horizontal da infec�c~ao (seta horizontal preta

saindo de S e entrando em I, na Figura 4.1) �e expressa pelo termo de a�c~ao das

massas, kSI, onde k �e constante, denominada coe�ciente de contato.

� Nascimentos nas diversas classes

A taxa de procria�c~ao para m~aes suscet��veis �e b1S (seta vertical preta

entrando em S, na Figura 4.1), onde b1 �e constante. Os �lhos de m~aes suscet��veis

s~ao todos suscet��veis no nascimento, ou seja, estes rec�em-nascidos pertencem a S(t).



4 Modelo SIS 100

A taxa de procria�c~ao para m~aes infecciosas �e b2I, onde b2 �e constante.

Da taxa total, b2I, de descendentes de m~aes infectadas (prole nascida de m~aes in-

fectadas por unidade de tempo), uma fra�c~ao 0 < p < 1 �e suscet��vel, isto �e, estes

rec�em-nascidos pertencem a S(t) (seta vertical vermelha entrando em S, na Figura

4.1), e uma fra�c~ao q = 1� p �e infectada no nascimento, ou seja, j�a nascem em I(t)

(seta vertical vermelha entrando em I, na Figura 4.1).

� Mortes naturais

A taxa de morte para a classe dos suscet��veis �e d1S (seta vertical preta

saindo de S, na Figura 4.1), onde d1 �e constante.

� Mortes devido �a doen�ca

A taxa de morte devido �a doen�ca �e d2I (seta vertical vermelha saindo

de I, na Figura 4.1), onde d2 �e constante.

Adotaremos,

d2 � d1; (4.2)

ou seja, a constante d2 envolvida na taxa de morte dos infecciosos, �e maior ou igual

�a constante d1 envolvida na taxa de morte dos suscet��veis. Desta forma, a taxa de

morte per capita devido �a doen�ca �e superior �aquela de indiv��duos que morrem de

causas naturais.

� Taxa de retorno ao grupo de suscet��veis

Interpretamos gI (seta vermelha saindo de I e entrando em S, na Figura

4.1), onde g �e constante, como a taxa na qual indiv��duos infectados recuperam-se e

tornam-se, instantaneamente, novamente suscet��veis �a reinfec�c~ao.
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� Suposi�c~oes adicionais

1) O per��odo de incuba�c~ao para a infec�c~ao �e nulo.

2) O per��odo de gesta�c~ao �e nulo e as rec�em-nascidas s~ao instantanea-

mente f�erteis, podendo procriar imediatamente.

Nesta situa�c~ao, n~ao inclu��mos regula�c~ao dependente de densidade, no

crescimento da popula�c~ao, como por exemplo, a equa�c~ao log��stica, que envolve uma

capacidade de suporte do meio ambiente, para a popula�c~ao em quest~ao. Uma raz~ao

para isto, �e mostrar que a mortalidade devido �a doen�ca pode ser su�ciente para

controlar o crescimento da popula�c~ao. Este fato ser�a mostrado no decorrer deste

cap��tulo.

Salientamos tamb�em que, todos os parâmetros aqui envolvidos s~ao po-

sitivos.

Iremos na pr�oxima se�c~ao, aplicar t�ecnicas anal��ticas e computacionais

ao sistema de equa�c~oes diferenciais que se enquadra nas suposi�c~oes descritas acima.

4.3 Formula�c~ao do modelo SIS

Trabalharemos com o seguinte sistema de equa�c~oes diferenciais:
8><
>:

dS

dt
= (b1 � d1)S + (pb2 + g � kS)I

dI

dt
= (kS + qb2 � d2 � g)I;

(4.3)

dada uma condi�c~ao inicial:

S(0) � 0; I(0) � 0: (4.4)

Da Equa�c~ao (4.1) juntamente com o sistema (4.3), obtemos a equa�c~ao

diferencial para a popula�c~ao total N(t):

dN

dt
= (b1 � d1)S + (b2 � d2)I; (4.5)
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sujeita �as condi�c~oes iniciais dadas em (4.4).

No lado direito da Equa�c~ao (4.5) reconhecemos no termo (b1 � d1)S, a

taxa l��quida per capita de crescimento da subpopula�c~ao de suscet��veis e no termo

(b2 � d2)I, a taxa l��quida per capita de crescimento da subpopula�c~ao de infecciosos.

Observamos que se:

(b1 � d1)S 6= �(b2 � d2)I; (4.6)

a popula�c~ao total n~ao se conserva.

Al�em disto, na ausência da doen�ca, a solu�c~ao da Equa�c~ao (4.5) teria

comportamento exponencial (crescente ou decrescente), a ser determinado pelo sinal

de b1 � d1. Caso b1 = d1, a popula�c~ao manter-se-ia constante.

4.4 Pontos de equil��brio do modelo SIS

Para encontrar as solu�c~oes de equil��brio (S�; I�) de (4.3), igualamos

a zero o lado direito destas equa�c~oes diferenciais. Determinamos dois pontos de

equil��brio como segue:

� O equil��brio E1 = (0; 0), que implica na extin�c~ao da popula�c~ao.

� O equil��brio endêmico E2 = (S�; I�). As coordenadas deste ponto no

plano de fase SI s~ao:

S� =
d2 + g � qb2

k
e I� =

b1 � d1
d2 � b2

S�; (4.7)

desde que b2 6= d2. Este ponto �e biologicamente vi�avel, se:

d2 + g � qb2 > 0 e
b1 � d1
d2 � b2

> 0: (4.8)
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4.5 Coe�ciente reprodutivo b�asico R0 e efetivo R(t)

Para o modelo apresentado pelas equa�c~oes em (4.3), o parâmetro R0

ser�a determinado como segue:

Como o n�umero de novas infec�c~oes por unidade de tempo �e (kS+qb2)I,

cada infectivo produz kS + qb2 infec�c~oes por unidade de tempo.

a) Para uma popula�c~ao onde todos os indiv��duos s~ao suscet��veis con-

sideramos S = N = N(0), donde temos kN(0) + qb2 novas infec�c~oes por unidade de

tempo.

A taxa de remo�c~ao de infecciosos �e (d2 + g)I, logo, o tempo m�edio da

infecciosidade de cada infeccioso �e
1

d2 + g
.

Portanto, um infeccioso durante o seu per��odo esperado de infecciosi-

dade produzir�a, em uma popula�c~ao inteiramente de suscet��veis,
kN(0) + qb2

d2 + g
novos

infecciosos.

O coe�ciente reprodutivo b�asico, R0, �e de�nido por:

R0 � kN(0) + qb2
d2 + g

: (4.9)

De (4.9), observamos que o parâmetro R0 resulta da soma dos termos

de transmiss~ao horizontal e vertical da infec�c~ao, isto �e:

R0 � kN(0)

d2 + g
+

qb2
d2 + g

: (4.10)

Se desconsider�assemos o termo de transmiss~ao horizontal do agente

infeccioso, ent~ao k = 0, e portanto R0 < 1 pois, uma das condi�c~oes de viabilidade do

ponto de equil��brio endêmico E2 �e que d2 + g > qb2. Logo, contatamos novamente
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o que j�a hav��amos observado no cap��tulo 3, isto �e, a transmiss~ao horizontal do

pat�ogeno �e necess�aria para que o parâmetro R0 seja superior a um.

b) De acordo com [Busenberg e Cooke(1993)], para uma popula�c~ao

onde nem todos s~ao suscet��veis, isto �e, S(t) 6= N(t), podemos de�nir um coe�-

ciente reprodutivo efetivo R(t), atrav�es de:

R(t) � kS(t) + qb2
d2 + g

; (4.11)

ou seja, este coe�ciente, que varia no tempo, representa o n�umero de novas infec�c~oes

que um infectivo causa, quando �e introduzido em uma popula�c~ao onde a doen�ca j�a

existe, visto que S(t) 6= N(t).

Se representarmos por R�, o valor de R(t) no equil��brio endêmico, ob-

servamos de (4.7) e (4.11) que, se R0 � 1, a doen�ca se propaga e o equil��brio S�

�e alcan�cado, quando R� = 1. Para comprovarmos isto, basta substituir em (4.11)

S(t) por S�, donde obtemos:

R� =
kS� + qb2
d2 + g

; (4.12)

ou seja,

R� =
d2 + g � qb2 + qb2

d2 + g
= 1: (4.13)

Isto �e intuitivamente razo�avel, j�a que no equil��brio cada infeccioso deve,

em m�edia, produzir um novo infectivo para substitu��-lo. Vemos que enquanto o

sistema se aproxima de um equil��brio com uma infec�c~ao endêmica, a popula�c~ao

total e a popula�c~ao de suscet��veis devem ir se ajustando, de tal modo que R(t),

de�nido em (4.11), v�a se aproximando de 1.

4.6 Limiar da popula�c~ao hospedeira NT

Anderson e May (1981) apud [Busenberg e Cooke(1993)], de�niram um

parâmetro denominado limiar da popula�c~ao hospedeira NT
1.

1O ��ndice T vem da palavra threshold, em inglês, que signi�ca limiar.
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Da segunda equa�c~ao em (4.3), para que I 0(t) > 0, devemos ter:

kS > d2 + g � qb2; (4.14)

donde vem que existe um n�umero m��nimo de suscet��veis para que seja poss��vel que

a infec�c~ao se propague.

Considerando S � N , Anderson e May de�niram:

NT =
d2 + g � qb2

k
; (4.15)

que �e idêntico �a coordenada S� do ponto de equil��brio endêmico E2, de�nido em

(4.7).

Observamos que se N(0) < NT , teremos I
0(t) < 0, isto �e, o n�umero de

infecciosos diminuir�a; enquanto que se N(0) > NT , teremos I
0(t) > 0, ou seja, o

n�umero de infecciosos aumentar�a.

Salientamos a equivalência entre a condi�c~ao R0 > 1, obtida em (4.9), e

N(0) > NT .

No entanto, em algumas situa�c~oes, a infec�c~ao persistir�a na popula�c~ao

at�e mesmo se N(0) < NT (R0 < 1), e este �e o caso deste modelo que estamos

analisando.

4.7 An�alise de estabilidade referente ao modelo SIS

A an�alise de estabilidade dos pontos de equil��brio do modelo SIS ser�a

realizada tal como o exposto no cap��tulo 3 (ver 3.4.1.5 ).

a) Estudo do plano de fase do modelo SIS

Atrav�es da primeira equa�c~ao em (4.3), obtemos a nullcline de S:

(b1 � d1)S + (pb2 + g � kS)I = 0; (4.16)

que est�a apresentada pela curva (em preto) na Figura 4.2.
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Da segunda equa�c~ao em (4.3), obtemos as nullclines de I:

I = 0 e kS + qb2 � d2 � g = 0; (4.17)

que est~ao apresentadas pelas retas (em vermelho) na Figura 4.2.

Os valores dos parâmetros utilizados para construirmos os gr�a�cos da

Figura 4.2 est~ao apresentados na Tabela 4:1.

Figura k b1 b2 d1 d2 g p q

4.2 (a) 1 3; 5 1 1 2 2 0; 3 0; 7
4.2 (b) 2 1 0; 8 1; 2 1; 5 0; 5 0; 7 0; 3

Tabela 4.1: Valores dos parâmetros utilizados nos gr�a�cos referentes ao modelo SIS.

Figura 4.2: As nullclines e componentes do campo de dire�c~oes, de S (em preto) e
de I (em vermelho), no primeiro quadrante do plano de fases do sistema
SIS; (a) b1 > d1 e qb2 � g < b2 < d2, (b) b1 < d1 e qb2 � g � d2 < 0.

Pelas condi�c~oes da Figura 4.2 (a), b1 > d1 e qb2 � g < b2 < d2, o ponto

de equil��brio endêmico E2 = (S�; I�) �e est�avel.

Atrav�es da Figura 4.2 (b), com b1 < d1 e qb2 � g � d2 < 0, vemos que

o ponto de equil��brio E1 = (0; 0), �unico equil��brio neste caso, �e est�avel.
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b) Lineariza�c~ao do modelo SIS

Pela lineariza�c~ao do sistema (4.3), em torno de (S�; I�), obtemos uma

matriz Jacobiana, cujos elementos s~ao os coe�cientes deste sistema linearizado, des-

crito abaixo:

a11 = b1 � d1 � kI�;

a12 = pb2 + g � kS�;

a21 = kI�;

a22 = kS� + qb2 � d2 � g;

Atrav�es da matriz Jacobiana do sistema linearizado chegamos aos seguintes

resultados:

1) Pelas condi�c~oes de estabilidade local, o ponto de equil��brio

E1 = (0; 0) ser�a est�avel, se e somente se:

T J(0; 0) < 0 ) b1 � d1 + qb2 � d2 � g < 0;

D J(0; 0) > 0 ) (b1 � d1)(qb2 � d2 � g) > 0: (4.18)

Portanto, este ponto de equil��brio �e est�avel quando:

b1 � d1 < 0 e qb2 � d2 � g < 0: (4.19)

Salientamos que, se b2 < d2 a condi�c~ao qb2 � d2 � g < 0 �e garantida.

2) O ponto de equil��brio E2 = (S�; I�), quando for vi�avel, isto �e, quando

as condi�c~oes em (4.8) forem satisfeitas, ser�a est�avel, se e somente se:

T J(S�; I�) < 0 ) b1 � d1 � kI� < 0;

D J(S�; I�) > 0 ) kI�(d2 � b2) > 0: (4.20)

Conclu��mos que, quando o equil��brio endêmico E2 = (S�; I�) for vi�avel,

ele ser�a est�avel, desde que, b1 > d1 e b2 < d2, ou seja, no caso em que tivermos a
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taxa l��quida per capita de crescimento dos suscet��veis positiva e a taxa l��quida per

capita de crescimento dos infecciosos negativa.

Os resultados obtidos pela an�alise de estabilidade linear local dos pontos

de equil��brio do modelo SIS, est~ao apresentados na Tabela 4:2.

Condi�c~ao 1 Condi�c~ao 2 Doen�ca se E1 E2 Interpreta�c~ao do
estabelece? (0; 0) (S�; I�) equil��brio est�avel

b1 < d1 n~ao e.e. � extin�c~ao da esp�ecie
qb2 � d2 � g < 0 b1 > d1 e S e I

b2 < d2 sim e.i. e.e. em equil��brio

Tabela 4.2: Estabilidade linear dos equil��brios do modelo SIS; e:i: equil��brio
inst�avel, e:e: equil��brio est�avel, � equil��brio n~ao �e de�nido.

No caso em que b1 < d1 e qb2 � g < d2 < b2, que n~ao se enquadra nos

nossos resultados sintetizados na Tabela 4:2, o equil��brio endêmico E2 �e vi�avel, mas

n~ao �e est�avel. Estudos de estabilidade global envolvendo outras rela�c~oes, entre os

parâmetros, para os quais os pontos de equil��brio E1 e E2 n~ao s~ao equil��brios est�aveis

foram apresentadas por [Busenberg e Cooke(1993)] e n~ao ser~ao por n�os abordadas

neste trabalho, por n~ao estarem inclu��das nos objetivos do mesmo.

4.8 Adimensionaliza�c~ao do modelo SIS

As unidades dos parâmetros envolvidos no sistema (4.3) s~ao:

[k] = [N ]�1[t]�1; [b1] = [t]�1; [b2] = [t]�1;

[d1] = [t]�1; [d2] = [t]�1; [g] = [t]�1; [p] = [q] = [ ]0.

Quanto �as vari�aveis dependentes temos:

[S] = [I] = [N ] = indiv��duos.
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Para adimensionalizar o sistema (4.3), de�nimos as novas vari�aveis de-

pendentes adimensionais, todas variando entre 0 e 1, como:

x � S

N
; y � I

N
; (4.21)

onde x+ y = 1, e de�niremos tamb�em a vari�avel independente � , atrav�es de:

� � (d2 + g)t: (4.22)

O sistema adimensionalizado encontrado �e:8>><
>>:

dx

d�
=

(b1 � d1)x+ (b2 + g)y

d2 + g
� (kNx+ qb2)y

d2 + g

dy

d�
=

(kNx+ qb2)y

d2 + g
� y:

(4.23)

Para que uma epidemia seja estabelecida, devemos ter y0(�) > 0, o que,

de (4.23), com x = 1 (toda a popula�c~ao �e suscet��vel) e N = N(0), implica em:

kN(0) + qb2
d2 + g

> 1; (4.24)

donde obtemos a mesma de�ni�c~ao de R0 obtida em (4.9), pois a condi�c~ao em (4.24)

equivale a R0 > 1.

4.9 Solu�c~ao num�erica do modelo SIS

Nas Figuras 4.3 e 4.4, apresentamos em um mesmo sistema de eixos

coordenados os gr�a�cos da solu�c~ao S(t) e I(t), em fun�c~ao do tempo t, do modelo

SIS, de�nido em (4.3).

Os valores dos parâmetros utilizados para construirmos os gr�a�cos das

Figuras 4.3 e 4.4 foram apresentados na Tabela 4:1 (ver se�c~ao 4.7 ). Neste caso,

�xamos a popula�c~ao inicial em N(0) = 10, com S(0) = 7 e I(0) = 3.

Na Figura 4.3 (a), observamos que a popula�c~ao total N(t) ! 0, ao

considerarmos d1 > b1 e qb2 � g � d2 < 0, isto �e, a popula�c~ao �e extinta. Vemos que
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Figura 4.3: Varia�c~ao temporal do n�umero de suscet��veis S(t) (em preto) e de infec-
ciosos I(t) (em vermelho) do modelo SIS; (a) E1 = (0; 0) �e est�avel, (b)
E2 = (3; 3; 8; 25) �e est�avel.

Figura 4.4: Varia�c~ao temporal do n�umero de suscet��veis S(t) (em preto) e de infec-
ciosos I(t) (em vermelho) do modelo SIS; quando E2 = (3; 3; 8; 25) �e
est�avel e N(0) = 3 e R0 = 0; 92.

o n�umero de indiv��duos suscet��veis diminui, j�a o n�umero de indiv��duos infectivos

inicialmente aumenta e depois diminui, at�e ambas as classes tenderem �a extin�c~ao.

Pela Figura (4.3) (b), a popula�c~ao estabelece o equil��brio endêmico,

que �e dado por E2 = (3; 3; 8; 25), onde b1 > d1 e qb2 � g < b2 < d2, NT = 3; 3 e

R0 = 2; 67. Observamos que, em n�umero, o grupo de suscet��veis diminui, enquanto

o n�umero de indiv��duos infectivos aumenta e depois diminui at�e ambos atingirem o

equil��brio endêmico, onde os infectivos superam, em n�umero, a classe suscet��vel.

Na Figura 4.4, com as mesmas condi�c~oes da Figura 4.3 (b), por�em com

N(0) < NT e R0 < 1, o ponto de equil��brio E2 = (3; 3; 8; 25) permanece est�avel. Isto

mostra que, neste caso, sob estas condi�c~oes, a existência e estabilidade deste ponto

n~ao depende dos parâmetros NT e R0.
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Na pr�oximo se�c~ao, discutiremos o modelo SIS, sem transmiss~ao hori-

zontal do microorganismo, apresentaremos condi�c~oes para que a infec�c~ao se esta-

bele�ca na popula�c~ao, onde o �unico modo de propaga�c~ao do pat�ogeno �e o vertical.

4.10 Modelo SIS sem transmiss~ao horizontal (k = 0)

4.10.1 Introdu�c~ao

De acordo com os estudos de Fine (1975) apud [Busenberg e Cooke(1993)]

certas esp�ecies de microparasitas s~ao propagadas apenas por transmiss~ao vertical,

sendo que a transmiss~ao horizontal �e ausente ou �e desprez��vel. No modelo SIS,

dado em (4.3), isto corresponde a tomar k = 0.

Um exemplo interessante deste tipo de situa�c~ao ocorre em gramas in-

fectadas por um sistema f�ungico end�o�to; estes envenenam mam��feros dom�esticos

e aumentam a resistência da grama a insetos herb��voros. Muitos destes fungos s~ao

transmitidos verticalmente pelas sementes de sua grama hospedeira.

Na Figura 4.5 apresentamos o uxograma correspondente ao modelo

SIS sem transmiss~ao horizontal.

Figura 4.5: Fluxograma para o modelo SIS sem transmiss~ao horizontal. A con-
ven�c~ao adotada �e a mesma da Figura 4.1.
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4.10.2 Formula�c~ao do modelo SIS com k = 0

Reca��mos no seguinte sistema de equa�c~oes diferenciais:

8><
>:

dS

dt
= (b1 � d1)S + (pb2 + g)I

dI

dt
= (qb2 � d2 � g)I;

(4.25)

dada uma condi�c~ao inicial:

S(0) � 0; I(0) � 0: (4.26)

Observamos que este sistema �e linear, assim, poderemos resolvê-lo ana-

liticamente. Isto ser�a feito na subse�c~ao 4.10.6.

Da Equa�c~ao (4.1) juntamente com o sistema (4.25), obtemos a equa�c~ao

diferencial para a popula�c~ao total N(t), escrita em fun�c~ao de N(t) e I(t):

dN

dt
= (b1 � d1)N � �I; (4.27)

sujeita �a condi�c~ao inicial,

0 � I(0) � N(0): (4.28)

Na Equa�c~ao (4.27) de�nimos:

� � (b1 � d1)� (b2 � d2); (4.29)

parâmetro que estar�a envolvido v�arias vezes em nossa abordagem posterior, e que

signi�ca a diferen�ca entre a taxa l��quida per capita de crescimento dos suscet��veis e

a taxa l��quida per capita de crescimento dos indiv��duos infecciosos.

Observamos que se:

(b1 � d1)N 6= �I; (4.30)

a popula�c~ao total n~ao se conserva.
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Na ausência da doen�ca, a Equa�c~ao (4.27) tem o mesmo comportamento

da Equa�c~ao (4.5) apresentada anteriormente.

Do sistema (4.25) juntamente com a Equa�c~ao (4.27), iremos escrever

um sistema de equa�c~oes diferenciais para I(t) e N(t):

8><
>:

dI

dt
= (qb2 � d2 � g)I

dN

dt
= (b1 � d1)N � �I;

(4.31)

onde � = (b1 � d1)� (b2 � d2), sujeito �a condi�c~ao inicial em (4.28).

Introduziremos, tamb�em, outra vari�avel, determinada pela raz~ao:

i(t) =
I(t)

N(t)
; (4.32)

onde 0 � i(t) � 1, j�a que 0 � I(t) � N(t). Tal vari�avel representa a prevalência,

propor�c~ao de indiv��duos infecciosos, na popula�c~ao hospedeira.

4.10.3 Pontos de equil��brio do modelo SIS com k = 0

Para determinar as solu�c~oes de equil��brio (S�; I�) do sistema (4.25),

igualamos a zero o lado direito das equa�c~oes diferenciais. Os equil��brios encontrados

s~ao:

� O equil��brio trivial E1 = (0; 0).

� O equil��brio endêmico E2 = (S�; I�), desde que qb2 � d2 � g = 0. As

coordenadas deste ponto s~ao:

S� = �pb2 + g

b1 � d1
I�; (4.33)

onde I� > 0 �e arbitr�ario. O ponto de equil��brio E2 �e biologicamente

vi�avel se:

b1 < d1; (4.34)

isto �e, a taxa l��quida per capita de crescimento dos suscet��veis �e negativa.
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Neste caso, a popula�c~ao de hospedeiros suscet��veis (que nunca foram

infectados) seria extinta pois b1 < d1, mas o parasita confere uma vantagem su�ciente

para sustentar a popula�c~ao (S� e I� s~ao diferentes de zero).

4.10.4 Determina�c~ao do parâmetro R0

Para determinar o parâmetro R0 para o modelo SIS, de�nido em (4.25),

basta seguir o exposto na se�c~ao 4.5 e tomar k = 0.

Portanto, o coe�ciente reprodutivo b�asico, R0, �e:

R0 � qb2
d2 + g

: (4.35)

Observamos que, se compararmos o parâmetro R0 do modelo anterior,

dado em (4.9), com este de�nido em (4.35), vemos que este �e composto apenas

pelo coe�ciente de transmiss~ao vertical daquele. Naquela momento a�rmamos que

se k = 0, o parâmetro R0 < 1. Agora a situa�c~ao �e outra pois, para o ponto de

equil��brio endêmico, de�nido em (4.33), existir devemos ter qb2�d2� g = 0, o que �e

equivalente a R0 = 1. Logo, com R0 = 1, teremos a propaga�c~ao deste tipo de fungo.

4.10.5 An�alise de estabilidade referente ao modelo SIS com k = 0

A an�alise de estabilidade dos pontos de equil��brio do modelo SIS com

k = 0 pode ser efetuada atrav�es do estudo do plano de fase do sistema (4.25).

As nullclines de S e de I s~ao semelhantes �aquelas para o sistema (4.3),

tomando k = 0 (ver se�c~ao 4.7 ).

Os valores dos parâmetros utilizados para construirmos os gr�a�cos da

Figuras 4.6 e 4.7 est~ao apresentados na Tabela 4:3.

Observamos que, com as condi�c~oes da Figura 4.6, b1 < d1 e R0 < 1, o

ponto de equil��brio E1 = (0; 0) �e est�avel.
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Figura b1 b2 d1 d2 g p q

4.6 1 2; 5 1; 5 2 0; 3 0; 3 0; 7
4.7 1 2 1; 2 1; 3 0; 5 0; 1 0; 9

Tabela 4.3: Valores dos parâmetros utilizados nos gr�a�cos referentes ao modelo SIS
com k = 0.

Figura 4.6: As nullclines e componentes do campo de dire�c~oes, de S (em preto) e
de I (em vermelho), no primeiro quadrante do plano de fases do modelo
SIS com k = 0; para b1 < d1 e R0 < 1.

Na Figura 4.7, consideramos a coordenada I� = 30 para o ponto de

equil��brio E2, assim, temos a coordenada S� = 50. Apresentamos as nullclines e

componentes do campo de dire�c~oes do sistema (4.25), onde a condi�c~ao de existência

de E2 foi cumprida, b1 < d1 e R0 = 1. Na �gura vemos que para uma dada trajet�oria

os valores de S, diminuem ou aumentam at�e chegarem em S�, mas I� n~ao varia.

Os resultados obtidos pela an�alise de estabilidade dos pontos de equil��brio

do modelo SIS com k = 0, est~ao apresentados na Tabela 4:4.

Condi�c~ao Parâmetro Doen�ca se E1 E2 Interpreta�c~ao do
R0 estabelece? (0; 0) (S�; I�) equil��brio est�avel

R0 < 1 n~ao e.e. � extin�c~ao da esp�ecie
b1 < d1 R0 = 1 sim e.i. e.e. equil��brio S e I

Tabela 4.4: Estabilidade dos equil��brios do modelo SIS com k = 0; e:i: equil��brio
inst�avel, e:e: equil��brio est�avel, � equil��brio n~ao �e de�nido.
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Figura 4.7: As nullclines e componentes do campo de dire�c~oes, de S (em preto) e
de I (em vermelho), no primeiro quadrante do plano de fases do modelo
SIS com k = 0; para b1 < d1 e R0 < 1.

4.10.6 Solu�c~ao exata do modelo SIS com k = 0

O modelo SIS, (4.25), pode ser resolvido explicitamente, resultando

em:

1) Da segunda equa�c~ao em (4.25) temos:

I(t) = I(0)e�t; (4.36)

onde de�nimos:

� � qb2 � d2 � g < b2 � d2: (4.37)

Observamos que:

a) I(t)! 0 se � < 0, ou seja, R0 < 1;

b) I(t) = I(0) se � = 0, ou seja, R0 = 1;

c) I(t)!1 se � > 0, isto �e, R0 > 1;

quando t!1.

2) Substituindo a solu�c~ao (4.36) na primeira equa�c~ao em (4.25), e re-

solvendo a equa�c~ao resultante para S(t), obtemos:

S(t) = S(0)e(b1 � d1)t +
(pb2 + g)I(0)

(d1 � b1 + �)

�
e�t � e(b1 � d1)t

�
; (4.38)
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contanto que � 6= b1 � d1.

As Equa�c~oes (4.36) e (4.38) constituem a solu�c~ao exata do sistema

(4.25) que satisfazem as condi�c~oes iniciais (4.26).

3) Podemos ainda, substituir a solu�c~ao (4.36) na segunda equa�c~ao em

(4.31), e resolver a equa�c~ao resultante para N(t), donde obtemos, para a popula�c~ao

total:

N(t) = N(0)e(b1 � d1)t � �I(0)

(d1 � b1 + �)

�
e�t � e(b1 � d1)t

�
; (4.39)

desde que � 6= b1 � d1.

As Equa�c~oes (4.36) e (4.39) constituem a solu�c~ao exata do sistema

(4.31) que satisfazem as condi�c~oes iniciais (4.28).

4.10.7 Comportamento assint�otico das solu�c~oes

O comportamento assint�otico de N(t) pode ser obtido a partir da

Equa�c~ao (4.39), donde vemos que depender�a da compara�c~ao entre � = qb2 � d2 � g

e b1 � d1.

Das Equa�c~oes (4.36) e (4.39) analisaremos tamb�em, o comportamento

assint�otico de i(t), como segue:

a) Se � < b1�d1, ent~aoN(t) tem o seguinte comportamento assint�otico:

N(t) �
�
N(0) +

�I(0)

d1 � b1 + �

�
e(b1 � d1)t; (4.40)

quando t!1.

A prevalência i(t) tem comportamento assint�otico de ordem

e(� � b1 + d1)t, pois,

i(t) =
I(t)

N(t)
� I(0)e�t

(N(0) + C)e(b1 � d1)t
� e(� � b1 + d1)t; (4.41)

onde C � �I(0)

d1 � b1 + �
.
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Desta forma, se � < b1 � d1, a prevalência i(t)! 0 quando t!1.

Os valores dos parâmetros utilizados para construirmos os gr�a�cos das

Figuras 4.8 a 4.10 est~ao apresentados na Tabela 4:5.

Figura b1 b2 d1 d2 g p q

4.8 1 0; 8 1; 2 1; 3 0; 5 0; 2 0; 8
4.9 1 3 1; 4 1; 5 0; 5 0; 1 0; 9
4.10 1 3 1; 1 2 0; 5 0; 2 0; 8

Tabela 4.5: Valores dos parâmetros utilizados nos gr�a�cos referentes ao modelo SIS
com k = 0.

Na Figura 4.8, podemos observar o comportamento de S(t), I(t), N(t)

e i(t) quando � < b1 � d1.

Figura 4.8: Varia�c~ao temporal em (a) do n�umero de suscet��veis S(t) (em preto), de
infecciosos I(t) (em vermelho) e da popula�c~ao total N(t) (em rosa) do
modelo SIS com k = 0, em (b) da prevalência i(t) para � < b1 � d1 e
b1 < d1.

b) Se � > b1 � d1, ent~ao N(t) tem comportamento assint�otico:

N(t) � �I(0)

(b1 � d1 � �)
e�t; (4.42)

quando t!1.

E a prevalência i(t) tende a uma constante quando t!1, pois,

i(t) =
I(t)

N(t)
� I(0)e�t

�I(0)e�t=(b1 � d1 � �)
=

(b1 � d1 � �)

�
: (4.43)
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Observamos que, indiferentemente do comportamento de I(t) e N(t),

isoladamente, a propor�c~ao de indiv��duos infectivos i(t) tende a uma constante.

J�a que � = qb2 � d2 � g > b1 � d1, segue que:

� = (b1 � d1)� (b2 � d2) < b1 � d1 � � < 0; (4.44)

e o limite constante �e positivo e menor que 1.

Atrav�es da Figura 4.9, vemos o comportamento de S(t), I(t), N(t) e

i(t) quando � > b1 � d1.

Figura 4.9: Varia�c~ao temporal em (a) do n�umero de suscet��veis S(t) (em preto), de
infecciosos I(t) (em vermelho) e da popula�c~ao total N(t) (em rosa) do
modelo SIS com k = 0, em (b) da prevalência i(t) para � > b1 � d1 e
b1 < d1.

c) Se � = b1 � d1 ent~ao � �e negativo, e i(t)! 0 quando t!1.

O fato de � ser negativo mostra-se lembrando que � = (b1�d1)�(b2�d2)
e � = b1 � d1, donde:

� = � � (b2 � d2) < 0; pois; � < b2 � d2: (4.45)

Neste caso o sistema (4.25) ser�a reescrito da seguinte forma:

8><
>:

dS

dt
= �S + (pb2 + g)I

dI

dt
= �I;

(4.46)

sujeito �as condi�c~oes iniciais (4.26).
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O sistema (4.46) pode ser resolvido explicitamente, conforme feito na

subse�c~ao 4.10.6, resultando em:

I(t) = I(0)e�t e S(t) = (S(0) + (pb2 + g)I(0)t)e�t: (4.47)

As Equa�c~oes em (4.47) constituem a solu�c~ao exata do sistema (4.46)

que satisfazem �as condi�c~oes iniciais (4.26).

Nesta situa�c~ao, o sistema (4.31) ser�a reescrito da seguinte forma:

8><
>:

dI

dt
= �I

dN

dt
= �N � �I;

(4.48)

sujeito �as condi�c~oes iniciais (4.28).

O sistema (4.48) ser�a resolvido explicitamente, resultando em:

I(t) = I(0)e�t e N(t) = (N(0)� �I(0)t)e�t: (4.49)

As Equa�c~oes em (4.49) constituem a solu�c~ao exata do sistema (4.48)

que satisfazem as condi�c~oes iniciais (4.28).

E a prevalência i(t)! 0 quando t!1, pois,

i(t) =
I(t)

N(t)
� I(0)

N(0)� �I(0)t
! 0: (4.50)

Na Figura 4.10, vemos comportamento de S(t), I(t), N(t) e i(t) quando

� = b1 � d1.

Conclu��mos que estes microparasitas podem ser mantidos por

transmiss~ao vertical, apenas no caso:

� > b1 � d1; (4.51)

isto �e, a taxa l��quida per capita de crescimento b2 � d2 do hospedeiro infeccioso

deve ser maior que a taxa l��quida per capita de crescimento b1 � d1 do hospedeiro

suscet��vel.
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Figura 4.10: Varia�c~ao temporal em (a) do n�umero de suscet��veis S(t) (em preto),
de infecciosos I(t) (em vermelho) e da popula�c~ao total N(t) (em rosa)
do modelo SIS com k = 0, em (b) da prevalência i(t) para � = b1� d1
e b1 < d1.

4.10.8 Adimensionaliza�c~ao do modelo SIS com k = 0

O sistema adimensionalizado obtido atrav�es do modelo SIS, apresen-

tado em (4.25), �e an�alogo aquele determinado na se�c~ao 4.8 com k = 0.

4.10.9 Solu�c~ao num�erica do modelo SIS com k = 0

Na Figura 4.11, apresentamos em um mesmo sistema de eixos coorde-

nados os gr�a�cos da solu�c~ao S(t) e I(t), em fun�c~ao do tempo t, do modelo SIS,

dado em (4.25).

Os valores empregados na constru�c~ao dos gr�a�cos da Figura 4.11 s~ao

os mesmos apresentados na Tabela 4:3 (ver subse�c~ao 4.10.5 ).

Pela Figura 4.11 (a), vemos que a popula�c~ao total N(t) ! 0 quando

consideramos b1 < d1 e R0 < 1, isto �e, a popula�c~ao foi extinta. O grupo de suscet��veis

e infectivos diminui, em n�umero, tendendo �a extin�c~ao.

Na Figura 4.11 (b), assumimos que b1 < d1 e R0 = 1 e a popula-

�c~ao estabelece o equil��brio endêmico E2 = (50; 30). Observamos que, em n�umero, o

grupo de suscet��veis diminui, enquanto o n�umero de indiv��duos infectivos permanece
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Figura 4.11: Varia�c~ao temporal do n�umero de suscet��veis S(t) (em preto) e de in-
fecciosos I(t) (em vermelho) do modelo SIS; (a) E1 �e est�avel, (b) E2

�e est�avel.

constante, at�e o equil��brio endêmico ser estabelecido, onde, neste caso, os suscet��veis

superam, em n�umero, a classe infecciosa.

Na pr�oxima se�c~ao, aplicaremos o modelo SIS, para estudarmos a dinâmica

da doen�ca de Chagas, e estabeleceremos alguns parâmetros, que governam a propaga�c~ao

e o controle desta enfermidade.

4.11 Modelo da doen�ca de Chagas

4.11.1 Introdu�c~ao

A doen�ca de Chagas �e assim denominada em homenagem ao seu desco-

bridor, o m�edico brasileiro Dr. Carlos Justiniano Ribeiro das Chagas. Foi descoberta

em 1909, quando Carlos Chagas realizava uma campanha contra a mal�aria que atin-

gia oper�arios que trabalhavam na constru�c~ao de um trecho da Estrada de Ferro

Central do Brasil, na regi~ao norte do Estado de Minas Gerais.

Carlos Chagas, descreveu o agente etiol�ogico, o transmissor e o modo de

transmiss~ao da doen�ca. No Apêndice A apresentamos os aspectos biol�ogicos desta

enfermidade. Observamos ainda, que o fato desta doen�ca ser tamb�em transmitida

verticalmente foi primeiramente observado pelo Dr. Carlos Chagas.
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De acordo com [Rassi et al.(2004)] no Brasil e em alguns outros pa��ses

latino-americanos, a transmiss~ao do Trypanosoma cruzi aos seres humanos, atrav�es

de triatom��neos, �cou muito menos expressiva e, inclusive, j�a foram certi�cadas

interrup�c~oes desse tipo de veicula�c~ao do parasita. Como decorrência de tal situa�c~ao

as conhecidas formas de infec�c~ao rotuladas como alternativas passaram a merecer

maiores aten�c~oes.

A transmiss~ao maternal ou vertical da doen�ca de Chagas j�a foi relatada

em diversas comunica�c~oes cient���cas, sua freq�uência varia, de acordo com a regi~ao

e a metodologia de estudo, de 1; 6 a 18; 5%.

Este mecanismo de perpetua�c~ao vem crescendo de importância nas

�ultimas d�ecadas em regi~oes endêmicas e urbanas, onde est~ao concentrados muitos

imigrantes acometidos pelo T. cruzi. Estudos das d�ecadas de 60 e 70 mostraram, por

meio de exame anatomopatol�ogico de fetos, natimortos e prematuros, evolu�c~ao fatal

intra-uterina desta infec�c~ao. A partir da d�ecada de 80, pesquisas prospectivas evi-

denciaram, atrav�es de diferentes m�etodos para diagn�ostico, tais como parasitol�ogico,

sorol�ogico e anatomopatol�ogico, formas variadas da citada modalidade da doen�ca

de Chagas. Estas podem apresentar-se de diversas maneiras, exempli�cadas por

�obito fetal em qualquer fase da gesta�c~ao, prematuridade, febre, anemia, icter��cia

e meningoencefalite; em cerca de 50% dos casos o rec�em-nascido pode apresentar-

se sem sintomas ou oligossintom�atico. Os fatores possibilitadores da transmiss~ao

materno-fetal do T. cruzi n~ao est~ao bem esclarecidos: a cepa e a presen�ca de para-

sitas circulantes podem estar envolvidas. O diagn�ostico �e muitas vezes con�rmado

pela presen�ca do protozo�ario no rec�em-nascido atrav�es de exames espec���cos.

4.11.2 Modelo SIS sem vetor transmissor

4.11.2.1 Introdu�c~ao

A an�alise do comportamento da doen�ca de Chagas, ser�a feita atrav�es

do modelo formulado em (4.3), com algumas modi�ca�c~oes. Consideraremos apenas
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a transmiss~ao direta da infec�c~ao, ou seja, a transmiss~ao vetorial n~ao ser�a inclu��da

em nossas suposi�c~oes. Teremos a transmiss~ao horizontal (transmiss~ao sang�u��nea) e

vertical da infec�c~ao, e n~ao distinguiremos a doen�ca em sua forma aguda e crônica.

Em regi~oes endêmicas a taxa de transmiss~ao horizontal devido �a trans-

miss~ao sang�u��nea geralmente �e menor que a transmiss~ao vetorial. Por�em, pode

ser um modo mais importante de transmiss~ao em �areas suscet��veis que receberam

imigrantes de zonas endêmicas.

A forma do termo que descreve a taxa de transmiss~ao horizontal �e:

k
SI

N
; (4.52)

onde k �e constante, denominada coe�ciente de contato e
I

N
�e a propor�c~ao total de

contatos (transmiss~ao sang�u��nea, neste caso) entre cada suscet��vel e um indiv��duo

infeccioso.

Observamos que a dimens~ao da constante k em (4.3) �e [k] = [N ]�1[t]�1,

enquanto que em (4.52) �e [k] = [t]�1.

Na Figura 4.12 apresentamos o uxograma para o modelo SIS da

doen�ca de Chagas sem vetor transmissor.

Figura 4.12: Fluxograma para o modelo SIS da doen�ca de Chagas sem vetor trans-
missor. A conven�c~ao adotada �e a mesma da Figura 4.1.
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4.11.2.2 Formula�c~ao do modelo SIS

O modelo de equa�c~oes diferenciais a ser estudado �e:
8><
>:

dS

dt
= (b1 � d1)S + (pb2 + g)I � k

SI

N
dI

dt
= (qb2 � d2 � g)I + k

SI

N
;

(4.53)

dada uma condi�c~ao inicial:

S(0) � 0; I(0) � 0; N(0) � 0: (4.54)

Adicionando ambos os lados de (4.53) e lembrando de (4.1), obtemos a

equa�c~ao dada em (4.5).

Da Equa�c~ao (4.5), podemos escrever uma equa�c~ao para a popula�c~ao

total N(t) em fun�c~ao de N e I e chegar a equa�c~ao apresentada anteriormente em

(4.27).

4.11.2.3 Modelo de propor�c~oes sis

Para analisarmos o modelo SIS, dado em (4.53), consideraremos um

sistema de propor�c~oes equivalente a este, o que facilitar�a o estudo sobre sua dinâmica.

Este procedimento j�a foi realizado no cap��tulo 3 (ver se�c~ao 3.3 ).

Para N(t) 6= 0 de�niremos as propor�c~oes como:

s(t) � S(t)

N(t)
e i(t) � I(t)

N(t)
; (4.55)

e portanto, de (4.1), temos que:

s+ i = 1: (4.56)

De onde vem o seguinte sistema de equa�c~oes diferenciais:
8><
>:

ds

dt
= (�� k)si+ (pb2 + g)i

di

dt
= �((�� k)si+ (pb2 + g)i):

(4.57)
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Da Equa�c~ao (4.56) e pelo sistema (4.57), podemos escrever:

di

dt
= (k � �� g � pb2)i+ (�� k)i2: (4.58)

O sistema formado pela Equa�c~oes (4.56) e (4.58) �e equivalente ao sis-

tema (4.57) e este �e ao de�nido em (4.53).

Faremos ainda, a seguinte suposi�c~ao adicional,

� = (b1 � d1)� (b2 � d2) > 0 e k > �: (4.59)

Relembramos que � �e a vantagem reprodutiva dos suscet��veis sobre os

indiv��duos infectivos, assim, a condi�c~ao � > 0 �e biologicamente razo�avel para a

situa�c~ao que estamos modelando.

4.11.2.4 Pontos de equil��brio do modelo de propor�c~oes sis

Para encontrar as solu�c~oes de equil��brio (s�; i�) de (4.57), usaremos as

Equa�c~oes (4.56) e (4.58). Os pontos de equil��brio obtidos s~ao:

� O equil��brio livre da doen�ca, e1 = (1; 0).

� O ponto de equil��brio endêmico e2 = (s�; i�). As coordenadas deste

ponto s~ao:

s� =
pb2 + g

k � �
e i� = 1� pb2 + g

k � �
: (4.60)

Desde que k > �, este ponto de equil��brio �e vi�avel se:

pb2 + g

k � �
< 1: (4.61)

Ainda, como p + q = 1, temos que quanto maior for a taxa de trans-

miss~ao vertical qb2I, menor ser�a a parcela de indiv��duos suscet��veis no equil��brio

endêmico e2, e conseq�uentemente maior ser�a, em n�umero, a propor�c~ao i� de in-

div��duos infectivos.
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� Outro ponto de equil��brio que poderemos encontrar vem da Equa�c~ao

(4.27), o qual representa a propor�c~ao de infectivos i�, quando a popu-

la�c~ao �e de tamanho constante, N :

(b1 � d1)N � �I = 0; (4.62)

assim,

I

N
= i� =

b1 � d1
�

; (4.63)

como � > 0, este ponto de equil��brio ser�a vi�avel se:

b1 > d1: (4.64)

Neste caso, temos que a doen�ca ser�a mantida na popula�c~ao, apenas

pelo termo de procria�c~ao per capita de indiv��duos infecciosos qb2, que �e devido �a

transmiss~ao vertical da doen�ca.

4.11.2.5 Determina�c~ao do parâmetro R0

Para determinarmos o parâmetro R0, do modelo de propor�c~oes, iremos

considerar a Equa�c~ao (4.58).

Observamos que uma epidemia ocorrer�a quando o n�umero de infectados

aumentar, ou seja, i0(t) > 0, da Equa�c~ao (4.58), temos:

(�� k)i > g + pb2 + �� k; (4.65)

e visto que, k > �, obtemos:

i <
g + pb2 + �� k

�� k
: (4.66)

Como 0 � i � 1, encontramos:

g + pb2 + �� k < 0; (4.67)

que pode ser escrito como,

k

g + pb2 + �
> 1; (4.68)
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ou seja, um infeccioso durante o seu per��odo esperado de infecciosidade produzir�a:

k

g + pb2 + �
; (4.69)

novos infecciosos secund�arios.

De�nimos o coe�ciente reprodutivo b�asico, R0, adimensional, por:

R0 � k

g + pb2 + �
: (4.70)

Observamos que, a transmiss~ao horizontal da infec�c~ao �e necess�aria para

que ocorra a propaga�c~ao do agente infeccioso entre os indiv��duos da popula�c~ao.

Salientamos ainda, que a condi�c~ao de viabilidade, dada em (4.61), do

ponto de equil��brio endêmico, e2, de�nido em (4.60), �e equivalente a R0 > 1.

4.11.2.6 An�alise de estabilidade referente ao modelo de propor�c~oes sis

A an�alise de estabilidade dos pontos de equil��brio do modelo de pro-

por�c~oes sis, ser�a realizada atrav�es do estudo da linha de fase da equa�c~ao diferencial

(4.58) (ver cap��tulo 3).

Usando a equa�c~ao diferencial (4.58) temos:

(k � �� g � pb2)i+ (�� k)i2 = 0; (4.71)

cujo comportamento est�a apresentado nas Figuras 4.13 e 4.14.

Figura 4.13: Linha de fase para i(t), com R0 < 1.

Na Figura 4.13 identi�camos por meio de setas o comportamento do

modelo sis. Para R0 < 1, o valor i� = 0 �e est�avel e i� = 1 � pb2 + g

k � �
�e ponto de

equil��brio inst�avel.
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Na Figura 4.14, com o parâmetro R0 > 1, o ponto de equil��brio i� = 0

torna-se inst�avel, enquanto que, i� = 1� pb2 + g

k � �
�e ponto de equil��brio est�avel.

Figura 4.14: Linha de fase para i(t), com R0 > 1.

Portanto, para o modelo de propor�c~oes sis, dado em (4.57), conclu��mos

que, para R0 < 1 a doen�ca n~ao atingir�a n��veis endêmicos na popula�c~ao, e o equil��brio

livre da doen�ca e1 = (1; 0) �e est�avel. Enquanto que, para R0 > 1 uma epidemia

ser�a estabelecida, e o equil��brio endêmico e2 = (s�; i�) �e est�avel.

4.11.2.7 Apresenta�c~ao dos parâmetros adicionais

Nesta se�c~ao apresentaremos quatro parâmetros adicionais, os quais de-

sempenham um papel muito importante na dinâmica do modelo SIS, de�nido em

(4.53). Estes parâmetros adicionais s~ao devido ao fato que estamos permitindo a

possibilidade que a popula�c~ao N(t) varie de tamanho, isto �e, estamos considerando

varia�c~oes demogr�a�cas.

1) Se I(t) � 0, temos:

dS

dt
=

dN

dt
= (b1 � d1)S = d1(R1 � 1)S = d1(R1 � 1)N; (4.72)

onde de�nimos o parâmetro:

R1 � b1
d1
; (4.73)

que pode ser visto como o coe�ciente reprodutivo da popula�c~ao livre da

doen�ca.

Observamos que a Equa�c~ao (4.72), com a condi�c~ao inicial (4.54), tem a

seguinte solu�c~ao exponencial:

N(t) = N(0)ed1(R1 � 1)t: (4.74)
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Portanto,

a) Se R1 < 1 ent~ao N(t)! 0.

b) Se R1 = 1 ent~ao N(t) = N(0).

c) Se R1 > 1 ent~ao N(t)!1;

quando t!1.

2) Outro parâmetro que deve ser considerado �e R0, de�nido anterior-

mente em (4.70), que �e o valor l��quido infectivo, que mede a for�ca relativa da trans-

miss~ao horizontal e a varia�c~ao no n�umero de infectivos, devido �a taxa de remo�c~ao e

aos efeitos demogr�a�cos.

3) No momento em que a popula�c~ao atingir o equil��brio endêmico, i�,

a popula�c~ao total satisfar�a a equa�c~ao:

dN

dt
= (b1 � d1 � �i�)N = (d1 + �i�)(R2 � 1)N: (4.75)

Desta forma, N(t) crescer�a ou decrescer�a de acordo com R2 > 1

ou R2 < 1, quanto t!1.

De�nimos o parâmetro:

R2 � b1
d1 + �i�

; (4.76)

como o coe�ciente reprodutivo da popula�c~ao quando a doen�ca �e endêmica.

4) No caso da popula�c~ao total estar aumentando, em n�umero, mas a

propor�c~ao endêmica
I

N
diminuindo para zero, o coe�ciente reprodutivo l��quido

dos indiv��duos infectivos poder�a ser estimado da seguinte maneira:

A equa�c~ao para I quando
I(t)

N(t)
! 0, e portanto,

S(t)

N(t)
! 1, ser�a escrita

na forma:

dI

dt
= (d2 + g)

�
k + qb2
d2 + g

� 1

�
I = (d2 + g)(R3 � 1)I; (4.77)
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onde:

R3 � k + qb2
d2 + g

: (4.78)

Portanto, I(t) tender�a a zero ou a in�nito de acordo com R3 < 1

ou R3 > 1, quando t!1.

4.11.2.8 Inuência dos parâmetros adicionais

Os parâmetros apresentados anteriormente determinam a dinâmica do

sistema (4.53). Tal modelo de equa�c~oes tem o seguinte comportamento:

1) No caso de N = constante, ent~ao a propor�c~ao infectiva i =
I

N
�e

dada por (4.63), se R1 > 1 e R2 = 1; enquanto que se R1 � 1, ent~ao N = I = 0, e

i(t) n~ao ser�a de�nido.

Primeiramente, observamos que N(t) ser�a constante se, e somente se:

N = 0 ou b1 � d1 � �i = 0: (4.79)

Esta �ultima condi�c~ao implica em:

i = i� =
b1 � d1

�
; (4.80)

que ser�a vi�avel se, e somente se, R1 > 1 e R2 = 1.

Se R1 < 1, ent~ao N = I = 0, �e o �unico estado de equil��brio poss��vel, e

portanto, i(t) =
I(t)

N(t)
n~ao ser�a de�nido.

Na Figura 4.15, observamos o comportamento da propor�c~ao infectiva

i(t) quando o tamanho da popula�c~ao N(t) �e constante. Neste caso, R1 > 1 e R2 = 1,

a propor�c~ao infectiva tende para i�, dado em (4.63).
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Figura 4.15: Varia�c~ao temporal da propor�c~ao infectiva i(t) quando a popula�c~ao
N(t) = constante, com R1 > 1 e R2 = 1.

2) Quando N 6= constante, teremos as seguintes possibilidades:

a) A propor�c~ao de infectivos i(t) obedece a:

lim
t!1

i(t) =

8><
>:

i�; se R0 > 1;

0; se R0 � 1;

(4.81)

onde i� foi dado em (4.61).

Se N 6= constante, i(t) tender�a a um dos dois estados de equil��brio da

Equa�c~ao (4.58).

Calculando a derivada do lado direito da Equa�c~ao (4.58) em rela�c~ao a

i, em i = 0, temos:

k � �� pb2 � g; (4.82)

que �e positivo se R0 > 1, conseq�uentemente i(t)! i� > 0.

No caso de R0 < 1, ent~ao o valor dado em (4.82) �e negativo, logo

i(t)! 0.

Quando R0 = 1 o �unico estado de equil��brio em [0; 1] �e i� = 0, portanto

i(t)! 0.

Na Figura 4.16, vemos a dinâmica da propor�c~ao infectiva i(t) para: (a)

R0 > 1, nesta situa�c~ao a propor�c~ao infectiva i(t) tende para o valor i�, de�nido em

(4.60); (b) R0 < 1, neste caso, i�, dado em (4.60), tende a zero.
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Figura 4.16: Varia�c~ao temporal da propor�c~ao infectiva i(t) quando a popula�c~ao
N(t) 6= constante; (a) R0 > 1, (b) R0 < 1.

b) Se R0 � 1 e R1 � 1, ent~ao:

N(t)! 0; I(t)! 0 e i(t)! 0; (4.83)

quando t!1.

Por�em, se R0 � 1 e R1 > 1, ent~ao:

N(t)!1; i(t)! 0; (4.84)

quando t!1 e:

I(t)!

8><
>:

0; se R3 < 1;

1; se R3 > 1:

(4.85)

Podemos observar que se R0 � 1 e R1 � 1, ent~ao:

dN

dt
= (b1 � d1)N � �I < 0; (4.86)

desde que R1 6= 1 ou I(0) 6= 0. Se tanto R1 = 1 e I(0) = 0, ent~ao N(t) = constante,

que n~ao ser�a poss��vel neste caso.

Assim, N(t), I(t) e i(t)! 0 quando t!1.

Outra situa�c~ao ocorrer�a se R0 � 1 e R1 > 1, e a equa�c~ao para N(t)

ser�a escrita da seguinte forma:

dN

dt
= (b1 � d1 � �i)N; (4.87)
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que tornar-se-�a:

dN

dt
= (b1 � d1)N; (4.88)

desde que i(t)! 0 quando t!1.

Salientamos que, b1 � d1 > 0 pois R1 > 1, e ent~ao N(t) ! 1 quando

t!1.

A equa�c~ao para I(t) poder�a ser reescrita como:

dI

dt
= (k + qb2 � d2 � g � ki)I ! (k + qb2 � d2 � g)I

= (d2 + g)(R3 � 1)I; (4.89)

deste modo I(t)! 0 se R3 < 1 ou I(t)!1 se R3 > 1 quando t!1.

Os valores dos parâmetros utilizados para construirmos os gr�a�cos das

Figuras 4.17 a 4.20 est~ao apresentados na Tabela 4:6.

Figura k b1 b2 d1 d2 g p q

4.17 1; 2 1 0; 5 1; 3 1; 9 1; 8 0; 7 0; 3
4.18 2; 5 1; 8 0; 5 1 0; 5 1; 8 0; 7 0; 3
4.19 2; 5 1; 2 0; 8 1 1; 3 0; 8 0; 3 0; 7
4.20 2; 3 1; 3 1 0; 7 1 0; 6 0; 3 0; 7

Tabela 4.6: Valores dos parâmetros utilizados nos gr�a�cos referentes ao modelo SIS.

Nas Figuras 4.17 e 4.18, vemos a mudan�ca de comportamento em N(t),

I(t) e i(t) de acordo com a varia�c~ao dos parâmetros R0, R1 e R3. Na Figura 4.17

consideramos R0 < 1 e R1 < 1; para a Figura 4.18 temos R0 < 1, R1 > 1 e R3 > 1.
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Figura 4.17: Varia�c~ao temporal em (a) da popula�c~ao N(t) (em rosa) e dos infectivos
I(t) (em vermelho), (b) da propor�c~ao infectiva i(t), para R0 < 1 e
R1 < 1.

Figura 4.18: Varia�c~ao temporal em (a) da popula�c~ao N(t) (em rosa) e dos infectivos
I(t) (em vermelho), (b) da propor�c~ao infectiva i(t), quando R0 < 1,
R1 > 1 e R3 > 1.

c) Se R0 > 1 ent~ao i(t)! i�, e:

N(t)!

8><
>:

0; se R2 < 1

1; se R2 > 1;

(4.90)

I(t)!

8><
>:

0; se R2 < 1

1; se R2 > 1;

(4.91)

quando t!1.

Se R0 > 1 ent~ao i(t)! i�, e a equa�c~ao para N(t) �e:

dN

dt
= (b1 � d1 � �i�)N

= (d1 + �i�)(R2 � 1)N; (4.92)
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que fornece a seguinte conclus~ao:

a) Se R2 < 1 ent~ao N(t)! 0;

b) Se R2 > 1 ent~ao N(t)!1;

quando t!1.

Como I(t) = N(t)i� e i� > 0, o comportamento de I(t) �e o mesmo de

N(t).

Nas Figuras 4.19 e 4.20, vemos a dinâmica de N(t), I(t) e i(t) de acordo

com a varia�c~ao dos parâmetros R0 e R2. Na Figura 4.19, com R0 > 1 e R2 < 1, a

propor�c~ao infectiva i(t) tende para i�, dado em (4.60). Na Figura 4.20, para R0 > 1

e R2 > 1, a propor�c~ao infectiva i(t) tende para i�, de�nido em (4.60).

Figura 4.19: Varia�c~ao temporal em (a) da popula�c~ao N(t) (em rosa) e dos infectivos
I(t) (em vermelho), em (b) da propor�c~ao infectiva i(t), para R0 > 1 e
R2 < 1.
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Figura 4.20: Varia�c~ao temporal em (a) da popula�c~ao N(t) (em rosa) e dos infectivos
I(t) (em vermelho), em (b) da propor�c~ao infectiva i(t), quando R0 > 1
e R2 > 1.

4.12 Considera�c~oes Finais

Para encerrarmos este cap��tulo, apresentaremos as conclus~oes obtidas

referentes aos modelos tipo SIS por n�os estudados:

Da an�alise do modelo epidemiol�ogico SIS, de�nido em (4.3), temos que

o parâmetro R0 resulta da soma dos termos de transmiss~ao horizontal e vertical do

agente infeccioso.

A doen�ca se estabelece na popula�c~ao at�e mesmo se NT < N(0), e

esta condi�c~ao �e equivalente a R0 < 1. Por�em, �e importante frisar que isto ocor-

reu apenas para o ponto de equil��brio endêmico E2; para obter mais detalhes ver

[Busenberg e Cooke(1993)].

Quanto �a estabilidade dos pontos de equil��brio deste modelo, temos

que o equil��brio endêmico E2 = (S�; I�) �e est�avel se a taxa de crescimento l��quida

per capita dos indiv��duos suscet��veis for positiva e a dos indiv��duos infecciosos for

negativa. O ponto de equil��brio trivial E1 = (0; 0) �e est�avel quando b1 � d1 < 0 e

qb2 � g � d2 < 0.

De acordo com a an�alise feita em torno do modelo SIS com k = 0,

dado em (4.25), temos o parâmetro R0 constitu��do apenas pelo termo de transmiss~ao

vertical do parasita.
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A existência e a estabilidade local do ponto de equil��brio endêmico E2

dependem de b1 < d1 e de R0 = 1. No caso de b1 < d1 e R0 < 1, temos o ponto de

equil��brio E1 est�avel.

Da resolu�c~ao anal��tica deste sistema constatamos que, se � > b1 � d1 a

prevalência i(t) tende a uma constante quando t ! 1, isto �e, sob esta condi�c~ao o

pat�ogeno sempre existir�a na popula�c~ao hospedeira.

Depois de discutirmos o modelo SIS para a doen�ca de Chagas, apre-

sentado em (4.53), conclu��mos que o parâmetro R0 depende do termo de transmiss~ao

horizontal do microorganismo para ser superior a um.

Vimos que se a popula�c~ao for de tamanho constante, a doen�ca ser�a

mantida na popula�c~ao apenas pelo modo de transmiss~ao vertical do pat�ogeno.

A existência e a estabilidade local do ponto de equil��brio endêmico e2

depende de R0 > 1. Para R0 < 1, temos o ponto de equil��brio livre da doen�ca e1

est�avel.

At�e mesmo quando a raz~ao de infecciosos i(t) tender a zero, o n�umero

total de infectivos I(t) poder�a aumentar desde que, em n�umero, a popula�c~ao N(t)

esteja aumentando (caso b), de�nido em 4.11.2.7. Por outro lado, a raz~ao de

infecciosos, i(t), poder�a tender �a propor�c~ao endêmica i� e ainda assim, o n�umero

total de infectivos I(t) tender a zero, se a popula�c~ao total, em n�umero, estiver

diminuindo (caso c), apresentado em 4.11.2.7.

Portanto, existem duas possibilidades de erradicar uma doen�ca numa

popula�c~ao que n~ao �e de tamanho constante. A primeira destas, requer que a pro-

por�c~ao i(t) ! 0 e o parâmetro que determina isto �e R0, uma medida pr�atica que

poderia ser tomada para diminuir este valor �e reduzir o parâmetro q ao qual a taxa

de transmiss~ao vertical �e proporcional. A segunda possibilidade necessita que o

n�umero total de infectivos I(t)! 0 e os parâmetros que controlam isto s~ao R2 e R3.
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No pr�oximo cap��tulo, discutiremos um modelo epidemiol�ogico tipo SIR,

no qual existe a possibilidade de recupera�c~ao da infec�c~ao, atrav�es da classe R(t), e

os indiv��duos recuperados tornam-se imunes �a reinfec�c~ao.
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5 MODELO SIR

5.1 Introdu�c~ao

Discutiremos, neste cap��tulo, um modelo apresentado em

[Busenberg e Cooke(1993)], denominado SIR. Tal modelo difere dos tratados ante-

riormente, por permitir que o indiv��duo se recupere da doen�ca, tornando-se imune

�a reinfec�c~ao.

Faremos S(t), I(t) e R(t) representar o n�umero de suscet��veis, infec-

ciosos e recuperados, respectivamente, na popula�c~ao hospedeira N(t), num certo

instante de tempo t. Deste modo, temos:

N(t) = S(t) + I(t) +R(t); (5.1)

ou seja, o tamanho da popula�c~ao total.

N~ao iremos considerar o per��odo latente da infec�c~ao e, portanto, todo

indiv��duo infectado �e infeccioso.

A descri�c~ao, formula�c~ao, determina�c~ao e an�alise dos pontos de equil��brio,

c�alculo do parâmetro R0, diagrama de bifurca�c~ao, adimensionaliza�c~ao e a solu�c~ao

num�erica do modelo SIR, ser~ao apresentados na se�c~ao 5.2. Na se�c~ao 5.3 analisare-

mos o modelo SIR, com um termo de vacina�c~ao. As considera�c~oes �nais referentes

a este cap��tulo ser~ao apresentadas na se�c~ao 5.4.

5.2 Descri�c~ao do modelo SIR

O modelo epidemiol�ogico, referido como modelo SIR, consiste de um

sistema de três equa�c~oes diferenciais ordin�arias para as subpopula�c~oes S(t), I(t) e

R(t).
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Na Figura 5.1 apresentamos o uxograma envolvendo estes três com-

partimentos, correspondendo �as seguintes hip�oteses:

Figura 5.1: Fluxograma para o modelo SIR. Conven�c~ao adotada: indiv��duos
suscet��veis S(t) (em preto), infecciosos I(t) (em vermelho) e recuperados
R(t) (em azul).

Ao compararmos o uxograma 4.1, para o modelo SIS (ver cap��tulo

4), com o apresentado na Figura 5.1, vemos que este �e idêntico aquele se eliminarmos

o compartimento R(t). Devido a isto, as hip�oteses e os parâmetros utilizados para

a descri�c~ao do modelo SIS, discutido no cap��tulo anterior (ver se�c~ao 4.2 ), ser~ao

empregados novamente para formularmos o modelo SIR. Portanto, n~ao �e necess�ario

repetirmos aquelas suposi�c~oes. Os �unicos termos que devem ser destacados s~ao:

� Taxa de nascimento e de morte natural

A taxa de procria�c~ao para as m~aes recuperadas �e b1R (seta vertical azul

entrando em S, na Figura 5.1), onde b1 �e constante.

A taxa de morte para a classe dos recuperados �e d1R (seta vertical azul

saindo de R, na Figura 5.1), onde d1 �e constante.

� Taxa de remo�c~ao

Os infecciosos s~ao removidos para a classe dos recuperados a uma taxa

cI (seta horizontal vermelha saindo em I e entrando em R, na Figura 5.1), onde c

�e constante, denominada coe�ciente de remo�c~ao.
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No que segue, aplicaremos t�ecnicas anal��ticas e computacionais ao sis-

tema de equa�c~oes diferenciais que se enquadra nestas suposi�c~oes.

5.2.1 Formula�c~ao do modelo SIR

Analisaremos o seguinte sistema de equa�c~oes diferenciais:8>>>>>><
>>>>>>:

dS

dt
= �kSI + b1(S +R) + pb2I � d1S

dI

dt
= kSI + qb2I � (d2 + c)I

dR

dt
= cI � d1R;

(5.2)

dadas as condi�c~oes iniciais:

S(0) � 0; I(0) � 0; R(0) � 0: (5.3)

Com a Equa�c~ao (5.1) juntamente com o sistema (5.2), temos a equa�c~ao

diferencial para a popula�c~ao total N(t):

dN

dt
= (b1 � d1)(S +R) + (b2 � d2)I; (5.4)

sujeita �as condi�c~oes iniciais de�nidas em (5.3).

Para a Equa�c~ao (5.4) valem os coment�arios feitos em rela�c~ao a Equa�c~ao

(4.5) do cap��tulo anterior (ver se�c~ao 4.3 ).

Observamos que se:

(b1 � d1)(S +R) 6= �(b2 � d2)I; (5.5)

a popula�c~ao total n~ao se conserva.

No entanto, neste momento, estamos interessados em analisar a dinâmica

da infec�c~ao numa popula�c~ao de tamanho constante, isto �e, N(t) � N(0) para todo

t � 0. Para isto, assumiremos que:

b1 = d1 e b2 = d2; (5.6)
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ou seja, as constantes envolvidas na taxas de nascimento dos suscet��veis, recupe-

rados e infecciosos s~ao iguais �as constantes envolvidas nas taxas de morte destes,

respectivamente.

Com as condi�c~oes estabelecidas em (5.6), o sistema (5.2), torna-se:8>>>>>><
>>>>>>:

dS

dt
= �kSI + b1R + pb2I

dI

dt
= kSI � (pb2 + c)I

dR

dt
= cI � b1R;

(5.7)

sujeito �a condi�c~ao inicial (5.3).

Da Equa�c~ao (5.1), poderemos considerar:

R(t) = N(0)� S(t)� I(t); (5.8)

a substitui�c~ao desta igualdade em (5.7), nos permite trabalhar com o seguinte sis-

tema de equa�c~oes diferenciais reduzido:8><
>:

dS

dt
= �kSI + b1(N(0)� S � I) + pb2I

dI

dt
= kSI � (pb2 + c)I:

(5.9)

O sistema formado pelas Equa�c~oes (5.8) e (5.9) �e equivalente ao de�nido

em (5.7).

5.2.2 Pontos de equil��brio do modelo SIR

Para encontrar as solu�c~oes de equil��brio (S�; I�; R�) de (5.7), utilizare-

mos o sistema de equa�c~oes constitu��do por (5.8) e (5.9). Determinamos dois pontos

a saber:

� O ponto de equil��brio livre da doen�ca E1 = (N(0); 0; 0).

� O ponto de equil��brio endêmico E2 = (S�; I�; R�), onde as três compo-

nentes s~ao diferentes de zero, indicando que na popula�c~ao em equil��brio
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existem indiv��duos suscet��veis, infecciosos e recuperados. As coorde-

nadas deste ponto s~ao:

S� =
pb2 + c

k
; I� =

b1(N(0)� S�)

c+ b1
e R� =

c(N(0)� S�)

c+ b1
: (5.10)

Este ponto �e biologicamente vi�avel se:

N(0) > S� ) kN(0) > pb2 + c: (5.11)

5.2.3 Determina�c~ao do parâmetro R0

O parâmetro R0, para o modelo apresentado em (5.7), ser�a determinado

de acordo com o exposto nos cap��tulos anteriores, assim omitiremos os detalhes desta

apresenta�c~ao.

O coe�ciente reprodutivo b�asico, R0, para o modelo SIR �e:

R0 � kN(0)

pb2 + c
; (5.12)

que pode ser reescrito como:

R0 =
kN(0) + qb2

b2 + c
: (5.13)

Para esta situa�c~ao que estamos modelando, se consider�assemos ape-

nas a transmiss~ao vertical da infec�c~ao, ent~ao k = 0, e portanto R0 < 1. Logo,

a transmiss~ao horizontal deste microorganismo �e necess�aria para assegurar a sua

propaga�c~ao entre os indiv��duos da popula�c~ao hospedeira.

Observamos que a condi�c~ao de viabilidade (5.11), para o ponto de

equil��brio endêmico E2, de�nido em (5.10), �e equivalente a R0 > 1.

5.2.4 An�alise de estabilidade referente ao modelo SIR

A an�alise de estabilidade dos pontos de equil��brio do modelo SIR ser�a

efetuada de acordo com o cap��tulo 3 (ver 3.4.1.5 ) atrav�es do sistema reduzido

apresentado em (5.9).
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a) Plano de fase do sistema reduzido a partir do modelo SIR

Da primeira equa�c~ao em (5.9) obtemos a nullcline de S:

�kSI + b1(N(0)� I) + pb2I � b1S = 0; (5.14)

que est�a apresentada pela curva (em preto) nas Figuras 5.2 e 5.3.

Da segunda equa�c~ao em (5.9) obtemos as nullclines de I:

I = 0 e kS � pb2 � c = 0; (5.15)

que est~ao apresentadas pelas retas (em vermelho) nas Figuras 5.2 e 5.3.

Os valores dos parâmetros utilizados para construirmos os gr�a�cos das

Figuras 5.2 e 5.3 est~ao apresentados na Tabela 5:1.

Figura N(0) k b1 b2 d1 d2 c p q

5.2 50 1 3 2; 5 1 4 1; 5 0; 2 0; 8
5.3 50 0; 1 0; 8 2; 5 1 2 5 0; 3 0; 7

Tabela 5.1: Valores dos parâmetros utilizados nos gr�a�cos referentes ao modelo SIR.

Figura 5.2: As nullclines e componentes do campo de dire�c~oes, de S (em preto) e
de I (em vermelho), no primeiro quadrante do plano de fases do sistema
SIR; para R0 > 1.

Com as condi�c~oes da Figura 5.2, R0 > 1, o ponto de equil��brio endêmico

E2 = (S�; I�) �e est�avel.
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Figura 5.3: As nullclines e componentes do campo de dire�c~oes, de S (em preto) e
de I (em vermelho), no primeiro quadrante do plano de fases do sistema
SIR; para R0 < 1.

Pela Figura 5.3, com R0 < 1, o ponto de equil��brio livre da doen�ca

E1 = (N(0); 0) �e est�avel.

b) Lineariza�c~ao do sistema reduzido a partir do modelo SIR

A estabilidade local dos pontos de equil��brio do modelo SIR, (5.7), ser�a

determinada pela lineariza�c~ao do sistema reduzido, de�nido em (5.9). Os elementos

da matriz Jacobiana obtida, têm a seguinte forma:

a11 = �kI� � b1;

a12 = pb2 � kS� � b1;

a21 = kI�;

a22 = kS� � pb2 � c.

1) Para o ponto de equil��brio E1 = (N(0); 0), temos:

T J(N(0); 0) < 0 ) kN(0) < b1 + pb2 + c;

D J(N(0); 0) > 0 ) kN(0) < pb2 + c; (5.16)

donde vem a condi�c~ao R0 < 1.

O ponto de equil��brio livre da doen�ca E1 = (N(0); 0; 0) �e est�avel

se R0 < 1.
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2) Para o ponto de equil��brio E2 = (S�; I�), temos:

T J(S�; I�) < 0 ) kN(0) > pb2 � b1;

D J(S�; I�) > 0 ) kN(0) > pb2 + c; (5.17)

as condi�c~oes acima ser~ao satisfeitas desde que R0 > 1.

O ponto de equil��brio endêmico E2 = (S�; I�; R�) �e est�avel se

R0 > 1.

Devemos observar que, o ponto de equil��brio endêmico E2 pode ser

reescrito em fun�c~ao do parâmetro R0, como segue:

E2 =

�
N(0)

R0
;
b1N(0)(R0 � 1)

R0(b1 + c)
;
cN(0)(R0 � 1)

R0(b1 + c)

�
: (5.18)

Assim, no caso de R0 = 1, o ponto de equil��brio E2 possui o mesmo

valor num�erico de E1.

Na Tabela 5:2 est~ao os resultados obtidos pela an�alise de estabilidade

linear local dos pontos de equil��brio do modelo SIR.

Parâmetro Doen�ca se E1 E2 Interpreta�c~ao do
estabelece? (S�; 0; 0) (S�; I�; R�) equil��brio est�avel

R0 � 1 n~ao e.e. � equil��brio livre da doen�ca
coexistência entre

R0 > 1 sim e.i. e.e. S, I e R

Tabela 5.2: Estabilidade linear dos equil��brios do modelo SIR; e:i: equil��brio
inst�avel, e:e: equil��brio est�avel, � equil��brio n~ao �e de�nido.

5.2.5 Diagrama de bifurca�c~ao

Na Figura 5.4 (a), (b) e (c), tra�camos o diagrama de bifurca�c~ao para

S�, I� e R�, respectivamente, tendo o parâmetro R0 no eixo horizontal, e no eixo

vertical as coordenadas S�, I� e R�.
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Os valores dos parâmetros utilizados para construirmos os gr�a�cos da

Figura 5.4 foram: N(0) = 1, b1 = 3 e c = 1; 5.

Os equil��brios est�aveis est~ao apresentados sobre curvas cont��nuas e os

equil��brios inst�aveis sobre curvas tracejadas. Observamos que, quando R0 = 1 iden-

ti�camos uma bifurca�c~ao transcr��tica (intersec�c~ao de duas curvas de bifurca�c~ao, com

troca de comportamento quanto �a estabilidade).

Na regi~ao com R0 < 1, o equil��brio livre da doen�ca E1 �e est�avel e o

equil��brio endêmico E2 �e inst�avel; na regi~ao com R0 > 1, o equil��brio E1 �e inst�avel

e o ponto E2 �e est�avel.

Figura 5.4: Diagrama de bifurca�c~ao (a) para S�, (b) para I� e (c) para R� do modelo
SIR.

5.2.6 Adimensionaliza�c~ao do modelo SIR

As unidades dos parâmetros envolvidos no modelo SIR, dado em (5.7),

s~ao:

[k] = [N ]�1[t]�1; [b1] = [t]�1; [b2] = [t]�1;

[d1] = [t]�1; [d2] = [t]�1; [c] = [t]�1; [p] = [q] = [ ]0.
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Quanto �as vari�aveis dependentes temos:

[S] = [I] = [R] = [N ] = indiv��duos.

Para adimensionalizar o sistema (5.7), de�nimos as novas vari�aveis de-

pendentes adimensionais, todas variando entre 0 e 1, como:

x � S

N
; y � I

N
; z � R

N
,

onde x+ y + z = 1, e de�nimos tamb�em a vari�avel independente � , por:

� � (pb2 + c)t:

Lembrando que N = N(0), o sistema adimensionalizado encontrado �e:

8>>>>>><
>>>>>>:

dx

d�
=

pb2y + b1z

pb2 + c
�R0xy

dy

d�
= (R0x� 1)y

dz

d�
=

cy � b1z

pb2 + c
;

(5.19)

onde R0 foi determinado anteriormente em (5.12).

Para que a epidemia se estabele�ca na popula�c~ao devemos ter y0(�) > 0,

o que de (5.19), com x = 1, resulta em: R0 > 1.

5.2.7 Solu�c~ao num�erica do modelo SIR

Na Figura 5.5, apresentamos em um mesmo sistema de eixos coordena-

dos os gr�a�cos da solu�c~ao S(t), I(t) e R(t), em fun�c~ao do tempo t, do modelo SIR,

(5.7).

Os valores dos parâmetros utilizados para construirmos os gr�a�cos da

Figura 5.5 foram apresentados na Tabela 5:1 (ver subse�c~ao 5.2.4 ).
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Figura 5.5: Varia�c~ao temporal do n�umero de suscet��veis S(t) (em preto), de infec-
ciosos I(t) (em vermelho) e de recuperados (em azul), do modelo SIR,
(a) R0 > 1, (b) R0 < 1.

Na Figura 5.5 (a), para R0 > 1, o equil��brio endêmico E2 = (2; 32; 16)

foi estabelecido, enquanto que na Figura 5.5 (b), com R0 < 1, a popula�c~ao tende

para o equil��brio livre da doen�ca E1 = (50; 0; 0).

Discutiremos a seguir, o modelo SIR, com um termo de vacina�c~ao,

pretendemos veri�car quais as mudan�cas de comportamento que ocorrer~ao com o

acr�escimo deste termo neste modelo.

5.3 Modelo SIR com vacina�c~ao

5.3.1 Introdu�c~ao

Nesta se�c~ao, discutiremos o modelo SIR, de�nido em (5.1), com um

termo de vacina�c~ao. Uma raz~ao para estudarmos modelos epidemiol�ogicos �e fornecer

um meio para estimarmos as conseq�uências de um programa de imuniza�c~ao. Assim,

acrescentaremos a este modelo um termo de vacina�c~ao, ou seja, existir�a a passagem

dos suscet��veis para a classe dos recuperados, reduzindo desta forma, o n�umero de

indiv��duos saud�aveis que poderiam ser infectados. Nesta situa�c~ao a imunidade �e

permanente, e consideraremos que a imuniza�c~ao ocorrer�a ap�os o nascimento.
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A fra�c~ao m, onde 0 < m < 1, representa a e�c�acia da vacina�c~ao. Tal

valor considera tanto a porcentagem de rec�em-nascidos que foram vacinados quanto

�a efetividade da pr�opria vacina.

Os termos mb1S e mb1R s~ao as taxas de rec�em-nascidos que pertencem

�a classe dos recuperados (seta preta saindo de S e entrando em R, na Figura 5.6). Os

termos (1�m)b1S (seta vertical preta entrando em S, na Figura 5.6) e (1�m)b1R

(seta vertical azul entrando em S, na Figura 5.6) s~ao as taxas de rec�em-nascidos

suscet��veis e recuperados, respectivamente, que podem contrair a infec�c~ao.

Adotaremos que a vacina n~ao dar�a imunidade aos nascidos de m~aes

infectadas. E isto ocorre em alguns casos, j�a que a imunidade de curta dura�c~ao,

adquirida das m~aes, parece interferir na a�c~ao da vacina.

Determinaremos, tamb�em, qual a fra�c~ao da popula�c~ao a ser vacinada,

para que a doen�ca seja erradicada.

Na Figura 5.6 apresentamos o uxograma correspondente ao modelo

SIR com vacina�c~ao:

Figura 5.6: Fluxograma para o modelo SIR com vacina�c~ao. A conven�c~ao adotada
�e a mesma da Figura 5.1.
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5.3.2 Formula�c~ao do modelo SIR com vacina�c~ao

Trabalharemos com o seguinte sistema de equa�c~oes diferenciais:8>>>>>><
>>>>>>:

dS

dt
= �kSI + (1�m)b1(S +R) + pb2I � d1S

dI

dt
= kSI + (qb2 � d2 � c)I

dR

dt
= cI � d1R +mb1(S +R);

(5.20)

dadas as condi�c~oes iniciais:

S(0) � 0; I(0) � 0; R(0) � 0: (5.21)

Com a Equa�c~ao (5.1) juntamente com o sistema (5.20), temos a equa�c~ao

diferencial para a popula�c~ao total N(t):

dN

dt
= (b1 � d1)(S +R) + (b2 � d2)I; (5.22)

sujeita �a condi�c~ao inicial dada em (5.21), que �e a mesma obtida em (5.4).

Neste caso, iremos analisar o efeito da vacina em reprimir a infec�c~ao

numa popula�c~ao de tamanho constante, ou seja, N(t) � N(0) para todo t � 0.

Assim, usaremos, novamente, as condi�c~oes estabelecidas em (5.6).

Com as condi�c~oes dadas em (5.6), o sistema (5.20), torna-se:8>>>>>><
>>>>>>:

dS

dt
= �kSI + b1R�mb1(S +R) + pb2I

dI

dt
= kSI � (pb2 + c)I

dR

dt
= cI � (1�m)b1R +mb1S;

(5.23)

sujeito �as condi�c~oes iniciais (5.21).

De (5.1), outra vez, iremos considerar a Equa�c~ao (5.8) e substituirmos

esta igualdade em (5.23). O novo sistema de equa�c~oes diferenciais reduzido �e:
8><
>:

dS

dt
= �kSI + (1�m)b1(N(0)� I) + pb2I � b1S

dI

dt
= kSI � (pb2 + c)I:

(5.24)
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O sistema formado pelas Equa�c~oes (5.8) e (5.24) �e equivalente ao dado

em (5.23).

5.3.3 Pontos de equil��brio do modelo SIR com vacina�c~ao

Para encontrar as solu�c~oes de equil��brio (S�; I�; R�) de (5.23), utilizare-

mos o sistema de equa�c~oes dado por (5.8) e (5.24). Os pontos de equil��brio s~ao:

� O ponto de equil��brio E1 = ((1 � m)N(0); 0;mN(0)). Este ponto �e

biologicamente vi�avel, j�a que 0 < m < 1.

� O ponto de equil��brio endêmico E2 = (S�; I�; R�). As coordenadas

deste ponto s~ao:

S� =
pb2 + c

k
;

I� =
b1((1�m)N(0)� S�)

c+ (1�m)b1
; (5.25)

R� =
cN(0)� (c�mb1)S

�

c+ (1�m)b1
:

A condi�c~ao para que o ponto de equil��brio endêmico seja biologicamente

vi�avel �e:

c

b1

�
1� kN(0)

pb2 + c

�
< m < 1� pb2 + c

kN(0)
: (5.26)

5.3.4 Determina�c~ao do parâmetro R0

O parâmetro R0, para o modelo apresentado pelas equa�c~oes (5.23), �e

exatamente igual ao do sistema (5.7), de�nido em (5.12) (ver subse�c~ao 5.2.3 ).

Observamos que a condi�c~ao de viabilidade (5.26), para o ponto de

equil��brio E2, de�nido em (5.25), �e equivalente a:

c

b1
(1�R0) < m < 1� 1

R0
: (5.27)
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5.3.5 An�alise de estabilidade referente ao modelo SIR com vacina�c~ao

A an�alise de estabilidade dos pontos de equil��brio encontrados anterior-

mente ser�a efetuada conforme o exposto no cap��tulo 3 (ver 3.4.1.5 ) atrav�es do

sistema reduzido (5.24).

a) Plano de fase do sistema reduzido a partir do modelo SIR

Da primeira equa�c~ao em (5.24) obtemos a nullcline de S:

�kSI + (1�m)b1(N(0)� I) + pb2I � b1S = 0; (5.28)

que est�a apresentada pela curva (em preto) na Figura 5.7.

Da segunda equa�c~ao em (5.24) obtemos as nullclines de I:

I = 0 e kS � pb2 � c = 0; (5.29)

que est~ao apresentadas pelas retas (em vermelho) na Figura 5.7.

Os valores dos parâmetros utilizados para construirmos os gr�a�cos da

Figura 5.7 est~ao apresentados na Tabela 5:3.

Figura N(0) k b1 b2 d1 d2 c p q m

5.7 (a) 50 1 3 2; 5 1 4 1 0; 2 0; 8 0; 7
5.7 (b) 50 0; 1 0; 8 2; 5 1 2 5 0; 3 0; 7 0; 9

Tabela 5.3: Valores dos parâmetros utilizados nos gr�a�cos referentes ao modelo SIR
com vacina�c~ao.

Com as condi�c~oes da Figura 5.7 (a), m < 1� 1

R0
, o ponto de equil��brio

endêmico E2 = (S�; I�) �e est�avel.

Observamos na Figura 5.7 (b), que considerando m > 1� 1

R0
, o ponto

de equil��brio livre da doen�ca E1 = ((1�m)N(0); 0) �e est�avel.
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Figura 5.7: As nullclines e componentes do campo de dire�c~oes, de S (em preto) e
de I (em vermelho), no primeiro quadrante do plano de fases do modelo

SIR; (a) m < 1� 1

R0
, (b) m > 1� 1

R0
.

b) Lineariza�c~ao do sistema reduzido a partir do modelo SIR

A estabilidade local dos pontos de equil��brio do modelo SIR com vacina�c~ao

pode ser determinada pela lineariza�c~ao do sistema reduzido (5.24). Os elementos da

matriz jacobiana s~ao:

a11 = �kI� � b1;

a12 = �kS� � (1�m)b1 + pb2;

a21 = kI�;

a22 = kS� � pb2 � c.

1) Para o ponto de equil��brio E1 = ((1�m)N(0); 0) temos:

T J((1�m)N(0); 0) < 0 ) (1�m)kN(0) < b1 + pb2 + c;

D J((1�m)N(0); 0) > 0 ) (1�m)kN(0) < pb2 + c; (5.30)

donde vem a condi�c~ao:

m > 1� 1

R0
: (5.31)

Desta forma, temos o ponto de equil��brio livre da doen�ca

E1 = ((1�m)N(0); 0;mN(0)) est�avel, se:

m > 1� 1

R0
; (5.32)
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ou seja, se a fra�c~ao vacinada m for su�cientemente grande, o equil��brio livre da

doen�ca ser�a est�avel.

Salientamos que (5.32) contradiz uma das condi�c~oes de viabilidade do

ponto de equil��brio E2 apresentada em (5.26), pois, com (5.32) a coordenada I� do

ponto de equil��brio endêmico �e negativa.

2) Para o ponto de equil��brio E2 = (S�; I�), temos:

T J(S�; I�) < 0 ) pb2 � (1�m)(kN(0) + b1) < 0;

D J(S�; I�) > 0 ) (1�m)kN(0) > pb2 + c; (5.33)

ou seja,

m < 1� 1

R0
: (5.34)

Logo, temos o ponto de equil��brio endêmico E2 = (S�; I�; R�)

est�avel se:

m < 1� 1

R0
: (5.35)

O ponto de equil��brio endêmico E2 pode ser reescrito em fun�c~ao do

parâmetro R0, como segue:

E2 =

�
N(0)

R0
;
b1N(0)((1�m)R0 � 1)

R0((1�m)b1 + c)
;
N(0)(cR0 � (c�mb1))

R0((1�m)b1 + c)

�
: (5.36)

No caso de R0 = 1, o ponto de equil��brio E2 �e biologicamente invi�avel,

pois as coordenadas I� e R� s~ao negativas.

Os resultados obtidos pela an�alise de estabilidade linear local dos pontos

de equil��brio do modelo SIR com vacina�c~ao, est~ao na Tabela 5:4.
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Parâmetro Doen�ca se E1 E2 Interpreta�c~ao do
estabelece? (S�; 0; R�) (S�; I�; R�) equil��brio est�avel

m > 1� 1

R0
n~ao e.e. � equil��brio livre da doen�ca

coexistência entre

m < 1� 1

R0
sim e.i. e.e. S, I e R

Tabela 5.4: Estabilidade linear dos equil��brios do modelo SIR com vacina�c~ao; e:i:
equil��brio inst�avel, e:e: equil��brio est�avel, � equil��brio n~ao �e de�nido.

Observamos que a condi�c~ao de existência da coordenada I�, do ponto

de equil��brio endêmico, de�nido em (5.25) �e:

(1�m)kN(0)� (pb2 + c) > 0; (5.37)

isto �e,

(1�m)kN(0)

pb2 + c
> 1: (5.38)

O lado esquerdo em (5.38) �e chamado de taxa de reprodu�c~ao intr��nseca

e a representaremos por R
0

0, ou seja,

R
0

0 = R0(1�m); (5.39)

onde R0 �e o coe�ciente reprodutivo b�asico do modelo (5.23), de�nido em (5.12).

Para erradica�c~ao da doen�ca devemos ter a taxa de reprodu�c~ao intr��nseca

menor que um, isto �e:

R0(1�m) < 1: (5.40)

De (5.40), temos a propor�c~ao que deve ser vacinada:

m > 1� 1

R0
; (5.41)

assim, se tivermos um coe�ciente reprodutivo b�asico, R0, grande, a fra�c~ao que deve

ser imunizada para prevenir a propaga�c~ao da infec�c~ao tamb�em o ser�a.
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Na Figura 5.8, apresentamos o gr�a�co da propor�c~ao m��nima a ser vaci-

nada m = 1� 1

R0
. Observamos que para m = 0 temos R0 = 1. Para satisfazermos

a condi�c~ao (5.41), usamos valores de m acima da curva m = 1� 1

R0
. Notamos que

quanto mais pr�oximo de R0 = 1, maior �e o intervalo de m entre mmin = 1� 1

R0
e 1,

que satisfazem esta inequa�c~ao; contudo, se R0 for grande, a propor�c~ao m que deve

ser vacinada se aproxima de 1, e �e, neste caso, mais dif��cil controlar a doen�ca.

Figura 5.8: Gr�a�co da propor�c~ao m��nima da popula�c~ao que deve ser vacinada, m,
em fun�c~ao do coe�ciente reprodutivo b�asico, R0, do modelo SIR com
vacina�c~ao.

5.3.6 Adimensionaliza�c~ao do modelo SIR com vacina�c~ao

As unidades dos parâmetros e das vari�aveis envolvidas no sistema (5.23)

s~ao as mesmas de�nidas na subse�c~ao 5.2.5.

O sistema adimensionalizado encontrado �e:8>>>>>>><
>>>>>>>:

dx

d�
=

b2y + b1z �mb1(x+ y)

pb2 + c
�R0xy

dy

d�
= (R0x� 1)y

dz

d�
=

cy � (1�m)b1z +mb1x

pb2 + c
;

(5.42)

onde R0 foi determinado anteriormente em (5.12).

Para ocorrer uma epidemia devemos ter y0(�) > 0, o que de (5.42),

tomando x = 1, implica em: R0 > 1.
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5.3.7 Solu�c~ao num�erica do modelo SIR com vacina�c~ao

Nas Figuras 5.9 e 5.10, apresentamos em um mesmo sistema de eixos

coordenados os gr�a�cos da solu�c~ao S(t), I(t) e R(t), em fun�c~ao do tempo t, do

modelo SIR com vacina�c~ao, (5.23).

Os valores dos parâmetros utilizados para construirmos os gr�a�cos das

Figuras 5.9 e 5.10 est~ao apresentados na Tabela 5:5.

Figura N(0) k b1 b2 d1 d2 c p q

5.9 50 1 3 2; 5 1 4 1 0; 2 0; 8
5.10 50 0; 1 0; 8 2; 5 1 2 5 0; 3 0; 7

Tabela 5.5: Valores dos parâmetros utilizados nos gr�a�cos referentes ao modelo SIR
com vacina�c~ao.

Figura 5.9: Varia�c~ao temporal do n�umero de suscet��veis S(t) (em preto), de infec-
ciosos I(t) (em vermelho) e de recuperados (em azul), do modelo SIR,

para m < 1 � 1

R0
; (a) m = 0; 4 e E2 = (1; 5; 30; 5; 5; 18), (b) m = 0; 6

e E2 = (1; 5; 25; 2; 23; 7), (c) m = 0; 7 e E2 = (1; 5; 21; 3; 27; 2), (d)
m = 0; 9 e E2 = (1; 5; 8; 1; 40; 4).
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Na Figura 5.9, vemos que �a medida que aumentamos a fra�c~ao de vacina�c~ao

m, em n�umero, o grupo de recuperados aumenta e o de infectados diminui. Nestes

gr�a�cos temos m < 1� 1

R0
, e o ponto de equil��brio E2 �e est�avel.

Figura 5.10: Varia�c~ao temporal do n�umero de suscet��veis S(t) (em preto), de infec-
ciosos I(t) (em vermelho) e de recuperados (em azul), do modelo SIR,

para m > 1 � 1

R0
; (a) m = 0; 55 e E1 = (22; 5; 0; 27; 5), (b) m = 0; 7

e E1 = (15; 0; 35), (c) m = 0; 8 e E1 = (10; 0; 40), (d) m = 0; 9 e
E1 = (5; 0; 45).

Na Figura 5.10 temos que, quanto maior a fra�c~ao de vacina�c~ao m, em

n�umero, o grupo de suscet��veis diminui e o de recuperados aumenta. Neste caso,

temos m > 1� 1

R0
e o ponto de equil��brio E1 �e est�avel.
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5.4 Considera�c~oes Finais

Finalizamos este cap��tulo destacando as conclus~oes obtidas ap�os anali-

sarmos os dois modelos SIR abordados:

Para o modelo SIR, de�nido em (5.2), novamente constatamos que a

propaga�c~ao da infec�c~ao depende do modo horizontal de transmiss~ao do pat�ogeno.

Vimos que a doen�ca se estabelece na popula�c~ao desde que, o parâmetro

R0 seja superior a um. E esta condi�c~ao garante a viabilidade do ponto de equil��brio

endêmico E2 = (S�; I�; R�), assim, tal ponto �e est�avel sempre que existir. Quando

o parâmetro R0 � 1, temos o ponto de equil��brio livre da doen�ca E1 = (N(0); 0; 0)

est�avel, isto �e, todos os indiv��duos s~ao saud�aveis e n~ao h�a riscos da infec�c~ao se

instalar na popula�c~ao.

Pelo diagrama de bifurca�c~ao, para R0 � 1 o equil��brio livre da doen�ca

�e est�avel, havendo uma bifurca�c~ao transcr��tica em R0 = 1. Quando R0 > 1 temos o

equil��brio endêmico est�avel.

Atrav�es do estudo do modelo SIR com um termo de vacina�c~ao, dado em

(5.20), vimos que a doen�ca se estabelece na popula�c~ao se m < 1� 1

R0
. Esta condi�c~ao

garante a estabilidade do ponto de equil��brio endêmico E2 = (S�; I�; R�). Para

m > 1� 1

R0
, temos o ponto de equil��brio livre da doen�ca E1 = (S�; 0; R�) est�avel.

Ao compararmos o ponto de equil��brio E1 = (N(0); 0; 0), do modelo

SIR, com o ponto de equil��brio E1 = ((1 � m)N(0); 0;mN(0)), do modelo SIR

com vacina�c~ao, veri�camos que neste �ultimo, o valor N(0) da coordenada S� foi

multiplicado pelo valor (1�m) e o valor da coordenada R� passou de 0 para mN(0).

Para o ponto de equil��brio endêmico E2 = (S�; I�; R�), de�nido em

(5.25), a coordenada S� n~ao foi modi�cada, entretanto, em I�, o termo R0 presente

no numerador e o parâmetro b1 no denominador deste, foram ambos multiplicados

pelo valor (1 � m); para a coordenada R�, foi adicionado o termo mb1N(0) ao
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numerador e o parâmetro b1, presente em seu denominador, foi alterado pelo fator

(1�m).

Conclu��mos, portanto, que a inclus~ao de um termo de vacina�c~ao, con-

tribuiu para diminuir o n�umero de indiv��duos infecciosos e aumentar o n�umero de

indiv��duos recuperados na popula�c~ao em equil��brio.

No que segue, analisaremos um modelos epidemiol�ogico tipo SEIS.

Neste caso, faremos distin�c~ao entre os indiv��duos infectados, classe E(t), e os in-

div��duos infecciosos, classe I(t), isto �e, iremos considerar o per��odo latente da in-

fec�c~ao, que �e o per��odo durante o qual um indiv��duo est�a infectado mas n~ao transmite

a infec�c~ao a outros indiv��duos desta popula�c~ao.
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6 MODELO SEIS

6.1 Introdu�c~ao

Nos modelos epidemiol�ogicos discutidos anteriormente, n~ao inclu��mos o

per��odo latente da infec�c~ao, ou seja, consideramos em todos os casos que indiv��duos

infectados poderiam transmitir a infec�c~ao imediatamente ap�os serem contaminados,

tornando-se assim, indiv��duos infecciosos.

Podemos incluir per��odo latente em:

a) doen�cas em que o indiv��duo pode ser reinfectado SIS, o que faremos

neste cap��tulo, constituindo um modelo tipo SEIS;

b) doen�cas em que a imunidade adquirida ap�os a infec�c~ao �e permanente

SIR, o qual apresentaremos no cap��tulo 7, denominado modelo SEIR.

Representaremos por S(t), E(t) e I(t) o n�umero de indiv��duos suscet��veis,

expostos e infecciosos, respectivamente, na popula�c~ao hospedeira N(t), num instante

de tempo t. Desta forma, temos:

N(t) = S(t) + E(t) + I(t); (6.1)

ou seja, o tamanho da popula�c~ao total.

A descri�c~ao, formula�c~ao, determina�c~ao e an�alise dos pontos de equil��brio,

c�alculo do parâmetro R0, diagrama de bifurca�c~ao, adimensionaliza�c~ao, solu�c~ao nu-

m�erica do modelo SEIS e as considera�c~oes �nais referentes a este cap��tulo, ser~ao

abordados nas se�c~oes de 6.2 a 6.10.
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6.2 Descri�c~ao do modelo SEIS

O modelo epidemiol�ogico, referido como modelo SEIS, consiste de um

sistema de três equa�c~oes diferenciais ordin�arias para as subpopula�c~oes S(t), E(t) e

I(t).

Na Figura 6.1 apresentamos o uxograma envolvendo estes três com-

partimentos, correspondendo �as seguintes suposi�c~oes:

Figura 6.1: Fluxograma para o modelo SEIS. Conven�c~ao adotada: indiv��duos
suscet��veis S(t) (em preto), expostos E(t) (em cinza) e I(t) infeccio-
sos (em vermelho).

Ao compararmos o uxograma 4.1, para o modelo SIS (ver cap��tulo

4), com o da Figura 6.1, vemos que este �e idêntico aquele se eliminarmos o compar-

timento E(t). Devido a isto, as hip�oteses e os parâmetros utilizados para a descri�c~ao

do modelo SIS (ver se�c~ao 4.2 ), ser~ao, mais uma vez, empregados para formularmos

o modelo SEIS. Portanto, n~ao repetiremos tais suposi�c~oes. Os termos que ser~ao

apresentados est~ao descritos abaixo:

� Nascimentos nas diversas classes

A taxa de procria�c~ao para as m~aes expostas �e b1E (seta vertical cinza

entrando em S, na Figura 6.1), onde b1 �e constante. Os �lhos de m~aes expostas s~ao

todos suscet��veis no nascimento.
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A taxa de procria�c~ao para m~aes infecciosas �e b2I, onde b2 �e constante.

Da taxa total, b2I, de descendentes de m~aes infectadas, uma fra�c~ao 0 < p < 1 �e

suscet��vel (seta vertical vermelha entrando em S, na Figura 6.1), isto �e, estes rec�em-

nascidos pertencem a S(t), uma fra�c~ao 0 < q1 < 1 �e infectada no nascimento (seta

vertical vermelha entrando em E, na Figura 6.1), mas n~ao transmite a doen�ca, estes

rec�em-nascidos pertencem a E(t), e uma parcela q2 = 1� p� q1, �e infecciosa desde

o momento do nascimento (seta vertical vermelha entrando em I, na Figura 6.1).

� Mortes naturais

A taxa de morte natural para a classe dos expostos �e d1E (seta vertical

cinza saindo de E, na Figura 6.1), onde d1 �e constante.

� Taxa de infecciosidade

Os indiv��duos expostos tornam-se infecciosos a uma taxa �E (seta ho-

rizontal cinza saindo de E, na Figura 6.1), onde � �e constante, ou seja, este termo

representa a passagem dos indiv��duos da classe E para a classe I.

Na pr�oxima se�c~ao, encontraremos o sistema de equa�c~oes diferenciais

que se enquadra nas suposi�c~oes descritas acima, o qual ser�a abordado por t�ecnicas

anal��ticas e computacionais.

6.3 Formula�c~ao do modelo SEIS

Estudaremos o seguinte sistema de equa�c~oes diferenciais:

8>>>>>><
>>>>>>:

dS

dt
= �kSI + b1(S + E) + pb2I � d1S + gI

dE

dt
= kSI � d1E + q1b2I � �E

dI

dt
= �E + q2b2I � d2I � gI;

(6.2)
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as condi�c~oes iniciais para o sistema (6.2), satisfazem:

S(0) � 0; E(0) � 0; I(0) � 0: (6.3)

Da Equa�c~ao (6.1) juntamente com o sistema (6.2), obtemos uma equa�c~ao

diferencial para a popula�c~ao total N(t), em fun�c~ao de S, I e E:

dN

dt
= (b1 � d1)(S + E) + (b2 � d2)I; (6.4)

tal equa�c~ao segue as mesmas condi�c~oes dadas em (6.3), e seu comportamento �e

semelhante ao da Equa�c~ao (4.5).

Para a an�alise do sistema (6.2), consideraremos que a popula�c~ao total

se conserva, ou seja, N(t) � N(0) para t � 0. Desta forma, para qualquer instante

de tempo t, temos:

S(t) + E(t) + I(t) = N(0): (6.5)

Para que a popula�c~ao seja de tamanho constante, basta considerarmos

os parâmetros:

b1 = d1 e b2 = d2; (6.6)

isto �e, as constantes envolvidas na taxas de nascimento dos suscet��veis, expostos e

infecciosos s~ao iguais �as constantes envolvidas nas taxas de morte destes, respectiva-

mente. relembramos que estas condi�c~oes s~ao as mesmas estabelecidas anteriormente

em (5.6) (ver cap��tulo 5).

Assim, as equa�c~oes do sistema (6.2) tornam-se:8>>>>>><
>>>>>>:

dS

dt
= �kSI + b1E + pb2I + gI

dE

dt
= kSI � b1E + q1b2I � �E

dI

dt
= �E + (q2 � 1)b2I � gI:

(6.7)

Da Equa�c~ao (6.5) podemos considerar:

E(t) = N(0)� S(t)� I(t); (6.8)
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e reduzir o sistema (6.7) a outro, como segue:

8><
>:

dS

dt
= �kSI + b1(N(0)� I)� b1S + pb2I + gI

dI

dt
= �(N(0)� S � I) + (q2 � 1)b2I � gI:

(6.9)

Para o estudo do modelo (6.7) consideraremos a Equa�c~ao (6.8) junta-

mente com o sistema de equa�c~oes (6.9).

6.4 Pontos de equil��brio do modelo SEIS

Para encontrar as solu�c~oes de equil��brio (S�; E�; I�) de (6.7), usaremos o

sistema de equa�c~oes formado por (6.8) e (6.9). Os pontos de equil��brio determinados

s~ao:

� O ponto de equil��brio E1 = (N(0); 0; 0), o equil��brio livre da doen�ca.

� O ponto de equil��brio endêmico E2 = (S�; E�; I�). As coordenadas

deste ponto s~ao as seguintes:

S� =
(1� q2)b1b2 + (pb2 + g)� + b1g

k�
;

E� =
((1� q2)b2 + g)(N(0)� S�)

� + g + (1� q2)b2
; (6.10)

I� =
�(N(0)� S�)

� + g + (1� q2)b2
:

A condi�c~ao para que este ponto seja biologicamente vi�avel �e:

N(0) > S� ) �kN(0)

(1� q2)b1b2 + (pb2 + g)� + b1g
> 1: (6.11)

6.5 Determina�c~ao do parâmetro R0

Para o modelo apresentado pelas equa�c~oes em (6.7), o parâmetro R0

ser�a determinado como segue:
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Para que uma epidemia se estabele�ca, o n�umero de indiv��duos expostos

e infectivos na popula�c~ao N(t) dever�a aumentar, isto �e:

E 0(t) > 0 e I 0(t) > 0: (6.12)

Portanto, usando a segunda equa�c~ao em (6.7), temos:

kS + q1b2
b1 + �

>
E

I
; (6.13)

juntamente com a terceira equa�c~ao de (6.7), obtemos:

E

I
>

(1� q2)b2 + g

�
: (6.14)

De (6.13) e (6.14) vemos que:

(1� q2)b2 + g

�
<

E

I
<

kS + q1b2
b1 + �

; (6.15)

donde vem:

(1� q2)b2 + g

�
<

kS + q1b2
b1 + �

; (6.16)

ou seja,

�kS > (1� q2)b1b2 + (pb2 + g)� + gb1; (6.17)

j�a que 1� q2 � q1 = p.

Considerando na popula�c~ao todos suscet��veis, no in��cio da epidemia,

teremos para (6.17), com S = N = N(0),

�kN(0)

(1� q2)b1b2 + (pb2 + g)� + gb1
> 1: (6.18)

Logo, de�nimos o lado esquerdo de (6.18), como o coe�ciente repro-

dutivo b�asico, R0, modelo SEIS que estamos analisando.

Portanto:

R0 � �kN(0)

(1� q2)b1b2 + (pb2 + g)� + gb1
: (6.19)
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Se desconsider�assemos o modo de transmiss~ao horizontal da infec�c~ao,

ent~ao k = 0, e portanto R0 < 1. Assim, a transmiss~ao horizontal do agente infeccioso

�e fundamental para garantir a sua propaga�c~ao na popula�c~ao hospedeira N(t).

Salientamos que a condi�c~ao dada em (6.11) para que o ponto de equil��brio

E2, de�nido em (6.10), seja biologicamente vi�avel �e equivalente a R0 > 1.

6.6 An�alise de estabilidade referente ao modelo SEIS

A an�alise de estabilidade dos pontos de equil��brio do modelo SEIS

ser�a feita conforme o apresentado no cap��tulo 3 (ver 3.4.1.5 ) atrav�es do sistema

reduzido, de�nido em (6.9):

a) Plano de fase do sistema reduzido a partir do modelo SEIS

Atrav�es da primeira equa�c~ao em (6.9) obtemos a nullcline de S:

�kSI + b1(N(0)� I)� b1S + pb2I + gI = 0; (6.20)

que est�a apresentada pela curva (em preto) nas Figuras 6.2 e 6.3.

Pela segunda equa�c~ao em (6.9) obtemos a nullcline de I:

�(N(0)� S � I) + (q2 � 1)b2I � gI = 0; (6.21)

a qual est�a apresentada pela curva (em vermelho) nas Figuras 6.2 e 6.3.

Os valores dos parâmetros utilizados para construirmos os gr�a�cos das

Figuras 6.2 e 6.3 est~ao apresentados na Tabela 6:1.

Figura N(0) k b1 b2 d1 d2 g � p q1 q2

6.2 100 0; 1 1; 8 3; 5 1; 8 3; 5 2 1 0; 3 0; 3 0; 4
6.3 100 2 1 2 1 2 1 0; 7 0; 3 0; 3 0; 4

Tabela 6.1: Valores dos parâmetros utilizados nos gr�a�cos referentes ao modelo
SEIS.
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Figura 6.2: As nullclines e componentes do campo de dire�c~oes, de S (em preto) e
de I (em vermelho), no primeiro quadrante do plano de fases do modelo
SEIS; para R0 < 1.

Figura 6.3: As nullclines e componentes do campo de dire�c~oes, de S (em preto) e
de I (em vermelho), no primeiro quadrante do plano de fases do modelo
SEIS; para R0 > 1.

Para R0 < 1, o ponto de equil��brio E1 = (N(0); 0) �e est�avel, como

mostra a Figura 6.2.

Ao considerarmos R0 > 1, pela Figura 6.3, vemos que o ponto de

equil��brio E2 = (S�; I�) �e est�avel.
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b) Lineariza�c~ao do sistema reduzido a partir do modelo SEIS

A estabilidade local dos pontos de equil��brio pode ser determinada pela

lineariza�c~ao do sistema reduzido (6.9).

1) Para o ponto de equil��brio E1 = (N(0); 0), temos a seguinte matriz

Jacobiana:

J (N(0); 0) =

2
4 �b1 �kN0 � b1 + pb2 + g

�� �� � (1� q2)b2 � g

3
5 : (6.22)

a) O tra�co da matriz J (N(0); 0) �e:

T J(N(0); 0) = �(b1 + � + (1� q2)b2 + g); (6.23)

que �e negativo para quaisquer valores dos parâmetros envolvidos.

b) O determinante da matriz J (N(0); 0) �e:

D J(N(0); 0) = (1� q2)b1b2 + (pb2 + g)� + gb1 � �KN(0); (6.24)

que �e um valor positivo, desde que:

�kN(0)

(1� q2)b1b2 + (pb2 + g)� + gb1
< 1: (6.25)

O lado esquerdo de (6.25) �e equivalente ao parâmetro R0 determinado

anteriormente, em (6.19).

Portanto, quando R0 < 1, o equil��brio livre da doen�ca

E1 = (N(0); 0; 0) �e est�avel.

2) Para o ponto de equil��brio E2 = (S�; I�), temos a seguinte matriz

Jacobiana:

J(S�; I�) =

2
64

�(pb2 + g � b1 � kN(0))

� + (1� q2)b2 + g

�b1(� + (1� q2)b2 + g)

�

�� �(� + (1� q2)b2 + g)

3
75 : (6.26)
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a) O tra�co da matriz J(S�; I�) �e:

T J(S�; I�) =
�(pb2 + g � b1 � kN(0))

� + (1� q2)b2 + g
� (� + (1� q2)b2 + g); (6.27)

que �e negativo para quaisquer valores dos parâmetros.

b) O determinante da matriz J(S�; I�) �e:

D J(S�; I�) = �kN(0)� ((1� q2)b1b2 + (pb2 + g)� + gb1); (6.28)

este valor �e positivo, se:

kN(0)� ((1� q2)b1b2 + (pb2 + g)� + gb1) > 0; (6.29)

que pode ser reescrito da seguinte forma:

�kN(0)

(1� q2)b1b2 + (pb2 + g)� + gb1
> 1; (6.30)

que confere com a de�ni�c~ao do parâmetro R0 de�nido anteriormente, em (6.19).

Conclu��mos que, para R0 > 1, o equil��brio endêmico

E2 = (S�; E�; I�) �e est�avel.

Devemos observar que, o ponto de equil��brio endêmico E2 pode ser

reescrito em fun�c~ao do parâmetro R0, da seguinte maneira:

E2 =

�
N(0)

R0
;
((1� q2)b2 + g)N(0)(R0 � 1)

R0(� + (1� q2)b2 + g)
;

�N(0)(R0 � 1)

R0(� + (1� q2)b2 + g)

�
: (6.31)

Ent~ao, para R0 = 1, o ponto de equil��brio E2 possui o mesmo valor

num�erico de E1.

Na Tabela 6:2 est~ao sintetizados os resultados obtidos pela an�alise de

estabilidade linear local dos pontos de equil��brio do modelo SEIS.

6.7 Diagrama de bifurca�c~ao

O diagrama de bifurca�c~ao para S�, E� e I�, est�a apresentado na Figura

6.4 (a), (b) e (c), respectivamente, tendo o parâmetro R0 no eixo horizontal, onde
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Parâmetro Doen�ca se E1 E2 Interpreta�c~ao do
R0 estabelece? (N(0); 0; 0) (S�; E�; I�) equil��brio est�avel

R0 � 1 n~ao e.e. � equil��brio livre de doen�ca
coexistência entre

R0 > 1 sim e.i. e.e. S, E e I

Tabela 6.2: Estabilidade linear dos pontos de equil��brio do modelo SEIS; e:i:
equil��brio inst�avel, e:e: equil��brio est�avel, � equil��brio n~ao �e de�nido.

identi�camos uma bifurca�c~ao transcr��tica em R0 = 1. Na regi~ao com R0 < 1, o

equil��brio livre da doen�ca E1 �e est�avel e o equil��brio endêmico E2 �e inst�avel e n~ao

ocorre epidemia; na regi~ao com R0 > 1, o equil��brio E1 �e inst�avel e o ponto E2 �e

est�avel, e a epidemia se estabelece.

Os valores dos parâmetros utilizados para construirmos os gr�a�cos da

Figura 6.4 foram: N(0) = 1, b2 = 2, � = 0; 7, g = 1 e q2 = 2.

Figura 6.4: Diagrama de bifurca�c~ao (a) para S�, (b) para E� e (c) para I� do modelo
SEIS.
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6.8 Adimensionaliza�c~ao do modelo SEIS

As unidades dos parâmetros envolvidos no sistema (6.7) s~ao:

[k] = [N ]�1[t]�1; [b1] = [t]�1; [b2] = [t]�1;

[d1] = [t]�1; [d2] = [t]�1; [�] = [t]�1;

[g] = [t]�1; [p] = [q1] = [q2] = [q] = [ ]0.

Quanto �as vari�aveis dependentes temos:

[S] = [E] = [I] = [N ] = indiv��duos.

Para adimensionalizar o sistema (6.7), de�nimos as novas vari�aveis de-

pendentes adimensionais, todas variando entre 0 e 1, como:

x � S

N
; w � E

N
; y � I

N
,

onde x+ w + y = 1, e de�nimos tamb�em a vari�avel independente � , atrav�es de:

� � ((1� q2)b1b2 + (pb2 + g)� + gb1)t: (6.32)

O sistema adimensionalizado encontrado �e:8>>>>>>><
>>>>>>>:

dx

d�
=
�kNxy + b1w + (pb2 + g)y

(1� q2)b1b2 + (pb2 + g)� + gb1

dw

d�
=

kNxy � b1e+ q1b2y � �w

(1� q2)b1b2 + (pb2 + g)� + gb1

dy

d�
=

�w � (pb2 + g)y � q1b2y

(1� q2)b1b2 + (pb2 + g)� + gb1
:

(6.33)

O sistema (6.33) pode ser reescrito da seguinte maneira:8>>>>>><
>>>>>>:

dx

d�
= (3 � 1x)y + 2w

dw

d�
= (1x+ 4)y � (2 + 5)w

dy

d�
= 5w � (3 + 4)y;

(6.34)



6 Modelo SEIS 175

onde:

1 =
kN

(1� q2)b1b2 + (pb2 + g)� + gb1
;

2 =
b1

(1� q2)b1b2 + (pb2 + g)� + gb1
;

3 =
pb2 + g

(1� q2)b1b2 + (pb2 + g)� + gb1
;

4 =
q1b2

(1� q2)b1b2 + (pb2 + g)� + gb1
;

5 =
�

(1� q2)b1b2 + (pb2 + g)� + gb1
.

Sabemos que para ocorrer epidemia devemos ter w0(�) > 0 e y0(�) > 0,

o que de (6.34), resulta em:

5(1x+ 4)

(3 + 4)(2 + 5)
> 1:

Considerando na popula�c~ao todos suscet��veis, no in��cio da epidemia,

teremos x = 1, assim obtemos:

5(1 + 4)

(3 + 4)(2 + 5)
> 1: (6.35)

O lado esquerdo em (6.35), pode ser reescrito em termos dos parâmetros

dimensionais, como segue:

�kN

(1� q2)b1b2 + (pb2 + g)� + gb1
> 1; (6.36)

e com N = N(0) temos:

�kN(0)

(1� q2)b1b2 + (pb2 + g)� + gb1
> 1: (6.37)

Observamos que o lado esquerdo de (6.37) confere com o parâmetro R0

encontrado em (6.19).
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6.9 Solu�c~ao num�erica do modelo SEIS

Na Figura 6.5, apresentamos em um mesmo sistema de eixos coorde-

nados os gr�a�cos da solu�c~ao S(t), E(t) e I(t), em fun�c~ao do tempo t, do modelo

SEIS, de�nido em (6.7).

Os valores dos parâmetros utilizados para construirmos os gr�a�cos da

Figura 6.5 foram apresentados na Tabela 6:1 (ver se�c~ao 6.6 ).

Na Figura 6.5 (a), com R0 < 1, a popula�c~ao tende para o equil��brio livre

da doen�ca E1 = (100; 0; 0). Na Figura 6.5 (b), para R0 > 1, o equil��brio endêmico

E2 = (2; 4; 74; 23; 6) foi estabelecido.

Figura 6.5: Varia�c~ao temporal do n�umero de suscet��veis S(t) (em preto), de expostos
E(t) (em cinza) e de infecciosos I(t) (em vermelho), do modelo SEIS,
(a) R0 < 1, (b) R0 > 1.

6.10 Considera�c~oes Finais

Ap�os a an�alise do modelo epidemiol�ogico SEIS, constatamos que:

Como nos cap��tulos anteriores, a propaga�c~ao da infec�c~ao depende do

modo horizontal de transmiss~ao do pat�ogeno.

Para o parâmetro R0 superior a um, a infec�c~ao se estabelece na po-

pula�c~ao. E esta condi�c~ao assegura a viabilidade do ponto de equil��brio endêmico
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E2 = (S�; E�; I�). Quando o parâmetro R0 � 1, temos o ponto de equil��brio livre

da doen�ca E1 = (N(0); 0; 0) est�avel.

Pelo diagrama de bifurca�c~ao vemos que, para R0 > 1 o ponto de

equil��brio endêmico �e est�avel, e caso contr�ario, se R0 � 1 ent~ao o equil��brio livre da

doen�ca �e est�avel. Este fato comprova o que j�a hav��amos obtido atrav�es da an�alise

de estabilidade destes pontos.

No pr�oximo cap��tulo, acrescentaremos a possibilidade de recupera�c~ao

da infec�c~ao, atrav�es de um modelo epidemiol�ogico tipo SEIR, onde a classe dos

recuperados R(t) est�a presente.
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7 MODELO SEIR

7.1 Introdu�c~ao

Neste momento, discutiremos um tipo de modelo, que difere daquele

tratado no cap��tulo 6, por considerarmos um grupo de indiv��duos a mais na po-

pula�c~ao hospedeira, a classe dos recuperados R(t). Neste cap��tulo, apresentaremos

a dinâmica de um modelo denominado SEIR, para o qual a classe latente ou ex-

posta est�a presente. Este modelo SEIR, foi formulado por [Li et al.(2001)] para

estudar a dinâmica da rub�eola congênita. Na an�alise deste, aplicaremos o mesmo

tipo de abordagem por n�os adotada nos cap��tulos anteriores, sendo que estes autores

utilizaram outras ferramentas matem�aticas no estudo por eles apresentado.

A infec�c~ao pelo v��rus da rub�eola na gravidez �e respons�avel por ele-

vadas taxas de perdas perinatais e s�erias malforma�c~oes fetais. A rub�eola, pode

causar aborto espontâneo (precoce ou tardio), prematuridade, crescimento intra-

uterino retardado, malforma�c~oes fetais (especialmente cardiovasculares) e infec�c~ao

congênita. A gravidade da doen�ca est�a relacionada ao v��rus e per��odo gestacional em

que ocorre a infec�c~ao materna. O quadro cl��nico neonatal consiste em retardo men-

tal e catarata congênita em aproximadamente metade do contingente de crian�cas

com rub�eola congênita. O comprometimento mais severo ocorre quando a infec�c~ao

foi adquirida antes da 11a semana.

A popula�c~ao total N(t) ser�a dividida em quatro classes distintas. Fare-

mos S(t), E(t), I(t) e R(t), representar o n�umero de indiv��duos suscet��veis, expostos,

infecciosos e recuperados, respectivamente, nesta popula�c~ao, num instante de tempo

t. De onde vem:

N(t) = S(t) + E(t) + I(t) +R(t): (7.1)

Nas se�c~oes de 7.2 a 7.9, apresentaremos a descri�c~ao, formula�c~ao, deter-

mina�c~ao e an�alise dos pontos de equil��brio, c�alculo do parâmetro R0, diagrama de



7 Modelo SEIR 179

bifurca�c~ao, adimensionaliza�c~ao e a solu�c~ao num�erica do modelo SEIR, ser~ao abor-

dados. As considera�c~oes �nais referentes a este modelo ser~ao destacadas na se�c~ao

7.10.

7.2 Descri�c~ao do modelo SEIR

O modelo epidemiol�ogico, denominado modelo SEIR, �e composto de

um sistema de quatro equa�c~oes diferenciais ordin�arias para as subpopula�c~oes S(t),

E(t), I(t) e R(t).

Na Figura 7.1 apresentamos o uxograma envolvendo estes quatro com-

partimentos, correspondendo �as seguintes suposi�c~oes:

Figura 7.1: Fluxograma para o modelo SEIR. Conven�c~ao adotada: indiv��duos
suscet��veis S(t) (em preto), expostos E(t) (em cinza), infecciosos I(t)
(em vermelho) e recuperados R(t) (em azul).

� Taxa de transmiss~ao horizontal da infec�c~ao

A taxa de transmiss~ao horizontal da infec�c~ao pode ser expressa pelo

termo de a�c~ao das massas kSI (seta horizontal preta saindo de S e entrando em E,

na Figura 7.1), onde k �e constante, denominada coe�ciente de contato.



7 Modelo SEIR 180

� Nascimentos nas diversas classes

Neste caso, assumiremos que as taxas de nascimento e morte natural

s~ao iguais, e que a doen�ca n~ao causar�a a morte dos indiv��duos doentes. Deste modo,

teremos que a densidade da popula�c~ao total �e constante.

A taxa de procria�c~ao para m~aes suscet��veis e recuperadas �e b1S (seta

vertical preta entrando em S, na Figura 7.1) e b1R (seta vertical azul entrando em S,

na Figura 7.1), respectivamente, onde b1 �e constante. Os �lhos de m~aes suscet��veis

e recuperadas s~ao todos suscet��veis no nascimento.

A taxa de procria�c~ao para m~aes expostas �e b1E. Da taxa total, b1E,

de descendentes de m~aes expostas, uma fra�c~ao 0 < p1 < 1 �e suscet��vel (seta vertical

cinza entrando em S, na Figura 7.1), e uma fra�c~ao p2 = 1 � p1 �e infectada no

nascimento (seta vertical cinza entrando em E, na Figura 7.1), por�em n~ao transmite

a doen�ca, estes rec�em-nascidos pertencem a E(t).

A taxa de procria�c~ao para as m~aes infecciosas �e b1I. Da taxa total, b1I,

de descendentes de m~aes doentes, uma fra�c~ao 0 < q1 < 1 �e suscet��vel (seta vertical

vermelha entrando em E, na Figura 7.1), e uma fra�c~ao q2 = 1 � q1 �e infectada

no nascimento (seta vertical vermelha entrando em E, na Figura 7.1), por�em n~ao

transmite a doen�ca, estes rec�em-nascidos pertencem a E(t).

� Mortes naturais

Admitiremos que as taxas de nascimento e morte natural s~ao idênticas.

Assim, b1S, b1E, b1I e b1R, s~ao as taxas de morte natural das classes S, E, I e R,

respectivamente (seta vertical preta, cinza, vermelha e azul saindo de S, E, I e R,

respectivamente, na Figura 7.1).

� Taxa de infecciosidade

Os indiv��duos expostos tornam-se infecciosos a uma taxa �E (seta ho-

rizontal cinza saindo de E e entrando em I, na Figura 7.1), onde � �e constante.
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� Taxa de remo�c~ao

Indiv��duos infecciosos recuperam-se, adquirindo imunidade permanente,

e s~ao removidos para a classe dos recuperados a uma taxa cI (seta horizontal ver-

melha saindo de I e entrando em R, na Figura 7.1), onde c �e constante, denominada

coe�ciente de remo�c~ao.

� Suposi�c~oes adicionais

1) O per��odo de incuba�c~ao para a infec�c~ao �e nulo.

2) O per��odo de gesta�c~ao �e nulo e as rec�em-nascidas s~ao instantanea-

mente f�erteis, podendo procriar imediatamente.

Observamos que, todos os parâmetros s~ao positivos.

Na pr�oxima se�c~ao, abordaremos atrav�es de t�ecnicas anal��ticas e com-

putacionais o sistema de equa�c~oes diferenciais que se enquadra nas suposi�c~oes des-

critas acima.

7.3 Formula�c~ao do modelo SEIR

Temos, portanto, o seguinte sistema de equa�c~oes diferenciais:

8>>>>>>>>>><
>>>>>>>>>>:

dS

dt
= (1� p2E � q2I � S)b1 � kSI

dE

dt
= kSI + (p2E + q2I)b1 � (� + b1)E

dI

dt
= �E � (c+ b1)I

dR

dt
= cI � b1R;

(7.2)

as condi�c~oes iniciais para o sistema (7.2), satisfazem:

S(0) � 0; E(0) � 0; I(0) � 0; R(0) � 0: (7.3)
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Da soma das equa�c~oes do sistema (7.2) constatamos que a popula�c~ao

total possui tamanho constante, que podemos �xar com tamanho 1. Isto em nada

modi�ca o comportamento qualitativo da solu�c~ao.

Sendo assim:

S(t) + E(t) + I(t) +R(t) = 1: (7.4)

Para a an�alise do modelo SEIR usaremos a rela�c~ao:

R(t) = 1� S(t)� E(t)� I(t): (7.5)

Com isto, reduziremos o sistema (7.2) ao seguinte sistema de equa�c~oes

equivalentes:
8>>>>>><
>>>>>>:

dS

dt
= (1� p2E � q2I � S)b1 � kSI

dE

dt
= kSI + (p2E + q2I)b1 � (� + b1)E

dI

dt
= �E � (c+ b1)I;

(7.6)

as condi�c~oes iniciais para o sistema (7.6), satisfazem:

S(0) � 0; E(0) � 0; I(0) � 0: (7.7)

7.4 Pontos de equil��brio do modelo SEIR

Para determinar as solu�c~oes de equil��brio (S�; E�; I�; R�) de (7.2), usa-

remos o sistema formado pelas Equa�c~oes (7.5) e (7.6). Os pontos de equil��brio para

este sistema s~ao:

� O ponto de equil��brio E1 = (1; 0; 0; 0), livre da doen�ca.

� O ponto de equil��brio endêmico E2 = (S�; E�; I�; R�), temos na popu-

la�c~ao em equil��brio indiv��duos suscet��veis, expostos, infecciosos e recu-
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perados. As coordenadas deste ponto s~ao as seguintes:

S� =
(c+ b1)(� + (1� p2)b1)� q2b1�

k�
;

E� =
b1(1� S�)

(� + b1)
; (7.8)

I� =
b1�(1� S�)

(c+ b1)(� + b1)
;

R� =
c�(1� S�)

(c+ b1)(� + b1)
:

Este ponto �e biologicamente vi�avel se:

0 < S� < 1; (7.9)

de onde vem:

k�

(c+ b1)(� + (1� p2)b1)� q2b1�
> 1: (7.10)

7.5 Determina�c~ao do parâmetro R0

O parâmetro R0, para o modelo apresentado pelas equa�c~oes em (7.2),

ser�a determinado de maneira semelhante �a exposta no cap��tulo 6 (ver se�c~ao 6.5 ).

Da segunda equa�c~ao em (7.2), temos:

kS + q2b1
� + (1� p2)b1

>
E

I
; (7.11)

com a terceira equa�c~ao em (7.2), obtemos:

E

I
>

c+ b1
�

: (7.12)

De (7.11) e (7.12) vemos que:

c+ b1
�

<
E

I
<

kS + q2b1
� + (1� p2)b1

; (7.13)

de onde vem:

c+ b1
�

<
kS + q2b1

� + (1� p2)b1
; (7.14)
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isto �e,

k�S > (c+ b1)(� + (1� p2)b1)� q2b1�: (7.15)

Considerando S = N = 1 (todos suscet��veis no in��cio da epidemia),

temos para (7.15):

k�

(c+ b1)(� + (1� p2)b1)� q2b1�
> 1: (7.16)

De�nimos, portanto, o coe�ciente reprodutivo b�asico, R0, para o

modelo SEIR como o lado esquerdo de (7.16).

Sendo assim:

R0 � k�

(c+ b1)(� + (1� p2)b1)� q2b1�
: (7.17)

Como j�a foi observado nos cap��tulos anteriores, pelo parâmetro de�nido

acima, vemos que se k = 0 (transmiss~ao horizontal ausente), ent~ao R0 < 1. Desta

forma, seria imposs��vel a infec�c~ao alcan�car n��veis endêmicos na popula�c~ao hospe-

deira. Portanto, �e preciso que alguma taxa de transmiss~ao horizontal seja consi-

derada para que o agente infeccioso seja propagado entre os indiv��duos suscet��veis

desta popula�c~ao.

Salientamos que a condi�c~ao dada em (7.10) para que o ponto de equil��brio

endêmico E2, de�nido em (7.8), seja vi�avel �e que R0 > 1.

7.6 An�alise de estabilidade referente ao modelo SEIR

A an�alise de estabilidade dos pontos de equil��brio do modelo SEIR

ser�a efetuada atrav�es da lineariza�c~ao do sistema reduzido (7.6), onde aplicaremos as

condi�c~oes de Routh-Hurwitz (ver Apêndice D).

Para um polinômio caracter��stico P (�) de grau 3 em �, denominado

polinômio caracter��stico da matriz J(S�; E�; I�), as condi�c~oes de estabilidade que
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devem ser satisfeitas s~ao:

a1 > 0;

a3 > 0; (7.18)

a1a2 � a3 > 0:

1) Para o ponto de equil��brio livre da doen�ca E1 = (1; 0; 0) temos a

seguinte matriz Jacobiana:

J(1; 0; 0) =

2
6664
�b1 �p2b1 �(k + q2b1)

0 �(� + (1� p2)b1) k + q2b1

0 � �(b1 + c)

3
7775 : (7.19)

O polinômio caracter��stico de J(1; 0; 0), tem a seguinte forma:

�3 + (b1 + A)�2 + (b1A+B)� + b1B; (7.20)

onde: A = � + (2� p2)b1 + c e B = (b1 + c)((1� p2)b1 + �)� �(k + q2b1).

De acordo com as condi�c~oes de estabilidade apresentadas em (7.18),

temos que:

a) a1 = b1 + A:

a1 = (1� p2)b1 + � + c; (7.21)

�e sempre positivo, visto que 0 < p2 < 1.

b) a3 = b1B, ser�a positivo, desde que:

(b1 + c)((1� p2)b1 + �)� �(k + q2b1) > 0; (7.22)

isto implica em:

k�

(c+ b1)(� + (1� p2)b1)� q2b1�
< 1; (7.23)

o lado esquerdo de (7.23), �e o valor de R0, de�nido em (7.17). Portanto, para R0 < 1,

a condi�c~ao a3 > 0 ser�a cumprida.
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c) a1a2 > a3:

(b1 + A)(b1A+B) > b1B; (7.24)

ou seja,

A(b1(b1 + A) +B) > 0; (7.25)

esta condi�c~ao ser�a cumprida desde que R0 < 1.

Ap�os a an�alise das condi�c~oes de Routh-Hurwitz, conclu��mos que:

O ponto de equil��brio livre da doen�ca, E1, ser�a est�avel se

R0 < 1.

2) Para o ponto de equil��brio E2 = (S�; E�; I�), temos a seguinte matriz

Jacobiana:

J(S�; E�; I�) =

2
6664
a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

3
7775 ; (7.26)

onde:

a11 =
�b1(p2b1(c+ b1) + (q2b1 + k)�)

(b1 + �)(c+ b1)
;

a12 = �p2b1;

a13 = �(c+ b1)((1� p2)b1 + �)

�
;

a21 =
b1(�(c+ b1)((1� p2)b1 + �) + (q2b1 + k)�)

(b1 + �)(c+ b1)
;

a22 = �� � (1� p2)b1;

a23 =
(c+ b1)((1� p2)b1 + �)

�
;

a31 = 0;

a32 = �;

a33 = �(b1 + c).
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O polinômio caracter��stico de J(S�; E�; I�), tem a seguinte forma:

�3 + A�2 +B� + C; (7.27)

onde:

A =
2b31 + (3c+ 2�(1 + q2))b

2
1 + (c2 + �(� + k + c(3 + q2)))b1 + c�(c+ �)

(b1 + �)(c+ b1)
;

B =
b1(p2b1(b

2
1 + c(c+ 2b1)) + �(q2b1 + k)(� + 2b1 + c))

(b1 + �)(c+ b1)
;

C = �b1((c+ b1)(b1(1� p2) + �)� �(k + q2b1)).

De acordo com as condi�c~oes de estabilidade apresentadas em (7.18),

temos que:

a) a1 = A; �e um valor positivo;

b) a3 = C, ser�a positivo, se:

(b1 + c)((1� p2)b1 + �)� �(k + q2b1) < 0; (7.28)

isto �e:

k�

(c+ b1)(� + (1� p2)b1)� q2b1�
> 1; (7.29)

o lado esquerdo de (7.29), �e o valor de R0, de�nido em (7.17).

Assim, para R0 > 1, o valor a3 �e positivo.

c) a1a2 > a3:

AB > C; (7.30)

esta condi�c~ao ser�a satisfeita se R0 > 1.

Pelas condi�c~oes de Routh-Hurwitz, temos que:

O ponto de equil��brio endêmico, E2, ser�a est�avel se R0 > 1.
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Salientamos que, o ponto de equil��brio endêmico E2 pode ser reescrito

em fun�c~ao do parâmetro R0, como segue:

E2 =

�
1

R0
;
b1(R0 � 1)

R0(� + b1)
;

�b1(R0 � 1)

R0(c+ b1)(� + b1)
;

c�(R0 � 1)

R0(c+ b1)(� + b1)

�
: (7.31)

Ent~ao, no caso de R0 = 1, o ponto de equil��brio E2 possui o mesmo

valor num�erico de E1.

Os resultados obtidos pela an�alise de estabilidade linear local dos pontos

de equil��brio do modelo SEIR, est~ao apresentados na Tabela 7:1.

Parâmetro Doen�ca se E1 E2 Interpreta�c~ao do
R0 estabelece? (1; 0; 0; 0) (S�; E�; I�; R�) equil��brio est�avel

R0 � 1 n~ao e.e. � equil��brio livre de doen�ca
coexistência entre

R0 > 1 sim e.i. e.e. S, E, I e R

Tabela 7.1: Estabilidade linear dos pontos de equil��brio do modelo SEIR; e:i:
equil��brio inst�avel, e:e: equil��brio est�avel, � equil��brio n~ao �e de�nido.

7.7 Diagrama de bifurca�c~ao

Podemos observar na Figura 7.2 (a), (b), (c) e (d) que quando R0 = 1,

temos uma bifurca�c~ao transcr��tica. Na regi~ao com R0 < 1, o equil��brio livre da

doen�ca, E1, �e est�avel e o equil��brio endêmico, E2, �e inst�avel; na regi~ao com R0 > 1,

o equil��brio E1 �e inst�avel e o ponto E2 �e est�avel.

Os valores dos parâmetros utilizados para construirmos os gr�a�cos da

Figura 7.2 foram: b1 = 0; 5, c = 1 e � = 0; 8.
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Figura 7.2: Diagrama de bifurca�c~ao (a) para S�, (b) para E�, (c) para I� e (d) para
R� do modelo SEIR.

7.8 Adimensionaliza�c~ao do modelo SEIR

As unidades dos parâmetros envolvidos no modelo (7.2) s~ao:

[k] = [N ][t]�1; [b1] = [t]�1;

[�] = [t]�1; [c] = [t]�1; [pi] = [qi] = [ ]0, i = 1; 2.

Quanto �as vari�aveis dependentes temos:

[S] = [E] = [I] = [R] = [N ] = indiv��duos.

Para adimensionalizar o sistema (7.2), de�nimos as novas vari�aveis de-

pendentes adimensionais, todas variando entre 0 e 1, como:

x � S

N
; w � E

N
; y � I

N
; z � R

N
,

onde x+ w + y + z = 1, e de�nimos tamb�em a vari�avel independente � :

� � ((c+ b1)(� + (1� p2)b1)� q2b1�)t: (7.32)
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Assumindo N = N(0) = 1, o sistema adimensionalizado encontrado �e:
8>>>>>>>>>><
>>>>>>>>>>:

dx

d�
= (1� x)1 � 2w � 3y � 4xy

dw

d�
= 4xy + 2w + 3y � (5 + 1)w

dy

d�
= 5w � (6 + 1)y

dz

d�
= 6y � 1z;

(7.33)

onde:

1 =
b1

(c+ b1)(� + (1� p2)b1)� q2b1�
;

2 =
p2b1

(c+ b1)(� + (1� p2)b1)� q2b1�
;

3 =
q2b1

(c+ b1)(� + (1� p2)b1)� q2b1�
;

4 =
k

(c+ b1)(� + (1� p2)b1)� q2b1�
;

5 =
�

(c+ b1)(� + (1� p2)b1)� q2b1�
;

6 =
c

(c+ b1)(� + (1� p2)b1)� q2b1�
.

Para que uma epidemia ocorra devemos ter w0(�) > 0 e y0(�) > 0, o

que de (7.33), implica em:

5(4x+ 3) > (1 + 6)(1 + 5 � 2): (7.34)

Tomando x = 1 (todos suscet��veis, no in��cio da epidemia), teremos:

5(4 + 3)

(1 + 6)(1 + 5 � 2)
> 1: (7.35)

O lado esquerdo em (7.35), poder�a ser escrito em termos dos parâmetros

dimensionais, do seguinte modo:

�k

(c+ b1)(� + (1� p2)b1)� q2b1�
> 1: (7.36)
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Observamos que o termo em (7.36) �e idêntico ao R0 determinado ante-

riormente, em (7.17).

7.9 Solu�c~ao num�erica do modelo SEIR

Na Figura 7.3, apresentamos em um mesmo sistema de eixos coordena-

dos os gr�a�cos da solu�c~ao S(t), E(t), I(t) e R(t), em fun�c~ao do tempo t, do modelo

SEIR, de�nido (7.2).

Os valores dos parâmetros utilizados para construirmos os gr�a�cos da

Figura 7.3 est~ao apresentados na Tabela 7:2.

Figura k b1 c � p2 q2

7.3 (a) 2 1 1 0; 7 0; 2 0; 4
7.3 (b) 2; 3 0; 5 1 0; 8 0; 2 0; 6

Tabela 7.2: Valores dos parâmetros utilizados nos gr�a�cos referentes ao modelo
SEIR.

Para R0 < 1, vemos pela Figura 7.3 (a), que a popula�c~ao tende para

o equil��brio livre da doen�ca E1 = (1; 0; 0; 0). No caso de R0 > 1, ent~ao o equil��brio

endêmico E2 = (0; 85; 0; 06; 0; 03; 0; 06) �e estabelecido, conforme mostra a Figura 7.3

(b).

Figura 7.3: Varia�c~ao temporal do n�umero de suscet��veis S(t) (em preto), de expostos
E(t) (em cinza), de infecciosos I(t) (em vermelho) e de recuperados R(t)
(em azul) do modelo SEIR; (a) R0 < 1, (b) R0 > 1.
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7.10 Considera�c~oes Finais

De acordo com nosso estudo em torno do modelo epidemiol�ogico SEIR,

conclu��mos que:

Novamente, a propaga�c~ao da infec�c~ao depende da transmiss~ao horizon-

tal do pat�ogeno.

A doen�ca se estabelece na popula�c~ao desde que o parâmetro R0 > 1.

Esta condi�c~ao (R0 > 1) �e necess�aria para garantir a viabilidade e a estabilidade do

ponto de equil��brio endêmico E2 = (S�; E�; I�; R�). Para R0 � 1, temos o ponto de

equil��brio livre da doen�ca, E1 = (1; 0; 0; 0), est�avel.

De acordo com o diagrama de bifurca�c~ao, para R0 � 1 temos o ponto

E1 = (1; 0; 0; 0) est�avel. Enquanto que, paraR0 > 1 o equil��brioE2 = (S�; E�; I�; R�)

�e est�avel.

Destinaremos o pr�oximo cap��tulo para apresentarmos as considera�c~oes

complementares referentes aos 5 tipos de modelos epidemiol�ogicos por n�os abordados

neste trabalho.
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8 CONSIDERAC� ~OES COMPLEMENTARES

O objetivo deste trabalho foi conhecer e analisar alguns modelos epi-

demiol�ogicos b�asicos, onde as rotas de transmiss~ao horizontal e vertical estavam

envolvidas. Usamos t�ecnicas de abordagem anal��tica (determina�c~ao e an�alise de

estabilidade dos equil��brios, espa�co de fase, lineariza�c~ao e solu�c~oes exatas quando

poss��vel) e computacionais (solu�c~oes num�ericas tra�cadas com o aux��lio do software

Maple). Realizamos tamb�em, a adimensionaliza�c~ao de cada modelo, o que foi �util

para determinar seus parâmetros relevantes.

Os modelos discutidos, neste trabalho, foram:

� Modelo SI1I2I3 onde dois tipos de v��rus estavam presentes numa popu-

la�c~ao de ratos silvestres, havendo tamb�em, possibilidade de coinfec�c~ao

por ambos os v��rus.

De acordo com nossos estudos em torno do modelo SI1I2I3, (3.11),

temos que:

- o modo de transmiss~ao horizontal do v��rus TAMV �e fundamental para

garantir a sua propaga�c~ao entre os indiv��duos da popula�c~ao hospedeira;

- o parâmetro R
(i)
0 , i = 1; 23; 3, est�a relacionado com o modo de trans-

miss~ao horizontal do agente infeccioso. Enquanto que, o parâmetro R
(i)
0 , i = 2; 21,

referente ao v��rus TAMV, resulta da soma dos termos de transmiss~ao horizontal e

vertical deste;

- para os submodelos SI1, SI2 e I2I3, foram determinados três tipos de

equil��brios a saber: o trivial, o livre da doen�ca e o endêmico;

- o parâmetro R
(i)
0 e o limiar Pi, i = 1; 2; 21; 23, s~ao necess�arios e su-

�cientes para garantir a viabilidade e estabilidade local dos pontos de equil��brio

endêmico determinados;
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- para o submodelo SI1I2 e o modelo SI1I2I3, encontramos os mesmos

tipos de equil��brios citados anteriormente. Quanto �as condi�c~oes de estabilidade dos

pontos de equil��brio endêmico, vimos que al�em do parâmetro R
(i)
0 e do limiar Pi,

i = 1; 2; 21; 23, h�a outras condi�c~oes que devem ser cumpridas para que estes pontos

sejam est�aveis.

� Modelo SIS onde apresentamos aplica�c~oes no estudo de um fungo

end�o�to, transmitido apenas verticalmente, e na modelagem da doen�ca

de Chagas.

a) Da an�alise do modelo epidemiol�ogico SIS, (4.3), determinamos:

- o parâmetro R0, que resulta da soma dos termos de transmiss~ao hori-

zontal e vertical do microorganismo;

- o coe�ciente reprodutivo efetivo R(t) e o limiar NT , se N(0) > NT

ent~ao I 0(t) > 0, caso N(0) < NT ent~ao I 0(t) < 0;

- dois pontos de equil��brio: o trivial E1 = (0; 0), que �e est�avel quando

b1 � d1 < 0 e qb2 � g � b2 < 0, se tomarmos bi < di, i = 1; 2, tais condi�c~oes ser~ao

cumpridas e obviamente a popula�c~ao ser�a extinta pois, ambas as taxas per capita

de morte s~ao maiores que as de nascimento. E o equil��brio endêmico E2 = (S�; I�),

que �e est�avel quando b1 � d1 > 0 e b2 � d2 < 0, isto �e, a taxa l��quida per capita

de crescimento dos indiv��duos suscet��veis �e positiva e a dos indiv��duos infecciosos �e

negativa;

- a doen�ca se estabelece na popula�c~ao at�e mesmo se N(0) < NT , e esta

condi�c~ao �e equivalente a R0 < 1.
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b) Pela an�alise do modelo epidemiol�ogico SIS com k = 0, (4.25), temos

que:

- o parâmetro R0 �e constitu��do apenas pelo termo de transmiss~ao ver-

tical do pat�ogeno, e sob certas condi�c~oes �e poss��vel garantir sua propaga�c~ao na

popula�c~ao hospedeira;

- os pontos de equil��brio para este modelo s~ao: o ponto de equil��brio

E1, que �e est�avel se b1 � d1 < 0 e R0 < 1. E o ponto de equil��brio endêmico, E2,

onde sua existência e sua estabilidade dependem de b1 � d1 < 0 e de R0 = 1;

- da resolu�c~ao anal��tica dos sistemas (4.25) e (4.31), obtemos o compor-

tamento assint�otico das solu�c~oes S(t), I(t) e N(t) e da vari�avel i(t), que representa a

propor�c~ao de indiv��duos infecciosos na popula�c~ao hospedeira. Deste comportamento

constatamos que, se � > b1 � d1 �e poss��vel manter na popula�c~ao um microparasita

apenas pelo modo de transmiss~ao vertical.

c) Do modelo SIS, (4.53), para a doen�ca de Chagas, vimos que:

- pelo estudo deste modelo sob o enfoque de propor�c~oes, determinamos:

i) o parâmetro R0, e vimos que a transmiss~ao horizontal do mi-

croorganismo �e necess�aria para que ocorra a propaga�c~ao deste agente infeccioso;

ii) dois pontos de equil��brio: o livre da doen�ca e o endêmico. Para

R0 � 1 temos o ponto e1 = (1; 0) est�avel. Se R0 > 1 o equil��brio e2 = (s�; i�) existe

e �e est�avel;

iii) no caso da popula�c~ao ser de tamanho constante encontramos

a propor�c~ao endêmica de infectivos i�, nesta situa�c~ao, a doen�ca �e mantida na popu-

la�c~ao apenas pelo modo de transmiss~ao vertical do pat�ogeno.

- al�em do parâmetro R0, apresentamos alguns parâmetros adicionais,

Ri, i = 1; 2; 3, os quais desempenham um papel muito importante na dinâmica do

modelo (4.53), como segue:
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i) se a popula�c~ao �e de densidade constante, o parâmetro R1 de-

termina seu comportamento em decrescente, constante ou crescente;

ii) para uma popula�c~ao cujo tamanho n~ao �e constante temos que,

a propor�c~ao de infectivos obedece ao parâmetro R0. Se R0 < 1 a propor�c~ao i(t)! 0,

para R0 > 1 a propor�c~ao i(t)! i�;

iii) a raz~ao de infecciosos, i(t), pode tender �a propor�c~ao endêmica

i�, mesmo que o n�umero total de infectivos I(t) tenda a zero, se a popula�c~ao total,

N(t), em n�umero, estiver diminuindo;

iv) para erradicar uma doen�ca numa popula�c~ao que n~ao �e cons-

tante, ou a propor�c~ao i(t)! 0, e o parâmetro que determina isto �e R0, ou o n�umero

total de infectivos I(t)! 0, e os parâmetros que controlam isto s~ao R2 e R3.

� Modelo SIR onde consideramos um termo de vacina�c~ao, e conclu��mos

sobre a inuência da vacina�c~ao no controle de uma doen�ca.

a) Ap�os a an�alise do modelo epidemiol�ogico SIR, (5.2), constatamos

que:

- o parâmetro R0 �e formado pelo termo de transmiss~ao horizontal do

microorganismo, assim, sua propaga�c~ao entre os indiv��duos suscet��veis depende deste

modo;

- os pontos de equil��brio encontrados foram: o equil��brio livre da doen�ca,

E1, que �e est�avel se R0 � 1. O equil��brio endêmico, E2, que existe e �e est�avel se

R0 > 1;

- pelo diagrama de bifurca�c~ao para S�, I� e R� em fun�c~ao de R0, con-

�rmamos (o que j�a sab��amos) que para R0 > 1 o equil��brio endêmico �e est�avel, ou

seja, a doen�ca �e endêmica na popula�c~ao.
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b) Do estudo do modelo epidemiol�ogico SIR, (5.20), com um termo de

vacina�c~ao, sabemos que:

- O parâmetro R0 �e igual ao obtido para o modelo (5.2), portanto, a

inclus~ao de um termo de vacina�c~ao n~ao alterou este coe�ciente;

- para os pontos de equil��brio determinados temos que: quando

m > 1� 1

R0
o ponto de equil��brio livre da doen�ca, E1, �e est�avel, e para m < 1� 1

R0

o ponto de equil��brio endêmico, E2, �e est�avel;

- para erradica�c~ao da doen�ca devemos ter R
0

0 < 1, e quanto maior for

o coe�ciente R0, maior ser�a a fra�c~ao da popula�c~ao que deve ser imunizada para

prevenir a propaga�c~ao da infec�c~ao;

- ao compararmos os pontos de equil��brio endêmico dos modelos SIR,

(5.2), e do modelo SIR com vacina�c~ao, (5.20), vimos que, a inclus~ao de um termo de

vacina�c~ao contribuiu para diminuir o n�umero de indiv��duos infecciosos e aumentar

o n�umero de indiv��duos recuperados na popula�c~ao em equil��brio.

� Modelo SEIS onde consideramos o per��odo latente da infec�c~ao.

Da an�alise do modelo epidemiol�ogico SEIS, (6.2), temos que:

- o parâmetro R0 �e formado pelo termo de transmiss~ao horizontal do

microorganismo e este modo de propaga�c~ao �e fundamental para garantir a existência

do pat�ogeno na popula�c~ao;

- dois pontos de equil��brio: o livre da doen�ca e o endêmico. O ponto

E1 �e est�avel se R0 � 1. Para R0 > 1 o equil��brio E2 existe e �e est�avel;

- o diagrama de bifurca�c~ao para S�, E� e I� em fun�c~ao de R0 mostra

que para R0 > 1 o equil��brio endêmico �e est�avel, isto �e, ocorre uma epidemia na

popula�c~ao.
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� Modelo SEIR aplicado �a dinâmica da rub�eola congênita.

De acordo com o estudo em torno do modelo epidemiol�ogico SEIR,

(7.2), conclu��mos que:

- a propaga�c~ao da infec�c~ao depende da transmiss~ao horizontal do pat�o-

geno;

- os pontos de equil��brio s~ao: o livre da doen�ca, E1, que �e est�avel se

R0 � 1, e o equil��brio endêmico, E2, que �e biologicamente vi�avel e est�avel se R0 > 1;

- o diagrama de bifurca�c~ao para S�, E�, I� e R� em fun�c~ao de R0 mostra

que, se R0 > 1 o equil��brio endêmico �e est�avel e para R0 < 1 o equil��brio est�avel �e o

livre da doen�ca.

Evidentemente, gostar��amos de ressaltar que, para os modelos epi-

demiol�ogicos por n�os apresentados serem mais real��sticos sob o ponto de vista

biol�ogico, dever��amos levar em conta fatores como: o clima, habitat, intera�c~oes

sociais, sexo (macho e fêmea), heterogeneidade na transmiss~ao de doen�cas, a faixa

et�aria dos indiv��duos, etc. Por�em, o emprego de tais fatores nos conduziriam a uma

variedade de complica�c~oes que fogem do objetivo deste trabalho.

Ap�os o estudo de cada modelo, passaremos agora a apresentar algumas

compara�c~oes entre os resultados obtidos.

1) Quanto ao n�umero reprodutivo b�asico R0

- para todos os modelos, exceto em SIS com k = 0, a transmiss~ao

horizontal do pat�ogeno �e fundamental para que infec�c~ao atinja n��veis endêmicos na

popula�c~ao hospedeira N(t).

2) Quanto aos equil��brios

- o equil��brio livre da doen�ca, sempre que existir (n~ao existe em I2I3 e

SIS) �e est�avel quando R0 < 1;
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- o equil��brio endêmico nos modelos SIR, SEIS e SEIR �e est�avel se

R0 > 1, e tal condi�c~ao tamb�em garante a existência deste ponto;

- os equil��brios endêmicos do modelo SI1I2I3 dependem de outras condi�c~oes,

al�em do parâmetro R0, para garantir sua existência e estabilidade;

- o ponto de equil��brio endêmico, E2, do modelo SIS com k > 0 �e

est�avel at�e mesmo se R0 < 1, e R0 = 1 �e uma das condi�c~oes de estabilidade do

equil��brio endêmico do modelo SIS com k = 0;

- nos modelos em que foi considerado conserva�c~ao da popula�c~ao to-

tal (SIR, SEIS e SEIR), a coordenada S� do ponto de equil��brio endêmico est�a

relacionada com a popula�c~ao total N = N(0) e com o parâmetro R0, da seguinte

forma:

S� =
N(0)

R0
; (8.1)

- em todos os modelos com conserva�c~ao da popula�c~ao total (SIR, SEIS

e SEIR), temos o equil��brio livre da doen�ca com a coordenada S� = N(0) e as

demais coordenadas s~ao nulas, por�em, para o modelo SIR com vacina�c~ao temos a

coordenada S� = (1�m)N(0) e R� = mN(0);

- nos modelos SI1I2I3 e SIS, onde a popula�c~ao �e de densidade vari�avel,

existe o equil��brio que implica na extin�c~ao da esp�ecie;

- no modelo SI1I2I3, com transmiss~ao vertical perfeita, b2 = 0, temos

os equil��brios endêmicos, E4 e E5, onde toda a popula�c~ao est�a infectada por um ou

ambos os v��rus;

- no submodelo SI2 com b2 = 0 e no modelo SIS com k = 0, h�a um tipo

de equil��brio endêmico, onde a coordenada S� est�a em fun�c~ao da classe de infecciosos

I�2 e I�, respectivamente.
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3) Quanto �a estabilidade dos pontos de equil��brio

- quando discutimos o modelo SI1I2I3 mostramos que, al�em do parâ-

metro R0, existem outras condi�c~oes necess�arias para garantir a estabilidade local do

seus pontos de equil��brio;

- vimos que at�e mesmo quando o coe�ciente reprodutivo b�asico for

inferior a um �e poss��vel que a doen�ca se estabele�ca na popula�c~ao. Este �e o caso do

equil��brio endêmico E2 do modelo SIS, (4.3);

- pelo estudo de estabilidade linear dos modelos SIR, SEIS e SEIR,

onde consideramos o tamanho da popula�c~ao total constante temos que, para

R0 � 1 o equil��brio livre da doen�ca �e est�avel, ocorrendo em R0 = 1 uma bifurca�c~ao

transcr��tica. Enquanto que, para R0 > 1 o equil��brio endêmico �e est�avel. Portanto,

nestes modelos, o n�umero reprodutivo b�asico, R0, �e condi�c~ao su�ciente e necess�aria

para de�nir a condi�c~ao de estabilidade dos equil��brios encontrados.

4) Quanto ao controle da doen�ca

- no modelo SIR com vacina�c~ao, em que uma propor�c~ao m��nima m

da popula�c~ao deve ser vacinada, conclu��mos que m depende do parâmetro R0, quer

dizer:

m > 1� 1

R0
; (8.2)

assim, doen�cas com R0 elevado s~ao mais dif��ceis de controlar do que aquelas com R0

mais baixo.

5) Quanto �a adimensinaliza�c~ao

- da adimensionaliza�c~ao de cada modelo determinamos seus parâmetros

relevantes, entre estes o coe�ciente reprodutivo b�asico, R0. E para os sistemas

adimensionalizados, vimos que se R0 > 1 a doen�ca se estabelece na popula�c~ao

hospedeira.
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6) Quanto �a propaga�c~ao do pat�ogeno

Pelo estudo de nossos modelos, contatamos que a transmiss~ao horizontal

do microorganismo foi essencial para que ocorresse a sua propaga�c~ao na popula�c~ao

hospedeira.

7) Rela�c~oes entre os modos de transmiss~ao horizontal e vertical

Podemos nos referir �as rela�c~oes entre os modos de transmiss~ao horizon-

tal e vertical, de acordo com o exposto no cap��tulo 2 como segue: um organismo

infeccioso transmitido pelo modo horizontal apresenta uma propaga�c~ao mais r�apida

entre os indiv��duos da popula�c~ao hospedeira do que aquele que �e transmitido pela

rota vertical e que depende da fecundidade desta. No entanto, o modo de transmiss~ao

vertical n~ao requer um certo n�umero de hospedeiros suscet��veis para se estabelecer na

popula�c~ao, como o que ocorre com o modo horizontal. Assim, a rota de transmiss~ao

vertical pode ser um elo essencial para garantir a propaga�c~ao de pat�ogenos durante

per��odos em que a densidade de hospedeiros �e diminu��da devido a fatores sazonais,

ou por fornecer um importante mecanismo de transmiss~ao de agentes infecciosos

entre gera�c~oes, por exemplo, em viroses de plantas e de artr�opodes.

8) O fator virulência e os modos de transmiss~ao horizontal e

vertical

Conforme [Lipsitch et al.(1995)] e [Lipsitch et al.(1996)], uma carac-

ter��stica de parasitas que s~ao transmiss��veis verticalmente �e a sua baixa virulência1.

Nos modelos em que a transmiss~ao horizontal e vertical �e considerada, a linhagem

que possuir a taxa mais alta de transmiss~ao vertical e a mais baixa de virulência,

geralmente vence as outras linhagens. Por�em, se linhagens de baixa virulência n~ao

est~ao envolvidas nestes modelos, ent~ao a transmiss~ao vertical torna-se relativamente

sem importância evolutiva, e as linhagens de maior virulência e com propaga�c~ao

horizontal prevalecem nestes.

1a�c~ao de prejudicar o ciclo reprodutivo do hospedeiro
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Segundo [Lipsitch et al.(1996)], em seu trabalho sobre a evolu�c~ao da

virulência em pat�ogenos que envolvem os modos horizontal e vertical de propaga�c~ao,

linhagens de parasitas com R0 > 1 podem invadir e persistir numa popula�c~ao hos-

pedeira, exatamente como nos modelos que envolvem apenas a rota horizontal de

transmiss~ao do organismo infeccioso. No entanto, em compara�c~ao com modelos que

envolvem apenas este modo de transmiss~ao, parasitas com propaga�c~ao horizontal e

vertical n~ao seguem o princ��pio de exclus~ao, nos quais a linhagem com R0 maior �e

a vencedora, como tamb�em observou [Nowak(1991)]. Com isto, uma linhagem com

R0 menor pode coexistir ou substituir aquela que possui um R0 maior na popula�c~ao

hospedeira.

Estas conclus~oes s~ao consistentes com os dados dispon��veis referentes

�a infec�c~oes virais. Por exemplo, em viroses de plantas, se linhagens transmitidas

verticalmente possu��rem um n��vel extremamente baixo de virulência, tais organis-

mos predominam. Outrossim, quando o agente vir�otico apresentar n��veis altos de

virulência, linhagens com virulência intermedi�aria s~ao favorecidas, mas com a in-

clus~ao de alguma taxa de transmiss~ao horizontal para o pat�ogeno poder sobreviver.

No caso da infec�c~ao pelo HIV 1, rec�em-nascidos infectados verticalmente

geralmente morrem antes de serem maduros o su�ciente para transmitir o v��rus, a

transmiss~ao vertical �e um \beco sem sa��da" epidemiol�ogico, e portanto evolucion�ario,

para este v��rus.

De acordo com [Altizer e Augustine(1997)] em seu artigo que trata de

alguns modelos tipo SIS envolvendo o modo de transmiss~ao vertical, intera�c~oes

competitivas entre duas linhagens de parasitas mostram que sob algumas condi�c~oes

o agente transmitido verticalmente �e favorecido em rela�c~ao aquele com transmiss~ao

horizontal. Quando ambas as linhagens forem transmitidas com uma mesma taxa

de transmiss~ao horizontal, qualquer grau de transmiss~ao vertical na linhagem 2

conduzir�a a linhagem 1 �a extin�c~ao, at�e mesmo na ausência de mortalidade induzida

pela doen�ca.
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Para encerrarmos nossa discuss~ao, entre os v�arios artigos que tratam da

transmiss~ao vertical de agentes e suas implica�c~oes, gostar��amos de destacar: o tra-

balho de [Fries e Camazine(2001)] sobre a epidemiologia da transmiss~ao horizontal e

vertical de pat�ogenos entre as abelhas; o estudo de [Koella e Doebeli(1999)] sobre a

evolu�c~ao da virulência em modelos epidemiol�ogicos com gera�c~oes discretas; o artigo

de [Yamura(1993)] que fala sobre a transmiss~ao vertical e a evolu�c~ao do mutualismo

ao parasitismo; o trabalho de [Busenberg e Cooke(1988)] sobre a transmiss~ao do

v��rus Keystone ao mosquito Aedes atlanticus e da Rickettsia rickettsii ao carrapa-

to Demacentor andersoni ; o artigo de [Razvan(2001)] que discute um modelo tipo

SIRS com transmiss~ao horizontal e vertical; o trabalho de [Esteva e Vargas(2000)]

sobre a inuência do mecanismo de transmiss~ao vertical na dinâmica do dengue;

e o estudo de [Mugisha e Luboobi(2003)] sobre o efeito da transmiss~ao vertical na

dinâmica do HIV-AIDS em popula�c~ao com estrutura et�aria.
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APÊNDICE A ALEITAMENTO MATERNO E

INFECC� ~OES

De acordo com [Lamounier et al.(2004)] o aleitamento materno, pelas

en�umeras vantagens que traz tanto para a m~ae como para o rec�em-nascido, �e re-

conhecido como a melhor forma de alimenta�c~ao da crian�ca. Entretanto, doen�cas

envolvendo tanto a m~ae quanto o rec�em-nascido podem constituir obst�aculos para a

amamenta�c~ao. A nutriz, ao apresentar sintomas de uma doen�ca, geralmente j�a expôs

seu �lho ao agente patogênico, e a orienta�c~ao geral �e manter o aleitamento. Se a

m~ae suspende a amamenta�c~ao quando surgem os sintomas da doen�ca, a prote�c~ao ao

lactente �ca diminu��da, aumentando a chance da crian�ca adoecer, pois ela deixar�a

de receber anticorpos espec���cos e demais fatores de prote�c~ao do leite humano.

Embora o leite humano contenha anticorpos e outros fatores de prote�c~ao,

em algumas doen�cas maternas ele pode funcionar como poss��vel fonte de infec�c~ao

para a crian�ca. O leite humano, mesmo promovendo prote�c~ao, pode transferir

part��culas infecciosas da m~ae para o lactente.

A seguir, s~ao feitas considera�c~oes sobre o manejo em rela�c~ao �a ama-

menta�c~ao na presen�ca de doen�cas maternas comuns causadas por v��rus, bact�erias e

parasitas 1.

1) Infec�c~oes por v��rus

Em v�arias doen�cas virais maternas, tais como hepatite, herpes, sarampo,

caxumba e rub�eola, dentre outras, pode haver excre�c~ao de v��rus no leite humano.

Por�em, exceto para as infec�c~oes causadas pelos retrov��rus - v��rus da imunode�ciência

humana (HIV-1), v��rus T-linfotr�opicos humanos tipo I (HTLV I) e v��rus T-linfotr�o-

picos humanos tipo II (HTLV II) -, a transmiss~ao por esta via tem pouco valor

epidemiol�ogico. Na maioria das doen�cas vir�oticas maternas, outras fontes de conta-

1Daremos ênfase �a doen�ca de Chagas, onde apresentaremos detalhes biol�ogicos desta

enfermidade



Apêndice A 205

mina�c~ao para o rec�em-nascido devem ser avaliadas antes de se atribuir esta possi-

bilidade apenas ao aleitamento.

A transmiss~ao de retrov��rus RNA, incluindo HIV-1, HTLV I e HTLV

II, j�a foi demonstrada. O v��rus HIV-2 tamb�em pode ser transmitido da m~ae para

o �lho, mas o papel do aleitamento na transmiss~ao via leite humano ainda n~ao

est�a bem estabelecido. O v��rus Epstein-Barr e herpes podem ser encontrados no

leite humano, mas, at�e o momento, s~ao raros os relatos de crian�cas amamentadas

infectadas por estes v��rus.

Uma s��ntese das infec�c~oes virais mais importantes com possibilidade

de transmiss~ao do v��rus via leite materno para o rec�em-nascido, bem como das

respectivas condutas em rela�c~ao ao aleitamento materno, est�a ilustrada na Tabela

A.1.

Tipo de v��rus Recomenda�c~ao

Citomegalovirus Amamentar
Hepatite A�, B e C� Amamentar

Rub�eola Amamentar
Caxumba Amamentar

Amamentar, exceto se as
Herpes simples les~oes forem na mama

Amamentar, exceto se a infec�c~ao
Varicela for adquirida entre 5 dias antes e

3 dias ap�os o parto
Suspender amamenta�c~ao

Sarampo temporariamente
HTLV I N~ao amamentar
HIV N~ao amamentar

Tabela A.1: Infec�c~oes maternas virais e conduta na amamenta�c~ao. � Ver co-
ment�arios complementares no texto.

Infec�c~ao pelo HIV

O HIV �e excretado livre ou no interior de c�elulas no leite de mulheres

infectadas, que podem apresentar ou n~ao sintomas da doen�ca. Cerca de 65% da

transmiss~ao vertical do HIV ocorre durante o trabalho de parto e no parto pro-



Apêndice A 206

priamente dito; os 35% restantes ocorrem intra-�utero, principalmente nas �ultimas

semanas da gesta�c~ao e por interm�edio do aleitamento materno. A carga viral no

leite materno �e um importante determinante do risco de transmiss~ao. No rec�em-

nascido, a porta de entrada do v��rus s~ao as mucosas nasofar��ngea e gastrintestinal.

Durante o aleitamento materno, a transmiss~ao do v��rus pode ocorrer em qualquer

fase, por�em parece ser mais freq�uente nas primeiras semanas e, especialmente, nas

infec�c~oes maternas mais recentes. A carga viral no leite inicial (colostro) �e signi-

�cativamente mais elevada que no leite maduro. O aleitamento misto parece ser

de maior risco do que o aleitamento materno exclusivo, pelo maior dano �a mucosa

gastrintestinal decorrente da alimenta�c~ao arti�cial, que favorece a penetra�c~ao do

v��rus. O risco adicional de transmiss~ao do v��rus pelo leite humano varia de 5 a 20%.

A contamina�c~ao via leite materno em mulheres que adquiriram a infec�c~ao ap�os o

per��odo p�os-natal foi veri�cada em 29% dos casos. A presen�ca de c�elulas infectadas

pelo HIV no leite materno por um per��odo superior a 15 dias ap�os o parto �e um

fator preditivo importante para a infec�c~ao da crian�ca.

A transmiss~ao vertical �e a principal via de infec�c~ao pelo HIV em crian�cas,

sendo respons�avel, no Brasil, por mais de 80% do total de casos em menores de 13

anos (1983 � 99); e por mais de 90%, se considerarmos apenas o per��odo de 1998

a agosto de 1999. Os casos de transmiss~ao vertical correspondem a 2; 7% do total

geral de casos noti�cados at�e agosto de 1999.

O primeiro caso de transmiss~ao vertical, no Brasil, foi noti�cado em

1985, e at�e agosto de 1999, foram registrados 4630 casos nesta categoria, com cerca

de 40% de �obitos.

A utiliza�c~ao de terapêutica anti-retroviral durante a gesta�c~ao e o parto

e sua manuten�c~ao em rec�em-nascidos resulta, mesmo se mantido o aleitamento

materno, em redu�c~ao da transmiss~ao vertical do HIV por at�e 6 meses ap�os o parto.

No entanto, a infec�c~ao pelo HIV �e uma das poucas situa�c~oes onde h�a consenso de

que a amamenta�c~ao deve ser contra-indicada. No Brasil, o Minist�erio da Sa�ude

recomenda que as m~aes portadoras do v��rus HIV n~ao amamentem. Mulheres que
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recebem terapia anti-retroviral combinada apresentam taxas muito baixas de trans-

miss~ao viral. Informa�c~oes preliminares de um estudo realizado na �Africa do Sul

consideram a possibilidade de reduzir ou prevenir o risco de transmiss~ao p�os-natal

do HIV se a crian�ca recebe o leite humano por curto tempo. A estrat�egia seria

manter o aleitamento por um per��odo de 4 a 6 meses. Entretanto, a e�c�acia e a

seguran�ca dessa pr�atica ainda n~ao foram demonstradas, e estudos ainda est~ao em

andamento.

Outra possibilidade seria reduzir ou eliminar o HIV do leite humano.

C�elulas infectadas pelo v��rus podem ser removidas do leite, mas part��culas virais

s~ao dif��ceis de eliminar. A inativa�c~ao do v��rus HIV do leite materno pelo processo

de pasteuriza�c~ao (62; 5oC por 30 minutos, seguido de resfriamento r�apido) permite

que a crian�ca continue a receber o leite materno sem aumentar o risco p�os-natal do

v��rus.

Infec�c~ao pelo HTLV

O HTLV �e um v��rus da fam��lia dos retrov��rus, a mesma do HIV. S~ao

v��rus linfotr�opicos de c�elulas humanas T1 e T2, denominados de HTLV I e HTLV

II. O v��rus do tipo I causa principalmente uma modalidade rara de leucemia, mielite

e infec�c~ao ocular que pode levar �a cegueira. O v��rus HTLV II n~ao est�a associado

a doen�ca. Podem ser transmitidos pelo sangue, agulhas contaminadas, rela�c~oes

sexuais e de m~ae para �lho por meio do aleitamento materno. A principal forma de

transmiss~ao �e vertical, sendo a via pelo aleitamento considerada predominante.

Apesar de afetar uma pequena parcela da popula�c~ao e com possibilidade

de desenvolver doen�cas tardiamente em apenas de 1 a 4% dos infectados, a ocorrência

de retrov��rus HTLV tem aumentado na Am�erica do Sul, principalmente pela falta de

controle sanit�ario. Como as altera�c~oes determinadas por estes retrov��rus s~ao graves

e n~ao disp~oem de terapêutica ou vacina e�cazes, a contra-indica�c~ao do aleitamento

natural nas mulheres portadoras �e a principal forma de diminuir sua dissemina�c~ao

vertical.
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No Jap~ao, tem-se utilizado o congelamento do leite de m~aes HTLV I-

positivas �a temperatura de �20oC como m�etodo de inativa�c~ao do v��rus. Por�em, o

Centers for Disease Control and Prevention (CDC) de�ne que toda m~ae infectada

pelo HTLV I deve ser aconselhada a n~ao amamentar e n~ao opina sobre o conge-

lamento do leite humano nesta situa�c~ao. Considera como insu�cientes os dados

atuais sobre a transmiss~ao do HTLV I em casos utilizando leite materno congelado

e descongelado.

Hepatites A, B e C

Os v��rus das hepatites A, B e C podem ser transmitidos para a crian�ca

durante a gravidez, parto ou per��odo p�os-parto. Os v��rus de transmiss~ao oral-fecal,

como o da hepatite A, têm maior possibilidade de serem transmitidos ao rec�em-

nascido no momento do parto. Os v��rus das hepatites B e C s~ao transmitidos pelo

contato com sangue e secre�c~oes genitais. Mas a maior via de transmiss~ao do v��rus da

m~ae para a crian�ca �e a exposi�c~ao do bebê ao sangue materno, que acontece durante

todo o trabalho de parto e no parto.

A transmiss~ao vertical pela hepatite C ocorre em 0 a 35; 5% dos partos

de m~aes infectadas, dependendo principalmente da quantidade de v��rus circulante

no momento do parto e coinfec�c~ao com HIV. H�a risco maior no parto normal que

na cesariana e o aleitamento materno parece seguro. Entretanto, a preven�c~ao de

�ssuras mamilares �e muito importante, pois ainda n~ao foi determinado se o contato

do bebê com o sangue materno pode favorecer a transmiss~ao da doen�ca. O Comitê

de Doen�cas Infecciosas da Academia Americana de Pediatria recomenda que as m~aes

sejam informadas a respeito do risco te�orico, ainda n~ao con�rmado, de transmiss~ao

do v��rus para a crian�ca via leite materno.

Citomegalia

O citomegalov��rus (CMV) pode ser excretado de forma intermitente na

saliva, urina, trato genital e leite humano por v�arios anos ap�os a primoinfec�c~ao e na

ocorrência de reativa�c~ao de suas formas latentes. A infec�c~ao do lactente ou do feto
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pode ocorrer a partir de m~aes com infec�c~oes na forma prim�aria ou na reativa�c~ao e

ocorre com mais freq�uência durante a passagem pelo canal do parto ou no per��odo

p�os-natal. Por�em, devido �a passagem de anticorpos por via placent�aria, a doen�ca

n~ao �e comum em rec�em-nascidos.

Na infec�c~ao p�os-natal, a rela�c~ao com amamenta�c~ao �e evidente, embora

o v��rus possa ser adquirido atrav�es do contato com outras pessoas soropositivas que

vivem no mesmo domic��lio. Estudos mostram que 30% de �lhos de m~aes soroposi-

tivas e amamentadas adquirem a infec�c~ao nos primeiros anos de vida, chegando a

70% dos casos quando o v��rus �e isolado no leite materno.

Por�em, aten�c~ao especial deve ser dada para prematuros, principalmente

os de menor idade gestacional. A decis~ao de amamentar rec�em-nascido pr�e-termo,

�lho de m~ae CMV-positiva, deve ser considerada em termos do risco da transmiss~ao

da doen�ca versus os benef��cios da amamenta�c~ao. Os prematuros podem n~ao ter

anticorpos protetores e apresentar infec�c~oes sintom�aticas. No entanto, o v��rus pode

ser inativado pela pasteuriza�c~ao do leite humano, e a carga viral, reduzida pelo

congelamento a �20oC.

Varicela

M~ae que tenha apresentado varicela at�e 5 dias antes ou 2 dias ap�os o

parto pode transmitir a doen�ca �a crian�ca em sua forma grave, per��odo com maior

risco de viremia. Nesses casos, est�a indicado o isolamento da m~ae na fase contagiante

das les~oes at�e a fase de crosta, al�em da administra�c~ao, o mais precocemente poss��vel.

O rec�em-nascido deve �car em observa�c~ao at�e o 21o dia de vida. Tamb�em n~ao se sabe

se o v��rus poderia ser encontrado no leite materno e se poderia infectar a crian�ca.

Assim, durante este per��odo, o leite materno pode ser ordenhado e oferecido ao

rec�em-nascido. Por�em, se nesse per��odo o bebê desenvolver a doen�ca, deve-se iniciar

o tratamento.

M~ae com varicela cujo in��cio da doen�ca foi h�a mais de 5 dias antes do

parto ou ap�os o terceiro dia p�os-parto pode produzir e transferir anticorpos para o
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rec�em-nascido tanto por via transplacent�aria quanto pelo leite materno. Neste caso,

o rec�em-nascido pode desenvolver a forma leve da doen�ca, n~ao estando indicado nem

isolamento, nem pro�laxia. A m~ae pode amamentar a crian�ca, tomando os cuidados

especiais de lavagem das m~aos, uso de m�ascara e oclus~ao de les~oes.

Herpes simples

O rec�em-nascido pode ser contaminado com herpes simples intra-�utero

pela via hematogênica transplacent�aria, durante o parto (a via mais freq�uente) ou no

per��odo p�os-natal. O risco de contamina�c~ao neonatal �e maior para infec�c~ao prim�aria

ou n~ao-prim�aria se ocorrer no �ultimo mês da gesta�c~ao. Por�em, na �ultima semana

antes do parto, a transmiss~ao �e baixa para doen�ca recorrente.

O risco de transmiss~ao do v��rus pelo leite materno �e muito baixo. No

acometimento da nutriz pelo herpes, o aleitamento materno deve ser mantido, exceto

quando as ves��culas herp�eticas estiverem localizadas na mama. Les~oes ativas em

outras partes do corpo devem ser cobertas, recomendando-se rigorosa higiene da

nutriz para que o aleitamento seja mantido.

Rub�eola

Doen�ca exantem�atica aguda causada por v��rus que pode ser eliminado

pelas secre�c~oes respirat�orias entre 10 dias antes e 15 ap�os o in��cio do exantema. A

maioria dos casos �e assintom�atica ou subcl��nica, podendo, no entanto, transmitir a

infec�c~ao. N~ao h�a dados que contra-indiquem o aleitamento materno em nutrizes com

a doen�ca. Tamb�em, no caso de vacina�c~ao da nutriz contra rub�eola, a amamenta�c~ao

pode ser mantida.

Sarampo

Doen�ca exantem�atica muito contagiosa causada por v��rus transmitido

por interm�edio de secre�c~oes respirat�orias poucos dias antes e durante o per��odo da

doen�ca. O v��rus do sarampo ainda n~ao foi isolado no leite humano, mas, por outro

lado, anticorpos espec���cos s~ao encontrados no leite de mulheres imunizadas.
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2) Infec�c~oes por bact�erias

Tuberculose

Para m~aes com tuberculose, as recomenda�c~oes para amamenta�c~ao de-

pendem da �epoca em que foi feito o diagn�ostico da doen�ca. Segundo a OMS, n~ao h�a

necessidade de separar a m~ae da crian�ca e, em circunstância alguma, a lacta�c~ao deve

ser impedida. O bacilo de Koch excepcionalmente �e excretado pelo leite materno, e,

se houver contamina�c~ao do rec�em-nascido, geralmente a porta de entrada �e o trato

respirat�orio. Assim, m~ae com tuberculose extrapulmonar n~ao necessita de cuidados

especiais para amamentar.

Em m~ae em fase n~ao-contagiante da tuberculose cujo tratamento foi

iniciado h�a mais de 3 semanas n~ao h�a restri�c~oes quanto ao aleitamento materno,

sendo indicado vacinar o bebê. Nos casos em que o diagn�ostico de tuberculose

materna for feito ap�os o in��cio da amamenta�c~ao, o lactente deve ser considerado

potencialmente infectado.

Hansen��ase

A hansen��ase �e uma doen�ca infecciosa de curso crônico, alta infecciosi-

dade e baixa patogenicidade. Apresenta um quadro cl��nico vari�avel, que depende

basicamente da resposta imunol�ogica celular do indiv��duo. A transmiss~ao da doen�ca

ocorre pelo contato pessoal, preferencialmente prolongado, por meio das secre�c~oes

nasais e da pele. O bacilo pode ser isolado no leite materno nos casos de doen�ca

de Hansen n~ao tratada, bem como em pacientes com dura�c~ao do tratamento infe-

rior a 3 meses com sulfona (dapsona ou clofazamina) ou inferior a 3 semanas com

rifampicina. Les~oes de pele na mama tamb�em podem ser fonte de infec�c~ao para o

rec�em-nascido.

N~ao h�a contra-indica�c~ao para a amamenta�c~ao se a m~ae estiver sob trata-

mento adequado. O rec�em-nascido deve ser tratado o mais precocemente poss��vel e

simultaneamente com a m~ae.
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S���lis

A s���lis �e uma doen�ca essencialmente transmitida por contato sexual,

mas existem outras formas de transmiss~ao, como contato com pessoa com les~oes

ativas em mucosas, regi~ao genital e mamas. N~ao h�a evidencias de transmiss~ao

pelo leite humano, sem les~oes de mama. A nutriz com s���lis prim�aria ou secund�aria

acometendo a mama pode infectar a crian�ca pelo contato das les~oes com as mucosas.

Se as les~oes est~ao nas mamas, sobretudo na ar�eola, amamenta�c~ao ou uso de leite

ordenhado est�a contra-indicado at�e o tratamento e a regress~ao das les~oes. Contudo,

n~ao h�a contra-indica�c~ao �a amamenta�c~ao ap�os o tratamento adequado.

Brucelose

H�a relato de isolamento da Brucella melitensis no leite humano, bem

como de casos de doen�ca em lactentes amamentados exclusivamente ao seio. Isso

con�rma a possibilidade de a brucelose ser transmitida via leite materno.

Na fase aguda da doen�ca grave na m~ae, geralmente o aleitamento

materno deve ser evitado, podendo ser utilizado o leite humano ordenhado e pasteu-

rizado. Assim que a doen�ca for tratada com antimicrobianos e a nutriz apresentar

melhora cl��nica, a amamenta�c~ao pode ser restabelecida.

3) Infec�c~oes por parasita

Doen�ca de Chagas

De�ni�c~ao: �E uma doen�ca transmiss��vel, causada por um parasita do

gênero Trypanosoma e transmitida principalmente atrav�es de um inseto, conhecido

popularmente por barbeiro.

Agente causador: �E um protozo�ario denominado Trypanosoma cruzi.

No homem e nos animais, vive no sangue perif�erico e nas �bras musculares, espe-

cialmente as card��acas e digestivas: no inseto transmissor, vive no tubo digestivo.
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Modos de transmiss~ao: O barbeiro, em qualquer est�agio do seu ciclo

de vida, ao picar uma pessoa ou animal com tripanossomo, suga juntamente com o

sangue formas de T.cruzi, tornando-se um barbeiro infectado. Os tripanossomos se

multiplicam no intestino do barbeiro, sendo eliminados atrav�es das fezes. A trans-

miss~ao se d�a pelas fezes que o barbeiro deposita sobre a pele da pessoa, enquanto

suga seu sangue.

Temos, tamb�em, outros mecanismos de transmiss~ao atrav�es de:trans-

miss~ao de sangue, caso o doador seja portador da doen�ca; transmiss~ao congênita da

m~ae chag�asica, para o �lho via placenta; ou leite materno; manipula�c~ao de ca�ca (in-

gest~ao de carne contaminada); por transplante de �org~aos; via oral e acidentalmente

em laborat�orios.

Nas formas aguda e crônica da doen�ca de Chagas, estudos mostram que

o Trypanosoma cruzi pode ser isolado no leite materno. H�a relato de um caso de

infec�c~ao aguda em lactente de 2 meses de idade amamentado por m~ae com a doen�ca

(41). Embora possam aparecer seq�uelas tardias, a doen�ca aguda no lactente tende a

evoluir de forma benigna. Esse fato, juntamente com a raridade da transmiss~ao da

doen�ca, justi�ca a manuten�c~ao do aleitamento materno em mulheres com a forma

crônica da doen�ca, exceto se houver sangramento e �ssura no mamilo. Nos casos de

doen�ca aguda, a nutriz n~ao deve amamentar.

Experimentos em laborat�orio, utilizando amostras de leite humano con-

taminadas com o protozo�ario e testadas em diferentes condi�c~oes, demonstraram que

a pasteuriza�c~ao do leite previne a transmiss~ao da doen�ca. Ratos inoculados por via

oral e intraperitonial com leite humano contendo o parasita foram contaminados,

por�em o grupo controle com animais inoculados com leite pasteurizado n~ao foi in-

fectado. Estudos realizados com animais de laborat�orio utilizando-se leite humano

aquecido �a temperatura de 63oC em forno de microondas dom�estico (7 minutos,

45% potência) mostrou ser e�caz na redu�c~ao da transmiss~ao do Trypanosoma cruzi.
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Per��odo de incuba�c~ao: Oscila entre 4 e 10 dias, quando a transmiss~ao

s~ao pelos triatom��neos, sendo geralmente assintom�aticos. Nos casos de transmiss~ao

transfusional, pode alongar-se entre 20 ou mais dias.

Quadro cl��nico: Os sinais iniciais da doen�ca se produzem no pr�oprio

local, onde se deu a contamina�c~ao pelas fezes do inseto. Estes sinais, surgem mais

ou menos de 4 a 6 dias, ap�os o contato do barbeiro com a sua v��tima. Os sintomas

variam de acordo com a fase da doen�ca, que pode ser classi�cada em aguda e crônica.

Fase aguda: Febre, mal estar, falta de apetite, edemas locali-

zados na p�alpebra (sinal de Roman~a) ou em outras partes do corpo (chagoma de

inocula�c~ao), infartamento de gânglios, aumento do ba�co e do f��gado e dist�urbios

card��acos. Em crian�cas, o quadro pode se agravar e levar �a morte. Frequente-

mente, nesta fase, n~ao h�a qualquer manifesta�c~ao aguda da doen�ca, podendo passar

desapercebida.

Fase crônica: Nesta fase, muitos pacientes podem passar um

longo per��odo, ou mesmo toda a sua vida, sem apresentar nenhuma manifesta�c~ao da

doen�ca, embora sejam portadores do T.cruzi. Em outros casos, a doen�ca prossegue

ativamente, passada a fase inicial, podendo comprometer muitos setores do orga-

nismo, salientando-se o cora�c~ao, pulm~ao e o aparelho digestivo.

Tratamento: As drogas hoje dispon��veis, s~ao e�cazes, apenas na fase

inicial da enfermidade, da�� a importância da descoberta precoce da doen�ca.

Vacina�c~ao: Ainda, n~ao se disp~oe de vacina para uso imediato.

Medidas pro�l�aticas: Baseiam-se principalmente em medidas de con-

trole ao barbeiro, impedindo a sua prolifera�c~ao nas moradias e em seus arredores.

Al�em de medidas espec���cas (inqu�eritos sorol�ogicos , entomol�ogicos e desinsetiza�c~ao),

as atividades de educa�c~ao em sa�ude, devem estar inseridas em todas as a�c~oes de con-

trole.
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APÊNDICE B AN�ALISE DE ESTABILIDADE

DOS EQUIL�IBRIOS DE UMA

EQUAC� ~AO DIFERENCIAL

ORDIN�ARIA AUTÔNOMA

Considerando um sistema modelado por uma equa�c~ao diferencial autônoma

n~ao linear:

dx

dt
= f(x); (B.1)

e sendo x� o valor de x, tal que f(x�) = 0, isto �e:

�
dx

dt

�
x=x�

= 0; (B.2)

dizemos que x� �e equil��brio do sistema.

B.1 Linha de fase

Para construir e analisar a linha de fase de uma equa�c~ao autônoma

x0(t) = f(x), deve-se:

1) Resolver f(x) = 0 para determinar todas as solu�c~oes de equil��brio e

marc�a-las numa linha de fase (eixo x orientado);

2) Determinar o sinal de x0(t) nos intervalos entre as solu�c~oes de equil��brio

sucessivas, e marcar sobre esta linha, setas apontando no sentido crescente de x (para

a direita) quando x0(t) > 0 e setas apontando no sentido decrescente de x (para a

esquerda) quando x0(t) < 0;

3) Cada solu�c~ao de equil��brio pode ser classi�cada em: est�avel, inst�avel

ou semi-est�avel, de acordo com a Figura B.1.
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Figura B.1: An�alise dos tipos de equil��brio em uma linha de fase.

B.2 Lineariza�c~ao de uma equa�c~ao autônoma n~ao linear

A estabilidade local de cada uma das solu�c~oes de equil��brio, da equa�c~ao

diferencial (B.1), pode ser determinada atrav�es da lineariza�c~ao da equa�c~ao diferen-

cial n~ao linear, em torno de x = x�. Analisar a estabilidade local, em torno de

x = x�, signi�ca que, para valores de x pr�oximos de x�, queremos veri�car se x se

afasta ou se aproxima de x�. Para isso, consideremos:

x(t) = x� + �(t); j�(t)j � 1: (B.3)

Substituindo (B.3) em (B.1), obtemos:

d�(t)

dt
= f(x� + �(t)): (B.4)

Expandindo f(x� + �(t)) na igualdade acima, em s�erie de Taylor, em

torno do ponto x = x�, e mantendo apenas os termos lineares em x�x�, escrevemos
a aproxima�c~ao linear para a equa�c~ao (B.4) como segue:

d�(t)

dt
�= f(x�) + (x� x�)

�
df

dt

�
x�x�

: (B.5)

Como f(x�) = 0 temos:

d�(t)

dt
�= f 0(x�)�(t); (B.6)

que �e uma equa�c~ao diferencial linear para �(t).

A solu�c~ao do problema de valor inicial constitu��da pela equa�c~ao dife-

rencial (B.6), juntamente com a condi�c~ao inicial �(0) = �0, tem a forma:

�(t) = �0e
f 0(x�)t: (B.7)



Apêndice B 217

Considerando �0 6= 0, observamos de (B.7):

1) Se f 0(x�) < 0, ent~ao limt!1j�(t)j = 0 e o equil��brio x� �e dito linear-

mente est�avel;

2) Se f 0(x�) > 0, ent~ao limt!1j�(t)j = 1 e o equil��brio x� �e dito

inst�avel;

3) Se f 0(x�) = 0, �e necess�ario considerar termos de ordem mais alta em

�(t) para determinar o tipo de estabilidade.
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APÊNDICE C DETERMINAC� ~AO E

AN�ALISE DE ESTABILIDADE

DOS EQUIL�IBRIOS DE UM

SISTEMA BIDIMENSIONAL

AUTÔNOMO

C.1 Plano de fase

Dado um sistema com duas equa�c~oes diferenciais da forma:

8><
>:

dx

dt
= P (x; y)

dy

dt
= Q(x; y);

(C.1)

denomina-se plano de fase deste sistema, ao plano xy, sobre o qual cada ponto

representa um estado do sistema, que corresponde ao valor x e de y em um certo

instante de tempo t.

A seq�uência de pontos (x; y) percorrida pelo sistema, �a medida que t

aumenta, �e denominada trajet�oria sobre o plano de fase, e constitui uma solu�c~ao

da equa�c~ao diferencial, obtida de (C.1):

dy

dx
=

Q(x; y)

P (x; y)
: (C.2)

Em cada ponto da trajet�oria, pode-se associar um vetor tangente a esta,

elemento do campo de dire�c~oes da Equa�c~ao (C.2), cuja orienta�c~ao �e a da resultante

de x0(t) (para a direita se x0(t) > 0, e para esquerda se x0(t) < 0) e y0(t) (para cima

se y0(t) > 0, e para baixo se y0(t) < 0).

Podemos determinar, neste plano, o lugar geom�etrico de pontos nos

quais o elemento do campo de dire�c~oes �e perpendicular ao eixo x; tais pontos est~ao

situados sobre a curva que satisfaz a equa�c~ao diferencial x0(t) = 0, denominada

is�oclina de inclina�c~ao nula de x (nullcine de x). Da mesma forma, uma solu�c~ao da
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equa�c~ao diferencial y0(t) = �e denominada is�oclina de inclina�c~ao nula de y (nullcine

de y), cujo gr�a�co �e uma curva constitu��da por pontos cujo elemento do campo de

dire�c~oes correspondente �e perpendicular ao eixo y.

Para obter o comportamento qualitativo das solu�c~oes da Equa�c~ao (C.1),

no plano de fase, devemos:

1) Determinar as nullclines de x, fazendo x0(t) = 0 e as nullclines de

y, fazendo y0(t) = 0, e construir o gr�a�co destas curvas no plano de fase xy.

2) As nullclines de x dividem o plano em regi~oes com setas horizontais

apontando para direita, quando x0(t) > 0 e, regi~oes com setas horizontais apontando

para esquerda, quando x0(t) < 0. Sobre as nullclines de x, as setas s~ao verticais

(x0(t) = 0).

As nullclines de y dividem o plano em regi~oes com setas verticais apon-

tando para cima, quando y0(t) > 0 e, regi~oes com setas verticais apontando para

baixo, quando y0(t) < 0. Sobre as nullclines de y, as setas s~ao horizontais (y0(t) = 0).

A Tabela C.1 mostra a dire�c~ao das tangentes �as trajet�orias, formadas

pela composi�c~ao das setas:

x0(t) > 0 x0(t) = 0 x0(t) < 0
y0(t) > 0 % " -
y0(t) = 0 �! �  �
y0(t) < 0 & # .

Tabela C.1: Composi�c~ao de um elemento do campo de dire�c~oes no plano de fase.

3) Um ponto de equil��brio (x�; y�) ocorre quando uma nullcline de x

intercepta uma nullcline de y, pois satisfaz:

dx

dt
jx=x�
y=y�

= 0 e
dy

dt
jx=x�
y=y�

= 0: (C.3)

4) Analisar a estabilidade considerando o sentido das �orbitas que cruzam

as nullclines. Se as setas apontam para dentro de uma regi~ao, dire�c~ao a um equil��brio
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(x�; y�), ent~ao as �orbitas s~ao atra��das para este ponto de equil��brio, que �e est�avel.

Se as setas apontam para fora da regi~ao, ent~ao e o ponto de equil��brio �e inst�avel.

C.2 Lineariza�c~ao do sistema

Lineariza�c~ao �e a t�ecnica que relaciona as solu�c~oes no caso n~ao linear

com as correspondentes solu�c~oes da aproxima�c~ao linear do sistema em torno do

equil��brio em quest~ao, para obter informa�c~oes qualitativas a respeito do comporta-

mento a longo prazo das solu�c~oes, a partir de um momento em que a solu�c~ao esteja

su�cientemente pr�oxima do equil��brio considerado.

Consideremos o sistema n~ao linear autônomo:8><
>:

dx

dt
= P (x; y)

dy

dt
= Q(x; y);

(C.4)

e assumiremos que (x�; y�) seja um ponto de equil��brio deste sistema. Podemos

expandir P (x; y) e Q(x; y) em s�erie de Taylor em torno de (x�; y�), como segue:

P (x; y) � P (x�; y�) +

�
@P

@x

�
x=x�

y=y�

(x� x�) +

�
@P

@y

�
x=x�

y=y�

(y � y�) +

�
@2P

@x2

�
x=x�

y=y�

(x� x�)2

2
+

�
@2P

@x@y

�
x=x�

y=y�

(x� x�)(y � y�) + (C.5)

+

�
@2P

@y2

�
x=x�

y=y�

(y � y�)2

2
+ : : : :;

e

Q(x; y) � Q(x�; y�) +

�
@Q

@x

�
x=x�

y=y�

(x� x�) +

�
@Q

@y

�
x=x�

y=y�

(y � y�) +

+

�
@2Q

@x2

�
x=x�

y=y�

(x� x�)2

2
+

�
@2Q

@x@y

�
x=x�

y=y�

(x� x�)(y � y�) + (C.6)

+

�
@2Q

@y2

�
x=x�

y=y�

(y � y�)2

2
+ : : : :;
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e lineariz�a-las pr�oximo a um ponto de equil��brio (x�; y�), truncando a s�erie nos termos

lineares em (x�x�) e em (y�y�). Lembrando, ainda, que P (x�; y�) = Q(x�; y�) = 0,

obtemos:

P (x; y) �
�
@P

@x

�
x=x�

y=y�

(x� x�) +

�
@P

@y

�
x=x�

y=y�

(y � y�)

Q(x; y) �
�
@Q

@x

�
x=x�

y=y�

(x� x�) +

�
@Q

@y

�
x=x�

y=y�

(y � y�): (C.7)

De�nindo:

u(t) � x(t)� x� e v(t) � y(t)� y�; (C.8)

podemos, ent~ao, escrever o sistema (C.4), para pontos (x; y) pr�oximos a (x�; y�), sob

a forma: 2
664

du

dt

dv

dt

3
775 �= J(x�; y�)

2
4 u

v

3
5 ; (C.9)

onde J(x�; y�) �e a matriz Jacobiana calculada no ponto (x�; y�):

J(x�; y�) =

2
4 Px(x

�; y�) Py(x
�; y�)

Qx(x
�; y�) Qy(x

�; y�)

3
5 : (C.10)

Para veri�car a estabilidade dos pontos de equil��brio, deve-se analisar

os autovalores �1 e �2 da matriz Jacobiana.

Os autovalores (�) da matriz J , s~ao as solu�c~oes da equa�c~ao alg�ebrica:

�2 � T�+D = 0; (C.11)

onde representaremos por T e D o tra�co e o determinante da matriz J(x�; y�), res-

pectivamente.

Resolvendo a equa�c~ao (C.11) obtemos:

�1;2 =
T �pT 2 � 4D

2
: (C.12)
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As ra��zes de (C.12) dependem do valor de � = T 2 � 4D:

1) Se � > 0 temos duas ra��zes reais e distintas;

2) Se � = 0 temos duas ra��zes reais e iguais;

3) Se � < 0 temos duas ra��zes complexas com parte imagin�aria n~ao

nula.

No caso de D = 0, temos uma das ra��zes da Equa�c~ao (C.11) igual a

zero. A outra raiz ser�a positiva se T > 0 e negativa se T < 0. Estes casos s~ao

considerados raros e signi�cam que existe uma regi~ao onde os pontos de equil��brio

n~ao s~ao isolados, e est~ao todos situados sobre uma reta. Um ponto de equil��brio

(x�; y�) �e isolado, se podemos determinar um c��rculo com centro (x�; y�) dentro do

qual n~ao existem outros pontos de equil��brio.

Para classi�car os pontos de equil��brio isolados podemos usar os crit�erios

usados nos sistemas lineares, que est~ao apresentados na Tabela C.2.

4 = T 2 � 4D Determinante Tra�co Tipo de ponto Estabilidade
cr��tico linear

D > 0 T > 0 n�o inst�avel
4 > 0 D > 0 T < 0 n�o est�avel

D < 0 T > 0 ou T < 0 ponto de sela inst�avel
4 = 0 D > 0 T > 0 n�o inst�avel

D > 0 T < 0 n�o est�avel
D > 0 T > 0 ponto espiral inst�avel

4 < 0 D > 0 T < 0 ponto espiral est�avel
D > 0 T = 0 centro est�avel

Tabela C.2: Propriedades de estabilidade linear de pontos de equil��brio de sistemas
lineares, de acordo com o determinante D e o tra�co T , da matriz Jaco-
biana calculada no ponto.
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APÊNDICE D CONDIC� ~OES DE

ROUTH-HURWITZ

No apêndice C.2, apresentamos as condi�c~oes de estabilidade dos equil��brios

de um sistema de duas equa�c~oes diferenciais ordin�arias autônomas de primeira or-

dem, com a forma geral,

8><
>:

dx

dt
= P (x; y)

dy

dt
= Q(x; y):

(D.1)

Na vizinhan�ca de um ponto de equil��brio, efetuamos a expans~ao das

fun�c~oes P (x; y) e Q(x; y) em s�erie de Taylor em torno deste ponto e, desprezando

termos quadr�aticos em (x�x�) e (y� y�), obtivemos o sistema de equa�c~oes lineares
(C.7), que podemos reescrever sob a forma abaixo:

d~x

dt
= J:~x; (D.2)

onde a matriz J tem seus elementos constitu��dos pelas derivadas parciais das fun�c~oes

P e Q, calculadas no ponto de equil��brio em quest~ao, e

~x =

0
@x� x�

y � y�

1
A : (D.3)

Para um sistema de equa�c~oes diferenciais com n vari�aveis dependentes:

x1, x2, ..., xn, 8>>>>>>>>><
>>>>>>>>>:

dx1
dt

= f1(x1; x2; :::; xn)

dx2
dt

= f2(x1; x2; :::; xn)

...

dxn
dt

= fn(x1; x2; :::; xn);

(D.4)
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o equivalente do vetor (D.3) ser�a:

~x =

0
BBBBBB@

x1 � x�1

x2 � x�2
...

xn � x�n

1
CCCCCCA
; (D.5)

onde ~x� = (x�1; x
�

2; :::; x
�

n) representa um ponto de equil��brio cujas coordenadas satis-

fazem:

fi = (x�1; x
�

2; :::; x
�

n) = 0; para todo i = 1; 2; :::; n; (D.6)

e J �e a matriz Jacobiana de dimens~ao n�n, calculada no ponto de equil��brio, cujos
elementos s~ao:

Jij =
@fi
@xj

; i; j = 1; 2; :::; n: (D.7)

As solu�c~oes da Equa�c~ao (D.2), com ~x dado por (D.5), s~ao obtidas con-

siderando que:

~x = ~x0e
�t; (D.8)

onde ~x0 �e um vetor constante e � �e determinado substituindo a Equa�c~ao (D.8) em

(D.2); obtemos ent~ao a equa�c~ao de autovalores:

(J � �I)~x0 = 0; (D.9)

sendo I a matriz identidade de ordem n. A condi�c~ao para a existência de uma

solu�c~ao n~ao trivial para ~x0 �e dada por:

det[J � �I] = 0; (D.10)

o que implica em calcular as ra��zes de um polinômio P (�), de grau n em �; este

polinômio �e denominado polinômio caracter��stico.

Considerando o problema de determinar as ra��zes da equa�c~ao alg�ebrica

polinomial:

P (�) = �n + a1�
n�1 + a2�

n�2 + � � �+ an = 0; (D.11)
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cujos coe�cientes ai, i = 1; 2; :::; n, s~ao todos reais e onde se admite que an 6= 0, pois,

caso contr�ario � = 0 tamb�em seria uma solu�c~ao e as demais ra��zes seriam solu�c~oes

de uma equa�c~ao polinomial de grau n� 1.

Da Equa�c~ao (D.8) veri�camos que a solu�c~ao ~x = x� �e linearmente

est�avel se todas as ra��zes do polinômio caracter��stico estiverem no semiplano es-

querdo do plano complexo, isto �e, se Re� < 0, para todas as ra��zes.

O que se procura s~ao condi�c~oes sobre os coe�cientes ai, i = 1; 2; :::; n,

que impliquem localiza�c~ao dos zeros de P (�), na regi~ao caracterizada por Re� < 0.

As condi�c~oes necess�arias para que isto ocorra s~ao as condi�c~oes de Routh-Rurwitz.

Existem v�arias formas equivalentes para estas condi�c~oes, uma das quais

�e estabelecida como segue:

Sendo:

an > 0; (D.12)

devemos ter:

Dk = det

2
6666666666664

a1 a3 : : : :

1 a2 a4 : : :

0 a1 a3 : : :

0 1 a2 : : :

: : : : : :

0 0 : : : ak

3
7777777777775

> 0; para k = 1; 2; :::; n� 1: (D.13)

Se k = 1, temos:

D1 = a1 > 0: (D.14)

Se k = 2, temos:

D2 = det

2
4 a1 a2

1 a3

3
5 > 0; (D.15)

e assim por diante.
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