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Resumo

Neste trabalho, sao discutidos modelos da hadrodindmica quéntica com aproximagcao de campo
médio aplicados a estrelas de néutrons. O modelo de Walecka define o ponto de partida para
desenvolver o modelo de acoplamento derivativo ajustéavel. A presente dissertacao visa a um
estudo detalhado sobre a influéncia dos pardmetros do modelo ajustavel no sistema, analisando
seus limites, inclusive quando os parametros sdo iguais a zero ou infinito (modelo exponencial).
Esta analise tem o proposito de estabelecer um conjunto de parametros que defina um modelo
que esteja de acordo com as propriedades fenomenoldgicas tais como méodulo de compressao da
matéria nuclear, massa efetiva na saturacao da matéria nuclear e também algumas propriedades
estaticas globais das estrelas de néutrons como, por exemplo, massa e raio. Estabelecido o
modelo a ser considerado, a autora dessa dissertacao introduz, como inovagao, a compressibilidade
hadronica como funcao da densidade. Tradicionalmente, determinam-se propriedades da matéria

apenas para a densidade de saturacao.



Abstract

In the present work we apply quantum hadrodynamics effective models in the mean-field
approximation to the description of neutron stars. We consider the Walecka model as a starting
point in the development of an adjustable derivative-coupling model. We study the influence that
the parameters of this adjustable model have on the dynamics of the system by analyzing the
full range of values they can take, including the limits when the parameters go to zero or infinity
(exponential model). The present dissertation has the purpose of establishing a set of parameters
which defines a specific model that is able to describe phenomenological properties such as the
compression modulus of nuclear matter, effective mass of a nucleon at saturation point as well
as global static properties of neutron stars (mass and radius for example). Once established the
model,the author of this dissertation introduces a novel hadronic compressibility and its density

dependence.Traditionally, nuclear matter properties are determined only at saturation density.
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Capitulo 1

Introducao

Henri Becquerel, em 1896, motivado pela entao recente descoberta dos raios-X, por Conrad
Roentgen, estudou as radiagoes emitidas por materiais fosforescentes, em particular aquelas
emitidas pelo elemento uradnio, que curiosamente eram identificadas com os assim denominados
saltos do urdnio. Ele descobriu, diferentemente do que era esperado pelos cientistas da época, que
a natureza da radiag@o espontaneamente emitida pelo elemento uranio diferia da luz fosforescente
e dos raios -X, e por isso denominou-a de raios urdnicos. Nascia assim o campo de estudos
denominado hoje de fisica nuclear!!.

Estimulada pelos resultados dos estudos de Becquerel sobre os raios urdnicos, Marie Curie
primeiramente, logo secundada por Pierre Currie, iniciou estudos sisteméticos sobre a natureza
desses raios. Esses estudos demonstraram que o fendmeno acima descrito nao estava circunscrito
apenas ao elemento urdnio, levando & descoberta subseqiiente dos elementos polénio e radio,
ambos em 1898. Surgiu entao, de seus estudos, o termo radioatividade para caracterizar tais
emissoes espontéaneas, termo o qual é utilizado até hoje para expressar fendomenos de emissividade
moleculares, atdémicas e nucleares!!.

Em 1901, os fisicos Ernest Rutherford e Frederick Soddy descobriram o fenémeno da trans-

2. Em seus estudos eles observaram que determinadas substéncias, como

mutagao de elementos
o uranio e o tério, transmutam-se naturalmente em outros elementos. A partir daf, muitos outros
elementos, ditos radioativos, foram entao encontrados!3).

Estudos subseqiientes realizados por varios autores demonstraram que hé trés tipos de radi-
agao: raios alfa e beta (ambos descobertos por Rutherford) e raios gama. O que diferenciava
esses trés tipos distintos de radiagao seria, fundamentalmente, segundo a visao de entao, os seus
distintos poderes de penetracao. Mas o que intrigava de maneira especial os cientistas da época

era a origem desses distintos tipos de radiagao bem como sua natureza. Um tempo expressivo se



passou até que os fisicos pudessem compreender de maneira mais ampla seu significado. Algumas
descobertas posteriores auxiliaram fundamentalmente nessa busca.

Rutherford, por exemplo, descobriu que uma determinada fragao de uma substancia radioa-
tiva decai em um certo intervalo de tempo, seguindo uma lei exponencial de decaimento. Era
descoberto entao um ingrediente fundamental para a compreensao da natureza e da origem das
radiacgoes alfa, beta e gama: uma lei universal de decaimento. E, ademais, que cada decaimento
radioativo tem uma caracteristica especial, a assim denominada meia-vida, espécie de impressao
digital das distintas formas de decaimento, sendo independente das propriedades quimicas e
térmicas da substancia radioatival4.

Mais tarde, foi descoberto que as particulas alfa sdo, na realidade, nticleos do elemento hélio,
desprovidos de elétrons e contendo em seu interior duas unidades de carga positiva, porém com
suas massas aproximadamente iguais a quatro vezes a massa do pr()ton[5]. Essa descoberta rev-
elava que, quando uma particula alfa é emitida, o ntimero atémico Z decresce por duas unidades,
trazendo luz ao efeito de transmutacao de elementos, pois através dessa emissividade, um dado
adtomo, se percebia entao, é transmutado em um novo elemento com duas unidades de carga a
menos comparativamente ao elemento original.

Uma descoberta surpreendente posterior, trouxe uma nova visao da estrutura atomica, e
contribuiu para uma compreensao muito mais profunda da natureza mais intima da matéria e
para um melhor entendimento, a partir dai, da prépria natureza das radiagoes. Trata-se da
descoberta do nicleo atémico.

Em 1911, a partir da observagao dos resultados de espalhamentos de particula-alfa coli-
dentes em folhas de ouro a grandes dngulos, resultados esses completamente inesperados & época,
Rutherford elaborou um modelo teérico para a estrutura atémica que representou um marco fun-
damental para uma melhor compreensao da natureza dos mundos microscopico e fentométrico.
Nesse modelo, o 4tomo seria constituido de um nicleo central, contendo Z cargas positivas, A-Z
“particulas" massivas com massas aproximadamente iguais as massas dos protons! e uma esfera
de cargas elétricas negativas uniformemente distribuidas ao redor do nicleold.

O modelo revolucionario criado por Rutherford foi subseqiientemente aprimorado por Niels
Bohr, em 1913 ao elaborar um modelo dindmico para o 4tomo de hidrogénio, em que um elétron
circulava em orbitas estaveis denominadas entao de estados estactondrios. No modelo, o elétron
poderia emitir radiacdo luminosa ao saltar entre esses estados estacionéarias. Mas, enquanto o

elétron circula em uma o6rbita estacionaria, nenhuma radiagao luminosa é emitida. Esse modelo

'Uma vez que a existéncia do néutron ainda ndo era conhecida, se imaginava, como possibilidade, que essa

“particula" poderiam ser combinagdes muito especiais de pares proton-elétron (dinamido).



extraordinario tornou possivel, pela primeira vez, o entendimento da natureza da radiacao lumi-
nosa ao explicar, de maneira consistente, as energias ja conhecidas, da luz emitida pelo 4tomo
de hidrogénio[G].

Apos os trabalhos originais de Bohr, outros autores formularam as bases da mecéanica quan-
tica, que rapidamente foi incorporada aos modelos atémicos e nucleares fazendo com que as
concepgoes, os modelos e o conhecimento da natureza mais intima da matéria alcancassem pata-
mares nunca antes imaginados.

Um dos resultados mais expressivos da combinacao dos modelos primordiais com a mecéanica
quéantica foi a explicagao do decaimento de particulas alfa. Um dado preliminar, bem conhecido
da época, era o fato de que, ao duplicar a energia de emissao de uma particula alfa nuclear, por
exemplo, de 4 para 8MeV, ocorre um fenémeno interessante: sua meia-vida decresce de 1010
anos para 1072 segundos (um fator de 107'?)! Os cientistas logo perceberam, desses resultados,
que h& uma relagdo causal entre a energia de decaimento de uma particula e sua meia-vida. As
predicoes da fisica classica indicavam que a particula alfa seria confinada ao nucleo por uma
barreira coulombiana de potencial criada pelas particulas de carga positiva em seu interior. Nao
poderia haver entdo, segundo a fisica cléssica, emissdo de particulas alfa pelo nucleo. A expli-
cacao definitiva para esse fendmeno, foi fundamentalmente baseada nos principios da mecénica
quéntica: ao introduzir o conceito de tunelamento de barreira de potencial, a mecénica quantica
possibilitou a interpretacao consistente dos resultados experimentais correspondentes a emissivi-
dade de particulas alfal™l.

Retornando & questao de modelos atémicos, j4 em 1899, com a descoberta de que a radiagao
beta era constituida de elétrons e a posterior observagao de que sua energia cinética de emissao era
muito alta quando comparada as energias tipicas de emissao atémicas, os cientistas indagavam-se
entao sobre sua origem (suas velocidades de emissao nao diferem muito da velocidade da luz).
O modelo de Rutherford trouxe entdo uma nova compreensio dessa realidade. As particulas
beta, sabe-se hoje, sao de origem nuclear; no processo de emissao de uma particula beta o
nimero atomico cresce de uma unidade e suas energias caracteristicas sao muito mais elevadas
do que as energias correspondentes das emissoes de elétrons pelos atomos e raios-X. Similarmente,
descobriu-se que as radiacoes gama, de mesma natureza que os raios-X, sao provenientes do nicleo
atdmico sendo ademais, de maneira similar ao caso anterior, mais energéticas do que aquelas.

Mas uma duvida muito importante ainda pairava no semblante dos cientistas da época: a
natureza da “particula" massiva que complementava a estrutura nuclear. Foi somente em 1931,

com a descoberta do néutron por James Chadwick[g], que essa duvida foi resolvida . Iniciava-se



entdo uma nova era na fisica nuclear, em que os ingredientes mais fundamentais do nicleo eram
entao conhecidos. Essa era elevou a fisica nuclear classica, nos anos subseqiientes, a patamares
nunca antes imaginados.

Iniciou-se entdo uma fase de ouro da fisica nuclear. Nao somente na fisica nuclear tradicional,
que buscava compreender com maior profundidade a natureza dos niicleos atémicos e da estrutura
nuclear, mas também em campos correlatos, a fisica de particulas e a astrofisica.

Quando em 1930, Subrahmanyan Chandrasekhar, muito jovem ainda, publicou seus estudos
sobre os mecanismos de formacgao e evolugao das estrelas anas brancas, ele predisse que se a
massa desses objetos estelares fosse maior do que 1.44 massas solares (limite de Chandrasekhar),
a pressao de degenerescéncia dos elétrons contidos em seu interior seria insuficiente para impedir

119, 101 Syas predicoes, que consideravam a possibilidade da existéncia

o seu colapso gravitaciona
de objetos estelares super-densos, foram na época muito contestadas, levando Arthur Eddington
em particular a afirmar que: “deve (ou deveria) haver uma lei na natureza que impega uma
estrela de se comportar de forma tao absurda..." (“there should be a law of Nature to prevent
a star from behaving in this absurd way." ).

Mas Chandrasekhar, embora sua contribuicao para a astrofisica estelar seja marcante, nao
é o precursor no que concerne a predicoes sobre a possibilidade da existéncia de objetos este-
lares super-densos. Albert Einstein, em sua publicacdo da teoria da relatividade geral aventava
a possibilidade de matéria produzir alteragoes na estrutura do espaco-tempo, o que levou Karl
Schwarzschild a estudar o fenémeno de distor¢ao do espago-tempo na vizinhanga de uma estrela.
Ele descobriu que dada uma massa estelar, ha um certo valor do seu raio (raio de Schwarzschild)
para o qual a coordenada do tempo pode ser comprimida até anular-se enquanto que as coorde-
nadas espaciais sao consistentemente alongadas ao infinitol!l. Esse limite imposto pela teoria
da relatividade geral define um limite entre objetos densos, as chamadas estrelas de néutrons,
tema dessa dissertacao, e buracos negros. O raio de Schwarzschild para o nosso sol é da ordem
de 3 quilometros. Mas o seu valor para uma estrela de néutrons, com cerca de uma massa solar
¢é da ordem de 10 quilémetros, implicando em que sua densidade tem que ser extremamente alta
quando comparada a do Sol. Abriam-se as portas entdo para a possibilidade da existéncia de
estrelas compactas, super-densas.

E novamente, a descoberta do néutron por James Chadwick trouxe novas luzes para essa
questao. Em especial o astrofisico Fritz Zwicky e o fisico Lev D. Landau especularam que o
néutron poderia ser o elemento chave para a compreensao da possivel existéncia de estrelas

muito mais densas do que as anas brancas.



Dentre as especulagoes mais notaveis desses cientistas, estava a idéia de que no processo de
colapso estelar, caso a pressao atingisse valores extremos, poderia ocorrer processos nucleares

2 (neutronizacao), pro-

de absorcao de elétrons por prétons, em processos do tipo beta inversos
duzindo néutrons e criando assim uma esfera de néutrons densamente “empacotada" cuja massa
seria da ordem das massas estelares tipicas mas cujo raio se estenderia a apenas cerca de 10
quilometros. Essa esfera ofereceria uma resisténcia & pressao gravitacional, devido ao carater
repulsivo de curto alcance da forca nuclear. Consideragoes de equilibrio hidrostéatico levavam a
conclusao que sua massa excederia o limite de Chandrasekhar, até um certo valor, e nao colap-
saria. Foi entao que Fritz Zwicky e Walter Baade sugeriram que essa pressao que sustenta a
compressao gravitacional em esferas de néutrons poderia ter sido originada em uma explosao de
supernova. Criava-se entao o termo “estrela de néutrons" para caracterizar tais objetos estelares.

Lev Landau acreditava que uma estrela normal poderia ter um caroco comprimido de néutrons
em seu interior e que a energia da estrela seria alimentada continuamente por processos de
acumulacao de massa ao invés de reagoes de fusao, as quais tornam-se endotérmicas a partir do

elemento ferrol12.

J. Robert Oppenheimer demonstrou mais tarde que se uma estrela normal
contivesse em seu interior um carogo comprimido de néutrons, a estrela colapsaria[13].

Julius Robert Oppenheimer e Hartland Snyder, influenciados pelos estudos de Chandrasekhar
dos limites de massa para anas brancas, abordaram entao a questao do limite superior de uma
estrela de néutrons chegando a conclusoes fascinantes no contexto da relatividade geral que
indicavam que uma estrela de néutrons, que atingisse limites de massa tais em que o seu equilibrio
hidrostatico era rompido, o colapso tornava-se inevitavel, formando uma singularidade, de forma
que, ao atingir o raio de Schwarzschild, a luz nao escaparia do objeto formadol 14,

Alguns fatos marcantes contribuiram decisivamente para a evolugao entao do conhecimento
nesse campo de investigagdo. Em 1932 ao investigar, a pedido da Companhia Telefénica Bell,
um rufdo enigmatico captado por uma de suas antenas, o técnico de rddio Karl Guthe Jansky
notou que os equipamentos da empresa registravam um sinal vindo do espago exterior, mais
precisamente da constelacao de Sagitario, localizada no centro da Via Léactea e repleta de estrelas.
Jansky foi o precursor de um novo modo de estudo das estrelas: “ouvi-las" através de suas
emissoes de radio, embora aquelas fossem imperceptiveis muitas vezes ao olhar[t?, 16]

Outro fato marcante ocorreu em 1967, quando Anthony Hewish captou sinais de radio do

primeiro pulsar, um tipo de estrela que emite radiacdo na forma de pulsos regulares. Alguns

2Quando nos referimos ao decaimento beta, sabemos hoje que o néutron é uma particula instavel e que sofre,
devido & interagdo fraca, decaimento do tipo n — p+e+ . O decaimento p+ e — n+ v é denominado de inverso

e é essencial para compreendermos o processo de neutronizacao da matéria nuclear em estrelas de néutrons.



desses pulsos chegam na Terra ao ritmo de um a cada milésimo de segundo. Isso acontece porque
o pulsar langa um tnico feixe de luz (ou de ondas de radio). Como o astro gira, esse feixe passa
pelos telescopios de tempos a tempos, como se fossem pulsos. Os pulsares sao hoje identificados
com estrelas de néutrons que possuem um forte campo magnético e uma alta velocidade de
rotagao.

Voltando a fisica nuclear mais tradicional e seus impactos na evolugao da ciéncia, é importante
ressaltar que estudos dos raios beta emitidos pelo nucleo, diferentemente do que ocorre na emissao
de raios gama e raios-X, apresentam um resultado surpreendente: ao invés de uma energia bem
definida, h4 uma distribuicao continua de energia dos raios beta emitidos, denominada de espectro
de energias. E que ha um déficit de energia entre o valor da energia nuclear inicial e final, ao
qual, impondo-se a lei de conservagao de energia, implicava na existéncia, na época, de uma
particula “invisivel" , que carregaria a energia faltante.

Foi o fisico Wolfgang Pauli, em 1931, que ao introduzir o conceito do neutrino, particula fun-
damental para o processo de neutronizagao que ocorre em estrelas de néutrons, conseguiu explicar
a existéncia de um espectro caracteristico da emissividade do tipo beta. Evidéncias experimen-
tais para sua existéncia apareceram apenas 25 anos ap0s, obtidas por Frederick Reines e Clyde
Cowan. Sua emissao esté diretamente relacionada & interagdo fraca, fundamental para a com-
preensao da radioatividade nuclear e sub-nuclear, em processos que violam a lei de conservacgao
da paridade[”’ 18, 19],

Nesse breve relato de alguns avangos da fisica nuclear, é importante ressaltar um modelo criado
nos anos 50, que representa até hoje uma das mais importantes bases de estudo de nicleos e
de estrelas de néutrons, o assim denominado modelo da matéria nuclear infinita. Esse modelo
nuclear hipotético é basicamente constituido de uma fragao fixa do nimero de prétons e néutrons,
nao ha superficie nuclear e a interagdo de Coulomb entre os protons é nele desconsiderada.
Originalmente inventado de forma a simplificar a descrigao de sistemas fisicos de muitos corpos
fortemente interagentes, matéria nuclear infinita representa uma excelente aproximacao para a

057

fisica de estrelas de néutrons, que contém cerca de 1 particulas, e na fisica das reagoes de

ntcleos pesados[20].

Surpreendentemente, a concepcao de matéria nuclear infinita aplicada ao estudo de nicleos
finitos apresenta resultados, em algumas vezes, bastante proximos da realidade. Evidentemente,
estao fora do escopo dessa dissertacao, as implicacgoes fisicas e filoséficas dessa constatacao.
Apesar disso, é importante ressaltar uma preocupacgao nesse sentido por parte da comunidade

cientifica, a qual diz respeito aos miiltiplos caminhos que podem levar, de um modelo de matéria
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nuclear infinita e suas predigdes quanto a grandezas nucleares fundamentais, - densidade, energia
de ligacao, densidade de saturagao, energia de saturagao e modulo de compressibilidade -, &
interpretacao dos resultados fenomenologicos correspondentes de ntcleos finitos.

Na busca de respostas a essa indagacao, modelos semi-empiricos de massa e de energia de
ligagdo nuclear foram criados, com base em modelos da gota liquida. A mais antiga dessas
férmulas para a energia de um nicleo foi desenvolvida por Hans Bethe e Carl von Weiszéicker[zl],
e é dada por:

7?2 A—27)?
Bo(A, Z) = —alA + (12A§ + a3f + (14(14), (11)
3

onde os pardmetros acima descrevem termos de volume, superficie, coulombiano e assimetria (ver
discussao posterior no capitulo 4).

Apesar do sucesso de modelos semi-empiricos na descricdo de propriedades fundamentais
de nicleos finitos, esses modelos apresentavam alguns problemas conceituais: eram foérmulas
classicas, portanto sem a inclusao de aspectos quanto-mecéanicos, esséncias para uma melhor
compreensao do mundo fentométrico; nao faziam alusao & existéncia e propriedades de particulas
nucleares e nao continham ingredientes que pudessem descrever a imensa complexidade de um
sistema fermionico de muitos corpos fortemente interagente.

Embora o coeficiente de Coulomb, ag, especificasse a densidade nuclear na forma indireta
az = 0.6e%/rg , pois o raio do nticleon 7y e a densidade nuclear p sio grandezas relacionadas,
para ntcleos finitos como p = 3/ 47rr8 , 0 modelo introduzia o famoso paradoxo do rg: uma vez
que tal relagdo nao é adotada na formulacdo da matéria nuclear, os céalculos correspondentes
levavam a valores menores da densidade de ntcleos pesados em comparacao & densidade da
matéria nuclear.

Havia argumentos para consolidar essa posicao como por exemplo de que a presenca da in-
teragdo de Coulomb em férmulas semi-empiricas de massa, mas nao considerada nos modelos
de matéria nuclear infinita, seria o elemento responsavel por tais discrepancias: a presenca da
repulsdo de Coulomb entre os protons faz com que exista uma tendéncia para aumento do raio
do ntcleo??. Isto fez com que houvesse uma mudanca das concepgoes que levavam a adotar
primeiramente os valores rg = 1.22fm, para nucleos finitos, o que corresponderia, para densi-
dades da matéria nuclear, a rg = 1.12 — 1.13fm, passando-se mais tarde a adotar os valores
Poo = 0.24fm™3, kp = 1.52fm~! e r, = 1.00fm, obtidos através de processos de espalhamento
de elétrons!23l.

Posteriormente, investigagoes concluiram que a tensao superficial em um nicleo pesado pode

aproximadamente contrabalancar a repulsdo de Coulomb, de forma que os resultados acima,
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obtidos através de espalhamento de elétrons, poderiam representar entao os resultados corre-
spondentes para a matéria nuclear(24].

Esse resultado foi contestado subseqiientemente, através de célculos de propriedades funda-
mentais da matéria nuclear infinita em um tratamento dependente de densidade na aproximacgao
de Hartree—Fock[ZE’], chegando-se aos valores poe = 0.15fm™3, kp = 1.31fm™ ' e r, = 1.16 fm.

Hoje, é possivel afirmarmos que a determinacao dos valores empiricos das propriedades de
saturacao da matéria nuclear infinita é uma questao ainda em aberto, ndo estando portanto sat-
isfatoriamente resolvida e ndo havendo argumentos convincentes para a sua extrapolagao para a
descricao de propriedades da matéria nuclear infinita a partir dos valores das propriedades corre-
spondentes em nicleos finitos. E essas indeterminacoes se estendem para outras propriedades da
matéria nuclear como coeficiente de assimetria e moédulo de compressibilidade, uma propriedade
fundamental da equacao de estado da matéria nuclear simétrica.

Em particular, quando examinamos a questao da determinagao do médulo de compressibili-
dade de nucleos finitos e sua extensao para a descrigao da matéria nuclear infinita, percebemos
que hé uma lacuna expressiva na compreensao de seu papel na dindmica nuclear bem como de
evidéncias de correlagoes que garantam vinculos entre a compressibilidade nuclear e a fisica de
estrelas de néutrons. Acrescenta-se a isso o fato de que essa grandeza, bem como as demais,
sao determinadas na fisica de nucleos finitos, utilizando-se modelos de matéria nuclear simétrica,
sendo ademais determinadas no ponto de saturacao nuclear, enquanto que estrelas de néutrons
sao melhor representadas por matéria nuclear infinita com altos indices de assimetria e cujas
densidades vao muito além da densidade de saturagdo nuclear.

Definido como a segunda derivada da energia por nicleon da matéria nuclear simétrica, no
ponto de saturagao nuclear, onde a pressao se anula no equilibrio, o médulo de compressibilidade
controla a dindmica de pequenas flutuagoes de densidade em torno do ponto de equilibrio. Em
conseqiuiéncia, do ponto de vista formal, o médulo de compressibilidade tem influéncia crucial na
dinAmica de uma ampla classe de fendémenos que envolvem sistemas de muitos corpos fortemente
interagentes: na estrutura de nucleos, em colisoes a altas energias de fons pesados, na dindmica
de estrelas de néutrons, pulsares, estrelas de quarks e estranhas e na fisica das explosoes de
SUpernova.

A questao fundamental para a falta de consenso quanto ao valor de K., reside na corre-
spondente falta de unanimidade com respeito aos métodos para sua determinacdo. A principal
fonte de determinacao experimental desse parametro é a ressonincia isoescalar de monopoélo gi-

gante (RIMG), que combina a sele¢ao de uma série de interagoes efetivas, com a aproximacao
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de Hartree-Fock, levando ao célculo das energias de RIMG para diversos nucleos finitos, e ao
resultado Ko ~ 210 + 30M eV, correspondentemente aos niicleos Ca, Zr, e Pb.

Outra fonte de determinacao desse parametro é uma formulagdo macroscopica que utiliza uma
aproximagcao de escala, relacionando entao o modelo de compressibilidade da matéria nuclear com
as energias RIMG.

Utilizando-se a férmula da gota liquida, é possivel construir uma expressao para a compress-

ibilidade da matéria nuclear, similar & féormula semi-empirica de massa:

Z? A—27)?
KO(Aa Z) = Ky + b2A_% + b374 + b4¥7
A3 A

(1.2)
onde os pardmetros acima descrevem termos de volume, superficie, coulombiano e assimetria.
Essa expansao apresenta como dificuldade problemas de convergéncia, uma vez que o nimero de
dados ¢é insuficiente para uma precisa determinacgao de K, a partir da féormula semi-empirica de
compressibilidade da matéria nuclear.

A conclusao que se chega é que nao existe uma formulagdo consistente para a determinagao
da compressibilidade nuclear. A proposta dessa dissertagao é trazer alguma luz a essa discussao,
buscando estudar, através de uma formulagao relativistica de muitos corpos, o papel da com-
pressibilidade nuclear a altas densidades e a conexao entre os regimes que caracterizam nucleos
finitos e matéria nuclear infinita assimétrica.

Em especial, derivamos uma expressao para a compressibilidade nuclear valida para todas

as densidades nucleares que vao do regime de nicleos finitos, passando pela matéria nuclear

simétrica e atingindo a regiao de dominio da matéria nuclear assimétrica:
d%e
K= 9pd—p2. (1.3)
Nesse contexto, nao héa a necessidade de extrapolagao dos dados e do comportamento do médulo
de compressibilidade da matéria nuclear no regime de saturacao para a regiao de densidades
extremas como aquelas encontradas em estrelas de néutrons.

Diferentemente das analises que consideram colisoes de fons pesados, na astrofisica de estrelas
de néutrons, a relagdo central é a equacao de estado (EOS); assim, calcular processos oriun-
dos de colapsos de supernovas depende, fundamentalmente, do conhecimento das equacgoes de
estado do sistema em cada fase de evolugdo. Até entdo, mecanismos como rotacao estelar e in-
stabilidade nao foram explorados o suficiente para abordar o problema de modo reverso e tentar
vincular a equacao de estado com caracteristicas mensuraveis a partir de dados de supernovas
26], por enquanto, a abordagem mais promissora para estudar matéria nuclear em fenémenos da

astrofisica que envolvem densidades elevadas é partir de modelos efetivos que, no caso presente,
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sa0 modelos baseados na hadrodindAmica quantica (QHD) e o seu modelo pioneiro é o modelo de
Waleckal27> 28],

O modelo de John Dirk Walecka é baseado na formulacao de Hideki Yukawa e representa
as caracteristicas da interacao nuclear, atracao de longo alcance e repulsao de curto alcance,
através dos campos mesonicos ¢ e w, e suas interagbes com os nucleons. Esse modelo tem uma
compressibilidade na saturagao K ~ 500M eV, enquanto valores considerados plausiveis para a
compressibilidade na saturacao se encontram no intervalo de 200 —300M eV, o que é classificado
como equagcao de estado suave. Uma possibilidade para corrigir essa propriedade é adicionar novos
graus de liberdade bariénicos e mesénicos. Como se trata de um trabalho sobre teorias efetivas,
as interagoes nucleares estao representadas através das interagoes dos béarions com os mésons,
e suas intensidades estao “escondidas" mnas constantes de acoplamento no modelo de Walecka e
nas constantes de acoplamento efetivas (fungoes das constantes de acoplamento originais e do
campo do méson o) no modelo chamado ajustavel.

Na matéria nuclear comum, p = 0, 14fm =3, o limiar para a producao de hiperons fica acima do
nivel de Fermi, mesmo levando em consideracao a mudanca na massa efetiva devido & influéncia
do meio nuclear. Antes de criar hiperons, a densidade de estados na aproximacao de campo
médio corresponde a uma distribuicao homogénea e os niveis sao ocupados até o nivel de Fermi.
Passando o limiar, os hiperons serao criados. Dois efeitos determinam a abundéncia dos hiperons
produzidos: a densidade da matéria e a rigidez da equacao de estado.

Quanto mais densa é a matéria, mais energia de Fermi existe para ultrapassar o limite da
massa dos hiperons, de forma que sua criagdo reduz a energia e a pressao do sistema, sendo
um estado preferencial. Quanto maior é a pressao do sistema, ou seja, quanto mais rigida é a
sua equagao de estado, maior a probabilidade para que dois nicleons interajam, o que aumenta,
também, a probabilidade de produzir hiperons. Devido ao fato de que a produgao de particulas
é, em primeiro lugar, devido & interacao forte e o decaimento devido & interacao fraca, e as
escalas de tempo de decaimento sao tipicamente ordens de grandezas maiores, é garantida a
predominéncia da producao de barions contendo estranheza. Nesse trabalho, supomos que as
estrelas sao eletricamente neutras, que conservam ndmero bariénico e que estao em equilibrio
quimico. Dessa forma, podemos calcular, numericamente, as populagdes da estrela para observar
como a quantidade de uma certa particula varia com a densidade, sendo que densidades maiores
correspondem a regioes mais internas da estrela, e como o aparecimento dos hiperons se reflete
no comportamento da compressibilidade.

No altimo capitulo, seré estabelecida a conex@o entre a descrigdo microscopica (hadronica)
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e a macroscopica, que permite validar modelos através da observagao, ou seja, serd analisado
como a matéria estudada se comporta sob gravidade. Isso pode ser feito porque o tamanho e a
massa de estrelas de néutrons dependem crucialmente da equacdo do estado. E um topico em
discussao atual, se o ntcleo de uma estrela superdensa contém matéria de quarks ao invés de

/29, 30]

matéria hadrénic Esse grau de liberdade adicional dificulta a identificagdo inequivoca

da equagao de estado. O estudo dos efeitos dos graus de liberdade de quarks para a equacgao de
estado e as suas conseqiiéncias em possiveis processos é tema abordado em outra disserta(;éo[31].

A motivagao dessa formulagdo tem como pressuposto construirmos futuramente um modelo no
qual a energia do estado fundamental de um nicleo finito possa ser expressa em termos das pro-

priedades de saturagao da matéria nuclear, buscando-se assim construir um caminho consistente

que conecte a descricdo da matéria contida em nucleos finitos e nas estrelas de néutrons.
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Capitulo 2

Estrutura Interna e Evolucao Estelar

No estudo das estrelas algumas perguntas se impoem. Entre essas, uma ressalta: por que
grandezas tais como luminosidade, temperatura, raio e massa das estrelas apenas aparecem na
natureza seguindo certas combinagoes, que constituem, na sua maioria, a seqiiéncia principal no
diagrama Hertzsprung-Russell? A resposta a essa indagagao resulta de um estudo do equilibrio
de esferas de gas a altas temperaturas contrabalancadas pela forca gravitacional. Devido ao
fato de que, em temperaturas altas, o interior das estrelas é composto por niicleons e elétrons
livres, a equacao de estado é consideravelmente simples e, portanto, é possivel concluir, de forma
confidvel, sobre as distribui¢cbes de temperatura, pressao e densidade nesse dominio. Para uma
dada massa estelar e uma determinada distribuicao de elementos quimicos, pode-se determinar
modelos estelares. Esses modelos fornecem, entre outras, relagoes entre as grandezas estelares
luminosidade L, temperatura efetiva 7., raio R e massa M, que podem ser comparados com
relagoes oriundas de observagoes.

A fonte principal de energia das estrelas é fornecida pelos processos de fusdo, nos quais a
contribui¢gao dominante provém da transformacao de hidrogénio em hélio. Esse reservatorio de
energia tem um tempo de vida associado, que é, qualitativamente, inversamente proporcional
a massa das estrelas, pois, quanto maior sua massa, maior é a perda de energia via radiagao.
Esses processos nucleares modificam, ao longo da evolugao estelar, a sua composi¢ao quimica, o
que implica a mudanca das grandezas que caracterizam o estado das estrelas. Uma seqiiéncia de

modelos estelares sob condigoes de equilibrio permite construir a histéria de sua evolugao.
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2.1 Diagrama HR

Na evolugao estelar, estuda-se como as propriedades observaveis de uma estrela variam com o
tempo. No entanto, sabendo-se que o tempo de vida estelar é comparavel ao tempo da evolugao
do universo (10'® anos) para estrelas com massas baixas, é preciso achar uma solucio para a
questao da observacao dessas propriedades estelares que nao seja observar a evolugdo de cada
estrela individualmente. Sabe-se que estrelas com massas parecidas evoluem de forma semel-
hante e nascem continuamente. Entao, a observagao de estrelas com idades diferentes e massas
semelhantes permite interpretar os resultados como se representassem a evolucao de uma tnica
estrela. Hipotese semelhante é utilizada na mecénica estatistica, quando a evolugao temporal de
um ente de um ensemble, na média, equivale & média sobre o ensemble inteiro. Esse processo

resulta no Diagrama Hertzsprung-Russell (figura 2.1).

Luminosidade
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Figura 2.1: Diagrama HR: Luminosidade em multiplos da luminosidade solar (Lgy, = 3, 9.1026W)

por temperatura. As letras na coordenada representam uma antiga classificacdo espectral.

Esse diagrama, que fornece um meio de classificac¢do, representa a luminosidade (energia total
emitida por segundo em todas as diregdes) em funcdo da temperatura superficial das estrelas.
O diagrama HR nao é continuo; nele pode-se localizar uma fina diagonal que corresponde a
assim chamada seqiiéncia principal e as regioes das gigantes, supergigantes e anas brancas. Uma
seqiiéncia diagonal nao indicada na figura e que se encontra abaixo da seqiiéncia das anas brancas,

¢é a regiao onde se encontram as estrelas de néutrons.
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Na secao que segue, serao detalhados os passos da evolucao de estrelas que nao sao encontradas
em sistemas multiplos; as caracteristicas e propriedades apresentadas nos capitulos 4, 5 e 6 se
referem a estrelas de néutrons isoladas. Nesse caso, sua evolucao s6 depende da massa inicial da
estrela. Para estrelas que fazem parte de sistemas multiplos, a evolu¢ao depende tanto da massa
inicial de cada estrela quanto da separac@o entre as estrelas e s6 serd brevemente comentada
no decorrer do trabalho. Além disso, sera dado enfoque ao comportamento de estrelas que

terminarao a sua vida luminosa como estrelas de néutrons.

2.2 Proto-estrelas

As estrelas sao formadas a partir de nuvens interestelares compostas de gés (basicamente
hidrogénio) e poeira (composta principalmente de grafite, silicatos e gelo de 4gua) ¢ om temper-
atura média de 10 a 30K. Eventualmente, essas nuvens tornam-se gravitacionalmente instéveis,
possivelmente pela passagem de uma onda de choque causada pela explosao de uma supernova
nas proximidades, ou pela passagem de outra forma de matéria. Se, quando isso ocorrer, a nuvem
tiver atingido um valor critico correspondente & assim chamada massa de Jeans !, pode ocorrer
seu colapso. Forma-se, entao, uma regiao interior um pouco mais densa, o nicleo, que comeca a
acumular material da nuvem. Quando a nuvem colapsa devido & gravidade, a matéria ao redor
do niicleo estd em queda livre, e o material mais externo permanece afastado. O processo de
colapso comeca a espalhar-se pela nuvem, e o nicleo comega a acumular mais massa. Nesse
ponto, o nicleo, mais quente do que o resto do gas, com aproximadamente 150.000K, chamado
de proto-estrela, tem um raio de aproximadamente 50 vezes o raio do Sol. Esse processo depende,
proporcional e exclusivamente, da temperatura inicial da nuvem e dura alguns anos. Como a
estrela, nesse estigio, ainda é fria e muito luminosa (por ser consideravelmente grande), estados
que caracterizam sua evolugao estao situados na parte superior do diagrama HR, a direita.

Quando a nuvem colapsa, o ganho de energia é igual & energia potencial gravitacional da
estrela, porém com sinal oposto. Considerando-se a nuvem inicial como tendo forma esférica e
raio infinito, resulta:

M2

EG = —Lipot = G?, (2'1)

onde Eg ¢é a energia gravitacional, E,, ¢ a energia potencial gravitacional, G é a constante

gravitacional, M é a massa e R é o raio da estrela formada.

1A massa de Jeans é proporcional ao cubo do Comprimento de Jeans, acima do qual o comprimento de onda
que perturba o sistema pode deixa-lo instédvel. Para uma nuvem com temperatura entre 10 — 100K a massa de

Jeans fica entre 4.000 — 120.000 M,
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Quando em um processo de colapso resulta uma estrela com raio suficientemente pequeno, o
processo correspondente pode liberar quantidades de energia consideraveis, levando-se em conta
apenas a contribuicao gravitacional. O fato de que a energia gravitacional e a energia térmica
tém a mesma ordem de grandeza pode ser entendido através do teorema Virial da mecénica
estatistica para sistemas em equilibrio: 2E7r = Eg. Conforme essa relagao, conclui-se que, para
uma estrela em “colapso lento" (para justificar um modelo de quase equilibrio), apenas a metade
de energia gravitacional se transforma em energia térmica e a metade da energia restante passa
a ser irradiada. A escala de tempo em que esta energia pode ser irradiada é conhecida como
escala de tempo de Helmholtz-Kelvin e é dada por:

Ec  Er

_Ee _ Er 2.2
THE =97 = oL (2.2)

onde Eg é a energia gravitacional, Er é a energia térmica e L ¢ a luminosidade.

A radiagao resultante dé origem a uma onda de choque que se propaga, sendo desacelerada
pela viscosidade do meio até a superficie da estrela, onde é resfriada rapidamente por irradiagao
(a temperatura na superficie é de aproximadamente 3.500K). Essa irradiacao faz com que o
actumulo de matéria do nucleo diminua gradualmente, fazendo a estrela entrar em equilibrio.
Para estimar a energia térmica, a energia cinética de uma particula (%k:T) é multiplicada pelo

namero de particulas contido na estrela M/m onde m é a massa média das particulas.

2.3 Estado de Equilibrio

Durante esse estado estacionério extenso, uma estrela que nao estd em rotacdo e nao tem
influéncia de forgas externas (pela presenga de outros objetos estelares na vizinhanga) pode ser
considerada em equilibrio hidrostatico. Para provar essa asser¢ao, considera-se a forga gravita-
cional atuando em uma porg¢ao infinitesimal de uma casca esférica genérica de area de superficie

r2 sin ¢d¢d e espessura dr, localizada a uma distancia r do centro da estrela e que tem densidade

p:
GM (r)dM

dFg =
G r2 ;

(2.3)

onde M(r) é a massa da esfera interior a casca. Essa massa pode ser imaginada como estando

totalmente concentrada num ponto no centro da estrela e é dada por:

M(r) = / pdV = / pArridr; (2.4)
0 0
dM ¢é a massa correspondente da porc¢ao infinitesimal, tal que:
dM = pdV = pr? sin 0drdfdé, (2.5)
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onde p caracteriza a densidade da estrela. Substituindo dM na férmula da forca gravitacional:

_ GM(r)pr?sin 6drdodg

dFg 5 ;

: (2.6)

entao a forca originada pela pressao do gas e da radiacao exercida pelas camadas mais internas

sobre essa porg¢ao infinitesimal é:
dFp = dPdA = dPr? sin 0dfd¢ (2.7)

sendo P a sua pressao interior. A forga originada pela pressao do gas e da radiagdo exercida
pelas camadas mais externas é nula devido & simetria. Igualando-se as duas forcas expressas em

(2.3) e (2.7) e acrescentando-se um sinal negativo devido aos seus sentidos opostos, resulta:

dFp = —dFg, (2.8)
tal que:
2 .

P2 sin fdddg — — SeT = bdrdhdg (2.9)

T

M
dP = —w, (2.10)
T
dP  GM(r)p

obtém-se, assim, a equagao de equilibrio hidrostatico estelar.
Devido as altas temperaturas no seu interior (7' > 10°K), o gés encontra-se completamente

ionizado, ou seja, existe em forma de ntcleons e elétrons livres. A relagdao entre P, p e T para

densidades até p ~ 10* . mg*?’ é dada através da equacao de estado de um gés ideal:
k

Py = T, (2.12)

onde m, como citado anteriormente, é a massa média das particulas e k é a constante dos gases.
Essas duas equactes permitem estimar a temperatura interna de uma estrela. Ao substituir-
se 0 quociente diferencial pela diferenga da pressao na superficie e no centro dividida pelo raio

P(R)—P(0 - - ~ :
% e, adicionalmente, levando-se em consideracdo que a densidade de massa cresce em

diregdo ao centro, pode-se fazer as seguintes aproximagoes: M(r) = M, r = %, p = po/d,
P(R) = 0, P(0) = Py. Uma vez que a pressao na superficie da estrela é muito menor que no
centro, segue que:

Py~ GM%O. (2.13)

A pressao total, que é a soma da pressdo de radiacao e da pressao do géas, pode ser aproximada
usando somente a pressao do gas. Nesse caso, a temperatura central é dada por:

P()m m M
Th=—=G——. 2.14
0= o -7 (2.14)
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Para determinar as grandezas P(r), p(r) e M(r) com mais precisao, serd usada, junto com
as equagoes do gradiente de pressao e da equagao da massa radial, uma equagdo que permite
calcular a pressao de radiagao. Essa equacao é chamada de equacao de transporte de radiacao e
pode ser deduzida da seguinte forma.

A energia cruzando a area dA é dada por I cos 0dAdwdt, onde I cos  é a intensidade na direcao
0, dt é a unidade de tempo e dw é a unidade de angulo s6lido. Sabendo-se que o ntmero de
fotons irradiados é dado pela energia total dividida pela energia de cada féton hr, e 0 momento
de cada féton é dado por h—c”, a pressao transferida para a area normal & direcdo cos #dA, é dada

por (para dA e dt unitarios):

I cos 0dAdwdt hv cos8dA 1
Prog = — == [ 20dw. 2.1
rad ' Y . / (0) cos® Odw (2.15)

Integrando-se sobre as freqiiéncias, o resultado pode ser escrito na forma:

dP,qq K
=—0 2.1
el — (), (216)

onde k representa a opacidade, ou seja, o coeficiente de absor¢ao como média sobre todas as
freqiiéncias e ®(r) representa o fluxo total de radiagdo. Quando se utiliza o espectro de radiagao

de um corpo negro, a equagao para a pressao de radiacao resulta na lei de Stefan-Botzmann:

47 1
Prog = —1 = =aT?, 2.17
4= 3.0 7 3¢ (2.17)

onde a constante de Stefan-Botzmann é definida como a = 40/c. O fluxo de energia no raio r,

¢(r), é util para definir a luminosidade:
L(r) = 4nr?e(r). (2.18)

Como o gradiente de temperatura é proporcional ao fluxo de radiagao, segue:

dr 3k L(r
ar _ _ () (2.19)
dr 4eaT? 4mr?

Como nesse estéigio, a estrela ganha energia através dos processos nucleares, a luminosidade

pode ser escrita em fungao da taxa de produgao de energia por massa ey (p,T), na forma:

L(r):/ en pAmridr. (2.20)
0

Devido ao alto grau de ionizacao estelar, o coeficiente de opacidade é dominado pelo espal-
hamento de radia¢ado com os elétrons livres (efeito Compton). A definigdo de x exige uma média
adequada sobre as freqiiéncias, onde o peso da intensidade de uma dada freqiiéncia pode ser

aproximado através de uma distribui¢ao de Planck, B(T) = 2};;’ ’ L
ekT

. Nas regioes das estrelas
1
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onde o transporte de energia é dominado por processos de convecgao, o gradiente de temperatura

pode ser aproximado utilizando o gradiente adiabatico de um gas ideal:

dT drT 1\ T dP
= [ = =(1-2) == 2.21
dr (dr)ad ( fy)Pdr’ ( )

com P~ pYeP~plevy=cy/cy =5/3 (para um gas monoatémico). O transporte de energia
, por sua vez, via condugao de calor, nao contribui em estrelas.

Em vez de utilizar a forma integral das grandezas, pode-se utilizar a forma diferencial % dL

e s
Nesse caso, resultam quatro equacoes diferencias ordinarias de primeira ordem para as funcgoes
P(r), T(r), M(r) e L(r). Entao, dadas as distribui¢oes dos elementos quimicos, a densidade pode
ser determinada através da sua relagao com P, e respectivamente T, k e € sao determinados em
fungao de p, P e T. Para resolver as equagoes diferenciais utilizam-se as seguintes condigoes de
contorno: P(R) =0, T(R) =~ 0, M(0) =0 e L(0) = 0. Para fixar o raio da estrela, ¢ adicionada
a condigao M = M (R). Quando sao dadas a composi¢ao quimica e a massa total M da estrela, a
estrutura e as grandezas caracteristicas do estado sao determinadas e o teorema de Vogt-Russell
indica que existe apenas uma solugao. No caso da homogeneidade quimica no interior da estrela,
e para produgao de energia através de fusao nuclear, esse teorema é valido. Para estrelas com
distribuicao de elementos equivalentes, as quantidades integrais que representam o seus estados
apenas dependem da massa total da estrela. Nesse caso vale L = L(M) e T' = T(M), de tal
forma que existe uma relacao rigida entre L e T, ¢, o que se observa de fato na seqiiencia principal

no diagrama de Hertzsprung-Russell.

2.4 Seqiiéncia Principal de Idade Zero

A estrela continua sua evolugao, irradiando energia. Entao, por causa do equilibrio hidrostatico,
ela continua contraindo-se até que a temperatura do nicleo seja alta o suficiente (aproximada-
mente 10.000.000K) para que a energia cinética dos nucleons supere a repulsao coulombiana
durante as colisoes e, dessa forma, as reacoes termonucleares comecem. Nesse processo, niicleos
mais leves transformam-se em nucleos mais massivos, liberando energia e aquecendo mais ainda
a estrela. Corpos com massa inferior a 0,01 massa solar nao tém temperatura suficiente para que
ocorram quaisquer tipos de reagoes nucleares e sao chamadas de planetas.

Para a fusao de dois nucleos com ntmero de carga Z e Z’, sem o efeito de tunelamento,
as particulas precisariam de uma energia cinética do movimento relativo da ordem da energia

77! 2

potencial, Epo = “%z—, com o raio nuclear R ~ 10~m. Conseqiientemente, essa barreira

coulombiana é menor para os elementos com menor carga elétrica. Para protons, essa energia é
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Epot = 1MeV. A energia cinética média de uma particula num ensemble com temperatura 1" =
10"K é E,ip, ~ %k‘T ~ lkeV. De acordo com a distribuicao de Maxwell para os momenta lineares,
a distribuicao decai de forma exponencial para as energias mais elevadas. Assim, praticamente
nao ha um namero suficientemente grande de particulas com energias altas (~ 1MeV) na estrela
para viabilizar a fusdo. O efeito tanel, por outro lado, aumenta com energia crescente, de
tal forma que, para valores da ordem de 5keV, existe um maximo para a probabilidade de
tunelamento, o chamado pico de Gamov.

Portanto, o processo que pode contribuir para a fusdo a uma temperatura de 7' ~ 107K é a
transformagcao de H em He, a chamada queima de hidrogénio ou cadeia p — p. Esse processo é
constituido pelas reagoes discutidas a seguir.

O primeiro tipo de reacdo sé acontece acima de 107K e é a transformacao de hidrogénio em

hélio, em que dois prétons reagem formando um deutério mais um positron e um neutrino:
'H4'H - ?H+ et +v, AE=1,44MeV — 0,25MeV (neutrinos). (2.22)

O positron vai, rapidamente, aniquilar-se com um elétron e formar raios gama, que serdo ab-
sorvidos pela matéria no interior estelar, reemitidos e gradualmente transformados em f6tons de
baixa energia. Essa reacao tem uma pequena probabilidade de acontecer; por exemplo, para as
condigdes presentes no sol, o tempo de reacdo é da ordem de 10'%anos, que também corresponde
a escala de tempo total do ciclo.

No segundo tipo, o deutério reage com outro préton para formar 3He e raios gama:
'H+2H -3He+~y  AE=5,49MeV. (2.23)

Para que a terceira reagdo (que cria He) ocorra, as duas primeiras devem ter ocorrido, pelo
menos, duas vezes. A seguir, dois ntcleos de 3He reagem para formar *He, cedendo energia

cinética extra para outros dois prétons:
SHe+3He — *He +2'H  AFE =12,86MeV. (2.24)
Efetivamente, essas rea¢bes podem ser reescritas como:
AH —*He+2"H + 2" +2y+20,.  AE =26,2MeV. (2.25)

O processo de fusao que transforma 4H — He fornece a contribuigao principal para a produgao
de energia. A partir da diferenca das unidades de massa atomica, 4 x 1,008 — 4,004 = 0,028,
determina-se que 0, 7% da massa do hidrogénio é transformada em energia. Portanto, a energia

total fornecida pela cadeia préton-proton, através de reagoes nucleares, é:
Eyx = 0,007Mc?. (2.26)
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A cadeia proton-proton acontece no niicleo da estrela. Enquanto isso, matéria continua

“caindo" para dentro da estrela, e matéria é expelida da estrela em forma de jatos.

2.5 Seqiiéncia Principal

Como a transformacao de hidrogénio em hélio é a reagao nuclear mais eficiente, a seqiiéncia
principal dura a maior parte do tempo de vida da estrela (10° anos para uma estrela de baixa
massa). Durante esse periodo, a luminosidade da estrela ndo é determinada através da sua taxa
de produgao de energia, mas sim da efetividade do transporte de energia, ou seja, depende do
gradiente de temperatura. Isso resulta da condigao de equilibrio hidrostatico local. A estrela,
nesse ponto, é estavel, ou seja, se a energia produzida no ntcleo nao é suficiente para igualar
a energia irradiada na superficie, a estrela perde energia e contrai-se. Quando isso ocorre, a
temperatura no centro da estrela aumenta, e a taxa de geragdo de energia também, até que ela
se iguale & energia irradiada. Similarmente, se a estrela produz energia demais, ela aumenta
a pressao no nucleo, que se expande contra a gravidade e esfria um pouco até que a energia
produzida equilibre a energia irradiada.

Por causa do processo lento da evolucao estrelar, ela pode ser reconstruida através do célculo
de modelos estaticos que modificam sucessivamente a sua composi¢do, como por exemplo a
reacdo: Xy (t +0t) = Xg(t) + XgAt (onde X é a quantidade de um elemento e X é taxa de
variagao no tempo desse elemento). A equagao Xy = —Xge é o produto da transformacao de
hidrogénio em hélio. O analogo vale para as demais reagoes nucleares. Dessa forma, obtém-se,
para uma dada massa inicial e composi¢ao quimica X(0), Xg¢(0), ... uma seqiiencia de evolugao
para modelos estelares.

A permanéncia da estrela na seqiiencia principal termina quando, no nucleo da estrela, o
hidrogénio é inteiramente transformado em hélio. Calculos indicam que esse é o caso quando
a estrela transformou cerca de 10% do seu hidrogénio em hélio. A fragao de tempo 7yr que a

estrela permanece na seqiiencia principal corresponde aproximadamente a:

M L
TR =0,1 X 7§y = 6 X 109]\7@7@’ (2.27)

onde 7y significa o tempo total de reagdes nucleares da estrela.

Utilizando-se a aproximacdo L ~ M3 segue 7yr ~ M™2; conseqiientemente, o tempo de
permanéncia Ty r diminui com a massa crescente. O intervalo que caracteriza o tempo de vida
das estrelas que constituem a seqiiencia principal se encontra entre 2 x 10%anos para as mais

010

massivas e até 2 x 10Yanos para as estrelas menores. Para o sol, essa aproximagao resulta em
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TR = 6 x 10%anos com 4,5 x 10%anos ja passados.

Estrelas com massa inicial menor do que 0,4 massas solares nunca terao temperatura suficiente
para desencadear outro processo além da cadeia préton-proton. Elas terao uma vida longa e se
transformardo em anas marrons. Estrelas com massa inicial maior que 25 massas solares, depois
da seqiiencia principal, viram estrelas de Wolf-Rayet. Estrelas Wolf-Rayet sao corpos massivos

e quentes com um envoltério de poeira e gas ejetados.

2.6 Gigante e Supergigante Vermelha

Quando o niicleo da estrela composto de hélio se contrai, as reagoes nucleares continuam fora
dele. Essa energia extra faz a temperatura aumentar e iniciam-se, entao, as reagoes de fusao fora
do nucleo. A energia resultante dessas reagoes faz a estrela crescer, a temperatura diminuir e
a luminosidade aumentar (figura 2.1). A estrela transformou-se numa gigante. A temperatura
é alta o suficiente para ultrapassar a barreira elétrica repulsiva e fundir carbono. O equilibrio
do niicleo é agora mantido pela pressao de degenerescéncia dos elétrons e nao mais pela pressao
dos gases ideais. Essa degenerescéncia vem do principio de exclusao de Pauli que proibe dois
elétrons de ocuparem o mesmo estado quéntico. Entao, como todos os estados de baixa energia
estao ocupados, por causa da alta densidade, os estados de alta energia sao também ocupados,
e o nicleo da estrela resiste & compressao.

O hélio transforma-se, agora, em carbono a partir do processo triplo alfa:
‘He+*He —8Be  AE = —92keV. (2.28)

Essa reacao é endotérmica e o ntcleo de Be decai imediatamente em duas particulas «, mas

a densidade de nicleos Be é suficiente para garantir a segunda reagao:
8Be+*He —12C+~  AFE =7,4MeV. (2.29)

Esse processo s6 ocorre acima de 108K e libera apenas 20 por cento da energia da queima de
hidrogénio.

Em uma estrela com massa entre 1,2 e 8 massas solares, quando o hélio no niicleo da estrela
acaba, o ciclo CNO (carbono — oxigénio — nitrogénio) inicia-se, e o processo triplo alfa ainda
é realizado fora do niicleo por algum tempo, mas nenhuma outra reacao é possivel. Esta formada
uma nebulosa, onde, durante a queima de hélio, pulsos térmicos causados pelo processo triplo alfa
podem causar aumento na luminosidade e ejegdes de massa (basicamente hidrogénio). Quando a

nebulosa se dispersa, as reacoes fora do niicleo acabam, e a estrela se contrai. Ela é composta por
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um nucleo de carbono e oxigénio junto com um gés degenerado de elétrons, envolvido por uma
camada de hélio. O resfriamento da estrela ¢ muito lento (alguns bilhoes de anos) devido a sua
pequena area de superficie (equivalente a da Terra). Ela é chamada de ana branca, tem massa
aproximadamente igual & do sol e uma temperatura superficial de cerca de 25.000K. Quando
esse processo acaba, a ana branca vira uma ana preta.

Por causa da degenerescéncia no gas de elétrons, a pressao torna-se independente da temper-
atura, e, portanto, vale P = P, ~ pg. Com essa relagdo, a equagdo da massa integral e a do
gradiente da pressao sao suficientes para resolver o sistema de equagoes para M, P e p. Entre
outras, daqui resulta uma relagao entre massa e raio que coincide com valores observados em
anas brancas. A pressdo alta oriunda do gas degenerado contrabalanca o colapso. Por causa da
pequena superficie da estrela, a energia térmica das particulas que se encontram acima do nivel

0%anos. As solucdes para massas diferentes indicam que quando

de Fermi a estabiliza por cerca 1
a massa é M =~ 1,4M, a densidade central diverge e o raio tende a zero. Esse limite é chamado
de massa limite de Chandrasekhar; acima dele, a estrela sofre colapso gravitacional. Em estrelas
com massas entre 8 e 25 massas solares, além da evolugao ser mais rapida, sao fundidos elementos
mais pesados, dependendo de sua temperatura. Quando todo o hélio da gigante acaba, ela se

transforma em supergigante.

Reacoes adicionais em estrelas com temperatura acima de 108K :
B2 44 He — 150 + 4, (2.30)

60 +* He — PNe + . (2.31)

Em estrelas com temperatura acima de 5 x 103K
o420 - HMg44. (2.32)
Em estrelas com temperatura maior que 10°K:
60 4160 — 329 4 4. (2.33)

Finalmente, em estrelas com temperatura de 3 x 10°K, existe queima de enxofre através de
reacoes que produzem elementos com massa proxima a do ferro, o elemento com maior energia
de ligacdo da tabela periddica. Depois disso, a fusao nao é mais exotérmica, e sim endotérmica,
e nao ¢ mais favoravel ao sistema (figura 2.2). Isso ocorre porque a repulsdo coulombiana entre
os protons comeca a influenciar muito, e, como se sabe, ndo se pode ter um niicleo s6 de néutrons

devido ao principio de exclusao de Pauli.
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Figura 2.2: Energia de liga¢ao por ntcleon E/A por nimero A de ntcleons.

Apesar de as reagoes que formam nicleos mais pesados nao contribuirem com quantidades
relevantes de energia para a estrela, elas sdo essenciais para a génese de elementos pesados.
Hoje, existe uma variedade de argumentos em favor da teoria de que, logo depois do Big Bang,
os elementos presentes no universo eram apenas hidrogénio e hélio, enquanto a produgao de
elementos pesados (a partir do carbono) aconteceu e acontece principalmente no interior de
estrelas. Nas explosoes das estrelas em supernovas, esses niicleos entram no espago interestelar.
Geragoes de estrelas mais jovens, que se formam a partir dessa matéria, contém, por isso, uma
fracao cada vez maior de elementos pesados.

Os ntcleos mais pesados que o ferro, os quais sao relativamente raros, provavelmente se
formam através da captura de néutrons pelos niicleos do grupo do ferro. Durante a evolugao
equilibrada das estrelas massivas, a captura de néutrons acontece em média a cada 10*anos. O
tempo de decaimento 8 dos ntucleos instaveis, em geral, é mais curto que essa escala de tempo,
o que favorece a formacao de nucleos estaveis além do ferro, tal como chumbo, até o limite da
instabilidade. Devido & evolucao lenta por captura de néutrons, esse processo é chamado de
processo-s. Condigoes opostas aparecem em casos de concentragoes altas de néutrons. Neles,
a captura de néutrons acontece mais freqlientemente que os decaimentos 3, o que caracteriza
0 processo como rapido, processo-r. Assim sao criados niicleos com ntmero atémico alto, o
que viabiliza a criacao de niicleos mais pesados que o chumbo, especialmente os isétopos ricos
em néutrons. A condicdo de concentracoes altas em néutrons é valida durante a explosao de
supernova. Uma questao recentemente levantada é se esse fenébmeno permanece por um intervalo
de tempo suficientemente longo. Quanto maior a massa inicial da estrela, maior a sua energia

gravitacional e mais rapidamente acontecerdao os processos de fusao.
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2.7 Nova e Supernova

Quando esses processos comegam a acontecer fora do nucleo da estrela, a gravidade a faz
contrair-se de tal forma que os elétrons se tornam relativisticos. A densidade aumenta, e a
energia cinética dos elétrons relativisticos também aumenta a ponto de ocorrer a sua captura
por protons para formar néutrons (decaimento ) e produzir assim um estado energeticamente
mais favoravel:

pt+e —n+u,, (2.34)

dessa forma, os ntcleos dissolvem-se formando um “plasma nuclear", enquanto que a energia
liberada acelera o processo.

A pressao dos elétrons do nicleo estd abaixo do ponto em que ela suporta o crescimento da
massa de ferro, produzido por fusao, contra a gravidade (limite de massa de Chandrasekharl? 10]).
O nicleo, entdo, implode em menos de um segundo e torna-se extremamente quente, chegando
a temperaturas de 10K no fim do processo, produzindo neutrinos. A secdo de choque de
interacdo entre os neutrinos e o nticleo da estrela (a densidades de ~ 10'2g/cm?) é grande o
suficiente para aprisionar os neutrinos por colisoes no nicleo: eles sao “engolidos" junto com o
material em colapso.

Enquanto a matéria do niicleo é comprimida a uma alta densidade, a energia térmica dos
elétrons termalizados e neutrinos aumenta. Mas, como a pressao resiste & compressao, o material
em colapso no nicleo volta em forma de ondas de choque que se propagam perdendo energia (por
perda de neutrinos e fotodesintegracao) e dispersa-se. Quando o material estelar fora do ntcleo
nao é mais suportado por ele, uma onda de descompressao propaga-se para fora da supergigante
na velocidade do som. O material contido na onda demora, em comparagao com a velocidade
da onda de choque, para chegar & superficie da estrela e, ao longo do caminho, vai acumulando
mais material, inicialmente em queda livre, e aquecendo. Forma-se, entao, entre essa regiao e
o nucleo, um espacgo rarefeito que se expande devido ao escape de neutrinos vindos do interior
quente. Entao, através de complexos processos de conveccao e aquecimento dos neutrinos, uma
pequena fracao da energia de ligacao gravitacional do nicleo é acrescentada & onda e fornece a
energia cinética necessaria para a ejecao de toda a estrela com excecao do nicleol3?. Essa ejecao
caracteriza a explosao da supernova.

Além do cenério descrito acima, existe outro mecanismo de acimulo de massa possivel. Para
estrelas que fazem parte de sistemas multiplos, uma ana branca pode acumular massa de sua
companheira, menos massiva, e comecar a queimar o hidrogénio acumulado pelo processo CNO.

Mas, como esse processo acontece em ocasioes instaveis, a estrela acaba explodindo como uma
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nova. Se o acimulo de massa ultrapassar um certo limite, a explosdo como nova nao ocorre,
a estrela comega a fundir carbono, e, devido & alta degenerescéncia dos elétrons, a queima de
carbono aumenta a tal ponto que a fusao de todos os elementos até o ferro acontece quase

instantaneamente. Nesse ponto, a energia liberada pelas reagdes nucleares é maior do que a

energia gravitacional, e a estrela é totalmente dispersa no espaco.

2.8 Estrela de Néutrons

A energia de ligacao liberada na formagao de uma estrela de néutrons equivale a AEg =~
GM?2 ~ 10%6.J, que é maior que o repositorio inteiro de energia nuclear do sol. O que restou da
explosao é chamado de estrela protoneutronica. Em alguns segundos, ela perde seus neutrinos
aprisionados, que levam consigo grande parte dessa energia 33], Nesse ponto, a estrela ja chegou
& sua composicao de equilibrio, contendo predominantemente néutrons. A auséncia, em termos
globais, da repulsao coulombiana tem como efeito uma diminui¢cao consideravel no volume do
nicleo da estrela. A configuracao resultante é comparavel & das anas brancas, exceto pelo fato
de que o “gas de fermi" é constituido por néutrons ao invés de elétrons. A estrela de néutrons
tem um raio menor do que o das ands brancas por um fator m./m, ~ 5 x 1074, o que da, para
uma massa solar M = Mg, um raio R =~ 10km e uma densidade p ~ 10150"%3. A estrela esfria
por um longo processo de difusao de fétons na superficie, que dura milhoes de anos. A energia
gravitacional de uma estrela de néutrons pode ser da ordem de dez vezes sua energia de ligacao
nuclear. Isso ocorre porque a forca nuclear é de curto alcance (da ordem de 10~'m), ou seja,
ela é intensa a pequenas distdncias, mas é praticamente nula a grandes distancias, o que faz
com que uma particula nuclear interaja predominantemente somente com as particulas a sua
volta. J& a interagao gravitacional, de longo alcance, faz com que uma particula sofra a agao de
praticamente de “todas"as outras particulas da estrela.

Para estrelas de néutrons também existe um limite superior de massa, chamado limite de
Tolman-Oppenheimer-Volkoff que, dependendo do modelo, se encontra entre aproximadamente
1,5 e 3 massas solares. Ultrapassando esse limite, a estrela nao se encontra mais em um estado
estavel e colapsa.

Estrelas com massas maiores do que 25 massas solares que, depois da seqiiéncia principal,
viraram estrelas de Wolf-Rayet, em vez de explodirem como supernovas, continuam a colapsar
gravitacionalmente. Esta formado, entdo, um buraco negro, com seu horizonte de eventos, do
qual nem sequer a luz pode escapar. Buracos negros sao, matematicamente, considerados sin-

gularidades nas equacgoes de Einstein, correspondendo, no caso de simetria esférica e estatica a
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aproximagao de Schwarschild[34], cujo raio, no sistema de unidades em que G = ¢ = 1, é dado
por:

R =2M. (2.35)

Buracos negros também sao formados quando uma estrela de néutrons estd em um sistema
bindrio com um parceiro menos denso do qual ela comega a acumular massa. Esse actimulo de
massa aquece a superficie da estrela. Quando essa quantidade é tal que a pressao de radiagao
da superficie contrabalanca a forca gravitacional do material no sentido do centro, é alcangado o
chamado limite de Eddington[35] e determina se a estrela vai se tornar um buraco negro ou nao.
Quando um dos objetos estelares de um sistema binério se transformou em um buraco negro,
o segundo objeto (visivel) permite, através da observacao de seu movimento relativo circular,
provar a existéncia do buraco negro. Nesse caso, o objeto visivel deve ter uma massa maior que
3M,,; para que o sistema seja estével.

Como motivagao do presente trabalho, pode-se dizer que, a partir da formacao de uma es-
trela protoneutrdnica, os modelos como os apresentados nessa dissertacao tornam-se relevantes
para descrever propriedades que determinam suas caracteristicas, sua evolucao e sua transfor-
magao em uma estrela de néutrons. Evidentemente, torna-se necessario, nesse caso, considerar

explicitamente a presenca da temperatura, pois em estrelas protoneutronicas T ~ 102 K.
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Capitulo 3

Uma Breve Descricao de Estrelas de

Neéutrons

Neste capitulo sera feita uma anélise das propriedades das estrelas de néutrons. Também seré
feito um breve comentério sobre sua constituicdo e sobre a maneira mais adequada de descrevé-

las, usando a relatividade geral.

3.1 Composicao

Apesar de seu nome, as estrelas de néutrons sao compostas por uma gama extremamente
rica de particulas. Elas também contém prétons e, como se vera mais adiante, dependendo da
regiao de energia da estrela em questao, é plausivel encontrar, no seu interior, o octeto bariénico
completo, bem como léptons (para estabelecer neutralidade de carga), mésons (mediadores de
interacao da teoria efetiva em questao) e quanta de gauge das interagoes fraca, forte e eltromag-

nética.

3.2 Equacao de Estado

O intervalo de densidades relevantes para estrelas de néutrons é muito grande. Na borda
da estrela, onde a pressao é nula, a densidade é da ordem da densidade do ferro, enquanto, no
centro, a densidade ¢ da ordem de 10%g/cm?.

Podem ser definidas 4 regides de densidade em uma estrela de néutrons e para cada uma
delas se determina uma equacdo de estado apropriada. Para densidades entre 2 x 103g/cm? e
1 x 10'tg/em?, que correspondem & matéria cristalina, aos metais leves e ao gas de elétrons,

¢é usada, em geral, a equagao de estado de Harrison e Wheelerl36l. Para densidades entre 1 x
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10 g/em3 e 2 x 10'3g/em3, que correspondem ainda & matéria cristalina, aos metais pesados e
ao gas de elétrons relativisticos, é muito usada a equagao de estado de Negele e Vautherinl37],
Para densidades entre 2 x 1013g/cm? e 5 x 101°g/em?, que correspondem a matéria de nicleons,
hiperons e léptons relativisticos, ou seja, a matéria constituinte de uma estrela de néutrons, sera
deduzida uma equacao de estado adequada nos capitulos 4 e 5. Como a descricao de matéria

nuclear a altas densidades é o interesse principal desse trabalho, nao serao levadas em conta as

equacoes de estado para a matéria com densidades menores.

3.3 Aspectos da Relatividade Geral

O principio fundamental da relatividade geral diz que uma lei permanece valida quando é
invariante frente a transformacoes de coordenadas em um sistema de referéncia. Einstein, ao
elaborar a teoria da relatividade geral, combinou componentes espaciais e temporais em quadriv-
etores, como, por exemplo, na composicio do elemento diferencial dz* = (cdt, dx1,dws, dz3)T =
(cdt, dz, dy, dz)T, onde T' é o operador de transposicao. Esse diferencial, em relagdo a um novo

referencial, transforma-se de acordo com

3
u! iz
da — Ox da Ox
oxY oxY
v=0

dz”, (3.1)

onde indices que aparecem duplicados indicam uma soma, conhecida também como convencao
de Einstein. Na relatividade geral, as componentes novas de um quadrivetor dependem das
componentes do sistema de coordenadas espaciais e temporais originais. Essa propriedade ja
estd presente na relatividade restrita, ao contrério da fisica cléssica, em que espago e tempo
sdo tratados como grandezas independentes. A equacdo anterior, apos ser derivada em re-
lacdo ao tempo proprio 7, fornece uma grandeza relevante para a hidrodindmica relativistica,
a quadri-velocidade U* = %(onde dt ¢é o diferencial de tempo no sistema referencial onde vale
di = (dz,dy,dz)T = 0 para as diferencas espaciais), que sera utilizada na secio seguinte. A
relatividade geral, além de possibilitar velocidades relativas entre sistemas referenciais, também
permite aceleragoes relativas. A quadri-aceleracao é a derivada da quadri-velocidade em relagao

ao tempo proéoprio

! w! 2./
au*’  Ox e 0°x v (3.2)

W -
A dr oxV + oxvor

ou seja, o segundo termo do lado direito da equagao (3.2) é igual a zero quando os coeficientes da
transformagao sao constantes, como, por exemplo, na transformacao de Lorentz da relatividade

restrita. Entdo, entende-se que a contribui¢do da segunda derivada na equacao (3.2) é um efeito
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nao inercial, ou seja, um efeito que aparece caso dois referencias se encontram em aceleragao
relativa.

De fato, é mais conveniente formular o principio de equivaléncia de forma invertida: efeitos
gravitacionais sao idénticos, em sua natureza, aos que surgem na presenca de aceleragao. Uma
das conseqiiéncias desse raciocinio é que nao existe diferenca entre massa inercial e massa gravita-
cional. Por inteireza, serao dadas, explicitamente, as duas formas do principio de equivaléncia[38].
Na relatividade geral é valido o denominado principio fraco de equivaléncia: FEssa
forma do principio refere-se apenas ao espago-tempo. Em qualquer campo gravitacional e inde-
pendente da sua intensidade, um observador em queda livre ndo observa efeitos gravitacionais
quando forgas, como as responsaveis pelas marés, devido & nao-uniformidade no campo grav-
itacional, sao despreziveis. Nesse caso, o espago-tempo é o da relatividade restrita, ou seja, o
espago-tempo de Minkowski. Note-se que, para a discussao dos graus de liberdade microscépicos,
se aplica a forma fraca do principio de equivaléncia. Consequentemente, basta abordar a fisica
microscopica, utilizando o formalismo apenas compativel com a relatividade restrita, porque, na
abordagem presente de campo médio, a teoria apresenta-se como uma teoria de particulas livres,
ou seja, de um gés ou fluido ideal, e, portanto, apenas a determinacao das grandezas globais

precisa de um tratamento em bom acordo com a relatividade geral.

Na relatividade geral também é valido o principio forte de equivaléncia: Fssa forma
restringe a forma anterior levando em conta que todas as leis da fisica sao representadas da mesma
forma num referencial em queda livre (referencial inercial), como na auséncia de gravitagao.
Essa forma do principio de equivaléncia é crucial, no sentido que garante a deducao das leis
na sua validade geral a partir do conhecimento do comportamento de um sistema fisico em
relacdo a um referencial no qual vale a relatividade restrita. Isso corresponde ao procedimento
usualmente adotado na descricdo da matéria nuclear no contexto da relatividade restrita e as
suas conseqiiéncias para objetos estelares, neste caso estrelas de néutrons.

Entao, para um sistema referencial sem efeitos aparentes de gravitagao (ou seja, aceleragao),

vale:
A2zt
dr2

= 0. (3.3)

Utilizando-se as transformacoes para grandezas infinitesimais (3.1), resulta a equagao dinamica

da relatividade geral conhecida também como geodésica:

2z dz® dz?
e — - = 4
dr? thap dr dr 0, (3-4)
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com a conexao afim, Fgﬁ, que descreve a contribuicao da curvatura como o gradiente das coor-
denadas localmente planas (z#) em relagao as curvas (z*/),

o%xv Ozt

W
B GragaB v

(3.5)

A derivacao das transformagcoes para quadrivetores pode ser estendida para escalares e ten-
sores. O caso dos escalares ¢é trivial em decorréncia do fato que o produto escalar de quadrivetores
Adr? = Juvdztdr” = gl’wdw“’ dz”'" é invariante de Lorentz. A generalizacao de vetores para ten-
sores muda de um referencial para outro, compensando, para cada componente, a dependéncia
nas coordenadas antigas. O tensor métrico utilizado para determinar as grandezas invariantes

obedece a lei de transformacao:
1 v
Gop = OuF 0" g (3.6)
af T gyl §pBrIHY :
0 que garante a invaridncia de grandezas escalares que surgem por contracao dos indices (soma
sobre respectivas componentes com ocorréncia de indices duplos). A partir dessa equagao, resulta

a relagao entre a conexao afim e o tensor métrico

9y
8.73!;1: - iugay + Fé\aygﬁu (37)

Nessa dissertagao, o modelo hadrénico sera elaborado utilizando-se a métrica de Minkowski:

1 0 0 0
0 -1 0 0
uv = s (3.8)
0o 0 -1 0
0 0 0 -1

que apos a transformagao para um referencial com coordenadas curvas, no caso presente, respei-
tando simetria esférica e estacionaridade (como seréa discutido mais tarde), resulta no modelo de
Schwarzschild para uma estrela de néutrons.

Nos modelos introduzidos nos capitulos 4 e 5, aparecem os quadri-operadores de derivadas
que permitem construir grandezas como densidades de correntes, de interesse na discussao da
hadrodinamica relativistica, e leis de simetria como a conservac¢ao do numero bariénico (o analogo

nuclear & conservagao de carga da eletrodinamica). Conforme a relatividade, as quadri-derivadas

sSa0:

0

Det O

2 Oy )

8“:aiu: 6; - = 7, (3.9)

- 8, Y

o

92 9:
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A grandeza quadri-densidade de corrente pode ser escrita como j* = (pc,f)T, onde p &

a densidade usual de particulas e j é a densidade de corrente com as suas trés componentes
espaciais. A equacdo de continuidade, que pode ser interpretada também como uma lei de
conservagao, reduz-se, na sua forma invariante relativistica, a quadri-divergéncia da quadri-
densidade de corrente d,,j# = 0. Uma lei de conservacao presente em teorias de todas as escalas,
macroscOpicas e microscopicas, é a lei de conservagao de energia e momentum linear. No contexto
do modelo microscopico hadronico, definido através de uma densidade lagrangeana, a grandeza
correspondente é o chamado tensor de (densidade) energia-momentum, que contém nos termos
diagonais, em particular no termo com indices 00, a densidade de energia e, nos demais termos,
a pressao, analogamente as componentes do vetor de Poynting do eletromagnetismo.

E essa grandeza que permite estabelecer uma relacdo entre matéria e campo gravitacional.
O limite mais simples ¢ o de um campo estacionario (independente do tempo) e fraco. Em
aproximagao de primeira ordem, 7 pode ser substituido por ¢ e a parte espacial da equagao
dindmica se reduz a:

it 4 Ty = 0, (3.11)

onde T, = % g (0+0— %33019 ). A equagao de movimento se reduz, entdo, a segunda lei de Newton
z= —%ﬁggo com um gradiente de um potencial no lado direito da equagdo. O fato de que a
componente ggo aparece no lado direito indica que a grandeza deve ser um tensor de ordem 2.
Conservagao de energia-momentum é expressa na forma 9,7"" = 0 (prova no capitulo 4).

O tensor energia-momentum pode ser determinado para um fluido perfeito. Devido & auséncia
de interagoes entre elementos do fluido, nao existem componentes de cisalhamento, ou seja, todos

os elementos da matriz com ambos os coeficientes espaciais nao diagonais sao nulos. No referencial

de repouso relativo ao fluido, o tensor energia-momentum se reduz a uma forma diagonal:

olm

T =

0

P
: (3.12)

0

0

N o o o

0
0
P
0

o o O

onde a pressao é uma manifestagao do fluxo de momentum nas respectivas diregoes. O fluido em
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movimento é, entao, associado ao tensor de energia-momentum para um fluido perfeito apés a
transformagao de Lorentz,

™ = (Z +p)UHU" — pg"”, (3.13)

com UHU, = 1. Na presente discussao, como a abordagem de campos médios torna a teoria

pseudo-livre, o tensor de energia-momentum relevante é exatamente o de um fluido perfeito.

3.4 Topicos da Relatividade Geral na Astrofisica

A partir da determinacao do tensor energia-momentum, pode-se obter as equagoes dindmicas

levando em consideracao os campos gravitacionais; essas equagoes dindmicas contém termos

. L. 2 g1V L. R
envolvendo segundas derivadas do tensor métrico gxg 75 A tnica possibilidade de estabelecer-se
«@

um tensor linear nas segundas derivadas da métrica tem a forma (34,

_ dFZW drlotﬁ

H 7
Raﬁ"/ - d.’IJB dx,y + Fdﬁ]‘—‘f/—oé — Fg’YF,%ON (314)

e é chamada de tensor de Riemann. A existéncia de um tensor de Riemann, cujos termos
envolvendo as segundas derivadas nao desaparecem, implica na curvatura do espago-tempo. O
tensor de Riemann, por sua vez, tem ordem quatro. A reducdo para uma grandeza de ordem
2 é dada pela contragao do tensor de Riemann, que resulta no tensor de Ricci R,g = RZW e
adicionalmente no escalar de curvatura R = ¢®? R,p3. A partir do tensor de Ricci e do escalar de
curvatura, pode-se construir uma equacao cuja quadri-divergéncia é nula e tem uma estrutura
semelhante & do tensor de energia-momentum

1
G = R — - g" R, (3.15)

Conservagao de energia-momentum implica sua quadri-divergéncia nula, o que indica a pro-
porcionalidade entre o tensor de Einstein e o de energia-momentum e define as equagoes de

Einstein:

B 8rG

G =
ct

T (3.16)

As solugoes dessas equagoes determinam, para um dado tensor energia-momentum, o tensor
métrico associado que, no limite de campos fracos e estacionarios, se reduz & expressao cléssica
de Newton, como indicado previamente. O significado dos termos adicionais pode ser entendido,
contraindo-se as equacoes de Einstein, o que resulta em uma relagao entre o invariante do tensor

energia-momentum 7' e a curvatura escalar:

R="7"T (3.17)



Isso permite escrever o tensor de Ricci em termos do escalar T" e do tensor energia-momentum:

817G 1
R = 24 (T — 59" 7). (3.18)

A expressao de T' para um fluido perfeito ¢ 7' = ¢ — 3p, o que resulta em uma equagao de

Poisson modificada para o potencial de gravitacao
V2 = 4:—5 (g + 3p) . (3.19)

Entao, para um gas de particulas que se movimentam com a mesma velocidade u, a densidade
efetiva de energia é 6(1_|_%22)7 o que mostra que um fluido dominado por radiacao gera uma atragao
gravitacional duas vezes a do limite newtoniano.

O tensor energia-momentum para um fluido perfeito é util para fazer contato com as equacgoes
da termodinamica estatistica, que serao utilizadas para caracterizar propriedades da materia nu-
clear e da propagacao do som, que é correlacionada com a compressibilidade da matéria nuclear
(tema principal dessa dissertagao). Utilizando-se a forma especifica da quadri-velocidade re-
duzida, U* = ~(1, E)T, onde ﬁ sao as velocidades das particulas divididas pela velocidade da
luz, e inserindo essa forma na equacgao de conservacao, ou seja, a quadri-convergéncia do tensor
energia-momentum, 0,T"" = 0, pode-se manipular o resultado, utilizando a chamada derivada
convectiva % = % + Eﬁ =y~ tUL9,,.

As equagdes que resultam da conservagao de energia-momentum tém uma interpretacao. Para
os componentes espaciais u = 1, 2,3, 9, T fornece a generalizacao relativistica da equacao de

Euler para conservagdo de momentum linear na mecéanica dos fluidos:

|

G=- (Vp + pp), (3.20)

t 7?(e/c +p)

QU

onde p = %. A componente temporal resulta na expressdo generalizada da conservagao de

energia:

- =

d [ 45 (€ ) 9
— - =p— Vg. 3.21
— (1 (C+p)) =p— (/e +p)VB (3:21)
O significado dessa equacao torna-se mais transparente quando combinado com a lei de con-

servacao de niimero de particulas:
B, J" = 8,(nUM) = 8, (yn(1, B)T). (3.22)

A lei de conservagao de energia pode ser reescrita na forma:

% (W) _ jn, (3.23)
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para um fluxo estacionario.

direitos a:

No limite nao-relativistico, para momenta e temperaturas moderadas (p << €¢/c, T' ~ 300K
e v — 0), as equagoes para conservacao de energia e de momentum reduzem-se nos seus lados

Vp+pp
€ Y

[§]

(3.24)
p— 665

(3.25)
Substituindo p nos dois casos e seguindo argumentos motivados pela andlise dimensional,
resulta entao:

(3.26)
. p
‘p’ ~

é:

(3.27)
onde L e T sao escalas caracteristicas de comprimento e de tempo para variagoes no fluido. O
quociente % caracteriza a velocidade interna V' = % Entao, a ordem de grandeza dos dois termos

<
=
n\<‘0\e

(3.28)
O termo |[p| é desprezivel quando o fluido é completamente nao-relativistico. As equagoes
para o momentum linear e a energia sao entao simplificadas para:

v 1
w _ 1 2
g pr (3.29)
dp _ 3

— V7
dt PV,

(3.30)
0 que representa, respectivamente, conservacdo de momentum e de massa. A densidade p é

definida em termos da densidade de repouso pp e da energia interna por massa €,,:

€
P:PO<1+CL;>7

onde a densidade de repouso é pg = nm. O limite nao relativistico de

(3.31)
P
(e/e+ P) (3.32)
Po
tende a
€m P 1,
1+ =+ —+= 3.33
et a Tt (3.33)
e, portanto, a forma nao relativistica da equagao de conservacao é:
d p 1, P
el 24z = 3.34
o (em—i-po—i—zv) . (3.34)
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que pode ser reescrita na forma:

6815 (nem + 202) = -V <n17 <6m + U;) + P17> ; (3.35)

essa equagao é interpretada como a variagdo da densidade de energia cinética que responde a
uma densidade de corrente de energia cinética mais uma taxa de trabalho.

Propriedades de fluidos sao descritas, além das equagOes citadas, pela equagdo de estado.

Quando a densidade de massa de repouso é py = >, m;n;, onde a soma percorre todas os tipos

diferentes de particulas:

L =)o ). (3.36)

2

Para um gas frio, I' é determinado pela razao dos calores especificos (= 5/3) para um gas
. . . . . . ~ 2 ~

monoatémico. Para um fluido ultrarelativistico dominado pela radiagdo com P = Z-, entao

I'= %. Entende-se o papel de I', considerando uma mudanga adiabatica, em que a deformacao

de um elemento de fluido é dada por AE = —pAV. A energia pode ser escrita entao como
E = pc?V, e, utilizando % = f%, resulta a generalizagao da relagao adiabatica:
(p = po) o< P o py. (3.37)

Inserindo essa relagao na versao relativistica de Bernoulli

Ty
\Pre) (p 02) = cte. (3.38)
Po
resulta a relagao
r—-1
yox P T (3.39)

para um fluxo estacionério de um fluido dominado por radiagdo. Entdo, uma queda de pressao
tem como conseqiiéncia que um plasma relativistico converte energia interna em movimento
relativistico.

A linearizacao das equagOes para os fluidos permite derivar a velocidade do som nesse meio.
Considerando-se perturbagoes infinitesimais de cada grandeza p — p + dp, ..., subtraindo a
grandeza sem a perturbacao, levando em consideragao apenas a primeira ordem e supondo que
o estado original tem densidade constante, pressao e velocidade nulas, as equacoes assumem a
forma:

9 5 = —%ﬁéP (3.40)
ot Ptz

C

a P —d
e (,)tép——<p+62>V5

<!

(3.41)
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A velocidade perturbada pode ser eliminada, inserindo-se a segunda equacao na divergéncia

da primeira que resulta em uma equagao de onda

dp\ 0%(9p)

2

op) — | == =0; 3.42
V0 - (55 ) Sp =0 (3.42)
entao a velocidade de som é determinada por c?g = %—5, que é o mesmo resultado de uma

abordagem néo relativistica. Conseqiientemente, a velocidade de som num fluido dominado por
radiacao tem uma velocidade de som cg = %
3.5 Aplicacao da Relatividade Geral em Estrelas de Néutrons

Estrelas de néutrons sao as menores e mais densas estrelas conhecidas. Elas tém, tipicamente,
uma massa de 1,4 massas solares e um raio de ~ 10km, o que resulta numa densidade de

0'6g/em3. Numa concentracio tao grande de massa, a curvatura do espaco

aproximadamente 1
tempo tem de ser levada em conta, ou seja, propriedades macroscépicas da estrela devem ser
contempladas pela teoria da relatividade geral.

No espago vazio em torno de uma estrela estatica e esfericamente simétrica, a solucao para

as equacgoes de Einstein resulta na métrica de Schwarzschild[34l (considerando-se o sistema rela-

tivistico de unidades em que G = ¢ = 1):

-1
dr? = gudatdx” = (1 — 2GM> dt® — <1 — 2GM> dr? — r2d6* — r?sen®0do?. (3.43)

r T

Para o interior da estrela, tanto o tensor de Ricci como a curvatura escalar dependem da
matéria incluida numa esfera com raio r, conforme a lei de Gauss . Tomando-se as equacoes de
campo de Einstein, com constante cosmolégica nula, compatibilizadas com o limite newtoniano
da teoria e considerando-se a solugao de Schwarzschild citada acima, derivam-se as equagoes de
Tolman-Oppenheimer-Volkoff:

e (1) () (-2 e

T
e M(r)= / 47r1"'26(r')d7“', (3.45)
0
que também pode ser escrita, em forma diferencial, como

dM (r)

e 4rrie(r). (3.46)

Nas equagoes acima, P(r) é a pressao no raio r, e(r) é a densidade de energia incluida na

esfera de raio r e M (r) é a massa contida no raio r. As equagoes de Tolman-Oppenheimer-Volkoff
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tornam-se singulares para r = 2M. Assim fica definida uma massa maxima para uma estrela de
néutrons, acima da qual ela se transforma em um buraco negro. No capitulo 6, serd determinada
a massa méaxima de uma estrela de néutrons para varios modelos.

As equagoes de Tolman-Oppenheimer-Volkoff descrevem o balango da pressao de degenerescén-
cia dos néutrons e da gravidade de estrelas de néutrons nao rotantes a temperatura zero. Ao
desprezar os trés fatores da direita na equagao (3.44) (corregoes relativisticas), recupera-se a

equagao de equilibrio hidrostético classica (2.11).

3.6 Estabilidade

As solugoes das equagoes de Tolman-Oppenheimer-Volkoff correspondem a configuragoes este-
lares que estao em equilibrio hidrostatico, ou seja, correspondem a um minimo ou a um maximo
na energia. Mas equilibrio hidrostatico nao assegura estabilidade estelar. Entao, precisa-se de
um critério para assegurar que existem regides de estabilidade. Pelo principio de Le Chate-
lier, pode-se afirmar que, ao longo do continuo de configuragoes de equilibrio correspondentes
a equacao de estado que satisfazem & condigdo de estabilidade microscopica da matéria, vale a
relacao:

dp
Z>o. 4
20 (3.47)

Existem, entao, duas configuracoes estaveis frente a modos radiais de oscilagdo: uma para
anas brancas e uma para estrelas de néutrons (figura 3.1). Entre elas existe uma regiao in-
stavel. Estrelas nessa configuracao, quando sujeitas a modos de vibragao, ou fora dessa regiao,
desmancham-se ou colapsam em estrelas de néutrons. Para densidades menores do que a das
anas brancas, existe uma grande regiao de instabilidade e, mais além, a regiao estavel das anas
marrons e dos planetas. Para densidades maiores que a das estrelas de néutrons, existe uma
grande regiao de instabilidade e, mais além, a regiao estavel dos buracos negros.

Uma condicao necessaria, mas nao suficiente, para a estabilidade estelar é:

M (e.)
>0 (3.48)

que pode ser entendida através da figura (3.1), onde E. é a energia central da esterala. Considere-
se uma estrela cuja massa encontra-se perto de um maximo e suponha-se que o equilibrio seja
perturbado de forma que a densidade central aumente, levando a estrela para um ponto fora
da curva. Para estar em equilibrio com essa nova densidade central, a estrela deveria ter uma
massa correspondentemente maior. Como a estrela nao ganha massa, esse déficit faz com que a

gravidade contrabalance o aumento de pressao central. Essa pressao adicional, por sua vez, faz
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Figura 3.1: Massa por densidade de energia central

a estrela retornar & posicao inicial. O mesmo acontece se a perturbagao faz a densidade central
diminuir.
O ponto de mudanca de uma regido estavel para instével, e vice-versa, é representado por:

OM(e.)
e = 0. (3.49)

Caso a estrela que sofre a perturbagao nao esteja em uma regiao estavel, a for¢a (agora causada

pela diminuigao da pressao) provoca um colapso por causa do gradiente negativo

M (e.)

5 <0 (3.50)

3.7 Neutralidade Elétrica

Estrelas de néutrons sao eletricamente neutras. Para prova-lo, considere-se uma particula de
carga elementar situada na borda da estrela com carga elétrica de sinal igual ao da carga liquida
da estrela. Para que essa particula nao seja expulsa pela estrela, a forca gravitacional deve ser
maior do que a forga elétrica entre a particula e a carga liquida:

GMm Zliq.€2
R - R

(3.51)

onde G é a constante gravitacional, M é a massa da estrela, m é a massa da particula, R é o

raio da estrela, Zj;, ¢ a carga liquida da estrela e e ¢ a carga elementar.
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Como a massa gravitacional da estrela é menor que a sua massa barionica, pode-se escrever:

G(Am)m - GMm - Z1iq.€2

T2 72 Rz (3.52)
onde A é o numero de barions na estrela. Entao:
leq Gm2 —36
< ~ 107°°. 3.53
1 > (3.53)

Portanto fica provado que a carga elétrica por particula é praticamente nula em uma estrela de

néutrons.

3.8 Equilibrio Quimico

Para encontrar o estado de equilibrio de um sistema, nao se precisa conhecer o caminho que ele
tomou para chegar l4, mas somente as componentes A; das reagoes quimicas que sao conservadas

na escala de tempo evolutivo da estrela. Uma reagao quimica genérica pode ser escrita como:
a1Aq + asAs = azAs + as Ay, (3.54)

onde o0s a; representam a quantidade numérica dos A; envolvidos no processo. Colocando todos

os termos & esquerda da equagao:
> aidi =0, (3.55)
i

onde um sinal negativo ou positivo nos a; significa que o A; correspondente estava antes respec-
tivamente no lado direito ou esquerdo do ponto de equilibrio. O mesmo vale para os potenciais
quimicos:

E ai; = 0. (3.56)

i
Como se veréd a seguir, o niimero minimo de potenciais quimicos necessarios para expressar
qualquer potencial quimico corresponde ao ntimero de quantidades conservadas no sistema. No

caso considerado nessa dissertagao, as quantidades conservadas sao duas: carga elétrica e ntimero

bariénico. Essas quantidades conservadas sdo expressas respectivamente na forma:

N
Z A;Ge; = 0 (357)

N
Z a;qp; = 0, (3.58)
i
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onde ge; e qp; sdo, respectivamente, carga elétrica e nimero barionico. Obtém-se, entao, duas

equagoes e N variaveis, ou seja, N-2 varidveis independentes:

N
a1Ge1 + a2gez + Y @igei =0, (3.59)
i#£1,2
e
N
aiqer + a2qp2 + Z aiqpi = 0. (3.60)
i#1,2
Considerar-se-a, por razoes de conveniéncia, o caso particular no qual o elemento 1 é um
néutron (ge1 = gen = 0 € gy = @ = 1) € o elemento 2 é um elétron (gez = - = —1 €

db2 = Gpe— = 0). Nesse caso:

N
—0e- t Z aigei = 0, (3.61)
i#1,2
N
an + Y aigy = 0. (3.62)
i#1,2
Reescrevendo (3.56):
N N
Zai,ui = Q- fle— + Qpfin + Z a; i = 0. (3.63)
i i#e~,n

Substituindo (3.61) e (3.62) em (3.63):

N N N
Z AiGeifbe— — Z @iQpifin + Z a;p; =0, (3.64)
i#e~,n i#e=,n i#e,n

e rearranjando os termos:

N N N
Z aijl; = Z aiQpifin — Z AiQeifle— - (3.65)

i#e~,n i#e~,n i#e~,n
Para que essa equacgao seja vélida:

[ti = Qviftn — Geifle— (3.66)
ou seja, os potenciais quimicos de todas as outras particulas podem ser colocados em funcao dos
potenciais quimicos do elétron e do néutron. A equagao (3.66) serve para estabelecer a equagao
de equilibrio quimico para o proton (g, =1 € gep = 1):

[p = Hn = fe— - (3.67)

Para provar a validade do resultado, essa expressao é obtida de outra forma no apéndice A. A
partir da equagao (3.66), encontram-se as relagoes de equilibrio quimico para todas as particulas

presentes na estrela. Para o mion (gp, = 0 e g, = —1):
o =t (3.68)
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Para o X7 (gps+ = 1 e g+ = 1):

fs+ = fn — fle— - (3.69)
Parao X7 (gx- =1 e ¢xn- = —1):
fs- = Hn + fle— - (3.70)
Para 0 39 (gyz0 = 1 € g0 = 0):
50 = [in - (3.71)
Para o 27 (g=- =1 e qu=— = —1):
Hz- = fin + fle- - (3.72)
Para 0 Z° (qyz0 = 1 € =0 = 0):
=0 = [y - (3.73)
Para o A (gpan =1 € gep = 0):
UA = [y - (3.74)

3.9 Temperatura

Todos os modelos, nesse trabalho, serao desenvolvidos & temperatura zero. Nota-se que T' =0
simplifica a discussao pelo fato de nao necessitar do uso da entropia do sistema. Para estrelas
de néutrons (T ~ 101K ~ 1MeV), essa é uma aproximacio razodvel. Mas tal aproximacgao
ja nao seria indicada caso se estivesse tratando de estrelas protoneutrénicas (7' ~ 102K ~

100M eV/)139; 40, 41]

3.10 Pulsares

Quando uma estrela explode como uma supernova, devido & conservacao de momentum an-
gular e de fluxo magnético, a estrela de néutrons restante (que tem um raio muito menor do que
a supergigante) adquire alta velocidade de rotagdo e campos magnéticos intensos, cujo eixo em
geral ndo coincide com o eixo de rotagao da estrela. Os pulsares recebem esse nome devido a
emissao de energia em certas direcoes que, devido a rotagao da estrela, é detectada como pulsos.
Eles tém periodos que variam de mili-segundos a segundos e freqiiéncias que vao desde a emissao
de radio até raios gama. Com o decorrer do tempo, os pulsares diminuem sua freqiiéncia de ro-

tagao porque perdem energia por emitir radiagao, até que chegam a um ponto chamado de linha
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da morte, quando param de emitir. Eles podem existir em sistemas binarios e também podem
acumular massa de seu companheiro, o que aumenta seu tempo de vida. Apesar de estarem
desacelerando, alguns pulsares sofrem pequenas aceleragoes, chamadas de glitches, causadas por
pequenos “estrelemotos” alteracbes na sua estrutura interna que poderiam ser explicadas como
decorrentes de transigoes de fase (da matéria de hadrons para a matéria de quarks) ocorridas no

interior da estrela, entre outras possibilidades.
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Capitulo 4

Modelo de Walecka

As propriedades de uma estrela de néutrons dependem da equacao de estado da matéria
nuclear em densidades maiores do que as observadas em um niicleo ou em cendarios criados em
laboratorios como, por exemplo, colisoes de ions pesados. Além disso, na matéria nuclear comum,
os niicleons mais rapidos ja tém uma velocidade cerca de um quarto da velocidade da luz. Para
descrever esse sistema, utiliza-se a teoria quantica de campos, uma teoria local (ou pseudolocal).
A teoria da relatividade geral se reduz, no limite local, a relatividade restrita. Portanto, como ja
foi justificado pelo principio da equivaléncia, é suficiente abordar a parte microscoépica, utilizando
a relatividade restrita. E essencial, entdo, ter um modelo para a fisica nuclear que incorpore os
principios da covaridncia de Lorentz e a relatividade especial, ou seja, é importante manter
a relacao correta, do ponto de vista de covaridncia, entre energia e momentum linear, bem
como considerar a propagacao causal de sinais no meio nuclear. Uma teoria covariante precisa
conter antiparticulas e, conseqiientemente, o vacuo quantico adquire um carater dinidmico. Essa
teoria de muitos corpos é a teoria quantica de campos renormalizada, baseada em densidades
lagrangeanas que sao invariantes de Lorentz locais, e o modelo usado é a hadrodindmica quéntica
(QHD), na qual os graus de liberdade s@o os campos de béarions e mésons.

A seguir, discutir-se-4 o modelo de Walecka, um modelo da hadrodindmica quéntica que busca
descrever um sistema nuclear de muitos corpos, considerando que os barions (nticleons) interagem
através da troca de mésons. Esse modelo estd em concordancia com a formulagao de Yukawa,
ou melhor, no caso estacionéario e com simetria esférica, reduz-se a ela. Nessa formulacao é
definido um potencial efetivo nuclear composto por dois termos: um relacionado ao méson w,
que representa a repulsao entre dois bérions a curta distancia, e outro relacionado ao méson o,

que representa a atrag@o a longas distancias, caracteristicas principais da interagao forte no nivel
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hadrénico:

me”r MmeT

_ gt gste”
AT 7 A7 r

Vers(r) (4.1)

Deve-se salientar que o méson o é ficticio. Ele representa as componentes escalares atrativas
de longo alcance da forga forte, atragao essa que ocorre, por exemplo, via troca de dois pions.

Tanto nesse modelo quanto nas suas extensoes abordadas nessa dissertagao, seréd adotado o
Sistema Natural de Unidades no qual a velocidade da luz (c¢) e a Constante de Planck (%) sao
iguais & unidade. Para reproduzir os resultados no sistema SI, as correspondentes grandezas

determinadas neste trabalho devem ser multiplicadas por uma combinagao dessas constantes.

4.1 Densidade Lagrangeana

Os barions sao representados pela densidade lagrangeana de Dirac (porque sao férmions), pelo
campo espinorial ¢ e tém massa M. O méson o é representado pela densidade lagrangeana de
Klein-Gordon (porque é um béson escalar e iso-escalar), pelo campo o e tem massa m,. O méson
w é representado pela densidade lagrangeana de Proca (porque é um béson vetorial e iso-escalar),
pelo campo w e tem massa m,. Montar-se-4 a densidade lagrangeana de Walecka[42], juntando
os trés termos com o termo de interacao, que é definido supondo-se que o méson escalar se acopla
4 densidade escalar dos barions através de g,11bo (onde g, é a constante de acoplamento o N )e

que o méson vetorial se acopla & corrente de barions (conservada) através de g1y, ¢w* (onde

Jw ¢ a constante de acoplamento wN) 43, Com isso pode-se definir a densidade lagrangeana de
Walecka:

(7 1z 1 12 2.2 1 124 L o H 7, 7, H
Ly = 1 (iy,0 fM)@Dng(aMU@ oc—mzo°)+ <—ZFWF —|—§mwwuw ) +(go Vo — guyuhwt),

(4.2)

que pode ser escrita ainda na forma:

_ 1 1 1
Lw = 1/;[%(@’8“ — gowt) — (M — gaa)]z/} + 5(8u08“0 —m2o?) — ZFWFW + imiwuw“, (4.3)

onde

FF = 9luw? — §¥wh, (4.4)

Como pode ser visto, nessa densidade lagrangeana, o maior mérito do modelo de Walecka é a
sua simplicidade formal. Embora simples, esse modelo mostra-se eficiente na descri¢ao de varias

propriedades da matéria nuclear em densidades tipicas, como sera visto a seguir.
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4.2 Equacoes de movimento

Tratando o sistema de muitos corpos como um sistema mecanico com infinitos graus de

liberdade, pode ser feita uma analogia com a mecénica classica de uma particula sob a acao

de um campo de potencial. O campo passa a ser descrito por um funcional, e as equagoes de

movimento sdo obtidas a partir da densidade lagrangeana através do principio variacional. Uma

vez definido o modelo através da densidade lagrangeana, obtém-se, via o principio hamiltoniano,

aplicando a essa as equagoes de Euler-Lagrange, as equagoes dindmicas para o modelo de Walecka

(conhecidas na mecénica classica, como equagoes de movimento).

4.2.1 Para o campo o
A equacao dindmica para o campo escalar, incluindo os termos de interacao, é
oL oL
— = Ol zg7—=)=0
do 0(0,0)
Vgoth —mio — 9,(0"a) =0

(0u0" +mg)o = Vgoth,

que é a Equacao de Klein-Gordon com fonte escalar g,1).

4.2.2 Para o campo w

De forma analoga, obtém-se para o campo vetorial:

oL ., ( oL \
gon (a(aw)) =0

Como mencionado anteriormente, o espaco-tempo é localmente plano, entao vale:

F = F*

(=g FwF™) (=g(F*™)*) 1, 0(F™) 1 _,00"" —0"w"

o(vwr)  9(0vwr) 20 O(0vwH) 2 (oY wH)
—1FuF™) 1 (8(8“w”) 8(8”w“)> 1

sorwn — 2 \a@wn " a@ren) = 28 Gl

onde &, ¢ o operador que troca p por v e v por u. Assim resulta:

O(—LF, Fr) 1
AL = (FVF - P,
(O wh) 2 )

Como o tensor F*¥ & anti-simétrico sob troca de indices:

FVH — _ v
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O(—L1F,, Fr) 1

=——(—F" —F"Y=F" = F,,. 4.14
(@ wh) 5 ) " (4.14)
Substituindo a derivada em (4.8):
~ Vgt +miwy — 0" (Fu) =0 (4.15)
_8VF/J,I/ + miwu = gwi’%ﬂ/’a (4'16)

que é a Equacao de Proca com fonte vetorial g,1y,1, ou seja, com corrente barionica no lugar

de corrente eletromagnética (como na eletrodindmica quantica):

By = Y. (4.17)

Para provar o importante principio da conservacao de corrente bariénica, ainda é preciso

desenvolver mais duas equagoes de movimento. Esse procedimento seré feito no apéndice A.

4.2.3 Para o campo )

Para o hermitiano conjugado do campo espinorial, vale

Ye or
w7 <a<aw>> =0 (4.18)
[y (i0" = gowh) — (M — go0)]1p =0, (4.19)

que é a Equacao de Dirac na presenca dos campos vetorial w e escalar o.

4.2.4 Para o campo

Analogamente, obtém-se para o campo espinorial:

oL oL
5~ & (6(8%)) - 420
1/_’[ - 'Y,ugwwu - (M - gcrg)] - 3”(@[)7@) =0 (4-21)
D[ (i0" + gowh) + (M — goo)] =0, (4.22)

onde a seta, apontando para esquerda na equacao acima, indica que a derivada estd atuando no
elemento a sua esquerda. A equagado obtida é a Equacao de Dirac adjunta com campos vetorial
e escalar. Essa equagao de movimento nao serd usada daqui em diante, porque é apenas a
conjugada da equagao (4.19) e nao trard nenhuma informagao adicional além das obtidas através

da equacdo para o campo ).
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4.3 Tensor Energia-momentum

A definicao do tensor energia-momentum surge, a partir do principio variacional, na teoria

quéntica de campos, como uma quantidade que é conservada no tempo, sendo dado por:

oL
TMV = _Eguy + Z W 8,,6277, (423)
n n

onde @, ¢ um campo genérico e g, € o tensor métrico de Minkowski:

10 0 O
0 -1 0 0
Guv = (4.24)
0 0 -1 0
0 0 0 -1
Obtém-se, para o sistema nuclear, utilizando-se a densidade lagrangeana de Walecka:
Ty = — [15 [79(2'89 — gow?) — (M — gga)]d) + %(890890 —m2o?) - iF‘%FW’ + %miwgwe} G
+(0,0)0y0 — (Fup) 0w + (7,1) 0,0 (4.25)
Usando a equagao de movimento do campo 1, o primeiro termo desaparece, restando:
Tw= — [%(890600 —m2o?) — %Fg(bFed’ + %miwewe] Guv
+0,00,0 + Fp,0,w" + it)y,0,1, (4.26)
ou seja
Ty = %[ — 0900’0 +m20? + %F9¢F9¢’ — miwewe]gw
+0,00,0 + Fp 0w + i1)y,0,1. (4.27)

Uma forma particular do tensor energia-momentum que serd tutil para a determinacao da
equacao de estado da matéria nuclear é a forma que esse tensor assume para o caso especifico de
um fluido perfeito. Um fluido perfeito é um meio no qual a pressao é isotropica no referencial
proprio de cada elemento de fluido e no qual forcas de cisalhamento e transporte de calor nao
existem. Seja v, em um certo ponto, a velocidade do fluido. Um observador com essa mesma
velocidade observara o fluido em sua vizinhanca como sendo isotrépico, com uma densidade de
energia € e pressao p. Nesse referencial local, as componentes do tensor de energia-momentum

sao dadas por[44] :

Tij(para i = j) = bi;p, (4.28)
Tij(para i # j) =0, (4.29)
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TO() = €, (430)

onde as variaveis p e € s@o a pressao e a densidade de energia, respectivamente. A equagao (4.29)

indica que nao existem termos de cisalhamento.

4.4 Aproximacgao de Campo Médio

A solugao, sem o uso de aproximacoes, das equagoes de movimento dos campos o, w e P
s6 é viavel utilizando-se métodos numéricos, ja que se trata de equagoes nao-lineares altamente
acopladas. Uma alternativa seria resolvé-las através de teoria de perturbacao, mas essa nao é
aplicével porque as constantes de acoplamento, ¢;, ndo sao parametros adequados para introduzir
uma expansao desse tipo, pois existem problemas de convergéncia na medida em que ¢; > 1.

Considerando-se a matéria nuclear como uniforme, estatica e em seu estado fundamental,
pode-se enxergar o niucleon sob acao de uma interagdo nuclear médial4?l e operar apenas com
os valores médios dos campos dos mésons. Quanto maior a densidade baridonica, melhor a val-
idade dessa aproximagao, pois, em altas densidades, as flutuagGes dos campos mesonicos sao
despreziveis quando comparadas com as amplitudes dos campos dos niicleons, o que permite
substitui-los por seus valores esperados. Emprega-se, entao, a aproximacao de campo médio,
que permite a dedugao de uma solugao semi-analitica e que consiste no uso dos valores médios

(classicos) dos campos mesonicos:

o —<0>=0g (4.31)

wH —< Wt >= 5#0(4)0. (4.32)

As equagoes do modelo de Walecka com aproximagao de campo médio sdo exatamente soluveis
e mantém as caracteristicas principais da QHD, tais como, covaridncia de Lorentz, a presenca ex-
plicita de graus de liberdade mesonicos e a incorporagao dos campos das antiparticulas. Portanto,
essa é uma ferramenta importante na resolugao de sistemas nucleares de muitos corpos.

Fazendo essas substitui¢goes nas equagoes de movimento obtidas anteriormente, pode-se reescrevé-

las conforme mostrado nas proximas subsegoes.

4.4.1 Para a Equacao de Movimento do Campo o

Nesse caso, tem-se:

< (00" +m2)o >=< Pgerh >, (4.33)
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ou

(00" +m2) < 0 >= g, < Pth > . (4.34)
Como o campo g é constante no espago de configuracao, a sua derivada é nula, resultando:
2 _
msop = go < PP > (4.35)
9o -
mO’

Definindo uma densidade escalar de Lorentz

ps =< Y1) >, (4.37)
obtém-se:
9o

Pode-se notar que a densidade escalar definida acima é fisicamente, a fonte do campo escalar.

4.4.2 Para a Equagao de Movimento do Campo w

Tem-se, nesse caso, que:

< =0"F,, + miwu >=< g,y >, (4.39)
ou
—3 < Fy > 4+m? < w, >= g < ¥yoth > (4.40)
Pela definicao de F,,,
< Fu, >=0, (4.41)

pois o tensor é composto apenas por derivadas do campo vetorial, o qual, ressalta-se, esta sendo

tomado como idéntico ao seu valor médio. Utilizando a defini¢ao

YT = ¢, (4.42)

estabelece-se a relacao entre as componentes temporais do campo w e da densidade de corrente
baridnica:

m2wo = go < P >, (4.43)

tal que
wo =22 <ty > (4.44)
m(JJ

Pode-se notar que a densidade baridnica definida acima é fisicamente, a fonte do campo vetorial.
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Definindo uma densidade baridnica

pp =<1l >, (4.45)
obtém-se:
9w
= 2= ppR. 4.46
wo m2 PB ( )

A densidade baridnica é assim chamada porque esté relacionada ao ntimero de barions B do
sistema. O nimero de barions pode, logicamente, ser obtido através da integragdao do operador

de corrente barionica (4.17) sobre todo o volume:

B= / d*z B°. (4.47)
1%
Usando (4.17) e (4.42):
B = / &z Ty (4.48)
\%
e a definicao de valor médio, obtém-se:
B=V <yl >, (4.49)
ou seja:
B

Justifica-se assim a denominacio densidade barioénica para a grandeza i

4.4.3 Para a Equacao de Movimento do Campo ¢
Nesse caso, temos que:
{[u(i0" — guw") — (M — go0)]9)) = 0, (4.51)
ou
([Yuid" = yogwwo — (M = go00)]1h) =0 (4.52)
Definindo a massa efetiva do ntcleon
M* =M — g,00, (4.53)
a equagao acima, em notagdo compacta, fica:
< (190" — Yogwwo — M™)p >=0. (4.54)

Nessa equacao, M™* representa uma alteracao na massa de repouso dos nucleons devido a sua
interacao com o méson escalar. Ja a presenca do méson vetorial aparece na equagao acima como

uma alteracao no termo do quadrivetor momentum-energia.
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4.5 Pressao e Energia

Aplicando as aproximagoes de campo médio & densidade lagrangeana de Walecka, esta se

reduz a seguinte estrutura:

- . 1 1
Lyrr =< P(17,0" — guyowo — M™)p > —§m30’g + 5’”3”3- (4.55)

A partir dai resulta o tensor energia-momentum com as aproximagoes de campo meédio.
Primeiro é usada a definicdo de tensor energia-momentum para o campo 2, que foi o tinico

campo do qual restou derivada temporal na densidade lagrangeana acima:

oL
(Tw)mrr = —LMPTYu0 + (%Tﬂﬂ IR (4.56)
ou
- . 1 1 -
(Tw)mrr = — | < (150" — guyowo —M™)p > —§m308+§miwg} Guv+ < iy, 0 > . (4.57)

O uso da equacao de movimento do campo 1 na aproximacgao de campo médio elimina o primeiro

termo, restando:

1 1 -
(Tyw)MmrFT = <2m(2,a§ - 2m3w8> G+ < Py, 0,0 > . (4.58)

4.5.1 Pressao

Da equagao (4.28), surge a pressao:

1
p= g(Tii)MFT (4.59)

Usando a defini¢do de tensor para a matriz de Dirac ~:

Yu = (Y0, =), (4.60)

calculando a componente 77 do tensor energia-momentum na aproximacao de campo médio e

substituindo a respectiva componente do tensor métrico, obtém-se:

1 1 1 .-
P=3 [<2m308 - 2”%%“8) Gii— < ;0 >] ; (4.61)
ou ainda
LIl 99 1 5 4 -

Usando (4.42) e a definigao de derivada covariante:
0 g
W = 7000 = %idi = Y05, + 700V, (4.63)
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onde a também é uma matriz de Dirac composta pelas matrizes de Pauli, chega-se & expressao
explicita da pressao:

1 1 -
p=—-mio} + Emiwg - <§i¢Td’.V¢>. (4.64)

Nessa equacao, além do termo livre, tém-se os termos de contribui¢do dos mésons. Como
vimos, o méson escalar representa a parte atrativa da forca forte; logo, quanto maior o valor
de seu campo, menor é a pressdo (note-se o sinal negativo na contribui¢do do méson escalar
para a pressao). J& o méson vetorial representa a parte repulsiva da forga forte; logo, quanto
maior o valor de seu campo, maior é a pressao (note-se o sinal positivo na contribui¢ao do méson

vetorial).

4.5.2 Densidade de Energia

Da equagao (4.30), segue:

€= (TOO)MFT (4.65)
€= | 3M00 — §m WO goo+ < 1hy0ptp > . (4.66)
Usando o tensor métrico:
1 1 _
€= <2m20(2) §m2 wg) (1)+ < ipyo0ot) >, (4.67)
e usando a equagao (4.42), resulta que:
1 1
€= imgag im a4 < ipog > . (4.68)

Nessa equagao, além do termo livre (que representa a pressao de um gas de Fermi), tém-se
os termos de contribuicao dos mésons. Como vimos, o méson escalar representa a parte atrativa
da forca forte; logo, quanto maior o valor de seu campo, maior a energia de ligacdo, o que,
obviamente, implica um incremento na densidade de energia total do sistema (por isso, o sinal
positivo na contribuigdo do méson escalar). Ja& o méson vetorial representa a parte repulsiva da
forga forte; logo, quanto maior o valor de seu campo, menor a energia de ligacao (por isso, o
sinal negativo na contribuigdo do méson vetorial). Além disso, pode-se notar que essa inversao
de sinais entre as expresses para pressao e densidade de energia estao em concordancia com a
primeira lei da termodindmica, que, para temperatura zero e nimero constante de particulas,
pode ser escrita como:

pdV = —dE, (4.69)

onde o volume entra nas expresses através da variavel pp = B/V.
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4.5.3 Densidade Baridnica

A simples definigao de pp conforme (4.45) nao fornece, a principio, muita informagao. Por-
tanto, o préoximo passo consiste em calcular uma expressao analitica para essa grandeza, o que
necessita do conhecimento da funcao de onda i que representa a solucao da equagao de campo
(4.54). A equagao de movimento do campo ¥ na aproximagao de campo médio é linear; logo, ela

admite solugoes estacionarias na forma:
W = (kAR B, (4.70)

onde 1/1(12, A) € o espinor de Dirac de 4 componentes e A é o indice de spin. Utilizando um volume

finito no espago e adotando condigoes de contorno periodicas, tem origem a forma normalizada:

.T, \/72 |: k?)\ ik.Z—iett +BT V(E}\)e—il;.i:'—ie_t} 7 (471)

onde A é o operador destruicao para béarions, Bf é o operador criacdo para anti-barions, U é a
parte da solugao da equacao de Dirac com energia positiva e V € a parte da solugao da equagao

de Dirac com energia negativa. Define-se também sua conjugada:

1/) 7t \/»Z |:AT UT k)\ 7zk:v+zg+t+B VT(k)\) ik.Ziet ) (4.72)

Para calcular a densidade barionica em funcao dos operadores de criacao e destruicao, faz-se
a multiplicacdo 1y, e os termos cruzados se anulam (porque U e V sio ortonormais: UTV =

ViU =0e U'U = VIV = 1), restando:

Pl = % ZZ [ Apye k=2 4 BkABiT&Aei(E_mﬂ ’ (473)

Ex KA

Substituindo ¥y em (4.48):

/d3 ZZ[AT)\ o ei E)‘f”LBEAB,}Ae(E E):i’]. (4.74)

Ex B

Usando a condig¢ao de normalidade:

. _’_ N =
— / BreFF)T = 5, (4.75)
o namero bariénico é expresso em termos do operador ntimero de ocupagao:

_ i i
B =Y [AL Ap + BBl |. (4.76)
Ex
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Usando a relagao de anticomutagao do operador destruigao de barions, resulta:
B',Bl, =1, (4.77)
de forma que:
_ T
B=Y [AL Ay, - BL B ]+ 1. (4.78)
Ex EX

O tltimo termo dessa expressao é uma constante que pode ser interpretada como a soma de
todos os estados de energia negativa ocupados no mar de Dirac. Como todas as medicGes fisicas

se referem ao vacuo, a fisica do sistema esté contida no termo:

B= Z AL A, — BL B (4.79)
Agora, substituindo (4.79) em (4.50):
pB = éZ[ALAAkA B! B, (4.80)
Ex

Determinando o limite para um volume infinitamente grande:

‘1/%; - (271r)3 &k, (4.81)
resulta na expressao para a densidade barionica:

(2;)3; / d*k[AL Ap, — Bl By, (4.82)

Para calcular o valor médio dos operadores criagao e destruicao, conforme apresentados na
expressao acima, deve-se lembrar qual estado quantico da matéria é relevante. Quando se in-
troduziu a aproximagdo de campo médio, foi feita a suposicdo de matéria nuclear uniforme,
estatica e em seu estado fundamental, estado esse conhecido como estado de Fermi. Aplicando

os operadores no estado de Fermi:

1 kp
pB = (2n)3 Z/O d%[ < FIAL:\AWF >—< F|B£ABEA|F > |. (4.83)
A

Como em uma esfera de Fermi todos os niveis estao preenchidos com bérions até o assim chamado

nivel de Fermi e nenhum preenchido acima dele:

AIZA‘F >=10, para ’k| > kp, (4.84)
ATE/\|F >=0, para |k|<kp, (4.85)
By, |F' >=0, paratodo F, (4.86)
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AL Ap|F >=|F >, para [k| < k. (4.87)

Os antibarions nao estao presentes devido & escolha do uso de temperatura zero neste trabalho.

Substituindo em pp:
! v d*k 4
= —= . .88
PB = ;/0 (438)

Por motivos de conveniéncia, o somatorio em A serd transformado em um fator de de-
generescéncia . Para matéria de néutrons, v = 2, porque existem dois sentidos de spin

J = +£1/2. Para matéria de barions (matéria nuclear), v = 4, porque, além dos dois senti-

dos de spin, existem dois de isospin, I = 1/2 para o proton e I = —1/2 para o néutron:
kr
~y
P8 = /0 k. (4.89)
Integrando:

v o[

PB=573 Ar K2dk (4.90)
™ Jo
v 4
Y

PB = G?k%’ (4.92)

foi obtida uma expressao que relaciona a densidade bariénica total com o momento de Fermi de

cada nucleon.

4.5.4 Densidade Escalar

Outro passo importante na busca de uma expressdo consistente para a equacao de estado
da matéria nuclear é a obtencao de uma expressao analitica para a densidade escalar conforme

definida em (4.37). Para obter 1), utiliza-se (4.71) e (4.72):
f&w — w’[,mw — [\/1? ZE)\ [AEAUT(E)\)Q—Z'I@,:?—I-Z'E‘H + BE)\VT(E)\)Qik'f+iE_t]] 7
[% > [A,;, \U RNk F=iett 4 B]}AV(E’)\)e"’““f“_t}] : (4.93)

ou

D=0 S0, [A%AUT(E)\)VOAE, \U (RN e =T 4 B V(N BL V(RN elE=H)-
+AL U (EX)yoBL, V(K \)e ()7 4 BEAVT(EA)VOA,QAU(IQA)ei(E+’§')~f] . (4.94)

ou ainda

V=3 35 i [A;TC‘AAE/AUT(EA)“YOU(’Q)\)e_i(k_k')'f + B, Bl VIE 0V (RN )
+AL BL U (EA)oV (RA)e iEHR)E L B A

i 7\ pi (kK&
B VIEN) 10U (RN FH2] (4.95)

KA
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Aqui, devido & presenca da matriz vy entre os campos ' e 1, os espinores U e V nao
desaparecem como ocorreu no célculo da densidade baridnica. Portanto, precisamos de sua forma
operacional explicita para realizagao do célculo. Serao usadas as partes com energia positiva e
negativa da equacao de Diracl46l com spin T (embora, se fossem usadas as partes com spin |,

nao haveria diferenca nos resultados):

1
E* + M* 0
Uy = 4.
1 S E i ; (4.96)
E*_;’_M*
0
—k
E*+M*
E* + M* 0
Vi — 4.98
0

T_ E*+M* Lk
VT_\/ 2E* (W 01 0)’ (4.99)

onde a energia efetiva, modificada pela presenca do méson escalar, é definida como:

E* = \/k2 4+ (M*)2. (4.100)

Usando essas matrizes juntamente com a definicdo da matriz vg:

10 0 O
01 0 O
Yo = ) (4.101)
00 -1 0
00 0 -1
calcula-se cada termo de 17 (detalhes no apéndice A):
M*
UlyU = —————, (4.102)
k2 + (M*)Q
—M*
ViV = — (4.103)
/kQ + (M*)Q
t —k
UvgV = ——, (4.104)
VK2 4 (M*)?
T _k
Vil = —— (4.105)
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Substituindo os termos na equagao (4.95):

M* —'];;'_—7'_' T —M* .E_k‘;'_.
= P20 X | Ao <k+<M>> R <k+<M>> e
i B —k E+k —k i(k+k').2
+Ak>\ A <\/W> e DT + By A <k2+(M)2> ettt )x]' (4.106)

Substituindo a equacao acima em (4.37):
M* o—i(k—k").Z
k/\ k’)\ /k24+(M*)2

T —M* i(k—K").2 t gt fk —i(k+k).Z

Ex 2% k24 (M*)2

(M2

ps =< >= g [Pry 35 Yp, |A

+Bp Ay

Usando a condi¢ao de normalidade:

M* —i- —M*

-V Zk)\
L Bl R — __—k
+Ak/\Bm < k24(M*)? > + BpApy (W) ] (4.108)
pode ser

Através do mesmo argumento usado no célculo da densidade barionica, B BEA

substituido por —B;%)\BEX Como os operadores dos béarions comutam com os operadores dos

antibarions, entao

M* _M*
-V Zk)\ ,M Ay <+(M)2> Bk/\BkA (k?+(M)2>
T T —k _k
+Bk)\Ak)\ <k2+(M)2> + AkABlc/\ (\/W) ] . (4.109)

Ao recuperar o limite volumétrico infinito:

M )\ _pgtpg. (=M
k)\ Ap k2+(M*)2 EXTRA\ \/R24(M*)2

Ps = (27r32)\fdk

gt —k —k

Quando se aplica a equagdo acima em um estado de Fermi e se usam as equagoes (4.84)

(4.85), (4.86) e (4.87), resulta:

P 32/ W

(4.111)
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Reescrevendo a equagao utilizando o fator de degenerescéncia e considerando simetria esférica:

v i 4112
= S — 11
p (271')3 0 /kg + (M*)Q ( )
o kp M*

ps = 3/ dk An kK ———— (4.113)

813 Jo k2 + (M*)?

M* kp 2

7 K (4.114)

s = dk ——— .
p 272 Jo /12 + (M*)2

Usando a formula (2.272-3) da Tabela Gradshteyn!47] :

x? lz la 1
- - _Z 2 _ 7 _— 2
/dw a+cx2_2cx/a—|—caj 2C\ﬁln($ﬁ—|—\/a—|—cx ). (4.115)

Nesse caso: z =k, a = (M*)? e ¢ = 1. Entdio a expressdo acima se transforma em

kQ
dk———— = fk\/ M*)2 + k2 — M* In (k 4+ /(M*)? + k2). (4.116)
V(M*)?2+ k2 2

Definindo a integral:

ke K’ Lo, ) 1o, )
/D d/-e\/W km/( )2+k§—§(M)21n(kF+ (M)2+k%)+§(M)21n(M)

(4.117)
kp k2 1 1 krp + (M*)Q—i-k%
dk———e—— = —kpy/ (M*)2 + k2 — —(M*)?1 4.11
0 QA2+ k2 27 (M)* + ke = 5 (M) 7In M (4.118)
Substituindo (4.118) em (4.114):
* kp + y/(M*)2 + k2
_ 7M 1 *\2 2 1 *\2 F F
ps =53 QkF (M*)2 + k3, 2(M) In e (4.119)
— l * *)2 2 *\3 F
Ps =1 kpM*\/(M*)?2 + ki — (M*)°In e , (4.120)

obtém-se uma expressao para a densidade escalar total em funcao do momentum de Fermi.

4.5.5 Resultado para a Pressao

Deseja-se encontrar uma expressao para a pressao que seja adequada para andlises quantita-
tivas. Para isso, precisa-se calcular o terceiro termo da equagao (4.64) com o intuito de obter
uma expressao analitica para a pressao em fun¢do do momentum de Fermi, da mesma forma que

foi feito para densidade bariénica e para densidade escalar.
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Calculando o gradiente de (4.71)

V(i \Fz [A U (kA)(iF)e o<t 4 Bl V(/%’A)(—i/%’)e—i’?-f—“’t] (4.121)

Vi(Z, t Z[A U(kN) Z’ff*if*t—B%AV(EA)e*Z’Ef*“’t], (4.122)

e substituindo juntamente com (4.72) na equacao obtida anteriormente para pressao, resulta que:

p=—3miog + smiwf — <§z’ +£ 55 [AIT;AUT(E)\)e—“f-fHE*t + BEAvT(E)\)eik.:EHet}] &
[zk:’ Zk’A [Ak’)\U(kl)‘) r—iett k/)\V(k/)\) —zk’.f—ieft” >’ (4.123)
ou

p:—%m 00+ m2w§+<§

ﬁZE)\ |:AJF UT(k)\) —zkm+ze+t+B VT(]C)\) zkr+ze t]]d’];

Ly [A,;,AU(E/A)ei it _ gt V(HA)e—ik’f—ie‘tu > (4.124)

ou ainda

—B- VT(EA)&.E’BI}/\V(k’)\)e"(’; D — AL UN(EN)GF B, V(R e ()7

L U(F e l<’f+k’>-f] >; (4.125)

finalmente obtém-se

P = =50+ gl + <%% 227 2 [AkAAk’AUT(E)‘)&'EIU (K \)e~i k=)
— By, BL VIENGEV(HN)eF)7 — AL B UT(EN)GEV (e (07

+By A,V (k)\)a.k’U(k’)\)el(’”k')'f] > (4.126)

Uma forma conveniente para &.k pode ser derivada, usando-se a expressao relativistica para

a energia efetiva do nucleon e ~g:

E* = @.k+yoM*, (4.127)
a.k = E* —yyM*. (4.128)
Ou, na forma matricial:
1000 10 0 0
. 0100 01 0 0
a.k=FE* - M* (4.129)
0010 00 -1 0
000 1 00 0 -1
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E* — M* 0 0 0
" 0 E* — M* 0 0
ak= . (4.130)
0 0 E* 4+ M* 0
0 0 0 E* + M*
As equagoes (4.96), (4.97), (4.98) e (4.99) permitem calcular cada termo da pressao (detalhes

no apéndice A):

- k2
Ula@.kU = ———, (4.131)
/|2 + (M*)2
. ]{32 29 M* 2
Viakv = L), (4.132)
kQ + (M*)2
- kM*
UtakV = ——— (4.133)
k2 + (M*)Q
- kM*
VigkU = ———. (4.134)
k? + (M*)Q
Substituindo os termos na equagao da pressao, resulta:
_ 1,2 2 1.2 2 11 f K2 —ik+ik).@
p=—3mgo5 + gmiwy + <3V 2o x| A A (W) el 7
_gB. Bt K2H2(M*)? \ (ik—ik).@ _ gt gt K M* o—i(k+K).3
EATKIA k24 (M*)2 EXT RN K2 4-(M*)2
K/ M* i(k+E").Z
+BEAA15’A (,/k/2+(M*)2> eZ( * )I] >7 (4135)
ou usando a definicdo de valor médio:
_ 1.2 2, 1.2 2 1 (311 o 1 —ik+4ik).@
p=—5mzo5 + smiwi + v [ Ergy g Yy [ ( /7k/2+(M*)2> A;;AAE'AE( 2
_(k’2+2(M*)2 ) B-. Bh e(u‘éu&).ﬁ_( k' M* )Ai Bl o—ilk+k).@
k2 4(M*)2 EXTEIA k24 (M~)2 EXTEA
' M* i(k+K).2
+ < k’2+<M*)2> By A, et W]. (4.136)
Usando a condigao de normalidade, tem-se:
_ 1,2 2,12 92 11 k2 T
p=—5Mms05 + sMiws + 37 2oy [ < k2+(M*)2> AE)\AEA
| FA2(M)? _ont kM* Tt EM* LAl
< /k2+(M*)2> Bk,\BE)\ < k2+(M*)2> AE)\BE)\ + ( k2+(M*)2> Bk)\Ak)\ . (4137)

Através do mesmo argumento usado no calculo da densidade baridnica, é possivel substi-

tuir BE/\BIE)\ por —B]{./\BE/\ e, como os operadores dos barions comutam com os operadores dos
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antibarions, segue entao que:

_ 1.2 92,1 2 92, 11 k2 T
p=—5Mm505 + 5Mws + 37 2o [ <k2+<M*)2> Ak/\Ak/\

k2+2(M*)? T np. EM* Bl At kM* . n.
+ < /k2+(M*)2> BE/\B]C)\ < k2+(M*)2> k)\Ak)\ + (k2+(M*)2> Ak/\Bk)\ . (4138)
No limite continuo, ou seja, para um volume infinito, vale:
p= —%m?,ag + %miw% + 3 Gr )3 oS d k[ (\/m) AL)\AIM
E242(M*)? i EM* Topt kM* . B-
* (W) BB~ ( k2+(M*)2> BpAp (m) ApBpa |- (4139)

Aplicando a equagao acima em um estado de Fermi e usando as equagoes (4.84), (4.85), (4.86)

e (4.87), resulta:

1
p= —fm%?) +

1
5 mwo-l-*

2

(4.140)

32/ \/W

A degenerescéncia do niimero de ocupagao de férmions reduz a soma a um simples fator:

1 1 1 kr k2
p= —meU(Q) + —m? wg + = 7 3 A — (4.141)
2 2 3(2m)% Jo VK2 4 (M*)2

Nessa expressao, os dois primeiros termos se referem as interagoes com os mésons, enquanto
o terceiro pode ser interpretado como a pressao de um gas de férmions relativistico de bérions
com massas M*.

Integrando a expressao acima, resulta:

_ 1 2,2 1 2,2 1y [k k!
R o o 1y [k Kt
P =—5m500 + 3t + 327 dk—k:Q O e (4.143)

Usando a formula (2.273-3) da Tabela Gradshteyn[47l:

x 123vVa+cr? 3ax
dx = - —gaVa —I—f——ln (xve+ Va+ ca?). 4.144
/ Va+cx? 4 c 82 /e ve ( )

Neste caso: z =k, a = (M*)? e ¢ = 1. Entdo a expressdo acima fica:

/ \/m Zk3 (M*)Q—l—kQ_g(M*)?k (M*)2+k2+g(M*)4ln(k)+\/m).

(4.145)
Definindo a integral:
k * *
fOde\/m (M*)2 + k% — 3(M*)?kpy/(M*)? + k%
+3(M*) I (kp 4/ (M*)? + k2) — 3(M*)*In M, (4.146)
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tem-se que

k 4 * * *
o b = R (72 4 K = S ki[O +
YO Mﬂ 7 (4.147)
ou ainda
kp k4 1 3 3 kr + (M*)2 + ki%‘
A 2k 2 (2% M*)2 + k242 (M*)* :
0 O+ 2 (4 r—gM7) F> WP R g () M

(4.148)
Substituindo (4.148) em (4.143):

kr + 1/ (M*)? + k2

1 1 1
b= —imicbeimiet T [ (bt = 2ne ) o g Sy

8 M*

(4.149)
Usando a equagao de movimento de w na aproximacao de campo médio e a definicdo de massa

efetiva:

2
p=—5gF (M- M)

2 " N « k +4/( M* )2+k2,
+3%ebn +;2;2[(}1kg_g(M )2kp) \/(M*)2 + k2 + 3(M*)*In =~ ] (4.150)

Usando a equacao (4.92), resulta:

p= _§I(M M*)?
+%1§IT% (6ﬂ2k§~“)2 + %% [( kb — §(M*)*kp) \/(M*)? + kj + g(M*)*In WW]@JEA)
ou
p=—42F (M — M*)?
t+ o ik + A [(i’ff’w — 3(M*)%kp) /(M*)2 + k% + $(M*)*1 ’“F+\/m] (4.152)

obtém-se uma expressao para a pressao em funcao do momentum de Fermi.

4.5.6 Resultado para a Densidade de Energia

Pretende-se encontrar uma expressao para a densidade de energia que permita uma analise
quantitativa. Para isso, calcula-se o terceiro termo dessa equagao com o intuito de obter uma
expressao analitica para a energia em funcao do momentum de Fermi, da mesma forma que foi

feito para a pressao.
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Calculando a derivada temporal de v através de (4.71):

OYp(7,1) Ra—iet (B | pt U TNV ik F—ie (k)t
= \FZ[A U\ (—ie* (k))e + BE V(EA) (—ie™ (k))e }
(4.153)
ou
87,/) Z, t ike.Z—ie 7y — —ik.F—ic™
= Z [A U(EN)et (k)eRo=i< @ 4 BV (EX)e (k)e * <’€>t}, (4.154)

e substituindo juntamente com (4.72) na equacgao obtida anteriormente para a densidade de

energia:

1.2 92 1,92 2
6—2m00—2mw0+< \sz)\

[ AJI%)\UT(E N)e— kit (k)t 4 BEAVT(E/\) eik.f+ie(k)t}]

[W R [Ak,/\U(k://\) + (k) etk Fiet (W) +BLAV(E'A)e—(k’)e‘““"f‘“_(k')t}]>- (4.155)

Como U e V sao ortonormais, os termos cruzados se anulam restando:

1 1 i
€= imQJg—fm wO+<vZZ[+AT>\ € (k=R | e BchBk/,\ (K —H) 2 ]>, (4.156)
k'

ou ainda usando a defini¢do de valor médio:

1 1 g .
€= imZUS_fm“’ 6+ 5 /d3 ZZ[+AL,\ A€ TERE Bk,\B,;/)\e(k k)x}

Ex KA
(4.157)
Usando a condig¢ao de normalidade:
L 9 o G T 1
€= 5Mmg0p — fm 24 = v Z Al /\Ak,/\ +e BkABk/A] (4.158)

Através do mesmo argumento usado no célculo da densidade barionica, a densidade de energia

pode ser escrita, ainda, na forma:

L o o (et Al i
= M0t — fm 22+ = - Z AL Ap, — e BL Byl (4.159)

Fazendo o limite para um volume infinitamente grande:
S e Q. B d*klet Al A5, — e Bl B 4.160
€= 5Ma00 = 5MuWy T (@2n)3 Z; [e i T € Py Pl (4.160)

Quando se aplica a equagao acima em um estado de Fermi e se usam as equagoes (4.84),

(4.85), (4.86) e (4.87), obtém-se:
1 1 1 kp
€= 5mgo*g — imiw(z) + O Z/o Ak et (4.161)
A
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Reduzindo a soma a estados degenerados:

1 1
€= §m§a§ —5m 20t + k et (4.162)
Dos autovalores da equacao de Dirac modificada, obtém-se:
+E* = T — gowo, (4.163)

onde os sinais positivo e negativo se referem as solugbes com energia positiva e negativa da

equagao de Dirac e de (4.100), obtém-se:

+ _ k.2 + (M*)Q + Juwo = [ (4164)

A solugao positiva de energia sera chamada, daqui em diante, de potencial quantico pu, ja que
sua expressao € idéntica & do potencial quantico definido na primeira lei da termodinamica e que

pode ser escrito como:

w= (4.165)
p
Substituindo a solu¢do com energia positiva em (4.162):
Loy 1oy oy (R e
€= imao—() - §mww0 + (27‘(‘)3 0 d k( k= + (M ) +gww0)7 (4166)

ou

_lepr Lo a7 /kpd3k\/k2+(M*)2+ wV/de?’k (4.167)
CT M T AT o REMCOEN T |

Substituindo (4.89) no ultimo termo:

I 99 1 55 Y br 3 "
€ = Emga — 57nw¢,uo + @ A’k k2 + (M )2 + guwopB- (4.168)

Nessa expressao, analogamente a pressao, os dois primeiros termos se referem as interagoes

com os mésons enquanto o terceiro pode ser interpretado como a energia de um gas de férmions

relativistico de barions com massa M ™.

Integrando:
1l o9 1 90 Y ke 2 2 2
€= -—mio; — —m Wi + guwopp + —=4w dk k*\/k? + (M*)?, (4.169)
2 2 8773 0
ou
_ 1 2,42 1 2 S 2 /13 my)
0

Usando a formula (2.272-2) da Tabela Gradshteyn!47):

1z(v/ 23 lazy 2 1a? 1
/dﬂc xQ\/a+cx2=4$( a+tcr?) —gam o ter —ga—Tln (zve+ Va+ cx?). (4.171)
C &
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Nesse caso: © =k, a = (M*)? e ¢ = 1. Entdlo, a expressdo a cima fica:
[dk k? (M*)2+k2:ik( (M*)2 + k2)3 M* V2ky/(M*)2 + k2
—s(M*) In (k + /(M*)? + k2). (4.172)
Definindo a integral:
Jor dle B2/ (M TR = Yhp(/(M*)2 + k2)? — L(M*)2kpy/(M*)? + k%
— (M) In (kp + \/(M*)? + k%) + L(M*)* In M*, (4.173)
tem-se que

Jo& dle B2/ (M2 82 = Shp(\/(M*)2 + k3)2 — L(M*)2kpy /(M*)? + k3

LAyt RO (4.174)
ou
Jo¥ die 2TV R = [ (07 4 82) = RO Pe] /012 48
—%(M*)4lnmm7 (4.175)
ou ainda

Jo© dk k2O R = (§(M*) 2k + §hE) \/(M*)? + k3
Lyt e OO, (4.176)

Substituindo (4.176) em (4.170):

1,22 1.2 2
= 5Myo45 — MWy + guWopB

0
+ 272

" " k + M* 2+k2
(L(M*)2hp + 1k3) \/(M*)2 + k2 — LM )4 n B/ T V(M)F] L (477
Usando a equagao de movimento do campo w na aproximacao de campo médio e a defini¢ao

de massa efetiva:

_1930%
2 m

€= %’%(M M*)? —

€N

LM*2kp + Lk3) J(M*)2 + k2 — L)t In e/ QDT W] . (4.178)

2 « 2 2
€= §5F(M = M) 4 5 5 (k)
*\2 2
| (LR + 183) <M*>2+k%_§<M*>4mmm], (4179)
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ou

2 2 2
€= 5gf (M = M)+ 35 De ki
* « % k M*)2 k2
oy | (B(M*)kp + 3k3) /(M*)2 + k2 — (M )4111% . (4.180)

obtém-se, assim, uma expressao para a densidade de energia em fun¢ao do momentum de Fermi.

4.6 Constantes de Acoplamento

goegw

Nessa segao serao deduzidas expressoes para determinar as razoes = e 2
o w

em fungao de po
(densidade baridnica na saturacdo), €y (densidade de energia na saturagao), M (massa nua do
nicleon) e M* (massa efetiva do nicleon). O ponto de saturac¢do representa a densidade que
caracteriza o alcance maximo da forga nuclear. Como sabe-se, a forga nuclear é de curto alcance,
tem componentes atrativas e repulsivas e carater de saturagao, isto é, dado um ntcleon tipico, o
alcance da interagao desse niicleon no sistema nuclear é limitado a uma regiao onde se localizam
apenas alguns poucos nucleons.

As constantes de acoplamento sao escolhidas de modo que o modelo reproduza as propriedades

da matéria em equilibrio termodinamico. Primeiro, iguala-se a pressao (4.152) a zero:

_1mgonr A2 4 19860

| (4 - dr ) O 4 0y T o sy

Depois, iguala-se a densidade de energia (4.180) a €p, ja que se sabe o valor da energia no

ponto de saturacao:

0
+ 272

k M*)2 k‘2
(43 + S 2kp) \(M*)2 4 k3 — § (M)t n Y G VJM)”] = (1182)

Resolvendo o sistema acima, obtém-se duas equagoes, uma para a constante de acoplamento do
méson escalar e outra para a constante de acoplamento do méson vetorial (detalhes no apéndice

A), ou seja:

2 *
9o €0 1 g 1 3 1 *\ 2 * 1 *\4 kF+E
Jo - T2 + (M) 2kp ) B — S (MF) In £
m2 {(M—M*)2 (M—M*)227r2[<6 (M) ke F M) =

-1
} (4.183)

2 *

E
e T = 4 (4.184)
mg, Po Po



4.7 Massa Efetiva do Nicleon

Uma expressao para a massa efetiva em fungdo do momentum de Fermi resulta das substitu-
icoes (4.114) em (4.38) e (4.38) em (4.53):
_ gg M i

M*=M dk———. 4.185
mg_ 272 0 k2 + (M*)2 ( )
Substituindo (4.118) em (4.185):
2 * kp + \/(M*)2 + k2
gs yM* |1 1 9 F F
M =M - =% —k M*)2 + k2, — = (M*)?1 4.186
mZ ax? |2hrV M7k = 5 (M) M~ (4.186)
2 N0 kp 4/ (M*)? + k3
. _ 9o 1M . > a2 F
M= M =5 ke Q)2 4+ 1 = ()P I — (4.187)

Obtém-se, assim, uma expressao autoconsistente transcendental para a massa efetiva do nu-
cleon. Consistentemente com a definigao de massa efetiva (4.53), essa expressao ¢ fungdo somente

do méson escalar.

4.8 Resultados Numéricos para as Constantes de Acoplamento,

Massa Efetiva e Equacao de Estado

4.8.1 Constantes de Acoplamento

A determinagao das duas constantes de acoplamento (4.183) e (4.184), juntamente com a
massa efetiva (4.187), implica em resolver um sistema de 3 equacdes e 3 incognitas. E preciso
ainda usar alguns valores obtidos experimentalmente. Escrevendo pp na saturagao como py =

%ﬁ e usando para o raio efetivo do ntcleon r, = 1, 12fm, obtemos pg = 0, 17fm 3. Escrevendo

37T
kr na saturacao como

672 \3 1
kpo = (Po) — (6m%p0)® 5 = 2,167, (4.188)
Y
obtém-se, para vy =2, kpg = 1,71fm ™' e, para vy =4, kpg = 1,36 fm L.
Como a energia de ligagdo por nicleon é a diferenga entre a razao €¢/p e a massa nua do
nicleon, na saturagao, pode-se entao determinar ey através da equagao:

% _ (;)D M. (4.189)

O valor de By é determinado através da féormula semi-empirica de massa:

zZ? A—27)?
By(A,Z) = —a1 A + CLQA% +az— + LMQ.

r 1 (4.190)
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Nela, o primeiro termo é chamado de energia de volume: devido a saturagao, a densidade
central do niucleo é constante, entao a energia de ligagao é simplesmente proporcional a A . O
segundo termo é chamado de energia de superficie: os niicleons da superficie do nicleo tem um
nimero menor de vizinhos do que os niicleons mais internos, entao deve ser feita uma corregao

ia de ligaga ional & & d ficie do nicl j 2. M
na energia de ligagdo proporcional a area de superficie do nicleo, ou seja, a r“. Mas como o
lume & ional a A, r3 & ional a A e o segundo termo ¢ enta ional
volume é proporcional a A, r° é proporcional a A e o segundo termo é entdo, proporcional a
2 : , . ~ S ~ :
A3, O terceiro termo é chamado de energia de repulsao: devido a repulsao coulombiana entre
. - . . 1
os prétons, existe uma corregdo proporcional a Z(Z — 1)/r, ou aproximadamente, Z2/A3. O
quarto termo é chamado de energia de simetria: é necessario que se acrescentem cada vez mais
néutrons para que a componente atrativa da forca forte contrabalance a repulsao coulombiana
entre os protons, de forma a manter o nucleo ligado. Assim, ainda é necessaria uma corre¢ao

porque a matéria nuclear nao é mais simétrica.

Os coeficientes calculados em [43 491 s30:
a1 ~16,0MeV , ay~17,8MeV , a3~ 0,710MeV e a4~ 32,5MeV. (4.191)

Dividindo a energia de ligagao pelo ntimero de niicleons e tomado o limite para matéria nuclear
infinita (A — 00), simétrica (a4 — 00) e sem interagao coulombiana (a3 — o0), a férmula semi-

empirica de massa fica, nesse limite:
—— = —aq; = —16,0MeV = —0,08fm L. (4.192)

Considerando-se que a massa M do niicleon é 4,76fm ™! e substituindo todos os valores em
(4.189), obtém-se eg = 0,79fm ™.
Substituindo pg, krg, €0 € M nas equagoes obtidas através da resolugao do sistema, obtém-se

para 7 = 4 (matéria nuclear):

2
95 _ 2
7mi2, = 13,68fm?, (4.193)
2
9o _ 2
Té = 10,26 fm (4.194)
€
M*
—_ =0,55. 4.195
=0 (4.195)
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Figura 4.1: Massa efetiva

4.8.2 Massa Efetiva do Ntcleon

Usando os valores experimentais e os valores das constantes de acoplamento, um algoritmo
numeérico resolve a equacdo da massa efetiva, iterando M* (comegando com M* = M). Os
resultados sdo mostrados na figura (4.1).

A figura mostra, ademais, que a massa efetiva do niicleon decresce com o aumento do momen-
tum de Fermi (ou com a densidade). Isso ocorre devido a proporcionalidade entre a densidade e o
campo do méson escalar, que é subtraido da massa do nicleon. Dessa forma, o campo do méson
escalar introduz uma mudanca na escala de energia do sistema. Na saturacdao (kp = 1,71fm™!
paray =2 e kp = 1,36 fm~! para v = 4), obtém-se M*/M = 0,56 paray =2 e M*/M = 0,55
para v = 4, enquanto os valores experimentais estao entre 0,70 e 0,80. Encontra-se, assim,
um limite fisico no modelo de Walecka: ele resulta em uma massa efetiva abaixo dos valores
estimados fenomenologicamente.

Analisando a defini¢ao de massa efetiva (4.53):

M™ 9000

M M’

(4.196)

pode-se encontrar uma densidade limite, porque, quando a densidade bariénica aumenta, o
assume valores muito altos, e a massa efetiva comeca a ter valores negativos. Nesse caso, a massa

efetiva comeca a ficar pequena (da ordem de 0,01M) somente para valores de kr > 11,96 fm ™!
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(p > 57,80fm™3) para v = 2 e para valores de kr > 8,45fm™! (pg > 40,77 fm=3) para v = 4.
As densidades correspondentes jé estao fora do limite de validade desse tipo de modelo porque é

provével que, nesse caso, os graus de liberdade dos quarks ja deveriam ser levados em contal30.

4.8.3 Energia de Ligacao

Usando os valores experimentais, os valores das constantes de acoplamento e o algoritmo para
resolver a equagao da massa efetiva, pode-se substituir a equacao da energia na definicao de
energia de ligacao:

= — — M, (4.197)

e calcular a energia de ligagdo por nucleon:

B/A (MeV)

y=

15 | 4

-20 . 1 1 1 1 1 1 1
0,0 05 1,0 1,5 2,0

k. (fm™)

Figura 4.2: Energia de ligacao por niicleon

A figura (4.2) mostra o carater de saturagao das forgas nucleares, pois, a partir de um de-
terminado momentum de Fermi, a energia de ligacdo do sistema comeca a diminuir seu valor
absoluto. Vale salientar que é a natureza relativistica dos acoplamentos escalares e vetoriais
a responséavel pela propriedade de saturagao. Uma aproximacao anadloga nao-relativistica nao
possui essa caracteristica, de forma que o sistema torna-se entao instavell46]

A energia de ligacdo por ntcleon satura em kp = 1,40fm ™! para v =2 e kp = 1,36fm ™"
para v = 4 (como foi definido) quando o valor experimental é kr = 1,71fm~! para v = 2

e kp = 1,36fm~"! para v = 4. Para kpr menor que 0,88 para v = 2 e kp menor que 0,55
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para v = 4, a energia de ligagdo comeca a diminuir novamente. Como esse comportamento nao
condiz com a realidade, percebe-se que esse modelo nao é vélido para baixas densidades, o que
ja era de se esperar devido a suposicao de altas densidades na aproximacao de campo médio.

Encontram-se entao, limites inferiores de densidade para o modelo de Walecka.

4.8.4 Equagao de estado

As equagoes € (4.180) e p (4.152) formam a equagao de estado da matéria nuclear: e(kp) e
p(kr). Substituindo os valores experimentais e os valores das constantes de acoplamento, pode-se
resolver a equagao da massa efetiva para obter a pressdo em func¢do da energia como mostra a
figura (4.3). Nessa figura pode-se observar uma descontinuidade referente a uma transi¢ao de

fase semelhante a ligido-gas na equagao de estado de Van der Waals.

35 -

30 |-

Log p (dy /cm?)

o5 L1 vy
120 125 130 135 140 145 150 155 16,0

Log e (g/cm®)

Figura 4.3: Equagao de Estado

A equagao de estado é crucial na descrigdo de estrelas de néutrons, ji que, através de seu
estudo, pode-se nao sb obter suas propriedades locais, como suas propriedades globais, tais como

massa e raio. Tal analise sera feita no capitulo 6.
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4.9 Fungao Compressibilidade

Nesta segao seré deduzida, pela primeira vez, até onde sabemos, uma expressao para a fungao
compressibilidade valida para todas as densidades onde o modelo em questao pode ser consid-
erado valido. Faremos isso, partindo da definicdo termodindmica de compressibilidade. Nela,
a compressibilidade isotérmica ou adiabéatica é a variavel que mede como o volume do sistema

diminui quando sua pressao aumenta, respectivamente, a temperatura ou entropia constantel1:

1 [0V
_ 1 41
kT,S vV <8P>T757 ( 98)

onde V é o volume e P é a pressao do sistema. As compressibilidades isotérmica e adiabéatica
relacionam-se da forma:

TV a?
Necp '’

kr = ks + (4.199)

onde « ¢é o coeficiente de expansao térmica, N é o nimero de moles e cp é a capacidade calorifica
molar a pressao constante. Nesse caso, como a temperatura é zero, as duas compressibilidades
sdo iguais, e serao redefinidas como:

1 oP
N Vit 4.2
b= = Vo (4.200)

Essa redefinicao é devida & transicdao da termodinamica para a mecénica. Na termodindmica,
k se refere a incompressibilidade do sistema, enquanto, na mecénica, o significado é o oposto.
Para escrever a fungdo compressibilidade em fun¢do da densidade, em vez do volume, define-se

a densidade como o niamero de particulas pelo volume:

N

= — 4.201
P= 1 (4.201)
obtém-se:
dp N
— = 4.202
av V2 ( )
Usando a regra da cadeia
d dp d
— = 4.203
dV  dV dp ( )
e agregando os termos na expressao correspondente para k:
N\ dP NdP
F=-—V (-2 )2 =2 4.204
< V2> dp V dp ( )
Entao:
dP
k=p—. 4.205
Ly (4.205)
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No caso especifico da fisica nuclear, para sistemas fermidnicos relativisticos, deve-se proceder

a mais uma redeﬁnigéo[%]:

dpP
K=9— 4.206
. (4.206)

de forma que a fungao compressibilidade, no caso especifico da densidade de saturagao, coincida

com a defini¢do usual.

Da primeira lei da termodinamica:
E=TS5—- PV + uN, (4.207)
onde p é o potencial quantico do sistema. Dividindo a equagao acima por V:
e=Ts— P+ up, (4.208)

onde € = E/V e s = S/V. Como no presente trabalho é considerado o limite de temperatura

Zero:
P=pup—e (4.209)

Substituindo a expressao da pressao na da compressibilidade, tem-se:

d(up —€) du de
K=9—— =9 — - — . 4.210
" Py ( )
O potencial quéntico total p também é definido como:
de
= — 4.211
de forma que se obtém:
dp
K =9p—. 4.212
L (4.212)

Reescrevendo o simbolo da densidade total mais especificamente como o da densidade bar-

ibnica total:

d
K =9pp1 (4.213)

dpg’
onde a energia de Fermi p é o autovalor da Equagdo de Dirac modificada pelo méson sigma e

pelo méson omega com o campo wy ja substituido através da sua equagao de campo médio:

9ornB
p= 7";12 + ¢/ k% + (M*)2. (4.214)

w
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Substituindo (4.214) na fungao compressibilidade, resulta:

d (9.prB
K=9 « k2 2 4.215
o (S22 4 i+ e (1.215)

ou ainda

K =9pp

21 2k dkp 1 2M* dM*

+35 r y Ey 3 : (4.216)
\/ K2 4 (M*)2 4PB \/ K2+ (M*)2 4PB

Pode-se encontrar uma expressao para as derivadas da equagdo acima a partir da defini¢ao

de massa efetiva do ntcleon e de pp:

dM* dog
— g, 200 4.217
dpp Y dpp ( )
1
67° \*®
kp = <7TpB> (4.218)
Y
2
dkp 1 (6m% \ 3 672
9EF _ _ <7TpB) R (4.219)
dpp 3\ v g
dkp 1 _,6m?
SF _ (4.220)
dpp 3 Y
dk 22
= _ (4.221)
dpp k%
Substituindo as duas derivadas em K:
22 1 M*  d
K =ops [ 9 4 - Nz \/ Jo . (4.222)
my  YRFJR2 4 k2 + (M*)? PB
Usando a defini¢ao de energia efetiva:
K =0pp (95 4 20 L ga M doo (4.223)
~ 9B m2  vkp E* E* dpg )~ '
A expressao para jp% resulta das equagoes (4.38) e (4.114):
00—022/ R — (4.224)
mé 2m4 Jq k2 + (M*)?

doo _ 9o 7 | KM dkF+/’“de B 1 2377 dM>
dpp ~ m2 2m? K2 4 (M*)2 dps  Jo k2 + (M '

Substituindo (4.217) e (4.221):

oy _ 9o o [ Mt /dek BT ) de
dpg ~ m2 272 K+ (M2 “Jo k2 + (M*)% [k2 4 (M*)?] dps |

(4.226)

njw
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Substituindo (4.100):

dog  goM* g% ~ /kF k2 E2(M*)? dog
— = == dk | —— 4.22
dpp ~ m2ZE* + m2 2x2 J, E~ + (E*)3 dpp (4.227)

d M* 2 kr k2(E*)2 M*)2 k2 d
490 _ 9o +g"7/ a (—EED (M) %, (4.228)
dpp  m2ZE*  m22x? J, E*(E*)? (E*)3 dpp
Usando (4.100) novamente:
O'M* 2 kp 4
doo _ g _%7/ gt doo (4.220)
dpp ~ mZE* m22n? J, (E*)3 dpp
d 2 ek d M*
90 90272/ d 90 _ 9o (4.230)
dpp ~ m22m? J, (E*)3dpp  m2E*
dog go v [T K go M~
e [ IR dk = 4.231
dpp [ oz 2772/0 (E*)3 m2E* ( )
d 9o M~
0'0 mQE*
_ 2 (4.232)
dpp 1+ S 2y [ db s
Substituindo (4.232) em (4.223):
M*
27?1 M oy
K = 95 Lw n 2 — - g‘}g* ’meEkF - (4.233)
mw TRE 1+7rz227r2 0 dk( E*)3
2 2 2 (A2
9o 2 1 g, (M7) 1
K=9pp | Lo+ 20— o0 - . (4.234)
mg ke B omy (B \ 14 S 3, [ dh ks

Usando a formula (2.272-4) da Tabela Gradshteyn[47l:

_ ax 1

1x 3a 1
dp———— = a+cx2+f7 ———In(zvc+ Va+cx? 4.235
/ a+c:c2% 2c2 A Va+cx? 2c2 (zve ) )

NG

Neste caso: z =k, a = (M*)? e ¢ = 1. Entdo a expressdo a cima fica:

k* 1 1
dk—————— = “k/(M*)2 + K2+ (M* Qk;——f M*)?In (k + v/ (M*)2 + k2).
/ [(M*)2 + k23 2 () (M) (M*)2 + k2 (
(4.236)

Definindo a integral:

kr k4 _ 1 *)2 2 *\2 1
o b ey = 2Ry M (M ke G
—3(M*)?In (kp + /(M*)2 + k%) + 3(M*)?In M* (4.237)
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b it 1 1 3 ke 4/ (M*)? + F
/ dh———— = Ckp\/ (M*)? + Kt (M) hp— =0 (M) In .
0 [(M*)? + k?]2 (M*)2 + k2,
(4.238)
Usando a expressao para energia efetiva (4.100):
N | 1 3 kp + E*
dk——— = —kpE* + (M*)’kp— — —(M*)’In ———. 4.2
| s = B+ (ke — SO0 P T (4.239)
Substituindo (4.239) em (4.234):
K—opy | % 20 1 gp (M) 1
m ke BT omg (BN \ 14 S (Lkp B+ (M*)2kp g — S(M*)2In beg)
(4.240)
2 2
g 2?1 1
K=9p |5+ 17~ 2
* m E* 2 E* 3 % « *
mo  Ykr E ?ggM*)Q + # (%kFﬁ + kpE* — %(E )21n %)
(4.241)

A expressao acima determina o valor da compressibilidade K para todo e qualquer kp, ou seja,
para todas as densidades. Vale enfatizar que a funcdo compressibilidade s6 havia sido calculada
anteriormente no ponto de saturacao, nesse caso, sendo chamada de moédulo de compressao.
Modulo de compressao, a grosso modo, é o parametro que determina se e quanto o sistema em
questao vai sair do equilibrio, se aplicar-se a ele uma perturbacdo. Quanto maior for o valor
do médulo de compressibilidade, maior a dificuldade de tirar o sistema do equilibrio e maior
a facilidade com que ele volta para o equilibrio. Portanto, um dos topicos inovadores dessa
dissertagao é a dedugao de uma expressao para a funcao compressibilidade valida para qualquer
densidade.

Vale notar que considerando as constantes de acoplamento g, e g, iguais a zero, chamando
M* de M e E* de E, ou seja, eliminando a presenca dos mésons no sistema, tem-se a compress-

ibilidade de um gas de férmions relativistico para barions com massa M:

27T2l 1
Ve B\ 2 (Ski B + kB - $B2n bt

K =95 (4.242)

o2
4.10 Velocidade do Som: Limite para a Compressibilidade

Uma aplicacao direta da fungdo compressibilidade é o calculo da velocidade do som em um
meio. Isso pode ser feito considerando-se que a velocidade do som v em um fluido relativistico

homogéneo estatico é dada por:

(%)2 _ <‘§:>S7 (4.243)
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onde ¢ é a velocidade da luz no vacuo. Calcular-se-a o lado direito da equagao acima, aplicando

a regra da cadeia na definicdo de compressibilidade (4.206):

dpP dP de
K=9—=9——. 4.244
dp de dp ( )
Substituindo (4.211):
dpP
K =9p~—. (4.245)
de
Substituindo em (4.243):
2 K
(5) =5 (4.246)
c I

K
S (4.247)
c Iu

Tem-se, assim, uma expressao para a velocidade do som no meio em funcao da compressibil-

idade e do potencial quintico do sistema. Além disso, como é sabido que, devido a causalidade,

a velocidade do som nunca pode ser maior do que a da luz, estabelecem-se as inequagoes:

<, (4.248)
C
K <9pu. (4.249)

Portanto, estabelece-se um limite superior para os valores da fung¢ao compressibilidade.

A velocidade do som também tem aplicagbes, como, por exemplo, no calculo do angulo que
uma particula supersdnica forma quando entra em um determinado meio. Quando uma particula
se move com velocidade vy maior do que a do som v, ela se move mais rapido do que a onda
sonora emitida por ela e forma um cone chamado cone de Mach (figura 4.4) cujo angulo 6 pode

ser calculado através de:

sinf = . (4.250)

rtan ra u rticu v i ior ue a veloci 1 i
Portanto, para uma particula com velocidade v,, maior do que a velocidade do som no meio
v, que penetra nesse meio, pode-se através da compressibilidade, calcular o &ngulo formado pelas

ondas sonoras.
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Figura 4.4: Cone de Mach. W; é a onda sonora formada pela particula quando ela estava em
s1 e Wy é a onda sonora formada pela particula quando ela estava em sg. O raio de cada onda

sonora ¢ igual a v - t, e a distdncia entre o ponto em que a particula emitiu a primeira onda e o

fim do cone ¢é vy - t.
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00 01 02 03 04 05 06 07 08 09 10 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 1,0
M*/M M*/M

Figura 4.5: Compressibilidade por massa efetiva (esquerda) e compressibilidade por massa efetiva

com destaque na parte em que a compressibilidade é negativa (direita).

4.11 Resultados Numéricos para a Compressibilidade e Veloci-

dade do Som

Substituindo (4.100) e (4.92) em K, obtém-se a expressdo para compressibilidade em fungao
dos parametros desejados e pode-se, agora plotar a fungdo compressibilidade. As figuras (4.6)

e (4.7) (a direita) mostram que, na saturacio (pp = 0,17fm™> e kp = 1,71fm~! para v =
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Figura 4.6: Compressibilidade por Kr (esquerda) e compressibilidade por K com destaque na

parte em que a compressibilidade é negativa (direita).
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Figura 4.7: Compressibilidade por pp (esquerda) e compressibilidade por pp com destaque na

parte em que a compressibilidade é negativa (direita).

2 e kr = 1,36fm~! para v = 4), os valores para a compressibilidade sdo respectivamente,
1093,84MeV e 551,53MeV, enquanto os valores experimentais estao entre 200 e 300MeV.
Encontra-se ai mais um limite do modelo de Walecka: os valores da compressibilidade sao maiores
do que os valores oriundos da analise do comportamento da matéria nuclear em laboratoério.

As figuras (4.5), (4.6) e (4.7) (a direita) mostram que, para pg entre 0,01fm =3 e 0,06fm =3
para v = 2 e pp entre 0,001 fm™3 e 0,12fm ™3 para v = 4 ¢ kp entre 0,67fm ™! e 1,27fm™"
para v =2 e kp entre 0,31fm ™" e 1,22fm~! para v = 4 ( 0 que representa massas efetivas de
0,81M a 0,97M para v =2 e de 0,66M a 0,99M para v = 4), obtém-se valores negativos para

a compressibilidade. Como a compressibilidade é, fisicamente, positiva definida, percebe-se que
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os limites de validade do modelo encontrados no grafico da energia de ligagao por nicleon (figura
4.2) devem ser modificados para kp maior que 1,27 fm ™! para v = 2 e kr maior que 1,22fm !
para v = 4.

As figuras (4.5), (4.6) e (4.7) (a esquerda) mostram que a funcdo compressibilidade nunca
cruza a linha superior do grafico, que denota o limite causal. Isso mostra a consisténcia do

modelo.

1,0 - :

v/c

0,5 _

010 s 1 s 1 s 1 s 1 s 1 s 1 s 1 s 1 s 1

Figura 4.8: Velocidade do som (como fragao de c) por densidade.

A figura (4.8) mostra que, com aumento de densidade, a velocidade do som no meio aumenta
até que se estabiliza em v = 0, 9¢ a partir de pg = 0,8 fm 3. De acordo com a equacio (4.250) e a
figura (4.8), para uma particula que viaja com uma velocidade fixa v,, quanto maior a densidade
do meio, maior a velocidade do som nesse meio e, portanto, maior o angulo de Mach. Para um

nucleon, a velocidade tipica é da ordem de vs = ¢/4 resultando na figura (4.9).
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Figura 4.9: angulo do cone de Mach por densidade.
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Capitulo 5

Modelo de Acoplamento Ajustavel

Apesar do sucesso do Modelo de Walecka na descrigao de algumas propriedades da matéria
nuclear, ele apresenta discrepancias em suas predigoes com os valores experimentais de algumas
propriedades como, por exemplo, compressibilidade e massa da estrela de néutrons correspon-
dente. Uma vez que, predicoes tedricas consistentes para a compressibilidade, em especial, e que
sejam compativeis com os valores experimentais é uma das questoes fundamentais deste trabalho,
é preciso encontrar um tratamento formal no qual essa discrepancia seja resolvida. Modelos rel-
ativisticos efetivos, os quais baseiam-se na premissa de que, em teorias relativisticas quénticas
de campos, pode-se trabalhar com graus de liberdade compostos e nao s6 de particulas funda-
mentais, poderiam representar uma alternativa para a solucao dessas discrepancias. Uma teoria
efetiva tem validade somente em uma escala de comprimento ou energia (tipicamente definida
pelas massas das particulas), e as outras escalas entrardo, naturalmente, através das constantes
de acoplamento.

O primeiro modelo efetivo que poderia ser usado para descrever o sistema seria o modelo de
Boguta—Bodmer[52]. E um modelo nio-linear que soluciona os problemas do Modelo de Walecka,
adicionando termos (de ordem cubica e quartica) de auto-interagao do méson o. Mas esse modelo
traz novos problemas, porque apresenta comportamentos nao fisicos, tais como picos na equagao
de estado (que, como foi visto no capitulo 3, violam o principio de Le Chatelier) e existéncia de
trés solugoes de massa efetiva para uma mesma densidade bariénica. Outra alternativa seria um

1531,

dos modelos de Zimanyi-Moszkowski Sao modelos nao lineares que solucionam os problemas

do modelo de Walecka, introduzindo uma dependéncia do campo ¢ na constante de acoplamento
do méson w (ZM1, ZM2 e ZM3) e do proprio méson o (ZM2 e ZM3) com os barions. Sera

] 1541,

usado, neste trabalho, um modelo de acoplamento ajustéve Ao contrario dos modelos de

Zimanyi-Moszkowsky, ele tem uma parametrizacao das constantes de acoplamento ajustavel,
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caracteristica essa, que permite a ampliagao de seu escopo de validade.

5.1 Densidade Lagrangeana

A estrutura da densidade lagrangeana do modelo ajustével é analoga & do capitulo anterior,
sé que, agora, em termos de graus de liberdade bari6énicos, além dos niicleons, serao considerados
também os hiperons, de forma a incluir o octeto bariénico fundamental. E importante considera-
los no modelo utilizado porque, & medida em que a densidade baridnica aumenta, a energia de
Fermi cresce o suficiente para alcangar valores que excedem o valor correspondente & massa dos
hiperons, e a conversao para essas particulas reduz a energia e a pressao do sistema, sendo esse
um estado preferencial. Entao, tanto a equacao de Dirac para os barions quanto os termos de
interagao dos bérions com os mésons estao sendo somados, sendo os barions representados pelo
campo espinorial ¥g com massa Mp.

Nesse modelo, além do méson o e do méson w, serd incluido também o méson p. Ele, assim
como 0 méson w, é, no espago-tempo, um bdson vetorial, logo, tem um termo de interagdo com
os barions analogo ao do méson w e é representado pela densidade lagrangeana de Proca. Ele
é representado pelo campo vetorial p/ e tem massa m,. Porém, no espaco de isospin, ele ¢ um
isovetor e tem as duas primeiras componentes do campo p* efetivamente nulas, restando apenas
oh 55, Isso se deve & condigao de inveridncia rotacional em torno do eixo de quantizagao no
espago de isospin. Fisicamente, o méson p introduz uma assimetria entre o ntiimero de protons
e néutrons no sistema (ja que é através dele que o isospin das particulas entra na densidade
lagrangeana), o que é muito importante ja que, em uma estrela de néutrons, tém-se muito mais
néutrons do que protons.

O méson o, ao invés de se acoplar apenas diretamente aos barions, como antes, agora contribui
para a diniAmica do sistema também através da sua participagao na conformagao das “constantes"
de acoplamento associadas & interacao dos outros mésons com os barions e da sua propria con-
stante de acoplamento. Nesse modelo, os 1éptons (nao interagentes), muons e elétrons equilibram
a carga positiva dos barions. Eles sao representados pela densidade lagrangeana de Dirac (porque

sao férmions), pelo campo espinorial 1) e tém massa m). Assim, a densidade lagrangeana para

o modelo de acoplamento ajustével pode ser escrita como:

L =Y p¥p(i7.0" — Mp)pp + 35 ¥A(9,0" — my )iy
+3(9uo0"o —m2o?) + ( — w v + %miw,w“) + ( — 1P P + %m%mm“)

+(Q;B&BwBU — giB@B’mwau - %Q;B&B’YuwBT-P“)a (5-1)
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onde os tensores wy, € Py sao definidos na forma:
Wy = Opwy — Opwy, (5.2)

Puv = 0upy — Oupp. (5.3)
O isovetor 7, que aparece devido & existéncia do campo vetorial-isovetorial p, é composto a
partir das matrizes de Pauli:

T =Tt +7yJ + T2k, (5.4)

Na densidade lagrangeana (5.1), de forma a incorporar a participagdo dinadmica do méson o

nas constantes de acoplamento g,g, guB € g,p, foi feito um reescalonamento:

9oB = MABYoB: (5.5)
9oB = m%ngBv (5.6)
9pB = M3 BYpB; (5.7)

onde:

® 9o O -
iB ( + ZMB> ) (5 8)

em que i = A, § ou y representa parametros reais (positivos ou negativos) que variam con-
tinuamente. Cada conjunto de pardmetros forma um novo modelo e é objetivo desse trabalho
escolher, atavés de variagoes sistematicas dos parametros A, (3 e v, o modelo que melhor descreva
a fenomenologia de estrelas de néutrons.

Rearranjando os termos da densidade lagrangeana (5.1), tem-se que:

Lr =Yg ¥ply(id" — g5 gt — %Q;BT'P“) — (Mg — g5 30) B + 32, YA (179,0" — m)iha

+5(0u00Mo —m2o?) + 5 (—3wwwh” + mEwwh) + 5 (— 3PPt + m2pup”) . (5.9)

A densidade lagrangeana (5.9), junto com as defini¢oes (5.5), (5.6), (5.7) e (5.8), origina um
modelo relativistico efetivo que representa a generalizagao de outros modelos efetivos encontra-
dos na literatura. Isso pode ser melhor observado tomando-se alguns limites dos parametros
ajustdveis do modelo. Assim, para A, 8 e v tendendo a zero, mygy = mZB = mi';B — 1
e o modelo de Walecka é recuperado. Para A igual & unidade e § e v tendendo a zero,
mig = (1 + %)_1 e mgB = m§B — 1 e o modelo ZM1 é recuperado. Para A, 3 e ~ iguais
a unidade, mip = mip = mip = (1 + %)*1 e o modelo ZM3 é entao recuperado. Quando

os indices do modelo tendem a infinito (i — 00), o acoplamento torna-se exponencial (prova no

apéndice A):

, . w0\ —ge2
lim o g’:,B =lm ;oo <1 + g > gnB — € MBgnB, (510)
’LMB
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onde n pode representar o, w ou p, contemplando, assim, contribui¢oes nao-enumeréveis de ter-
mos, por exemplo, de interagoes do tipo ¢¥p AZ—;J@ZJ B, em diferentes ordens, tornado a interpretagao

dos resultados extremamente complexa devido a nao-linearidade. O acoplamento exponencial &,

por outro lado, importante por seu carater de naturalidade!®®l

Os indices também podem variar de forma continua e assumir valores intermediarios aos dos

modelos citados acima. Esses modelos serao classificados em 3 grupos:
e Escalar: \ varia e § e v sao sempre nulos; por exemplo: modelos de Walecka e ZM1.
e Vetorial: A varia com o vinculo A=03=~; por exemplo: modelos de Walecka e ZM3.
e Independente: A, § e v variam sem vinculo algum.

O comportamento dos dois primeiros grupos ja foi analisadol®! enquanto o terceiro grupo esta
sendo proposto, nesta dissertagao, segundo sabemos, pela primeira vez.
5.2 Equacoes de movimento

Agora, vamos aplicar a Equacao de Euler-Lagrange & densidade lagrangeana do modelo

ajustavel (5.9) para obter as correspondentes equagdes de movimento.

5.2.1 Para o campo o

Nesse caso, tem-se:

oL oL
— = ) = 11
g5~ O <0(8u0)> ! (5.11)
- 99ip , 1995 9% 5 "
> ——wBp_ S P2, ; 2 —m2o — 0. (5.12
2 VB ['yu< o W T 55, TP + 9,8+ 9% 7 Yp—mio— 0,(0"0)=0. (5.12)

Para obter-se as derivadas correspondentes, substitui-se (5.8) em (5.5), (5.6) e (5.7) e, apos

proceder-se & derivacao parcial em funcao de o das correspondentes constantes de acoplamento,

tem-se: \
* g B
9o = (1 + )f]](\}B) 9o B (5.13)
998 _ _y (14 920 A gogon (5.14)
0o AMp AMp ’
99, 5 142 9o Yo B
—2oB — _(pk 5.15
P (mig) My (5.15)
-8
N o
9B = (1 + 59]((@) 9uB (5.16)
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995p _ g(14 929 ! gogun (5.17)
do BMp BMp ’

99, U8 9o guB
— —(m* B 5.18
BB — (i) I8 (519)

-
9o O
=1+ ) B 5.19
gis= (1427 g, (5.9
89* —v—1
pB goO 9o9pB

= =1 = 5.20
do 7< i ’)’MB> YMp (5:20)

99,5 « 27 909pB
ag =—(mig) ™ TZ (5.21)

Entao, substituindo as derivadas na equagao de movimento para o resulta:
- 148 9o guwB 1 141 9o 9pB
ZB:T/JB [’Yu (‘( — (mpp) ? %)W“ - 5( —(m3p) M; )T~P“>
+(mingon) + (= (mip) ggj”B)a] g —mio — 9u(0"0) =0, (5.22)
B
de forma que
(0,0" +m2)o =
s * 48 Go9wB , b 1 * Rl 959pB 7 * * 12 95908
> p¥B [% <(mﬁB) oEsEEO + 5 (mip) T T )+gUBmAB_ (mip) * %5k o| ¥b-
(5.23)

Definindo a razao entre as constantes de acoplamento de interagao dos barions e dos nucleons

com 0s meésons:
9nB
XnB = ——, (5.24)

9n

onde n pode ser o, w ou p, a equacao do campo o fica, entao, escrita como:

(0,0" +m2)o =

7 * 8 9wB , 1 « 12 9pB " * x 2 g,
9o 2.5V [W ((mﬁB> T htpwt +a(mip) 7 R, Te ) + Xonmip — (M3p) * 20| U,
(5.25)
que é a Equagao de Klein-Gordon com fontes escalar e vetorial.
5.2.2 Para o campo w
A equagao dinamica para o boson vetorial isoescalar é:
oL oL
—_oV [ —=_) =0 5.26
OwH <8(8“w“)> (5.26)
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= bvglipts + miw, — 0 (W) =0, (5.27)
B
tal que

—0"wy + miw“ = Zm%ngB &B’yuwg, (5.28)
B
que é a Equacao de Proca com fonte vetorial e corrente baridnica, em analogia & corrente eletro-

magnética da eletrodinAmica quantica (QED).

5.2.3 Para o campo p

A equagao dindmica para o bdson vetorial isovetorial é:

=S TG + i — 0 (o) = 0, (530
tal que ’
~0 Py + mopy = % Z mipge VBYTYB, (5.31)
B

que é a Equacao de Proca com fonte vetorial e corrente barionica.

5.2.4 Para o campo

A equacéao para os léptons é:

LI AR
Dy 0 A(OMy) 0 (5.32)
(170" — ma)¥x = 0, (5.33)

que é a Equagao de Dirac sem fontes porque os léptons, nesse modelo, nao interagem entre si

nem com os demais campos do sistema.

5.2.5 Para o campo p

A equagao para os bérions é:

oL oL
5~ * (sia) = .
ou
1
(10" = gopwt = 59,5T-P*) — (Mp — gopo)lyp =0, (5.35)

que é a Equacao de Dirac com campos mesonicos vetoriais e escalar.
Pode-se notar que, se nas equagoes de movimento todos os g; 5 forem substituidos por gy, os
14i

m}p por 1, os (mlz)" i por 0 e todos os x,p por 1, sao recuperadas as equagoes originais do

modelo de Walecka.
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5.3 Tensor Energia-momentum

Usando a mesma definigdo de tensor energia-momentum do capitulo anterior:

oc
T =—Lgw+ > ——n 9,Q (5.36)
e o S iy

e aplicando-a essa definicao & densidade lagrangeana do modelo ajustével, obtém-se:

Tw = - [ZB U010 — g5 e’ — 395p7.0") — (Mp — g5 50) s + 30, ¥a(iv90” — my )iy
+3(990 0’0 — mZo?) + 1 (—Fwoew?® + mPwew?) + & (=1 pgep® + mf)pgpe) }gwj
+(au0)81/0 + (fw/m)&,w” + (*p;m)avpn + (ZA TZAVui)auwA + (ZB @Z_’B'Y/ﬂ')azﬂﬁB-

(5.37)

Usando as equagoes de movimento dos campos ¥p e 1y, o primeiro e o segundo termos da

expressao acima desaparecem, restando entao:

Ty = % — (0go o — m2o?) + (%wg(z,wed’ — miwgwe) + (%p9¢p9¢ — m%pgpe) }guv

+0,00,0 — WunOyw" — PunBuP" + 33 UaVuiOuthr + Y. g VBVui0 Y E. (5.38)

5.4 Aproximacao de Campo Médio

Da aproximacao de campo médio resulta para os campos mesonicos o e w:

o —< o >= 0y, (5.39)

wh =< wh >= §,0wo. (5.40)
Como dito previamente, s6 existe a terceira componente do espago de isospin de p:
Pl =< pt >= 5,0p03, (5.41)

de forma que é permitido escrever:

ot < TPt > T30u0p03

5 5 5 (5.42)

Redefinindo a terceira componente de isospin:
Iip = % (5.43)

a contribuicao do méson vetorial-isovetorial fica:
TQL“ — Suoposlan. (5.44)

A seguir, essas defini¢Oes serao utilizadas nas equagoes de movimento obtidas anteriormente:
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5.4.1 Para a Equacao de Movimento do Campo o

A equagado do méson escalar-isoescalar na aproximagao de campo médio assume a forma:

148 1ty _
my00 = 9o Y p [ <(mEB)oﬁ T2wo + (mig)y” ﬁ?f;ﬂoﬂw) <vprYp >

B

142 _
+ (XaB(mf\B)O — (m3p)o* s17\?;‘70> < ¢pyYp > ] ) (5.45)
onde:
9500 a
=1 5.46
(i = (14 %20 (5.46)

Substituindo (4.37) e (4.45), obtém-se, sucessivamente:

1+8 14~y
2
_ g * B8 9uwB * v 9pB
9000 = 1,7 2B { <(mﬁB)O Yowo + (mip)e” Fg PO3I3B> pPB

142
+ (XUB(m§B>0 - (m’)ﬁ\B)oA ?\?['];UO> Ps}, (5.47)

soon (1+ 8 Spmip® . ) =

2 145 14y
55 | () e+ (s)y” ol ) pn -+ xam(mipon| . (549
e finalmente
g2 e 1 g5
P B [((mEB)o F2wo + (mlp)y” ]\Q}BP03133> pB + XUB(mf\B)ops]
Jo00 = Y . (5.49)

9o A YoB
L+ 552 p(miple™ $7nps
5.4.2 Para a Equagao de Movimento do Campo w
A equacao do méson vetorial isoescalar na aproximacao de campo médio assume a forma:

miwo =Y (mip)egun < ¥Y0¥s > . (5.50)

B

Substituindo (4.45) nessa equagao, tem-se que:

Juwwo = % > (mip)ogus pB- (5.51)
©'p

Substituindo (5.24) na equagao anterior resulta entao:

2
JuWo = % > (m5g)oxws pB. (5.52)
w'p
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5.4.3 Para a Equagao de Movimento do Campo p

A equagado do méson vetorial-isovetorial na aproximacao de campo médio toma a forma:

mipos = »_(m2plogpslsn < Puyots > . (5.53)
B

Substituindo (4.45), resulta:

m,%pos = Z(mig)ongfszpB' (5.54)
B

Substituindo (5.24) na equagao anterior, obtém-se:

2
g
9pP03 = m*’; > (mip)oxpslssps. (5.55)
P B
Analisando de outra forma, pode-se definir as densidades de isospin para os prétons e néutrons

como % e —&, para obter-se outra forma para a equacdo de movimento de p:

Q =" < ¥pylspts >, (5.56)
B

mzPOZS = (m}p)ogpB Z %, (5.57)

B
€

; Pp — Pn

9pPo3 = m71)2<mfyB)0XB = 5 (5.58)
)

5.4.4 Para a Equacdao de Movimento do Campo 1

Para os 1éptons, a equagao dindmica na aproximagao de campo médio é :
<(i’yM8“ - mA)¢A> = 0. (5.59)

5.4.5 Para a Equacao de Movimento do Campo 93

Para os barions, a equagao dindmica na aproximagao de campo médio resulta em:

(i ~70(g5 )00 — 10(558)0Ts5003) — (M5 — (65.5)000)]65 ) =0, (5.60)

onde, além dos termos livres, tém-se também os termos que representam as interagoes dos barions
com os mésons escalar-isoescalar, vetorial-isoescalar e vetorial-isovetorial.

Definindo a massa efetiva barionica:

Mp = Mp — (9,5)000 (5.61)
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e substituindo-a em (5.60), tem-se:

<[’mia“ —70(958)0wo — 0(9,5)0l3BP03 — ME]¢B> =0. (5.62)

Pode-se notar, novamente, que, se nas equagoes de movimento na aproximagao de campo
14i

médio, os os g p forem substituidos por gy, os os m; g por 1, os os (m;z) ¢ por 0 e dos os xnB

por 1, recuperamos as equagoes do modelo de Walecka na aproximacao de campo médio.

5.5 Pressao e Energia

5.5.1 Densidade Baridénica

Em analogia a equagao (4.89) do modelo de Walecka, o somatorio referente a degenerescéncia
dos béarions sera substituido por 2Jp + 1 (Jp representa o spin do barion) ja que, agora, todo
0 octeto baridnico fundamental é contemplado na densidade lagrangeana e nao s6 nicleons. A

expressao para a densidade bariénica de cada bérion fica entao:

2Jp+1 [krs o
ou
2Jg+1
PB = Wk?ﬁg (5.64)

As caracteristicas fisicas de cada barion podem ser vistas na tabela 1.

Tabela 1: Propriedades dos barions constituintes do octeto bariénico fundamental.

B Mp J I I3 S Q
barion | massa (MeV) | spin | isospin | 3% comp. de isospin | estranheza | carga elétrica
p 939 1/2 1/2 +1/2 0 +1
n 939 1/2 1/2 -1/2 0 0
A 1116 1/2 0 0 -1 0
¥t 1193 1/2 1 +1 -1 +1
0 1193 1/2 1 0 -1 0
3T 1193 1/2 1 -1 -1 -1
=0 1318 1/2 | 1/2 +1/2 -2 0
=" 1318 1/2 1/2 -1/2 -2 -1

95



5.5.2 Densidade Escalar

Mudando de notagao, substituindo-se v por 2Jp + 1 em (4.114) (que reflete a inclusao do

octeto baridnico) a expressao para a densidade escalar de cada barion fica:

_ (2Jp+ )M} [Frs k>
PE =" W Erone 0
ou
krg 4/ (Mp)? + k3
2Jp+1 N N Fp B Fp
B

5.5.3 Densidade Leptonica

Analogamente & densidade barionica, pode-se definir uma densidade leptonica de cada lépton,

de acordo com:
pr =< iy > . (5.67)

Substituindo v por 2 em (4.92) (para incluirmos 2 léptons), resulta:

1
px = ﬁk%. (5.68)

5.5.4 Tensor Energia-Momentum na Aproximagao de campo Médio

Utilizando as aproximacoes de campo médio na densidade lagrangeana do modelo ajustavel,

obtém-se a densidade lagrangeana:
Lryrer = < > B0 —v0(955)0wo —Y0(95p)0 38003 — ME]¢B>
+< Do &A(i%ﬁ“ — m/\)¢k> — %mgag + %miw% + %m2p33. (5.69)
E, a partir dela, deriva-se o tensor energia momentum com as aproximacoes de campo médio,
conforme segue. Primeiro, é usada a expressao do tensor energia-momentum para 0os campos
¥y e ¥Yp que foram os Unicos campos dos quais restaram derivadas temporais na densidade
lagrangeana (5.69):
(Tyw)mrr = — [< S5 UB[0id° —0(g55)owo — 10(955)0l38003 — M§]¢B>
+{ SaOa(900” = ma)n ) — dmZo? + dmZd + Sm2ods] g
+< B &B'Yuiaz/¢3> + < 2o %’miau%>- (5.70)
Depois, usando as equacdes de movimento no campo médio dos campos ¥ e 1)y, os dois

primeiros termos sao cancelados, restando:

1 1 1 — . - .
(Tyw)mrpr = 5’”308 - 5’”3“12 - §m/2)P(2)3] Guv + <Z ¢37u15u¢3> + <Z wmzayw>- (5.71)
B )
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5.5.5 Pressao

Da equagao (4.28) resulta que:

1
p= g(Tii)MFT- (5.72)

Usando (5.71), (4.24) e (4.60), obtém-se:

UL e L e L e = -
P=3 [<2mgoo ~ 5o T 5P o3 (—=3) — <XB:”¢B%'&'¢B> - <;ww@-w> . (5.73)
Usando (4.42) e (4.63), tem-se que:

1 1 1 1 L= 1 N
p= 7§mgo§ + Qmiwg + ngpgg — §< gsza.V¢B> — §< XA:Z@DT\Q.V@D,O. (5.74)

Substituindo-se 1T e Vi na formula acima, tanto para os campos bariénicos quanto para os
campos leptonicos, e usando os resultados obtidos no capitulo anterior em (4.143) (adicionando
os termos do méson p e dos léptons, levando em conta todo o octeto barioénico e substituindo ~

pelo novo fator de degenerescéncia de spin), resulta:

p = —3my0f + ymiwf + ymipets
HTp B e H T A N e (575)
ou
P = —3m500 + 3mLw + 3mppgs
#3 M (K, — Bk, ) O 1 K, + gy T
+ 50 [ (ik%} - %m?\kﬂ) \/m +5miln IW} (5.76)

A pressao do modelo ajustéavel, agora, contém também um termo referente ao méson isovetorial

e um termo referente aos léptons.

5.5.6 Energia
Da equagao (4.30), segue:
€ = (TOO)MFT- (577)
Usando (5.71), (4.24) e (4.60), tem-se que:
1 1 1 - -
€= <2m308 - 57”3008 - 2’”,%033) (1) + <ZZ¢B’7080¢B> + <ZWWO@0¢A>- (5.78)

B A
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Usando (4.42), obtém-se:

= tmiaf - tmud — Lm2gh, + <§ij;an3> + <;wlaow>- (5.79)

Substituindo ¥ e Vi na formula acima, tanto para os campos baridnicos quanto para os
campos leptonicos, e usando os resultados obtidos no capitulo anterior em (4.162) (adicionando
os termos do méson p e dos léptons, levando em conta todo o octeto bariénico e substituindo

pelo novo fator de degenerescéncia de spin):

1 1 2JB+1 2 ke
€= imQUS—im Wi — fmpp03+z / d*k e++(2ﬂ)3/0 d*k " (5.80)

Para os barions, €™ é construida a partir de (4.164), acrescentando-se um termo referente ao

meéson isovetorial (que contém a terceira componente de isospin):
krh + (M5)? + (955)owo + (955)0p03138, (5.81)

onde:

(9nB)o = (M;B)ognB; (5.82)

e em que n pode ser o, w ou p e i pode ser A, B ou 7.

Para os léptons, permanece a formas:

et = /K2 +m2. (5.83)

Substituindo-se na expressao para a energia, resulta:

= §Ma0f — Mwh — imppos +2.5 295531 Jo o &k + (Mp)* + (g5 5)owo + (9;5)0p03I3B)

k
+# o X Ak K2 +m3, (5.84)

ou

k
€ = gmZog — 3miwp — 3mipts + Qé%g P Bk + (Mp)?
+wo >_p(95p) Qéiﬂ Jo Y7 dk + po3 > 5(95p)olsB (Qi;él Jo 7 + G %5 Jo ;o kK2 +m3.
(5.85)

Substituindo-se (5.64) nessa equagao:

1,2 2 1.2 2 2JB+1kFB3 2 12
€ = ym208 — gmiwi — 3m2p3s + > p o) d°k\/k? 4 (M)

k
+wo - p(955)ops + o3 d_g(9,5)olsBpB + 7(27203 Jo ™ d3k\/K2 +m3. (5.86)
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Usando as equagdes de movimento dos mésons w e p na campo médio

miwo = Z(QZB)OPB, (5.87)
B
mapos = Z(Q;B)OISBpBa (5.88)
B

a expressao para a densidade de energia fica escrita como:
1,2

- 2 ,1,.2 2,122
€ = 5My0( + 5MLWy + 5M,Pg3

+ZB Z(Qig_l fOkFB dk kQ k2+(M§)2+Z)\#fokF)\ dk kQW (5.89)

ou

_ 1,2 2,12 2 1.2 9
€ = 5My0( + 5MLWy + 5M,Ph3
kpy+,/(M5)2+k2
2Jp+1 1 *\2 *\2 2 1 *\4 B \/ B Fp
+ZB 272 [(8(MB) kFB+iki;B) (MB) +kFB_8(MB) In T,

kp, +,/m3+k2
RS NI ey AU Y R

A energia de modelo ajustavel, agora, contém também um termo referente ao méson isovetorial

e um termo referente aos 1éptons.

5.6 Constantes de Acoplamento

5.6.1 Constantes de Acoplamento dos Ntcleons

Esta se¢ao visa encontrar uma expressao para as constantes de acoplamento dos ntcleons

9o = Gu_

9o ~ . CA . ~ .
myt my € m, €M fungao de py (densidade barionica dos nticleons na saturagao), €y (densidade de

energia na saturagao), My (massa do nicleon) e (My)o (massa efetiva do ntcleon na saturacao).
Como as constantes de acoplamento serao calculadas no ponto de saturacao, serao utilizadas
expressoes que contenham apenas os graus de liberdade relevantes para a dindmica da matéria
nuclear, os niicleons. Para calcular ST(; e STU:,’ considera-se matéria nuclear simétrica, portanto

sem o méson p.

A pressao (5.76) nesse ponto é igual a zero :

« x x key ot/ (MR )5+(kry )
ot [ (30D} — SOM33 (ko) /(M3 + (ke )3 + B(My)f n BtV E it Bedo] — o,

N

(5.91)

99



A energia (5.90) é igual a €:

%mgag + %miwg
% « % (krp ot/ (M )3+ (kry )2
+o0z | (10kry )} + §(MR)E(kry )o) \/(MN)% + (kpy)f — §(MR)G In A2 gpi it | = ¢,
(5.92)

Na saturacao, para matéria simétrica, vale:

1
37_[.2 3
(kpy)o = <2PO> ; (5.93)
2(kry )}
o = 2o, (5.94)
) 148 £ ?
L g K(mEN)O" iwo + (M) M}pos-’w) po + (miN)ops]
io? , (5.95)

14X

2
2
U S s

2

9w

miwg = 724(m2N)3037 (5.96)
mw

P03 = 0, (5.97)

1

(kpy)o + 1/ (M3)2 + (kpy )2
o= =2 [ o030 JOT308 + (ki ) — (V13— JOLOR + (ke )3

(Mo

. (5.98)

Como a constante de acoplamento do méson p i—" nao pode ser calculada como as dos outros
P

mésons, serd utilizada a equagao da densidade de energia, (5.89) (somente com os nticleons):

I 99 1 591 949 2 kn 2 2 g 2 /19 2
€ = 5Me0+ oMWy +5MyPist5 3 dk k°y/k2 4+ (M3)? + dk k“\/k2 + (M3)?|,
0 0

(5.99)
onde: ,
9 * (p _pn)2
m?)P(Q):s = m*p%(myN)(Q)pf~ (5.100)
Quando:

N-Z Pn — Pp
t = = , 5.101
1 o (5.101)
oN = Pu+ P (5.102)
kpy = kp(1+1)3, (5.103)

dkF 1 _2
L =kp-(1+1)"¢ 5.104
(1), (5.104)
kpy = kp(1—1)3, (5.105)
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dkr,

2
=—k 1—1t)" 3, 5.106
k(1) (5.106)
onde t é o parametro de assimetria, obtém-se para a terceira componente do campo p:
2 92 9 . otk
myPo3 = —5 (MIN)G 1 (5.107)
e

Dividindo a densidade de energia pela densidade dos nucleons e substituindo a equagao acima,

tem-se:
2 2.2
11 1 1 * t2p
pLN = on 2m20(2] + f§m wi + piNimip(m'yN)%74N
pN = [foan dk K/ + (My)* + o 7 dk K2k + (ME)Q] ) (5.108)
ou entao
11 92 12
o = on 3Mah + —§m2wg + .5 ( 'yN)(%%

o ([ e 2R (2 + ok k2 B2 T O13)?] - (5.109)
Derivando essa expressao em relagao a t:

a(=%) 2 2 dk
£y :%(%) (M2 N )52toN + 57 [an kpy, + (MR)?

hily Jke? + (sz)?d’;?]. (5.110)

Substituindo (5.94), (5.103), (5.104), (5.105) e (5.106), tem-se:

(%) 2
N’ _ 1 ([ 9p * 291 2 1.3 32
ot - 8 (mp> (m'yN)O2t37r2 kF 2k3 7I.2

B+ 03 BR 407 + ()2 (ke +0)78)

—i—k%(l—t)%\/k%(l—t)%—i—(M;(])?( krpi(l—1)" 5)] (5.111)

ou

a(i) g ? * k3 2 2
5: = <mf’p> (mw)gt6—f’2+5 \/k%(1+t)3 \/k2 1—t)s + (M%)?].(5.112)

Derivando em relacao a t novamente, obtem-se:

€ _1 _1
PG5) (Q’)Q(m*N)%k%le 1622(1+4)73 —3kp3(1 1) ](5 113)
2 Y 2 '
ot mp o= 2 \/k%(1+t)%+(M* \/k:2 (1= )3 + (M)’
ou
2(_¢€ 1 1
3%N:<m»ammﬁ@+ﬁ% a+os “‘”3 (5.114)
or mp) 6w VAR 05 + (M) \/k2 1—1)5 + (M)?
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Para t = 0:

aQ(L) ( 2 k3 k2 1 1
pn’ 9P> (miy)i—L + “F - (5.115)
2 = YN0 2 .
ot m, 6 6 |k agr (ke (M)
2( €
ot? mp) RT6TE 3 fea (e

A defini¢ao do coeficiente de assimetrial®7l ¢ relacionada com a segunda derivada da densidade

de energia em relacao ao pardmetro de assimetria:

1 (9*(5)
Agim = 5 < atQ _ 5 (5117)

que permite estabelecer uma relagdo entre o coeficiente de assimetria, o momentum de Fermi e

a massa efetiva do nucleon:

2 3 2
g N k k 1
F N

Manipulando a equagao para coloca-la em termos da constante de acoplamento:

1272 1 k2 1
e By | i T (5.119)
mp r (MIN)o 6 k2 + (M3)?

tem-se a equacao para a constante de acoplamento do méson p.

5.6.2 Constantes de Acoplamento dos Outros Barions

As relagOes a seguir ajudam a determinar valores para as constantes de acoplamento dos
barions com os mésons a partir das constantes de acoplamento dos niicleons com os mésons para

que se possa calcular as razoes:

xXnp = 2B (5.120)
9n

onde n pode ser o, w ou p. Para isso, serdao adotadas como base as chamadas regras de contagem

para quarks, resultando em um acoplamento do tipo SU(6).

Mésons o e w

O acoplamento desses mésons com os béarions é proporcional ao namero de quarks dos tipos
up e down que compoem esses barions:

Qu = u, (5.121)



qa = d, (5.122)

Y = uus,uds, dds, (5.123)

= = uss, dss, (5.124)

A = uds, (5.125)
Nucleon = N = udd, uud. (5.126)

Dessa contagem, resultam relagoes em que a constante de acoplamento g, de cada espécie é

proporcional somente ao niimero de quarks up e down envolvidos:

9o = 290q, 4> (5.127)
9o= = Yoqu 4> (5.128)
9o = 290q,.4> (5.129)
JoN = 390q, 4- (5.130)

Ao eliminar as variaveis gyq, , das 3 primeiras equagoes, usando (5.130):

2

gox = 390N7 (5131)
1

9o= = 390N, (5.132)
2

JoN = 3gUN (5133)

Analogamente, para o méson w:

2

gJuy = 390.1N7 (5134)
1

JwE = 39wN; (5.135)
2

JuwA = 3ng (5136)

Por motivos de conveniéncia sera introduzida a notacao compacta gonN, goN — Go, Guw-

Meéson p

Parece claro, ja que o méson p esta relacionado com a assimetria de isospin, que suas constantes

de acoplamento se relacionem de acordo com seu isospin:
= (5.137)

Is =1, (5.138)



1
I= = = NI
=1 (5.139)
Ipn =0, (5.140)
1
Iy = 3 (5.141)

Definem-se , entao, relagoes em que a constante de acoplamento g, de cada espécie ¢ propor-

cional somente ao isospin das particulas envolvidas:

9p% = 20pq,, 4 (5.142)
9p= = Ypgu.a (5.143)
9pA = 09pq,, 45 (5.144)
9oN = 9pqu q- (5.145)

Devem-se eliminar, agora, as variaveis 9oq,.q das 3 primeiras equagoes, usando (5.145):

9ps = 29pN, (5.146)
9p= = 9pN, (5.147)
gpa = 0. (5.148)
Calculando os x,p
Xob = 25, (5.149)
9o
Usando (5.131), (5.132) e (5.133):

gox 2
=27 _Z 5.150
XoZ 9o 37 ( )

9o= 1
- i 5.151
Xo= =" = =3, (5.151)

goA 2
== =_ 5.152
XoA 9o 3 ( )
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Calculando os x5

9wB

XwB = . (5.153)
9w
Usando (5.134), (5.135) e (5.136):
[y 2
= s 2 5.154
Xuw =" =3 (5.154)
Ju= 1
%= _1 5.155
Xus ="~ =73, (5.155)
yon = 224 = 2, (5.156)
9o 3
Calculando os x,p
o = 228 (5.157)
9p
Usando (5.146), (5.147) e (5.148):
Xom = 22 =2, (5.158)
9p
Xom = 22 =1, (5.159)
9p
Xor = 222 — o, (5.160)
9p

5.7 Massa Efetiva

Para obter uma expressao de masa efetiva bariénica M}, em funcao de kp,, substitui-se (5.49)
em (5.61), obtendo:
2 % 08
% > B K(mEB)O 7?\75 wot+(m2g)g " J\}D[BP03135> pPB+XoB(M}B)ops
[eg

Mp = Mp — xoB(m3p)o T
14+9% 37 p(m3p)o * T2 ps
(e

(5.161)

ou

1+ 1+~
B

2
Mp = Mg — {XUB(mig)ogé 2B [ <(mgB)0 T2wo + (mip)o” %0031319) PB

-1
14X
X (3 5)0ps | }{1 + g 2p(mip)o” %ﬁps} : (5.162)
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Substituindo (5.52) e (5.55) na equagao acima, resulta:

148 14y

2
M}, = Mp — {XUB(miB)og{‘g 2B [<(mﬁ3) T g (7?7% > 5(MGp)oxws PB) +(mig)y” o
1
g * * 9o * %g B
(mff% ZB(myB)OXPBI3BpB) Isp |pB + XaB(m,\B)Ops A1+ m2 ZB(m)\B)O MLBPS ’
(5.163)

Inserindo, nessa expressao, a expressao da densidade barionica (5.64), resulta:

+8

* * <2f w w * 2Jp+1
Mp = Mp — {XJB(m/\B)Ong > [((mﬁB) ’ ?\/1,? <ng > p(miploxwn ( = )kSFB)

14y
* * 2Jp+1 2Jp+1 *
"‘(mwB)o7 &7 ( ZB( WB)OXpBIBB( 6]?#+ )k%3> I3B> ( Gij )k?rB +X0B(m,\B)OPs] }

14 !
1+ ,%('27 >p(Mmiplo™ §72ps

(5.164)

Substituindo, nessa expressao, a expressao da densidade escalar (5.66) com a forma da energia
efetiva reduzida, tem-se:

+8

g 6 g. w 2Jp+1
M = My~ {X”BWKB%%@ % [(<m53> Tz (8 Samiploven 2L, )
1+y

+H(mZp)y ng( 2 S (m VB)OXpBISB%kS ) 3B> (Q‘erijl)k?;

k *
X3 )0 Y (ki M E x (M) In 2472 ) ] }

-1
142 .
{H%‘BZ (e 35 2 (ki M B e~ )} ,

que ¢é a expressao desejada para a massa efetiva.

5.8 Resultados Numeéricos

5.8.1 Constantes de Acoplamento

Substituindo-se (5.96), (5.97) e (5.98) em (5.95), obtém-se uma equagao que, com (5.91)
e (5.92), forma um sistema de 3 equagdes e 3 incognitas que serd resolvido numericamente.
Também é calculada numericamente a massa efetiva dos ntcleons na saturacao, a constante de

acoplamento do méson p e o médulo de compressao da matéria nuclear.
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E preciso ainda substituir os valores obtidos experimentalmente: a massa nua do ntcleon
My = 4,76fm™!, o coeficiente de assimetria agy, = 32,5MeV = 0,16fm™", pg = 0,17fm ™3 e
€0 =0,79fm™4.

Para facilitar a analise dos resultados, sera estudado cada grupo de modelos separadamente:

escalar, vetorial e independente.

e Escalar: A varia e 3 e v sdo sempre nulos (figura 5.1).

€ €
£ 10 - &,
B s
€
S E sl ]
o o
—ﬁ
5 1 1 1 1 I 0 - - . - -
10 5 0 5 10 10 5 0 5 10
X A
4.6 T T T T T
44 | - 4

Figura 5.1: Constantes de acoplamento do méson o (esquerda), do méson w (centro) e do méson

p (direita) em fungao de parametro .

A massa efetiva na saturagio tem como valores aceitaveis 0,7 - 0,8 My, que correspondem
(figura 5.2, esquerda) a 0,06 < A < 0,19. A compressibilidade na satura¢do tem como
valores aceitaveis 200 - 300 MeV, que correspondem (figura 5.2, direita) a 0,04 < A < 0, 75.
Fazendo uma intersecgao com os dois conjuntos de dados, conclui-se que, para o caso escalar,

reproduziu-se a massa efetiva e o moédulo de compressao esperados para 0,06 < A < 0,19.

Pode-se notar que, tanto na figura (5.1) quanto na figura (5.2), o sistema estabiliza para
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M*/M

0,90 : : : : : 500 . . . . . . : . :

400 . T

0,75 - . u

: 3
070 | . E b=
X 300 | 4
0,65 |- : 4 .
250 - . i
0,60 |- : 4 .
0,55 | - 200 |- B
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
10 5 0 5 10 10 5 0 5 10
A A

Figura 5.2: Massa efetiva (esquerda) e modulo de compressao (direita) em funcao de .

AZ2e XS 2.

Vetorial: A varia com o vinculo A==~ (figura 5.3).

A massa efetiva na saturacao tem como valores aceitaveis, como citado anteriormente 0,7
- 0,8 My, que correspondem (figura 5.4, esquerda) a A < —1,31 ou A > 0,68. A compress-
ibilidade na saturacao tem como valores aceitaveis de 200 - 300 MeV, que correspondem
(figura 5.4, direita) a 0,15 < A < 0,36. Da interseccdo com os dois conjuntos de da-
dos, conclui-se que, para o caso vetorial, ndo se reproduziu a massa efetiva e o médulo
de compressao esperados para nenhum valor de \; portanto, essa configuracao pode ser

descartada.

Nesse caso, também se pode notar que, tanto na figura (5.3) quanto na figura (5.4), o

sistema estabiliza-se para A 2 1 e A < —2.

Independente: A, 3 e v variam sem vinculo algum (figura 5.5).

Neste capitulo, nao serao discutidos valores aceitéveis para o pardmetro -, porque sua tnica
influéncia na saturacao é na constante de acoplamento do méson p. Pode-se observar, na
figura (5.5), que a constante de acoplamento do méson p satura para v 2> 2 e v < —2.
Depois que estabiliza, a constante de acoplamento é, aproximadamente, a mesma para -y

positivo ou negativo.

Segue, entao, a analise do efeito da variacao de A e 8 no sistema. Variando-se § para um
valor de \ fixo (figura 5.6, esquerda), K estabiliza para § maior que 10 ou 20 e menor que

-10 ou -20. Para 3 positivo e A menor que 5 o comportamento das curvas fica diferente,
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20 -

P

g:/ m 2(fmZ)

Figura 5.3: Constantes de acoplamento do méson o (esquerda), do méson w (centro) e do méson

p (direita) em funcao de A.

0,85 T T T

0,80 -
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Figura 5.4: Massa

efetiva (esquerda)

e

K(MeV)
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250 |-

200
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Figura 5.5: Constante de acoplamento do méson p em funcao do pardmetro ~.

porque, ao invés de decrescer com a diminuigdo de A, as curvas crescem e saturam para

valores bem maiores. Analisando de outra forma, se variar-se A para um £ fixo (figura 5.6

direita), K estabiliza para A maior que 10 ou 20 e menor que -10 ou -20.

200

150

100

K (MeV)

50

-50

-100

2=100

- 1= 14

200

S
S
150 o
100 —// B= 4 _
s | = 14
s g= 100 P
; 50 B=-100 4
L =-14
p=-4
0

-50 b

-100 L—L 1 1 1 1 1

Figura 5.6: Modulo de compressao em funcao de [ (esquerda) e em fungao de A (direita).

Analisando o modulo de compressdao da matéria nuclear e a massa efetiva bariénica em

funcdo dos pardmetros do modelo, pode-se ver que, para esse grupo, existem regides em

que o sistema nao apresenta solugao. Pode-se ver também que nao se encontra nenhum
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valor negativo de A ou 3 que fornega um moédulo de compressdao maior que 200MeV e menor
que 300MeV e uma massa efetiva na saturagao maior que 0,7My e menor que 0,8 My (vale
notar que, se esses limites fossem estendidos para incluir uma massa efetiva de 0,8My
ou um moédulo de compressao de 196MeV, ter-se-iam varios valores de A e [ aceitaveis).
Nota-se ainda que, para valores positivos de A e 3, s6 existem valores aceitéveis para

menores que 1,35.

Basicamente, para cada valor de § existe um intervalo de A em que o médulo de compressao
e a massa efetiva na saturagdo adquirem os valores desejados (tabela 2). Portanto, pode-se

escolher alguns conjuntos de valores de A e § e investigar o comportamento do sistema.

Tabela 2: Intervalos de 8 e A que correspondem & fenomenologia

B A B A
0,00 | 0,064—0,191 | 0,05 | 0,117—0,304
0,10 | 0,169—0,423 | 0,15 | 0,370—0,550
0,20 | 0,330—0,686 | 0,25 | 0,330—0,832

0,30 | 0,528—0,988 | 0,35 | 0,661—1,158
0,40 | 0,798—1,342 | 0,45 | 0,944—1,541
0,50 | 1,103—1,766 | 0,55 | 1,276—1,999
0,60 | 1,469—2,264 | 0,65 | 1,683—2,556
0,70 | 1,923—2,882 | 0,75 | 2,194—3,247
0,80 | 2,504—3,659 | 0,85 | 2,850—4,128
0,90 | 3,260—4,667 | 0,95 | 3,343—5,291
1,00 | 4,321—6,025 | 1,05 | 5,024—6,895
1,10 | 6,508—7,952 | 1,15 | 7,013—9,253
1,20 | 8,490—10,902 | 1,25 | 10,602—13,058

1,30 | 13,932—15,995 | 1,35 | 19,136—20,224

5.8.2 Massa Efetiva

Substituindo-se (5.46) em (5.82) e (5.82) em (5.61), tem-se a expressao para a massa efetiva

bariénica:
Mj = Mp — —278%0 (5.166)
(1+4532)
M* g(ﬁao
—B_1- =5 (5.167)
MB 1 9o 00 A
+ s
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Note-se que, para certos valores de A e o, a massa efetiva bariénica pode assumir valores
negativos (nao fisicos). Examina-se, a seguir, em que condigbes a massa efetiva pode tornar-se

negativa:
e 1no modelo de Walecka com méson p: efeito ndo observado no intervalo analisado.
e no modelo de Walecka com méson p e octeto barionico: para pg > 0,72fm 3.
e modelo escalar com A = 0,06: para pg > 1,28fm™3.
e no modelo escalar com A = 0, 13: efeito nao observado no intervalo analisado.
e no modelo escalar com A = 0,19: efeito nao observado no intervalo analisado.
e 1o modelo independente com 3 = 0,01 e A = 0,08: para pg > 1,32fm 3.
e nos modelos exponenciais: efeito nao observado no intervalo analisado.

Como pode-se ver, quando isso ocorre, os modelos s6 apresentam massa efetiva negativa para
densidades que ja sairam do limite de validade dos mesmos, pois é uma conjectura estabelecida
na comunidade cientifica que existe uma transicao de fase da matéria hadronica para a matéria
de quarks a uma densidade entre 2,5 a 4,0 vezes a densidade de saturacio (0,42fm =3 < pg <
0,68 fm*3)[50]. A partir desse ponto, os modelos que nao tratam com os graus de liberdade dos

quarks perdem a validade.

5.8.3 Equacao de Estado

A equagao de estado (EOS) representa as propriedades fundamentais da matéria nuclear.
Sua determinacao, um dos desafios para uma melhor compreensao da dindmica de estrelas de
néutrons e pulsares, depende basicamente do estabelecimento de vinculos de natureza distinta
(formais, fenomenoldgicos e conceituais), tema do trabalho desta dissertacao.

As equagoes que relacionam p (5.76) e € (5.90) sdo chamadas de equagoes de estado da
matéria nuclear em forma paramétrica. Elas sao calculadas numericamente, e tém resultados
diferentes para cada modelo. Apresenta-se, a seguir, algumas caracteristicas das EOS associadas

aos modelos em foco.

e Modelo de Walecka

Com a inclusao do octeto bariénico (figura 5.7), a pressdo diminui, na média, substan-
cialmente. Esse fato serd discutido mais detalhadamente na secdo que trata da funcao

compressibilidade da matéria nuclear.
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Figura 5.7: Equagoes de estado para os modelos de Walecka com méson p (esquerda) e com

méson p e octeto baridnico (direita).

e Modelos Escalares
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Figura 5.8: Equagoes de estado para A = 0,06 (esquerda) e para A = 0,13 (direita).

A pressdo diminui muito pouco com o aumento de A até 0,3. Para valores de A maiores

que 0,3 a pressdao nao varia mais (figuras 5.8 e 5.9).

e Modelos Independentes

Pode-se observar, na tabela 2, que, para # aumentar, A também deve aumentar, de modo
que a intensidade da atragdo nuclear de longo alcance (relacionada com o valor de \)
contrabalance a da repulsdo nuclear de curto alcance (relacionada com o valor de f3) e

torne o sistema estavel. Quando (8 aumenta até 0,5 e A até 1,75, a pressdo diminui. A
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Figura 5.9: Equagoes de estado para A = 0,19 (esquerda) e para A — oo (direita).

partir desse ponto, a pressao praticamente nao muda mais até 0 = 1,3 e A = 16. Dai em
diante, a curva nao é mais sensivel a alteracoes de A, mas diminui para o aumento de 3 até
10, a partir de onde a pressao ja é praticamente igual & do modelo exponencial G, A — oo

(figura 5.10, esquerda).
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Figura 5.10: Equagoes de estado para A, 5 — oo (esquerda) e para A, 3,7 — oo (direita).

O aumento de 7, tanto negativo como positivo, muda um pouco a forma da curva da
equacao de estado, fazendo com que a pressdo fique menor para energias mais altas e
maior para energias mais baixas (figura 5.10, direita). Quando v aumenta negativamente,
o comportamento é o mesmo, porém mais acentuado, até uma certa densidade. Depois

disso, a pressdo comeca a aumentar, tendendo a estabilizar-se da mesma forma que os
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modelos com « positivo.

5.9 Funcao Compressibilidade

Com a expressao para a compressibilidade em func¢ao da densidade obtida no capitulo anterior,

considerando todo o octeto baridnico, segue que

= (zB: 9pB) (Z de> (5.168)

e, ao substituir a energia de Fermi dos barions, (5.81), que ¢ o autovalor da equagao de Dirac

modificada pelo méson w e pelo méson p

p=e" =k +(Mp)?+ (g55)owo + (9;5)0p03138, (5.169)

obtém-se, assim:

K= <ZB: ng> (ZB: di ( ki, + (Mp)? + (958)owo + (QZB)O/JO:JgB)) : (5.170)

PB

ou entao

o kF dkF * dM*
K= (ZB 9PB) (ZB (\/k% :EM*)Q dp; \/m dpp
B

: d(9;)
+(g"-’B)0de + wy (fl;g)O + (g;B)Q d,po[j)_:I33 ~+ po3 de OI3B>>' (5.171)

Para obter-se as derivadas acima, usa-se, primeiro, a definicao de massa efetiva dos barions:

—A
* 9o 00
M =M—-g,p |1 , 5.172
g B< + AMB) 00 ( )
de forma que
dM* 9000\ " dog 9o00\ M g, dog
= g,5(1 —go(=\) (1 5.173
dpp Job < - /\MB> dop Y A AMp Mg dpg ( )
dM* 9500 dog 9000\ " go0p doyg
= —gs 1 —_— o 1 _—. 5.174
dpg gB( +)\MB> dpg +93< M Mg dpg (5.174)
Substituindo (5.46):
dM* % % %ggao dO'()
= |- - _—. 5.175
= [zl + gantm 20| S0 (5179
Usando (5.64), pode-se escrever:
1
672 3
kp, = ——— 1
Fs <2JB+1”B> (5.176)
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e derivar:

2
dkp 1 ( 6w 3 67
e _ 2 (2T S 5.177
dps 3 <2JB+1PB) 25 + 1 (5.177)
dkp 1, _, 6n?
= 1
dpp 3 F 2Jp+1 (5.178)
dk o7 k
Eo_ T =T (5.179)
dpp (2Jp + 1)]€F 3pB

Utilizando-se a aproximacao de campo médio em (5.18) e derivando em relagao a pp
d(g”* d(g* d 48 d
dpp dog dpp Mp dpp
Aplicando a aproximacdo de campo médio em (5.21) e derivando em relagao a pp
digzs)o  dlgsp)o d 1 g, g, d
dpp dog dpp 7 Mp dpp

A equagao (5.52) pode ser escrita, entdao, como

250
=y e,

b (5.182)
B w
tal que pode-se derivé-la em relagdo a pp, usando (5.180):

@ _ ng PB d ng 0 dog _ ng
dpp EB: Z d ZB:

ZP( m* )Eﬁgagw3>dao
o) de 5 m2 BJ0 Mp de
(5.183)
duwy (9580 pB 5 9o 9w dog
— —(mj; _—. 5.184
dpp ; mg = mg (5o Mg dpp (5.184)
Analogamente, podemos reescrever (5.55) como
(9,5)0
pos =Y —“5—Ispps,

(5.185)
5 "
para derivar essa equacao em relagao a pp usando (5.181):

dpos __ 133 d(g*B)O dog
dop — ZB m2 I3B+ZB 5

doo dpp
o ng)O * HTW 9o 9pB dog
=25 mz LB+ Yp map \ —(p)” Ty ) dpp (5.186)

dpo3 (9,5)0 I3p =2 959,58 dog

S Isp — —Zpp(mlg),” ==, 5.187
T R T e PR o
Substituindo todos os resultados na expressao para K, resulta

= (5 995) { e [ W o

14X
M* d > d
F(M*)2 3pB \/k2 D) ( - (Q;B)O dp%) + gaB(””L;F\B)oA ng;o d§§>
(958)0 125 d Tﬂ d
9odwB A0 9odwB a0
) (ZB L S 28 (s ), Seten dp;) T ( (%) fen dp;;)

0 Mp dpp

* (g* ) * e o " M -
+gpp)o <ZB e Isn — Yo 2B pn(mip)yT 9@;33;;) Isg + pos ( (m )y %5822 do0 ) Iy

(5.188)
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Substituindo-se a expressao da energia efetiva (4.100) e a expressao do momentum de Fermi

(5.176) na equagao acima:

14N

K =(>_p9%s5) { 2B [E 3p5 = (gaB)Ode + & gaB(m,\B) g g]\(};o 5;’;

+8 +8
g* - d o d
o (ZB gl _ 5~ 25 (), Saen d,;’f;) () 95w o
(gB 1+W99Bd H 909pB d
o (zB G 1y — 5 B pi(m )y 58 d,i’;)IgB—(m:B)o” pusaten dou | |

(5.189)
Substituindo as expressdes do méson w, (5.182), méson p, (5.185) e a expressao da densidade

barionica (5.64):

14X
_ (2JB+1) 1 M dog A go00 dO’O
K = (ZB “onZ 2B 2JB+1 krpBX (goB)Ode + & gUB(m)\B) Mp dpp

+8
(95 5) 2J+173 1 7gwd
(gm0 (ZB Ggho _ 5 Bnpl L (e ) g dgg)
+8
~miphy” e (T gt e, ) den

(g, B Isp 2Jg+1 * H—T’Y 9o 9pB dog
+gpp)o (ZB S lsp = Xp 0B Ak, (mlp)y T Rk ) Tsn

_ ng QJB+1 3 9o 9pB dog
( ) <ZB mg 672 kFB Mp deISB ’

(5.190)
Para obter % basta rearranjar (5.47) na forma:
148 1+y
~ 255, | (miee” o+ (1), HEmati) pa
* * %903 (2Jp+1) (krg k2M*
+ XO'B(m)\B)O_ (m)\B)(] MB o2 fo dk \/W—M*)Q (5191)
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e derivar essa equacao com relagao a pp:

+8 +8

doo _ 9o 148« 15 9M58)0 g p 5 g dwg 5 gun
dre = w2 |5 (Mpp)o —aqp— Arawors + (mip)e” St pmrn + (Mip)” fiEwo
14y 5 d0m35)0 g, 22 905 dp =R 9pB
* YN aB7E Jpb * Y Y9pB 03 Y 9pB
+= (mwB)O dpE MBP03I3B,OB+(m )o Mr deIBpB—{—( 7B)O MBP03I3B

d(m3g)o I4+A (% }\d(mAB)O 9oB 1§)\ gop dog \ (2Jp+1) (kFg k2M*
+ <XUB dos A (m3p)o dpg  Mg90 — (m3p)o Mg dpg |~ 2n2 Jo 7 dk Je2+ (M2

FEDY k2 M* dk
* . * X YoB (2Jp+1) Fp Fp
+ <XO’B(m)\B)O (m)\B)O ]\ZB JO) 272 \/k2 +(M*)2 dpp
Fp

£ g, (2Jp+1) (kF k2 dM*
+ (XUB(miB)U_ (m3p)o” ?\4,?‘7) o Jo P dk deB

* N - 2Jp+1) ckr E2(M*)?2  gm*
— (XUB(m)\B)O — (m%5)0” ?W]’jao> BTt (75 g, +(M*>2 T (5.192)

Usando a expressao da energia efetiva (4.100), pode-se simplificar a equagao acima:

+8 +8

doo _ 9o 1+8 d(mﬁB)Og B B 9wB dwg ﬁ JwB
e = Xp | T (mip)g — g fiBwops + (mip)o” $2 G es + (mhp)” Fwo

1+ 1+

1
5 d( )0 d
V ¥ B/0 gpB * v Y9pB dpo3 * v 9pB
+57 (m mip)o dp#ﬂfls poslsppp + (Mip)o" 3, don I3BPB + (Mp)0" 37, P03l3B

+ d(m3p)o @( * )5 d(m3p)o gon

14X
X YJoB dog 2JB+1 FB k2 M*
XoB = dpp X vi > fo dk

dpg  Mg%0 — (m)\B)O Mpdpg | — 2m2 E*

FEDY k2 M* gk
* * X 9oB (2Jp+1) "Fp Fp
+ <XUB(m)\B)0 — (m3p)o M 00> 272 E*  dpp

« P 2Jp4+1) (k e
+<XaB(m)\B) (m3p)o™ 5200 > @I tl) [ dke A AL (5.193)

Substituindo as derivadas das constantes de acoplamento efetivas, (5.180) e (5.181), e uma

expressao analoga a essas, que pode ser deduzida a partir de (5.15),

¥
%g;; = —(m’;B)¥g‘;\ZB 3;2, (5.194)
a variagdo do campo escalar com a densidade baridnica fica:
doo _ 9o 1+8 TB 9wBYo dog Tﬂ 9JwB dwg TB JwB
dop = mz 2op |~ g (Mpple” M wors gy + (Mip)e” g qopps + (Mp)” o
24y 14y 14y

14y * ~ 9pBYo dog * Y 9pB dpos ~ 9pB
—=(m3p)o ’;\4]29 poslspppgit + (mip)y” i doelsBps + (mig)y” 1 poslss

14 242 142
_ * V55 Go dog o 14N (% X 9oBYo . dog * X YgoB dog
+< XoB(M3p) > it dpr T 5 (Miglo ML O0dpg (m3plo™ 972 dpr

BEDY k2 M*
(2JB+1 kpg k2 M+ " % X goB (2Jp+1) FFg dkppg
Jo 7 dk 7+ | XeB(m3p)o — (M3p)o Mg 20 o2 E¥  dpg

2 2Jp41) ok 4 g
+ <><gB(m§B)o—(rij)OA 928 o) > @I tl) (75 g koAl (5.195)
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Substituindo as derivadas dos campos w (5.184) e p (5.187):
d 145 = =
o0 — Yo _ 9wBYo guwB
dpp ~ mZ 2B 7 (M3 Mz w0 Pde +(mBplo” 7
(958) = d
wB/0 PB B go9dwB dog
(ZB m2 2B m2 (mgB) Mp de) PB
N 14 2 gon90 g (9550
* 9uwB 94 * ¥ pB pB pB
+(m53)o Mp¥0 — — (myB)o pOSISBPdeB ( ) (ZB m2
I 7 90gpp d E
B
=2 mePB(MiE)0” Tiry dgg)fsBPB +(mip)y” $ieposlsn
24X 140
1+ * X YoBYo -~ doo % \ N 9gop dog | (2Jp+1) krp E2M*
"’( p (m,\3>0 ?\/12 O04ps — (m,\B)o J\ZB de> T2r2 f dk 7=

142 k2 M* gk
* _ * X 9oB (2Jp+1) "Fpg Fp
+ <XUB(m)\B)0 (m,\B)o Mg 00> 272 E* dpgp
g (2Jp+1) pFF k4 dM*
* _ * A oB B LA
+ XUB(m)\B)O (m)\B)O Mg o0 | Tox2 fo dk E3 dpp

I3p

(5.196)

Substituindo as derivadas do momentum de Fermi (5.179) e da massa efetiva (5.175):

248
dog __ 90 ZB _ I—Eﬁ(mﬁB) B

dpp

dog

JwBYo
WOPB dpp

M2

8 +8
+Hmiak” s <Z G _ 5 Bl G ﬁé) P

14+

A

148 247 14y
* \ P GuB LY (px ) 7 9eBe doo v den ng)o
+(mﬂB)0 MW~ (m'yB)O M2 =po3l3BpB g, - dpg ( B)o <ZB m2 I3p
I 2 909o8 d g
_ I3p * v Y909pB aog vy Y9pB
2B m2 pB(m'yB)O Mg de)I3BPB + (m 'yB)O MB po3l3n
14X * 21_) 9oBYo . do * i\_ 9oB do (2Jp+1) kpg kzM*
2TA a a aoco oB 400
+{ %= (m3p)o "M% %0dpg 2(m3iglo” 975 dpg | 212 fo dk
14X k’2 M* k
X JoB (2Jp+1) FFp Fp * *
+ <XJB(m>\B)O — (m3po Mg UO) o2 EF 3y ) T XoB(Mm3p)o — (Mip)o™

@Jp i) koB A ([ (958)0 + goB(m;;
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oB/0 Mp

9o B
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Substituindo os campos w (5.182) e p e as equagdes (5.185) e (5.64):

+8
dog _ go _ 1+ﬁ(m ) 25 gupge > (955)o (2JB+1)k3 (2Jp+1) ;.3 dog
dpp — m2 B 8 BB/0 M}23 B m2 62 672 Fpdpp
L5 148
+(m? ) gup (95plo -3 (2J+1) 3 1 (m?,), " 9eden dag (2JB+1)I<:3
BB/0 M B m2 B 6n2 Fpm2 \"'*B/0 Mp dpp 6m2

+8
o - (2Jp+1
+(mﬁB) ﬁ g B (ZB mg)o 6}er )]{33 )

1+ X1 59 )o (2J +1) .3 (2J5+1) 1.3 d 1,
_ 04 * el pB o pB B B aoo * Y pB
~y (m%p)o (ZB mg 62 kFB> =5 Key 4o + (m3p)o (ZB
Ly 2J5+1) 1.3 22 0908 d @Jp+1) 1.3 2y CIZESIPE:
_ 33 B * ¥ ao9pB dog B * o pB B
ZB 672 k ( "/B)O Mp de>I3B 672 k + (m’YB) (ZB m% 672 k
242 142
JESY X" 9oBYo - dog 3" 9o dog \ (2Jp+1) FFp k2 M*
+< - (M3g)o M2, JOdeg (m3p)o Mg de> o2 Jo 7 dk E~
42 42
* * X Yo * * * X Yo
+ XoB(m,\B)O - (m/\B)O Mg ] - T XGB(m/\B)O - (m,\B)o M%UO
14+A
2JB+1) FB ]C4 ) * XA 9o0o0 doo
o272 fO dk E3 _(gO'B)O + gO'B( O'B) Mp | dpp .

Isolando jp% e substituindo a equagao (5.198) em (5.190), obtém-se a expressao para a com-

pressibilidade em funcao dos pardmetros desejados.

5.10 Populacoes

Todas as particulas incluidas nas densidades lagrangeanas nao se encontram em todas as
regioes de densidade da estrela de néutrons, algumas s6 aparecem acima de uma certa densidade
critica. Para saber qual é a faixa de densidade na qual cada particula passa a existir, sera
deduzida uma equacao de densidade da particula em funcao de pp para cada particula. Para

fazer isso, primeiro se substituira o autovalor de energia de cada particula:

pp =\ krp + (M2 4 (95,)owo + (95,)0003I3ps (5.199)

pin = \[krp 4 (M3)2 + (95,000 + (95)0P03 30, (5.200)
e = \hrde + (M2 + (g Jowo + (975 Jopoalas+ (5.201)
s =\l + (M3 )2+ (gl Jowo + (0 JoposTan- (5.202)
pso = \/krgo + (M30)? + (ghs0)owo + (9ps0)op03 350, (5.203)
pz- =\l (M2 + (g Jowo + (9= Joposlaz- (5.204)
pzo = \/krZo + (M20)? + (¢5z0)owo + (9z0)oposlszo, (5.205)
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pa = \JkrX + (M7)2 + (g50)owo + (gpa)opos Lz, (5.206)

fe = /K2 +m2, (5.207)

p = /K2 +m2, (5.208)

nas equagoes de equilibrio quimico obtidas no capitulo 3:

Ip = Hn — fle, (5.209)
[y = fe, (5.210)
s+ = Hn — He, (5.211)
fis- = Hn + He, (5.212)
50 = fin, (5.213)
fiz— = fin + e, (5.214)
=0 = [n, (5.215)
A = fin, (5.216)

para obter-se:

kF;% + (M) +(95,)owo+(gpp)0p03 I3y = kr2 + (M3)?+(gin)owo+ (97 )0p03 30—/ k2 +m2,

(5.217)

\/ k2 +mZ = k2 +mZ, (5.218)
\/kF22+ + (M51)? + (95n+ Jowo + (955+ JoposIzs+

=\ krp 4+ (M) + (g5n)owo + (95 )oposlsn — /K2 +m2, (5.219)
VErde + (M52 + (g5 Jowo + (g Jopos s

=\ krp 4+ (M3)? + (g5n)owo + (g5 )oposlan + /K2 +m2, (5.220)

krgo + (M30)? + (9550 )owo + (g0 )oposlzso = 1/ krp + (M) + (g )owo + (95 )0P03 130,
(5.221)

\/kF%— + (ME)? + (ghz-)owo + (9= )oposs=-

= \Jkrp 4 (M3)? + (g5,)0w0 + (95 )oposlsn + /K2 +m2, (5.222)
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krZo + (Mz0)? + (g0 Jowo + (9pz0)0po3lzzo = krp + (M;5)? + (95n)0wo + (gpn)opoalan,
(5.223)

krX + (M3)2+ (g5a)owo + (gpa)oposIsa = \/ kpp + (M) 4 (g5n)owo + (95 )0p03 30 (5.224)
Nessa expressao, particulas de mesma massa (o mesmo barion com carga diferente) tém valor

idéntico de m* e:

2 1
Jox = g oy YoE = §g<77 JoA = 3907 (5'225>
2 1 2
gy = 3gw’ Ju= = ggw) JuwA = ggu.n (5226)
9p% = 29p, Gp= = gp, gpr =0, (5.227)
1 2
XO'E = 5> XO'E = 5 XU’A - 5> (5228)
3 3 3
2 1 2
Xw = 30 XwE2 = 35 Xwh = 3, (5.229)
Xpx = 27 XpE = 13 XpA = O) (5230)
1 1 1 1
Lsp = 2’ f3n = 2 Isst =1, I30 =0, Ign-=—1, I3z~ = Ty Isz0 = 3’ I3y = 0.
(5.231)

Reescrevendo as equagoes obtidas, tem-se:

kry 4+ (My)? + (m3)ogewo + (m%)ogpposs =
krp + (My)?2 + (mj)ogwwo + (M3)ogppo3 (—%) — VkZ+m2, (5.232)

R+ m2 = /R e, (5.233)

krge + (Mg)? + %(ng)ogwwo + 2(m35;)ogpposl =
kry 4 (M3)? + (mj3)ogwwo + (M3)0gppo3 (=3) = VK2 +m2, (5.234)

kFZE + (Mg)? + (mﬁg)ogwwo +2(m 72>09p/703<—1) =

kra + (M3)? + (m%)oguwo + (m3)ogopos (—3) + /K2 +m2, (5.235)

\/m 3(mfs)oguwo + 2(m5)0gp030 =
\/er (m)ogwwo + (m2)ogppos (—35) (5.236)

3(miz)ogwwo + 1(m2=)ogppos (—3) =

krs + (M3)? + (m%)oguwo + (m3)ogopos (—3) + k2 +m2, (5.237)
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1

1 * * * *
kpZo + (M2)2+ (mfz)ogwwo+1(miz)ogoposs = \/ ks + (M) 2+(mj)oguwo+(m2 )ogppos <—> ,

3 2

(5.238)

2 2 "
kpR + (M3)2+5 (mja)oguwot = (mia)ogep0s0 = \/ kra + (My)?+(m)oguwo+(m?)ogopos (—

3 3

(5.239)

Simplificando os termos nas equagdes acima, resulta que:
kpy + (M3)2 4 (m2)ogepos = \/kri + (MF)? — k2 + m2, (5.240)
i+ m2 = VR, (5.241)

kF%+ + (M§)2 =+ %(mzz)ogww() + 2(mi‘;2)09p,003 =

kra + (M3)? + (m)ogwwo — 5 (m%)ogopos — /K2 + m2, (5.242)

keg- + (Mg)? + 5(mbs)oguwo — 2(m% s )ogppos =

krn + (My)? + (m%)ogwwo — 5(m3)ogppos + /K2 +m2, (5.243)

2 * * * 1 *
kpso + (M) + g(mﬂg)ogwwo =\ kp2 + (M%) + (m)ogwwo — i(m,y)ogppog, (5.244)

L+ (M2 + Ymidogn — bOmzlogppustiz =

kry, + (M3)? + (m%)oguwo — 5(m2)ogppos + /K2 +m2, (5.245)

krZo + (M2)? + 3(mz)oguwo + 5(m}z)ogpposlaz— =

k2 + (M5)2 + (m5)ogewo — 5(m%)ogepos, (5.246)

2 * * * 1 *
krj + (M})* + g(mﬁA)ngWO = \/kp2 + (M3)? + (m)oguwo — §(mw)ogpp03. (5.247)

Dessa forma, resultam 8 equagdes e 13 incognitas (krp, krn, kre, kry, krsit, kry-, kryo,
krpz=—, kr=o, krpp, 00, wo € po3). Precisa-se de mais cinco equagbes para obter um sistema
determinado.

Para que a estrela seja eletricamente neutra, é necessario ter a mesma quantidade de carga
positiva e negativa:

Pp + P+ = ps- + p=— + pe + ppu- (5.248)
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A segunda equacao é:

PB = pp+ pn+ ps+ + po- + pxo + p=- + p=o + pa, (5.249)
onde:

pp = 3%@5;, (5.250)

Pn = #kﬂi (5.251)

1 3

P+ = g 5krs, (5.252)

Py = #kp%,, (5.253)

pso = 3%]?F3207 (5.254)

p=- = 3%1@;,, (5.255)

o = 3%]“?%"’ (5.256)

pA = B%kpi (5.257)

E o objetivo dessas manipulacdes escrever Pp> P, Px+, Px—, Pxo, p=—, p=o € pa em fungao de
PB-

A terceira, quarta e quinta equagdes sao as equagoes, anteriormente apresentadas, dos mésons
w (5.52), p (5.55) e o (5.49) na aproximagao de campo médio, com os x;g5, os I3p € 0s pp
devidamente substituidos:

oo = 25 3oy + ) + (1)

- 2
My

2 « ) 1 .y 2
Og(PE+ + ps- + pso) + (”%E)Og(ﬂa— + pzo) + (mBA)ngA )

(5.258)

po3 = ,fT’sz [(m§)0§f)p + (m2)o (=3) pn + (M25)02.1ps+ + (MEg)02(=1)ps- + (mi5)02.0ps0

+(m2z)ol (-3 p=- + (ng)ol%pgo + (mzA)OO.OpA] , (5.259)
ou
po3 = ,‘,’T’% [(mi)oé(pp — pn) + (MZs)o02(ps+ — ps-) + (miz)ol5pz0 — pa)] , (5.260)
1+8 ﬂg
2B [((mEB)oﬁ T2wo + (mlp)y” ]\ZPOSISB> pB + XUB(mKB)0p8:|
og = Y . (5.261)
1+25 > p(miple™ $7=ps
onde

kry + )/ (M*)? + k3,
M*

ps = kg M*\/(M*)2 + k3 — (M*)*In (5.262)
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5.11 Resultados Numeéricos

5.11.1 Funcao Compressibilidade

A fungado compressibilidade da matéria nuclear é calculada através da derivada

densidade de energia, resultando em:

e Modelo de Walecka

K (MeV)

10000

5000

00 05 1,0
-3
pg (fm™)

K (MeV)

segunda da

10000 -

0,0

pg (fm?)

p, (M)

Figura 5.11: Compressibilidade por densidade baridonica para o modelo de Walecka, respectiva-

mente, sem o méson p (esquerda), com o méson p (direita) e com o octeto baridnico (abaixo).

A adi¢ao do méson p no sistema tem efeito semelhante a uma amplificagdo da parte re-

pulsiva da forga forte; portanto, ele deixa a estrela mais “dura" , ou seja, a compressibil-

idade cresce para qualquer densidade, como podemos perceber na figura (5.11) (direita).

Resolve-se, assim, o problema da compressibilidade negativa, mas cria-se outro: agora, a

compressibilidade é muito alta na saturagao, passando de 551,53 para 1108,29 MeV.

Quando se acrescenta o resto do octeto barionico (figura 5.11, abaixo), a compressibilidade
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comega mais alta (1054,98 MeV na saturagao) mas, cada vez que aparece um hiperon, ela
decai um pouco, o que faz com que, para altas densidades, ela permaneca menor do que
no caso anterior. Essas quedas no valor da compressibilidade acontecem porque, quando
um hiperon surge, ele diminui um pouco a energia do sistema (justamente por isso ele é
um estado favoravel) e, como a compressibilidade é proporcional a derivada segunda da
densidade de energia, uma diminuicdo na taxa de crescimento da energia representa uma

queda na curva da compressibilidade.

e Modelos Escalares

10000 - 10000 -

5000 - 5000 4

(Mev)
K (MeV)

Figura 5.12: Compressibilidade por densidade bariénica para A = 0,06 (esquerda) e para A\ =

0,13 (direita).

10000 - 10000 4

(Mev)
K (MeV)

5000 - - 5000 -

Figura 5.13: Compressibilidade por densidade bariénica para A = 0,19 (esquerda) e para A — o0

(direita).
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A compressibilidade diminui, consideravelmente, com o aumento de A até 0,3. Para A > 0, 3,

ela estabiliza até A = 1,75 e, depois disso, nao muda mais de forma (figuras (5.12) e (5.13)).

Na saturagao, a compressibilidade assume os valores: 672,57 MeV para A = 0,06, 601,89
MeV para A = 0,13 e 586,73 MeV para A = 0,19 (figuras 5.12 e 5.13).

A linha pontilhada vertical que aparece no fim de alguns graficos da funcao compressibil-
idade existe devido a um problema de propagagao de erro numérico e nao tem significado

fisico.

e Modelos Independentes

Ja se sabe, através da tabela 2, que, para S aumentar, A também deve aumentar para que
a fenomenologia seja aceitavel. Quando § aumenta até 0,1 e A até 0,3, a compressibilidade
diminui bruscamente; depois disso, ela diminui até 8 = 0,5 e A\ = 1,75. A partir desse
ponto, a curva praticamente nao muda mais de forma até 3 = 1,3 e A = 16. Dai em diante,
a curva nao é mais sensivel a alteracoes de A, mas diminui para o aumento de 3 até 10,
a partir de onde a compressibilidade j& é praticamente igual & do modelo exponencial A 3

(figura 5.14, esquerda).

10000 - 10000 —

K (MeV)
K (MeV)

5000 - 5000 4

0,0 0,5 1,0 1,5 0,0 0,5 1,0 15

Figura 5.14: Compressibilidade por densidade barionica para A\, — oo (esquerda) e para

A, B,y — oo (direita).

O aumento de v, tanto negativo como positivo, somente muda a forma da curva da fungao
compressibilidade, mas nao afeta a faixa de valores para essa grandeza (figura 5.14 a di-
reita). Quando - aumenta negativamente, o comportamento é o mesmo, porém mais
acentuado, até uma certa densidade. Depois disso, a compressibilidade muda, a ponto de

recuperar o seu comportamento inicial, tendendo a estabilizar-se da mesma forma que os
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modelos com « positivo.

5.11.2 Velocidade do Som

A partir das equagoes obtidas no capitulo anterior, calcula-se a razdo entre a velocidade do

som no meio e a velocidade da luz no vacuo para todos os modelos:

e Modelo de Walecka

Figura 5.15: Velocidade do som para o modelo de Walecka com méson p (esquerda) e para o

modelo de Walecka com méson p e octeto barionico (direita).

Quando se inclui o octeto barionico, a velocidade do som cai bruscamente (figura 5.15), o
que era de se esperar, ji que a velocidade do som é proporcional & compressibilidade, e a

compressibilidade, como foi visto, cai bruscamente com a inclusao dos hiperons.

e Modelos Escalares
A velocidade do som diminui com o aumento de A até 0,3. Depois de A = 1,75, ndo ha
mudanga significativa (figura 5.16 e 5.17).

e Modelos Independentes

Pode-se observar observar na tabela 2 que, para  aumentar, A também deve aumentar.
Quando ( aumenta até 0,1 e A até 0,3, a velocidade do som diminui bruscamente, depois
disso, ela diminui um pouco até 8 = 0,5 e A = 1,75. A partir desse ponto, a curva
praticamente ndao muda mais de forma até 8 = 1,3 e A = 16. Dai em diante, a curva

nao é mais sensivel a A\, mas ela diminui para o aumento de 3 até 10, a partir de onde
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Figura 5.17: Velocidade do som para A = 0,19 (esquerda) e para A — oo (direita).

a velocidade do som ja é praticamente igual a do modelo exponencial A B(figura 5.18 a

esquerda).

O aumento de «, tanto negativo como positivo, somente muda a forma da curva da veloci-
dade do som, mas nao afeta a sua faixa de valores (figura 5.18, direita). Dependendo dos
valores de X\ e [ utilizados, a curva estabiliza em pontos diferentes. Quando v aumenta
negativamente, o comportamento é o mesmo, porém mais acentuado, até uma certa den-
sidade. Para densidades maiores, a velocidade do som comeca a aumentar, tendendo a

estabilizar-se da mesma forma que para os modelos com « positivo.
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0,5

vic

0,5

vic

0,0 0,5 1,0 1,5

Figura 5.18: Velocidade do som para A\, f — oo (esquerda) e para \, 3,7 — oo (direita).

5.11.3 Populagoes

e Modelo de Walecka

P par! P
P pan! P

00 05 1.0 15
p (fm”)

Figura 5.19: Populagoes para o modelo de Walecka com méson p (esquerda) e para o modelo de

Walecka com méson p e octeto bariénico (direita).

Quando é incluido todo o octeto baridonico, a modificagdo nas quantidades das particulas
é consideravel, pois, & medida que os hiperons aparecem, as populagoes dos prétons e
néutrons diminuem de maneira a manter uma densidade barionica total constante (figura
5.19).

e Modelos Escalares

Pode-se perceber, nos graficos de populagao, que, quando A varia, a densidade necessaria
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Figura 5.21: Populagoes para A = 0,19 (esquerda) e para A — oo (direita).

para que cada hiperon aparega também varia. Isso acontece porque, para que um hiperon
exista, é preciso haver energia suficiente para crid-lo, ou seja, nas equacgoes de potencial
quimico (5.242), (5.243), (5.244), (5.245), (5.246) e (5.247), o lado direito deve ser maior do
que o lado esquerdo (com kp;, = 0). Quando X aumenta, muda o balango entre os termos

dessas equagoes, porque a intensidade das interagoes muda.

A densidade necessaria para que os hiperons e léptons aparecam aumenta com o aumento
de A\, ou seja, os hiperons e léptons aparecem mais para a direita, até A = 0,3 (menos o
hiperon X7, que aparece mais esquerda para A > 0,1). Depois, as curvas nao mudam mais

de forma (figuras 5.20 e 5.21).

e Modelos Independentes
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P oan ! P

Como ja foi verificado, para 8 aumentar A também deve aumentar. Quando 5 aumenta até
0,1 e A até 0,3, a densidade necessaria para que os hiperons aparecam aumenta, ou seja, os
hiperons e léptons aparecem mais para a direita (menos o hiperon X7, que, por exemplo,
aparece mais a esquerda para A > 0,2 maior que, por exemplo, 0,2 para § = 0,1); depois
disso, a densidade necessaria para o aparecimento dos hiperons aumenta até 3 = 0,5 e
A =1,75. A partir desse ponto, as curvas, praticamente, ndo mudam mais sua forma até
6 =1,3 e A= 16. Dai em diante, as curvas ndo sao mais sensiveis a alteragdes no valor
de A, mas diminuem conforme (3 aumenta até 10, a partir de onde as populacoes ja sao

praticamente iguais as do modelo exponencial A § (figura 5.22, esquerda).

P oar ! P

1E-4 L L L

0,0

Figura 5.22: Populagoes para A, 5 — oo (esquerda) e para A, 3,7 — oo (direita).

O aumento de 7, tanto negativo quanto positivo, tem como efeito que alguns hiperons
aparecem em densidades maiores (A, ¥* e Z7) e alguns em densidades menores (X%, ¥~
e Z%). Dependendo do A e 3 utilizados, as curvas estabilizam-se em pontos diferentes.
Quando v aumenta negativamente, o comportamento é o mesmo, porém mais acentuado,
até uma certa densidade. Para densidades maiores, as populagoes das particulas mudam

de forma a recuperar o seu comportamento inicial, tendendo a se estabilizar da mesma

forma que os modelos com ~ positivo.

E interessante ver que, no modelo exponencial (figura 5.22, direita), quase todos os hiperons
aparecem no sistema em uma mesma densidade. Isso deve-se ao fato de que, diferentemente
de uma formulagao linear de aparecimento de uma dada espécie (5.240, 5.241, 5.242, 5.243,
5.244, 5.245, 5.246 e 5.247), o modelo exponenial, devido ao seu carater nao linear, axaure

o espago de fase de produgao de hiperons de uma forma tal a assegurar que, em termos
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préticos, nenhuma espécie (com excec¢ao do hiperon A) apresente carater de dominancia.

133



Capitulo 6

Resolucao das Equacoes de

Tolman-Oppenheimer-Volkoff

Até agora a gravidade nao foi contemplada e a métrica usada em nossos estudos era a de
Minkowski. Essa abordagem ¢é justificada pelo principio de equivaléncia, citado no capitulo 3,
pois, na escala de comprimento nuclear (~ 107%m), o espaco pode ser considerado localmente
plano, podendo ser ignorado, nesse caso, qualquer efeito de curvatura do espago-tempo. Em
termos quantitativos, pode-se mostrar que, na escala nuclear, a mudanca na métrica, a qual
determina a curvatura do espago-tempo, é dgop = 10714, o que justifica plenamente essa aproxi-
magao.

De agora em diante, visto que se tem como objetivo analisar as propriedades globais das
estrelas de néutrons (como sua massa, seu raio), é estabelecida a conex@o entre os modelos
microscopicos e macroscopicos através da integracao das equagoes de Tolman-Oppenheimer-
Volkoff. As equagbes de estado obtidas nos capitulos anteriores sdo inseridas nas equagoes da
relatividade geral, as equagoes de Tolman-Oppenheimer-Volkoff apresentadas no capitulo 3, que
serdo resolvidas numericamente. E importante salientar que, para cada EOS, existe uma tnica
seqiiencia de estrelas possivel.

Nesse sentido, primeiro sera estimada a massa, o raio e o redshift ! previstos teoricamente.
Depois, serao impostos vinculos fenomenologicos para proceder a escolha do modelo mais ade-
quado.

Considerando-se uma estrela como um gés degenerado de néutrons relativisticos em que nao

exista nenhuma interagao entre as particulas, sendo entao a gravidade suportada apenas pela

L Redshift é o desvio da freqiiéncia dos fétons emitidos pela estrela para o vermelho devido & diferenca entre o

campo gravitacional préoximo e distante da estrela
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pressao de degenerescéncia dos néutrons, Oppenheimer e Volkoff, em 1939, descobriram um limite

inferior para a massa maxima e para o raio de uma estrela de néutrons! 13,
Mgz > 0,71 My (6.1)
e
R > 9,5km. (6.2)

Por outro lado, Rhoades e Ruffini consideraram uma estrela com matéria incompressivel, ou
seja, no limite causal dp/de = 1, para obter um limite superior para a massa maxima, o raio, e
0 redshift[58].

Mipaz < 3,14 Mgy (6.3)

R < 13,4km. (6.4)

Para o redshift gravitacional (z), essas restrigdes tedricas impoem:
z < 2. (6.5)

Portanto, estdo estabelecidos intervalos teéricos para os quais as equagoes de estado e os

modelos associados mostram consisténcia.

6.1 Modelo de Walecka

Para o modelo de Walecka, obtém-se uma massa maxima de 2, 77M,, (a massa maxima ob-
servada até entao é 2, 1 M), um raio < 13, 15km e um redshift (desvio para o vermelho) < 0,77
(figura 6.1). O fato de a massa maxima desse modelo ser grande pode ser explicado através da
compressibilidade. O modelo de Walecka, como visto no capitulo 4, apresenta uma compressibil-
idade muito grande, ndo condizente com a fenomenologia. Uma estrela tdo incompressivel, tem
condigoes de sustentar uma massa maior, evitando um possivel colapso gravitacional.

Como visto anteriormente (capitulo 4), o modelo de Walecka com méson p é mais verossimil
que o modelo anterior, por nao resultar em uma compressibilidade negativa para nenhuma den-
sidade. Esse modelo resulta uma massa méaxima de 2, 78 My, um raio < 14, 00km e um redshift
< 0,70 (figura 6.2). Nota-se que a massa méaxima tem um valor semelhante para as duas versoes
do modelo de Walecka, fato decorrido dos dois modelos terem compressibilidade semelhante. A

diferenga entre eles surge na comparagao do raio maximo e conseqiientemente na comparagao do

redshift.
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Figura 6.1: Massa maxima, raio e redshift para o modelo de Walecka.

Para o modelo de Walecka com méson p e o octeto barionico, resulta uma massa maxima
de 1,92My, um raio < 14,00km e um redshift < 0,36 (figura 6.3). Em decorréncia deste
modelo ter o mesmo raio maximo do modelo anterior, porém com massa maxima menor, indica
que sua densidade média é menor do que a do modelo de Walecka com méson p. No entanto,
essa densidade é suficiente para a criacdo de hiperons. Esse modelo tem uma massa méaxima
mais proxima das massas observadas em estrelas de néutrons e menor do que a dos modelos de
Walecka sem todo o octeto barioénico, porque tem uma compressibilidade menor, ou seja, ela

pode sustentar menos massa para continuar estavel.

6.2 Modelos Escalares

Esse é o grupo do modelo de acoplamento ajustédvel no qual varia somente o pardmetro A,

referente ao acoplamento do méson o. No capitulo anterior, ja foi demonstrado que para o modelo
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Figura 6.2: Massa maxima, raio e redshift para o modelo de Walecka com méson p.

ajustavel, quando A aumenta, a compressibilidade das estrelas diminui e, conseqlientemente, a
massa das estrelas também deve ser menor. Observa-se que a massa maxima reduz de M4, =
1,92M,; (A = 0, modelo acima) para M4, = 1,22M,, (onde estabiliza). Para os valores de A
estudados no modelo escalar no capitulo anterior, apresentaremos os resultados a seguir.

Para o modelo A = 0, 06, resulta uma massa méaxima de 1,46M,,;, um raio < 12,22km e um
redshift < 0,29 (figura 6.4), resultados condizentes com a fenomenologia.

Para o modelo A = 0, 13, resulta uma massa méaxima de 1, 27My,;, um raio entre < 11, 77km e
um redshift < 0,26 (figura 6.5). A massa maxima desse modelo ja esté abaixo do valor esperado.

Para o modelo A = 0, 19, resulta uma massa maxima de 1,22M,, um raio < 11,63km e um
redshift < 0,25 (figura 6.6). A massa méaxima desse modelo também ji esta abaixo do valor

esperado.
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Figura 6.3: Massa méxima, raio e redshift para o modelo de Walecka com méson p e octeto

baridnico.

Para o modelo A — o0, resulta uma massa maxima de 1,22M,,;, um raio < 11,51km e um
redshift < 0,25 (figura 6.7). O fato dos resultados para esse modelo serem parecidos com os do
modelo anterior, decorre da propriedade que esses modelos tém de se estabilizar depois de um

certo valor dos pardmetros, no caso, A = 1.75

6.3 Modelo Independente

Esse é o grupo do modelo de acoplamento ajustavel no qual variam os trés parametros A, § e
~ independentemente. Quando A aumenta, ji é sabido que a massa méaxima, o raio e o redshift
diminuem. Quando § aumenta, sabe-se, do capitulo anterior, que o efeito é o mesmo do aumento

de A (a compressibilidade diminui), de forma que a massa maxima também diminui quando (3
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Figura 6.4: Massa maxima, raio e redshift para A = 0, 06.
aumenta.

Para o modelo A 3 exponencial, resulta uma massa méxima de 0,89Mj,;, um raio < 11, 12km
e um redshift < 0,15 (figura 6.8), valores que certamente podem caracterizar este modelo como
nao adequado para descrever estrelas de néutrons.

Quando v varia, o efeito na estrela mostra-se fraco, o que ja era esperado devido ao pequeno
efeito que a introdugao do méson p produz na fungdo compressibilidade. O aumento positivo de
~v faz com que a massa maxima da estrela aumente levemente, cerca de 0,02M,,;. O aumento
negativo de v até -1 faz com que o sistema nao tenha solugao. Em v = —1, a massa méxima
tem seu valor maximo, cerca de 0,03M;, maior do que em v = 0 (para qualquer 5 e A). O
aumento negativo de y a partir de -1 faz com que a massa maxima da estrela diminua sutilmente
(cerca de 0,01My,;). Pode-se concluir que o acoplamento nao linear do méson p nao tem grande

influéncia nas variaveis macroscopicas, ou seja, a assimetria entre prétons e néutrons nao causa
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Figura 6.5: Massa maxima, raio e redshift para A = 0, 13.

modificagoes consideraveis na estrela de néutrons.

Para o modelo A, 3,7 — o0, resulta uma massa méaxima de 0,74 M., um raio < 10,10km e
um redshift < 0,14 (figura 6.9), valores que certamente podem caracterizar este modelo como
nao adequado para descrever estrelas de néutrons.

Ja que a maioria das estrelas das familias de todos os modelos estudados se encontra dentro
dos limites tedricos, precisa-se de outro critério para escolher o modelo mais adequado. Pode-
se partir, por essa razao, para a comparacao da previsao de massa maxima dos modelos com
os valores observados. Dessa forma, pode-se também escolher valores para parametro v do
modelo ajustavel, que ainda nao foi especulado, por nao influir no médulo de compressibilidade
e na massa efetiva na saturacao, critérios utilizados para a escolha de modelos aceitaveis nos

capitulos anteriores.
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Figura 6.6: Massa maxima, raio e redshift para A = 0, 19.

6.4 Valores Observacionais

Existem cerca de 730 pulsares conhecidos dos quais as massas de mais de 20 sao conhecidas.
Desses, a maioria tem uma massa em torno de 1,4M, (figura 6.10). A estrela de néutrons com
maior massa medida até hoje tem uma massa de 2, 1M,,, medida com erro de 0,2M; 391, o
modelo de Walecka com méson p e octeto bariénico resulta em um valor de massa méxima prox-
imo desse valor; porém, como foi demonstrado no capitulo 5, este modelo nao reproduz a massa
efetiva e a compressibilidade desejados na saturagdo. Serao apresentados, a seguir, os valores
de massa maxima de estrelas para os modelos que dao valores adequados de compressibilidade e

massa efetiva na saturagao.
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Figura 6.7: Massa maxima, raio e redshift para A — oo.

6.4.1 Modelo Escalar

O modelo escalar com A = 0,06 gera uma massa méxima de 1,46M,,;, um raio entre 4,80 e
12,22km e um redshift entre 0,00 e 0,29 (figura 6.4). Sua massa efetiva na saturagao é 0, 70M, e
seu modulo de compressao é 257,19MeV . Sua equacgao de estado, populagoes, compressibilidade
e velocidade do som no meio estao representadas, respectivamente, nas figuras (5.8)(esquerda),

(5.20)(esquerda), (5.12)(esquerda) e (5.16)(esquerda).

6.4.2 Modelo Independente

Quando # = 0, o modelo A = 0,06 e v = —1 resulta uma massa maxima de 1,48 Mgy, um
raio < 11,31km e um redshift < 0,32 (figura 6.11). Sua massa efetiva na saturagao é 0,70M, e

seu modulo de compressao é 257, 19M eV . Sua equacao de estado, populacoes, compressibilidade
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Figura 6.8: Massa maxima, raio e redshift para X\, 3 — oc.

e velocidade do som no meio estao representadas nas figuras (6.12) e (6.13).

Como esse modelo nao foi discutido nos capitulos anteriores, serao discutidas, agora, suas
propriedades.

Para v = 0, o modelo 8 = 0,01 e A = 0,08 resulta em uma massa maxima de 1,44M,, um
raio < 12, 18km e um redshift < 0,29 (figura 6.14). Sua massa efetiva na saturacao ¢ 0, 70M, e
seu modulo de compressao é 252,90MeV . Sua equacgao de estado, populagoes, compressibilidade
e velocidade do som no meio estao, respectivamente, nas figuras (6.15) e (6.16).

Considerando todos os parametros diferentes de zero, o modelo 3 = 0,01, A =0,08 e v = —1
resulta uma massa maxima de 1,46 M,;, um raio < 11,22km e um redshift < 0,32 (figura 6.17).
Sua massa efetiva na saturagéo é 0,70M, e seu moédulo de compressao é 252,90MeV. Com-
parando com os valores fenomenologicos, esta combinacao de pardmetros parece plausivel. Sua

equacao de estado, populagoes, compressibilidade e velocidade do som no meio estao, respecti-
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Figura 6.9: Massa maxima, raio e redshift para X\, 3,7 — oo

vamente, nas figuras (6.18) e (5.19). Portanto, pode-se concluir que o modelo dentre os quais
tem-se a massa efetiva e a compressibilidade adequadas na saturacao, o que resulta na maior
massa méxima para estrelas de néutrons é o modelo com A = 0,06, 5 =0e v = —1. O conheci-
mento da massa maxima das estrelas de néutrons é relevante, pois a existéncia de um corpo com

massa maior do que o valor estabelecido indica a existéncia de um buraco negro.
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Figura 6.12: Equacao de estado e populagoes para A = 0,06, 3 =0e v = —1.
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Figura 6.14: Massa méxima, raio e redshift para v =0, 3 =0,01 e A =0,08.
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Capitulo 7

Conclusao

Primeiramente, este trabalho faz uma analise detalhada do ja conhecido modelo de Walecka
usando certas propriedades para estabelecer limites de validade do modelo. Esses limites de
validade estdo, por sua vez, associados a vinculos de distintas naturezas: formal/conceitual
e fenomenologico. Entre os vinculos de natureza formal/conceitual ressalta a recém definida
funcao compressibilidade, que fisicamente deve ser positiva para qualquer densidade; além disso,
existe a causalidade, que impede que qualquer velocidade seja maior do que a da luz, a massa
efetiva do niicleon, que deve, também, ser positiva para qualquer densidade e a energia de ligagao
por nicleon, que deve refletir os aspectos atrativo e repulsivo da forca forte. As propriedades
experimentais utilizadas, que representam vinculos fenomenolégicos, sao a compressibilidade da
matéria nuclear e a massa efetiva do nucleon no ponto de saturagdo. Tais limites indicam que
o modelo de Walecka é vélido para uma densidade entre 0,06 e 57,80fm ™3 para matéria de
néutrons e entre 0,12 e 40, 77fm ™3 para matéria nuclear.

Este trabalho também apresenta um modelo que unifica e generaliza os principais modelos
efetivos da hadrodinAmica quintica encontrados na literatura (Walecka, ZM, exponencial) e tam-
bém permite o estudo de modelos com propriedades intermediarias. Estuda-se o comportamento
da matéria nuclear densa sob a variagao dos 3 parametros do modelo A, 3 e v que se referem a
acoplamentos nao lineares e representam a influéncia do meio nuclear na dindmica dos bérions.
Todas as grandezas calculadas, a equacgao de estado, a compressibilidade, a velocidade do som
no meio e as populagoes de particulas no sistema, variam consideravelmente com o aumento do
pardmetro A\. O aumento de § acentua o efeito do aumento de A e o efeito de v é, por sua vez,
muito pequeno.

Através do estudo da funcgao compressibilidade e do estudo da velocidade do som no meio

da matéria nuclear, grandezas essas intimamente relacionadas, percebe-se, claramente, que os
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pardmetros do modelo influenciam o surgimento e o desaparecimento de particulas no sistema,
verificando-se de que forma isso acontece. Dependendo do valor de A, 3 e -y, os hiperons aparecem
em ordem diferente nos graficos das populagoes. Isso acontece porque, nas equacoes de potencial
quimico, além das massas das particulas, também sao considerados os valores de isospin, as
constantes de acoplamento g,,g., € g, € 0s campos mesonicos o, w e p.

Quando se estuda o comportamento desse sistema sob acao da gravidade, ou seja, considerando-
se uma estrela de néutrons, entre os modelos que reproduzem os valores adequados de compress-
ibilidade e massa efetiva na saturagdo, e que respeitam os limites formais/conceituais citados
anteriormente, o que fornece maior massa estelar (1,48Mg,;) é o modelo com A = 0,06, 5 =0e
v = —1. Embora esse seja um valor de massa maior do que o da maioria das estrelas de néutrons
conhecidas, é um valor muito inferior ao das estrelas que tém sido observadas mais recentemente.

Como o modelo hadroénico utilizado nessa abordagem tem um limite superior para a massa
das estrelas de néutrons muito baixo, as estrelas com massas com valores superiores necessitam
de uma nova fisica para modelé-las, fisica essa que, além de incluir efeitos de rotagéo estelar,
pode conter componentes exo6ticos, tais como estrelas compostas somente por quarks, estrelas
contendo fases mistas de matéria de quarks estranhos, entre outros aspectos.

Mais recentemente, a discussao sobre a existéncia de uma fase hadrénica e de quarks e glions
na matéria nuclear tem se intensificado. Neste contexto, a inclusao da simetria quiral nos trata-
mentos tedricos tem se tornado importante para estabelecer uma conexao entre os graus de
liberdade da QCD e a sua manifestagao na QHD. Neste sentido, uma possivel futura abordagem
do tratamento teorico utilizado nesta dissertacao é a extensao do modelo para o estudo da tran-
sicao de fase para matéria de quarks, incluindo-se elementos de simetria quiral e, adicionalmente,
propriedades globais como a rotacao estelar. Dessa forma espera-se ser possivel atingir uma com-
preensao mais detalhada da matéria nuclear e, especialmente, da fun¢ao compressibilidade da
matéria nuclear. Esses topicos serao abordados pela autora deste trabalho nos seus estudos do

doutorado.

152



Apéndice A

Provas

A.1 Prova da Equacao de Equilibrio Quimico
Da reacao
n=p+e + 7, (A.1)
segue:
fn = Hp = He— — pr, = 0. (A.2)

Como todos os neutrinos produzidos no processo de formacao da estrela de néutrons sofrem

difusdo no processo de resfriamento, o seu potencial quimico é zero. Assim:

[y = Py, = Hoy = Py = i, = fip, = 0. (A.3)

Entao:

Ip = Hn — fle- (A.4)

A.2 Prova da conservacao de corrente baridnica

Derivando corrente baridnica:
0" By, = 0" (Y1) (A.5)
OB, = Oy, tp + Uy, 0™ (A.6)
Multiplicando toda relagao pelo ntimero imaginario ¢, obtém-se:
10 By, = i0Mpy,1h + i)y, 0. (A.7)
Agora, de 4.21, pode ser visto que
0Py, = —Pyuguwt — P(M — gy0), (A.8)
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de onde vem que
0"y = —Pyugew’h — P(M — goo)y.
Por outro lado, de 4.19, pode ser visto que:

i, 0" = Yuguw'h + (M — goo)1h,
de onde vem que
iy, 0" = Pyugew’h + P(M — go0)y.
Substituindo A.9 e A.11 em A.7, resulta que
0" By = [~ 700wt — (M — goo)¥] + [Pyuguw ) + O(M — go0)9],

ou seja

0B, =0,

como queria-se mostrar.

A.3 Detalhes do Calculo da Densidade Escalar

o UltyU:
1 0 0 0
E* 4+ M* 01 O 0 E* + M*
UT’}/()U: %(1 0 W 0) 2_;*
0 0 -1 0
00 0 -1
1
W= (10 e o)
E*+M~*
0
E* + M* k2
Uly="—"""(1- ———
T T ( (E*+M*>2>
UT,}/U:E*—FM* (E*+M*)2—]€2
0 2B (B + M*)?
UT U— 1 (E*)2+(M*)2+2E*M*—k‘2
0T o E* + M*

Fazendo a substituicao

k2 — (E*)2 . (M*>2
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(A.10)

(A.11)

(A.12)

(A.13)

E*++M*

(A.14)

(A.15)

(A.16)

(A.17)

(A.18)

(A.19)



na expressao acima, fica-se com:

1 (E*)2+(M*)2+2E*M*_(E*)2+(M*)2
1 —
UlygU SE < EESVE (A.20)
2(M 24 2FE*M*
= A.21
24 B*M*
= A .22
Ul = ( P (A2
M*(M* M (M* + E7) E*)
= A2
YU = (A.24)
Substituindo 4.100:
M*
UT’yoU = (A.25)
o VingV:
—k
1 0 0 0 BT
Ex 4+ M+ 01 0 0 E* + M* 0
ViV = k
70 s (w01 0) 00 -1 o 2E" .
00 0 -1 0
(A.26)
—k
B LM~
E* + M* 0
T _ —k
ViV ==z 0 1 0) » (A.27)
0
B+ M* k2
VinV = -1 A28
o 2E* ((E* M2 ) (4.28)

que ¢é igual a A.16 com sinal negativo e, portanto, é igual a A.25 com sinal negativo:

—M*
ViggV = ——. (A.29)
k2+(M*)2
o UlyV:

—k

10 0 O BT
UtV =/ =5 (1 s 0) B

00 -1 0 1

00 0 -1 0
(A.30)

155



E* 4+ M* 0
T — k
UtV = = ( —— » (A.31)
0
B+ M* —k —k
UlyV = A.32
E*+M* [ —2k
TyV = A3
UV = =55 <E ¥ M*) (4.33)
—k
T = A.34
UV o (A.34)
Substituindo 4.100 na expressao acima:
t —k
UlygV = ——— . (A.35)
/k2 + (M*)2
o VingU:
1 0 0 0 1
ViU = - (*7’“ 0 1 0) -
2F o 00 —-10 2b T
00 0 -1 0
(A.36)
1
E* + M* 0
t _ —k
ViU = —5 ( o 001 0) . (A.37)
EX M+
0
E* 4+ M* —k —k
T — A
Vol ="k <E*+M* +E*+M*>’ (4.38)
que é igual a A.32 e, portanto, é igual a A.35:
T —k
Vil = ——. (A.39)
k2 + (M*)Q
A.4 Detalhes do Calculo da Nova Forma para Pressao
o Ula.kU
1
. E* + M~ L [E* + M 0
T~ — k =
Uta.kU = ( 10 ke 0 )ak: e ) (A.40)
E*4-M*
0
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Uta.kU = EZM ( 1 0 k 0 )

EF+ M=
E* — M* 0 0 0 1
0 E* — M* 0 0 0
* * k
0 0 E*+ M 0 e
0 0 0 E* + M* 0
E* — M*
- E* + M* 0
T = _ k
vlakv==—(1 0 zhe 0) .
0
- E* + M* k2
fGkU=——— (F" - M+ —————
U'a.kU S F ( +E*—|—M*>
- E* + M*)(E* — M*) + k2
Uta i = MO )+

2FE*
Fazendo a multiplicagao e substituindo A.19:

(E*)Q _ (M*)2 + (E*)Q _ (M*)2

Uta.kU =
“ 2E"
. E* 2 M* 2
Uta. kU = M
E*
Fazendo a substitui¢ao 4.100:
- k2
UlagkU = ———.
k% + (M~)?
o VIG.EV
_—k
EF M~
T — —k =
VIGRY = [=— (b 0 1 0 )@k =0 1
0
te Ty ErM —k
VIGEV = Z5 (L 2h 0 1 o)
E* — M* 0 0 0 T

0 EY — M* 0 0 0
0 0 E* + M* 0 1
0 0 0 E* + M* 0
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(A1)

(A.42)

(A.43)

(A.44)

(A.45)

(A.46)

(A.47)

(A.48)

(A.49)



B+
- E* + M* 0
viakv == "5 (ke 0 1 0)
0
. E* + M* kQ
Via.kv S E <( )<E*+M*>2+( + )>
. k2<E* _ M*) (E* +M*)2
G RV =
Viak = smm i b o
. ]{:2 E* — M* E* M* 3
viaky = 5 )+ (B + M)

2E*(E* + M¥)
Apo6s a substitui¢ao A.19:

r ()7 = (M)?)(E — M*) + (B* + M*)°

tGRY =
Via.kV 25 (B + M*)
. E* MNE* — M* 2 E* M* 3
iy — (B4 M) P+ (B + M)
2E*(E* + M*)
. E* — M* 2 E* M* 2
VT&.kV:( )"+ (E"+ M)
2E*
(E*)* + (M*)* = 2E*M* 4 (E*)* + (M*)* 4+ 2E*M*
2E*
. E* 2 M* 2
Viagkv = M
E'*
Apo6s a substitui¢ao 4.100:
- k? 4+ 2(M*)?
vigfy = F L2
kQ + (M*)Q
o Ula@.kV
—k
E*FM~*
, E*+ M - [EX+ M 0
T~ — k N
0
Te Ly — EMr k
UtGRV = E20 (1 0 ko)
* * —k
0 E* — M* 0 0 0
0 0 B+ M* 0 1
0 0 0 E*+ M* 0
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(A.50)

(A.51)

(A.52)

(A.53)

(A.54)

(A.55)

(A.56)
(A.57)

(A.58)

(A.59)

(A.60)

(A.61)



B M~
- E* + M* 0
vtagy = =20 ( 1 0 =2~ 0 ) (A.62)
2E* E*+M (E* + M*)
0
L E*4 M* —k k
Ta.kV = E* * E* + M* A.
VR =55 << @ T M) (A.63)
L E*4 M* (E* — M*)
Ta.kV = —k k A.64
ViakV =5 ( (B + M") ) (4.64)
L —k(E* — M*) + k(E* + M*
vty = =M 2)E+ (B” + M) (A.65)
o —kE*+ kM* 4+ kE* + EM*
UtaRy = TR SRR (A.66)
2E*
L kM*
Uta.kv = . (A.67)
E*
Apo6s a substitui¢ao 4.100:
- kM*
Ula.kv = (A.68)
k2 + (M*)Q
o Via.kU
1
T_‘ = —k} s
via.kU = ( =k 0 1 0 )ak = ) (A.69)
E*+M~*
0
.'._, o E*+M* —k
VIGEU = E50 (k0 1 o)
E* — M* 0 0 0 1
0 E* — M* 0 0 0
(A.70)
0 0 0 E* + M* 0
E* _ M*
- E* + M* 0
T _ —k
ViGkU = == (ke 0 1 0) . (A1)
0
L E*4 M* (E* — M*)
viaku = —k k AT2
que é igual a A.64 e, portanto, é igual a A.68:
” kM*
VigkU = ———. (A.73)
k2 + (M*)?
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A.5 Resolugao de Sistema das Constantes de Acoplamento

Para resolver o sistema das equagoes 4.181 e 4.182, rearranja-se a primeira equagao para isolar

2
o termo que contém 24 :
m

w

k *)2 2
=i [(;ki} — 3(M*)?kp) \/(M*)? + k2 + 3(M*)*In W”F]
+3 (M M*)2. (A.74)

Substituindo na segunda:

2| (G + SOM7)2kp) /(M2 + 1, — S(r?

(kp++/(M*)2+k2.)
)4111 F e F]

= €0 <A75)

(M M*)?+ 51

*)2 2
( k:3 1( *)Qkp) (M*)z—l-k%— %(M*)Alln kF+\/(]\J4W*) +kF]

=€ (A.76)

2
(M — M) =

k M*)2 k2
‘0 — 3 [ (B + 102 kr) (M) 4 k3 — () i V(M”] (A7)

m2

AL €0
93 (M—M~)?

~ =y M*pw!( K+ L(M*)%kr) (M*)2+k%—i<M*>41n’W%P—”’“QF] (A.78)

-1
} (A.79)

2 *
9o €0 1 Y * * 1 *\4 kF+E
Jo - L M B — (M) T
m2 {(M—M*)Q (M—M*)227r2[< kF+4( V ke > F M) =

Agora substituindo A.77 em A.74:
*)2 2

(Sk% — B(M*)2kp) [ (M*)2 + k% + 3(M7 )41 B2* %’*’“F)]
% N « kp+ M* 2+k:2

€ — oz < (5 + LIk /(M) + 12— L) i PV DD F’)

19205 3 .
5 me :— —fk: 2w/ (M*)2 + k% 760 (A.81)
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o

g2p
m2,

1 7
3272

N|—=

_l’_

(A.80)

N[




2

3
9o v kg ( 2, €0
== (M) + k% + =
m2 672 p3 5 pd
Da equagao 4.92:
672
kY= —pp.
Py

Substituindo na equagao acima:

2 2

g5 v 16n 2 5 €0
2 = oy (M) + kR +
m2 672 pg v B2

0

9o _ (M*)2 2 €0
2= —— + k3 + .
m2 Po r P%

Substituindo 4.100:

9 _ B e
2 2
mw £0 pO

A.6 Prova da Obtencao do Modelo Exponencial

Pela série binomial:

(A.82)

(A.83)

(A.84)

(A.85)

(A.86)

2! 3!

<1+ il )_i — 1 (i) (900) L Ed=i= Y (gaa >2+ (—i)(—i — 1)(—i

tMp 1Mp tMp

Quando [i| ¢ muito grande, pode-se fazer a aproximagao:

L o L4 (i) 57 (—i)? [ goo 2+ (—i)3 ([ goo 3+
= —1
iMp iMg 2! \iMp 31 \iMp

—1 2 3
1499\ __ 99 1(90\ _1/(g0
iMp Mg 2! \ Mg 31 \ Mg

Identifica-se a série acima como a expansao da funcao exponencial:

Portanto, pode-se escrever que:
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—2) (.g"a )3 +(A.87)

ZMB

(A.88)

(A.89)

(A.90)

(A.91)
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