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RESUMO

No presente trabalho ¢ descrita uma formulacao para modelos constitutivos elasto-
viscoplasticos, considerando deformacoes infinitesimais e finitas. Os modelos sao for-
mulados em um contexto da termodinamica de varidveis internas usando fundamentos
de anélise convexa. As equacoes de evolucao sao obtidas a partir do principio da ma-
xima dissipacao, o qual desempenha um importante papel na abordagem adotada, a qual
consiste na generalizagao do modelo reologico de Bingham. O problema constitutivo de
valor inicial local é solucionado por um esquema de integragao implicita combinado a um
algoritmo de mapeamento de retorno. O problema de valor no contorno e inicial global,
considerando casos quasi-estaticos, é solucionado por meio do método dos elementos fi-
nitos (MEF) empregando também um método de integragdo implicita. Esta estratégia
¢ implementada empregando os modelos constitutivos viscoplasticos linear e nao linear
de Perzyna e o modelo de Peri¢. A implementacdo computacional é avaliada por meio
da comparacao dos resultados numéricos a solucoes analiticas e também a problemas
padroes disponiveis na literatura. Os resultados obtidos sao importantes para avaliar o
comportamento e as caracteristicas dos modelos viscoplasticos na analise dos fendmenos
de dependéncia da taxa de deformacao e de relaxacao de tensao. Embora os trés modelos
se mostrem adequados & captura destes fendomenos, uma atencao especial deve ser dada
ao modelo nao linear de Perzyna, pois este nao recupera o modelo inviscido como um
caso limite, além disso, apresenta mal condicionamento no algoritmo de mapeamento de

retorno.

Palavras-chave: viscoplasticidade; deformacgoes infinitesimais; deformacoes finitas; mé-

todo dos elementos finitos.



ABSTRACT

In this work an elastic-viscoplastic constitutive formulation is described, considering in-
finitesimal and finite deformations. The models are formulated inside a thermodynamic
with internal variables framework using fundamentals from convex analysis. The evolution
equations are obtained from the maximum dissipation principle, which plays an impor-
tant role on the approach adopted, which is the generalization of the Bingham rheological
model. The local initial value problem is solved by an implicit integration scheme with a
return mapping algorithm. The global initial boundary value problem is solved by the fi-
nite element method (FEM) also employing an implicit integration method. The strategy
is implemented employing the linear and nonlinear Perzyna and the Peri¢ viscoplastic mo-
dels. The computational implementation is evaluated by comparing the numerical results
with analytical solutions and with benchmarks available in the literature. The results
obtained are important to evaluate the behavior and the characteristics of the models on
the analysis of rate-dependency and stress relaxation. The three models were suitable to
predict these phenomena. However, a special attention is needed on the nonlinear Perzyna
model, because it does not recover the inviscid model as a limit case. Further, it presents

ill-conditioning in the return mapping algorithm.

Key-words: viscoplasticity; infinitesimal deformations; finite deformations; finite element
method.
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definidos

C Tensor constitutivo elastico

C Moédulo tangente consistente

c? Modulo tangente continuo para materiais dissipativos

cer Modulo tangente continuo para materiais elasto-plasticos

cvp Modulo tangente continuo para materiais elasto-viscoplasticos

D Componente do modulo tangente consistente, deformacoes finitas
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1 INTRODUCAO

Este trabalho surge como parte de um projeto de pesquisa do Laboratorio de Modela-
gem de Materiais' (Im?). O projeto de pesquisa tem como principal objetivo a analise
numérico-experimental de processos de conformacao metalica a alta velocidade, tais como
os de conformacgao eletromagnética. Uma das etapas do projeto consiste na simulacao do
comportamento mecanico do material sob conformacao. Como o processo acontece a al-
tas taxas de deformacdo, na ordem de 10*s™!, é imperativo utilizar modelos constitutivos
elasto-viscoplasticos, os quais compoem o objeto de estudo central desta dissertacao.

Para realizar a simulacao mecanica, decidiu-se por desenvolver uma rotina de elemen-
tos finitos propria, no ambiente FORTRAN, ao invés de utilizar um programa comercial.
Esta decisao foi impulsionada pelo desejo de utilizar um recurso computacional de baixo
custo e com programacao aberta, possibilitando eventuais alteragoes e o total conheci-
mento das ferramentas e técnicas numéricas empregadas, bem como o futuro acoplamento
a uma rotina de simulacao do efeito eletromagnético. O programa de elementos finitos
em questao soluciona problemas planos e axissimétricos, considerando modelos constitu-
tivos elasto-viscoplasticos em pequenas e grandes deformacoes. Supoe-se que 0s processos
de conformacado se deem por meio de um carregamento monotdénico, o que incentiva o
uso de regras de endurecimento isotropico, nao necessitando o emprego de uma lei de
endurecimento cinematico. Embora as deformacoes acontecam a altas taxas, em um
primeiro momento as formulacoes serao desenvolvidas segundo a hipdtese de processos
quasi-estaticos, sendo desprezados efeitos dindmicos como propagacao de ondas e inércia
do corpo.

Existem diversos modelos de viscoplasticidade. Em uma revisao recente Chaboche
(2008) traz algumas das principais abordagens sobre o assunto. Aqui sdo empregados
trés modelos viscoplasticos que consideram a existéncia de uma superficie de escoamento,
sao eles: modelos linear e nao linear de Perzyna e o modelo de Peri¢ (1993), seguindo
a descri¢do utilizada em Alfano et al. (2001). Ao longo do trabalho sdo discutidas as
particularidades de cada um destes modelos viscoplasticos, bem como suas vantagens e
desvantagens. Estes modelos sao formulados seguindo o formalismo da termodinamica de

varidveis internas em um contexto de analise convexa.

IEste laboratoério esté inserido na Escola de Engenharia da Universidade Federal do Rio Grande do Sul
(UFRGS), no Departamento de Engenharia Mecanica (DEMEC).



1.1 Objetivos do Trabalho

A partir da discussao e motivacao colocadas anteriormente, define-se o objetivo prin-

cipal do trabalho:

e Implementar, avaliar e validar a implementacao de modelos constitutivos viscoplas-

ticos usando o método dos elementos finitos.

1.1.1 Objetivos Especificos

Para que o objetivo principal seja alcancado, alguns objetivos especificos devem ser

satisfeitos, sao estes:

e Descrever uma formulagao constitutiva (continua e discreta) consistente, para mo-
delos viscoplasticos associativos com superficie de escoamento suave, a partir da

generalizacao do modelo reologico de Bingham;
e Implementar a formulacao constitutiva no programa de elementos finitos;

e Comparar os resultados numéricos a solucoes de referéncia, sejam solucoes analiticas

ou resultados aproximados disponiveis na literatura.

1.2 Aspectos sobre (Visco)Plasticidade

Embora os mecanismos de deformacao, vistos em uma escala microscopica, sejam com-
plexos, o fenémeno plastico pode ser simplificado por meio de uma abordagem fenome-
nolégica em uma escala macroscopica. Neste contexto a plasticidade é caracterizada pela
existéncia de um limite de tensao, chamado de limite eldstico. O comportamento do mate-
rial depende se o estado de tensao esta dentro ou sobre o limite elastico?. Dentro do limite
de tensao assume-se que o meio apresente um comportamento elastico e que os processos
nesse regime sejam reversiveis. Tal comportamento pode ser visualizado no trecho OA da
curva mostrada na Figura 1.1, onde se tem a resposta tensao-deformacao unidimensional
de um material elastoplastico. O carregamento OA é aplicado a partir de um estado nao
tensionado até que seja atingida tensao o,, ponto A. Considera-se que o caminho de des-
carregamento a partir de A produza exatamente o caminho de carregamento em sentido
inverso, tal que retorne a origem, ponto O, a medida em que a tensao volte a zero.

Para um estado de tensao sobre o limite elastico o comportamento do material, quando
em carregamento, ¢ bem diferente do elastico. Nesta situacao o meio sofre deformacoes
permanentes, caracterizando processos de dissipacao de energia e variagao na energia

,

interna. Este comportamento plastico é esquematicamente mostrado na parte AB da

2E permitido que o estado de tensio esteja fora do limite elastico em modelos de materiais dependentes
da taxa de deformagao, em materiais ditos viscoplasticos, estes que sao objeto de estudo deste trabalho.



curva tensao-deformacgao da Figura 1.1, onde considera-se um material dictil perfeita-
mente plastico. Um material é dito perfeitamente plastico quando o limite de tensao é
constante, ou seja, independe da historia das deformagoes sofridas pelo material. Por
outro lado, em casos onde o limite elastico evolui com os processos de carregamento, se
diz que ha endurecimento no material, ver trecho AC' da Figura 1.1. Em um processo de
descarregamento, a partir de um estado elastoplastico, ponto B ou C, assume-se que o
caminho de descarga, BD ou C'E, apresente a mesma inclinacao de AO?. Mas, nota-se
que para uma mesma deformacao total prescrita & as deformagbes permanentes €7, e ',
sao diferentes, de forma que o material com endurecimento apresente a menor deformacao

plastica, e, < &7, ver Figura 1.1.

(O

O

&

Figura 1.1: Esquema de um ensaio de tracao uniaxial, OABD - material elastoplastico
perfeito, OAC'E - material elastoplastico com endurecimento.

1.2.1 Efeitos da Taxa de Deformacao

De forma geral, a resposta constitutiva de materiais reais depende da taxa de defor-
macao. Especificamente em metais, este fenémeno esta relacionado ao tempo necessério
a agao de deslocamentos de graos, deslizamentos intercristalinos e/ou movimento de dis-
cordancias (Lemaitre e Chaboche, 1990). No entanto, esta dependéncia pode ou nio ser
significativa, dependendo de determinadas condicoes fisicas. Para situacoes em que a de-
pendéncia da taxa de deformagao e/ou da escala de tempo possa ser desprezada se diz ter
um material pldstico independente da taxa (Lemaitre e Chaboche, 1990; Lubliner, 2008;
Maugin, 1992). Embora esta caracteristica esteja presente em grande parte das aplicagoes
com metais, ha condicoes sob as quais nao é possivel realizar tal simplificacao, isto é, a
influéncia do tempo passa a ser significativa no comportamento do material. Nestes casos,

é possivel que a tensao esteja fora do limite eldstico, diferentemente do caso plastico. Isto

3Esta hipotese sera valida para um comportamento elastico linear, quando for possivel desprezar os efeitos
de dano e a influéncia dos processos (visco)plésticos sobre a rigidez do material.



ocorre quando o0 meio esta sujeito a altas temperaturas® e/ou a altas taxas de deforma-
¢ao. Nestas situagoes se diz que o material é viscopldstico (Lemaitre e Chaboche, 1990;
Maugin, 1992; Ottosen e Ristinmaa, 2005).

g, “53
£2
él
£ <E&,<&
E
@
<, tenséo tensdo O
elevada moderada
deformacéo
constante
tensao
baixa
tempo tempo
(b) (©

Figura 1.2: Fenomenos viscoplasticos. (a) Dependéncia da taxa de deformagao na res-
posta em tensdo; (b) Escorregamento sob tensao constante; (c¢) Relaxacao de tensdo sob
deformacao constante. Modificado de de Souza Neto et al. (2008).

Trés fenomenos podem ser destacados em materiais viscoplasticos, a dependéncia da
taxa de deformacgao na resposta em tensao, o escorregamento sob tensao constante (creep)
e a relaxacdo de tensdo sob deformagao constante, mostrados nas Figuras 1.2(a)-(c), res-
pectivamente. A Figura 1.2(a) mostra curvas tensdo-deformagao para ensaios unidimen-
sionais de tracao sob diferentes taxas de deformacao. Uma importante informacao que
se pode extrair deste teste é que o limite de escoamento (dinamico) e a curva de en-
durecimento de um material viscoplastico dependem fortemente da taxa de deformacao.
Observa-se que com o aumento da taxa do carregamento h4 um aumento no regime elastico
verificado. Esse fenémeno deve ser levado em conta, em processos sob altas temperaturas,
como forjamento a quente, e em processos de conformacao sob altas velocidades, tais como
os processos de conformacao eletromagnética.

O escorregamento sob tensao constante, Figura 1.2(b), pode ser observado quando
um corpo de prova, em um ensaio unidimensional, ¢ mantido tensionado por um longo
periodo de tempo, nota-se uma evolucao das deformagoes com o passar do tempo. As

taxas de deformagao sdo maiores para tensoes elevadas. Nas curvas da Figura 1.2(b), para

4Em metais se diz que a dependéncia do tempo se torna mais significativa a temperaturas proximas a %
da temperatura de fusdo do material (Lemaitre e Chaboche, 1990, p.254).



as tensoes elevadas e moderadas, sao observados trés estagios: escorregamento primério,
trecho partindo da origem onde se tem uma taxa de deformacao decrescente, escorrega-
mento secundério, onde ha uma aceleragdo constante (quase nula) das deformacoes, e
escorregamento terciario, caracterizado por altas taxas de deformacao que levam o ma-
terial a ruptura. Para niveis baixos de tensao o material tende a estabilizar no segundo
estagio. A predicao deste comportamento é importante em aplicacoes onde componentes
metalicos estejam submetidos a elevadas cargas e temperaturas por longos periodos de
tempo. Dessa forma, este fendmeno nao serd abordado neste trabalho, pois os modelos
viscoplasticos aqui descritos serao empregados na analise de processos que ocorrem em
curtos periodos de tempo e a baixas temperaturas. Para detalhes sobre a formulacao de
modelos de escorregamento ver, por exemplo, Lemaitre e Chaboche (1990), Ottosen e
Ristinmaa (2005), Shames e Cozzarelli (1997) e o trabalho de Chaboche (1989).

A relaxagao de tensao sob deformacao constante, Figura 1.2(c), pode ser verificada
em um ensaio unidimensional onde prescreve-se uma deformacao constante (virtualmente
instantianea) no corpo de prova e este é mantido deformado por um longo periodo de
tempo. Observa-se um decaimento na tensao do material com o passar do tempo. O que

pode ocorrer, por exemplo, em componentes pré-tensionados.

1.3 Diretrizes e Referéncias Importantes ao Trabalho

As leis de dissipacao serao obtidas por meio de uma abordagem fenomenolégica ma-
croscopica, seguindo o formalismo da termodinamica de variaveis internas apresentado em
Coleman e Gurtin (1967), Lubliner (1972) e Rice (1971). As leis de evolugao e equagoes
constitutivas serao formuladas a partir do principio da mdzima dissipacao, frequentemente
creditado a von Mises (Hill, 1950). Este principio desempenha um importante papel na es-
crita de uma formulagao matematica, ver, por exemplo, Duvaut e Lions (1976), Halphen e
Son Nguyen (1975), Moreau (1976, 1977, 2011) e Temam (1985), ou ainda Lubliner (1984,
1986) em um contexto de deformagoes finitas explorando regras de normalidade. Seguindo
esta abordagem matematica, ha trabalhos como o de Eve et al. (1990) e Romano et al.
(1993), os quais fornecem importantes resultados para as leis de evolucao plasticas em um
contexto de analise convexa. A aplicacao do principio da maxima dissipagao a formulacao
de modelos dependentes da taxa de deformacao pode ser vista em Perzyna (1966) e Rice
(1970), e mais recentemente, empregando um processo de regularizagao por penalidade,
em Simo et al. (1988). Esse processo é fortemente relacionado a regularizagdo de Yosida,
ver Pazy (1983, p.9), o que é brevemente comentado em Moreau (2011) e explorado em
trabalhos como: Angelis (2000), Deseri e Mares (2000), Ibrahimbegovi¢ e Chorfi (2000)
e Peri¢ (1993). Em trabalhos como Lin e Brocks (2004) e Ristinmaa e Ottosen (2000)
também utiliza-se o principio da maxima dissipacao, no entanto empregando o conceito

de superficie de escoamento dindmica ao invés do procedimento de regularizacao, o que é



valido somente a casos quasi-inviscidos (Simo e Honein, 1990).

Serao abordados problemas de viscoplasticidade em pequenas e grandes deformacoes.
Para o primeiro caso adota-se a forma tradicional de decomposicao aditiva do tensor de
deformagoes infinitesimais, em suas partes elastica e inelastica (viscoplastica). Sabe-se
que o problema de (visco)plasticidade em pequenas deformagoes possui uma formulagao
bem definida e de certa forma fechada, o que nao ocorre no caso de deformacoes finitas. H4
diversas abordagens para (visco)plasticidade em grandes deformagoes, diferindo quanto
a lei elastica, quando a configuracao onde define-se o estado de equilibrio, quando a
decomposicao das medidas de deformacao, quando ao método de integracao das equacoes
constitutivas locais, etc.

Aqui, no contexto de deformacoes finitas, adota-se um modelo hiperelastico, conforme
Simo (1985) e Simo e Ortiz (1985), com a decomposi¢do multiplicativa do gradiente de
deformacoes empregada em Lee e Liu (1967) e Lee (1969). Com estas duas definigoes é
possivel contornar problemas oriundos da formulacao hipoelastica utilizada em Argyris e
Kleiber (1977), Argyris et al. (1978), Hibbitt et al. (1970), McMeeking e Rice (1975) e
Nagtegaal e Jong (1981), como resposta oscilatoria de tensao sob carregamento monoto-
nico (Dafalias, 1983), comportamento dissipativo no dominio eléstico (Koji¢ e Bathe, 1987,
Simo e Pister, 1984) e perda de objetividade das leis constitutivas incrementais (Hughes
e Winget, 1980; Rubinstein e Atluri, 1983). Também, utiliza-se a medida de energia de
deformacao de Hencky, ver Capitulo 2, juntamente a um esquema de integracao implicito
exponencial, levando a um algoritmo de mapeamento de retorno semelhante ao utilizado
em deformagoes infinitesimais (de Souza Neto et al., 1996; Eterovic e Bathe, 1990; Peri¢
et al., 1992; Simo, 1992; Simo e Miehe, 1992; Weber e Anand, 1990). As equagoes de
equilibrio sao dadas segundo uma descricao Lagrangiana Total e solucionadas por meio
do método dos elementos finitos (MEF).

1.4 Organizacao do Trabalho

De forma geral este trabalho consiste em trés etapas principais. Na primeira delas
apresentam-se as formulagoes continua e discretizada para os problemas constitutivos
viscoplasticos locais, para pequenas deformacoes no Capitulo 2 e para grandes deformacgoes
no Capitulo 3. Nestes dois capitulos também sao descritos os algoritmos de solugao para
os problemas constitutivos de valor inicial de cada caso. No Capitulo 4 sao descritas
as equacgoes de equilibrio globais em suas formas forte e fraca, sendo assim definido o
problema de valor no contorno e inicial (PVCI). No Capitulo 4 também é realizada a
discretizacao espacial do problema global utilizando o MEF. A segunda etapa consiste na
implementagdo do método dos elementos finitos (MEF) em FORTRAN para a solugao
numérica dos problemas viscoplasticos segundo as formulagoes locais apresentadas nos

Capitulos 2 e 3, para deformacoes infinitesimais e deformacoes finitas, respectivamente.



Na terceira etapa ¢ realizada a avaliagao dos algoritmos locais e globais implementados.
Para isto, sao comparados os resultados numeéricos de alguns problemas simples as solucoes
analiticas do Capitulo 5 e a alguns problemas padroes utilizados como benchmarks em
(visco)plasticidade. Os resultados obtidos bem como as comparagoes sao apresentados e
discutidos no Capitulo 6. Por fim no Capitulo 7 encontram-se as conclusoes pertinentes

ao trabalho e também algumas sugestoes para trabalhos futuros.

1.5 Preliminares e Notagao

Seja um corpo % que em um instante de referéncia t = t,, ocupa uma regido €y € R?
com contorno 98 (configuracao de referéncia). Cada ponto material Py de % é mapeado
em um sistema cartesiano retangular fixo com origem “O” e base vetorial E;, por um vetor

posicao X € €y, relativo a “O”, conforme Figura 1.3.

Configura@o
dereferéncia

Configurago
corrente

Figura 1.3: Mapeamento de £.

Supoe-se que o corpo, inicialmente em sua configuracao de referéncia, se mova de
modo a ocupar uma nova regiao Q € R? com contorno 99 (configura¢do corrente) em um

instante ¢. O movimento é definido pela seguinte fungao
@ (X, 1) : Qo x (tg, T] — R?, (1.1)

que mapeia unicamente cada ponto material P, em sua nova posicao P. Para cada
instante ¢, a configuracao corrente de % é definida por um vetor x € (), relativo a um
sistema de referéncia e; com origem em “O”. A dependéncia do vetor x em relagao a

posicao X é dada pela funcao de movimento ¢, isto é

x=¢(X,t). (1.2)



As coordenadas X sao denominadas coordenadas materiais ou Lagrangianas, enquanto
as coordenadas x sao coordenadas espaciais ou Fulerianas.
Durante o movimento a particula P, sofre um deslocamento u : Qg x (to, 7] — R?, de

modo que
x=X+u (1.3)

O tensor de segunda ordem F, denominado tensor gradiente de deformag¢ao, em coor-
denadas cartesianas é definido como (Gurtin, 1981; Lai et al., 1996; Reddy, 2008; Spencer,
2004)

F=Vxe (X, 1), (1.4)
ou em componentes
Do
Fy = a3
779X,

Em termos de deslocamentos, com base em (1.3), a Eq.(1.4) se torna

F = I+qu, (15)
ou em componentes®
ou;
Fi. =08, + —.
J J + aXJ

0= i#j

0 termo §;; € o delta de Kronecker, sendo: 6;; = { Lo i 1,7 =41,2,3}.
1=



2  VISCOPLASTICIDADE EM DEFORMACOES IN-
FINITESIMAIS

Nesta secao é descrita a formulacao constitutiva elasto-viscoplastica considerando a
hipotese de deformagoes infinitesimais.

E chamado de viscoplastico o comportamento que apresenta simultaneamente um
limite de tensao e um tempo caracteristico de relaracao, isto é, em viscoplasticidade,
diferentemente da plasticidade independente da taxa de deformacao, é permitido que
determinado estado de tensao esteja fora do dominio elastico, no entanto, a tensao retorna
ao limite em um tempo caracteristico, chamado de tempo de relaza¢io (Maugin, 1999;
Simo e Hughes, 1998).

2.1 Decomposicao Aditiva do Tensor de Deformacoes

Em problemas sob pequenas deformagoes, a medida de deformagao empregada ¢é obtida
a partir da linearizacao do tensor de deformacio de Green-Lagrange'. O que leva ao
chamado tensor de deformacoes infinitesimais, definido como (Gurtin, 1981; Oden, 1972;
Spencer, 2004)

e=Vu= % [Vu + (Vu)T} : (2.1)

1 0u1 an

Em inelasticidade o tensor de deformacoes infinitesimais € é tradicionalmente decom-

ou em componentes

posto em suas parcelas elastica €° e inelastica €7, tal que

e=¢"+é. (2.3)

10 tensor de deformacio de Green-Lagrange ¢ definido em termos de u como E®) =
i [qu + (Vxu)" + (Vxu)” qu}.
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2.2 Lei Constitutiva, Potenciais de Energia Livre e de Dissipacgao

Dentro do enfoque da termodinamica de varidveis internas postula-se a existéncia de

um potencial de energia especifica (potencial de energia livre de Helmholtz), definido como
Y =e—0s, (2.4)

onde, e é a energia interna especifica, 6 ¢ a temperatura e s a entropia. No caso particular
de deformacoes infinitesimais, supoe-se que o estado termodinamico possa ser definido

pelo conjunto (e,0, ). Assim, o potencial de energia livre passa a ser escrito como

v=1(e 0, ), (2.5)

onde, a é conjunto

o = {011, Qg, ..., anmt}

de n;,; variadveis internas, as quais podem ser de natureza escalar, vetorial ou tensorial?.

Se a deformacao total e for decomposta segundo a Eq.(2.3), isto é compativel com a
existéncia do potencial de energia livre 1 se e somente se este admitir a decomposi¢ao
(Lubliner, 1972)

v (g,0,a) = )° (E — &', 0) + 4" (0, ), (2.6)

assumindo que €' = €' (0, ), sendo ¢ e ' as componentes elastica e inelastica de 1,
nesta ordem. Assim, conforme Eq.(2.6), considerando que 1) seja suave a taxa 2/1 fica dada

por
N Y
=5 D€+ a7 € +6ak*&k+099’ (2.7)

¥ (e,0, )

onde, o simbolo * denota o produto que reduz o termo g%@ % (y, & um escalar. Ainda,
de acordo com a decomposicao (2.3), é possivel escrever o potencial ¢ em funcao da

deformacao eléstica €°, na forma
Y (g,0,a) = ¢ (e°0) +¢' (0, ), (2.8)

para a qual a taxa de ¢ fica

h _a,(ze‘ -e azﬁ . a_w
(e, 0, a) = e € +8ak*ak+89 : (2.9)

Substituindo a equacdo acima na inequacao de Clausius-Duhem?, para pequenas defor-

2A escolha das varidveis internas, as quais representam os fenémenos dissipativos microscépicos, deve ser
guiada por meio de um modelo onde estas possuam interpretagoes fisicas (Muschik, 1990).
3 A combinacdo das duas primeiras leis da termodinamica leva & chamada inequacao de Clausius-Duhem,

d=0c:D—p (w + 36‘) — %q - Vx0 > 0. O potencial ® representa a dissipacao interna por unidade de
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macoes, chega-se a

i

e o\ - 9 1
<I>:(o-—p01i>:ée—p(s~|—a—zg>9—l—0':é:’—pazk*dk—éq-vxézo, (2.10)

onde, o é o tensor de tensao de Cauchy, q é o fluxo de calor e V6 ¢é o gradiente espacial de
temperatura. Como a inequacao anterior deve ser valida a toda evolucao real do sistema,
considerando que o material nao possua restricoes internas, chaga-se as seguintes relacoes
constitutivas (Coleman e Gurtin, 1967; Germain, 1973; Germain et al., 1983; Halphen e
Son Nguyen, 1975; Lubliner, 1972; Perzyna, 1971; Rice, 1971)

8_6
o= p;ﬁe (2.11)
_ 9%

Entao, definindo um conjunto de forgas termodinamicas A : Qg x (to, T] — R"™n* conjugado

ao conjunto de variaveis internas o como

o’

A, = 2.13
k paak ) ( )

o potencial de dissipacao assume a forma reduzida

i , 1
CI):O'IEl—Ak*Oék—g(I'VXeZO. (214)

Ainda, é possivel mostrar que
o°© oY

= = — . 2.15
o =pa P oe (2.15)

Considerando uma evolu¢ao isotérmico, o potencial ® (2.14) é reescrito apenas pela

dissipacao intrinseca

P (' a)=0:&— Ayxdy >0, (2.16)
com adﬁ 8@/}1
o=—pag e A = paak. (2.17)

Neste ponto, é importante comentar que ® é uma funcao positiva, convexa, semicon-
tinua inferior e homogénea de grau n em (é’, d), e desempenha um importante papel na
formulagao constitutiva de modelos inelasticos, o que serd mostrado na Secao 2.5. O grau

de homogeneidade de ® depende do tipo de modelo inelastico (plastico, viscoplastico,

volume em ). D é a taxa de deformacao. Pode ser decomposto em suas partes intrinseca @, = o :
D-p (w + 59) e térmica Doy = —%q - Vxb > 0, ver, por exemplo, Lubliner (2008, p.67) e Maugin
(1999, p.51).
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viscoelastico,...) e das hipoteses adotadas (Maugin, 1999, p.113).
Muitas vezes, em problemas de plasticidade, é conveniente trabalhar no espaco dual
(o, A), isso pode ser feito por meio da transformacao de Legendre?, ver Rockafellar (1997).

Neste senso as func¢oes duais para U¢ = p¢ e W' = pi)?, sao expressas respectivamente

por
e (o) = —U° (e—€)+o:(e—¢) (2.18)
T (A) = -V (a) + A xa, (2.19)

logo
U (o, A) =V (o) + T (A), (2.20)

com as variaveis duais relacionadas pelas seguintes expressoes

0 e % i 0 Te
a':—agl.\ll (e—€)<=ce'=¢ aa\IJ (o) (2.21)
A= Ly (o) <= S (A) (2.22)
£ Doy, U= A, ‘ '

Essa formulagao recai no conceito de material padrao generalizado (generalized stan-
dard material) introduzido por Halphen e Son Nguyen (1975). Além disso, é possivel
mostrar que um amplo conjunto de modelos constitutivos inelasticos sao derivados a par-

tir de particularizacoes dessa classe de materiais, como mostrado por Germain et al.
(1983).

2.3 Dominio Elastico e Fungao de Escoamento

A decomposicao da deformacdo total € em suas parcelas elastica €° e ineléstica €,
Eq.(2.3), incentiva a defini¢do do chamado dominio elastico. O que normalmente é feito
pela introdugao de um conjunto convezro® fechado K. Em (visco)plasticidade geralmente
as forcas termodinamicas A estdo relacionadas ao tamanho e/ou & posicdo do conjunto
K em um espago métrico (normado) (Moreau, 1977, 2011, p.268; p.347; p.392). Aqui este
espaco ¢ S8, Entdo, sendo S e R™nt espacos normados com dimensio finita o dominio
elastico K : R™»* — § ¢ uma multifuncao que associa a cada A € R™"* um conjunto
convexo fechado K (A) C S (Shapiro, 1988, p.392), de modo que K possa ser definido
como

K(A) = {o € S|f (o,A) <0}, (2.23)

E utilizada a transformacio de Legendre, pois assume-se que ¥ seja uma funcdo convexa e diferenciavel,
caso essas condigOes ndo sejam satisfeitas é necessario utilizar a transformacao de Legendre-Fenchel.

5A convexidade do conjunto K é uma implicacdo do principio da maxima dissipacdo, isto é comentado
na Segao 2.5.

6S & o conjunto contendo todos os tensores de segunda ordem simétricos, S = {M ER" x R"|M = MT}.
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onde f (o, A) é a chamada funcdo de escoamento. O contorno JK (A) de K (A) é formado
pela superficie
0K (A)={o €S|f(c,A) =0}, (2.24)

chamada de superficie de escoamento. Aqui, K(A) é visto como um conjunto convexo
movel (moving conver set) no espago normado S de acordo com os valores de A”. O

conjunto K (A) é definido de forma que
K (0) = Ko, (2.25)

onde K ¢ o dominio eléstico inicial. Além disso, assume-se que o conjunto K (A) contenha
a o origem, isto é, o =0 € K(A).

A defini¢ao (2.23) é util para a determinacao da chamada func¢ao distancia, Segao 2.5,
a qual é empregada na formulacao das equacoes de evolugao viscoplasticas.

Para a formulacao do modelo de plasticidade, equacoes de evolucao, em um contexto
de anélise convexa, é util introduzir uma fungao I : S x R"n — RTU {400}, dita fun¢do
indicatriz do conjunto K (A), definida como (Rockafellar, 1997)

0 seoc € K(A)
Ix (o0, A) = . 2.26
( ) +oo  seo ¢ K(A) (226)

No contexto particular da plasticidade insensivel a taxa de deformagao o conjunto
K (A) representa o espaco admissivel de tensoes, de modo que nao seja permitido nenhum
estado de tensdo tal que o ¢ K(A) (Lubliner, 2008; Simo e Hughes, 1998). Esta ¢ uma
das principais diferencas para os modelos viscoplésticos, ji que nestes é permitido que

o ¢ K(A) durante um tempo de relaxagao. Isto é, em plasticidade
do ¢ K(A). (2.27)

Em viscoplasticidade
do ¢ K(A), (2.28)

enquanto t < t,eqz. Sendo t,..q. 0 tempo de relaxacao, este que é proporcional & distancia
de o a K(A).

2.4 Caracteristicas Fenomenolbégicas: modelo unidimensional

Tem sido observado experimentalmente que materiais elastoplasticos podem ser sen-

siveis & taxa de deformacao, de forma que altas taxas podem levar a um aumento do

"Em Moreau (1977, 2011) o parametro que governa o movimento de K é o préprio tempo, no entanto,
em Shapiro (1988) é utilizado um pardmetro geral x € X, sendo X um espac¢o normado finito. Aqui
substitui-se = pelo conjunto de forcas termodinamicas A € R™int,
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limite elastico do material. Os modelos viscoplasticos foram propostos para conseguir
“capturar” este efeito da taxa de deformacao e/ou da escala de tempo sobre a resposta em
tensao de materiais ditos plasticos, com o objetivo de fornecer melhores predicoes sobre
o comportamento destes materiais, quando comparado ao modelo independente da taxa
(Lemaitre e Chaboche, 1990).

As leis constitutivas viscoplasticas, considerando uma abordagem fenomenologica, nor-
malmente sao desenvolvidas a partir da generalizacao do modelo reolégico unidimensional
de Bingham. Este é composto por uma mola, com rigidez F, posta em série a um sistema
paralelo formado por um elemento de friccao, com resisténcia ao deslizamento o, e um
amortecedor viscoso, com viscosidade 7 (Cristescu e Suliciu, 1982; Lubliner, 2008), como
mostrado na Figura 2.1. As caracteristicas I, o, e ) geralmente sao dependentes da tem-
peratura, no entanto, como a abordagem apresentada aqui é para problemas isotérmicos,
essa dependéncia serd desconsiderada.

Como principal diferenca, comparado a plasticidade independente da taxa, o modelo
de viscoplasticidade admite que a tensao assuma valores tais que f (o) > 0% para o
caso unidimensional || > o,. Se a tensao atuante no elemento de fric¢do, na ocorréncia
de deformacoes viscoplasticas, for oy, entao a tensao no amortecedor, chamada de sobre

tensdo (over stress), fica dada por (Simo e Hughes, 1998)

ot = (|o| — o,) sign (o) (2.29)

ot = (f(0))sign (o), (2.30)

onde sign (0) é o sinal de o e () denota o operador de Macauley, definido de forma geral

como

(x) = % (|z| + ). (2.31)
n
[
L E
AN
HE 2
Oy iir |i>

Figura 2.1: Modelo reolégico de Bingham.

Para este modelo é utilizada a decomposigao aditiva da deformacao total, Eq.(2.3),

8Foi omitida a forca termodinamica A na funcao de escoamento f, pois o modelo de Bingham apresentado
refere-se a materiais sem endurecimento.
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porém a deformacao inelastica €’ é substituida pela deformacao viscoplastica €7, isto é
e=¢e’+e. (2.32)

Considera-se que nao ha modificagao das variaveis internas no dominio eléstico, mas para
estados de tensao fora deste dominio ocorre evolucao destas.
A evolucao de P, para o modelo unidimensional, pode ser relacionada a sobre tensao

por meio do parametro de viscosidade n — [MPa x s], de forma que (Simo e Hughes, 1998)

VP — 1 <f (U)>

sign (o) (2.33)

ou

= (2.34)

esta que é conhecida como equagao constitutiva viscopldstica de Perzyna (Perzyna, 1963,
1966, 1971). Assumindo que f (o) = |o| — g, > 0, produz

1
& = (|| - 7,) sign (o)
n

o % (o — oysign ()] (2.35)

o que de forma geral pode ser reescrito como

‘”pzl o — o
€ 77[ Pk (0)], (2.36)

onde Pk : R — K é um mapeamento definido por
Pk (0) = oysign (o). (2.37)

Em que Pk ¢ um operador de projecao que mapeia um ponto de tensao ¢ no ponto mais
proximo pertencente a K. O termo P (o) ¢ a projeciao ortogonal de o em K. A
Eq.(2.36) é conhecida como equagao constitutiva viscopldstica de Duvaut-Lions (Duvaut
e Lions, 1976), que particularmente é 1til num contexto de analise numérica, ver Simo e
Hughes (1998, p.59).

9Aqui K é unidimensional.
10A definigao de projegdo ortogonal é colocada na Eq.(2.40).



16

2.5 Equacgoes de Evolugao

A formulacdo das equagoes de evolucdo para as varidveis inelésticas €7 e a utiliza
o chamado principio da mdzrima dissipagao, frequentemente creditado a von Mises (Hill,
1950). Este principio desempenha um importante papel na formulagao de modelos cons-
titutivos (visco)plasticos. No entanto, este ndo é uma lei fisica, e sim um conveniente
recurso mateméatico para satisfazer a inequagao de dissipagao (2.16) (Duvaut e Lions,
1976; Moreau, 1976; Halphen e Son Nguyen, 1975).

A aplicagao do principio da maxima dissipagao na formulagao do modelo constitutivo
leva a equagoes de evolucgao associativas (condigoes de normalidade) e implica na conve-
xidade do dominio elastico K (A), ver, por exemplo, Duvaut e Lions (1976), Halphen e
Son Nguyen (1975), Moreau (1976), Ottosen e Ristinmaa (2005) e Simo e Hughes (1998).

Alguns autores utilizam o principio da maxima dissipacao, aplicado ao caso inviscido,
combinado a uma regularizacao por penalidade para obter regras de evolucao viscoplés-
ticas, ver, por exemplo, Angelis (2000), Deseri e Mares (2000), Ibrahimbegovi¢ e Chorfi
(2000), Peri¢ (1993) e Simo et al. (1988). Este procedimento é fortemente relacionado a
regularizagao de Yosida (Pazy, 1983, p.9). No entanto, como comentado em Simo e Ho-
nein (1990), técnicas de penalizacdo sdo validas somente quando a viscoplasticidade tende
a plasticidade inviscida. Este fato incentiva trabalhos como o de Ristinmaa e Ottosen
(2000) e Lin e Brocks (2004) que utilizam o conceito de superficie de escoamento dina-
mica. Aqui, utiliza-se uma separagao da tensdo total o, ver Figura 2.2(a). A partir desta
é obtida uma restricao ao campo de tensoes, utilizando a chamada funcao distdncia. Isto
permite empregar, de forma direta, o principio da méaxima dissipacao a formulagao do mo-
delo constitutivo viscoplastico, sem postular a existéncia de uma superficie de escoamento

dindmica.

0K (A)
(a) (b)

Figura 2.2: (a) Decomposigao da tensao total; (¢c) Esquematizacao da funcao distancia.

Sabe-se que em viscoplasticidade é possivel que seja alcancado um estado de tensao

fora do dominio elastico (estéatico), isto é,

o ¢ K(A). (2.38)
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Assim, é conveniente separar a tensao total o, tal que,
o=0.+ 0, (2.39)

onde, o, é a chamada tensao de equilibrio (equilibrium stress) e o4 é a generalizagao da

sobre tensdo oy da Eq.(2.29)!. O termo o, ¢ definido como!?
0. =Px(0,A)={c"cK(A)||lo—0c*||<|o—0|, VocK(A)}, (2.40)

onde, Pg (o, A) : S x R" — K expressa a projecao ortogonal de o em K(A), ver
Figura 2.2(a). A proje¢ao Py (o, A) sera tnica se e somente se K (A) for um conjunto
convexo (Niculescu e Persson, 2005, p.106-teorema 3.2.1). O que vale também a distancia
dg (o, A) : S x R — RT dada pela norma

dg (0, A) = |lo — o], (2.41)
que, como mostrado na Figura 2.2(b), é a menor distancia entre o e o conjunto convexo
K (A) (Niculescu e Persson, 2005; Lucchetti, 2006), e deve satisfazer a propriedade

ccK(A)«<—=o.=0<<=dg(o,A)=0. (2.42)

E também serd uma fungao convexa se e somente se K(A) for um conjunto convexo

(Rockafellar, 1997). A sobre tensio o pode ser expressa como'?

o o NK (O'C,A)
7ot = i (7 AV I o A (2:43)
oq=dg (0, A)ng (0., A), (2.44)

onde, Nk (o, A) ¢ o cone normal*! a K(A) em o, e ng (0., A) é o cone “unitario” neste

mesmo ponto. Vale lembrar que quando

o, € int [K (A)] = Ng (0., A) = {0}. (2.45)

1 Os termos tensdo de equilibrio (equilibrium stress) e sobre tensdo (over stress) sao utilizados em trabalhos
como Deseri e Mares (2000), Gurtin et al. (1980), Krempl e Gleason (1996) e Krempl (1996).

20| = /e,

13 Considerando uma superficie de escoamento suave.

14Seja, X um espaco vetorial normado, com dual topolégico X', o espaco dos funcionais lineares continuos
em X. O cone normal ao conjunto convexo K C X em z, denotado por Nk (z), é o conjunto em X’
definido por Nk (z) = {z* e X' : (x*,y —x) <0, Vy € K}, de modo que quando z € int (K) se tem
Nk (z) = {0}, Nk (z) = {0} se z ¢ K. Para z* € Nk () e algum 6 > 0 se tem que 6z* € Nk (z), ver
Lucchetti (2006), Niculescu e Persson (2005) e Rockafellar (1997).
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As Eqs.(2.42) e (2.45) trazem as informagOes necessérias para concluir que
cceK(A) <= o0y4=0< 0. =0, (2.46)

isto é, se o estado de tensao for puramente elastico, entao nao ha sobre tensao o, e a
tensao de equilibrio é a propria tensao total o.

Neste contexto, o principio da maxima dissipacao em sua forma local postula que: Para
varidveis ineldsticas €P e & fizas, as respectivas forcas termodindmicas o e A devem ser

tais que mazimizem o potencial (2.16), isto €,

O (o, A;eP &) = (a*,Ai?géian {o" 1 &P — A} x &}, (2.47)

dentre todas as forcas termodindmicas o* e A* que satisfagam
di (0, A") — g ([]™]) < 0. (2.48)

No potencial ® (o, A; €Y, &) os termos € e & sao dados apenas como parametros.
Ja, a fungdo g, na restrigao (2.48), determina o méaximo valor que a distancia dk (o*, A*)
pode alcangar, em fungdo da norma [[€P||. Assim, utiliza-se a fun¢do distancia dx (o, A)
para obter as equacoes de evolugao, semelhantemente a Peri¢ (1993), nao havendo a
necessidade de postular a existéncia de uma funcao de escoamento dinamica, como feito
em Ristinmaa e Ottosen (2000) e Lin e Brocks (2004), apenas a tradicional superficie
de escoamento estatica OK (A) definida por f (o, A) = 0. Introduzindo o funcional de
Lagrange associado ao problema de méaximo restrito, o sistema de equagoes (2.47)-(2.48)

pode ser transformado no seguinte problema sem restri¢oes

LloAiem @)= max {067 = Aprin = [de (0", A") = g (€]}
(2.49)

onde ¥ é o multiplicador de Lagrange. Explorando os resultados de anélise convexa, ver

Luenberger e Ye (2008), sao obtidas as seguintes regras de evolugao

& = 5 de (o, A) (2.50)
: .0
&= —Jor ldk (o, A)], (2.51)

e as condicoes de Karush-Kuhn-Tucker

Y20, dx(0,A) —g(&) <0 e yldg (o, A) — g ([[€”]))] =0, (2.52)

15Considera-se que a fungao a ser extremizada seja diferencidvel.
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as quais sao condigbes necessarias para a existéncia de um ponto de maximo em (2.49).
Lembrando que quando o ¢ K (A), se tem 4 > 0, a partir da condigao (2.52)3 se tem

dg (o, A) = g (||€""||]) . Entao, assumindo que a g seja uma funcdo bijetora, reescreve-se
€] =g (dx (o, A)), (2.53)

ou

€| = %@ (dx (o, A)), (2.54)

onde, n € RT U {400} & um parametro de viscosidade e © : Rt — R* & uma fungéo
convexa que satisfaz a propriedade
0 (0) = 0. (2.55)

Agora, sabendo que a derivada -2 [dx (o, A)] é “unitaria”'®, tomando a norma da

Eq.(2.50), conclui-se que 4 = ||€*?||, ou ainda que
) 1
v(t) = 5@ (dx (0, A)), (2.56)

ou seja, é possivel escrever o multiplicador viscoplastico em funcao da distancia dg (o, A).
A equagao constitutiva viscoplastica (2.56) substitui as condi¢oes de Karush-Kuhn-
Tucker (2.52) e de consisténcia, tradicionalmente empregadas na formulagao de modelos
independentes da taxa de deformagao, ver, por exemplo, Simo e Hughes (1998, p.63).
Esta abordagem, como mencionado em Lin e Brocks (2004), é semelhante aquela
utilizada em teorias de plasticidade independente da taxa de deformagao, onde explorando
a convexidade de K (A), oriunda ao principio da maxima dissipagdo, sao obtidas as leis
de evolugao para as variaveis internas, ver, por exemplo, Simo e Hughes (1998, p.98-103).
Modelos pléasticos independentes da taxa de deformacao podem ser obtidos como casos

particulares da formulagdo aqui descrita substituindo a restrigdo (2.48) por
dg (6", A") =0=0 c K(A), (2.57)

e calculando o multiplicador plastico 7 pela condigcao de consisténcia: f (o,A) =0 com
4 > 0 (Chen e Han, 1988; Lubliner, 2008; Maugin, 1992).

O resumo do modelo constitutivo viscoplastico para pequenas deformacoes ¢ mostrado
na Tabela 2.1.

16Seja X um espaco vetorial normado, o conjunto convexo nao vazio K C X, e z € X, entdo

9 0 se z € int (K),

—dg () = ¢ Ng(z)NB  se z € 9K,

oz z—Pg(z) . ¢ K
Te—Pe(@  S¢T %S

onde, Nk (z) é o cone normal a K em z, B é a bola unitaria em = e Pk () é a proje¢ao ortogonal de x
em K. Para prova, ver, por exemplo, Lucchetti (2006, p.58).
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e Decomposicao da deformacao total:

e=¢(o)+e’(a); (2.58)

e Decomposigao do potencial de energia livre de Helmholtz:

V(e o) =97 (e — e (a)) + ¢ (o) (2.59)
e Relacao constitutiva: '
_ oy _ o
T =P A = pao%7 (2.60)
e Dominio elastico:
K(A) ={o €S§|f (o, A) <0}; (2.61)

e Decomposicao da tensao total:
o=0,+ 0, (2.62)

COoII

o.=Px(o,A) e o0y =dg(o,A)ng (0., A);

e Lei de evolucao para as variaveis internas:

& = 5 [d (o, A) (2.63)
. .0

“="75A [dx (o, A)] (2.64)
1) = 10 (d (7, A)). (2.65)

Tabela 2.1: Resumo do modelo viscoplastico em pequenas deformacoes.

2.6 Problema Constitutivo Viscoplastico de Valor Inicial

Com base na formulacao apresentada na Secao 2.5, é possivel definir o problema consti-
tutivo viscoplastico de valor inicial para deformacoes infinitesimais. Para tanto, considera-
se um corpo % cujo comportamento constitutivo seja descrito pelo modelo viscoplastico
da Tabela 2.1 e que, em um determinado instante ty, sejam conhecidos o tensor de de-
formacao elastica € (tg), o tensor de deformagao viscoplastica " (ty) e o conjunto de
variaveis internas a (to) em um ponto x € 2. Considere ainda que o movimento de & do
instante fy a um instante T' seja prescrito, sendo definida a historia do tensor de defor-
magao total € (t) no ponto para o intervalo (ty,T] € R*. Assim, o problema constitutivo

viscoplastico de valor inicial para o ponto x é descrito a seguir.

Problema 2.1. Dados os valores iniciais €'? (ty) e a (ty) e a historia do tensor de de-
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formagao total € (t), para t € (to,T] e conhecendo a funcio © (dk (o, A)), encontre as
fungoes P (t), a(t) e ¥ (t) que satisfacam o seguinte sistema reduzido de equacdes ndo
lineares (Alfano et al., 2001; de Souza Neto et al., 2008)

0

& (1) =4 (1) - [d o (1) A (1) (2.66)
& (1) = 4 (1) o [ds (o (1), A (1) (2.67)
(1) = 10 (d (o (1), A (1), (2.68)
para cada instante t € (to, T, com
o) = —rg| e A =g (2.69)

Repare que por construcao o multiplicador 4 é uma fungao nao negativa, isto é, ¥ > 0.

O tensor de deformacao elastica €° () ndo aparece no sistema de equagdes anterior,

mas conhecendo a historia da deformacao total € (¢), as deformacoes elasticas podem ser
calculadas por

e“(t)y=¢€(t)—e"(t), (2.70)

assim que o sistema (2.66)-(2.68) for resolvido.

Solugbes analiticas para o sistema de equagdes nao lineares (2.66)-(2.68) sdo possiveis
apenas para histoérias de deformacgao muito simples. No entanto, para casos de funcoes
e (t) ndo tao simples, o que normalmente ocorre em situagdes praticas, é preciso recorrer

a métodos numeéricos para a solu¢ao do problema de valor inicial (2.66)-(2.68).

2.7 Discretizagao Temporal das Equagoes de Evolugao

A solucdo do problema constitutivo viscoplastico de valor inicial (2.66)-(2.68), para
situagoes complexas, pode ser obtida por meio da discretiza¢ao do intervalo (tg, 7] € R*

em N subintervalos (,,t,.1], tal que
N
(to, T = nL:Jl (tn, tns1) - (2.71)

Assim, nas Eqgs. (2.66)-(2.68) as taxas das quantidades sao substituidas por seus respec-
tivos valores incrementais no subintervalo considerado e a fungao dx (o (), A (t)) e suas
derivadas por seus valores ao final do incremento de tempo, isto é, em ¢,,,1 (de Souza Neto
et al., 2008; Simo e Hughes, 1998).

Os valores da quantidade (-) dentro intervalo de tempo discreto (¢, t,41] sdo calculados
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por (Benallal, 1987; Ortiz e Popov, 1985)

(Jnso = () 0 [(pyr — ()] - 0 €100, 1]. (2.72)

Em particular, para 6 = 0, se tem um esquema de integragao explicito (forward Euler
1

integration scheme). Para § = 5 obtém-se um esquema de integracao de ponto central
(mid point integration scheme). Para 6 = 1, um esquema de integragao totalmente impli-
cito (backward Euler integration scheme) ¢ obtido. O método de ponto central (§ = 1)
fornece precisoes de segunda ordem nos resultados da integracao, entretanto, apresenta
estabilidade somente para pequenos incrementos de deformagao (Benallal, 1987; Ortiz e
Popov, 1985). Em contrapartida, o método totalmente implicito fornece precisao de pri-
meira ordem, mas com estabilidade também para grandes incrementos de deformacao,
ver Benallal (1987), Hughes e Taylor (1978), Ortiz e Popov (1985) e Simo (1991). Entao,
adota-se o método totalmente implicito para a integracao das Egs.(2.66)-(2.68) do modelo

constitutivo, de modo que os incrementos de (-) ficam definidos como

AC)= g = O (2.73)

sendo (-),.,; o valor calculado na integracao, em t,.1, e (-), o valor inicial conhecido
(ou convergido do passo de tempo anterior), em ¢,. Entdo, com o método de integracdo

adotado, ¢ definida a versao discreta no tempo do problema (2.66)-(2.68).

Problema 2.2. Dados os valores (convergidos do passo de tempo anterior) e e o,
do tensor de deformagao viscopldstica e do conjunto de varidveis internas no inicio do
intervalo atual (t,,tn41], conhecendo o incremento do tensor de deformagdo total Ae para

esse intervalo e a forma explicita da funcao © (dg (o, A)) resolver o sequinte sistema

n+1’
de equacoes algébricas

v v 8
g1 =&+ Ay 9o [dk (o, A)] (2.74)
n+1
«a a, — Ay 0 [dx (o7, A)] (2.75)
n+l1 — p — A LAK 5 .
aA n+1
At
Ay= —6(dk(o,A))| | (2.76)
n n+1
para as varidueis sflpﬂ, a1 e Ay >0, com
oyY° o'
n+l = = A —— 2.77
Ont1 paew il ¢ (Ak)p pa&k . ( )

O termo A~ é chamado de multiplicador viscopldstico incremental. Nota-se que no

momento em que a solugao €,", | é obtida, a deformacao elastica em ¢,,,; pode ser calculada
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por

e _ vp
€nt1 = Ent1 — Epqys (2.78)

de forma que todas as variaveis sdo conhecidas ao final do intervalo (t,,t,.1], ver
de Souza Neto et al. (2008, p.194).

Conhecendo a propriedade (2.55) de © e a relagao (2.42), observa-se em (2.76) que
quando 11 € K(A, ;1) o multiplicador viscoplastico Ay é nulo, caso contrario Ay > 0,
isto é

Oni1 EK(AL ) <= Ay=0 (2.79)

Oni1 € K(A,11) <= Ay > 0. (2.80)

As condigdes (2.79)-(2.80) motivam o uso de um algoritmo de duas etapas para a solu¢do

das equagoes algébricas nao lineares (2.74)-(2.76), conhecido como algoritmo de predi¢ao

elastica/corregao viscoplastica (Simo e Hughes, 1998; de Souza Neto et al., 2008).
Considerando o caso onde Ay > 0 e que O seja uma fungao bijetora, é possivel escrever

a Eq.(2.76) em sua forma inversa, tal que a equagao

dic (G, Apyy) = O (&m) — 671 (Ay). (2.81)
possa ser utilizada, ao invés de (2.76), na solugao do problema constitutivo viscoplastico

(Alfano et al., 2001).

2.8 Algoritmo de Predicao Elastica/Correc¢ao Viscoplastica

Como mencionado anteriormente, o algoritmo em questao consiste em duas etapas nas
quais as duas situagoes possiveis do modelo adotado, (2.79)-(2.80), sdo tratadas sequenci-
almente, de forma que a solugao final obtida para (2.74)-(2.76) ¢ tida como a tnica valida.
A estratégia do algoritmo consiste no seguinte:

(a) Etapa de tentativa elastica. Primeiramente assume-se que 0,11 € K(A,41),
isto é, que a evolugao t,, — t,1 seja elastica (Ay = 0), sendo obtidas as seguintes solug¢des

tentativas eldsticas'”

(aZﬂl)t =g’ — (efLH)t =€ + Ae (2.82)
=y, (2.83)

e as correspondentes tensoes e forcas termodinamicas, chamadas de tensao tentativa elds-

tica e forca termodindmica tentativa eldstica, dadas respectivamente por

e |t
U't = —p aw
n+1 aevp .

e (Ak)t awz

n+1 80% 1

(2.84)

170) sobrescrito t em (-)" denota o estado de tentativa eldstica.
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Agora, para que o estado de tentativa eldstica seja a solucao atual do problema deve

satisfazer o | € K (Afﬁl), o que é verificado por meio da funcao de escoamento tentativa

thL+1 = f (O-:L+17 AZ+1) S 07 (285)

isto é, se o estado de tentativa elastica estiver dentro do dominio eléstico ou sobre a
superficie de escoamento, este ¢ aceito como solug¢do do problema (2.74)-(2.76), e entao

atualiza-se
(Vg1 = (s (2.86)

e o algoritmo é finalizado, passando para o proximo incremento de tempo. Caso contrario,
a tentativa elastica nao ¢ solugao do problema e o algoritmo passa para a etapa de correcao
viscoplastica, ou mapeamento de retorno, descrita a seguir.

(b) Etapa de corregao viscoplastica. Esta etapa consiste em resolver o sistema de
equagdes algébricas nao lineares (2.74)-(2.76), o qual, usando o estado tentativa elastica
e substituindo (2.76) por (2.81), se torna

v v a
Enp+1 - (snil)t + A’}/ 8_0' [dK (0-7 A)] (287)
n+1
0
Qi1 = 0, — Ay A [dk (o, A)] (2.88)
n+1
dic (G411, Ani1) = 071 (Ay), (2.89)
com 81/}5 &pz
On+1 p@e”p - € ( k?)n+1 p@ak - ( 90)

E assim, a etapa de correcdo viscoplastica consiste em encontrar a solucao €,/ ;, Q41 €
A~y para (2.87)-(2.89) que satisfacga
Ay > 0. (2.91)

2.9 Solugao das Equagoes de Corregao Viscoplastica

Nota-se que o sistema algébrico (2.87)-(2.89), como ja mencionado, é composto por
equagdes nao lineares e ainda esta sujeito a restricdo (2.91). Normalmente este sistema
é resolvido sem considerar a restrigdo (2.91), por algum método iterativo, se a solugdo
obtida satisfizer (2.91), esta é aceita como soluc¢ao. Se nao existir solugdo para a qual A~y
seja estritamente positivo, o problema nao possui solugao, ver de Souza Neto et al. (2008,
p.198).

Para a solucao do sistema de equagoes nao lineares (2.87)-(2.89) normalmente adota-
se o método de Newton-Raphson, por apresentar resultados satisfatorios em problemas de

mapeamento de retorno (de Souza Neto et al., 2008; Simo e Hughes, 1998) e também
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pela taxa de convergéncia quadratica que o método fornece, para estimativas proximas a

solucdo (Gilat e Subramaniam, 2008).

2.9.1 Mdétodo de Newton-Raphson

O método de Newton-Raphson, de forma geral, consiste no procedimento descrito a
seguir.

Seja q um vetor contendo n variaveis a serem encontradas de um problema nao linear
(ou linear)

qT: |:Oél Qg Q3 ..., Oy . (292)

O método é iniciado atribuindo-se a q, supondo uma iteracao & = 0, uma estimativa q?,
isto &,
q’ + q'. (2.93)

Entdo, para uma iteracao k, pretende-se determinar Aqg”, tal que

g (d"™) =g (d"+Ad") =0, (2.94)

onde, g (q) é um vetor contendo n equagoes nao lineares a serem resolvidas para q. A fim
de determinar o incremento AqF, ¢ realizada uma expansdo em série de Taylor em torno

de ¥, de forma que, truncando no termo de primeira ordem, obtém-se

Jg (q
g (¢"") =g (d" + Ad*) ~ g (¢*) + &(1 )| adt=o. (2.95)
k
onde ¢ definida a matriz tangente
0 dg;
9q |, dq; |y,
0 que permite reescrever (2.95) como
g(d") +MFAg =0
MFAG" = —g (q")
Aqh = — (M’“)_1 g (d"). (2.97)
Calculando Aqg”, entdo se faz
"' — o + A" (2.98)

1

E assim, com os valores de g**! calcula-se g (qk“). Entao se o residuo Hg (qk“) H for
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menor que a tolerancia especificada e, isto é, se

e (a" )] < et (2.99)

o algoritmo é finalizado e atualiza-se

q qk+1' (2.100)
Caso contrario se faz

q* + ¢ (2.101)

ke k41, (2.102)

e o algoritmo ¢ reiniciado.

2.10 Moébdulo Tangente Consistente

Em materiais elasticos lineares'® a relacao tensao-deformacao ¢ dada na seguinte forma

oY 0
oco=p—=—(e:C:¢g), 2.103
P o = e ) (2.103)
neste caso, nota-se que a energia livre de Helmhollz 1) é um potencial quadratico em g,
onde C é o chamado tensor constitutivo eldstico. C € um tensor de quarta ordem constante,

simétrico e positivo-definido, dado por (Gurtin, 1981; Ogden, 1997)

0%
C=p—r. 2.104
P oe ® Oe ( )
Este que representa a sensibilidade de o com relacao a deformacao e, isto é,
Jo
C=—. 2.105
e (2.105)

Para o caso citado, um material elastico linear, o tensor C é conhecido a priori e independe
da deformacao (C—constante). Entretanto, para materiais com comportamento nao linear

isso nao ocorre, ou seja, a relacao

6_0-
Oe

nao é constante. No caso de materiais dissipativos, onde se inserem os elasto-

(2.106)

(visco)plasticos, a relacao (2.106) depende dos processos irreversiveis que ocorrem no
material (Lubliner, 2008; Maugin, 1992, 1999). Para os materiais dissipativos em geral é

conveniente definir (2.106) como

oo
d= 77 2.1
C 5 (2.107)

18Para materiais elasticos € = &¢.
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onde, C? é o chamado mddulo tangente, que é a forma continua da relacdo constitutiva
tensao-deformacao no estado atual do material. Normalmente, em materiais elastoplés-
ticos, C¢ = C° & obtido a partir da condigao de consisténcia de Prager, onde (Alfano e
Rosati, 1998; Peirce et al., 1984; Simo e Taylor, 1985)

f(o,A) =0 para 4 > 0. (2.108)

Para modelos elasto-viscopléasticos define-se C? = C". Neste caso, tendo em vista a
Eq.(2.56), reescreve-se a condigao (2.108) como (Alfano et al., 2001)

dg (o, A) = 07 (7). (2.109)

Além da versao continua, Eq.(2.107), ha também a versdo do algoritmo do modulo
tangente, denominado mddulo tangente consistente (fffﬂ, que é obtido a partir da line-
arizacao das equacoes de mapeamento de retorno (2.87)-(2.89) (Simo e Hughes, 1998).
Esse modulo relaciona as tensoes e deformagoes incrementais, e desempenha um papel
importante na estratégia de solucdo de problemas de valor no contorno (Simo e Hughes,
1998, p.122), o que é mostrado no Capitulo 4.

Em um passo de tempo (t,,t,41], considerando que o problema de evolucdo seja go-
vernado pela deformacdo total (strain driven problem), o médulo tangente consistente
viscoplastico é definido como (Alfano et al., 2001; de Souza Neto et al., 2008)

5Up 80'71—1—1

n+1

. (2.110)

aen—l—l

, . ~ s e . t
No entanto, é possivel escrever o, em termos da deformacao elastica tentativa (sfl +1)

e do conjunto de variaveis internas a, (de Souza Neto et al., 2008), de forma que

o = ((h0) ). (2.111)

Entao, aplicando a regra da cadeia a derivada (2.110) se torna

5 oo, 00,1 O (€ !
A (€1) (2.112)
Oent1 0 (€Z+1) Oent1
Com base nas expressoes (2.82), para a, — fixo em (t,,t,,1], observa-se que
9 (e )
O(enn) = 1II. (2.113)
86:n-i-l
E consequentemente que
5v aa-n+1 aa-nJrl
e = _ . (2.114)

et 0 (e5y)
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A derivada em relacao a (st +1)t é 1til para problemas de (visco)plasticidade em grandes
deformacoes, com decomposicao de deformagao multiplicativa, uma vez que nessa abor-
dagem nao utiliza-se uma medida analoga a €,1 na definicao do modelo constitutivo, ver
Capitulo 3 e de Souza Neto et al. (1996), Eterovic e Bathe (1990), Simo (1992) e Weber
e Anand (1990), por exemplo.
Reescrevendo a Eq.(2.87) em termos de €°, sabendo que €, | = €,41—€5,; e (sg’il)t =
Entl — (sfbﬂ)t, se tem
0

Eni1 = (EZH)t — Ay ——ldx (0, A)]

2.11
e (2.115)

n+1

O modulo tangente consistente C," |, Eq.(2.114), é obtido com a deriva¢ao das Eqgs.(2.89)

e (2.115) com relagao a (eflJrl)t, o que fornece o seguinte sistema de equagoes

de, +d(A)% + x|, =d(e,,) (2.116)
n+1 g oo |, v do 00|, ntl = n+1 .
Odx 00!
— cdon iy — d(A~) =0. (2.117)
do |, 4 0Ay
Da Eq.(2.117), obtém-se
1 ddg
d(A) = 55 5o . o1, (2.118)
OAy
substituindo (2.118) em (2.116), chega-se a
1 Jdx Jdx D?dy ¢
de’ —_— | — - d - - - -d —d (&
St T oo <8‘7 nt1 0'n+1) 00 |14 90 @ 00 nt1 ot (Ena)'

O0A~

sabendo que (A® G): K= (G:K)A

1 8dK 8dK (92dK t
det  + — [ == s cdon + Ay ——= | do, =d (e )",
En-l-l " 00~ ( Jo n+1 do n+1) 7 " ! do ® do n+1 7 <€n+1>

OAy

(2.119)
conhecendo a relacao elastica

e _ -1,

e rearranjando 0s termos reescreve-se a expressao (2.119) como

1 Odx
: d = . —
n+1) Tnit 20—7 ( do

entdo, tendo em vista a Eq.(2.114), e definindo

0%dx
Jo ® Jo

Odg

® %e

(C‘l + Ay

) rdop1=d (eflﬂ)t,

(2.120)

n—+ n+1
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cl=(ct+A _Ody (2.121)
- 7 90 @ 9o i) '
e
= 1
C'l= pre (% Odx ) (2.122)
e do |, 0o |, .,
conclui-se que
- _ o1
= (C—l + C‘1> . (2.123)

Nota-se que a influéncia das propriedades eldsticas do material sobre o médulo tan-

02di
do®R0o n

desempenha um
+1

papel de correcao sobre o tensor constitutivo elastico C. Além disso, C~! é simétrico e

92dg
doRIo

gente consistente ¢ dada somente em €1, onde o termo A~y

positivo-definido visto que é a soma da compliancia elastica C~! e do termo A~y 0
que é simétrico e positivo-definido, pois dg (o, A) é uma funcao convexa, para K (A) g(;rn—
vexo, e Ay é nao negativo.

O fato de o ser um icensor simétrico, implica na simetria de %%'K it © %%K |n+1® %%K |n+1’
sabendo que o termo % é positivo para Ay > 0 conclui-se que C~! é simétrico e positivo-
definido.

Por consequéncia das propriedades de C! e ¢~ 0 modulo tangente consistente éﬁl
para o modelo elasto-viscoplastico em deformagcoes infinitesimais também é simétrico e
positivo-definido. Estas propriedades surgem a partir da convexidade do conjunto K (A)
e da fungao ©, combinada ao uso de um modelo viscoplastico totalmente associativo, ver

também as discussoes em de Souza Neto et al. (2008) e Simo e Hughes (1998).

2.11 Aplicagao ao Modelo J,

O modelo de plasticidade .J; baseia-se no principio da mdzrima energia de distorcao
(critério de von Mises-Huber-Hencky), que tem como hipotese essencial que o fluxo plas-
tico nao é sensivel a mudancas de volume, mas sim a mudancas de forma sofridas pelo
corpo. Por isso, no modelo de plasticidade J; apenas a parte desviadora do tensor de ten-
soes o é considerada, sendo construida uma fun¢ao do escoamento do tipo (considerando

apenas endurecimento isotopico)
flo,A) =S| —alo, + A(a)] <0. (2.124)
Para o modelo com endurecimento isotrépico se tem
a={a} (2.125)

A ={A}. (2.126)
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Em (2.124), S é a parte desviadora de o, dada por

1
S=0-— gtr (o)1, (2.127)

o, ¢ a tensdo de escoamento inicial, A (o) é o endurecimento isotrépico, em tensao, dado
como funcao da varidvel interna associada «, a é um fator de escala sobre a tensao de
escoamento atual [0, + A ()], o qual depende do tipo de ensaio utilizado para determinar
o limite elastico, e o simbolo ||-|| denota a norma Fuclidiana de (), que para o caso de

um tensor de segunda ordem, como S, é expressa como

IS|| = /tr (S2) = VS : S = /S;;S;. (2.128)

Como mencionado acima, o valor da constante a depende do ensaio mecanico utilizado
para determinar o limite elastico do material. Supondo que este seja determinado a partir
de um ensaio uniaxial de tracao, de acordo com o critério de von Mises-Huber-Hencky, o

escoamento ocorrerd quando a energia de distorcao equivalente ao estado de tensao

o,+A(a) 0 0
o= 0 00|, (2.129)
0 0 0

for alcancada. Entao, para este caso, a tensao desviadora S se torna

2oy + A(a)] 0 0
S = 0 —3 oy + A(a)] 0 : (2.130)
0 0 —3 oy + A(a)]

e a norma ||S||

ISII = \/g[dy +A(a)]

IS]| — \/g[ay + A(a)] =0, (2.131)

que é a propria fun¢do de escoamento, tal que f (o, A) = 0, caracterizando o inicio do

fluxo plastico segundo o critério adotado. Onde verifica-se que

2
=1/=. 2.132
=3 (2132)

Substituindo este na funcao f (o, A), obtém-se

f(o,A) =S| — \/g[ay + A(a)] <0, (2.133)
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a qual define o modelo de plasticidade comumente utilizado J,, ver de Souza Neto et al.
(2008, p.163) e Simo e Hughes (1998, p.89).

2.11.1 Relagoes Constitutivas e Potencial de Energia Livre

Na secao anterior foi comentado que sera considerado um material com endurecimento
isotropico, com o termo em tensao denotado por A € R, assim, a tensao generalizada
passa a ser o conjunto (o, A) € S x R. Como visto anteriormente, o endurecimento em
tensao A é uma funcdo de a € R que é a deformagao viscopldstica acumulada, sendo
assim o dual de (o, A) é a deformagao viscoplastica generalizada (e, —a) € S x R.

Aqui sera considerado um material cujo comportamento elastico seja linear, de forma

que a relagao constitutiva (2.11) se torne

o= pawa—s(f) —C: e, (2.134)
com
e (e)
C = pm. (2135)

Para um material isotropico o tensor constitutivo C se torna
C=MN®I+2ull, (2.136)

onde, I = §;;e; ® e; é o tensor identidade de segunda ordem, IT = % (03051 + 0idj) €; @
e; ® e, ® e é o tensor identidade de quarta ordem simétrico, A e p sao as constantes de
Lamé, ver Ogden (1997) e Spencer (2004).

Para a for¢a termodinamica A (a), sera utilizada a relagdo nao linear proposta por
Simo e Armero (1992), de forma que (2.13) fica sendo

ot
Jda

A=p = (000 — 0y) [1 —exp (—0a)] + Ha, (2.137)
onde, 0, 0y, 0 € H sao parametros materiais.
Entao, considerando as relagoes constitutivas (2.134) e (2.137), o potencial de energia

livre de Helmholtz se torna

V(e a) = %ee :C: e+ (00 — 0y) {a + %exp (—504)] + %Haz. (2.138)

2.11.2 Determinacao da Funcao Distancia

Com a definigdo da funcao de escoamento para o modelo J, Eq.(2.133), e sabendo que
o dominio elastico K (A) pode ser definido por (2.23), é possivel determinar a distancia

entre um estado de tensido o e conjunto convexo K (A). A expressao geral para di (o, A)
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19

dg (0,A) = min ||o—o].
GEK(A)

Supondo que o ¢ K(A) = dx (o, A) > 0, se tem

di (o, A) = Somin, lo— o], (2.139)

isto é, o deve satisfazer

S|| — \/g [0, + A ()] = 0. (2.140)

Mostra-se a partir do problema de minimizacao (2.139)-(2.140), que os tensores S e

S. sao “colineares”, tal que
S Se

[k

e consequentemente que a fungao distancia dk (o, A) para o modelo J corresponde a

(2.141)

parte nao nula da funcdo de escoamento (2.133), isto &,
dg (o, A) = (f (o,A)) > 0. (2.142)

Dessa forma, a sobre tensdo o, Eq.(2.44), se torna

S
ISI°

Nota-se que a sobre tensao oy possui apenas a parte desviadora, o que é coerente ao

o= (f(0o,A)) (2.143)

modelo Jo. Ja a projecdo de o em K(A), denotada por . = Pk (o, A), conforme

Eq.(2.40), é reescrita como

_ [, (f(o,A)) Lo
o, = {1 S }S+ 5t (o)L (2.144)

Supondo que o ¢ K (A), equagdo anterior se torna

_ 2oy +A(e) lr o
o= 3{—IISII ]S+3t (o)L (2.145)

Sabendo que tr (o) = tr (o), reescreve-se

_ 2oy +A(e)
S, = 3{—IISII ]s, (2.146)

YTendo em vista a Eq.(2.41) e sabendo que |0 — o.| = Hli&) o — &
6K
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e Decomposicao da deformacao total:

e=¢e"+e" (2.147)

e Potencial de energia livre de Helmholtz:

_ 1 1 1
Y (e a) = 556 :Cie®+ (000 — 0y) {a + 5 exp (—(504)1 + §Ha2; (2.148)
e Relacoes constitutivas:
o=C:€° C=MNeI+2ull, (2.149)
e
A(a) = (00 —0y) [1 —exp (—da)] + Hay (2.150)
e Dominio elastico:
K(A) = {o € S|f (o, A) < 0} (2.151)
com
2
(o) =181 - /2oy + A )] <0 (2.152
e Decomposicao da tensao total:
S =S, + S, (2.153)
com S K (A)
se o c
Se = 2.154
{ —gK(S,A) se o ¢ K(A) ( )
S 0 se o0 € K(A) ( )
st = ; 2.155
¢ [1—@}8 se o ¢ K(A)

e Lei de evolucao para as variaveis internas:

S 2
e =42 o g \ﬁy, (2.156)
S]] 3

(©(f(o,A))). (2.157)

com

Tabela 2.2: Resumo do modelo viscoplastico em pequenas deformacoes para o critério Js.

o0 termo

¢ a funcdao de Minkowski®® gx (o, A), fun¢ao de escoamento canonica. Assim, chega-se as

20Geja X um espago vetorial normado. A fungao de Minkowski gk : X — R U{+occ}, também chamada de
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seguintes expressoes para S,

S, = { S se o € K(A) (2.158)
oA SO ¢ K(A)
E para oy = Sy
S, — { ’ se o cK(A) (2.159)
[1—m}s se o0 ¢ K(A)

2.11.3 Equacgoes de Evolucao

De acordo com as Eqs.(2.56), (2.133) e (2.142) as leis de evolugio (2.50) e (2.51) sdo

particularizadas ao modelo J,, respectivamente, como

wp i

& =gy (2.160)

& = \/gw, (2.161)
§= % ©(f (0. A)). (2.162)

O resumo do modelo viscoplastico para o critério Jo é mostrado na Tabela 2.2.

2.11.4 Problema Constitutivo Viscoplastico

Com a determinacao das equacgoes de evolucao para o modelo de plasticidade .Js,
Eqgs.(2.160)-(2.162), e também tendo definido o potencial de energia livre ¢ em (2.138),
problema de valor inicial para o critério de escoamento .J5, com base na Secao 2.6, é dado

segundo o Problema 2.3 (para um ponto material x € Q de % e um intervalo (t5, 7] € RT).

Problema 2.3. Dados os valores iniciais € (ty) e a(ty) e a histdria do tensor de de-
formagao total € (t), para t € (to,T] e conhecendo a funciao © (f (o, A)), encontre as
fungoes €P (t), a(t) e 5 (t) > 0 que satisfacam o seguinte sistema reduzido de equagoes
nao lineares (Alfano et al., 2001; de Souza Neto et al., 2008)

e (t) =7(t) % (2.163)
: 2.
a(t) = 37 (1) (2.164)

fungdo gauge de um conjunto K C X, contendo a origem, é definida como gk (z) = inf {u > 0: z € uK}.
Nota-se que quando x € int (K) <= gg () < 1, x € OK <= gk (z) = 1 e quando z ¢ K <= gk (z) > 1.
A fungdo gauge gk (z) é positivamente homogénea de ordem um, tal que gk (fz) = gk (z), V z € X|
com 6 > 0 (Lucchetti, 2006; Niculescu e Persson, 2005; Rockafellar, 1997).
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©(f(a(t),AM))), (2.165)

para cada instante t € (to, T, com
ot)=C:le(t)—€e” ()] e A(t) = (0w —0y){l —exp[—da(t)]}+Ha(t). (2.166)
O tensor de deformacao elastica é calculado apos a solucao do problema por
e“(t)y=¢€(t)—e"(t). (2.167)

2.11.5 Discretizacao Temporal das Equacoes de Evolucao

Utilizando a metodologia descrita na Secao 2.7, integracao totalmente implicita, para
a solucgao do sistema de equagoes nao lineares (2.163)-(2.165), obtém-se a seguinte versao

discreta no tempo para o problema de valor inicial do modelo Js.

Problema 2.4. Dados os valores (convergidos do passo de tempo anterior) € e oy, do
tensor de deformacao viscopldstica e da deformacao viscopldstica acumulada no inicio do
intervalo atual (t,,tny1], conhecendo o incremento do tensor de deformagao total Ae para
esse intervalo e a forma explicita da fung¢io © (f (o, A)), , resolver o sequinte sistema
de equacoes algébricas

Sn
eP, =% + Ay (2.168)
1Sn41

2
Qpi1 = Q + \/;Ay (2.169)

At
n

Ay

©(f(a,A)] (2.170)

para as varidveis €, 1, a1 e Ay >0, com
01 =C: (ens1 — €1 ) € Anppr = (00— 0y) [l —exp(—0ayy1)] + Hangr. (2.171)
Com €3, ; sendo pos calculado por
Eni1 = Entl — €41 (2.172)

2.11.6  Algoritmo de Predicao Elastica/Corregao Viscoplastica

Nesta segao, com base no que foi descrito na Secao 2.8, particulariza-se o algoritmo de
predigao elastica/corre¢ao viscoplastica para o modelo Js.

(a) Etapa de predigao elastica. Dado o incremento de deformagao

Ae =€,y — €n, (2.173)



36

correspondente a um intervalo discreto (¢,, t,11], e dadas as variaveis (convergidas do passo
anterior) e e a,, em t,,, a deformacao viscoplastica tentativa e a deformagao viscoplastica

acumulada tentativa sao dadas, respectivamente, por

(er,) =ew (2.174)
Appq = (2.175)

e a partir destas sdo calculadas as tensoes e o endurecimento isotrépico (for¢a termodi-

namica) do estado de tentativa eléstica, como

t
ol =C: [an — (e54) ] e Al = (00 —o0y) {1 —exp|—dal ]|} + Hcl .
(2.176)
Agora, verifica-se se o estado de tentativa eldstica pertence ou nao ao regime elastico
definido pela funcdo de escoamento tentativa f (o, A, ). Assim,se o’ € K(Al,,),

isto é, se
2
f (U;+1>AZ+1) = HS;-HH - \/g [Uy + Afwrl} <0, (2.177)

considera-se que o processo em (t,,%,.1] seja puramente elastico e o estado de tentativa

elastica é solucao do problema. Assim, sao atualizadas as variaveis

el = (e, (2.178)
U1 = Qb yy (2.179)
Ol = Oy (2.180)
Apr = Al L, (2.181)
e
Entl = Entl — Epir- (2.182)

O algoritmo é finalizado, passando para o proximo incremento de tempo. Caso contrario,
o processo no intervalo (,,t,,1] apresenta um fluxo viscopléstico, assim, necessitando da,
etapa de correcao viscopléastica descrita a seguir.

(b) Etapa de corregao viscoplastica. O procedimento de mapeamento de re-
torno geral para integragao totalmente implicita, consiste em resolver o sistema de equa-
¢Oes algébricas (2.87)-(2.89), sujeitas a (2.91), as quais, para o critério de escoamento Jo

e para ¢ dado por (2.138), sdo particularizadas como

Sn
eP = (e ) + Ayt (2.183)
HSnJrlH
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2
Qi1 =y + \/;Av (2.184)

2 A
f (o'n+1aAn+1) = ||Sn+1|| - \/;(Uy + An+1) =0 (A7)7 (2'185)

com
01 =C: [epn — 5] e Anii = (00 —0y) {1 —exp [~ 1]} + Hopyr, (2.186)

a serem resolvidas para €,", |, a1 e Ay, de modo a satisfazer
Ay > 0. (2.187)

Apos a solugao atualiza-se

€541 = Ent1l — Epp1- (2.188)

Correcao Viscoplastica Baseada em uma Unica Equacao

O modelo de plasticidade J; é um caso especial no qual é possivel reduzir o sistema de
equagoes algébricas nao lineares da etapa de mapeamento de retorno, Eqgs.(2.183)-(2.185),
a uma tnica equacao (de Souza Neto et al., 2008; Simo e Hughes, 1998).

Lembrando que a tensao o pode ser decomposta em suas partes desviadora e hidros-

tatica (volumétrica),

o=S—pl, (2.189)

com
S =2G (g4 — €f) (2.190)
pl = -3k (g, — €F), (2.191)

onde, G é o modulo de cisalhamento, x é o médulo volumétrico (bulk mudulus), os quais
podem ser escritos em fun¢ao das constantes de Lamé p e A da Eq.(2.136), respectiva-
mente, como (Lai et al., 1996, p.230)

G=up (2.192)
2
K= A+ e (2.193)
Os subscritos d e v representam as partes desviadora e volumétrica da deformacgao, por
exemplo,
1
€y = gtr (e)1, (2.194)
e

€4 =E — €. (2.195)
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Entdo, conhecendo-se as relagoes (2.190) e (2.195), separa-se a Eq.(2.183) em suas partes

desviadora e volumétrica, tal que

2G [(€4) 41 — (€Zp)n+1]

(€)1 + (€7 )sr = (E)r g + (€7 )sy + Ay v , - (2.196)
e e 12G [(ea)ni1 = ()il
onde nota-se que
(egp)nJrl = (55]])2“ (2.197)
S
v up\t n+1
Ou em termos de tensdo
Prt1 = Ppia (2.199)
S,
Sni1 =S4, — Ay2G = (2.200)
HSn+1H

O que informa que o mapeamento de retorno no modelo .J, afeta apenas a parte desviadora
da tensao (Simo e Hughes, 1998; de Souza Neto et al., 2008).
Partindo da Eq.(2.200) chega-se a relagao

[Suall = |8 ]| — 226, (2.201)
e a conclusdo de que os tensores S, e S}, sao “colineares”, isto ¢,

Sn+1 SZ+1
= . 2.202
||Sn+1H HSZ+1H ( )

Substituindo a Eq.(2.201) na fung¢ao de escoamento (2.185), tendo em vista (2.186), e

(2.184), chega-se a
" 2
oy + Ao+ gAy

2
A <a;+1 + \/;A’Y) - A (Oén+1) - An+1.

Definindo a Eq.(2.203) como uma funcao F de Ay em t,,1, tal que (Alfano et al.,

2001)
; 2
oy + Ao+ §Afy

2
(s Avr) = 8| - ar26— |2 o

onde se tem o termo

(2.204)

Y

2
o (Ay) = HSZHH — Ay2G — \/;
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comparando esta com (2.185), escreve-se
Fn+1 (A’V) = é_l (A’Y) ’

ou
Foi1 (A7) =671 (Ay) =0, (2.205)

que é a equacao a ser resolvida para Ay > 0 na etapa de correcao viscopléstica. E a partir

desta solucao sao atualizadas as demais variaveis, conforme as equagoes que seguem

Sn
Sni1 =St — Ay2G =2 (2.206)
[Sn+1ll
O i1 = Sni1 — Pl g1 (2.207)
Sy
el = () + Arpg™ (2.208)
HSn+1H
. 2
Opt1 = Qg + §A’Y, (2209)
e
€511 = Entl — Eppr- (2.210)

O que completa a solucao do problema elasto-viscoplastico para o critério de escoa-
mento Jo. No entanto, para que a solucao seja obtida é necessario o conhecimento da

fungao © (f (o7, A)), 0 que vai ser posto a seguir.

2.11.7 Alguns Modelos Viscoplasticos

A seguir sao descritos alguns modelos viscoplasticos, onde sao descritas diferentes for-

mas explicitas para a fungao O (f (o, A))?!.

Modelo Linear de Perzyna

No modelo de Perzyna com efeito viscoso linear, também conhecido como modelo de
Bingham (Cristescu e Suliciu, 1982), a fun¢do © (f (o, A)) é dada por (Perzyna, 1963,
1966, 1971)

O(f(o,A)=f(a,A), (2.211)

e assim, a funciao O~ (Ay) se torna

61 (Ay) = &Afy. (2.212)

21 Utiliza-se a escrita empregada por Alfano et al. (2001).
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A derivada de 67! (Av) com relagdo a A~, necessaria para o método de Newton-Raphson

na solugdo de (2.205), é

A— Ui
—O0 1 (Ay) = —. 2.213
o B =5 (2.213)

Modelo Nao Linear de Perzyna

H4 também um modelo de Perzyna no qual o fluxo viscoplastico depende de forma
nao linear da func¢ao de escoamento, neste caso a funcdo © (f (o, A)) ¢ definida como
(Perzyna, 1966, 1971)

A m
O(f(o,A)) = [";;‘Z—A’v))} , (2.214)
com
R(Av) = \/g o, + A (a;H + \/gm) : (2.215)
De forma que a fungio ©~1 (A7) seja dada por
671 (89) = R(89) (55) " (an)™, (2.216)

onde, m é um parametro que representa a sensibilidade a taxa de deformacgao do material.
Derivando a equacao anterior com relacdo a Ay obtém-se
d = n % d 1 R (A’Y) 1 _4q

— 01 (Ay) = (—) —R(A%) (Ay)m + ——= (A~y)m™ . 2.217

e (A7) = (& dm(v)(v)+m(7) (2.217)
Os modelos de Perzyna sao utilizados para descrever a resposta de metais quando, subme-
tidos a cargas dinamicas, o efeito da taxa de deformacao é considerado para determinar a
sobre tensdo, ver Perzyna (1966, 1971), ou também Lemaitre e Chaboche (1990) e Ottosen
e Ristinmaa (2005).

Observacao. Em algoritmos de mapeamento de retorno, no estado de tentativa elastica
assume-se que Ay = 0. Em casos onde hajam deformacoes inelésticas, a hipdtese anterior
(Avy = 0) ¢ utilizada na primeira etapa de corregdo. Observando a Eq.(2.217), nota-se
no termo (Av)%_l, que quando m > 1, A~y passa ao denominador, fazendo com que
%éfl (Avy) = oo. O que mal condiciona o algoritmo de mapeamento de retorno.

Modelo de Perié¢

Os modelos viscoplasticos devem recuperar a caracteristica de independéncia da taxa
de deformacao a medida em que a viscosidade n — 07, e o parametro de sensibilidade a
taxa m — o0o. No entanto, no modelo de Perzyna nao linear o comportamento inviscido

nao é recuperado quando m — oo, como mostrado por Peri¢ (1993). Por este motivo,
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Peri¢ propds um modelo viscopléstico que recupera a independéncia a taxa de deformacao
para as condigbes limites mostradas anteriormente. Neste modelo a func¢ao O (f (o, A))
¢ expressa como (Peri¢, 1993)

flo,A) + R(AY)]"

o(f(o.a) = |[HEP SN oA -1 ey

lembrando que gk (o, A) é funcdo de escoamento canonica (fungdo de Minkowski) mos-
trada na Secao 2.11.2.
Agora a funcio O (Ay) se torna

3=

6~ (A) = R(A9) [( Atm) . } (2.219)

e a sua derivada

d . o U R(Ay) n
iy (A1) = g B A) [(H ) 1] * (1 AtA7>

" (2.220)

Diferentes modelos viscoplasticos podem ser tratados de maneira semelhante. A es-
pecializac¢ao da func¢do O (f (o, A)) permite particularizar a regra de fluxo viscoplastico
de acordo com as necessidades fisicas e/ou mateméaticas a serem empregadas ao modelo.

Para maiores detalhes e conhecimento de outros modelos constitutivos refere-se a Chabo-
che (2008), Lemaitre e Chaboche (1990) e Ottosen e Ristinmaa (2005).

2.11.8 Modulo Tangente Consistente

Voltando a Se¢ao 2.10, a expressao para o médulo tangente consistente éﬁl do modelo
viscoplastico é dada pelas Eqs.(2.123), (2.121) e (2.122). A particularizagdo de C | para

o modelo viscoplastico com critério de escoamento J, é realizada abaixo.

-1

((ff;f;)n+1 - [(C_Jz)l +(Cr) 1} , (2.221)

COol1

> - 1 Sn+1 Sn+1
(Cr) ™' = ( ® ) (2.222)
daeA [Sntll — [1Sn1ll
(&

N1 3 Ay 1 S,41 Snt1
C EC1+—{II——I®I— R } 2.223
() T S A A ] (2.223)
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para um material isotropico, segundo (2.136), conhecendo (2.192) e (2.193), se tem

N 2 ! Ay 1 Snt1 Sni1
C E{(H——G) Il +2GII} + [II——I@I i
() 3¢ ) 1@l Sl (M 30D~ 15 ] =)

Com isto, define-se 0 moédulo tangente consistente para o modelo viscoplastico com critério

de escoamento Js.
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3 VISCOPLASTICIDADE EM GRANDES DEFOR-
MACOES

Neste capitulo a formulacao apresentada no Capitulo 2 sera estendida a fim de acomo-
dar modelos elasto-(visco)plasticos sob grandes deformagoes.

A formulacao do modelo para deformacoes finitas seguird as seguintes consideracoes:
e uma descricao Lagrangiana Total;
e a decomposicao multiplicativa do gradiente de deformacao;

e as equacoes constitutivas serao dadas em termos da medida logaritmica de defor-
mag¢ao (material de Hencky) que tem como par conjugado o tensor de tensao de
Kirchhoff rotacionado.

O uso da medida de tensao rotacionada de Kirchhoff e da medida logaritmica de de-
formacao, In (U), foi primeiro apresentado em Eterovic e Bathe (1990) e Weber e Anand
(1990), onde o emprego destas medidas juntamente a um mapeamento exponencial possi-
bilitou a obtencao de um algoritmo de mapeamento de retorno semelhante ao utilizado em
deformacgoes infinitesimais. Esta estratégia também foi investigada em Badrinarayanan
e Zabaras (1993), Peri¢ et al. (1992) e Simo (1992). Ja em uma descricdo Euleriana, ¢
possivel utilizar a medida de tensao de Kirchhoff e a medida logaritmica de deformagao
In (V),! ver de Souza Neto et al. (1996) e Peri¢ e Owen (1998).

3.1 Decomposicao Multiplicativa do Tensor Gradiente de Deformacao

A principal hipotese adotada na formulagao de (visco)plasticidade em grandes deforma-

coes, aqui descrita, é a decomposicao do gradiente de deformacao F no seguinte produto?

F = F°F’, (3.1)

onde, F¢ e F? s30, respectivamente, as partes eldstica e ineldstica de F. Esta decomposicao
foi introduzida em Lee e Liu (1967), Lee (1969) e Mandel (1973). Foi também investigada,

10 tensor V é o chamado tensor de alongamento a esquerda, advém da decomposicao polar F = VR, tal
que V2 = FFT (Gurtin, 1981; Spencer, 2004).

2A decomposicao multiplicativa de F possui uma justificativa fisica consistente junto & teoria de escorre-
gamento de cristais, ver, por exemplo, Asaro (1983), Peirce et al. (1982); Peirce (1983) e Rice (1971).
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no contexto do principio da méxima dissipagao e regras de normalidade em Lubliner (1984,
1986).

Esta hipotese supde a existéncia de um estado local ndo tensionado (livre de tensoes)
definido por F?, o que esquematicamente é mostrado na Figura 3.1. Onde, Qg representa,
a configuracao de referéncia e ) a configuracao corrente. A funcdo ¢ mapeia um ponto
X € Qp em um ponto x € Q, ver Egs.(1.1) e (1.2). O ponto & representa o estado local

nao tencionado e O¢ a sua vizinhanga.

t=0

00,

Configuraéo
dereferéncia

localnao

tensionada Configurago

corrente

Figura 3.1: Esquema da decomposicao multiplicativa de F.

Observacgao. Destaca-se que a configuracao local nao tensionada nao é dnica, uma vez
que rotacoes locais arbitrarias podem ser impostas a O, mantendo-a nao tensionada. No
entanto, em aplicagdes a decomposicao (3.1) pode ser feita de forma tnica por meio de
especificagoes adicionais ditadas pelo modelo do material. Em um caso com isotropia elés-
tica (este que é o material aqui considerado), supondo que a caracteristica se mantenha
durante as deformagoes, a resposta em tensao de O¢ para O, nao depende da rotagao R*
advinda da decomposicao polar F¢ = R°U°. Consequentemente, a configuragao interme-
diaria O, nesse caso, é definida unicamente, visto que o descarregamento elastico ocorre
sem rotagoes. Para maiores discussoes refere-se a Lee (1969), Green e Naghdi (1971) e

Lubarda (1991), por exemplo.

3.1.1 Resultados Cinematicos da Decomposicao Multiplicativa

Retomando as Egs.(1.2) e (1.3) se tem

x=p(X,t)=X+u(X,t). (3.2)
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O gradiente de deformagao, Eq.(1.4), é dado por
F = Vxp (X,1), (3.3)

A adocao da decomposicao multiplicativa de F acarreta em alguns resultados importantes
sobre a cinemética de deformagao de A, os quais sao mostrados a seguir.

O tensor de gradiente de velocidade L é definido como?
L=V,v=FF (3.4)

Substituindo a Eq.(3.1) no termo FF~!, chega-se a

L= D% (F°FY) (F°F)) "
L =L°+ L, (3.5)
onde definiu-se
L° = F° (F°)" (3.6)
L' =FF (F) (F) ', (3.7)

sendo L¢ a parte elastica e L a parte de inelastica do gradiente de velocidade L, ambas
com relacao a configuracao corrente 2. A taxa de deformacao D, parte simétrica de L,

segue essa mesma decomposicao, tal que

D = D¢+ D', (3.8)
D" = % L+ @] (3.9)
D= % L ()], (3.10)

O gradiente de deformagao F deve satisfazer (Gurtin, 1981; Lai et al., 1996; Reddy,
2008; Spencer, 2004)

J =det (F) > 0, (3.11)
o que implica em

J¢=det (F°) >0 (3.12)
e

J' = det (F) > 0, (3.13)

o que garante que F¢ e F? sejam nao singulares. Sendo satisfeitas estas condigoes é possivel

3Vale lembrar que L ¢ uma medida espacial (Euleriana).
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aplicar a chamada decomposicdo polar sobre F¢ e F, respectivamente, tal que (Eterovic
e Bathe, 1990; Weber e Anand, 1990)

F¢ = R°U* (3.14)

F' = R'U’, (3.15)

onde!, R e R’ € OF sdo tensores de rotagdo eldstico e ineldstico, respectivamente. J4°
U¢ e U’ € ST sdo os tensores de alongamento & direita eldstico e ineldstico, nesta mesma,
ordem.
Ainda, é possivel escrever
(U°)* = C, (3.16)

onde, C¢ é o tensor de deformacao de Cauchy-Green a direita eldstico definido como
Ce = (Fo)" Fe. (3.17)
Como j4 mencionado, é adotada a medida logaritmica de deformacao®
(E)Y =1n (U, (3.18)

chamada de medida de deformagcao de Hencky. Por conveniéncia, de forma geral, adota-se
a escrita
E=EO, (3.19)

a fim de simplificar a notacao.

3.2 Pares Conjugados de Tensao e Deformacao

Os pares conjugados de tensao e deformagao devem ser tais que a taxa de trabalho por

unidade de volume Ry seja invariante, isto leva aos seguintes pares (Hill, 1979)

. 1 . .
Ro=Jo:D=7:D=P:F=—-P°:C=7:E, (3.20)

Po
onde, P é o primeiro tensor de tensio de Piola-Kirchhoff”, P° ¢ o sequndo tensor de

tensdo de Piola-Kirchhoff®, T = Jo é o tensor de tensdo de Kirchhoff e T é o tensor de

40 conjunto Ot contém todos os tensores de segunda ordem ortogonais préprios, Ot =
{QIQTQ =T ¢ detQ = 1}.

>0 conjunto ST contém todos os tensores de segunda ordem simétricos e positivos-definidos, ST =
{MeR"xR"M =M e a’Ma >0, VacR" #0}.

6Es‘ga que é a particularizacio da famdia Lagrangiana de deformacoes E(™) =
{ m <ltnj [U]_ 1) gzg Z i 8 , para m = 0 (Hill, 1979; Ogden, 1997; Seth, 1964).
TAqui, o primeiro tensor de Piola-Kirchhoff ¢ definido como P = detFo
80 segundo tensor de Piola-Kirchhoff é definido como P® = F~'P = detFF '¢”F~ T,

Tp-T,



47
tensao de Kirchhoff rotacionado, dado por
7= (R TR". (3.21)

A simetria dos tensores C¢, U°® e E° permite realizar as seguintes decomposicoes
espectrais (de Souza Neto et al., 2008; Weber e Anand, 1990)

3
C => NL®l (3.22)
i=1
3
U =) M@l (3.23)
=1
3
E =) Im(\)Lel, (3.24)
=1

onde, \? sao os autovalores e 1; sdo os autovetores de C¢. Nota-se que C¢, U¢ e E¢ possuem
as mesmas direcoes principais. A decomposicao espectral de E¢ pode ser dada conforme
Eq.(3.24) visto que In (U®) é uma func¢ao isotropica, para detalhes ver de Souza Neto et al.
(2008).

3.3 Lei Constitutiva Hiperelastica, Potenciais de Energia Livre e de Dissipa-

cao’

Agora, o potencial de energia livre ¢) assume a seguinte forma (Lubliner, 1984)
¥ (E%0,a) = ¢° (E%,0) +¢' (0, cx). (3.25)

Supondo que v seja suficientemente suave sua taxa fica dada por

e oyt . ot oY
¢(E,9,a)—aEe ' E +aak*ak—|— 500" (3.26)

Empregando a inequacao de Clausius-Duhem,
: . 1
@Ea:D—p(¢+59>—§q~Vx920, (3.27)
a Eq.(3.8) e multiplicando por J, obtém-se

. : . J

Oy =7 (D°+D') — po (¢ + 39> ~ 54V >0, (3.28)

9A forma de apresentacio que segue é muito proxima daquela descrita em deformacoes infinitesimais.

Entretanto, nao foi encontrada uma forma mais resumida para a formulacdo sem precisar “omitir” certas
passagens importantes.
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onde, ®, é a dissipacao por unidade de volume na configuracao de referéncia ). Pela

condigao de invariancia de Ry, Eq.(3.20), sabe-se que
T:D°=7:E° (3.29)
entao a Eq.(3.28) se torna
cbo:%:EeJrT:Di—po@Jrsé)—%q-vxezo. (3.30)
Substituindo em (3.30) a taxa 1, Eq.(3.26), obtém-se
o

o oy, N\ J
B TG4 s0) = Lq- Vb >0,
0B aa M T Bg H) g Vsl 20

CI>0:7':Ee—k‘r:D"—po(

rearranjando os termos

e . o\ - . oYt J
Py = (T_'O08;§6> cE° —po <S+a—z)9+‘r:D’—Poajfk*dk—gqvxezo- (3.31)

Novamente, assim como foi feito no caso de pequenas deformagoes, assumindo que (3.31)
deva ser satisfeita para todos o processos termodinamicos, sao obtidas as seguintes relagoes
constitutivas (Coleman e Gurtin, 1967; Lubliner, 1984; Rice, 1971)

a e
T = poa?ée (332)
_ 9

Ainda, definindo um conjunto de forcas termodinamicas A : Og X (o, T] — R™n, associado

ao conjunto de variaveis internas «, tal que

o’
A = , 3.34
k= Po Dok ( )
o potencial de dissipagao ®( assume a forma reduzida
i : J

QDOITID—Ak*ak—EQ'Vx@ZO. (335)

Considerando, a partir de agora, processos isotérmicos, reescreve-se
Py=71:D' — Ay %y, >0, (3.36)

isto ¢, com esta hipotese o potencial ®y é dado somente pela dissipacao intrinseca.
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3.3.1 Relacao Constitutiva Hiperelastica Linear Isotropica

Em um modelo hiperelastico linear a Eq.(3.32) assume a forma

‘7‘ et pog;éé})e _= C N :E)e7 (337)
com 6277/16
€=M oEe o om

onde, C é o tensor constitutivo hipereldstico, quarta ordem e constante. Assume-se que
C seja simétrico e positivo-definido e que seja referente a um material hiperelastico li-
near isotropico. Neste caso o tensor C é dado pela a Eq.(2.136). Considera-se que as

propriedades hiperelasticas sejam independentes dos processos irreversiveis.

3.3.2 Taxa de Deformacao Inelastica Modificada

A modificacio da taxa de deformacao inelastica D! consiste, primeiramente, em trans-
portar o termo L’ da Eq.(3.5) a configura¢ao local nao tencionada, o que ¢ feito pelo

seguinte produto
Ei _ (Fe)—l LiFe

L' = (F°) ' FF (F) ' (F)) ' F*
Li=F (F)', (3.38)

onde, L? é a parte inelastica do gradiente de velocidade L escrita com relacio a confi-
guracao local nao tensionada. Decompoe-se L’ em sua parte simétrica D¢, associada ao

alongamento inelastico, e antissimétrica W', associada a rotagao inelastica, isto é,

Li—Di W, (3.39)
com Bi — % [E’ n (Ez)T:| (3.40)
W — % [I:i B (Ei>T] . (3.41)

No entanto, a isotropia inelastica aqui empregada faz com que (de Souza Neto et al., 2008;
Gurtin et al., 2010; Weber e Anand, 1990)

W' =0. (3.42)
O que permite que o potencial de dissipa¢ao Py, Eq.(3.36), seja reescrito como

Do =7 : FD (F) ' — Ay i, > 0, (3.43)



50

ou ainda, conhecendo a propriedade
R:ST=S"R:T=RT?:S,

se tem
Dy = (F) 7 (F°)™" D' — Ay %y, > 0, (3.44)

substituindo nesta a decomposic¢ao polar (3.14)
Dy = (RUS) 7 (RU®) " : D — Ay iy >0
Py =U*(RY)" 7R (U) ™ : D' — A+ i, > 0
Dy = UT (U : D — Ay sy, > 0, (3.45)

ainda, supondo que 7T seja dado por (3.37) e que C seja isotropico, o potencial de dissipagao
®, se torna (Eterovic e Bathe, 1990)

Py =7:D" — Ay xdy, > 0. (3.46)

3.4 Dominio Elastico e Fungao de Escoamento

Semelhantemente ao que foi mostrado na Secao 2.3, o dominio elastico é representado

por um conjunto convexo fechado movel K : R%nt — S, tal que
K(A)={7 €S[f(7,A) <0}, (3.47)
onde

f=rf(TA), (3.48)

é a funcao de escoamento, em termos da tensao rotacionada de Kirchhoff T e das forcas

termodinamicas A. O contorno de K (A) é formado pela superficie
OK(A)={7€S|f(T,A) =0}, (3.49)

chamada de superficie de escoamento.
Define-se K (A) de forma que
K (0) = Ky, (3.50)

onde Ky é o dominio elastico inicial. Também, assume-se que K (A) contenha a o origem,
istoé, T=0c K(A).
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3.5 Equacgoes de Evolugao

As equacoes de evolucao para D'P e & sao formuladas utilizando a mesma abordagem
empregada ao caso infinitesimal, isto é, a partir do principio da maxima dissipacao. Dessa

forma, a tensao rotacionada de Kirchhoff T é decomposta, tal que
T =Te+ Ts, (3.51)

onde, a tensao de equilibrio 7. é definida como

T.=Px (7, A)={7"cKQA)||r -7 <||r-7], VT eK(A)}, (3.52)
e a sobre tensao Ny (7. A)
=
To = die (7. A) ™ 3:53
=T N FL A (3:33)
To = dg (T,A)ng (Te, A), (3.54)

onde, Nk (7., A) ¢ o cone normal'® a K(A) em 7., e ng (7., A) é 0 cone “unitério” neste
mesmo ponto. A fungao distancia dg (7, A) : S x R™"nt — RT & dada por
dg (7, A) = [|7 — 7| (3.55)

Semelhantemente ao problema de deformagoes infinitesimais, o uso das descrigoes (3.52)

e (3.54) fornece as seguintes relagoes
TEKA) <= Ty=0<=T.=T, (3.56)

isto é, se o estado de tensao for puramente elastico, entao nao héa sobre tensao 7, e a
tensao de equilibrio 7, é a propria tensao total 7.

Assim, o principio da maxima dissipacao em sua forma local fica definido como: Para
varidveis ineldsticas DP e & fizas, as respectivas forcas termodindmicas T e A devem ser

tais que mazimizem o potencial (3.46), isto €1

(7, A;D7.6) = max {7 D" - Ay}, (3:57)

(7*,A*)eSxR"int

dentre todas as forcas termodindmicas T* e A* que satisfacam
dx (7*,A%) — g (||D**||) < 0. (3.58)

Introduzindo o funcional de Lagrange associado o principio de méximo restrito (3.57)-

10Ver Secdo 2.5.
" Considera-se que a funcio a ser extremizada seja diferencidvel.
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(3.58) pode ser transformado no seguinte problema irrestrito

£(rADY&)=  max (7D Apxdx -4 [d (7, A7) — g (DY)}
(3.59)

onde ¥ > 0 é o multiplicador de Lagrange. Explorando os resultados de anélise convexa,

ver Luenberger e Ye (2008), sao obtidas as seguintes regras de evolugao

D = 5o [ds (7, A)] (3.60)
) .0 _
o= —fya—A [dy (T,A)], (3.61)

e as condicoes de Karush-Kuhn-Tucker
¥ 20, de(7,A) —g(&) <0 e §[de(7,A) =g (|D7)] =0,  (3.62)

as quais sao condigbes necessarias para a existéncia de um ponto de maximo em (3.59).
Semelhantemente ao que foi desenvolvido para a Eq.(2.56), defini-se o multiplicador

viscoplastico pela seguinte expressao
. 1 _
Y () = 9 (d (7, A)), (3.63)

onde, n € RT U {400} é um parametro de viscosidade e © : Rt — R* & uma fungado

convexa da distancia dg (7, A), que satisfaz a propriedade

0 (0) = 0. (3.64)

3.6 Problema Constitutivo Viscoplastico de Valor Inicial

A seguir é estabelecido o problema constitutivo de valor inicial para o modelo elasto-
viscoplastico sob grandes deformacoes. Baseia-se no modelo isotropico dado na Tabela
3.1 e se tem como objetivo determinar o gradiente de deformacgao viscoplastico F*? e o

conjunto de variaveis internas c.

Problema 3.1. Dados os valores iniciais F'P (ty) e a(ty), a histéria do gradiente de
deformacao F (t) e a funcdo © (dg (T,A)), para t € (to,T], encontrar as fun¢oes F*P (t),
a(t) e (t) > 0 que satisfacam!?

D = B (1) [P ()] = 4 (1) o e (7 (1), A (1) (3.73)

12Nota-se que, pelas Eqs.(3.38)-(3.42), DU = FvP (t) [FvP (¢)] .
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e Decomposicao da deformacao total:
F = F°F/; (3.65)

e Decomposigao do potencial de energia livre de Helmholtz:

b (E @) = ¢ (EF) + 4" (@) ; (3.66)
e Relacao constitutiva: '
_ awe B ad)l '
T = anEe e Ak = pPo aak7 (367)
e Dominio elastico:
K(A)={7€S|f(T,A) <0}; (3.68)

e Decomposicao da tensao total:
T="Tc+ Ta, (3.69)

COoII

Te=Px(T,A) ¢ Ty=dx(T,A)ng (T, A);

e Lei de evolucao para as variaveis internas:

D = 5 [dc (7, A) (3.70)
v= 0 g (F A 371
a——Wa—A[K(Ta )] (3.71)
5 (t) = %@ (dy (7, A)). (3.72)

Tabela 3.1: Resumo do modelo viscoplastico em grandes deformacoes.

0

(1) =~ (1) . d (7 (1), A (1) (3.74)
()= 10 (de (7 (1) A (1), (3.75)
para cada instante t € (to, T, com
_ e oYt
T(t) = PO t e A (t) = poaak R (3.76)

3.7 Discretizacao Temporal das Equacoes de Evolucgao

Assim como na Secao 2.7, adota-se um esquema de integracao implicita. Isto implica

na divisao do intervalo (to,T] em subintervalos (t,,t,1], levando as respectivas versoes
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incrementais das Eqs.(3.74) e (3.75)

0
n+1
At _
Ay = =50 (i (7, Ay (3.78)

No entanto, o uso deste procedimento a Eq.(3.73) tras significantes perdas de precisao
na integracao numeérica das equagoes constitutivas de modelos (visco)plasticos incompres-
siveis. Isso porque, utilizando o método implicito padrao, em deformacoes finitas, nao é
possivel garantir a incompressibilidade do fluxo (visco)plastico em materiais insensiveis a
pressao hidrostatica (que é o caso do modelo J, aqui empregado), ver de Souza Neto et al.
(2008, p.592). Este problema é contornado pelo uso de um procedimento de integracao
implicita exponencial, tal que, a forma discreta da Eq.(3.73) seja (Eterovic e Bathe, 1990;
Weber e Anand, 1990)

v 0
i = exp { Ay o L (7,A)

} FP. (3.79)
n+1

Entdo, a versao incremental do problema (3.73)-(3.75) é escrita na seguinte forma.

Problema 3.2. Dados os valores (convergidos do passo de tempo anterior) FP e a,,

conhecendo o incremento do gradiente de deformacao

F,=F,. (F,)" (3.80)
e a forma explicita da fungao © (dx (T, A)),, ., resolver o sistema de equagoes algébricas
vp 0 = vp
Fn+l = €xXp A7 8_7—_ [dK (7-7 A)} Fn (381)
n+1
a a, — Ay 0 [di (T, A)] (3.82)
n+1 — Gp — aA LUK ) .
aA n+1
At _
Ay = 7 © (dk (T, A‘))|n+1 ) (3.83)
para as varidveis F)5 o, e Ay >0, com
- 81/16 87,/)2
= A)s = po | 3.84
Tn+l pOaEe - € ( k)nJrl pOaOék - ( )
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3.8 Algoritmo de Predi¢ao Elastica/Correg¢ao Viscoplastica

O algoritmo a ser utilizado, assim como no caso de deformacoes infinitesimais, também
consiste em duas etapas (tentativa elastica e corre¢ao viscoplastica), o que é motivado pelo
uso da metodologia baseada na decomposi¢ao de operadores.

(a) Etapa de tentativa elastica. Nesta etapa assume-se que
F? =0 (3.85)
a=0. (3.86)
O que da origem ao estado de tentativa eldstica

(F2,) = (3.87)

ol = ay,. (3.88)

O correspondente gradiente de deformagao elastica é determinado por
(Fouy) = Fopr () (3.89)

Visto que a lei elastica é dada em funcao de E€, calcula-se

( fz+1)t = [(FZHHT (F2+1)t> (3.90)

a fim de determinar o tensor de deformacao logaritmica

(B,,) = %m ()] (3.91)

E assim, sao calculadas as forcas termodindmicas tentativas

ot
e (Ak);-}-l = poa—

- (3.92)

n+1

De posse de (3.92) verifica-se se o estado tentativa elastica pertence de fato ao dominio

elastico atual, isto é, se
ffH-l =f (‘T-fz-i—la A1;L+1) <0, (3.93)

entao atualiza-se

(Vs = s (3.94)

e o algoritmo ¢ finalizado, passando para o proximo incremento de tempo. Caso contrério,
passa-se a etapa de correcao viscopléastica, ou mapeamento de retorno.

(a) Etapa de corregao viscoplastica. Aqui, a alternativa é solucionar o sistema de
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equagoes algébricas (3.81)-(3.83), que, utilizando o estado tentativa elastica e invertendo

a fungao © para Ay > 0, se torna

v 9 _ .

FY,, = oxp {M S dx (7, A)] } ()" (3.95)
n+1
o a! Ary 0 ldk (T, A)] (3.96)
ntl = Oy — — dx (T, ,

dic (Ti1, Ania) = 071 (A9), (3.97)

com o o
Tntl = PO Ae e (Ap)p = poy— ) (3.98)

- OE nt1 + 80% ntl

para FI7 ., a1 e Ay > 0.

A solucao das Eqs.(3.95)-(3.97) ¢ feita por meio do método de Newton-Raphson des-
crito na Secao 2.9. Entretanto, o uso da hipotese de decomposicao multiplicativa do gra-
diente de deformacao, da medida de deformacao logaritmica juntamente ao mapeamento
exponencial possibilita modificar o problema (3.95)-(3.97), de modo que este mantenha a
forma daqueles vistos em deformacgoes infinitesimais.

Usando (3.1) e (3.89) em (3.95), obtém-se

0 _
Ffw—l = (FZH)t €xXp {_AV a_‘l__ [dK (7'7 A)]

) 1} , (3.99)

fazendo a decomposigao polar de Fy e (Fflﬂ)t

0

(i)' (Us) exp { -89 37 lds (7. )

} =R, U, (3.100)
n+1

Ainda, a isotropia da relagdo constitutiva (3.37) e a unicidade da decomposi¢do polar
implica que (Weber e Anand, 1990)

Ri, = (Riy)' (3.101)

logo
o
Us = (Us) exp {2 5 e (. )]

) 1} . (3.102)

t
. . o o
O que mostra que Uj ;e (Un +1) possuem as mesmas dire¢oes principais.

Tomando o logaritmo dos dois lados de (3.102), chega-se a

) — Ay 2 (g (7. A)

Efl+1 = (Ee 877_

n+1

, (3.103)

n+1
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onde,
(o) = [(Us)']- (3.104)

Assim, a expressao (3.103) substitui a Eq.(3.95), recuperando o formato do algoritmo de
correcao viscopléstica visto para o problema de deformagoes infinitesimais, ver a Secao
2.8.

Com base na formulacao incremental, na Figura 3.2 sao mostrados os mapeamentos

entre as configuracoes de referéncia, corrente e nao tensionada entre os instantes ¢, e t,,.1.

Config.

corrente Config.
corrente

Config.
dereferénci

tensionada exp®,, Config.
t=t localndo
n tensionada
t= tn+1

Figura 3.2: Configuracoes de deformacoes entre os instantes ¢, e t,, 1.

3.9 Modbdulo Tangente Consistente

O mddulo tangente continuo para o problema de grandes deformagdes, utilizando uma

formulacao Lagrangiana Total, é dado por

oP
Up = —
CP = o (3.105)

Ainda, é possivel escrever a Eq.(3.105) em fung¢io da tensdo de Kirchhoff, sabendo que o

primeiro tensor de Piola-Kirchhoff é dado por

P=7F"T, (3.106)
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entdo, reescreve-se (3.105) como

0
C?=_— (rF 7 3.107
aF (T ) ’ ( )
ou em componentes
v 8 —1
Oij][l;l - OF, (TiPFjp ) ’
efetuando a derivacao, obtém-se
e O Fib = FlF L (3.108)
igkl — aF P~ 5k

Jé& a versao do algoritmo do médulo tangente continuo, Eq.(3.108), é definida como'3

(é;;@ml (g;:l Fol =7, Fl Fy )nH, (3.100)
que é a forma utilizada no Capitulo 4 na solug¢ao do problema global em grandes deforma-
coes, pelo método de Newton-Raphson. CnJrl ¢ chamado de modulo tangente consistente
viscopldstico.

Na Eq.(3.109) nota-se que o calculo de Cn+1 requer a determinacao da derivada da
tensao de Kirchhoff com relagdo ao gradiente de deformagao. Mas, pela Eq.(3.21), é
possivel escrever 7 em funcao da tensao rotacionada de Kirchhoff 7. Assim, tendo em
vista a igualdade (3.101), sera necessario determinar a derivada de 7,1 com relagdo a
F,.1. Porém, analogamente & Eq.(2.111) e & discussao em torno desta, escreve-se 7,
em funcao da deformacao tentativa eléstica (EfL H)t e do conjunto de varidveis internas
a, (de Souza Neto et al., 2008)

Toy1 =T ((E;H)t : an) : (3.110)

Assim, aplicando a regra da cadeia, define-se

— — € t ¢ K
D= 0T ni1 _ 0T n+1 : 9 (En—i-l)t 0 (C”‘H) 7 (3.111)
OF 1 0 (Ef.1) 0(Chin) OF i
denotando o7
ZN) _ T+l - (3112)
0 (Ec,,)
Ee
g = 8( n+1>t7 (3113)
0 (Cs.y)

3Ver discussao na Secao 2.10.



0(Csp)'
aFn+1

X
Il

escreve-se (3.111) como
D = DG,

que em componentes é dada por
Dijkl - DijrsGrquHqul'

Determinacao de #. Da Eq.(3.90), sabe-se que

T

(Coo)' = [(Fo)] (P
ainda, conforme (3.89) se tem
(Copy)' = (B) "L By (FI)
(Copn) = (F) " Craa (B)
ou em componentes

(C5)rny = [E)T(Cra)py [(F)7TH]

Logo,
o\t
a (CZ])n+1 _ [<va)_1] 'a(CTS)n—‘,-l [(pr)—l] .
O (Frt)pin " "0 (Fra) pyr " 8
Ainda, é possivel escrever
9 (Crs)nga 0
. - Fmr Fms
O(Fr)pyr O (Fra)pp (Frdsr ()
9 (Crs) g
— = 5r Fm'r’ ms sl-
O (Frt)piq i (Fons) O

Substituindo (3.120) em (3.119), obtém-se

2(Cs)!

0 (Fr)

n+1

Hij =

Determinacao de G. Segundo a Eq.(3.91), o termo G se torna

G = %ﬁ {m(ci)]}

. = [(sz)_l}li (Fl:j);_,_l + (eri)fz—i-l [(F;}Lp)_l]l .

29

(3.114)

(3.115)

(3.116)

(3.117)

(3.118)

(3.119)

(3.120)

(3.121)

(3.122)
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01In(X)
ox

uma funcao isotropica. Esta classe de derivadas foi investigada por alguns autores, sendo

Nota-se que a determinacao de G requer uma derivada do tipo que é a derivada de
que aqui utiliza-se a proposta encontrada em Ortiz et al. (2001).

Determinacio de D. A identificacio de

a'77-n—&-1

p=_ITra
0 (Esy,)

(3.123)
segue a abordagem utilizada na Se¢ao (2.10), para deformagdes infinitesimais. Isto é, a
determinacéo de D parte da derivacdo das Eqs.(3.103) e (3.97) com relacdo a (E§+1)t, 0

que fornece

0?dy

t

Odik
dE¢ d(Av) — Ay ———| 1 dFpq =d(ES 3.124
ni1 T d(AY) o7 n+1+ 0 or@or|,, Tn+1 ( n+1> ( )
ddy 001
o7 |41 0A~
Mostra-se que
~ _ N —1
D= (D*l v D*) , (3.126)
com 82d
Dl=(Ccl'+Ay — 5 3.127
( * 76?@87‘-”“)’ (3.127)
(S
_ 1
Dl=_—— (&L_K &L_K ) . (3.128)
29 or ntl or il

OA~y

Nota-se que D, o chamado operador tangente, é o tnico termo de D, Eq.(3.115), que
depende do material empregado, isto é, depende da lei elastica, do critério de escoamento
e das propriedades (visco)plasticas. Os demais termos, G e H, sdo relacionados a parte
geométrica das deformacoes finitas. Ainda, D possui a mesma forma funcional do médulo
tangente consistente do problema em pequenas deformagoes, Eq.(2.123). Além disto, a
simetria do tensor de tensao T, a convexidade de K (A) e consequentemente de dxg (7, A)
permitem concluir que D é simétrico e positivo-definido, ver também Eq.(2.123) e discus-
sao em torno desta. No entanto, estas propriedades nao se estendem ao modulo tangente
consistente D, pois de forma geral os termos geométricos G e H nao sao simétricos e

positivos-definidos, ver, por exemplo, de Souza Neto et al. (2008) e Simo e Hughes (1998).

3.10 Aplicagao ao Modelo J,

A particularizagdo das equagoes constitutivas (3.73)-(3.75) ao modelo de plasticidade

Jo, é feita de forma semelhante ao que foi desenvolvido na Secao 2.11. Assim, a funcao
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de escoamento (3.48) se torna'?

fA) = |77 - \/g[aerA(a)], (3.129)

tr (7)1, (3.130)

e 0 termo \/g [0, + A ()] representa o raio da superficie de escoamento.
Aqui, os conjuntos das forcas termodinamicas e das varidveis internas associadas sao

particularizados, respectivamente, como
A ={A} (3.131)

a={a}, (3.132)

onde, A é a varidvel de endurecimento isotropico, dada em funcao da deformacao visco-

plastica acumulada a.

3.10.1 Relagoes Constitutivas e Potencial de Energia Livre

A relacdo constitutiva para a tensdo T é dada segundo a lei hipereléstica linear (3.37),
isto &,
oy°
OEe
com C dado em (2.136) (C = AI® I+ 2uII). Ja o endurecimento isotropico A (a) é cal-

culado segundo a regra nao linear empregada por Simo e Armero (1992), de forma que'®

7 =pye— =C: E°, (3.133)

i

A pr—
(@) = po 9o

= (00 — 0y) [1 —exp (—da)] + Ha, (3.134)

onde, 0, 0y, 0 ¢ H sao parametros materiais.
Dessa forma, considerando as relagdes constitutivas (3.133) e (3.134), o potencial de

energia livre ¢ assume a seguinte forma
U (B, a) = ¢° (E°) + ¢ ()

1 1
v (E a) = §Ee :CE (00 — 0y) {oz + %exp (—(504)] + §aHa. (3.135)

- Tij Tij .

15Esta regra ¢ também utilizada em deformagoes infinitesimais, ver Eq.(2.137).

14||,.7.DH =D=D
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3.10.2 Determinagao da Funcao Distancia

Assim como na Sec¢ao 2.11, mostra-se que a funcao distancia di (7, A) para o modelo

viscoplastico em grandes deformacoes, utilizando o critério de escoamento .J5, se torna
dg (T,A) = (f(T,A)) > 0. (3.136)

E que a sobre tensao T e a tensdo de equilibrio 7., Eq.(3.51), assumem as respectivas

formas .
To = (f(T,A)) ||;DII’ (3.137)
Fo = [|77] = (F (7. A))] ”iDH + %tr (7)1 (3.138)

Nota-se que tr (7) = tr(7.), entdo as partes desviadoras de T4 e T, s@o calculadas,

respectivamente, como

D _ 0 se T € K(A) (3.130)
st |:1 — m} ?D se T ¢ K(A)
D rcK(A
o=y T T (A) (3.140)
—QK(T A seT ¢ K(A)

onde, gx (T,A) é a funcio de Minkowski, dada por
A HTDH 1
ay +A(a '

ver Secao 2.11.2.

3.10.3 Equacoes de Evolucao

De acordo com as Eqs.(3.63), (3.129) e (3.136) as leis de evolu¢ao (3.60) e (3.61) sdo

particularizadas ao modelo J,, respectivamente, como

D" = y%, (3.142)
& = \/gay, (3.143)
5 (1) = % ©(f (7.A)). (3.144)

O resumo do modelo viscoplastico para o critério J, é mostrado na Tabela 3.2.
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e Decomposicao do gradiente de deformacao:
F = F°F;

e Potencial de energia livre de Helmholtz:

e Relacoes constitutivas:

T=C:E° C=MN®I+2ull,
4(a) = (0w — 0,) [1 — exp (—60)] + Ho

e Dominio eléstico:

K(A) ={7 eS|f(7,A) <0},

com

e Decomposicao da tensao total:

com

b 0 se T € K(A)
To = _ _ :
st [ — QK(;UA):| P se T¢K(A)

e Lei de evolucao para as variaveis internas:

=D
_ 7 2
D = Y= =
R \[3 ’

co1m

Y (E ) = %Ee (CE 4 (00 — 0y) {a + % exp (—504)] + 1Hoﬂ;

(3.145)

(3.146)

(3.147)

(3.148)

(3.149)

(3.150)

(3.151)

(3.152)

(3.153)

(3.154)

(3.155)

Tabela 3.2: Resumo do modelo viscopléstico em grandes deformacoes para o critério Js.

3.10.4 Problema Constitutivo Viscoplastico

Neste estagio, é possivel definir o problema constitutivo de valor inicial para o modelo

Jy em grandes deformagées. Considera-se um ponto & de & e um intervalo (to, 7] € R™.

Problema 3.3. Dados os valores iniciais F'P (tg) e a(ty), a historia do gradiente de
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deformacao F (t) e a funcao © (dk (T,A)), para t € (ty, T, encontrar as fun¢oes F*P (t),
a(t) e (t) >0 que satisfacam

D = () [F (0] =5 (0) 1y (3.156)
. 2.
a(t) = 37 (t) (3.157)
50 = (O (7 (1. A1), (3.158)
para cada instante t € (to, T, com
Tt)=C:E°(t) e Ap(t)= (00 —0y){l —exp[—da(t)|]} + Ha(t). (3.159)

3.10.5 Discretizacao Temporal das Equacoes de Evolucao

Seguindo a metodologia da Secdo 3.7, a partir das Eqs.(3.156)-(3.158), chega-se ao

seguinte problema de valor inicial discreto.

Problema 3.4. Dados os valores (convergidos do passo de tempo anterior) FP e o, do
gradiente de deformacao viscopldstico e da deformagao viscopldstica acumulada no inicio

do intervalo atual (t,,t,+1], conhecendo o incremento do gradiente de deformacao total

F,=F, . (F,)" (3.160)
e a forma explicita da fung¢ao © (f (T,A)), ., resolver o sistema de equagoes algébricas
=D
FIP | =exp | Ay—2t | FP (3.161)
1724

2
ap =y + \/;Afy (3.162)

m:%@ummmw (3.163)

para as varidveis )5 o, e Ay >0, com
Tt =CE 1 e (Ap),y = (0o —0y) [1 —exp (=dai1)] + Hoyyg. (3.164)

3.10.6 Algoritmo de Predicao Elastica/Corre¢ao Viscoplastica

Com base na abordagem da Se¢ao 3.8, segue o algoritmo de predigao elastica/corregao

viscoplastica para o modelo J; em grandes deformacoes.
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(a) Etapa de tentativa elastica. Nesta etapa assume-se que
F? =0 (3.165)

a =0 (3.166)

O que da origem ao estado de tentativa eldstica

(F2,) = F (3.167)
ol = ay,. (3.168)

O correspondente gradiente de deformagao elastica é determinado por
e t vpy—1
(Frp1) =Fura (F1) (3.169)
Visto que a lei elastica ¢ dada em funcao de E€, calcula-se
e t e t T e t
(Cn+1) - [(FnJrl) } (Fn+1) ’ (3‘170)
a fim de determinar o tensor de deformacao logaritmica
e t 1 e t
(Brw) =3I [(cnﬂ) } . (3.171)

Em seguida, sao calculadas as for¢as termodindamicas tentativas

t

i =C:(E,) e (Ak)fLJrl = (00 —0y) [l —exp (=dcd, )] + Holyy.  (3.172)

E entao, verifica-se se o estado tentativa eldstica pertence de fato ao dominio elastico

atual, isto é, se

_ t 2
Fn = || F2) | = /5 low + AL <0 (3.173)
Se isto for verdade, entao atualiza-se
1 = O (3.174)

e o algoritmo ¢ finalizado, passando para o proximo incremento de tempo. Caso contrério,
passa-se a etapa de correcao viscoplastica, ou mapeamento de retorno.

(a) Etapa de correcgao viscoplastica. Nesta etapa sao solucionadas as Eqs.(3.103),
(3.96) e (3.97), particularizadas ao modelo J,, isto é,

t

=D
~ Ayt (3.175)

e — (E¢
n+1 ( n+1) H7—_7?+1H
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2
o = Al + \/;M (3.176)

2 .
[ (Frg, Anr) = || 700 - \@[ay + Apt] = 671 (AR), (3.177)

com
Torn=C:Ej . e (Ap), 1 = (00 —0y) [l —exp(—dani1)] + Happa. (3.178)

para Ef |, a1 e Ay > 0. A solucao se da por meio do método de Newton-Raphson,

mostrado na Secao 2.9.

Correcao Viscoplastica com Uma Unica Equacao

De forma semelhante & Secdo 2.11, o problema de mapeamento de retorno (3.175)-
(3.177) é reduzido a uma tinica equacdo. Primeiramente, divide-se o tensor de deformagao

elastica E° em suas partes volumétrica E{ e desviadora Ej, isto é,

E° = E° + ES, (3.179)
com 1
E; = gtr (E). (3.180)

Os termos E e E§ se relacionam, respectivamente a tensao T por
7P = 2GE; (3.181)

tr (7)1 = 9kE; = tr (7) = 3xtr (E°), (3.182)

onde, G é o modulo de cisalhamento, Eq.(2.192), e k é o m6dulo volumétrico (bulk mo-
dulus), Eq.(2.193).

Agora, dividindo a Eq.(3.175) em suas partes volumétrica e desviadora, mostra-se que
(Eterovic e Bathe, 1990; Weber e Anand, 1990)

(ES)ir = (ES)p (3.183)
t 7_-D+1

(B a1 = (B iy — MW, (3.184)
n+1

as quais, ficam expressas em termos de 7T, respectivamente, como

tr (Tpp1) = tr (74,1) (3.185)
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D
'7'5+1 = (Tn+1) A’}/QGH n+j ) (3186)
Tt

nota-se entao, assim como no caso de deformacoes infinitesimais, que no modelo Js; em
grandes deformacoes o mapeamento de retorno se da apenas na parte desviadora de 7.
: 4 : =D =D tox « :
Manipulando a Eq.(3.186) é possivel mostrar que 7,/ e (’Tn_H) sao tensores “coline-

ares”, isto é,

7_-7?-{-1 o (7_-7?+1)t (3187)

Il |2y

e assim, levando ao seguinte resultado

— Ay2G. (3.188)

H"_-QHH = H("_'q?ﬂ)t

Empregando as Eqs.(3.176) e (3.188) na funcdo de escoamento (3.177), chega-se a

2 2
2
A <O‘fz+1 + \/;A’Y> = A(apt1) = Ania- (3.190)

Definindo (3.189) como uma fun¢do de Ay em ¢, 1, tal que,

2 2
_A72G—\/; ay+A< n+1+\/;A7>

e utilizando a fungio ©~! (Av) da Eq.(3.177), obtém-se a seguinte equagao escalar a ser

(3.189)

f (7_-71+17An+1) = H (7_-7?+1)t

coI1n

(3.191)

Fo1 (Ay) = H(%Q—H)t

resolvida para Ay > 0,
Fr1 (A7) =67 (Ay) = 0. (3.192)

Apos a solugao de (3.192), aqui utilizando o método de Newton-Raphson, atualizam-se as

quantidades em ¢,

D t
o= (T0a) - Av20% (3.193)
|F20)
Toil = Trp T %tr (The1) I (3.194)
N e (17
Tnt+1 = (Rn+1) Tn+1 [(Rn+1) ] (3195)
Pn+1 = TTL—‘,—IF;Il (3196)
-D t
B, =(E,,) - MM (3.197)

|72
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2
Qi1 =y + \/;Av (3.198)
vp (7_-71+1)t v
F)b =exp | Ay — | 7 (3.199)
=D
H T o+t

3.10.7 Operador Tangente
A particularizacio do operador tangente D, Eqs.(3.126), (3.127) e (3.128), para o

modelo viscoplastico com critério de escoamento J, fornece
-1

Dy = [(@ﬂ)‘l + (ﬁJQ)l} , (3.200)
onde
_ - 1 T T
DJ 1E — ( 7n+1 ® 7n+1 >’ (3201)
(Pr) = 5 \ 7o, © T2,
[§]
N —1 _ Afy 1 7*.D "T'D
(D ) S SR | § S 75 § QTS S Wy ks ] (3.202)
” |72l 3 |72l (|7l

Considerando um material isotrépico, para o qual C é dado em (2.136), conhecendo (2.192)

!
e (2.193), o termo (DJ2> se torna

! 2 -1 Ay 1 +D #D

D = ﬂ——G) (I®I)+2GII} o [II——(I@I)— @ ]

(Px) K 3 1724l 3 72l 72
(3.203)

Assim, define-se o operador tangente para o modelo viscoplastico com critério de escoa-

mento Js.
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4 PROBLEMA DE VALOR NO CONTORNO E INI-
CIAL - PVCI E ASPECTOS DA IMPLEMENTA-
CAO COMPUTACIONAL

Com a definicao do problema constitutivo de valor inicial, da estratégia de solucao
numérica, bem como da atualizacao das variaveis em t,,; para o problema local, nos
Capitulos 2 e 3. Agora, define-se o problema de valor no contorno global, primeiramente
utilizando a chamada formulacao forte e em seguida sua forma integral, formula¢ao fraca,
obtida a partir do principio dos trabalhos virtuais. Adota-se uma formulacao Lagrangiana

Total, onde as expressoes sao dadas na configuracao de referéncia {2y. Para o caso de

pequenas deformacoes é possivel atribuir P ~ o, dV =~ dv e % ~ 0 (Ogden, 1997,

ox
Spencer, 2004).

Configurago
Corrente

Figura 4.1: Problema de valor no contorno e inicial.

4.1 Descricao do Problema

Seja um corpo %, mostrado na Figura 4.1, sujeito a um histérico de forcas de corpo

prescritas

b (X,t): Qg x (to, T] — R>. (4.1)

As seguintes condicoes de contorno sao prescritas em %:
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(i) Condigoes de contorno naturais. A historia das tragoes superficiais

t (X, 1) : 00N x (to, T] — R, (4.2)
¢ prescrita sobre a porgao natural do contorno de g, denotada 92}

(ii) Condicbes de contorno essenciais. O movimento é prescrito no contorno
essencial de €y, denotado por 9QF, onde é conhecida a fungio @ (X, t) : OQF x (to, T] —
R3, ver Eq.(1.1),

o (X.1) =X +1(X,t), (4.3)

sendo @ 0 campo de deslocamentos prescritos em 9. Assume-se que

oNF U oQ) = 09y, (4.4)

oNF N o) =10. (4.5)

O conjunto dos deslocamentos cinematicamente admissiveis 2 ¢ definido como o
conjunto de todas as func¢oes deslocamento suficientemente regulares que satisfacam as

condicoes de contorno essenciais, isto é,
A ={u:Qx (t,T] > Rlu(X,t) =u(X,t), t € (to,T], X € }. (4.6)

Considera-se que o material de Z possa ser descrito pelo modelo constitutivo da
termodinamica de varidveis internas e que seja conhecido o conjunto a no instante inicial
to, tal que

a (X, 1)) = ap (X). (4.7)

Tendo realizado esta descrigao, a seguir coloca-se o PVCI, primeiramente em sua forma

forte e posteriormente em sua forma fraca.

4.2 Formulacao Forte

A forma forte do problema estid baseada na equacao de equilibrio obtida a partir do

principio da conservacio do momento linear', sendo enunciada conforme o que segue.

Problema 4.1. Encontre uma fun¢ao de deslocamento u(X,t), tal que, para todo t €

O principio da conservagio do momento linear, 2 [, pvdv = [, pbdv + [, tda, implica nas seguintes
equagdes de equilibrio (com £¥ = 0): div, (o) + pb = 0 em €, sujeita a t = on em IR, para a

configuragdo corrente, e divx (P) + pob = 0 em Qq, sujeita a t = PN em 0, para a configuracio de
referéncia (Gurtin, 1981; Spencer, 2004).
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(to, T] a sequinte equagdo diferencial seja satisfeita
divx [P (X, )] + pob (X, ) = 0 em Qg x (to, T}, (4.8)
sujeita as condicoes de contorno
P (X, t)N(X) =t(X,t) em 99 x (to,T) (4.9)

u(X,t) =u(X,t) em 9 x (ty,T]. (4.10)
Para deformacoes infinitesimais o Problema 4.1 é reescrito segundo o Problema 4.2.

Problema 4.2. Encontre uma funcao de deslocamento u (X, t), tal que, para todo t €

(to, T] a seguinte equagao diferencial seja satisfeita
div [o (X, )] + pob (X,2) =0 em Qg X (to, 7] (4.11)
sujeita as condigoes de contorno
o (X, )N (X) =t(X,t) em 9 x (to,T] (4.12)
u(X,t) =u(X,t) em 908 x (ty,T]. (4.13)

4.3 Formulacao Fraca

A solugao analitica da formulacao forte, mostrada na se¢ao anterior, é possivel somente
em situacoes onde se tenha geometria, material, historia de carregamentos e condigoes de
contorno muito simples, o que geralmente nao ocorre. Para casos complexos é necessério
recorrer a métodos numéricos para a solu¢ado do PVCI (Problema 4.1 ou Problema 4.2).
Normalmente, a aplicacao de tais métodos requer que o problema seja colocado em uma
forma integral, chamada de formulacdo fraca?, que pode ser obtida a partir de um prin-
cipio variacional. Aqui emprega-se o principio dos trabalhos virtuais (PTV), geralmente
utilizado como ponto de partida para a formulacao discreta de métodos numéricos base-
ados em deslocamentos, para a analise de solidos elasticos ou inelasticos, por exemplo, o
método dos elementos finitos (MEF) (Bonet e Wood, 1997; de Souza Neto et al., 2008;
Kawahara, 1975; Simo e Hughes, 1998).

A forma fraca do Problema 4.1 é dada no Problema 4.3.

Problema 4.3. FEncontre uma funcio de deslocamento estaticamente admissivel,

u(X,t) € A, tal que, para todo t € (to,T] a equacdo do trabalho virtual R (u,n) seja

20 grau de regularidade da solucdo da forma fraca é menor que o da solucdo original, da forma forte. Para
detalhes ver Hughes (2000), Reddy (1986, 2002) e Zienkiewicz e Taylor (2000a). A prova da equivaléncia
entre as formulagoes forte e fraca pode ser encontrada em de Souza Neto et al. (2008, p.77) e Simo e
Hughes (1998, p.25), por exemplo.
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satisfeita®

R(mn)z/ P:VxndV—/ pOB-ndV—/ t-mdA=0, VYnev.  (4.14)
Qo Qo ol
Sendo*

¥ ={n:Q =R n(X)=0, X €00}, (4.15)

o espaco dos deslocamentos virtuais cinematicamente admissiveis, satisfazendo as condi-
¢oes de contorno essenciais, (4.10) ou (4.13). Ainda, repare que P é funcdo de u (X, ).

A versao para deformacoes infinitesimais do Problema 4.3 e dada no Problema 4.4.

Problema 4.4. FEncontre uma funcio de deslocamento estaticamente admissivel,
u(X,t) € A, tal que, para todo t € (to,T] a equacdo do trabalho virtual R (u,n) seja

satisfeita

R(u,n):/ O':VsndV—/ pob-ndV—/ t-ndA=0, VneVv. (4.16)
Qo Qo o0y

Observa-se que o também ¢ fungao de u (X, t)°.

Na definicao das formas fracas nao foi especificado o material utilizado, pois o principio
dos trabalhos virtuais é valido a qualquer relacao constitutiva (Dym e Shames, 1973;
Reddy, 1986, 2002).

4.4 Problema de Valor no Contorno Incremental

Para a solugdo de (4.14) ou (4.16) é necessario conhecer o modelo constitutivo que rela-
ciona as tensoes, seja P ou o, a u. Sabe-se que em materiais elasto-(visco)plasticos as ten-
soes nao sao definidas somente pelo valor instantaneo, mas sim dependem da histéria das
deformagbes as quais o corpo é submetido. Modelos constitutivos elasto-(visco)plasticos
sao exemplos de materiais dependentes de caminho (path-dependent materials) (Coleman
e Gurtin, 1967; Perzyna, 1971).

Os valores para as tensoes podem ser calculados a partir da solucao de um problema
constitutivo de valor inicial colocado localmente, ver Secao 2.6 para pequenas deformacoes
ou Secao 3.6 para grandes deformacoes. Para a solucao do problema de valor inicial
adota-se um método de integracao implicita, como mostrado na Secao 2.7 para pequenas

deformagbes ou na Segao 3.7 para grandes deformagoes, onde o intervalo de tempo (to, 7]

3R (u,m) ¢ o funcional do trabalho virtual e também pode ser visto como residuo quando a equagao de
equilibrio na forma fraca, Eq.(4.14), nédo for satisfeita.

4Para (visco)plasticidade com endurecimento, para t — fixo, se tem .2 C H' (Qg) e ¥ C H! (), onde
H! () representa o espago de Sobolev de func¢des que possuem derivadas quadrado-integraveis, ver
(Hughes, 2000) e (Simo e Hughes, 1998).

SForam omitidas as dependéncias de P, 1, b e t em (4.14), e de &, i, b e t em (4.16) para simplificar a
notagao.
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é discretizado em N subintervalos (t,,t,1], isto é,

=z

(t0>T] = U (tnvthrl]- (417)

n=1

Considera-se que o conjunto de variaveis internas o, em t,, seja conhecido e que o estado
local neste instante satisfaga a forma fraca do equilibrio, Eq.(4.14) ou Eq.(4.16). Assim,
conhecendo-se o incremento Au,1 (X) e por sua vez as deformacoes totais, F,, 11 ou g,1,
o algoritmo de integracao local retorna os valores aproximados para P ou o em t,,.1, tal
que

P, =P (F,,a,) (4.18)

Ont1 = o (€n+1, an) . (419)

Estes valores de tensao convergem a soluc¢ao exata a medida em que Au,, 1 (X) é reduzido.
Dentro do subintervalo (¢,,t,4+1] a lei constitutiva numérica se torna independente de
caminho, isto é, as tensoes sao funcoes apenas dos valores das deformacoes totais em
tni1, UIMNA VezZ que «, permanece constante em (t,,t,.1] (de Souza Neto et al., 2008,
p.95).

Para Deformacoes Finitas. Definidas as hipoteses para a versao incremental da lei
constitutiva, para deformacodes finitas, reescreve-se o Problema 4.3 conforme o Problema
4.5.

Problema 4.5. Dado o conjunto o, de varidveis internas em t,, convergido do passo

anterior, encontre o campo de deslocamentos, u, 1 (X) € Hn11, tal que,

R(un+1, 77) = / Pn+1 . Vx’l']dv — / pOBn+1 . ndV — En+1 : ’ndA = 0, V’r) ev.
Qo Q o0y
(4.20)
Com
Hpir = {u: Qy = RPu(X) = 41 (X), X €09}, (4.21)

onde, 1,1 é a condi¢ao de contorno essencial no instante ¢, 1.

Para Deformacgoes Infinitesimais. Agora, para deformacoes infinitesimais,

reescreve-se o Problema 4.4 conforme o Problema 4.6.

Problema 4.6. Dado o conjunto o, de varidveis internas em t,, convergido do passo

anterior, encontre o campo de deslocamentos, u,11 (X) € Jy 11, tal que,

pobny1 - ndV — / toy1-NdA=0, Vnev.
oo
(4.22)

R (wpt1,m) = /

Qo

Ont1: VondV —/

Qo
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4.5 Linearizacao do Trabalho Virtual

As Eqs.(4.14) e (4.16), para relagbes constitutivas nao lineares, apresentam caracte-
risticas de nao linearidade e assim, a solucao do problema de valor no contorno requer a
linearizacao do funcional R (u,n). Para tal utiliza-se o conceito de derivada direcional
(Gateaur).

Derivada Direcional (Gateaux). Assumindo que R (u,n) seja suficientemente regu-
lar, em (4.14) ou (4.16), supondo que R (ug,n) em t, seja conhecido e que pretende-se
encontrar a solucao u, tal que

u=up+u (4.23)

Expandindo em série de Taylor em torno de ug, truncando no termo de primeira ordem
se tem

R(u,m) =R(u+a,n) =0, Vne ¥
R(u0+ﬁ,77) ~ R(“Oﬂ'?) _'_DR (u07n) [ﬁ] = 07 vlr’ € /7/7 (424)

o que resulta
DR (ug,n)[a] = —R (ug,n), Yne v, (4.25)

onde, DR (up,n)[u] é a derivada direcional (Gateauzr) de R em uy na diregdo de u,
denotada por (Bonet e Wood, 1997; de Souza Neto et al., 2008; Simo e Hughes, 1998)

. d N
DR (110, n) [u] = —R (uo + eu, ”7)

o , Vme7. (4.26)

e=0

Para deformacgoes finitas. A aplicacio de R (u,n) obtido para o problema de
deformacoes finitas, Eq.(4.14), em (4.26) fornece®

d d
—R(up +eu,n)| = / —P (uy + enr) :VxndV, VeV, (4.27)
de e=0 Qo de e=0
como P = P (Vxu), entao’
d dpP d
—P(ug+etr)] =-=| :—Vx(u+en) , Vnev?, (4.28)
de —o dF|, ~de =0
a linearidade do operador Vx permite escrever
d . "
—Vx (ug+ea)] = Vxu. (4.29)
de —o
60 segundo e o terceiro termo em (4.14) nao dependem de u.
"Sabe-se que d(giu) = %, uma vez que F = Vxu + L



)

A substitui¢ao das duas tltimas equagoes em (4.27) fornece

d dP
—R } — =

e=0

L Vxt: VxndV, Vne ¥, (4.30)

Uo

onde, % w €0 modulo tangente continuo C%, Eq.(3.105), definido em uy.

Para deformacgoes infinitesimais. Aplicando a defini¢do de R (u,n) para o caso

infinitesimal, Eq.(4.16), na expressao (4.26), chega-se a®

d d
—R(u+ew,m)| = / —o (ug + €n) :VeindV, Yme 'V, (4.31)
de e=0 Qo de e=0
como o = o (V*u), entao
R do d_., R
i (up + en) » =7 . : av (ug + en) N (4.32)
a linearidade do operador V* permite escrever
d . N
—V¥(ug+ea)] =Via. (4.33)
de e=0

Empregando estas duas ultimas equagoes em (4.31), obtém-se

d d
—R(uy +eu,n)| = / v VéndV, VYme V. (4.34)
d€ =0 Qo de o

O termo Z—Z‘UO & 0 modulo tangente continuo C?4, Eq.(2.106), em uy.

4.6 Método de Newton-Raphson

Assim como no problema local, conforme Se¢ao 2.9, para a solucao de R (u,41,1n),
Eq.(4.20) ou Eq.(4.22), utiliza-se o método de Newton-Raphson, esquematizado a seguir.

Seja
w,, =u, k=0, (4.35)

onde, k denota o nimero da iteracao do método de Newton-Raphson, u,, é a solucao con-
vergida do subintervalo de tempo anterior. Para uma iteracao k, pretende-se determinar

Auf_ ,, tal que

R (ufzii 77) =R (ufz+1 + Aul:;-i—la 77) =0, Vne7.

80 segundo e o terceiro termo em (4.16) nao dependem de u.
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Utilizando a linearizagao feita na Se¢ao 4.5, tomando a Eq.(4.25), se tem

DR (w;yy,m) [Auyp ] = =R (wp,0.m), Vo€, (4.36)

Para deformacoes finitas. Utilizando a Eq.(4.30) em (4.36), obtém-se

: Vx (Aul ) : VxndV, Vne v, (4.37)

k
un+1

dP
DR (u.m) [au,] = [ 48

onde, o termo

@)=, 439

¢ 0o modulo tangente consistente viscoplastico definido em uf ;. Para deformacoes finitas

k
u'n+1

a forma geral de (é“p> é dada em (3.109). Sua particularizagdo ao modelo J; é feita
n+1

quando o operador tangente D ¢é calculado segundo a Eq.(3.202).
Entao, a equacao incremental do trabalho virtual linearizada, para deformacoes finitas,

considerando uma iteracao k, é dada como

~ k
/ (CUP> » : VX (Auﬁﬂ) . VX’ndV =-R (ui-i-l’ 77) , ‘v’n c ’1/’ (439)
Qo n

com

R (uf,,,n) = / Pl VxndV — /

QQ Q0

pobpy1 - mdV — / thy1 - MdA, (4.40)

oy

- k k k+1
que deve ser resolvida para Au; ;. Vale lembrar que u;_,, u; | € 1.

Para deformacgoes infinitesimais. Fazendo uso de (4.34), reescreve-se (4.36) como

DR (u*,,,n) [Aut, ] = / da| s (Auk,,) : VPndV, Ype v,  (4.41)

0, de

k
un+1

onde, define-se

(évp)k _dop (4.42)

n+1 o de

k
un+1

o m6dulo tangente consistente viscoplastico dado em uf ;. Para o problema de deforma-

¢oOes infinitesimais (é”p) é calculado pela Eq.(2.110) e particularizado ao critério de
n+1
escoamento Jy em (2.221).

Agora, a equacao incremental do trabalho virtual linearizada, para deformacao infini-
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tesimais na iteracao k, é dada como

- \k
/ <Cvp> » VA (Aufﬁ-l) :VindV = —R (uﬁﬂ,n) ., Vmev, (4.43)
Qo n

com

R (k) = |

of . VindV — /
Qo

Qo

o

: k
que deve ser resolvida para Auy ;.

Uma vez obtida a solugio Au®_,, entdo se faz

uﬁill — uﬁ+1 + Aqu—&—l' (4.45)

E assim, calcula-se o residuo R (ufl_ﬂ, n), se este for menor que a tolerancia e, isto é, se

R (uf11,m) < et (4.46)

o algoritmo ¢ finalizado e atualiza-se

W, ubtl (4.47)

Caso contrario se faz
o (4.48)
ke k41, (4.49)

e o algoritmo ¢ reiniciado.

4.7 Discretizacao Espacial - Método dos Elementos Finitos

As equagoes linearizadas (4.39) e (4.43) devem ser solucionadas para Auf_,. No en-
tanto, solucoes exatas para estes problemas sao possiveis apenas quando se trata de um
corpo com geometria, teoria constitutiva e condi¢oes de contorno muito simples. O que
na grande maioria das aplicagoes de engenharia nao ocorre. Assim, é necesséario recorrer
a técnicas numéricas, as quais possibilitam obter solucoes aproximadas. Neste trabalho
adota-se o método dos elementos finitos (MEF'). Sua simplicidade e generalidade o tornam
um método atrativo a uma ampla gama de problemas nao lineares (Oden, 1972).

Aqui, apresenta-se uma breve descricao da aplicacao do MEF a solucao de problemas
nao lineares quasi-estaticos de mecanica dos sélidos. Para uma discussao mais detalhada
sobre o assunto ver, por exemplo, Belytschko et al. (2000), Bonet e Wood (1997), Hughes
(2000), Oden (1972) e Zienkiewicz e Taylor (2000b). Para aspectos referentes & progra-

macao e tecnologia de elementos uma referéncia ttil é o livro de Dhatt e Touzot (1984).
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Seja uma funcao vetorial continua a : €29 — R™, onde ng é o nimero de dimensoes
do campo vetorial a. O MEF pode ser descrito como um procedimento que aproxima
fungbes continuas por um modelo discreto, neste caso a funcao a(X). Seleciona-se um
ntmero finito nx de pontos (noés) em €. Sendo que nestes pontos os valores de a (X) sao
especificados. O dominio da func¢ao é representado de forma aproximada por um ntimero

finito n. de subdominios (elementos) Q(()e) conectados por seus nos de fronteira, tal que,
Qg ~ "y = ?leff). (4.50)
e=

A funcao a (X) pode ser localmente aproximada em cada subdominio Qée) por meio de

seus valores nodais e funcoes de base associadas a cada n6 do elemento, tal que,
a(X)~"a(X) =) a'N (X)), (4.51)
i=1

onde a’ é o valor da fungao a (X) para o n6 i cuja coordenada é X?, isto &,
a'=a(X'). (4.52)

O termo n,, representa o numero de nos do elemento, Ni(e) (X) é chamada de funcdo de
interpolacdo associada ao no6 i do elemento €. Esta funcao possui suporte compacto, isto
é, possui valor ndo nulo apenas sobre Qée). Além disso, Ni(e) (X) é definida de forma a
satisfazer a propriedade!®

N (X9) = 6. (4.53)

Ainda, a funcdo Ni(e) (X) possui a propriedade de particdo de unidade (PU), tal que,
SN (X) =1, vXeqy. (4.54)
i=1

A aproximagdo global de a (X), sobre "Qg, é feita por partes (piecewise approzvimation)
utilizando ny fungoes de interpolacao globais N7 (X), associada a cada né global i. Esta
funcao é nao nula apenas sobre os elementos que compartilham este mesmo no, ver Figura

4.2. Assim, a forma aproximada de a (X) sobre ") ¢ dada por

ha (X) = Zawf (X). (4.55)

9Considera-se um elemento de classe C°.
0— i#3j
1= i=j

100 termo §;; ¢ o delta de Kronecker, sendo: §;; = { i,j=1{1,2,....,n,}.
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Muitas vezes é conveniente escrever a expressao (4.55) na forma matricial
ha(X)=N?(X)ad, (4.56)

onde, N9 (X) é a matriz de interpolagdo global. Para um dominio de ngy dimensées, N9 (X)

é dada por
N9 (X) = [diag [N{ (X)] diag [N (X)] ... diag [NgN (X)H , (4.57)

onde, diag [N{ (X)] denota uma matiz diagonal ng X ng definida como

NY (X) 0 0
| 0 NY(X) -0
diag [N} (X)] = . . 0 (4.58)
0 0 o NI(X)
O termo @ é um vetor contendo os valores de a (X) em cada no6 global, tal que
al = [ai,...,a}zd, ...... ,a?N,...,aij] , (4.59)

sendo a’ o i-ésimo componente do vetor a referente ao no global j.

NG (X') =1 NS (X)

Figura 4.2: Interpolacdo por elementos finitos. (a) Fungdo de interpolagao local; (b)
Funcao de interpolacao global.
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4.8 Discretizagao Espacial do Trabalho Virtual

A solucao numeérica de (4.39) ou (4.43) pelo MEF consiste em substituir os conjuntos
funcionais 7" | e ¥ pelos respectivos conjuntos discretos ".7% | e "¥ | definidos, nesta

mesma ordem, como

hot = {hu (X) = ZuiNig (X) [u’ = 1,41, X' € 895} , (4.60)
i=1
e y
hy = {hn (X) = ZniNf (X)|n' =0, X' € 895} : (4.61)
i=1

Lembrando que # e ¥ referem-se aos deslocamentos e aos deslocamentos virtuais cine-
maticamente admissiveis, respectivamente.
Nota-se que a definicao dos conjuntos h%ﬁl e " faz uso do resultado (4.55), isto ¢,

ao substituir 7" | e ¥ por suas versoes discretas em (4.39) e (4.43) assume-se que

Aut,, (X) ~ A, (X) = Z (Au)! | N/ (X)), (4.62)
n(X) ~"n(X) = Z"W"g (X). (4.63)

Ou ainda, analogamente a (4.56), as expressoes (4.62) e (4.63) podem ser reescritas na

forma matricial, respectivamente, como

A, (X) = N (X) Ak, (4.64)

"n (X) = N (X) 7, (4.65)

onde, Au%_ | e 1] sdo os vetores globais contendo os valores nodais de Auf , (X) e n(X),
respectivamente.

As expressoes matriciais sao uteis para facilitar a notacao utilizada na formulagao e
também & implementacao computacional dos problemas. No entanto, as formas matrici-
ais mostradas anteriormente referem-se a um problema com um campo de n, dimensoes
e ny pontos nodais, isto ¢, o problema discreto possui um total de ng.ny graus de li-
berdade. A seguir simplifica-se a notacao com a adocao de hipoteses de estado plano de
tensoes/deformacoes e de axissimetria. Também sido adotadas formas matriciais especifi-
cas para [Vx (), P| e [V*(+), o], as quais sdo necessarias a discretizacao das Eqgs.(4.39) e

(4.43), respectivamente.



81

Estado plano de tensoes/deformagoes. Assumindo ng = 2, o vetor deslocamento

u (X) se torna
u’ (X) = [ur (X)), w2 (X)], (4.66)

onde, uy (X) e uy (X) sao os deslocamentos nas diregoes 1 e 2, respectivamente.

Para um campo vetorial genérico a = N9a : "Q0y — R?, se tem!!

a1 (Via)),
Via(X) = B (X)d = a2 =1 (Va)y, |, (4.67)
1.2 + a2 1 2 (Vsa)12
onde,
N0 | Ng 0 | [N 0
BYX)=1| 0 N/,| 0 N |-~ 0 NI, |, (4.68)
Niq,z Niq,1 Nzg,2 Néq,l NngN,2 NgN,l

é o operador gradiente simétrico global na forma discreta, onde emprega-se a notagao

(4.69)

ara (Vea),
VS
Vxa(X) 6 (X)a— | 2| = | Vahe | (4.70)
a1 (Vea),,
s, (Vea),,
onde,
N0 | Vg 0 [ N, 0
NY 0 NY 0 .o | NY 0
Gg (X) _ 1,2 2,2 ny,2 ’ (471)
O ng,l O Nég71 st O N’ngl
0 Nﬂ2 O Néq72 st O NTgLN,Z

é o operador gradiente global na forma discreta.

Os tensores de tensoes o e P sao dados na forma vetorial, respectivamente, por

o — 63T = [ 011 O99 012 :| y (472)

P Pl — [ Py Pu Py Py ] . (4.73)

1E omitido o sistema de coordenadas no qual é tomado o gradiente V* (-), pois aqui este é empregado
em problemas com deformacoes infinitesimais e para estes tal distingao nao se faz necessaria.
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Axissimetria. No desenvolvimento do modelo axissimétrico utiliza-se um sistema
de coordenadas cilindricas. A relacdo entre este e o sistema de coordenadas cartesiano,

considerando um campo vetorial a = N9g : ")y — R3, ¢ dada por
a1 <> Ay, Ao < Ay, A3 < g (4.74)

X & r, Xy & z, X3 & 9, (475)

O gradiente Vx (a) em coordenadas cilindricas, adotando as hipoteses de axissimetria

a, =a,(r,z), a,=a,(r,z), ap=0, (4.76)
é dado por
Qrr G 0
Vx (a) = Azr Az 0 <477>
0 0 =

Este, seguindo a notacao matricial, pode ser expresso como

Qr,r (Vea),
Qrz (vsa)12
Vxa(X) = G (X)a = a., | = | (Va)y | (4.78)
Qz,z (Via)y,
L L (V*a)y, |
com _
N{, 0 | NJ. 0 Nigr 0
Nﬁz 0 Ngvz 0 Nﬂlw 0
GX)=| 0 N,| 0 N, | | 0 N, | (4.79)
0 N_| o N.| | 0 Nf.
R B I R B

Seguindo este raciocinio a parte simétrica de Vx (a) ¢ mapeada da seguinte forma

(Va),,
yAvA VS
Vea(X) - B (X)a=| _ | Va, | (4.80)
afr,z + az,r 2 (Vsa)12

o (Vsa)33
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com
Ny, 0 | N3, 0 Nior 0
0 N o NL| | 0o NY
BY(X) = 12 22 N (4.81)
Niq,z Niq,r NQQ,Z Néq,r N;L]N,z N’;LIN,T
ISR v | e "

Os tensores o e P, dentro do contexto de axissimetria, sdo escritos na forma vetorial

segundo os respectivos mapeamentos

o — ET = |: 011 O92 012 033 ] s (482)

P P = [ Py Po Py Py Pi ] . (4.83)

4.8.1 Discretizacao Espacial para Deformagoes Infinitesimais

Utilizando os resultados anteriormente apresentados, particularmente (4.64), (4.65),
(4.67) e (4.72) para problemas planos, (4.80) e (4.82) para problemas axissimétricos, a

forma discretizada de (4.43), ap6s algumas manipulagoes, é dada por

~ k o
/Q (BT (cvp) | BVATL, = ~R(a), (4.84)
0

com

R (i} ) = / (BY)" &ty dV — / po (N9 by ydV — / (N9 tpiadA,  (4.85)
Qo Qo ooy

onde, C*P é a versao matricial adequada do tensor de quarta ordem C*?, dado em (2.123).
Na Eq.(4.84) o termo definido como

(ﬁ.‘m>k = /Q BN & ,,dV, (4.86)

¢ chamado de for¢a interna global no instante t,,1 na iteracao £ do método de Newton-

Raphson, e o termo

(ﬁaxt) +1 E/ Po(Ng)Tbn+1dV+/ (N)" t,11d4, (4.87)
n Qo

oy

¢ denominado de forca externa global, em t,.1. Ainda, define-se a chamada matriz de

rigidez tangente global

(Ke)pir = /Q 0 (BY)" (C“p):ﬂ BYdV, (4.88)
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para o instante t,,; na iteracao k . Com isto, o incremento dos deslocamentos nodais

globais Au%_, é calculado por

At =~ [(K:r’)nﬂ}1 {(ﬁm)iﬂ - (ﬁxt>n+l} . (4.89)

Contribuicao dos elementos finitos. No contexto do método dos elementos finitos
um importante aspecto a ser destacado é que é possivel determinar ﬁnt, ﬁa:t e Kr a partir

da contribuicao de cada elemento, o que é, respectivamente, expresso por

Fr = A (). (4.90)
Jar= A (1) (4.91)
e Kr= A (). (4.92)

onde, o operador de montagem de elementos finitos, A, implica que cada componente de
ﬁm, ﬁxt e Kp, associado a um né global particular, seja obtido a partir da soma das
contribui¢oes dos elementos que compartilham este mesmo n6. Os termos fmt, f e K ()

sao calculados, respectivamente, por

e en? o

o = / (B & dv, (4.93)

Qfe)
f_éii:/ po(N@)deV—/ (N tdA, (4.94)

Qe) o0te)
e

K = / (B CBE gV, (4.95)

Ole)

Para um elemento genérico e de n, nés a matriz de interpolacio local N©© é dada por
N© (X) = [diag [Nf‘” (X)} diag [N;e> (X)} ... diag [N(© (X)]] o (4.96)

e o operador gradiente simétrico local B®) (em analises de tensdes/deformacoes planas)

tem a forma

N o | NS o N, o
BYO(X)=| 0 N9 0 N 0 N, (4.97)
NG N | NS NS N, N

A versio de B(®) para problemas de axissimetria segue analogamente & expressio (4.81).
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O tamanho da matriz N®) e caracteristicas matematicas das funcoes Ni(e) (X) depen-
dem do elemento finito empregado, uma ampla gama de elementos pode ser encontrada
em Dhatt e Touzot (1984). Aqui sdo utilizados os elementos: triangular de 6 nos, quadri-
lateral de 4 nos e quadrilateral de 8 nés, todos pertencentes a classe C°.

Normalmente, no contexto de elementos finitos as Eqs.(4.93), (4.94) e (4.95) sao in-
tegradas numericamente utilizando o tradicional método da quadratura de Gauss. Esta
escolha é motivada pelo fato de que geralmente as fungoes de interpolagao Ni(e) (X) séo
polinomiais, e com o nimero adequado de pontos de Gauss o método da quadratura é
capaz de integrar exatamente este tipo de funcao, para detalhes sobre a aplicacao desta

técnica ao MEF ver, por exemplo, Hughes (2000) e Zienkiewicz e Taylor (2000a).

4.8.2 Discretizacao Espacial para Deformagoes Finitas

Empregando os resultados (4.64), (4.65), (4.70) e (4.73) para problemas planos, (4.78)
e (4.83) para problemas axissimétricos, a Eq.(4.39), ap6s algumas manipulagoes, é obtida,

a equacao discreta

NT ( Eop g g ok 3 (7k
() (c )n+1 GUdVAT ., =R (a*,,), (4.98)

com

R(@n) = [ @) BV = [ o) Bradv = [ () tidd, (499)
Qo QO

o

onde, C* ¢ a forma matricial adequada do tensor de quarta ordem C~”f”, dado em (3.109).
Agora, a forca interna global ﬁnu a forca externa global f;t e a matriz de rigidez tangente

global Ky, em t,, .1 na iteracao k, sao definidas, respectivamente, como

N T Bh
(fm)nH = : (G?)" Py,,dV, (4.100)
<f_‘;mt>n+1 = /(\2 PO (Ng)T Bn—i—ldv + /691\/ (Ng)T En+1dA7 (4101)
¢ k
LA— AT [ cvp g
(K7)pyr = /QO (GY) (C )n+1 GYdV. (4.102)

~ —k
E entao, calcula-se Ay, por

At == [kei] | () = (7). (4103

Semelhantemente ao que foi feito para o caso de deformacoes infinitesimais, em de-

formagoes finitas os termos globais ﬁnt, Jim e Kr também sao obtidos a partir da con-
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tribuicio de cada elemento finito. Para um elemento e com n, nos (em andlises de

tensdes/deformacoes planas) a matriz local G ¢ dada por

e) N(e)

N0 ] NS0 0
N(e) 0 N(e) 0 . N(e) 0
G(e) (X.) = 172 (6) 272 (6) nn72 (6) (4.104)
O Nl,l O N271 A O Nnn,l
0 N9| 0o NI|--| 0o N,
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5 SOLUCOES ANALITICAS PARA PROBLEMAS
SIMPLES SOB DEFORMACOES INFINITESI-
MAIS

A seguir sao apresentadas algumas solucoes analiticas para problemas simples envol-
vendo modelos constitutivos viscoplasticos em deformacoes infinitesimais. Tais solugoes

serao posteriormente utilizadas para a avaliacao da estratégia numérica implementada.

5.1 Solugoes Analiticas para Casos Unidimensionais Simples

Neste topico serao mostradas algumas solugoes analiticas simples para problemas cons-
titutivos elasto-viscoplasticos de valor inicial, empregando os modelos linear e nao linear
de Perzyna e o modelo de Peri¢, semelhante ao que é exposto em de Souza Neto et al.
(2008). Sao derivadas as solugoes para dois casos simples, o primeiro onde verifica-se a
dependéncia da taxa de deformacao na resposta em tensao e o segundo onde analisa-se
o processo de relaxacao de tensao sob deformacgao constante. Para ambos os fenomenos
considera-se um problema unidimensional que, apesar de simples, sera ttil para analisar
se o modelo numérico, implementado no contexto de elementos finitos, é capaz de fornecer

uma solucao aproximada & exata para o caso unidimensional.

Problema unidimensional. Considera-se uma barra unidimensional submetida a
um alongamento, Figura 5.1(a), as historias do deslocamento prescrito 4, (t) sdo mostra-
das nas Figuras 5.1(b)-(c), onde a solicitacdo (b) sera utilizada na avaliacdo da dependén-
cia da taxa de deformagcao sobre a tensao e a solicitacao (¢) no avaliacao da relaxagao de
tensao sob deformagao constante. Supoe-se que a barra seja composta por um material
perfeitamente viscopléstico. Utilizando o critério de escoamento J,, o problema constitu-
tivo de valor inicial consiste na solu¢ao da seguinte equagao de evolugao, ver Eqs.(2.163)
e (2.165),

& (1) =4 (t) = (5.1)

sendo

(©(f (o)) (5.2)
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X
up(1,t) =Ty (t)
u,(0,t) =0 @ X =
X =0
Uy (t) 0,(t)
BT oo , o
B! i
1o i
T t T t
(b) (©

Figura 5.1: (a) Barra unidimensional em alongamento; Historia de u; (t): (b) Alonga-
mento & taxa constante; (¢) Alongamento constante.

Para o problema unidimensional, denotando a tensao axial por o, a taxa €"¥ se torna

2
zo 0 0
: 34(t) | °
P(t) =4 ——2 _1
& (1) \/; ol | 0~ 0
0 0 —%0
5 sign (o) 0 0
e (t) = 57 (1) 0 —3sign (0) 0 ,
0 0 —3sign (o)
desta dltima equagdo nota-se que €35 = €35 = —v*Pel}, onde P = 3, 0 que informa que

a deformacao viscoplastica é isocérica. Definindo
up _ _vp
en () =" (1),
a Eq.(5.1), para o caso unidimensional, passa a ser

EP(t) = \/gﬁ (t) sign (o), (5.3)

com
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5.1.1 Dependéncia da Taxa de Deformacao na Resposta em Tensao

Aqui a barra da Figura 5.1 é submetida a um alongamento monotonico linear, soli-
citagdo (b). Considera-se que a barra esteja inicialmente indeformada e que esta seja
deformada a uma taxa constante 3, de forma a provocar uma tensao axial o > o, > 0.
Relembra-se que para ¢ < 0, 0o material apresenta um comportamento puramente eléstico,

isto é,

0 = Ee para o < 0y, (5.5)

Entao, como o interesse estd na evolucao de £"P, considera-se que o instante inicial do
problema, ¢t = 0, ocorra quando o = o,. Desse forma, o problema de valor inicial consiste

em determinar " (t), tal que
=/ - ———"sign (o) (5.6)
Ui

£ (0) = 0, (5.7)

sejam satisfeitas. A funcao para a deformacao total € () pode ser expressa como

5@:&+%=&+% (5.8)

onde, > 0 ¢ a taxa de deformacao e ¢, ¢ deformacao de escoamento.

Modelo Linear de Perzyna. No modelo linear de Perzyna, conforme Eq.(2.211), a

funcao de fluxo viscoplastico, para o caso unidimensional sem endurecimento, é dada por

2

O(f (o) =/f(o(t) =15 (o)l =0y, (5.9)

Assim, para o > 0e f(o(t)) > 0, a Eq.(5.6) se torna

VP (1) = \/gf (‘;(ﬂ) _ ;U(w — Oy (5.10)
2F

n

230

Utilizando a expressao (5.8), chega-se ao problema de valor inicial para o modelo linear

:§Zk@—ymw—m. (5.11)

de Perzyna. O qual consiste em encontrar €7 (t), que satisfaca

ww:§W—wwL (5.12)

cOoIm

" (0) = 0. (5.13)
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Onde 77 = 2n. A solugao para o problema (5.12)-(5.13) ¢ dada por

i 2o (<)) 610

Sabendo que o (t) = E [e (t) — P (t)], a partir de (5.8) e (5.14) encontra-se uma expressao

para a tensao

E
o(t)=o0,+n0 [1 — exp (—%t)} : (5.15)
Rearranjando a Eq.(5.8), se tem o tempo em funcao de € (¢)
e(t) — ¢y
= "y 5.16
3 (5.16)

e com isso, obtém-se a seguinte expressao para a relacao o — ¢

o (1) :0y+776{1 —exp {—ﬁ%(g (t) —gy)] } (5.17)

onde observa-se explicitamente a dependéncia da taxa de deformacao [ sobre a resposta

em tensao o ().

Modelo Nao Linear de Perzyna. Para este modelo, segundo Eq.(2.214), a fungao
©(f (o (t))) se torna

©(f(o(t) = [M]m = [Mr = [Io(t)l —~ 1]m. (5.18)

Oy Oy Oy

O que permite reescrever a Eq.(5.6) como (com o > 0)

e (1) = \/g% {aa(yt) - 1r (5.19)

pela Eq.(5.8) se tem

2 (1) = \/% [&_g—ip(t)]m (5.20)

E assim, o problema de valor inicial, para o modelo nao linear de Perzyna, consiste em

encontrar £ (t), tal que

27 (1) — % [w]m (5.21)

" (0) = 0. (5.22)
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Onde 1 = \/gn. Para simplificar adota-se m = 2, mantendo a nao linearidade na depen-

déncia da taxa . Entao, para o problema (5.21)-(5.22), a solugao é

" (t) = Bt — tanh (?Tt) Vipe,. (5.23)

Para a qual, chega-se a seguinte relacao o — ¢

VB
nBey

a(t)zay{1+tanh[ (5(15)—@,)} ﬁﬁ}. (5.24)

Modelo de Perié. No modelo de Peri¢, ver Eq.(2.218), a fungdo © (f (o (t))) assume
a forma (Peri¢, 1993)

O(f (o (1) = f(a(t\)/);\/g% —1:{"’(t)|]m_1. (5.25)

Empregando esta tltima em (5.6), chega-se a (com ¢ > 0)

2 (g = \/% { {%)r _ 1} (5.26)

utilizando (5.8)

- B[ )

O que leva ao seguinte problema de valor inicial. Determinar "7 (¢), de modo a satisfazer

s'vp(t):iHﬁt+€y_gvp(t>r—1} (5.27)

n €y

" (0) = 0. (5.28)

Onde 1 = \/%77- Assim como no modelo anterior, atribui-se m = 2. E entao, o problema
(5.27)-(5.28) & solucionado por

e’ (t) = Bt + ¢, — tanh {ﬁ%y [t\/l + 73 + arctanh (ﬁ) f]ey} } gV 1+ 18,
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A partir desta solucao, é obtida a seguinte expressao para o — ¢

[m (e (t) — &,) + arctanh (ﬁ) ﬁﬂay} } o7/ T+ 5.

(5.30)

o (t) = tanh {ﬁﬁefy

5.1.2 Relaxagao de Tensao sob Deformagao Constante

Agora, a barra da Figura 5.1 é alongada instantaneamente, solicitacdo (c), de forma

a obter uma deformagao total ¢ — cte, produzindo uma tensao o > o, > 0. Sob este

alongamento instantaneo, utilizando resultados do fenémeno apresentado na Secao 5.1.1,

assume-se que a deformacao viscoplastica P seja nula em t = 0, tal que, nesse mesmo
instante

0 (0) =09 = Fe. (5.31)

Isto ¢, a deformacao € aplicada instantaneamente provoca um comportamento puramente

elastico no material, em ¢ = 0. Assim, a tensao na barra serd governada por
o(t)=FEle—e"(t)] =09 — Ee (1), (5.32)
onde, a evolugao de "7 (t) se da de acordo com a Eq.5.1, que a seguir é particularizada

para os diferentes modelos viscoplasticos.

Modelo Linear de Perzyna. Tendo e vista as Egs.(5.10) e (5.32), o problema de
valor inicial referente ao fenémeno de relaxacao de tensao para o modelo linear de Perzyna

fica definido pelo que segue. Determinar P (t) que satisfaga

2 () = % (00 — E<™ (1) — 0, (5.33)
= (0) = 0. (5.34)

Onde 77 = 27. O problema (5.33)-(5.34) ¢ solucionado por

o (1) = % (00— 7,) {1 ~ exp (-%t)] | (5.35)

Substituindo essa solugao em (5.34), obtém-se a expressao para a evolugio de o

o(t)=0,+ (00 — 0y) exp <—%t) : (5.36)

Modelo Nao Linear de Perzyna. Neste caso, utilizando (5.19) e (5.32) escreve-se

o problema. Encontrar £'? (t) que satisfaca
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1 — Fe"P (1 i
e () =~ |T02C ® _4 (5.37)
n Oy
e?(0) =0. (5.38)
Onde 1 = \/gn. Cuja solucao, para m = 2, é dada por
e (t) = too = 0y)° (5.39)
Et (o9 — 0y) + 1702 '
E a partir de (5.32)
Et (09 — 0,)°
o (t) = gy — (90 = 0y) . (5.40)
Et(og —oy) + o
Ainda, se 0y = Aoy, com A > 1, a evolucao de o se torna
A—1)
o (t) = |- (—)NU Oy. (541)
(A=1)+ 2

Modelo de Perié. Com base em (5.26) e (5.32), define-se o problema de valor inicial

para a relaxacdo de tensdo do modelo de Peri¢. Determinar € (¢), de modo a satisfazer

E (1) = = [ (5.42)

oo — EevP (t):| " 1
Ui

" (0) = 0. (5.43)

Onde 1 = \/%77- Uma solugao analitica, dita simples, para (5.42) e (5.43) é possivel

somente para m = 1, onde obtém-se

1 E
e (t) = o) (00 — 0y) [1 — exp (—Et)} : (5.44)
E a seguinte equacao de evolucao para o
E
o(t) =0, + (09 —0y) exp (—~—t) : (5.45)
Noy

Nota-se que para m = 1 os modelos de Peri¢ e nao linear de Perzyna sao iguais e lineares,

diferindo do modelo linear de Perzyna quanto ao “tempo adimensional”’, que para este

%, enquanto que para os outros dois se tem Lt

ultimo é dado pelo termo
noy
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5.2 Solugao Analitica para Cilindro Espesso Rigido-Viscoplastico!

Aqui verifica-se a solucdo para um cilindro espesso feito de um material rigido-
viscoplastico. Considera-se que ao diametro interno do cilindro, seja prescrito um des-
locamento radial u, (¢) a uma taxa constante v,, conforme o que é mostrado na Figura
5.2.

Para este problema considera-se estado plano de deformacoes, o que permite assumir

(j& em coordenadas cilindricas)

Erz = E€02 = Ezz = 0 (546)

Como o material é rigido-viscopléstico se tem

ef=0<=¢e"=e¢, (5.48)

entao, utilizando o critério de escoamento Js, segundo Eq.(2.160), escreve-se

S
€ ="Y—, (5.49)
S]]
com .
=5 (©(f (o,A))). (5.50)
Considerando 4 > 0, reescreve-se
Flo.A) =07 () =67 (4). (5.51)
As componentes de € em coordenadas cilindricas sao
S’/‘T
Erp =7 (5.52)
S]]
. . Seo
€00 = Vi (5.53)
ISl
. . S?”9
o =7 (5.54)
ISl
SZZ
€ =Y7ar =0 (5.55)
ISl
ST’Z
ISl

!Esta solugdo segue a linha proposta por Peirce et al. (1984) para um material viscoso ndo linear, o que
também pode ser visto em Shames e Cozzarelli (1997). A abordagem para um material viscoso nao linear
com endurecimento isotropico nao linear pode ser encontrada em Leu (2003).



. S@z

- i
== 78]

O célculo da tensao desviadora S,, fornece

1
Szz = 0zz — § (Urr + 0gg + Uzz) )

tendo em vista a Eq.(5.55) é possivel afirmar (para 4 > 0)

Ozz — g (Jrr + 0g9 + Uzz) - 07

de onde conclui-se que (Shames e Cozzarelli, 1997, p.554)

Opr + 09

Ozz =

95

(5.57)

(5.58)

(5.59)

(5.60)

Figura 5.2: Cilindro rigido-viscoplastico com deslocamento prescrito @, (t) em r = a.

A Eq.(5.60) mostra que o coeficiente de Poisson para deformagao viscoplastica v*?,

assim como mostrado para o caso unidimensional, é igual a %, o que informa que o material

rigido-viscopléstico é incompressivel.
Das Egs.(5.56) e (5.57) conclui-se que

Or, = 09, = 0.

Com isso, o tensor desviador de tensao se torna

Orr Org 0 N 1

Orr + O
S = Or9 Opp 0 - TOG 0
0 0 Jrr-gtfea 0

(5.61)

(5.62)

o = O
= o O
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Com a condigdo de axissimetria sabe-se que 0,9 = 0, ver Timoshenko e Goodier (1969);
Sadd (2009), entao

O 0 0 N 100
S=1| 0 o 0 —w 010 (5.63)
0 0 ofow 00 1

0'7‘7‘50'09 0 O
S = 0  —gufow o, (5.64)

0 0 0

e a norma de S )

ISl = 7 |ovr — 000l - (5.65)

A partir das Eqs.(2.133) e (5.51), se tem

flo,A) =S| - \/g[ay +A(@)]=07"(9)

IS[I = \/g[UerA(a)] +071(9). (5.66)

Pela Eq.(5.64) nota-se que S, = —Sgy, e assim (supondo S, < 0)
IS|| = V28, (5.67)

Substituindo (5.67) em (5.66), chega-se a

1 1
1 1
S = 7= [0, + A ()] + 5567 (1), (5.69)

Rearranjando a Eq.(5.63)

o =S, Trr 1 066 (5.70)
2
Opr + 0
099 = Sep + Tee. (5.71)
Com estas quatro tltimas equacoes substituidas na equacao de equilibrio?
aarr Opr — O
+ % -0, (5.72)

or r

2Esta equagdo de equilibrio é a versdo em coordenadas polares de div, (o) + pb = 0, sob as hipéteses de
axissimetria e com b = 0, ver, por exemplo, Sadd (2009) e Timoshenko e Goodier (1969).
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chega-se a seguinte equacao diferencial

Oo,, 2 (1 (N
o2 o+ Al + 567 () =0 6.73)

Entao, o problema consiste em resolver essa equacao para o, com as condicoes de contorno

adequadas em r = a e/ou r = b. Sendo posteriormente calculadas as tensoes

2 = .
o= —loy+ A )]+ V207 (3) + 0y (5.74)
s IO, (5.75)

A pressio interna limite pl™

lm ¢ calculada por®

lim

P = —Orr ((l) . (576)

Em coordenadas cilindrica, a condi¢do de incompressibilidade* requer que

ov, v,
LA 5.77
or * r 0 ( )

onde, v, é a velocidade radial em um ponto (r, ). Considerando um problema controlado
pela velocidade, sendo v, a velocidade de expansao da parede interna do cilindro, entao a

velocidade radial fica sendo

UrQ
. = ) 5.78
o= (579)
E assim, sao obtidas as taxas das deformacoes
ov,. Uy
.7“7“ = = - 5.79
c or r? ( )
Uy UrQ
g = — = 5.80
0= =3 (5.80)
€,, =0, (5.81)
dessa forma, o multiplicador viscoplastico fica dado por
. . \/517,,@
= el = ——, (5.82)

r

3Considera-se pressao interna positiva (p; > 0) aquela que tende a expandir o cilindro.
40 principio da conservacdo de massa, na forma Euleriana, DQthO po (X)dV = DQthp(x,t) dv, para
materiais incompressiveis resulta na condigio div, (v) = 0 (Asaro e Lubarda, 2006; Gurtin et al., 2010).
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e a deformacao viscoplastica acumulada como

t /2 2 L 3.a 2 vya
o= —|lell dt = — —dt = ——t. 5.83
/0 \/; Jefde = = / = (5.83)

Com a determinagdo 4 e a em fungdo de 7, a seguir particulariza-se a fungao ©~1 (%) para
os modelos viscoplasticos ja apresentados anteriormente, a fim de solucionar a equacao

diferencial (5.73). Onde sera considerado um material perfeitamente viscoplastico (A =
0).?

Modelo Linear de Perzyna. Com base na Eq.(2.211), para este modelo viscoplés-

tico a funcio ©~! (¥) passa a ser

6 (3) = . (5.84)

Entao, a equacao diferencial (5.73) para o modelo linear de Perzyna (com A = 0), se torna

do,, 2 1
- ——(&Jr—m):O,

or r\V3 V2

de acordo com (5.82)

00rs _ 20y \ V2100 _ (5.85)

or \/_7" r

Resolvendo esta para o,..(r), com o,,(b) = 0, obtém-se

o (1) = nha (le _ %) + 2% (7). (5.86)

E a partir dessa, conforme Eqs.(5.74) e (5.75), sdo calculadas as seguintes componentes

a6 (1) = nina (b—i + 712> 27 [1 +1n ( )] (5.87)

0. (1) = ”Zga + 2%’ B +1n (%)} . (5.88)

E a pressao limite segundo (5.76)

de tensao

(5.89)

Modelo Nao Linear de Perzyna. Para o modelo viscoplastico em questao, a partir

®Considera-se aqui um material sem endurecimento a fim de facilitar a solu¢dao da equacdo diferencial
e também a interpretacdo dos resultados obtidos, pois quando A = 0 a pressdao limite ndo depende
explicitamente do tempo t, apenas da velocidade prescrita v, e dos parametros materiais 1 e m para os
modelos nao lineares, bem como dos parametros geométricos a e b.



99

da Eq.(2.214), a funcdo ©~! (%) é particularizada como (com A = 0)

071 (%) = @% ()7 (5.90)

Sendo obtida a seguinte equacgao diferencial

do,. 20y L
el AN bl m] =0,
o " [ +(n7)
utilizando (5.82)
do,. 20y 1 /U I
2%y zm( ) —0, 5.91
ar  /3r [ ™ 1 (5.91)
com o,,.(b) = 0. De onde é obtida a solugao
(r) 20y [zl_zm (o )g (b‘l _;) 4 <7“>] (5.92)
o (1) = =2 (2720 m(nv,a)™ (b"m —r~m n(-)|, :
% ! b
e também, respectivamente, de acordo com (5.74), (5.75) e (5.76)
2 1-2m
oy (1) = % [Zﬁ (n@ra)% rom 2%771(7717?@)% (b_% - 7“_%> +1In (%) + 1} (5.93)

0., (r) = % {21531m (n@ra)% [mb_% +(1—m) 7“_%} +1In (g) + %} (5.94)
pim = % [Q%m(n@,)% (a%b_% — a_%> +1In (%)] . (5.95)

Modelo de Perié. No modelo de Peri¢ a fungdo ©~1 () é obtida a partir de (2.218),
o que resulta em (com A = 0)

o7 (4) = @% [GERVEESR (5.96)

Substituindo essa equacdo em (5.85), obtém-se

utilizando (5.82)
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com o,,.(b) = 0. Que é solucionada por

20 r % 24+m
o (1) = 228 (\/ﬁn@,.a + 52) 5 de. (5.97)
V3 Jy
A solugao da integral (5.97) depende da defini¢do de m. Apos o célculo de o, (1), com
base em (5.74) e (5.75), sao calculadas as componentes de tensao ogy (1) € 0., (r) e também
a pressao limite pl™ segundo (5.76).

Os trés modelos viscoplasticos devem recuperar o comportamento independente da

taxa de deformagao quando tomado o limite n — 0, e assim, a tensao o, (1) e a pressao

limite pi™ sdo dadas segundo as respectivas solugdes propostas por Hill (1950)
20 r
o (r)=—"2=1In (—) 5.98
, 20 a
im 20y (-) . 5.99
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6 AVALIACAO NUMERICA DOS MODELOS

No presente capitulo sao apresentados alguns resultados, obtidos com o método de
elementos finitos aplicado a solu¢do de problemas de valor no contorno e inicial (PVCI),

envolvendo materiais elasto-viscoplasticos.

6.1 Deformacgoes Infinitesimais

Para deformagoes infinitesimais, os resultados numéricos sao comparados a solucoes
analiticas disponiveis para problemas simples, como o caso unidimensional e o cilindro
em expansao, ambos descritos no Capitulo 5. Avalia-se também um problema de referén-
cia, que consiste na extensao de uma placa com furo, bastante utilizado em analises de
(visco)plasticidade, ver, por exemplo, Alfano et al. (2001), Peri¢ (1993) e Simo e Taylor
(1985).

X2
U (t)
4 3
1Elemento
1mm 8GDL
axiss.
1 2
X

Imm

Figura 6.1: Modelo de elementos finitos para o problema unidimensional.

E [GPa] | v [-] | o, [MPa] | 05 [MPa] | § [-] | H [GPa]
200 | 0,3 | 100 | 100 | 0 | 0

Tabela 6.1: Propriedades elasticas e plasticas para o problema unidimensional.

6.1.1 Comparacao dos Resultados Numéricos com as Solucoes Exatas Unidimensionais

Na Secao 5.1 foram desenvolvidas algumas solucoes analiticas referentes aos modelos

elasto-viscoplasticos unidimensionais sob deformagcoes infinitesimais. Foram abordados os
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fendmenos de dependéncia da taxa de deformacgao na resposta em tensao e de relaxagao
de tensao sob deformacao constante. Nesta secao, estes resultados sao utilizados para
demonstrar a capacidade da estratégia numérica (MEF e modelo constitutivo) na captura
de tais fenomenos.

O modelo de elementos finitos empregado a andlise unidimensional é mostrado na
Figura 6.1, onde sao observadas as condicoes de contorno e a malha utilizada, sendo esta
composta por 1 elemento bilinear! (4 nds) sob a hipotese de axissimetria em torno de .

A historia do deslocamento prescrito 4z (t) segue analogamente as Figuras 5.1(b)-(c),
sendo o caso (b) utilizado na avaliagao da dependéncia da taxa de deformagao e o caso

(c) na avaliagao da relaxacao de tensao.

Dependéncia da Taxa de Deformacao na Resposta em Tensao

Avalia-se a dependéncia da taxa de deformacao na resposta em tensao de um material
elasto-viscopléstico, empregando a analise incremental com o método de elementos finitos.
Verifica-se o comportamento do material segundo os modelos linear e nao linear de Perzyna
e o modelo de Peri¢, cujas solugbes exatas sdo dadas respectivamente por (5.17), (5.24)
e (5.30). As solucoes exatas servem de referéncia aos resultados numéricos, o que pode
ser visto, respectivamente, nas Figuras 6.2-6.4, verifica-se a influéncia do termo 78 na

resposta em tensao dos materiais.

+ —exatonpB - 0
350 * —exatonp = 10
+ - exatonp =50
R — —exatonf =100
- exato np = 300
exatonp = 10°
numer.nB - 0
numer. np = 10
numer. nf =50
numer. np = 100
numer. nf = 300

* numer.nB = 10°

olo
o

v ©

ele
y

Figura 6.2: Curva tensao-deformagao para o modelo linear de Perzyna com diferentes
valores de nf, 20 incrementos.

INesta analise é utilizado apenas 1 elemento finito bilinear, uma vez que este é capaz de representar
exatamente um estado de tensdo constante (Hughes, 2000; Zienkiewicz e Taylor, 2000a).
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25

olo
N

15

0.5

—exatonpB - 0

|—exatonpf =0.1

exatonB =1

—exatonB =2

e Vv O

exatonf =10
exatonp = 10°
numer.n - 0
numer.nB =0.1
numer.nB =1
numer.nf =2

- numer.nB =10

numer. np = 10°

ele
y
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Figura 6.3: Curva tensao-deformagao para o modelo nao linear de Perzyna com diferentes
valores de nf3, m = 2, 20 incrementos.

olo
N

14

R e o =

—exaonpf - 0
—exaonB=0.1

e Vv O

exatonB =1

‘|—exatonB=2

exatonp =10
exatonp = 10°
numer.nf - 0
numer.nB =0.1
numer.n =1
numer.n =2

- numer.nf =10

numer. np = 10°

ele
y

3.5

Figura 6.4: Curva tensao-deformagao para o modelo de Peri¢ com diferentes valores de

nB, m = 2, 20 incrementos.

A aplicagao da rampa de u (t) é realizada com 20 incrementos de 1 x 10~*mm, tota-

lizando um alongamento de 2 x 10~*mm. Considera-se um material perfeitamente visco-

plastico, cujas propriedades elasticas e plasticas sao dadas na Tabela 6.1. A tolerancia

utilizada no método de Newton-Raphson, local e global, é e;,; = 1 x 1075, Para os modelos

nao lineares atribui-se m = 2.

A partir dos resultados das Figuras 6.2-6.4 é possivel observar a dependéncia da taxa de

deformacao na resposta em tensao de materiais viscoplasticos, de modo que quanto maior

a taxa de deformacao e/ou a viscosidade do material, representadas pelo termo 7/3, maior
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é a tensao observada. Nota-se que o limite inferior n8 — 0 recupera o comportamento
de um material independente da taxa de deformacao e que para valores elevados de nf3 o
material tende a apresentar um comportamento puramente eléstico.

Ainda, analisando as Figuras 6.2-6.4, as comparacdes entre os resultados numéricos
e analiticos mostram que a estratégia implementada é capaz de reproduzir a solucao
analitica para este problema, de forma que os resultados numéricos convirjam para a
solucao exata a medida em que a integracao numérica seja melhorada, isto é, & medida
em que o nimero de incrementos aumente. Esse fato fica mais claro nas Figuras 6.5-6.7,

onde sao avaliados diferentes incrementos no fenémeno de relaxacao de tensao.

Relaxacao de Tensao sob Deformacao Constante

Para a anilise do fenomeno de relaxacao de tensao, a solucao analitica para a evolucao
da tensao, considerando os modelos linear e nao linear de Perzyna e o modelo de Peri¢,
¢ dada conforme as Eqs.(5.36), (5.41) e (5.45), respectivamente. Utiliza-se uma tensao
inicial o9 = 20, aplicada instantaneamente. As propriedades elasticas e plasticas sao
descritas na Tabela 6.1. Os valores de 7 sao ajustados de acordo com o tempo adimensional
de cada modelo viscoplastico?. Para o modelo nao linear de Perzyna utiliza-se m = 2 e
para o modelo de Peri¢ m = 1. As analises sao realizadas para 20 e 100 incrementos. A

tolerancia utilizada no método de Newton-Raphson, local e global, é e,y = 1 x 107°.

—exato
+ numer. — 20 increm
o numer. — 100 increm.

olo

0 1 2 3 4 5 6 7 8
tempo admensional Et/n

Figura 6.5: Relaxagao de tensao para o modelo linear de Perzyna, 20 e 100 incrementos.

Nas Figuras 6.5-6.7 observa-se o comportamento da tensao adimensional - em fungao
Yy
do tempo adimensional, respectivamente para os modelos linear e nao linear de Perzyna

e para o modelo de Peri¢.

20s termos de tempo adimensional sdo: % para o modelo linear de Perzyna e % para o nao linear de
Y

Perzyna e para o de Perié.



105

Para os trés modelos viscoplasticos verifica-se que a tensao adimensional = aproxima-
Yy
se assintoticamente de 1. Porém, no modelo nao linear de Perzyna, Figura 6.6, como

utilizou-se m = 2, o intervalo adotado para % nao foi suficiente para que ¢ se aproximasse
Yy

de 0,, mas ainda & possivel observar o comportamento decrescente e assintotico da curva,

de forma que < — 1 para £L — co.
Oy oy

Os resultados numeéricos das Figuras 6.5-6.7 mostram que o algoritmo de solu¢ao (para
os trés modelos viscoplasticos) é capaz de representar o fendmeno de relaxagao de tensao,

convergindo a solugao exata com o aumento do nimero de incrementos.

—exato
+ numer. — 20 increm
o numer. — 100 incren

>

olo

3 4 5
tempo admensional Et/(r]cr>)

Figura 6.6: Relaxacao de tensao para o modelo nao linear de Perzyna, m = 2, 20 e 100
incrementos.

—exato
+ numer. — 20 increm
o numer. — 100 increm.

olo

3 4 5
tempo admensional Et/(r]o))

Figura 6.7: Relaxacao de tensao para o modelo de Peri¢, m = 1, 20 e 100 incrementos.
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6.1.2 Comparacao com a Solucao Exata para o Cilindro Espesso Rigido-Viscoplastico

Aqui utiliza-se 0 modelo numérico para a solucao do problema exemplificado na Figura
5.2. Para tal, é proposto o modelo de elementos finitos mostrado na Figura 6.8, onde é
aplicada a condicao de axissimetria. Sao empregados elementos quadrilaterais de 8 nos,
pois sao menos suscetiveis a travamento volumétrico, comparados aos de 4 noés. Ver
referéncias como de Souza Neto et al. (1996), de Souza Neto et al. (2008), Simo e Armero
(1992) e Simo e Hughes (1998).

O deslocamento prescrito ¢ aplicado de forma a alcancar a pressao limite pi™ na
parede interna do cilindro, isto é, de modo que toda a parede do tubo sofra deformacoes
viscoplasticas (Chen e Han, 1988; Lubliner, 2008; Shames e Cozzarelli, 1997). Utiliza-
se um material perfeitamente viscoplastico, cujas propriedades elésticas e plasticas sao
dadas na Tabela 6.2. Assim, as tensoes (e também as deformagoes eldsticas) na se¢ao
do tubo nao mudam apéds ser atingida a carga limite, o que permite comparar a solucao
numérica realizada para um material elasto-viscoplastico com a analitica obtida para um
material rigido-viscoplastico, ver Peirce et al. (1984). A aplicacdo da rampa de @, (¢)
é realizada com 20 incrementos, totalizando um deslocamento radial de 1mm, a uma
velocidade v, de lmm/s. A tolerancia utilizada no método de Newton-Raphson, local e
global, é e,y = 1 x 1076,

Para o modelo linear de Perzyna os resultados sao obtidos com diferentes valores de n,
j& para os modelos nao lineares, de Perzyna e de Peri¢, sao empregados diferentes valores

de m para 7 fixo, tal que 1_%’7 = 1. Considera-se b = 2a.

r=a
7 20 Elementos

r=b 206 GDL; axissim.
Vi =|

Figura 6.8: Modelo de elementos finitos para o cilindro espesso.

E [GPa] | v [-] | 0, [MPa] | 05 [MPa] | § [-] | H [GPa]
200 | 0,3 | 10 | 100 | 0 | 0

Tabela 6.2: Propriedades elasticas e plasticas para o cilindro elasto-viscopléstico.

Para o modelo linear de Perzyna as solucoes exatas de o,.., ggg € 0., sao dadas, respec-
tivamente, nas Eqs.(5.86), (5.87) e (5.88), pl™ é encontrada em (5.89). Estes resultados,

)

juntamente com os numéricos sao mostrados nessa mesma ordem nas Figuras 6.9-6.12.

Os valores exatos de pli™

(2

para o modelo linear de Perzyna com os diferentes valores de
71 sao colocados na Tabela 6.3, e comparados a pressao limite de um material perfeitamente
plastico, ver Eq.(5.99). Esta mesma comparacao é realizada para os modelos nao lineares,

de Perzyna e de Peri¢, o que é mostrado nas Tabelas (6.4) e (6.5), respectivamente.
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| =0 | n=3000| n="7000 | n=10000 | Eq.(5.99)
pi™ [MPa] | 80,0377 | 102,5377 | 132,5377 | 155,0377 | 80,0377

Tabela 6.3: Pressoes limites p/™ exatas para o modelo linear de Perzyna.

—exaton - 0
| —exaton = 3000
exaton = 7000

—exaton = 10000
o numern - 0
g numer.n = 3000
> numer.n = 7000
* numern = 10000

rla

Figura 6.9: Tensao % em fungao de -, modelo linear de Perzyna.

No modelo linear de Perzyna, ver Figuras 6.9 e 6.12 e Tabela 6.3, é possivel verificar

claramente a influéncia de 71 sobre as respostas de o, e de plim?

i Com o aumento da

viscosidade ha também um aumento nos valores destas quantidades. Verifica-se também

que para o caso limite  — 0 o comportamento perfeitamente pléastico é recuperado.

1.87
—exaton - 0
\_‘__ e — exa[on = 7000
1.4¢ S > —exaton = 10000
12 ° numer.n - 0
> o numer. n = 3000
= 1 > numer.n = 7000
* numer.n = 10000
0.8
0.6
04
0'21 1.2 14 16 18 2

rla

Figura 6.10: Tensao "U—Gf em fungao de Z, modelo linear de Perzyna.

lim
%

30s comentarios sdo feitos somente em torno de o,, e de p
partir de op...

pois as tensoes ggg € 0., sao calculadas a
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1,
—exaton - 0
0.8 —exaton = 3000
exaton = 7000
0.6 —exaton = 10000
o numern - 0
o> 0.4 o numern = 3000
=N > numer.n = 7000
© 0.2 * numern = 10000
0
-0.2
— 4 L L L L |
0 1 1.2 14 1.6 1.8 2
rla
Figura 6.11: Tensao %= em fungao de Z, modelo linear de Perzyna.
Y
1.6;

—exaton - 0
—exaton = 3000

> exaton = 7000

—exaton = 10000

n | —e—numern - 0

—=—numer.n = 3000

——numer.n = 7000

——numer.n = 10000

Y
Y
A 4
A\ 4
Y
A 4
Y
Y
Y

0.4 0.6 0.8 1
Llr - mm

Figura 6.12: Pressdo interna p; numérica comparada & pressao limite pi™ exata, modelo
linear de Perzyna.

Para o modelo nao linear de Perzyna as expressoes analiticas de o,,, 0gg, 0., e pi™
sao dadas, respectivamente, em (5.92), (5.93), (5.94) e (5.95). As quais sdo tomadas como
referéncia na comparagao aos resultados numéricos feita nas Figuras 6.13-6.16, respecti-

vamente.

| m=0,6| m=0,8| m=2 | m=90 | Eq.(5.99)
pl™ [MPal | 135,6373 | 138,6773 | 148,6966 | 159, 7687 | 80,0377

Tabela 6.4: Pressoes limites pi™ exatas para o modelo ndo linear de Perzyna, ﬁ—g’l =1
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—exatom= 0.6
- |—exatom= 0.8
exatom= 2
—exatom= 90
o numerm= 0.6
o numerm=0.8
> numerm= 2
¢ numerm= 90

1.2 14 1.6 1.8 2
rla

Figura 6.13: Tensao 2= em fungao de Z, modelo nao linear de Perzyna, U — 1,
y a a

25r

—exaom=0.6
—exaom=0.8
exaom=2
—exalom=90
o numer.m=0.6
o numer.m=0.8
> numer.m=2
¢ numer.m=90

0'51 12 14 16 1.8 2

rla

Figura 6.14: Tensao 2 em fungao de , modelo nao linear de Perzyna, % =1
Y
Quanto ao modelo nao linear de Perzyna, falando particularmente das Figuras 6.13 e
6.16 e da Tabela 6.4, uma atencao especial é necessaria. Observa-se que com o aumento
do parametro m os valores de o,, e consequentemente de pi™ tendem ao dobro da solugao

inviscida.
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—exatom= 0.6
—exatom= 0.8
exatom= 2
—exatom= 90
o numerm= 0.6
o numerm=0.8
> numerm= 2
¢ numerm= 90

_O_E L L L I |
1 1.2 1.4 1.6 1.8 2

rla

Figura 6.15: Tensao %= em fungao de %, modelo nao linear de Perzyna, D — 1,
Y a a

—exatom= 0.6

- |—exatom= 0.8

; exatom=2
—exatom= 90
—e—numerm= 0.6
- |—=—numerm= 0.8
——numerm= 2
——numerm= 90

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
Ur - mm

Figura 6.16: Pressao interna p; numérica comparada a pressdo limite pli™

;" exata, modelo
nao linear de Perzyna, “! = 1.

As solugoes exatas para o,,., 0gg, 0., € pﬁim, considerando o modelo de Perié¢ sao
expressas, respectivamente, nas Eqs.(5.97), (5.74), (5.75) e (5.76). Estas sao mostradas,
respectivamente, nas Figuras 6.17-6.20, onde sao utilizadas para a avaliacao dos resultados
numeéricos.

O problema apresentado pelo modelo nao linear de Perzyna é discutido em Perié
(1993), onde é proposto um modelo viscoplastico que resolve este problema, isto é, o
modelo de Peri¢ recupera o comportamento inviscido no caso limite m — oo. Isto pode

ser observado nas Figuras 6.17 e 6.20 e na Tabela 6.5.
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| m=0,6 | m=0,8| m=2 | m=090 | Eq.(5.99)
pl™ [MPa] | 209, 6586 | 163,5705 | 105,9571 | 80,5321 | 80,0377

Tabela 6.5: Pressoes limites pi™

exatas para o modelo de Peri¢, % = 1.

—exatom= 0.6
—exatom= 0.8
exatom= 2
—exatom= 90
o numerm= 0.6
o numerm=0.8
> numerm= 2
¢ numerm= 90

_2_!: L L L I |
1 1.2 1.4 1.6 1.8 2

rla

Orr
Oy

em fungao de ~, modelo de Peri¢, =7 = 1.

Figura 6.17: Tensao

3 —exaom=0.6
—exatom=0.8
2.5r exatom=2

—exato m=90
ol o numer.m=0.6
®—6—o—o—o0—6—o6—0—0 o numer.m=0.8

b> ‘\’\9\5\.__’__ o o 8= a—Ba—=8 _s—e—-=— | > numer.m=2
e 15t ‘ &—e—a—a—a=a | ¢ numer.m=90

o

r/a

Figura 6.18: Tensao 2 em fungao de %, modelo de Peric, %77 =1.
Y
De forma geral, as Figuras 6.9-6.20 mostram que os resultados numéricos obtidos
aproximam-se satisfatoriamente das solucoes exatas. Embora, maiores diferencas tenham
sido observadas para a tensao o, ver Figuras 6.11, 6.15 e 6.19. Isto se deve a condicao de
compressibilidade empregada a solucdo exata, Eq.(5.75), que ndo foi aplicada ao modelo

numérico, pois foi atribuido v = 0, 3.
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—exatom= 0.6
—exatom= 0.8
exatom= 2
—exatom= 90
o numerm= 0.6
o numerm=0.8
> numerm= 2
¢ numerm= 90

1 1.2 14 1.6 1.8 2

Figura 6.19: Tensao %Z em fungao de =, modelo de Peric, 5;’7 =1.

25 —exatom= 0.6

—exatom= 0.8
exatom= 2
—exatom= 90
—e—numerm= 0.6
" |—=—numerm= 0.8
——numerm= 2
——numerm= 90

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
Ur - mm

Figura 6.20: Pressao interna p; numérica comparada a pressdo limite pli™

;" exata, modelo
de Peri¢, =1 = 1.

6.1.3 Placa com Furo*

Analisa-se o modelo da placa com furo sob um alongamento longitudinal em EPD.
O problema é mostrado na Figura 6.21, onde sao representadas as condicoes de con-
torno e a malha de elementos finitos (de 4 nos). A placa é composta por um material

elasto-viscopléstico, cujas propriedades elasticas e plasticas sao dadas na Tabela 6.6. Sao

4As caracteristicas do problema foram escolhidas de modo a reproduzir o exemplo apresentado em Alfano
et al. (2001).
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realizadas andlises utilizando os trés modelos elasto-viscoplasticos ja apresentados (mo-
delos linear e nao linear de Perzyna e o modelo de Peri¢). A aplica¢do do deslocamento
Usg (t) é realizada em 25 incrementos de 2mm, o que resulta em um alongamento total de
50mm, aplicado a diferentes taxas. A tolerancia utilizada no método de Newton-Raphson,

local e global, é e,y = 1 x 1076,

E [GPa] | v [-] | o, [MPa] | 05 [MPa] | § [-] | H [GPa]
200 | 0,3 | 240 | 240 | O | O

Tabela 6.6: Propriedades elasticas e plasticas para a placa com furo.

‘ Perzyna linear ‘ Perzyna nao linear ‘ Peri¢

Ait 102 102 103
m — 2 2

Tabela 6.7: Propriedades viscosas para a placa com furo, Figura 6.31.

A A A A A A
U,(t)
Y
L[ ]]
b
P
P
P
P
18m P 288 Elementos
o 650 GDL
EPD
tg
P
$>I
A X, s
R5m L1
v il

A
v

10m

Figura 6.21: Modelo de elementos finitos para a placa perfurada.

Nas Figuras 6.22°-6.26 ¢ analisada a influéncia do parametro 7 na resposta da reacao

vertical F, em funcao do deslocamento s, respectivamente, para os modelos linear e nao

®Na Figura 6.22 os valores de 7 colocados em Alfano et al. (2001) sao dados em Pa x s enquanto que aqui
utilizou-se MPa x s, o que explica a diferenca na ordem de 10% entre os valore de A
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linear de Perzyna e para o modelo de Peri¢. Nas Figuras (a) sdo mostrados os resultados
aqui obtidos e nas Figuras (b) sdo colocados os resultados de Alfano et al. (2001)°. Para
os modelos nao lineares atribui-se m = 2 (Figuras 6.23 e¢ 6.24) e m = 5 (Figuras 6.25 e
6.26).

450 _4
2 - a —— r]/At — 10
400 ,:r’l!f T 104
350 1 a” P-g n/At : 1CF
E | ' 2 NPSPEL S —o—r]/At:Zde:’
£ 250 /At = 5x16
Z e omse= 16
x e-n/at=1
Lll_u 200 -E-n/At = o
150 - n/At = 1(})
100
50 L*{:)
0 ’ | | ‘ ‘ | | ]
| 10 ’ 30 40 50
U - mm
2
(a)
450
a” ——n/At= o
| ’mx | = n/At= 1010
350 u,a" n/at = 10t
= 300 ’){,:r 0_9—9—9-6-' _._n/Atzleo»Ll
£ 250 /At = 5x10H
< L amsd
1 200 k n _ 3
LL‘_ -8- r]/At - 101
150 it = 165
100 = »
Y-,
50 o »
0 ’?’)‘E’ w‘ ‘ | | | ]
0 10 20 30 ) 50
U - mm
2
(b)

Figura 6.22: Curva reagao-deslocamento para o modelo linear de Perzyna com diferentes
valores de +.; (a) Presente trabalho; (b) Alfano et al. (2001).

A partir das diferentes curvas reacao-deslocamento mostradas na Figura 6.22, para
L. . . . .

valores distintos do parametro s, é possivel perceber que a placa apresenta maior rigidez

para maiores taxas de deformacao ou viscosidade. Por outro lado, como ja constatado

nos exemplos anteriores, a solugao elasto-plastica é obtida quando z; — 0.

60s resultados de Alfano et al. (2001) foram digitalizados utilizando o programa GetData.
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Figura 6.23: Curva reacao-deslocamento para o modelo nao linear de Perzyna com dife-
rentes valores de 5L e m = 2; (a) Presente trabalho; (b) Alfano et al. (2001).

O mesmo comportamento observado na Figura 6.22 é verificado nos modelos nao

lineares, de Perzyna (Figuras 6.23 e 6.25) e de Peri¢ (Figuras 6.24 e 6.26), isto é, o

aumento do parametro - leva a um aumento da forca de reacdo vertical F,. (aumento da

rigidez).
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|niat=101°
—=—n/At = 10
/ot = 10°
e —+—n/At = 2x10°
£ n/At = 5x10°
< -e-n/at = 1¢*
- -=-n/At = 10°
8 |- >-n/at = 18
-+-n/At = 10'°
——n/at= 1010
—=—n/At = 10
n/at = 10°
c ——n/At = 2x10°
£ n/at = 5x10°
< -e-n/at = 1d"
s -= /At = 10°
n/at = 106°
-+-n/At = 101°

o
[ERN
o
N
o
w
o
N
o
a1
o

(b)

Figura 6.24: Curva reacao-deslocamento para o modelo de Peri¢ com diferentes valores
de L e m = 2; (a) Presente trabalho; (b) Alfano et al. (2001).

Comparando as Figuras 6.23 e 6.24, 6.25 e 6.26, percebe-se que os modelos nao lineares,
de Perzyna e Peri¢, sao diferentes. Isto ¢, apresentam diferentes respostas materiais para

os mesmos valores de ; e m. Além disso, verifica-se que a sensibilidade ao parametro -

também é distinta nos dois modelos nao lineares.
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Figura 6.25: Curva reacao-deslocamento para o modelo nao linear de Perzyna com dife-

rentes valores de 5L e m = 5; (a) Presente trabalho; (b) Alfano et al.

(2001).

Uma importante constatacao é feita quando confrontadas as Figuras 6.23 e 6.25, 6.24

e 6.26. Observa-se que com o aumento do fator m h& uma reducao a sensibilidade ao

parametro <. O que faz todo o sentido, uma vez que % representa a sensibilidade a taxa

de deformacao.
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Figura 6.26: Curva reacao-deslocamento para o modelo de Peri¢ com diferentes valores

de L e m = 5; (a) Presente trabalho; (b) Alfano et al. (2001).

A influéncia do parametro nao linear m é avaliada nas Figuras 6.27 e 6.28, atribuindo

At

1 = 10? aos respectivos modelos nao lineares de Perzyna e Peri¢. Nas Figuras 6.29 e

6.30 realiza-se a mesma avaliagdo sobre m com 2= = 10%, na ordem para os modelos ndo

lineares de Perzyna e de Peri¢.
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—-—m=1

—=m=2
m=5
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F — kN/mm

250 ——m=1
—-=mz=2
m=5
200 ——m=10
E 150 °
2
X
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2
(b)
Figura 6.27: Curva reacao-deslocamento para o modelo nao linear de Perzyna com dife-
rentes valores de m e i = 10%; (a) Presente trabalho; (b) Alfano et al. (2001).

No modelo nao linear de Perzyna, diferentes sensibilidades ao parametro m sao veri-
ficadas com a mudanca de Z. O que é visto nas Figuras 6.27 e 6.29. Para 35 = 10% a
carga limite aumenta para maiores valores de m. No entanto, o comportamento inverso
¢ apresentado quando < = 10%. Esta inconsisténcia nao ocorre no modelo de Perié¢, ver
Figuras 6.28 ¢ 6.30. Segundo Alfano et al. (2001), citando Peri¢ (1993), este problema
estd relacionado ao fato de que o modelo nao linear de Perzyna nao recupera o comporta-
mento inviscido (estatico), o que acaba resultando em problemas de convergéncia quando

n
At—>00um—>oo.
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Figura 6.28: Curva reacao-deslocamento para o modelo de Peri¢ com diferentes valores
de m e Z = 10% (a) Presente trabalho; (b) Alfano et al. (2001).

Para contornar isto, Peri¢ (1993) propoe um algoritmo que verifica se o problema
¢ rigido (stiff - baixos valores de L ou elevados valores para m) ou ndo. Para casos
rigidos o problema inviscido é solucionado, a partir desta solugao, por meio de um mé-
todo de perturbacao, é calculada tensao tentativa elastica para a solucao do problema
elasto-viscoplastico. Neste caso menores incrementos sao necessarios a solucao do pro-
blema. J4, para o caso nao rigido, a solucao elasto-viscoplastica ¢ diretamente realizada,

possivelmente com incrementos maiores.
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—-—m=1
—=m=2

m=5
——m=10

F — kN/mm

(b)

Figura 6.29: Curva reacao-deslocamento para o modelo nao linear de Perzyna com dife-
rentes valores de m e i = 10%; (a) Presente trabalho; (b) Alfano et al. (2001).

O que ja havia sido discutido, é agora mais uma vez observado, comparando as Figuras

6.23 e 6.24, 6.25 e 6.26, nota-se que diferentes curvas sao obtidas para os modelos nao

lineares de Perzyna e de Peri¢ com os mesmos valores de 3, e m.
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“le—m=1

—=m=2
m=5

“|—m=10

F — kN/mm

(b)

Figura 6.30: Curva reagao-deslocamento para o modelo de Peri¢ com diferentes valores
de m e Z = 10%; (a) Presente trabalho; (b) Alfano et al. (2001).

De forma geral, a comparacao entre os resultados aqui obtidos com os do trabalho de
Alfano et al. (2001) mostra que ambos estao muito proximos (Figuras 6.22-6.30). Isto
informa que a estratégia numeérica implementada é capaz de simular, com resultados
satisfatorios, problemas bidimensionais com campos de tensoes mais complexos, como no
caso da placa perfurada.

Os contornos da deformacao viscoplastica acumulada «, para i, = 26mm, sao mos-
trados nas Figuras 6.31(a)-(c), respectivamente para os modelos linear e nao linear de

Perzyna e para o modelo de Peri¢. As propriedades viscosas utilizadas sao dadas na
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Tabela 6.97. As Figuras 6.31(a)-(c) mostram resultados tipicos obtidos neste tipo de pro-
blema (placa perfurada). O escoamento plastico inicia no ponto de intersec¢do entre a
linha de simetria inferior e a parede do furo, e evolui em uma frente obliqua até que toda

a se¢ao transversal seja plastificada (de Souza Neto et al., 2008).

a a a
—00118 —-00072 —00063
—00105 —-00064 —00056
00092 00056 000409
00078 00048 00042
00065 00040 00035
00052 00032 00028
00039 00024 00021
-00026 -00016 -00014
—00013 —-00007 —00007
—000 —-000 —000

(a) (b) (c)

Figura 6.31: Deforma(;ao viscoplastica acumulada, para s = 26mm () Modelo linear

de Perzyna, com - = 10%; (b) Modelo néo linear de Perzyna, com L = 10% e m = 2; (c)

Modelo de Peri¢, comAit—103em—2.

6.2 Deformacoes Finitas

Para deformacoes finitas, os resultados computacionais sao confrontados a solucoes
analiticas® obtidas para ensaios hipereldsticos de tracao-compressao e cisalhamento puro.
Ainda, sao colocados os resultados numeéricos para o problema de estriccao de uma barra
cilindrica (necking), normalmente empregado em anéalises (visco)plésticas em grandes de-
formacoes, ver, por exemplo, de Souza Neto et al. (1996), Lin e Brocks (2004) e Simo e
Armero (1992).

6.2.1 Ensaios Hiperelasticos: tracao-compressao e cisalhamento puro

Aqui sao realizadas anélises simples, de tracao-compressao e cisalhamento puro, de
forma a avaliar o desempenho do procedimento de solu¢ao implementado e mostrar a
relacao nao linear entre as tensoes, T para tracao compressao e o para cisalhamento, com

as respectivas deformacoes.

"No artigo de Alfano et al. (2001) ¢ informado na Figura 8 que utiliza-se g = 10® para o modelo nio
linear de Perzyna, no entanto, aqui verificou-se que os resultados apresentados nesta figura, com m = 2,
sdo possiveis apenas para valores em torno de = = 102.

8Solugoes analiticas para problemas (visco)plasticos em grandes deformacgdes nio sdo facilmente encon-

tradas na literatura.
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o, (t) y(t)

1mm Imm|

X Ly X
1mm 1mm

(@ (b)

Figura 6.32: Modelos de elementos finitos. (a) Tragdo-compressdao unidimensional sob
hipotese de axissimetria; (b) cisalhamento puro sob hipotese de EPD.

Para o ensaio de tracdo-compressao, considera-se um caso de tensdo uniaxial (o1, =
o33 = 0, 099 # 0) de uma barra, cujo modelo de EF sob a hipotese de axissimetria em
torno de x5 é mostrado na Figura 6.32(a), é utilizado 1 elemento quadrilateral bilinear.

Para este problema, considerando a equacdo constitutiva (3.37) e a medida de defor-

magao (3.18), a solugao exata para a componente Ty é simplesmente dada por
Tog = Eln ()\2) s (61)

onde F é o modulo de elasticidade e Ay é o estiramento na direcao 2, o qual se relaciona

com o deslocamento prescrito i, da seguinte forma

lo + s
lo ’

Ay = (6.2)
sendo [y o comprimento inicial da barra. Na Figura 6.33(a) ¢ mostrada a comparacao dos
resultados numéricos aos analiticos, onde é mostrada a tensao normalizada % em func¢ao
de A3, com E = 200GPae v =0,3.

O modelo da Figura 6.32(b), de 2 elementos triangulares quadraticos, refere-se a analise
de um estado de cisalhamento puro, sob a hipotese de estado plano de deformacgoes. Para
este caso a solugao analitica encontrada em Weber e Anand (1990) em termos da tensao

de Cauchy é dada por

1 1
019 = G’V ———1In (1 + ’_}/2 "—’7 1+ 172> (63)
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1_

011 = —022 = 570127 (6.4)
onde G ¢ o modulo de cisalhamento. Na Figura 6.33(b) sdo comparados os resultados
numeéricos e analiticos para o estado de cisalhamento puro, é mostrado o gréifico da ten-
sao normalizada %2 em fungdo de 7. Nota-se nas Figuras 6.33(a)-(b) que as respostas

hiperelasticas numéricas coincidem com as solucoes exatas nos dois casos analisados.

0.8-

—Exato
o Numeérica

0.6

0.4

0.2

w
R0
[
-0.2
-0.4

-0.6

¢

_OO L L
0.5 1 _ 15 2
Estiramento —)\2

(a)

—Exato
o Numeérica

0.8~

0.6-

012/6

GC') 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1

Cisalhamento ¥y
(b)

Figura 6.33: Resultados analiticos e numéricos. (a) Tra¢do-compressao unidimensional;
(b) Cisalhamento puro
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6.2.2 Estriccao de uma Barra Cilindrica - Necking

Outro teste numérico classico aplicado para verificar a efetividade de teorias elasto-
(visco)plastica em deformagoes finitas é a estriccdo de uma barra cilindrica sob tracdo
uniaxial. Ver, por exemplo, de Souza Neto et al. (1996), Lin e Brocks (2004) e Simo e
Armero (1992). Para tal, considera-se uma barra com comprimento de 53,334mm. O
raio decresce linearmente do valor de 6,413mm nas duas extremidades ao raio de 6, 35mm
na regiao central. Isto é feito para que a estriccao seja iniciada. Devido a caracteristica
de simetria, apenas um quarto da barra é discretizado. A discretizacao e as condicoes
de contorno sao mostradas na Figura 6.34, onde sao utilizados 200 elementos quadrila-
terais biquadraticos. O modelo de elementos finitos é submetido a um carregamento de
deslocamento @ = 7mm, aplicado a uma taxa constante de 7™ em 250 incrementos. A
tolerancia utilizada no método de Newton-Raphson, local e global, é e;; = 1 x 107°. As

propriedades elasto-plasticas sao dadas na Tabela 6.8.

)

6,413 mm

U, (1)

26,667 mm

| X

| 6,35mm

Figura 6.34: Modelo de elementos finitos para a barra cilindrica, sob hipotese de axissi-
metria.
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E [GPa] | v [-] | 0, [MPa] | 05 [MPa] | 6 [-] | H [GPa
200 | 0,3 | 450 | 715 [16,93] 0,12924

Tabela 6.8: Propriedades elasticas e plasticas para a barra.

Perzyna linear | Perzyna nao linear | Peri¢

& 104 1 10
m — 2 2

Tabela 6.9: Propriedades viscosas para a barra cilindrica, Figura 6.45.

Nas Figuras 6.35-6.37 é analisada a influéncia do parametro n na resposta da reacao
vertical F,. em funcao do deslocamento s, respectivamente, para os modelos linear e nao

linear de Perzyna e para o modelo de Peri¢. Para os modelos nao lineares atribui-se

m = 2.
120-
100 - - niat = 1¢
n/At = 10
n/At = 2x10
—Souza Neto et al. (1996)
<
|
L

Figura 6.35: Curva reagao-deslocamento para o modelo linear de Perzyna com diferentes
valores de Z-.

Nos resultados das Figuras 6.35-6.37 sao identificadas as mesmas caracteristicas ja
discutidas nos casos de deformacoes infinitesimais. Isto é, com o aumento da taxa de
deformacao ou da viscosidade, maiores reacoes sao alcancadas. Lembrando que isto se
deve ao aumento do limite elastico. Ainda, o caso limite leva & solucao elastoplastica. A
solucao inviscida utilizada como referéncia é aquela encontrada em de Souza Neto et al.
(1996).
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120-
—n/At - 0
--n/At=1
100- n/At = 10
niat = 16
—Souza Neto et al. (1996)

F —kN

Figura 6.36: Curva reacao-deslocamento para o modelo nao linear de Perzyna com dife-
rentes valores de 3, e m = 2.

120-
100 - - n/At =10
n/at = 167
n/at = 10°
—Souza Neto et al. (1996)

F —kN

Figura 6.37: Curva reagao-deslocamento para o modelo de Peri¢ com diferentes valores
de 3L em =2.

Nas Figuras 6.38 e 6.39 verifica-se também o comportamento reagao-deslocamento,

respectivamente, para os modelos ndo lineares de Perzyna (i = 1) e Peri¢ (% = 10),

onde avalia-se a influéncia do parametro m. O problema ja relatado ao modelo nao linear
de Perzyna é visto na Figura 6.38. O que nao ocorre com o modelo de Peri¢, o qual

obtém-se aproxima-se da solugao inviscida com o aumento do parametro m.
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120 —
--m=3
100~ : : m=5
m=28

—Souza Neto et al. (1996)

F — kN/mm

Figura 6.38: Curva reacao-deslocamento para o modelo nao linear de Perzyna com dife-

rentes valores de m e —& = 1.

100 —m=0.1
--m=0.5
m=1
m=3
' |—Souza Neto et al. (1996)

F —kN

Figura 6.39: Curva reagao-deslocamento para o modelo de Peri¢ com diferentes valores

deme&:m.

Nas Figuras 6.40-6.42 verifica-se a influéncia de 1 no comportamento do raio central
da barra r em funcao do deslocamento uo, respectivamente, para os modelos linear e

nao linear de Perzyna e para o modelo de Peri¢. Para os modelos nao lineares atribui-se

m = 2.
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—n/At - 0

- - /ot = 10t
n/at = 10

oniat= 2310

Figura 6.40: Curva raio-deslocamento para o modelo linear de Perzyna com diferentes
valores de Z-.

’-L-’"“-n-,.__,_ _r]/At — O
6 --niat=1
n/At =10
>3 Cenint = 107
5,
£
Eas
4F
3.5
3,
2.5 L L L L L L |
0 1 2 3 4 5 6 7
u2 = mm

Figura 6.41: Curva raio-deslocamento para o modelo nao linear de Perzyna com diferentes
valores de zL e m = 2.

Nestas figuras (6.40-6.42) é possivel observar que ha uma redugao na estric¢ao da barra
com o aumento da taxa de deformacgao ou da viscosidade. Fato que é observado no artigo

de Lin e Brocks (2004), por exemplo.
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—n/At - 0
-~ niat= 10

n/at = 16°
“niat= 10

Figura 6.42: Curva raio-deslocamento para o modelo de Peri¢ com diferentes valores de
L em=2.

At

Nas Figuras 6.43 e 6.44 o comportamento raio-deslocamento é mostrado para diferentes
valores de m, respectivamente, para os modelos nao lineares de Perzyna (%, = 1) e Peri¢
(& = 10). O conhecido problema do modelo nao linear de Perzyna ¢ novamente verificado
na Figura 6.43. E o modelo de Peri¢, mais uma vez, se mostra adequado a recuperacao

da solucao estatica com o aumento do parametro m.

6.5¢

3333

/
[

o n
0 UTWN

Figura 6.43: Curva raio-deslocamento para o modelo nao linear de Perzyna com diferentes
valores de m e 3 = 1.
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—m=0.1

Figura 6.44: Curva raio-deslocamento para o modelo de Peri¢ com diferentes valores de

me—&zl().

(2)

a

— 0.59123
— 0.53901
0.4868
0.43458
0.38237
0.33015
0.27794
— 0.22572
— 0.17351
— 0.12129

(b)

o

— 0.78538
— 0.7114
0.63743
0.56345
0.48947
0.4155
0.34152
— 0.26754
— 0.19357
— 0.11959

o

— 1.2301
— 1.1043
0.97841
0.85256
0.72672
0.60087
0.47503
— 0.34918
— 0.22334
— 0.09749

(c)

Figura 6.45: Deformagao viscoplastica acumulada, para iy = Tmm. (a) Modelo linear de
Perzyna, com % = 10%

Modelo de Peri¢, com

i/
At

(b) Modelo ndo linear de Perzyna, com

=10em = 2.

& =lem=2; (c)

Os contornos da deformacao viscopléstica acumulada «, para s = 7mm, Sa0 mos-

trados nas Figuras 6.45(a)-(c), respectivamente para os modelos linear e nao linear de

Perzyna e para o modelo de Peri¢, as propriedades viscosas utilizadas sao dadas na Ta-
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bela 6.9. Nestas figuras sao visualizadas as principais caracteristicas do ensaio de estric¢ao
da barra (em deformacoes finitas): a redugdo acentuada e a plastificacdo do raio central.
Destaca-se que com a total plastificacao da secao problemas numéricos, como travamento,

podem surgir (de Souza Neto et al., 1996).
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7 CONCLUSOES

De forma geral, o objetivo principal de implementar e avaliar modelos constitutivos
viscoplasticos foi alcancado. Antes da implementacao foi realizada uma revisao biblio-
grafica sobre o assunto, de maneira a entender e descrever uma formulacao concisa sobre
viscoplasticidade, tanto para pequenas quanto para grandes deformacoes. Em ambos os
casos seguiu-se o formalismo da termodinamica de varidveis internas, juntamente a um
enfoque matematico baseado em resultados de anélise convexa, e entao foi generalizado o
modelo reologico de Bingham a problemas multidimensionais. Esta forma de apresentar
o problema mantém o rigor tanto do ponto de vista fisico como matemaético. As equacoes
constitutivas viscoplasticas, obtidas a partir do principio da mdzima dissipacao, foram
particularizadas ao modelo .J5.

Para o caso especifico de deformagoes finitas, o uso de uma descricao Lagrangiana
Total combinada ao emprego da energia de Hencky e ao mapeamento exponencial levou a
algoritmos semelhantes aos obtidos para deformacoes infinitesimais, os quais sao robustos
e de facil implementagao.

O modulo tangente consistente, em pequenas e grandes deformacoes, foi obtido para
uma superficie de escoamento suave geral e particularizado ao modelo J;. A obtencao
do modulo tangente consistente viscoplastico, assim como as equagoes constitutivas, se-
guiu uma extensao adequada do procedimento utilizado a materiais elastoplésticos. O
modulo tangente consistente desempenha um importante papel em estratégias numéricas
de solucao de problemas nao lineares utilizando o método dos elementos finitos.

A partir dos resultados numéricos obtidos bem como das comparacoes a solucoes
de referéncia, além do que ja foi discutido no Capitulo 6, de forma sucinta é possivel
concluir que o recurso computacional implementado é capaz de capturar os fenomenos
viscoplasticos de dependéncia da taxa de deformacgao e de relaxacao de tensao, para
problemas planos e axissimétricos.

Considerando os modelos viscoplasticos linear e nao de Perzyna e o modelo de Peri¢, a
implementacgao destes destacou a importancia da analise das caracteristicas matematicas
(analiticas e numéricas) dos modelos constitutivos na constru¢ao de um algoritmo robusto
e eficiente.

Na presente dissertagao foram considerados apenas problemas quasi-estaticos. No en-

tanto, dentro do contexto do projeto de pesquisa de conformacao sob altas velocidades,
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como trabalho futuro sugere-se a extensao da formulacao aqui descrita a problemas di-
namicos, onde sejam considerados os efeitos de inércia, por exemplo. Outra tarefa a ser
realizada é a calibracao dos modelos constitutivos, a partir de ensaios experimentais em-
pregando materiais que pertengam a classe estudada (elasto-viscoplasticos). Nessa tarefa
as avaliacOes e comparagoes aqui realizadas (em pequenas e grandes deformagoes) serdo

de grande importancia.
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