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RESUMO

Esta tese versa sobre a sintese de compensadores antipardugistemas lineares
continuos invariantes no tempo, com restricdes no atuadtvaso no tempo. Baseados
em um funcional Liapunov-Krasovskii e uma condi¢cao de sadoa a funcdo zona-morta
ja existentes na literatura, sdo propostas condicOesentiis expressas em LMIs para
a existéncia de compensadores antiwindup para duas clssestemas: sistemas com
atraso nos estados, e sistemas com atraso na entrada. Em esntasos, considera-se
a sintese de um compensador de ordem plena para um sistenugrncoomtrolador dado
a priori desprezando limites do atuador. A sintese dos compensaalatievindup con-
sidera um atuador restrito em amplitude e o sistema sujgitrtarbacdes limitadas em
normacl,. A verificacdo das condicbes enunciadas garante a estal@lidh origem em
malha fechada, e um conjunto de inicializacdo dos estadestima tolerante a pertur-
bacdo com norm&, inferior a um méximo, determinado juntamente com a sintese d
compensador antiwindup. Na auséncia de perturbacédo aroéggarantida assintotica-
mente estavel.

Para sistemas com atraso no estado, primeiro propde-se todovgara a sintese de
compensadores dindmicos racionais de ordem plena. Esteoné&baseado no Lema de
Projecdo. Em seguida, estende-se o resultado, propongo-Bameworkgenérico que
permite a sintese de compensadores racionais e nao racideste método é baseado
em uma transformacgédo de variaveis linearizante. Pararssteom atraso na entrada,
propde-se trés resultados de sintese de compensadoremamp: compensadores es-
taticos, dindmicos racionais, e dindmicos néo racionaggesEmeétodos sdo novamente
baseados no Lema de Projecéo.

Em todos os casos, as condi¢cdes obtidas que garantem anetdsié um compen-
sador antiwindup séo expressas em forma de LMIs e garantestabil@lade local da
origem. Em seguida, estende-se os resultados para gamaesitabilidade global da
origem, nos casos em que a planta é estavel em malha abeofslerRas de otimiza-
cao séo propostos para ambos 0s métodos para maximizaréntiéea perturbacdo e a
minimizacdo do ganhg, da perturbacédo a saida regulada. Exemplos numéricositustr
cada método na solugéo dos problemas de maxima toleraneréuglqacéo, e minimiza-
céo do ganhd; da perturbacéo a saida regulada.

Palavras-chave: Antiwindup, Sistemas com Atraso no Tempd,empo Continuo



RESUMO

This thesis verses about antiwindup compensator syntlfi@simear time invari-
ant continuous systems, presenting constraints in actaatb time delay. Based on a
Liapunov-Krasovskii functional and a sector conditiontioe dead-zone nonlinearity al-
ready castign in literature, it is proposed sufficient ctinds expressed in LMI to the
existance of an antiwindup compensator for two classes siEgys: systems with state
delay, and systems with input delay. In both cases it is censd the synthesis of a full or-
der antiwindup compensator for a system with a contralgriori given that disregards
the actuator bounds. The synthesis of antiwindup comperssabnsiders an actuator
constrained in amplitude and a system subjected to ndrimeunded disturbances. Once
the casted conditions are verified, it is assured the claseul drigin stability; a set for
the initial states of the system tolerating disturbancesupmaximumZ, norm, which
is also determined along the antiwindup compensator sgigtpeocedure. In the absence
of disturbance the origin is assuredly asymptotically lstab

For state delay systems, first it is proposed a method fogdes full order rational
antiwindup compensators. This method is based on the Rimjdcemma. Afterwards,
results are extended proposing a generic framework allptine synthesis of rational and
nonrational compensators of different topologies. Thishoe is based on a linearizing
variable transformation. For input delay systems, it isppsed three synthesis results:
static, rational dynamic and nonrational dynamic compemsaThese methods are based
on the Projection Lemma.

In all cases, the conditions obtained assuring the existahan antiwindup compen-
sator are expressed by means of LMIs that, once verifiedrea#isel origin local stability.
Then, the conditions are extended for the global stabibise¢ when the system is open
loop stable. Optimization problems are proposed for botthods to maximize the dis-
turbance tolerance and the minimization of thegain of the disturbance to the regulated
output. Numerical examples are presented to illustratb eaethod in the solution of
the problems of maximum disturbance tolerance, and miritiwa of £,-gain from the
disturbance to the regulated output.

Palavras-chave: Antiwindup, Time Delayed Systems, Contimous Time.
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LISTA DE SIMBOLOS

* bloco simétrico
° bloco ndo relevante ao desenvolvimento

A > B significa qued — B € positiva definida, para duas matrizes simétricas 3,

A’ transposta del

BMI Bilinear Matrix Inequality

I matriz identidade de ordem apropriada
() i-simo componente de um vetor

LMI Linear Matrix Inequality

i 1-ésima linha/coluna de uma matriz

rank(A) posto da matriz A

sym{-} soma do argumento com o seu transposto

sat.y(e) saturagdo com limites simétricos ehf-) aplicada ao vetofe)
Y()(e) funcéo vetorial equivalente(@) — sat.)(e)

E(P, B) elipsoide definido pot? Px < 3

Lo espaco de sinais com norma-2 finita

|- | modulo

||x(t)]| z,norma-2 do sinat(t): ||x(t)|z, = <Zox(t)Tx(t)dt) ’

R conjunto dos nimeros reais

R espaco euclidiano de ordem

A(P) autovalor minimo da matri? quadrada.
(P) autovalor maximos da matriz quadrada.

A
C, = C([-m, 0], R™) espaco Banach de fun¢bes vetoriais continuas mapeando o
intervalo[—7, 0] em®R™ comanormd ¢ |[.= sup | ¢(t) |
<t<0

C? conjunto definido pel@? = {¢ € C;;|| ¢ ||.< v, v > 0}

& restricdo d€(-), no instante ao intervaldt — T, ¢
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1 INTRODUCAO

A realidade percebida pelos sentidos € uma fracdo da rdaljgercep-
tivel. Mas isto ndo é tudo. Se a experiénciaadpi é restrita, a sen-
sacdo dagoratem também um qué de iluséria. A correnteza ligeira
do tempo nos d& a impressao de que estamos em contato com o mund
em tempo real, ou seja, de forma imediata e no exato instemtpie as
coisas acontecem. A rigor, contudo, iSso jamais é 0 caso.ngagéo
de instantaneidade das nossas certezas sensiveis ndopdasao, de
uma construgdo dos sentidos - uma ilusdo simplificadora dfito é
que existe sempre uma defasagem no tempo, com duragaoeVanias
valor necessariamente positivo, separaodpie é de um lado, equilo

de que chegamos a nos dar contig outro. Se o instantaneo absoluto
de qualquer fendmeno do mundo sensivel existe, nés jaraa@& &Mos
contato direto e imediato com ele. O presente nomeia o inaetsHa
um sentido preciso - ainda que pouco relevante na vida conemngue

0 agora vivido é inescapavelmente passado.(GIANNETTIZR00

A acéo de controle em um sistema é consequéncia da realigAentdesmo sistemas
gue operam em malha aberta, em algum momento, em algum névétduico, com
maior ou menor formalismo, um ajuste em algum sinal de eatveghndo a correcao de
algum desvio do desempenho desejado, pode ser interpaiatma execucdo de uma
lei de controle. Por exemplo, a poténcia entregue ao eixamsarvomotor é contro-
lada em funcéo da posicdo do mesmo em relacdo a um sinal déngée Num campo
econbmico, a escolha da taxa de juros referencial pelo beentoal € consequéncia de
fatores econémicos (reservas internacionais, fluxo degaiapindices de inflacdo, etc.)
e fatores sociais (indice de desemprego, governabilidgdg, entre outros. Assim, a
existéncia de um sistema sugere a existéncia de uma lei tfeleon

N&o obstante, para fins de abstracéo, representacao egnaeiormal, pode ser con-
veniente definir que a implementacédo da lei de controle dgéraeés de um controlador.
Que a acgédo do controlador da-se mediante sensores e atiafiakez, um dos benefi-
cios desta separacao entre os elementos seja que limiteagdesis impostas ao controle
possam ser representadas como limitagdes em cada um delesaestes. Exemplos
disto podem ser a limitagdo na amplitude da entrada da pleortzo um angulo maximo
que as rodas de um veiculo podem percorrer girando para cad@silados; limitacao
na amplitude da saida da planta, como alguma temperatutautied® que um processo
térmico atinja para em seguida entrar na fase de latén¢@rampendo a ascensao da
temperatura durante um aquecimento.
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Uma das formas de representar limitagdes em um sistema@aassseus elementos
nao-linearidades especificas, que apresentem compolttaseenelhante ao observado no
sistema quando estas limitagdes manifestam-se. Nestéodandaturagdo em amplitude
apresenta especial interesse, uma vez que existe um liside fle quanta energia pode
ser transmitida para um sistema. Este limite fisico podeeg@esentado por uma nao-
linearidade saturacéo, com limites (superior ou infegoneétricos ou ndo) em cada uma
de suas entradas.

A sintese de leis de controle para sistemas com saturagfo gtande aten¢édo da
comunidade cientifica. Dentre estas técnicas, a sintest@ direreceu especial atencéo
pelo numero de trabalhos que dela se seguiram. Apesar deaimges, ela consiste
na sintese de um controlador para uma planta, considessnd@feito da saturacéo no
atuador. Esta foi a primeira abordagem ao problema de prdgetalha de realimentacao
guando o atuador da planta é saturante. De acordo com (BERINSWMICHEL, 1995),

o primeiro trabalho abordando este problema foi (KALMANSTY

Estudos propondo procedimentos de projeto de controlegisteanas saturados po-
dem ser encontrados nos trabalhos de (TARBOURIECH; GAR@P®7), (HU; LIN,
2001) e (KAPILA; GRIGORIADIS, 2002), e referéncias la cigad Grande parte destes
trabalhos considera somente saturacdo em amplitude ®legmbr realimentacéo de esta-
dos. A realimentacéo de estados tem aplicabilidade limitzoa vez que n&o séo todos os
sistemas que tem seus estados acessiveis a medi¢do. Quastéma ndo € globalmente
estabilizavel, ou quando critérios adicionais de robustedesempenho séo considera-
dos, uma abordagem pela estabilidade local pode ser ndaedsste contexto o nimero
de trabalhos propondo estabilidade local com realimeatdedsaida € menor, veja por
exemplo (KIYAMA; IWASAKI, 2000), (WU; LIN; ZHENG, 2005), (®MES DA SILVA
JR.; LESCHER, 2005), (GOMES DA SILVA JR.; LIMON; ALAMO, 200% (KAPILA;
HADDAD., 2000).

Nos anos mais recentes, trabalhos considerando formaraergtabilizacdo sob sat-
uracdo em amplitude e taxa de variacdo foram publicadosult®dses de estabilizacéo
global e semi-global usando tanto leis de controle commeadtacdo de estados como
baseadas em observadores foram propostas em (LIN, 1997TP&OFEVOGEL; SABERI,
1999). Considerando um contexto de estabiliza¢&o localpndemos citar os resultados
apresentados em (GOMES DA SILVA JR.; TARBOURIECH; GARCIAQ3) e (BATE-
MAN; LIN, 2002), onde a sintese de leis de controle por reatitacdo de estados foi
proposta, bem como (TARBOURIECH; QUEINNEC; GARCIA, 2006)de técnicas de
antiwindup foi considerada. Em (TYAN; BERNSTEIN, 1997),GNYEN; JABBARI,
2000) e (GOMES DA SILVA JR.; LIMON; ALAMO, 2005), considerse a sintese de
controladores dindmicos de realimentacdo de saida asselgua estabilidade local na
presencga de saturacdo do atuador tanto em amplitude comaxanaé variagdo. Em
(TYAN; BERNSTEIN, 1997) propde-se um método para projetoatgroladores dinami-
cos de saida usando o Positive Real Lemma. O objetivo pahadgado por este trabalho
€ a minimizag&o de um critério LQG. A regido de estabilidadssbciada com o sistema
em malha fechada. O controlador é determinado a partir dg&olde equacdes de Ric-
cati fortemente acoplada. Um controlador variante no teénpmwposto em (NGUYEN;
JABBARI, 2000). As condicdes para estabilizacdo sdo daddsrma de desigualdades
matriciais. Em (GOMES DA SILVA JR.; LIMON; ALAMO, 2005), umenetodologia
diferente para a determinar um controlador dindmico deémealtacdo de saida na pre-
senca de saturacdo em amplitude e taxa de variacéo € prg@aoateistemas em tempo
discreto. A idéia principal consiste em utilizar um cordddr ndo linear, composto por
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um compensador linear dindmico em cascata com um integsatimante. Naquele tra-
balho, somente resultados considerando-se o caso livrertiglpacéo séo considerados.
Em (BENDER; GOMES DA SILVA JR., 2007a) propde-se um métogdtesnatico para a
sintese de controladores de realimentacéo de saida, teeandonta a saturacdo do atu-
ador em aceleracéo, taxa de variacdo e amplitude, simattarge. O objetivo € prevenir
danos ao atuador, bem como assegurar a estabilidade eestad® do sistema com re-
stricBes. A metodologia seguida é similar a (GOMES DA SILW;1IMON; ALAMO,
2005), na limitacdo ao sinal em saturacdo. Neste trabalid®ra-se a presenca pertur-
bacdes limitadas em nornfa agindo sobre a planta. A solugédo proposta conecta a planta
dois integradores saturantes em série com um compensadonidd, que gera um sinal
em aceleracdo. As integracdes subseqiientes garantem igakdescontrole entregue a
planta respeita seus limites em aceleracgao, velocidadpktade. As condi¢cdes de esta-
bilidade sado dadas em termos de LMIs. Problemas de otinozarggpostos consideram
arejeicao e a tolerancia a perturbacdes limitadas em ngsmam (BENDER; GOMES
DA SILVA JR., 2007b) estes resultados séo estendidos pstensas de tempo discreto.
Mais recentemente (BENDER; GOMES DA SILVA JR., 2010a) es¢eos resultados de
(GOMES DA SILVA JR.; LIMON; ALAMO, 2005) para sistemas de tpmcontinuo.

E importante notar que todos estes trabalhos ndo consiqeeatas com atraso. O
atraso € em muitas vezes devido a distribuicdo espacialodessos. Em outra perspec-
tiva, uma das possiveis consequéncias da saturacdo ndeedé&raontrole é a formacao
de filas, como a fila de pacotes hoffer de entrada de um roteador congestionado pelo
excesso de trafego narede, (RAYNAUD; KULCSIR; HAMMIL, 2004_EE; SCHNEE-
MAN, 1999). Quando o sinal de controle pode ser interpretaoioo uma mensagem, o
enfileiramento destas implica em um atraso na entrada deotmnalém da saturacao.
Da logistica de abastecimento ao congestionamento em dedesnputadores, 0 atraso
se faz presente, (PADHYE et al., 1998), (SALA; VALLES; DIEZ)06). Finalmente
€ pratica, sobretudo na industria de controle de processiosiaps, a modelagem de
sistemas de ordem superior por um sistema de ordem infetoruwmn atraso em série.
Importante ressaltar que a desconsideracdo do atraso ha deatontrole pode ser fonte
de degradacédo de desempenho e até mesmo instabilidade (NEQW, 2001). Neste
sentido, podemos encontrar na literatura muitos trabglhgsondo condi¢des para as-
segurar a estabilidade bem como requisitos de desempeobastez. Resultados cujas
condicOes de garantia da estabilidade e desempenho do@ist® dependam do valor
do atraso do sistema, sdo chamadas de condi¢bes indepEndersitraso. Leis de cont-
role sintetizadas através de metodologias independergtakn, atendem os critérios de
sintese para qualquer atraso finito. Exemplos de trabalhrosesta abordagem podem
ser encontrados em (CHOI; CHUNG, 1997), (LEHMAN; SHUJAE®94), (SHAKED;
YAESH; DE SOUZA, 1998).

Em oposicdo, existem metodologias dependentes do atnajss, acondicdes de es-
tabilidade e desempenho resultante dependem do valor @asoadio sistema. Leis de
controle obtidas mediante metodologias dependentes deoatsdo solugédo do prob-
lema de sintese enquanto o atraso estiver contido em unvdldeate tempo definido.
No caso em que o0 atraso € pequeno, condi¢des resultantas degblogias sao poten-
cialmente menos conservativas. Exemplos de trabalhos cetodimiogias dependentes
do atraso sdo (DE SOUZA,; LI, 1999), (PARK, 1999), (MOON et 2001) e referén-
cias ali citadas. A presencga de atrasos em muitas aplicagdesntrole sao fontes de
degradacao de desempenho e mesmo de instabilidade (vegagoplo (NICULESCU,
2001), (RICHARD, 2003) e referéncias la citadas).
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Alguns autores considerando a estabilizacdo de sistermastaso, e saturacado na
entrada de controle, apresentam em um Unico trabalho adssltde metodologias de-
pendentes e independentes de atraso. Exemplos destdhdsabao (OUCHERIAH,
1996), (CHEN; WANG; LU, 1988), (NICULESCU; DION; DUGARD, B®), (TISSIR;
HMAMED, 1992), (TARBOURIECH; GOMES DA SILVA JR., 2000), (G3; LIN; HU,
2002), (FRIDMAN; PILA; SHAKED, 2003). Nestes trabalhosnsaderam-se aborda-
gens dependentes e independentes do atraso, com o escog@lubdade global ou
local. Nao obstante, deve ser notado que em todos eles somesdlimentacéo de esta-
dos é considerada como lei de controle. Esta € uma limitagdicg@importante, uma vez
gue eventualmente sistemas podem nao ter acessivel paignzergacao todos os seus
estados.

Respondendo a este apelo pratico, a abordagem pela injegéu dinal antiwindup
considera leis de controle baseadas na realimentagéoidamémsaida. O compensador
antiwindup € uma técnica eficiente e bastante difundida par@tamento de efeitos in-
desejaveis (no desempenho e na estabilidade) produzithosataracdo do atuador no
lago de controle. A partir de um sistema nominal, compostaupta planta e um con-
trolador que desconsidera a ocorréncia da saturacéo ralama planta, projeta-se um
compensador que atuara no sistema a partir da ocorréncraalsaiuracdo. A acao deste
compensador tem por objetivo minimizar o quanto possivedfegos indesejaveis da
saturacao no sistema nominal.

Com relacédo a técnica de sintese direta levando em contarag@ da entrada de
controle, a técnica de antiwindup justifica-se em sisteroasimais cuja substituicdo do
controlador original é inviavel ou indesejada. Isto oc@specialmente no controle de
plantas de alto valor imobilizado.

A literatura cientifica tem-se interessado bastante per @sordagem nas ultimas
décadas. Os primeiros resultados abordando a sintese geemsawlores antiwindup
foram motivados pela degradacéo do desempenho em reginsitdra induzido pela
saturacdo de sistemas de controle de realimentacdo conégé@d integral (veja por
exemplo (FERTIK; ROSS, 1967), (ASTROM; RUNDQWIST, 1989)ais recente-
mente, 0 estudo do problema antiwindup vem sendo consaemmdum contexto for-
mal e uma grande quantidade de métodos sistematicos dsesfatam propostos (veja
por exemplo (KAPOOR; TEEL; DAOUTIDIS, 1998), (TEEL, 1999)esurvey (TAR-
BURIECH; TURNER, 2009) para uma ampla revisdo). Em pariGwlguns destes tra-
balhos séo baseados em condi¢bes LMIdaasiLMI) (veja entre outros (KOTHARE;
MORARI, 1999), (GRIMM et al., 2003), (GOMES DA SILVA JR.; TABOURIECH,
2005), (ROOS; BIANNIC, 2008)). A vantagem de um método bdsesn LMI encontra-
se no fato de que o projeto de um compensador antiwindup padeito mediante a
solucdo de um problema de otimizag&o convexa. Neste cédsoioy de otimizacao dis-
tintos podem ser utilizados, tal como atenuacao do g@hhmaximizagéo da regiao de
atracdo das trajetdrias em torno da origem, etc.

Entretanto, parece que muitos dos métodos de sintese dénalogp (como os citados
no paragrafo anterior) referem-se somente a sistemas tieratraso. O problema de sin-
tese de um compensador antiwindup para sistemas com atrakmfdado, por exemplo,
em (PARK; CHOI; CHOO, 2000), (ZACCARIAN; NESIC; TEEL, 2008lGOMES DA
SILVA JR.; TARBOURIECH; GARCIA, 2006) e (TARBOURIECH; GOMEDA SILVA
JR.; GARCIA, 2004). Em (PARK; CHOI; CHOO, 2000) e (ZACCARIAMESIC;
TEEL, 2005) plantas nas quais ha atrasos na entrada e/@ussaictonsiderados. Para
este caso considera-se a sintese de compensadores ampi@indmicos para minimizar
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uma funcao custo. Esta funcéo custo mensura a diferenciutgbeatre os estados do
controlador no caso livre de saturacdo, e os estados dootamidr considerando-se a
saturacao e a presenca do compensador antiwindup na matioatdele. Note-se estes
resultados aplicam-se somente ao caso em que o sistema@ estamalha aberta, e a
abordagem néo considera sistemas com atraso nos estados.

Em (GOMES DA SILVA JR.; TARBOURIECH; GARCIA, 2006) e (TARBCRIECH,;
GOMES DA SILVA JR.; GARCIA, 2004), uma abordagem LMI para ategse de com-
pensadores antiwindup estaticos € apresentada. Difarente do objetivo classico de
recuperacado de desempenho nominal (ou seja, recupera¢satta inser¢cdo do bloco
antiwindup, o desempenho do sistema livre de saturacasiesierabalhos, a presenca
do compensador antiwindup € utilizada para expandir aoedpéatracéo do sistema em
malha fechada. Em (CAO; WANG; TANG, 2007) um método para tesende um com-
pensador antiwindup estatico é proposto para sistemaseapaedo atraso no estado e na
entrada, quando este atraso é idéntico. Em particular, adeferturbacao e critérios
de desempenho em malha fechada ndo foram considerados tnaiséghos. A sintese de
compensadores antiwindup dindmicos para sistemas cosodtriarecentemente abor-
dada em (GHIGGI; BENDER; GOMES DA SILVA JR., 2008) e (GOMES BA.VA
JR. et al., 2009). A abordagem seguida em (GHIGGI; BENDERME&S DA SILVA
JR., 2008) foi baseada em transformag¢fes de congruéntidarsas apresentadas em
(SCHERER; GAHINET; CHILALI., 1997), permitindo somente mtese de compen-
sadores ndo-racionais (ou seja, apresentando termosade afr dindmica do sistema).

Este trabalho apresenta resultados referentes a sistemaataso no estado, e na
entrada, onde a entrada de controle é saturante em amplsdesultados referentes a
atraso no estado, sdo apresentados em dois capitulos. Minori Capitulo 3, apresen-
tamos uma metodologia de sintese de antiwindup dinamidanac Os resultados deste
trabalho foram publicados em (GOMES DA SILVA JR. et al., 2008ele, mostramos
que a sintese do compensador racional pode ser efetuadaodipdes de fato LMI, ou
seja diretamente obteniveis em forma de LMI. As condi¢cdeguantem a existéncia de
uma solugéo para o problema de sintese do compensadorrghtiwproposto séo obti-
das a partir de um funcional de Liapunov-Krasovskii, fazendo de uma condi¢éo de
setor generalizada, e do Lema de Projecéo. As condicOdtarges sdo independentes
do atraso. A contribuicdo deste trabalho é a proposicdo dmétndo para a sintese de
compensadores antiwindup racionais para sistemas coso aitoeestado.

No Capitulo 4, apresentamos outra abordagem para a simtesgngpensadores an-
tiwindup para sistemas com atraso no estado. Através de wmwanga de variaveis
linearizante, similar a proposta originalmente em (SCHERE995), diferentemente
da abordagem considerada em (GHIGGI; BENDER; GOMES DA SILNV, 2008),
condicOes verdadeiramente LMIs tanto para a sintese deetmagores racionais como
nao-racionais sao propostas. Estas condi¢cdes sdo obtethante o mesmo funcional
de Liapunov-Krasovskii e a condi¢ao de setor generalizéiiaagdos nos resultados do
Capitulo 3. Em ambos os casos, resultados relativos a ledhalel entrada-estado bem
como estabilidade assintética séo obtidos em um contegimna (local). A partir destes
resultados, o caso global é derivado como um caso parti€élealculo do compensador
antiwindup com o objetivo de assegurar a estabilidagdde entrada-estado, bem como
a estabilidade interna para o sistema em malha fechadas@@detnediante a solugéo de
problemas de otimizacdo convexos. Alguns critérios deipéigdio sdo considerados na
sintese:

e maximizacdo da normé, admissivel para a perturbacéo para a qual as trajetorias
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do sistema em malha fechada permanecam limitadas.

e minimizacao do limitante superior ao ganfig da perturbacao para a saida regu-
lada.

e maximizagao da estimativa do dominio da regiéo de atracéoigiam.

A principal contribuigéo deste trabalho com relagéao a (GBIIBBENDER; GOMES DA
SILVA JR., 2008) é que aqui unifica-se em drameworka sintese de compensadores
antiwindup racionais e irracionais. Isto permite difeesntonfiguracdes estruturais para
o compensador. Note-se que o mesmo nao pode ser feito nathtralanteriores.

Dos resultados referentes a atraso na entrada, apreseniaragnetodologia baseada
no Lema de Projecéo, independente do atraso, utilizandsmmiincional de Liapunov-
Krasovskii utilizado nos os Capitulos 3 e 4. Esta metodalégirimeiramente aplicada a
sintese de compensadores estaticos. Posteriormentanapfieesta metodologia ao caso
dindmico racional, ao que estendemos o resultado para onéastacional. Todos 0s
resultados séo originalmente desenvolvidos com o escopstdbilidade local, e esten-
didos para o escopo da estabilidade global. A principalrdmn¢&o deste resultado para
sistemas com atraso na entrada consiste na proposicaaittades que visam aumentar
o tamanho da estimativa da regido de atracdo da origem @msistEste mesmo obje-
tivo de sintese esteve presente em (GOMES DA SILVA JR.; TABRECH; GARCIA,
2006), porém para resultados em antiwindup estatico, ap&etodos de sintese de com-
pensadores antiwindup dindmicos, como propostos em (PARIQI; CHOO, 2000) e
(ZACCARIAN; NESIC; TEEL, 2005) visam a recuperacao do dgsenino do sistema.

Este trabalho organiza-se da seguinte forma:

e O Capitulo 2 apresenta as principais definicdes e lemass@&aespara a formu-
lagéo dos resultados das se¢fes subsequentes.

O Capitulo 3 apresenta um resultado de sintese de compeassidondup dindmico
racional para sistemas com atraso no estado baseados nddgnr@gecao.

O Capitulo 4 apresenta um resultado fnameworkverséatil para a sintese de com-
pensadores antiwindup de diferentes estruturas paragisteom atraso no estado.
Este resultado é baseado em uma transformacéo de sindlarida

O Capitulo 5 apresenta um resultado para a sintese de ccedperantiwindup
estatico, dinAmico racional e ndo racional, para sistem@asatraso na entrada.

O Capitulo 6 conclui este trabalho.
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2 CONTROLE SOB SATURACAO DE SISTEMAS COM
ATRASO: DEFINICOES PRELIMINARES

Neste capitulo é apresentado os tipos de sistemas estydadeésnicas de controle
empregadas, e as principais definicdes, lemas e teoriaadpd ao longo deste trabalho.

Inicialmente, seja considerado um sistema de controle ostapor uma planta e um
controlador. A Figura 2.1 ilustra este sistema.

Planta

v

Controlador

v

Figura 2.1: Sistema nominal

Neste sistema, assume-se que o comportamento da plangssposspresentado pelo
seguinte modelo genérico

t(t) = Ax(t) + Agx(t — 75) + Bu(t — 7;) + Bypw(t)
y(t) = Cya(t) (2.1)
2(t) = C,z(t) + D u(t)

ondex(t) € R, u(t) € R™, w(t) € N9, y(t) € NP, 2(t) € N' séo respectivamente 0s
vetores de estados, entradas, perturbacdes, saidas smedidalas reguladas. Matrizes
A, A4, B, B, Cy, C, e D, séo reais, constantes e de dimensdes apropriadas. Assume-
se que os pares4, B) e (Cy,, A) sejam respectivamente estabilizaveis e detectaveis. O
escalar real positive, representa o atraso nos estados do sistemag@traso na entrada
de controle. Ambos sdo supostamente constantes e conbiedidsume-se que o vetor
perturbacdau(t) € limitado em energia, isto &(t) € Ls.

Adicionalmente, assume-se que para esta planta (2.1)dpgtpdo um controlador,
também representado na Figura 2.1, cujo modelo € dado cayue se

Te(t) = Acwe(t) + Acaxe(t — 75) + Beue(t) (2.2)
Ye(t) = Cexo(t) + Craze(t — 75) + Deuc(t) '
ondex.(t) € R, u.(t) = y(t) € R? ey.(t) € R™ sdo respectivamente os vetores de
estado, entradas e saidas do controlador. As mattizes., C. e D, sdo reais, constantes
e de dimensdes apropriadas.
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Comentario 2.1. SeA. 4 e C. 4 sd0 ndo nulos, o controlador é dito ndo racional (DE
OLIVEIRA; GEROMEL, 2004). Como vantagem, estes controésdapresentam graus

de liberdade adicionais no processo de sintese. A desvemtag uso de controladores
nao racionais consiste na necessidade de mensurar-se scatras estados do sistema
para a determinacao do controlador. Embora a metodologisittese possa ser inde-
pendente do atraso nos estados da plant® © controlador ndo é.

A interconexdo deste sistema da-se mediante

uc(t) = y(t)
u(t—m) = y(t—m)

Observe-se que enquanto a saida da planta esta imediagatispunivel para realimen-
tacdo, o sinal de controkg(t) é transferido com atrasg para a entrada da plantat).
N&o obstante, inexiste restricdo de amplitude para a saidardrolador.(¢). Ao longo
deste trabalho, assume-se que o controlador (2.2) foitpdmepara a planta (2.1) de-
sprezando qualquer limitagdo em amplitude do sinal de alentA este sistema de cont-
role - planta (2.1) e controlador (2.2), livre de saturagéderir-se-4 como sistema nom-
inal.

Limitacdes na amplitude do sianl de controle podem ser naddsl por uma funcao
saturacao entre o controlador e a planta, conforme ilustnad-igura 2.2

f > Planta
SAT

Controlador

v

v

Figura 2.2: Sistema saturante

Nestas circunstancias, a interconexao deste sistemardéaeiante

uc(t) = y(t)
u(t—m) = saly.(t—7))

onde sdty.(t)) € definido como s@i.(t)) : & — R™, onde

sat) (ye(t)) = saly, (1))
= Sigr(?/@(i)(t)) : min{|yc(i) (t)|v uO(i)}’ i=1,...,m

eu,,, € R, sendo que sign., (t)) € definido como segue

Sigr(yc(i) (t)) : % - §R7 Sigr(yC(i) (t)) = 07 yc(i) (t) = 0
1, Y, (t) <0

O sistema representado na Figura 2.2, denomina-se sisteurarde. Representando o
sistema saturante em malha fechada, tem-se

x(t) = Ax(t)+ Agx(t — 75) + Bsaly.(t — 1)) + Byw(t)
T.(t) = ca:c(t) + Acax.(t — 75) + B.Cya(t)
y(t) = Cyz(?)
(t) C.x(t)

z(t

+ D.saty.(t))
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onde
Ye(t) = Cexo(t) + Ceqxe(t — 75) + D Cya(t)

Define-se agora a seguinte ndo-linearidade tipo zona mi¢gtar)) tal qual segue

V(ye(t)) + R™ = R, P(ye(t)) = salye(t)) — ye(t)

Em seguida, considera-se o seguinte vetor de estados aduoent
_ | @)
A partir do vetor{(t), da ndo-linearidade(y.(¢)) e das seguintes matrizes

[ A4 o0 (A4 o0 [ BD.C, BC.
A‘[Bccy Ac}’Ad’S_lO Ac,d]’Adﬂ_[ 0 0 }

0 BC. B B,
Ad,s+i:|:0 07d:|aB:|:0:|7Bw:|: 0 :|>Cy:[cy 0]
Cz:[cz+DchCy chc}7cz,d:[0 Cc,d]uDz:Dz
K—[DC, C].Ki=[0 Cop]

o sistema em malha fechada pode entdo ser representado por

f(t) = Af(t) + Ad7sf(t — TS) + Ad,zf(t — Ti) + Ad,s+z’§(t — Ts — Ti)

+BY(y(t — 7)) + Byw(t) (2.3)
y(t) = CuE(t) '
2(t) = Cu(t) + Cou(t — 75) + Dato(ye(t))

bem como
yc(t) = Kg(t) + Kdg(t - 7_5)

Relembra-se aqui a premissa de que o controlador projet@@ogste sistema de-
sconsidera a saturacdo na entrada da planta. Por conta&istportante ressaltar, ndo
existem garantias da estabilidade deste sistema em malmadfe Estas circunstancias
motivam a definicdo dos seguintes problemas:

Problema 2.1(anélise de estabilidad®,). Dado o sistema em malha fechada (2.3) deve-
se determinar a maxima norm& dew(t) para o qual as trajetorias sdo garantidamente
limitadas, i.e. a estabilidadé, entrada-estado deve ser assegurada.

Problema 2.2 (analise de desempenit). Dado o sistema em malha fechada (2.3),
para uma perturbac¢éa () com normal, admissivel, deve-se determinar um limitante
superior para o ganhd’, dew(t) para a saida regulada(t), o que corresponde a um
problema de atenuacéo da perturbacao.

Problema 2.3(andlise de estabilidade intern&ado o sistema em malha fechada (2.3),
quandow(t) = 0, a estabilidade assintdtica do sistema em malha fechadardeser
garantida para toda a condigéo inicial pertencendo a um compD, de fungdes, < C?,

i.e. 0 conjuntdD, esta incluso na regido de atracao do sistema em malha fechada

De fato, o problema de analise da estabilidade de sistermasitaso e satura¢do na
entrada, bem como a avaliacdo do sistema de acordo com atgarioae desempenho
tem motivado trabalhos na literatura. Exemplos destesaltiab sdo (KOLMANOVSKII;
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NICULESCU; RICHARD, 1999), (CAO; LIN; HU, 2002), (HU; LIN; BEN, 2002a),
(HU; LIN; CHEN, 2002b).

Um resultado insatisfatorio para o Problema 2.1, motivastéue uma lei de con-
trole alternativa a nominal, dada pelo controlador (2.2¢sta forma, duas abordagens
emergem. A primeira, consiste na substituicdo do contoolé?l2), por uma nova lei de
controle que leve em consideracdo a ocorréncia de saturastmabordagem é denomi-
nada sintese direta, conforme mencionado na Introducéo.

Existem situa¢des nas quais a substituicdo do controla@merviavel, interessante
ou permitida. Os efeitos da saturacdao em amplitude na enplathta poderiam assim
comprometer a estabilidade e desempenho do sistema em feciiaala. Para estes ca-
sos, uma abordagem baseada em técnicas de injecdo de siwaldup (compensacao
antiwindup) torna-se uma alternativa de interesse.

Neste trabalho, considera-se o seguinte problema de csa@Emantiwindup:

Problema 2.4. (sintese de compensador antiwindup) Para o sistema em rfethada
(2.3), deseja-se determinar um compensador antiwindupadi®@onado a malha de re-
alimentagéao:

. atue sobre o sistema em malha fechada a partir da ocoraéhisaturacao;

2. garanta que as trajetérias em malha fechada permaneganitalilas para perturbacdes

com normal, limitada, e que a limitante de norma das perturbacdes adwess seja
tdo grande possivel;

. ha auséncia de perturbacgfes, a origem do sistema é assar®ente estavel, para um
conjunto de condig¢des iniciais tdo grande quanto possivel.

Observe-se que o Problema 2.4 limita a acdo do compensdileinaiup somente a
partir da ocorréncia da saturacdo. Com efeito, caso a medmacorra, 0 compensador
antiwindup n&o atua no sistema. Resulta disto que, nesteefasivamente o sistema em
malha fechada comporta-se como o sistema nominal (expragsgura 2.1). Todavia, na
ocorréncia de saturacdo, o sistema saturante ndo aprgseaitdias de que as trajetérias
do sistema em malha fechada permanegam limitadas a algyontwfechado em torno
da origem. E exatamente neste sentido que a a¢do do compeneattibui para a es-
tabilidade do sistema em malha fechada, injetando um sidiab sinal de antiwindup
- no controlador. Esta acdo deve garantir que as trajetdeiasanecam limitadas sob a
acao de perturbacfes com norfhatoleraveis. Na auséncia destas perturbacdes, garante
que exista um conjunto de condic¢des iniciais para as quaigeano é assintoticamente
estavel.

Comentario 2.2(fuga da regido de atracao da origerNpte-se que para o sistema (2.3),
um eventual abandono da regido de atracéo da origem pelatibdp &(¢) do sistema
em malha fechada € irreversivel. Uma interpretacéo pokaieste fato é que os estados
do sistema, representados pelo vef¢t), necessitam um esforgo de controle superior
ao permitido poru(t) = saf(y.(t)) para retornarem a origem(¢) = 0. De fato, se ndo
houvesse saturacéo, ou seji) = y.(t), a regido de atragéo da origem seria 0 completo
espago vetorialt et e,

Diferentemente, o abandono da estimativa da regido de atraia origem pela tra-
jetoria do sistema em malha fechada pode ou néo ser irrexarshpenas ndo ha garan-
tias formais do retorno da trajetdria a este conjunto de atmocom a metodologia de
sintese empregada. De fato, metodologias mais conser@ad@sultam em estimativas
mais conservadoras da regido de atracdo de origem.
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Em (TEEL; KAPOOR, 1997), a injecédo de sinal antiwindup é ddérromo tendo por
objetivo de sintese a reducgéo da diferencga entre entraddadacontrolador. No pre-
sente trabalho, investiga-se métodos de sintese de coatmeas antiwindup de acordo
com uma outra visdo, mencionada nos iténg 3. do Problema 2.4, i.e. associada a
garantia da estabilidadé, entrada-estado e estabilidade interna do sistema em malha
fechada.

A Figura 2.3 ilustra um sistema saturante com um compenseadiovindup na malha
de controle. Note que s€t) = sat(u(t)), ou seja caso o controle ndo esteja saturado, a
entrada do compensador antiwindup é nula, isto €, 0 mesmmmt#tere no comporta-
mento do sistema na auséncia de saturacao.

Antiwindup
f > Planta
SAT

A\ A 4

Controlador

v

Figura 2.3: Antiwindup para um sistema saturante

Em verdade, sdo muitas as configuracdes possiveis de campess antiwindup que
solucionam o Problema 2.4. Neste trabalho estamos ingglessa sintese de compen-
sadores antiwindup lineares, com as seguintes possiveitess:

1. Estatico, injecéo de sinal nos Estados do Controladoranted

Ya(t) = Dot (yc(t))

ondey,(t) € R" € o vetor de injecdo de sinal antiwinduplDg € R"*™ é o
parametro a ser determinado.

2. Dindmico de Ordem Plena, Racional, injecao de sinal ntedBs do Controlador
mediante
T4(t) = Aaa(t) + Batb(ye(t))
Ya(t) = Caa(t) + Dath(ye(t))

ondex,(t) € R"*" é o vetor de estados do compensador antiwindug,, e
Rrtne)x(nine) B ¢ Rrtne)xm - Rrex(ntne) D e Rre*m gj0 0s paramet-
ros a serem determinados.

3. Dindmico de Ordem Plena, N&o Racional, inje¢&o de sirmbBstados do Contro-
lador mediante

i0(t) = Aaa(t) + Apaza(t — 7) + Byt (ye(t))
Ya(t) = Coxa(t) + Coara(t — 7) + Dot (ye(t))

onder € R > 0 é o atraso apenas nos estados da planta, ou apenas na entrada
da planta. As matrized,, A, € RTr)xntne) B g Reinexm 0 O, €
grex(ntne) Do e Rrex™ sFo os parametros a serem determinados.
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4. Dinamico de Ordem Plena, Nao Racional, injecao de sirmbEstados e Saida do
Controlador:

ia<t) == AaiCa(t) + Aa,dxa(t - Ts) + Baw(yc@))
Ya(t) = Cozia(t) + Coaza(t — 75) + Datb(ye(t)) (2.4)
Za(t) = Eaxa(t) + Ea,dxa(t - Ts) + Faw(yc(t))

ondez, (t) € ™ € o sinal injetado na saida do controladof,eA, 4 € R(Hne)x(ntne),
Ba c §R(n+nc)><m’ Caa Ca,d c %ncx(nJrnc), Da c §Rnc><m, Eas Ea,d c §Rm><(n+nc)’
F, € ™™ s@o os parametros a serem determinados.

Observe-se que as trés primeiras estruturas apresentatis per obtidas a partir do
compensador (2.4), bastando para isto tomar por nulos ogisi@arametros.
O controlador (2.2) compensado por (2.4) pode ser reprdeiconforme segue

xc(t) = Ach(t) + Ac,dxc(t - T) + BCCyZL‘(t) + ya(t)
Yye(t) = Cexe(t) + Coqre(t — 7) + DeCyx(t) + z4(t)

Observe-se que tanto nos estados quanto na saida do coatdlajetado um sinal, (¢)

e z,(t), respectivamente. A injecdo de um sinal antiwindup nosdestdo controlador
mostra-se em geral suficiente para garantir que as trajetdoi sistema em malha fechada
sejam limitadas quando sob acéo de perturbacdes de miyfiratas. Da mesma forma,
esta injecao mostra-se em geral suficiente para garantimajaaséncia de perturbacgdes,
a origem do sistema é assintoticamente estavel para c@sdiggiais pertencentes a um
conjunto fechado incluindo a origem.

Ja a injecdo de sinal antiwindup na saida do controlador tarefaito imediato no
sistema, em especial pela matfFiz que acopla o excedente aos limites de controle direta-
mente na saida do controlador. Isto permite uma compensgacsioal do controle inde-
pendentemente da dinamica do controlador. Controladoregrés com polo dominante
bastante proximo da origem podem apresentar uma acao atgstEbre a planta. Assim,

a injecdo de um sinal antiwindup agindo apenas nos estadosndimlador vincularia a
acao do compensador antiwindup & dindmica do controladmro@tro lado, a injecdo

de sinal antiwindup & saida do controlador permite uma agéwiadup desvinculada

da dinédmica do controlador. Nos casos em que o controladesapa uma dinamica
lenta, esta desvinculagao pode permitir resultados meghoomo por exemplo um maior
limitante para a norm&, de perturbacdes as quais o sistema € tolerante, ou um menor
limitante superior para o gant®y de perturbagdes toleraveis a saida regulada do sistema.

Para representar o sistema saturante compensador poré¢@f)ne-se o vetar(t)

(1)
(1) = | ))

Tq(t

também define-se as seguintes matrizes

i:lo}’A:[A 0 },Ad,S:{Advs 0 ],Ad,i: Ay BEaJrICa}

I 0 Aa 0 Aa,d 0 0
o Ad,s—i—i BEa,d + iC’a,cl _ iDa . B + BF,
Adsti = [ 0 0 B = B, |’ Ba = 0

Bw: Ei]w],Cy:[Cy 0j|7(cz:[Cz 0]7DZ:DZ7DZ,d:DZ+DzFa

K:[K Ea]aKd:[Kd Ea,d}aKlp:Fa
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Segue que

() = Aﬁ(t)(*'(A)d),sE(t - T(s) ?’ Ad,ig)(t —Ti) *(' g%d,sﬂf(t —Ts —Ti)
+B(ye(t)) + Bagy(ye(t — 7)) + Bypw(t
u(t) = CE) (252
Z(t) = ng(t) + Dng(t) + Dz&(t - Ts) + Dz,dw(yc(t))
bem como
yc(t) = Kg(t) + Kdg(t - 7'5) + wa(yc(t)) (25b)
Note-se que esta representacdo generaliza a considemefi@asb nos estados e na en-
trada da planta.
E importante ressaltar que a implementac&o dos compemsapl@mpostos mediante
a injecdo de sinal antiwindup nos estados do sistema regess@ a configuracao in-
terna do controlador nominal; ou seja, € necessario altecantrolador nominal para
implementar a injecdo do sinal antiwindup gerado pelo cors@e@or. Uma alternativa de
maior apelo pratico seria, por exemplo, efetuar esta injdedsinal antiwindup a entrada
do controlador nominal. Neste caso, ao invés de ser neaeafiérar o controlador exis-
tentea priori para a implementacado do compensador antiwindup, aperasratse-ia
a saida da plantat), a saida do antiwindug, (¢). Ambos sinais, somados, alimentariam
o controlador nominal, i.eu.(t) = y(t) + ya(t).
Embora as metodologias aqui desenvolvidas ndo preveenalestaativa, sua con-

sideragdo é prontamente factivel. Basta modificar a mhtriz ? porl = 59 }

mantendo-se as LMIs inalteradas em sua representacdoag@edimensao da saida do
compensadoy,(t) muda dey,(t) € R paray,(t) € RP.

Nos Capitulos 3 e 4, a classe de sistemas estudados aprésamteente atraso nos
estados da planta. No Capitulo 5, os sistemas estudadeeatze apenas atraso na en-
trada da planta. Assim, ndo ha a necessidade de distinggprasentacédo do atraso nos
estados, do atraso na entrada. Neste trabalho, ambos séser@pdos pat. Ainda, este
atrasor é assumido constante e conhecadpriori. Em verdade, estudar-se-a separada-
mente sistemas com atraso no estado, tdo somente; e sis@masraso na entrada, tdo
somente. Assim sendo, nos Capitulos 3 e 4 tem-se0, e no Capitulo 57, = 0.

A sintese de um compensador antiwindup como apresentadefimécBo 2.4 consiste
em garantir que:

e as trajetorias de (2.5a) sejam limitadas para toda a pegéda(t) limitada em
normacl,, ou seja, a estabilidad®, entrada-estado de (2.5a) deve ser garantida;

e na auséncia de perturbacdes a origem de (2.5a) € assimetitaestavel para as
condicdes iniciais pertencentes a um conjunto fechadaimab a origem, ou seja,
a estabilidade interna de (2.5a) deve ser garantida.

2.1 Lemas

Ao longo deste trabalho obtém-se condi¢Bes que garantatalaliemdel, entrada-
estado e a estabilidade interna de (2.3). Estas condigbgsaebase importantes lemas,
consagrados pelo uso na literatura cientifica da engent@gantrole. Esta secdo apre-
senta alguns dos principais.

O seguinte lema, trata da pertinéncia do ve&te) a um setor generalizado, quando
a saida do controlador (2.2) pode ser expressa coiftd = K&(t) + Ki&(t — 7) +

Ky (ye(t)):
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Lema 2.1(condi¢éo de setor generalizad@sOMES DA SILVA JR.; TARBOURIECH,;
GARCIA, 2006), (TARBOURIECH; PRIEUR; GOMES DA SILVA JR)620
Considere-se a matriz € ®™*2("+"<) e o0 conjunto poliedral(u,):

S(UO) = {5 ‘ | [K(i) + G(i)] §| S uo(i),i = 1, e ,m} (26&)
entdo, s&(t) € S(u,) segue que a relagéo

D(ye)) T (W (ye(t)) — GE(t) + Kad(t — 7) + Kyt (ye(t)) <0 (2.6b)
é verificada para qualquer matriz diagonal definida positiva R™*™.

Prova: Considere: = G§(t) — Kq&(t — 7) — Ky (y.(t)). Segue que (2.6b) pode ser
escrito como

D(ye) T (V(ye(t) —7) <0
Tem-se 0s trés casos abaixo.
L. =ty < Yeg, (1) < oy,
por conseguinte
U(ye(t)) @ =0
logo segue que

D)) Tty (0 (ye(t) @y — 7)) = 0

2. Yegy (1) 2 o
Neste caso tem-se
w<y6(t>>(i) = Uoy — Yep (t) <0

Segue que

V() — 16 = toy, — K@y§(t) — Ka, £t — 7) — Ky, ¥ (we(t)) @) — T
= U, — (K + Gi))&(t)

mas comd(t) € S(u,) entdo

‘(K(i) + G(i))g(t” < Uo(;

ou seja,
o,y — (Kepy + Giy)§(t) >0

Segue que)(y.(t))u — re > 0, € comoy(y.(t)) s < 0, tem-se que
V(e() @)l (Y (Ye(t)) i) — Gaé(t)) <0, V(i) >0
3 Yoo () < —o

Neste caso tem-se
w<y6(t))(i) = TUoyy T Yy (t) >0

Segue que

Y(e(®)a) — 16 = —Uou, — Kpé(t) — K, §( — 7) — Ky ¥(ye(t)) @y — ry
= —Uo,, — (K + Gi))§()



26

mas comd(t) € S(u,) entdo
|(K) + Gi)§ ()] < o,

ou seja,
—Up,, — (K + G@y)E(t) <0

Segue que)(y.(t))u) — @) < 0, € comoy(y.(t))u > 0, tem-se que

V(W) )Tt (P (Ye(t)) o) — Gwé(t) < 0, VI >0

fim da prova.

Lema 2.2(complemento de Schurp matriz { f ]g } € negativa definida se e somente
se

Q<0
P—-MQ'MT <0

ondeP — MQ~'M?" pode ser chamado de Complemento de Schi@.de

Lema 2.3(lema de projecaoYGAHINET; APKARIAN, 1994) Dado uma matriz simétrica
O € ™™ e duas matrize®, (), de dimensdes, considere-se o0 problema de encontrar
alguma matriz) de dimensdes compativeis tais que

O+ PTOTQ+QTQP <0 (2.7)

Denota-se poiVp, Wy quaisquer matrizes cujas colunas formam bases dos espagos
nulos deP e (), respectivamente. Entédo (2.7) é solucionavel gaise e somente se

WSGWQ <0

Prova: Necessidade: a necessidade de (2.8) é clara, por exefplp, = 0 —
WLOWp < 0 quando pré e pés multiplicando (2.7) goil e Wp, respectivamente.

Suficiéncia: sej&/pg umabase parBer(P)NKer(Q) e introduz-se matrizdsp, Ug
tais quelVp = [Upg, Up| Wy := [Upg, Uy sejam bases d€er(P) e Ker(Q) respec-
tivamente. Seja e ¢ as dimensfes d&er(P) e Ker(Q), respectivamente. Observando-
se quelUpq, Up, Ug| € entdo uma base dé€er(P) & Ker((Q), completa-se-a em uma
basel’ = [Upq, Up, Ug, V] deR™. A matrizT é n&o singular e portanto (2.7) é equiva-
lente a

70T + (PT)"QN(QT) + (QT)"Q(PT) < 0 (2.9)

Em seguida, particiona-se em blod®§, QT e T7©T de acordo com a particdbipg, Up, Ug, V]
deT. Pela construcéo, tem-se que

PT=1[0,0, P, P, QT =1[0,0Q10, Q]

Nota-se quéP,, P,] € R¥72)%? comp < k+p, €[Q1, Qo] € RET™2)*4 comg < k+my,
e que ambas matrizes apresentam posto completo em suagsdlam a notacao

PlT . Qll 912 DX q
[Pg ] Q[Q1, Q)] = {Qm o } e R (2.10)
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e a particao
@11 @12 @13 C'—)14
T _ * Oz Oy Oy
rer= * * @33 @34
* * * Oy
entdo (2.9) pode ser representada como
@11 @12 @13 @14
*x  Og Ogy+Qf Oay + Q3
0 2.11
* * O33 O34 + Qo = ( )
* * * @44 + 922 + Q%;

Aqui as variaveiq);; séo arbitrarias uma vez que € arbitrario [P, ] e [Q1, Q-]
tem posto completo em suas colunas. Especificamente, dadsqgar();; a matriz
{ pr r [ Q. Qe
PQT Q21 Q22
contrar condigdes eid;; que assegurem a factibilidade de (2.11) para determirfagos
Através do complemento de Schur, a desigualdade (2.11)gmvdepresentada como

C'—)11 C'—)12 C'—)13

} [Q1, Q)" € solucdo de (2.9). Assim, o problema reduz-se a en-

II = * @22 @23 + Q{l <0 (212)
* * @33
o " O1s
@44 + QQQ + ng — @24 + le ! @24 + le <0 (213)
O34 + o O34 + Q1o

Dadof2;1, 212, €21, Sempre é possivel encontraresg tal que (2.13) é satisfeita. Entéo,
(2.7) é factivel se e somente se (2.12) for factivel paranalgu .
Agora (2.12) é equivalente a

I 0 0 I —0]0,, —06
—eLe 1 o|II|o I 0 <0
—-0Loet 0 I 0 0 I
0 que equivale a
O11 0 0
0 @22 — @{2@1711@12 Q{l + A%é <0 (214)
0 * @33 — @{3(9;11@13
onde .
A32 - @g:o) - @{3@I11@12 (215)
Uma vez que,; € arbitrario, isto é factivel se e somente se
@11 <0

@22 — @{2@1711@12 <0
@333 — @{3@1711@13 <0

De forma equivalente, (2.14) é factivel se e somente se
@11 @12 @11 @13
|: * @22 :| < 0’ |: * @33 <0

Esta ultima condicéo € exatamente (2.8) considerando-séragdo delVp, Wy, e 0,;.
fim da prova.



28

2.2 Estabilidade no Sentido de Liapunov-Krasovskii para Sitemas
com Atraso

Seja dado o sistema abaixo (HALE; LUNEL, 1993), (GU; CHEN; ARITONQV,
2003)

)= ft. &), t>t (2.16)

ondes(t) € RA+ne) e &, corresponde a restricdo €6)) parad < [t — 7, t).

A existéncia do atraso em (2.16) faz com que sua solucéo fegarseamente deter-
minada a partir das variaveis de estado que descrevem (®liistante = ¢,. Desta
forma, a solucéo para determinar unicamente a sol{i¢gfiara toda > t,, € necessario
conhecer-se o0s valores assumidos§ioy no intervalo de temp@, — 7, t,]. Por conta
disto, a condic¢&o inicial ndo mais é expressa por um vetanidefem#2("+7<) mas por
uma fungdo com domini, — 7, o] x R2"*+"<). Assim, a condigo inicigd(ty) € C-,
tal que

gto (0) = g(tO + 0) = ¢(0)7 AS [_7_7 0]

Teorema 2.1(Liapunov-Krasovskii) SejamVy, 5, V3 : RT — R, ou seja, funcoes tais
queVi(r) > 0, Vo(r) > 0, V5(r) > 0, ¥r > 0. Se existir um funcional continuo :
R x D — R, tal que

1. Vi(le(0)l]) < V(t, ¢) < Va(l|ollc)

V(t,&) < =Va(lE@1)
Entdo a solucéo identicamente nula de (2.16) € uniformesresgintoticamente estavel.

A demonstracédo do Teorema 2.1 pode ser encontrada em (HAUREL, 1993),
(IVANESCU; DUGARD; DION, 2000), (NICULESCU, 2001) e (GU; (N; KHARITONOV,
2003).

Ao longo deste trabalho, utiliza-se 0 seguinte funciondlidpunov-Krasovskii

V(t) = €(0)TPE(1) / £(0)" Re(6)

ondeP = PT > 0, R = RT > 0 € R:n+ne)x2ntne) por construgady (¢) satisfaz:

AP)EM)3 < V() < (MP) + TAR)I&]?

0 que corresponde ao iteimdo Teorema 2.1. O desenvolvimento conseguinte visa garan-
tir o item2. do mesmo teorema.

Note-se que o funcional de Liapunov escolhido ndo é um fuatioompleto, ou
seja, que permite a determinacdo necessaria e suficienteGBEN; KHARITONOV,
2003), (FRIDMAN; NICULESCU, 2007). Um dos motivadores daaba do funcional
utilizado nesta tese € a obtencéo direta de condi¢cdes LMlaseatessidade de efetu-
arse majoracdes ou outros artificios algébricos conseread Nao obstante, hd espaco
para investigar a melhora dos resultados obtidos com oturasonais de Liapunov-
Krasovskii, mais completos.
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3 ANTIWINDUP DINAMICO RACIONAL PARA SISTEMAS
COM ATRASO NO ESTADO: ABORDAGEM PELO LEMA
DE PROJECAO

3.1 Introducao

Neste capitulo considera-se a sintese de compensadadvéasdimp para sistemas com
atraso no estado e saturacédo na entrada de controle. Basehdma de Projecédo e em
uma condicdo de setor modificada, € mostrado que o probleramtdse de um com-
pensador antiwindup racional de ordem plena é convexo. #éc¢8olnumérica de um
compensador antiwindup que assegure a estabilida@atrada-estado, bem como a es-
tabilidade interna do sistema em malha fechada € obtideéstde condicfes expressas
em desigualdades matriciais lineares (LMIs). Neste cootganto resultados de am-
bito local como global sdo apresentados. Como critério oheizdcao, considera-se a
minimizacao do limitante superior ao ganfig da perturbacao para a saida regulada do
sistema.

3.2 Formulacdo do Problema

Seja dado o seguinte sistema linear com atraso nos estados

x(t) = Ax(t) + Age(t — 1) + Bu(t) + Byw(t)
y(t) = Cya(t) (3.1)
2(t) = CLx(t)

ondex(t) € R, u(t) € R™, w(t) € N9, y(t) € NP, 2(t) € N' séo respectivamente os

vetores de estados, entradas, perturbacoes, saidas medidalas reguladas. Matrizes
A, Aq, B, B, C, e C, séo reais, constantes e de dimensdes apropriadas. Assujue-s

os paresA, B) e (C,, A) sejam respectivamente estabilizaveis e detectaveis.

O escalar real positivo representa o atraso nos estados do sistema, que é suposta-
mente constante e conhecido. Note-se que (3.1) pode sdo@hpiartir da representacao
genérica dada em (2.1), tomandosse= 0. Além disto, optou-se aqui por considerar
D, = 0. Neste caso a saida regulada é uma funcéo linear dos estaplasth.

Assume-se que o vetor perturbagé@) é limitado em energia, i.ey(t) € Lo, € para
algum escalaf, 0 < % < 00, a perturbacaa(t) € limitada como segue:

o0

w @z, = [ < ; 32)

0
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A condic¢do inicial do sistema (3.1) é descrita conforme segu
x(to +0) = ¢.(0), VO € [—7, 0], (to, ¢z) € RT x C?

Para controlar o sistema (3.1) considera-se um controldissdmico de saida dadm
priori, representado como segue:

Te(t) = Ac(t) + Beue(t)

Ye(t) = Cozo(t) + Deue(t)
ondez.(t) € R, u.(t) = y(t) € R? ey.(t) € R™ s&o respectivamente os vetores de
estado, entradas e saidas do controlador. As mattize€s., C. e D, sdo reais, constantes

e de dimensdes apropriadas.
Assume-se que a entrada da planta é limitada como segue:

(3.3)

— oy S U@y < Uy, U= 1,....m

Como consequéncia dos limites na entrada da planta, o snebmtrole efetivamente
injetado na planta é:
u(t) = saly.(t))

Supdbe-se que, o controlador (3.3) foi projetado para omsst@minal, ou seja, hdo
leva em conta a saturacao da entrada da planta. Como forneatberear esta desconsid-
eracao, sintetiza-se um compensador antiwindup, quddoses malha de controle min-
imiza o efeito da saturacdo na estabilidade e desempenhsteima em malha fechada.

Gq(t) = Aata(t) + Bath(ye(t))
Ya(t) = Coza(t) + Dot (ye(t)) (3.4)

ondex,(t) € R e (y.(t)) 2 safy.(t)) — y.(t) € R™ s&o os vetores de estado e
entrada do compensador antiwindup. O vetgr) € R é o sinal injetado na dinamica
do controlador. As matrized,, B,, C, e D, sao reais, constantes e de dimensodes apro-
priadas.

A partir da insercéo do compensador antiwindup (3.4) naaddhcontrole, o modelo
do controlador dada priori (3.3) torna-se:

Te(t) = Ace(t) + Beue(t) + ya(t)
ye(t) = Cee(t) + Deuclt)
A Figura 3.1 ilustra a configuragéo topoldgica do sistema.
Neste capitulo esta-se interessado na sintese de um cadpeastiwindup dinamico
como mostrado em (3.4) (ou seja, na obtencdo de uma solugé@érica para as matrizes
A, Ba, C,, D,), € que considere os efeitos da saturacdo da entrada da ptaoompor-
tamento do sistema em malha fechada (3.1)-(3.4)-(3.5)n#&s¢ do compensador (3.4)
considera 0s seguintes problemas

(3.5)

Problema 3.1 (estabilidadel;). O compensador devera assegurar que as trajetorias
do sistema em malha fechada permanecam limitadas para gemafgerturbacao satis-
fazendo (3.2) para um certy i.e. a estabilidade&, entrada-estado deve ser assegurada.
Adicionalmente, o compensador devera assegurar um liteisuperior para o ganhg,
entre a perturbacéav(t) e a saida do sistem@t), que corresponde a um problema de
rejeicdo a perturbacao, ou estabilidade entrada-saida.

Problema 3.2 (estabilidade interna)Na auséncia de perturbacgdes, a estabilidade ass-
intética do sistema em malha fechada (3.1)-(3.4)-(3.5kdeger garantida para toda a
condicao inicial pertencendo a um conjurily de fungbes, € C?, i.e. o conjuntaD,
esta incluso na regido de atracao do sistema em malha fecfiatly(3.4)-(3.5).
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— f » Planta com Atrase
SAT
»@% Antiwindup

Controlador

A A

Figura 3.1: Configuracao topoldgica do sistema

3.3 Preliminares

A partir da definicdo do seguinte vetor de estado aumentado

o(t) ]
£) = | wolt) (3.6)
Ta(t) ]

e das seguintes matrizes

| A+BD.C, BC, A, 0] 5 [B] 5 [0
S R E IR EI R

B,
B,=| ", |.C=[C 0].C.=[C. 0], K=[DC, C.] (3.7)
[ A 1C, [As 0 [ B+1ID, [ Ba
o B b el e el
c,=[C, 0],C.=[C. 0], K=[K 0]

O sistema em malha fechada (3.1)-(3.4)-(3.5) pode entdepgersentado por

§(t) = AL(1) + Agg(t — 7) + B (ye(t)) + Buw(t)
z(t) = C.&()

com a seguinte condic¢éo inicial
selt) =[2(0)" w0 w0 ]
= [ 6(0)7 6a (0T 65, (0)" ], V0 € [-7, 0]

A saida do controladoy,(t) pode ser expressa comg(t) = K&(¢). Na sequéncia,
o0 Lema 2.1 ser4 empregado como a forma de considerar-seem@aesdo linearidade
saturacao na malha de controle.

(3.8)

3.4 Resultados Principais

Esta se¢do apresenta resultados tedricos que permitenesesiio compensador an-
tiwindup (3.4) de modo a assegurar tanto a estabilidaden@mtecomo a estabilidade
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entrada-estado do sistema em malha fechada. Posto de autra, fdeseja-se garantir
que as trajetorias do sistema permanecam limitadas pdtalpggdes admissiveis, e que
0 conjunto atingivel por estas trajetorias esteja incleseegido de atracao da origem do
sistema em malha fechada. Incluso no resultado numérig@aeslimitante superior para
0 ganhol, entre a perturbacdo(t) e a saida reguladdt).

O seguinte teorema considera a sintese do compensadomauiem um contexto
regional (local). Neste caso, a estabilidade € assegurad&er que as condi¢des iniciais
do sistema e a perturbacao pertencam a determinados amadrhissiveis.

Teorema 3.1.Se existem matrizes simétricas positivas defiidlas, H,, H; € RHne)x(ntne)
uma matriz positiva definids € R™*™, matrized/, V € Rmx(tne) [, ¢ Rntne)x(ntne)
e escalares, i tais que as LMIs (3.9a), (3.9b), (3.9¢), (3.9d) sao verifasd

AX + XAT + Hy + Hy + HI + H; * * *
XAT ~Hy—Hy— HI' —H; «x *
(X —Y)AT —Hy — Hj -Hs + | <0
BL 0 "
C.X 0 0 —9I
(3.93)
[ NI'[AY + YAT + H{| N, * x o ox x ]
XATN, ~Hy—Hy— HI —H;y « *
(X —Y)ATN, —Hy — Hj —Hy x  *
(SB" + V)N, 0 -25 x % <0 (3.9b)
BIN, 0 0 I «
i C.YN, 0 0 0 —~I |
X * *
0 Y — X * >0 Vi=1,...,m (3.9c)
2
KX + Vo +Us KX =Y)+Us  pug,
w—0<0 (3.9d)
I . - o .
ondeN, = 0l Entdo existe um compensador antiwindup dinamico confoefieido

em (3.4), que assegura que

. as trajetorias do sistema (3.8) séo limitadas para todas@ndi¢des iniciais contidas na
bola

B(B) = {¢e € C | [|0l2 < B/(A(P) + TA(R))}

e com as matrizes
X1 x
M F

R1 *

R R, >0

P:PT:[ }>0,R:RT:l

gue sao obtidas da seguinte forma

e As matrizesV, M séo obtidas a partir de

MIN=T-X"'Y

e A matrizF é obtida mediante

F=MX)""(Y - X)(MX)™*
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e A matrizR é obtida segundo

P_p I XMT17'[H I 0 ‘1P
— T lo xMT H, Hs || MX MX

com qualquep tal que
0SBt -

Nelz, < Allwliz, +V(0);

3. quandow(t) = 0, a origem do sistema em malha fechada € localmente assio¢inte

estavel, e ) )
B(u™) = {oc € C7 | lléelle < ™" /(X(P) + TA(R))}
é uma regido de estabilidade assintética, ¥es € B(u '), lim £(t) =

t—+o0

Prova: A prova deste Teorema consiste em definir-se convenienternena fungéao
auxiliar 7 (t). Uma vez que7 (t) < 0, os itens 1 a 3 do Teorema 3.1 s&o verificados. As
condi¢Bes que garanteri(t) < 0 séo obtidas da seguinte forma

1. obtencgdo de uma inequagdo matricial que impligue < 0, através do Lema 2.1
(condicao de setor generalizada);

2. aplicacdo do Lema 2.3 (lema de projecao);

3. representacdo das duas desigualdades resultantesiaa@pldo Lema 2.3 em
LMI;

4. obtencédo de LMI que garanta a validade das condi¢cOes da Relndita incluséo
elipsoidal.

A seguir apresenta-se a prova detalhada do teorema.
Considere-se o seguinte funcional de Liapunov-Krasovskii

V(t) = £(t) PE() / £(0)" Re(0)

Em particular, ele satisfaz:

AP)EMD)3 < V() < (MP) +TAR)I&]? (3.10)
onde¢, corresponde a restricdo gé), no instantg ao intervalolt — 7, t]. Entdo, se a

condig&o iniciaky, € B(5), segue qué’ (0) < .
Considere-se a seguinte fungéo auxiligr)

é .

J () =V () —w(t) w(t) + —2()"2(t)

1
Y
SeJ(t) <0, tem-se que

/0 " Wt = V(T) -V (0) /0 " w(b)dt + % /0 O 0t < 09T > 0

Entdo, segue que



34

o {(T)TPET) < V(T) < V(0)+|w(t)]|z, < B+ VT > 0, ou seja, as trajetérias
do sistema ndo abandonam o conjufit®, ;') paraw(t) satisfazendo (3.2);

o paral’ — oo, ||2|Z, < yllwllZ, +~V(0);
e paraw(t) = 0, por definigdo, tem-s¥€(¢) < 0.

Desta forma o desenvolvimento subsequente visa obtergixlque uma vez verifi-
cadas garantagfi < 0. Assim sendo, avalia-s&(¢) ao longo das trajetorias do sistema
(3.8), e obtém-se a seguinte expressao

J(t) = )T (ATP+ PA+ R)§(t) + 26(t — 1) Ag PE(t) + 20 (ye(t)) " BT P&(t)
+2w(t) B PE(t) — &(t — 7)TRE(L — 7) — w(t)Tw(t) + 22" (8)z(t)

Considere-se a matriz ¢ R™**"+"<) e o conjuntaS(uy) definido em (2.6a). Entéo,
pelo Lema 2.1, dado qugt) € S(ug), Segue que para qualquer matriz diagdhat 0

tem-se:
)T (W(welt) - GE(1)) <0
Como conseqiéncigf € S(u,) tem-se que
J(t) < §@OT(ATP + PA+ R)E() + ()T PAKL(E—7) +&(t — 7)TAGPE(?)
=&t —7)TRE(t — 1) + ()T (PB + GTT)(y.(t)

)
+0(ye(t) " (B P + TGE() = §(we(t))" 2T(yelt)) + (1) PBuw(t)
+w(t)TBLPE(t) — w(t) w(t) + 1£(H)TCICL()

0 que pode ser reescrito como

T

§(t) §(t)
E(t =) §(t—7)
¢(yc(t)) MO ¢(yc(t)) <0
w(t) w(t)

2(t) 2(t)

[ PA+ATP+R % * *

*
ATP -R x x %
My=| B'P+TG 0 —2T «+ =
BT p 0 0 I =«

] C. 0 0 0 —l

Assim, M, < 0 é condicao suficiente para ter<gé¢t) < 0, quandcd.(t) € S(u,).
Pré e pos multiplicandd/, pelo bloco diagonal

blockdiag{ @, @, S, L, I,}

ondeQ = P71, S = T~!, obtem-se a seguinte condicédo

QAT + AQ+T % * % %
QAT - * *
SBT + Z 0 -2 « * <0 (3.11)
BT 0 0 I «
C.Q 0 0 0 —~I
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ondeZ = GQ el = QRQ.

Observe-se que (3.11) é equivalentd/a < 0, ou seja, a verificacdo de (3.11) &
suficiente para garantir () < 0, para todd(t) € S(u,).

Considerando-se a seguinte estrutura para as vari@yé€ig 7

. Y «x . Fl * . ~
o[ i]r=[8 i ]zt o)
além das matrizes definidas em (3.7), segue que a desigadRlad) pode ser reescrita
na forma

O +UrQV +VIQ'u <0 (3.12)
onde
[ AY + YAT 4+ T * * * * *  ox ]
NAT + T, Iy * * x  x
YA:‘Q 0 Iy * * * *
O = NAg 0 —I'y —I's % * *
SBT +V U 0 0 =25 x %
B” 0 0 0 0 —I =«
I C.Y C.NT 0 0 0 0 —I |
A, B,
o= | & o]
u_=vo 100000}
11000000
v ‘N F 00 00 0}
0 000 S 00

Observe-se que os parametros do compensador antiwindigotedbs na matrig.
Pelo Lema 2.3, segue que

O +UTQY +VTQTU < 0 & NFONy <0, NEONy <0

ondeNy € Ker{U}, e Ny € Ker{V}. As bases para o kernel dee V' podem ser
escolhidas respectivamente como:

— - — 1 -

>

NU: 7NV:

oooooog
Coo o ~O O
cCoo~NOo OO
cCo~NOC O OO
O~ OO OO
~NOoO OO O OO
coococog

CooOo O ~O O
cCoo~NOo OO
O~ oo OO
~O OO O OO

ondeN, = [ é } . Assim sendo, a verificacao simultanea de:

NEONy <0, NEONy <0

é suficiente para garantif(t) < 0, V&(t) € S(u,)-
Busca-se agora uma representagéo de cada uma destas esig@N, < 0, e
NEONy < 0 naforma de LMI.
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Iniciando-se pela condic¢do condicAQTON; < 0, tem-se que a mesma pode ser
escrita conforme segue

[ NT[AY +YAT+ H{ N, * * * x x|
YATN, Ty * * %  *
NATN, Ty I's * x =%
(SB” + V)N, 000 -5 % o |~V (3.13)
BTN, 0 0 0 —I =«
i C.YN, 0 0 0 0 —~I|

Da mesma forma, a condicag’ O\, < 0 pode ser escrita conforme segue

AX + XAT 4+ T+ XM Ty + TTMX + XMTT3sM X
XMTNAT +YAT

XMTNAT
B,
C.X
* * * *
T — XMTTy —TTMX — XMTTsMX * *
—XMTTy — XMTTsMX —XMITsMX x % <0
0 0 I x
0 0 0 —I
(3.14)

Note-se qud’, e I's aparecem isolados em (3.13) e multiplicados §a/” em (3.14).
De modo a contornar esta ndo linearidade aplicamos umddraregao de similaridade,
pré e pos multiplicando (3.13) pelo bloco diagonal

T
blockdiag{ln, { é ?%T } s L, 1y, fz}

e sua transposta, respectivamente. Note-se que (3.90tgazeX — Y € ndo singular.

Logo é sempre possivel computar matrizes néo singuldres\/ verificandoM” N =
T

0 XMT
A partir da particdo d€) e P, segue que
I = NTM+YXxX!
X-Y = XM'N
X = Y+XM'N
Considerando-se estas igualdades, segue que (3.13) élegtava

I — X~Y, o que implica que a matri } é inversivel.

" NT(AY + YAT + )N, .
XAZ;NQ —Fl—XMTFQ—FQTMX—XMTF;:,MX
(X — Y)ATN, _XMTT, — XMTT3MX
(SB” + V)N, 0
BTN, 0
C.YN, 0
i * * * * ]
* * % x
—XMTTsMX  * * *
0 95 o« o« |0
0 0 -1
0 0 0 —~I

(3.15)
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Finalmente, considerando-se a mudanca de variaveis
H o] [I1 o0 r, o1[71 o0
Hy Hy | |0 XMT ||y T3]0 MX
em (3.14) e (3.15), obtém-se as LMIs (3.9a), (3.9b).
Por outro lado, se

P ols0i=1
yi=1,...,m
K@ +Gay p

O(4)

segue qué (P, u~ 1) C S(up). Como em (ROOS; BIANNIC, 2008), pré e pés multiplicando-
se esta condicao pelo bloco diagonal

blockdiag{ @, 1}

obtém-se a seguinte LMI

Q * ] .
>0,i=1,---,m 3.16
h&@+&wﬂﬁn (3.16)

em seguida, pré e pés multiplica-se (3.16) pelo bloco dialgon

T
blockdiag{{ é )g(]\]@ } , 1}

e sua transposta, respectivamente. Sendo posto que
NX '+ FM=0

e definindo-se
U=UMX

obtém-se a LMI (3.9c). Assim, a LMI (3.9c) assegura &, u~') C S(ug). Este
fato implica na validade da condi¢édo de setor expressa é)(Desta forma, se (3.9a),
(3.9b) e (3.9¢) séo satisfeitas, segue die) < 0 efetivamente verifica-se, uma vez que
|w(t)||z, < 67! e¢e € B(B). Finalmente, a LMI (3.9d) garante qag > 0, o que
conclui a prova dos itens 1) e 2) do Teorema 3.1.

Considere-se agora quet) = 0. Neste cas@/ (t) < 0 assegura quE (¢) < 0, dado
queé(t) € S(u,). Entéo, se): € B(u™ '), segue que (veja (TARBOURIECH; GOMES
DA SILVA JR., 2000), (GOMES DA SILVA JR.; TARBOURIECH; GAR@, 2006))

§@)TPE() < V(£(1) < V(£(0)) < (MP) + 7A(R)) |l < p7!

o que significa que, para qualquer condicdo inicial perteteca bolaB(y 1), tem-se
&(t) € E(P,p ), Vt > ty. Uma vez que a LMI (3.9c) é satisfeita, tem-se gug €
S(ug), Vt > to. Entdo, para qualquer condigao inicial pertencer8¢.a '), efetivamente
tem-se qué/ (¢) < 0, 0 que conclui a prova do item Bm da prova.

Note-se que o0 Teorema 3.1 ndo determina o compensador rahtpv(3.4). Apenas
garante a existéncia de um compensador conforme (3.4) gusadecao para os Proble-
mas 3.1 e 3.2, ou seja: garanta a estabilidade entradaektaistema em malha fechada
e a estabilidade assintdtica da origem do sistema em mathada. Por conseguinte, a
determinacdo do compensador € tratagesteriori ou seja, uma vez que as condicdes
expressas em LMIs do Teorema 3.1 foram verificadas e as esittjzX, H,, Hs, H3, S,

U, V, e escalares, ;1 sdo conhecidos. A determinagdo do compensador antiwiretéap s
abordada na Secéo 3.4.2.
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3.4.1 Estabilidade Global

O seguinte coroléario trata do problema da estabilizacdoransantexto global. Ele
pode ser aplicado quando o sistema seja assintoticamée@velesm malha aberta. Neste
caso, pode ser assegurado que as trajetérias do sistemalleanfethada séo limitadas
para qualquew(t) € £, independente das condic¢des iniciais.

Coroléario 3.1 (estabilidade global)Se existem matrizes simétricas positivas definiflas
X, Hy, Hy € R(ntne)x(nine) \yma matriz positiva definidst € R™*™, H, e R(ntne)x(ntne)
e um escalar tal que LMI (3.9a) e:

[ NI'[AY + YAT + Hi| N, *
XAIN, —Hy — Hy — H, — Hj
(X —Y)AIN, —H, — Hy
(SBT — KY)N, 0
BIN, 0
: G N o (3.17)
* * * *
* * * *
—H; x * *
0 =25 * <0
0 0 —I *
0 0 0 —9I|
Y —X>0 (3.18)

sejam verificadas, entdo existe um compensador dindmico dafnido em (3.4), tal
que:

. quandaw(t) #0

a. as trajetérias em malha fechada permanecem limitadaa paalquerg:(6) € C?
e qualquer condicao inicial.

b. 2(D)11Z, < vllw(®)lIZ, + 7V (0).

. sew(t) =0,Vt > t; > 0, &(t) converge assintoticamente para a origem.

Prova: Considere:
G=-K

Segue que a condicado de setor (2.6a) é verificada para toda R>"<). Neste caso,
temos:

V=-KY, U=-KNT

Assim, é suficiente verificaf () < 0, o que salvo 0s novos valores tee U, replica
a prova do Teorema 3.1 até a condicdo (3.15). A LMI (3.18)jarguel — X~ 'Y

€ ndo singular, o que no Teorema 3.1 era garantido implieitéepela relacéo (3.9c).
fim da prova.
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3.4.2 Determinacdo do Compensador

A partir do Teorema 3.1, as matrizes do compensador antipidd, B,, C, e D,
podem entdo ser obtidas numericamente pela resolucdonstajuge dois problemas
LMI, como descrito no seguinte algoritmo.

Algoritmo 3.1 (obtencédo dos parametros do compensador antiwindup)

Passo 1:
Resolva as LMIs (3.9a)-(3.9d) pama, X, H,, Hs, S, U, V, H,, v e u. Para estas
matrizes calcule:

— a partir de X e Y obtidas, encontre matrize¥ e M tais que a relacdaVi' M =
I — Y X! seja mantida.

Uma vez que a LMI (3.9c) assegura gue- X > 0, € sempre possivel computar-
se matrizes ndo singulare¥ e N, satisfazenddV’'M = I — YX'. Note-se,
entretanto, que dadd eY a escolha deV e M nao é Unica. Por exemplo, pode-se
determinarN = ol e segue qué/ = (I — Y X 1)a~!, para qualquer escalat;

ou pode-se computdr/ e N mediante uma decomposic¢do LU ou QR, por exemplo.
Isto significa, de fato, que a realizacdo do compensador ndoiéa (SCHERER,;
GAHINET; CHILALI, 1997).

— F=MX)"T(Y - X)(MX)!

_r_ I 0 Hy * I 0
10 (Mx)T Hy, Hj 0 (MX)!
Passo 2:Calcule as matrize®, U eV, a partir das matrizes obtidas no Passo 1 e resolva

Aa Ba
a LMl (3.12) para:) = [ C. D, }

Similarmente ao caso local, as matrizes do compensadeviadtip A, B,, C,, D,
podem ser computadas usando-se uma versao modificada dotrAty@.1 de acordo
com o Corolario 3.1.

Note-se a partir de (3.9¢c) tem-§¢ — X > 0. Segue que/,., — Y X! é ndo
singular. Entdo, é sempre possivel obter-se matriZzesv quadradas e nao singulares
verificando a equacad® M7 = I, — Y X ~'. Da ndo singularidade d¥ infere-se que
a transformacéao de similaridade dparaH é reversivel.

3.4.3 Estabilidade do Compensador

As condi¢Bes do Teorema 3.1, e Corolario 3.1, implicam nisfagfio da relacédo
(3.11): a validade desta relacdo significa que é verificago QAT + AQ + T < 0.
Isto garante a estabilidade assint6tica da matyido compensador antiwindup, contrari-
amente a abordagem utilizada em (GHIGGI; BENDER; GOMES DA/SUR., 2008).
Mais ainda, no espirito de (ROOS; BIANNIC, 2008), seria témlpossivel modificar as
condi¢des do Teorema 3.1 e o Coroléario 3.1 de modo a posrcasndlos do compen-
sador antiwindup em regides de interesse do ptano

Para tanto sugerimos adicionar a seguinte LMI

H; > 2\(Y — X) (3.19)
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expandindo-se os term@gA” + AQ + I, tem-se

AY +YAT +1C,N + NTCTI" + T, * “0
AN + NAT + FCTIT + Ty AF + FAT 4Ty
ou seja, tem-se

AF + FAT +T3 <0

Comol'; =T'7 >0, F = FT > 0, naturalmente a existéncia de uma solugéo implica que
A, apresenta autovalores negativos. Nao obstante, seniasssste se houvesse controle
sobre a posigédo destes autovalores, a exemplo de (ROOS;NB(AN008). Naquele
trabalho, os autores adicionana” + AQ +I' < 0, um termo dependente de

<0

AY +YAT +1C,N + NTCTI" + T, * [0 o
AN + NAT + FCTIT 4T, A F + FAT 4T 0 2\F

obtendo a condicao
AF + FAL + T34+ 2 F <0

onde) é o limitante do maximo autovalor dé&,, definidoa priori. Em (ROOS; BIAN-
NIC, 2008) a introducéo dg& junto as condi¢cdes LMIs que garantem a existéncia de um
compensador antiwindup torna obrigatéria a definicdo denaly > 0, caso contrério
estas condi¢Bes LMIs séo infactiveis. Todavia, nem semfpelser significativo a re-
stricdo dos autovalores d&, como proposto pelos autores, uma vez g(ie;) pode ser
muito maior do que\. Por conta disto, sugere-se um procedimento distinto goasea
exploracdo dé&';. Neste caso, é suficiente restringir em uma LMI a parte

I's > 2\F
Pré e pés multiplicando-se esta condicdo §dr” e M X, respectivamente, obtem-se
XMITsMX > 2 XM FM

lembrando que
XMTFMX =Y - X

temos a condicao (3.19).

A vantagem desta restricdo em relacdo a (ROOS; BIANNIC, POG@fie ela € inde-
pendente das demais condi¢gfes, podendo ou ndo ser codsiderarocesso de sintese.
Ja em (ROOS; BIANNIC, 2008) é sempre necessario definir alyue restrinja a
dindmica de4, para entdo averiguar a existéncia de uma solucéo. Assii9)(8ode ser
adicionada ao conjunto de LMIs do Teorema 3.1 ou CoroladagBando esta restricdo
fizer sentido no contexto da aplicacéo destes resultados.

Pelos mesmos argumentos, adicionando-se a (3.19) a condica

Hy <2(A+ A (Y — X)
ondeA, > 0, limita-se os po6los do antiwindup a urst@ip (—A — Ay, A).

Outras restri¢cdes aos poélos do compensador antiwinduptpsedeadicionadas sob a
forma de LMI (SCHERER; GAHINET; CHILALI, 1997).
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3.5 Problemas de Otimizacao

A satisfacdo das condi¢des dadas no Teorema 3.1 e no Cor8larasseguram que
o sistema em malha fechada (3.8) apresenta trajetériasmdias para qualquer pertur-
bacdo admissivel, posto que as condigdes iniciais perteagaconjuntaB3(3). Como
as condi¢cdes propostas sédo em forma de LMI, elas podem &diénser incorporadas
em problemas de otimizacdo convexa. Apresenta-se na seg s problemas de in-
teresse. Primeiro, considera-se a maximizagdo da nofmaa perturbagédo admissivel,
para a qual as trajetorias permanecem limitadas. O seguobtema considera a min-
imizacdo de um limitante para o ganlig da perturbacdo para a saida regulada. Final-
mente, considera-se a maximizacao da projecdo da estnuaivegido de atracdo da
origem sobre os estados da planta. Por simplicidade, patai®gprimeiros problemas,
assumem-se nulas as condig¢des iniciais, ou 8¢fa,= 0, V6 € [—7 0], enquanto que
no ultimo problema assume-a€t¢) = 0. Otimizacdes com critérios mistos podem ser
obtidos diretamente (veja alguns exemplos em (CASTELAN. £2@06)).

e Maximizacao da tolerancia a perturbacéo: A idéia € maximizar a norm4, da
perturbacdo para a qual pode ser assegurado que as tesgjetdosistema em malha
fechada permanecam limitadas. Fazemos isto igual?n:dqu. Resulta disto que
$ = 0. Assim, as condicdes iniciais do sistema séo nulg@{ = 0, V0 € [—,0]),
de modo que qualquer trajetéria além da trivial (identicat@meaula) sera devido ao
efeito da perturba¢do. Embora o limitante da noffpada perturbacaa(t) ndo
apareca explicitamente nas LMIs obtidas no Teorema 3.1 el&r 3.1, a igual-
dade% = p~! permite maximiza% através do seguinte problema de otimizagéo
convexa: '

min 4
sujeito a(3.9a), (3.9b), (3.9¢), (3.9d)
Note-se que neste caso nao se esta interessado no valoiDaefato,y assumira
um valor finito que assegure que ambas LMIs (3.9a), (3.9bsegalidas.

(3.20)

e Maximizacao da atenuagdo da perturbagdoPara um limite ndo nulo admissivel
da normacl, da perturbacgao (dado pé}, a idéia € minimizar o limitante superior
para o ganhdC, de w(t) paraz(t). Considerando-se que a condi¢ao inicial seja
nula (ou sejage(#) = 0, VO € [—7,0]), isto pode ser obtido a partir da solu¢éo do
seguinte problema de otimizac&o convexa:

min y

sujeito a(3.9a), (3.9b), (3.9¢), (3.9d) (3.21)

Neste caso considera-5e= ;! é determinada priori nas LMIs.

e Maximizacao da regido das condic¢des iniciais admissiveil&OMES DA SILVA
JR.; GHIGGI; TARBOURIECH, 2008) Considera-se aqui o cascelide pertur-
bacdo, ou seja(t) = 0. O objetivo da sintese consiste na determinagéo de um
compensador antiwindup que resulte em uma projecéo da balardli¢cdes inici-
ais admissivei$(n 1) = {¢ € C | 9[> < p~'/(A(P) + 7A(R))} nos estados
da planta tdo grande quanto possivel. Em outras palavitasseteressado em
maximizar a estimativa da regido de atracao do sistema texdossda planta.

Neste contexto livre de perturbacado, o Teorema 3.1 é wizan uma versdo mod-
ificada: nas condictes (3.9a) e (3.9b) as duas Ultimas cokiinhas sdo removi-
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das; a relacdo (3.9d) é removida. Por simplicidade, e sedapir generalidade,
pode-se considerar = 1.

Entdo, a maximizacdo da projecéo da bola de condi¢Oesimuimissiveis nos
estados da planta pode ser obtida pela seguinte condicéo:

min A
sujeito a (N, X' N, < \I), (3.9a), (3.9b), (3.9¢), (3.9d),

-1

X * 1
umavezqueP_{ u E}eN“_[O}

Todavia, X ! ndo é uma variavel de busca, ou seja, ndo consta no conjusito da
LMIs (3.9a)-(3.9d). N&o obstante, aparece multiplicadaaanibos os lados pelo
parametrolN, e seu transposto. E portanto inacessivel para alguma nagaiou
algébrica. Nestas circunstancias, mediante a aplicac&ordplemento de Schur,
obtém-se uma representacéo tal que

N, X'N, < \I
equivale a:

Mo ox
_ -1
AN — N, X Na>0(:)[NaX]>0

Assim, pode-se utilizar a condigdo

MNoox
N x]ze

para verificar-se que o primeiro bloco de dimenséo n de P € menor que\/,,.
Segundo o mesmo raciocinio, a matfiz também ndo é uma variavel de busca,
porém, pode ser acessada indiretamente através da atNate-se que:

B H H| |1 0 I 0
r=ane |5 5= |0 x| 0 aix ]
A exemplo deNI Xt N, em P, apenasV! R, N, projeta-se sobre o sub-espaco
dos estados da planta.

Efetuando os produtos temos qgtig + H, + HI + H; equivale a:

H,+ Hy + HQT + Hs= YR)Y + YRQTN + NTR)Y + NTRsN + XMTNR,Y
+XMTRIN + XMTFR)Y + XMTFR3N
+YRNTMX + NTR,NTMX + YRQTFMX
+NTRsFMX + XMT'NR{NTMX
+XMTNR2TFMX + XMTFR,NTMX
+XMTFRsFMX

H +Hy+HI'+H;= XR X

Entdo, o seguinte problema de otimizacédo convexa pode ssiderado para indi-
retamente minimizak(P) + 7A(R)

min ?71)\ + T]Qtranga(Hl + HQ + HQT + H3)Na)

sujeito a(3.9a), (3.9b), (3.9¢), (3.9d), (3.5) (3-22)

onden;, 7, sdo parametros de ajuste de peso, de livre escolha. Um exelmpl
escolha én, € [0, 1], 7o =1 — 1.
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3.6 Exemplos Numeéricos

Exemplo 3.1.[exemplo de estabilizagc&o local] Considere-se o sisteni) Bado pelas
seguintes matrizes:

~15 1 0.5 0.5
A:{ 1 0}’Ad:{0.5 0}

B:H],Cyzczz[o 1]

O controlador dindmico de saida (3.3) € um PI descrito petugge modelo:
A.=0,B.=-1,C.=0.15, D, = -3

O limite da amplitude do controle € dado pey = 10. Como o sistema em malha
aberta é instavel, aplica-se o resultado proposto no Tear8m para obter-se o com-
pensador antiwindup dindmico. Com este objetivo, resabgemproblema de otimizagéo
(3.20). Obteve-se o valor 6timo= 0.1397. O compensador antiwindup é entdo obtido
seguindo-se 0s passos descritos no Algoritmo 3.1.

A partir da solugdo numérica das LMIs, determinou’ée M mediante decomposigéo
QR del — Y X!, encontrando-se

0.1327 0.0807 0.9879 4.2851 2.0486 —3.2336
N = | 04837 0.8647 0.1356 |, M = 0 0.1561 —0.0243
0.8651 0.4958 0.0757 0 0 —0.0038

Como a solugdo numérica das LMIs determinou os valores dészes.X e Y, com a
escolha deV e M, a matrizF’ € univocamente determinada pela relacédo

F=(XM)HYy - X)(MX)™!

obtendo-se
0.0221 —-0.0062 —-0.1018

F= | —-0.0062 2.5964 —1.4031
—0.1018 —1.4031 75.5340

A partir das matrizedi,, H, e H3, e da relacéo

c_ (oo 1 rE BT 0 17
o xmT Hy Hs || 0 XMT

obtém-se
[ 4.4804 —0.9826 —3.4117 —0.1426 0.4500 5.4463
* 0.9823 1.8388  0.0416 —0.3946 —1.2357
r— * * 11.5120 0.2131 1.1957  37.1142
* * * 0.0062  0.0021 0.0907
* * * * 0.8897  12.3983
| x * * * * 489.2586 |
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¢ Finalmente, reconstréi-9@, U/ eV, e chega-se & resolvendo-s® +UQV+VTQTUT <
0, 0 que leva a

—0.2735 —0.1463 —0.0070 —0.0069
A, = 12.0690 —2.0094 —-0.1511 |, B, = | —0.9258
—12.4998 —3.2826 —3.6294 0.2113

Co=[—39941 —7.5678 —0.5543 |, D, = 0.03

De modo ailustrar o desempenho do compensador antiwindungjdera-se a seguinte

perturbagcaol,:
w, 0<t<t
w(t) = { 0, t>1

Os resultados da simulacao para = 2.6757 et = 1 e um atraso no tempo = 1
encontra-se ilustrado na Figura 3.2. No grafico superiortdefgyura, a linha continua
representa a saida reguladdt) do sistema em malha fechada (3.8), com o compensador
antiwindup (3.4) atuando no lago de controle. No grafico iiitie ilustra-se o sinal de
controle injetado na planta em um tracejado continuo, e daybacao a qual a planta
esta sujeita é ilustrada em um tracejado descontinuo. Netque pargu = 0.1397
obtido, que corresponde § = 7.1595, a entrada de controle ndo atinge os limites da
saturacdo. Neste caso, nao exite diferenca entre a saidestbs saturante e o sistema
com compensacgao antiwindup. Porém, quande- 12.2281 e¢ = 1, o sistema satu-
rante torna-se instavel. Ja no sistema com compensacawiadtip, a injecao de sinal
antiwindup na malha de controle mantém a estabilidade dgesn, conforme pode ser
observado na Figura 3.3.

De forma a ilustrar a relacdo entr¢racld e v, resolve-se para o sistema deste ex-
emplo, o Problema de Otimizacéo 3.21 para diversos valoeas dNeste casoy = 4.
A Tabela 3.1 mostra que quanto menor o limitante para a maxiorana L, toleravel
para w(t) (o limite é dado po%, definido a priori), menor o ganho maximo desta pertur-
bacéo para a saida regulada do sistem@). Ou seja, para valores crescentesdéu
decrescentes dgracld), menory.

Tabela 3.1: Relacéo entfee

) min -y

0.14 | 47.2928
0.15 | 38.7279
0.16 | 34.5244
0.17 | 31.8690
0.18 | 29.4087
0.19 | 28.4874
0.20 | 27.3843
0.30 | 25.3067

Exemplo 3.2.[exemplo de estabilizac&o global] Considere o sistema)(@atlo por

A=—-01,A4,=008, B=1,B,=01,C,=1,C.=1,D, =0
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Figura 3.2: Sistema sujeito a perturbacéo toleravel

para o qual um controlador Pl é definido conforme segue
A.=0,B.,=-04,C.=1, D, = —2

Note-se que o sistema malha em aberta é assintoticamerdeckstO resultado do
Corolario 3.1 pode ser utilizado para se tentar encontrarausolucéo globalmente es-
tavel na sintese do compensador antiwindup. Uma vez emdan@sta solucéo, a es-
tabilidade é assegurada para qualquett) € £,. Assim sendo, resolve-se o problema
de otimizacao (3.21). O compensador € entdo obtido segtiadis passos descritos no
Algoritmo 3.1:

e conforme exposto no Exemplo 3.1, inicialmente obteve-seatiszesN, M mediante
decomposicao QR

N — —0.0256 0.9997 M- 77.1671 —82.7657
] 0.9997  0.0256 | T 0 —0.1894

e a seguir computou-se a matriz

p_ [ 002141 —0.0489
~ | —0.0489 134208

e € a matrizl’
0.0409 —0.0530 —0.0021 0.0809

* 34.2180 0.6870 9.9483
* * 0.0154 —0.2027
* * * 112.0697

I =
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— |

Figura 3.3: Sistema sujeito a perturbacdo com nofmacima da maxima toleravel

e ao final, reconstruiu-se as matriz€s i/ eV
e e computou-s@ resolvendo-s® + UQC + VTQTUT < 0

0 que leva as seguintes matrizes

4 _ | —33519 —07237 1, [ 02243
@7 | 664.1017 —22.6235 |7 T | 13.9456
C, = [ —42.9117 -38.0761 |, D, = 13.0740

e~y=25.1005.

Para este exemplo, consideretse= 1 eT = 1. A Figura 3.4 mostra os resultados da
simulagdo com uma perturbacadt) definida comav = 100 et = 1. Nestes gréficos,
a linha continua azul representa o sistema em malha fech&a8y com o compensador
antiwindup (3.4). A linha tracejada descontinua vermelkgpresenta o sistema nominal
em malha fechada, ou seja, sem injecao de sinal antiwindupndono exemplo ante-
rior, observa-se uma melhora significativa do desempenigisiema em malha fechada
quando da incluséo do compensador antiwindup na malha dealen

3.7 Comentarios finais do Capitulo

Neste capitulo apresentamos um método baseado no LemagjegiBrpara sintetizar
um compensador antiwindup dindmico racional para um ssteem atraso no estado.
Condicdes suficientes para a existéncia de uma solucao &peesentadas e diretamente
obtidas em forma de LMI. A solucdo proposta garante que gdraas do sistema néo
divergem quando sujeito a perturbacdes admissiveis. éatsl de otimizacao para a de-
terminacdo numérica dos parametros deste compensadeinahip foram apresentados.
Exemplos numéricos ilustram a metodologia proposta e odtae®s obtidos.

A principal contribuicdo deste capitulo é a obtencédo de icoed LMI que garan-
tam a existéncia de um compensador antiwindup racional psiemas com atraso no
estado. Uma das principais vantagens no uso de um compers#tandup racional
em sistemas com atraso no estado, esta no fato de que o aigasstados da planta nao
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Figura 3.4: Atenuacdo a Perturbag@p Sistema com e sem injecéo antiwindup

necessita ser determinado para a implementacéo do condpeasaiwindup. Até entéo,

a literatura dispunha de resultados contemplando métaelsintese de compensadores
nao racionais, e estaticos. A implementacdo de comperesadao racionais em malha

de controle de sistemas com atraso no estado, requerenT@itkeighio exata do atraso a

que os estados da planta estéo sujeitos. Embora compessagdtaticos ndo requeiram

esta determinacado, os graus de liberdade disponiveis mseido compensadores séo
bastante reduzidos, em comparacdo com uma implementag@mida. Cabe ressaltar

gue embora ao longo deste capitulo, o método de sintese pitid compensadores anti-
windup racionais resulte em compensadores de ordem plemddm do compensador €

a ordem do sistema nominal), compensadores de ordem raduzitm ser diretamente

obtidos, aplicando-se os resultados obtidos em (WU; LINERIG, 2005).

Outra contribuig&o dos resultados deste capitulo é a gadaestabilidade em malha
aberta do compensador antiwindup sintetizado. A ausémsitadarantia pode inviabi-
lizar a implementacdo, uma vez que ruidos na entrada do cwmager podem causar a
divergéncia da trajetoria dos estados do compensadoriadtip, e como conseqiéncia,
causar a divergéncia das trajetdrias do sistema em malhadacTodavia, para sistemas
com pequenos atrasos, o uso de condi¢bes independentessio @ide levar a um re-
sultado excessivamente conservador. Por fim, funcionaldagginov-Krasovskii com
termos completos, também contribuem para resultados neengsrvadores.

E importante ressaltar que embora as condigdes que garambesiéncia do compen-
sador sejam independentes do atraso, o conjunto de coadigfiais € dependente do
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atraso. Lembra-se que as trajetorias do sistema (3.8)s#iadias para todas as condi¢cdes
iniciais contidas na bola

B(B) = {¢¢ € mathcalCY | || ¢e|lZ < B/(M(P) + TA(R)) }

a qual depende do valor do atraso Desta forma a independéncia do atraso é ref-
erente as condi¢des LMI que garantem a existéncia de um cmager antiwindup. Os
resultados deste capitulo encontram-se publicados em EBODA SILVA JR. et al.,
2009).

No capitulo seguinte apresentaremos resultados refer@statese de compensadores
antiwindup em uma estrutura mais abrangente que a condaleeste capitulo. Estudare-
mos compensadores que além dos parametrp®,, C,, D,, podem apresentar termos
nao racionais, além da possibilidade de injetar um sinalvardup ndo s6 na dinamica
do controladori.(t), mas também na saiga(t).
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4  ANTIWINDUP DINAMICO PARA SISTEMAS COM ATRASO
NO ESTADO: UM FRAMEWORK GENERICO

4.1 Introducéo

O Capitulo 3 tratou do problema de sintese de compensadutiesnalup dinami-
COS racionais para sistemas com atraso no estado. Confpontado em (GOMES DA
SILVA JR. et al., 2009), o uso de um compensador antiwindenal € interessante
guando o atraso nédo é precisamente conhecido ou variargenpo t Embora a metodolo-
gia de sintese requeira atraso constante e conhecido, pogessivel determinar um
valor 7 que seja representativo do atraso nos estados do sistemarteAesta questao,
graus de liberdade adicionais podem viabilizar uma solgg&omelhore o desempenho
do sistema em malha fechada. Assim sendo, no caso em queso bmestados de um
sistema pode ser representado por um escalar constantdecmm) um compensador
antiwindup néo racional torna-se um alternativa de ins&es

Neste capitulo serd apresentado fnameworkgenérico para a sintese de compen-
sadores antiwindup lineares. E$tameworkpermite a sintese de compensadores anti-
windup n&o racionais e racionais, com a injecao de sinaiarttup tanto nos estados do
controlador, como em sua saida. Baseado no uso de um fuhtiapanov-Krasovskii,
uma condicao de setor generalizada ja existente na litar@umesma utilizada no Capi-
tulo 3 e algumas transformacdes de congruéncias, propdeetimmeworkde sintese
de compensadores antiwindup, baseado em LMIs. festeeworkproposto unifica o
processo de sintese de compensadores antiwindup lineares.

4.2 Formulacéo do Problema

Seja considerado o seguinte modelo de uma planta

)+ Aqz(t — 7) + Bu(t) + Byw(t)
0 (4.1)

onde os vetores(t) € R", u(t) € R™, w(t) € R, y(t) € R, 2(t) € R representam
os estados da planta, a entrada, a perturbacéo, e as satldasweregulada, respectiva-
mente. O atraso € assumido conhecido e constante. As matrized,, B, B, C,, C.,
D, possuem dimens0des apropriadas.

Aqui, assim como em (3.1), tem-se um caso especial do modakrigo apresentado
em (2.1) onde; = 0. Observe-se que em relagéo(a) em (3.1), aqui, a saida regulada
z(t) apresenta um termo adicional, dependentedg i.e. D,u(t). A saida regulada
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n&o necessariamente depende apenas dos estados da ppamba (/¢ em (3.1). Quando
esta-se, por exemplo, interessado em ponderar, junto coosauitérios, a norm&, do
sinal de controle, inclui-se - por exemplo - um termo depateldeu(t) emz(t).

A entrada da planta (4.1) é supostamente limitada confoegeess

—Up,y S UG S Uoyy,  Uoyy > 0,0=1,...,m (4.2)

O vetor perturbacae(t) é tal qual definido em (3.2).
De modo a controlar a planta (4.1), assume-se que o segainttelador foi projetado
para estabilizar o sistema sem levar em consideracao dsdiga amplitude do controle
da planta, (4.2):
Te(t) = Aco(t) + Acaxe(t — 7) + Bey(t)
Ye(t) = Cexo(t) + Craxc(t — 7) + Deoy(t)

ondex.(t) € R, u.(t) € R? ey.(t) € N™. MatrizesA,, A.q4, B., Ce, Cea, D,,
sdo matrizes de dimensodes apropriadas. Note-se que desderanos com atraso em
(4.3), a funcao de transferéncia deste controlador é n@mnalc Por isso a este contro-
lado é referido como tal, conforme apontado em (DE OLIVEIRAEROMEL, 2004) e
em (VELASCO-VILLA; MAZA-CASAS, 2005). Naturalmente, camladores racionais
podem ser considerados. Neste caso é suficiente défipie= 0 e C, 4, = 0.

A conexao nominal do controlador (4.3) com a planta (4.4)t¢ = y.(t). Todavia,
assumindo-se este um sistema saturante, tem-se

u(t) = saty.(t))

Por conta disto, propde-se a sintese de um compensadorjgigeum sinal antiwindup
nos estados e saida do controlador (4.3)

i‘a(t) = Aaxa(t) + Aa,dxa(t - 7_) + Baw(yc(t))
Ya(t) = Caa(t) + Coatalt — 7) + Datp(ye(t)) (4.4)
24(t) = B (t) + Egaza(t — 7) + Fotb(ye(t))

onde os vetores (y.(t)) = saly.(t)) — y(t), za(t) € K", y,(t) € R, z,(t) € R™
sdo a entrada, o estado, e a saida do compensador, respeateaEm particulawy, (t)
é injetado na dindmica do controlador;£¢) na saida do controlador, (GRIMM et al.,
2003), (ZACCARIAN; NESIC; TEEL, 2005). Como o controladdt¥), o compensador
antiwindup (4.4) apresenta uma estrutura ndo racional.edgmca de termos com atraso
em (4.4) oferece graus adicionais de liberdade no processimtese através de matrizes
Au.ar Cod, Eqq, COMO sera visto na sequéncia. E interessante notar qudeneptacio
deste compensadpari modugpode ser inviavel em fun¢éo da necessidade de armazenar-
se o vetor de estados continuamente, além da necessidagealese o vetor atrasado
emr instantes de tempo a cada instante. Uma forma de viabiéizanplementacéo seria
a discretizagdo do modelo para que a armazenagem simpligejaepro exemplo, uma
colecdo de amostras do vetor de estacds)

Com o controlador (4.4) incluso na malha de realimentacammtrolador (4.3) é
modificado para

(4.3)

o(t) = Ace(t) + Acare(t — 7) + Beue(t) + ya(t)
Ye(t) = Coxo(t) + Craxe(t — 7) + Deue(t) + 24(t)

Neste trabalho esta-se interessado na sintese do compedsga@mico (4.4), ou seja,
determinar-se numericamente as matri2gsA, q, Ba, Cas Coay Doy Eu, Eqq, Fr) para
tratar dos Problemas 3.1 e 3.2, definidos no Capitulo 3.

(4.5)
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Comentario 4.1. Observe-se a diferenca entre a estrutura dos compensaadotiegndup
em (4.4) e em (3.4) no Capitulo 3. Em (4.4), além do compensadamir uma estrutura
ndo racional, apresenta uma segunda satdé;) que injeta sinal antiwindup na saida do
controlador, adicionalmente. Enquanto o compensador)(@./acional e desprovido da
saida adicionak,(t), a metodologia de sintese empregada no Capitulo 3 - lemaale Pr
jecao - suporta a estrutura do compensador (4.4). Todawanaquacdes do Teorema
4.1 e do Coroléario 4.1 mudariam ao considerar-se o compenisgti4). A razdo desta
mudanca esta no aumento de parametros do compensador eQpeeguinte, na even-
tual reducao da dimensé&o da base do kernelfde ). Outrossim, uma vez encontrada
a solucédo para LMIs do Teorema 4.1 e Corolario 4.1, ndo exgsi@antia de que havera
uma solucao para

O +UTQY +VTQTU < 0 (4.6)

para algumS2 outro que o nao estruturado, ou seja, com alguma estrutuéadafinida.
Assim sendo, ao sintetizar-se um compensador como em (fadEsdo Lema de
A, 0 B,
Projecao, pode nao ser possivel encontrar-se umam@atez | C, 0 D, | que sat-
0 0 O
isfaca (4.6).

4.3 Preliminares

A partir do vetor{(t) definido em (3.6) na Se¢éo 3.3,

define-se as seguintes matrizes
[ A+BD.C, BC. [ Ay BC.4 Bl s JoO
A—{ B.C, Ac]aAd—{o Ac,d]’B_{ }’I_[ ]
Bw:l%w},cy:[cy 0],C.=[C.+D.D.C, D.C.]
[0 Dch,d}aDz:DzaK:[DcCy Cc}aKd:[O CYc,d]

Cz,d =
a_|[A BEA+IC ] , _[As BE,+IC.
o A, A ) Aug
B +BFE, +1D, B,
B:|: B, an: 0:|7(Cy:[cy 0]
(Cz - z DzEa ] s (Cz,d = [ Cz,d DzEa,d } 5 Dz - Dz + DzFa

C
K:[K Ea}7Kd:[Kd Ea,d]qu:Fa
(4.7)
Representa-se entdo o sistema em malha fechada (4.1)4&%pela seguinte equacgao

§(t) = AL(t) + At — 7) + B (ye(?)) + Buw(?) (4.8)
2(t) = CE(t) + Coaf(t — 7) + Doab(ye(t)) '

sendo
Ye(t) = KE(t) + Kag(t — 7) + Ky (ve(t))
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A condicé&o inicial do sistema (4.8) é denotada pela fungd8), definida no intervalo
[—, 0], ou seja

¢5(9) = [ l‘(to +0)T {L‘C(to + 0) Tq to + 0) }
= [ ¢$(0)T ¢J:¢( T ¢J3a T } Ve E ]7 (t(]? (bﬁ) € NT x C:—}

4.4 Resultados Principais

O seguinte teorema apresenta uma solucéo para o problenmaasesle compensador
antiwindup como (4.4) no contexto regional (local). Nesieq; a estabilidade € garan-
tida uma vez que as condi¢des iniciais do sistema pertengamdeterminado conjunto
admissivel.

Teorema 4. 1(estabi|idade local)Se existem matrizes simétricas definidas positas
X, Hy, Hy € Rtne)x(mtne) \uma matriz dlagonal posmva definidae R, matrizes
E, By, U, Ve %mx(’””c H,, A, Ag € ROvtne)x(ntne) B e Rlotne)xm & 1 e
Rrex(ntne) ) g Rrexm  F e Rmxm e escalares p05|t|vc;$e7 tais que as LMIs (4.9a),
(4.9b) e (4.9¢) sejam satisfeitas:

AX + XAT + H, *
AX +YAT + ETBT + CTIT + AT + H, sym{AY + BE +1C} + Hy
XAT XAT
VAT + EFBT + CT17 + AT VAT + ETBT + CTI7
SBT + FTBT + DTIT + BT + U SBT + FTBT + DTIT + Vv
B” B”
C.X C.Y +D.FE
) * * * * * ]
* * * * *
—H; * * * *
—H,y —H; * * * <0
K, X K)Y-E, —2S+F+F *x «
0 0 0 )
C.sX C.,¥ +D.E; D.S+D.F 0 —I
(4.9a)
X * *
X Y * | >0, i=1,....m (4.9b)
KoX +Usy KoY +Eg+ Ve pug
pw—190<0 (4.9¢)

entao existe um compensador antiwindup dinamico como defem (4.4) que assegura
que
. as trajetdrias do sistema (4.8) sao limitadas para quagccondicdes iniciais contidas
na bola

B) = {¢ € €2, llocll? < B/(\(P) + TA(R)}, com0 < § < ! — &
onde as matrize® = P” > 0e R = R” > ( sédo dadas por

X! Y %

SR P

X! 0 H, = X!t —XlynN-!
H, H; 0 Nt
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2. l2(0lIz, < Alw®z, +~V(0)
3. quandow(t) = 0, a origem do sistema em malha fechada é localmente assiatotinte
estavel, e para todas as condic¢des iniciais pertencendo a
Bu) = {éc € €| lléell? < i /((P) + TA(R)) |

as trajetorias correspondentes convergem para a origem.

De forma semelhante a prova do Teorema 3.1, propde-se nargeprova a mesma
funcéo auxiliar7 (t) e busca-se condigGes que assegurg < 0. Diferentemente a
referida prova, aqui, ao invés de aplicar-se o Lema 2.3 (lel@grojecao), utilizar-se-a
uma transformacéao de variaveis linearizante. Como condegja, apenas uma condi¢ao
LMI assegura7 (t) < 0. A outra condicio assegura a validade da condi¢éo de setor ut
lizada (Lema 2.1) - incluséo elipsoidal. A seguir € apreadata prova detalhadamente.

Prova: Seja dado o candidato a funcional Liapunov-KrasovskiGQNLESCU, 2001),
(RICHARD, 2003)

V(t) = £(t)TPE(T) / E(0)TRE(O) (4.10)

Entdo, se a condicao inicial € B(3), segue qué’ (0) < 3.1
Considere-se a fungéo auxiliar

SeJ(t) <0, tem-se que

o {(T)"PE(T) < V(T) < V(0)+|w(t)||z, < 4671, YT > 0, ou seja, as trajetdrias
do sistema ndo abandonam o conjufit®, ;') paraw(t) satisfazendo (3.2);
e paral’ — oo, ||2(1)[|Z, < Yw(®)lIZ, +V(0).

Na sequéncia, mostrar-se-a que (4.9a), (4.9b) e (4.9c)aamplque7 (t) < 0, dado que
¢e € B() ew(t) satisfaz (3.2).
A expancgdo da expressao paré) resulta em

J(t) = (Aﬁ()+Ad§(t—7)+B¢(yc())+B w(t))' P
+HE()TP(AL() + Agt(t — 7) + B (ye(t) +IB3 )
+E()TRE() — (t_T)TRf(t—T)—w()T (t)+ 1

Considerando-se o Lema 2.1, para tgdg € S(u,) tem-se

)
2(1)"2(t)

T(1) < (AL() + At(t — 7) + Bib(ye(t)) + Byw(t))' PE(t) <
+E()TP(AL() + Adé(t — 7) + B (ye(t)) + Buw(t))
+E(ETRE() — €(t — )T RE(t — 7) —w( >T (t)+ Lz
+20 (5o (6)) TTGE(E) — (ye(1) 72T (ye(t))
—th(ye(t))T2TKE(t — 7) — Y (ye(t)) TRy (e (1))

!para detalhes desta implicacéo, vide inicio da prova doefear3.1 no Capitulo 3.

OT2(t)  (4.11)
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A partir de (4.11) e do complemento de Schur, se

PA+ATP+ R * * * *
AdTP —R * * *
B'P+TG —TKy —2T -TKy — KZT * * <0 (4.12)
BIP 0 0 -1
Cz CZ,d ]Dz 0 —”}/[

garante-s¢7/ (t) < 0 para todd(t) € S(u,).
Definindo-se agora matrizéz= P~'eS = T !, e pré e pés multiplicando-se (4.12)
porblockdiag(Q, Q, S, I, I), respectivamente, tem-se

AQ+ QAT +T  « * * %
QAT -I * * *
SBT +7  —K4Q -25-K,S—SKI « x |<0  (4.13)
BY 0 0 -
CZQ (Cz,dQ ]D)ZS 0 —”}/I
~ Fl *
ondeZ =GQ=[V U ], el =QRQ, coml = .

[y I3

Similarmente como (SCHERER; GAHINET; CHILALI., 1997), pe0s multiplica-
se (4.13) pela seguinte matriz bloco diagonal

T T
blockdiag{{ 5 X](;/‘[ } , { 5 X](;/[ } s Iy 1y, Iz}

e sua transposta, respectivamente. Em seguida, considesaras matrizes definidas em
(4.7), bem como assumindo-se a seguinte mudanca de variavel

A A, B XMT 0 0] [ As Awg B. T[N 0 0
C C, D|l=| 0 T 0||Cs Coa D, 0 N 0
E Ed ﬁ 0 0 1 Ea Ea,d Fa 0 0o S (414)

(H o« ][I XMT][T, « I I
| Hy Hs | [ 0 Iy Ty MX
segue que (4.13) € equivalente a LMI (4.9a).

A partir de (4.13) conclui-se que a trajetoriagdé) nunca abandona o elipsoide

S PE() < p'}

para toda > 0, seé(t) € S(u,). Neste caso, a inclusdo 4¢P, u~') emS(u,) assegura
quel(t) € S(u,), ou seja, reforca a validade de (2.6b). Isto é asseguradweeficacdo
das seguintes condi¢cbes

o

E(P, i) = {e(t) € R0

que sdo equivalentes a:

Z D > O —_— 1 c .. (4.15)
9 1= 9 9 m
K(Z)Q (Z) 'LL,U/O(Z)
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Pré e pos multiplicando (4.15) pelo seguinte bloco diagonal

T
blockdiag{{ 5 XZ(;4 } , 1}

e sua transposta, respectivamente, e considerando-seaacautk variaveis indicada em
(4.14), obtém-se a LMI (4.9b). Ja a LMI (4.9c) assegura at@&xea do conjunto de
estados iniciaig tais quel’(0) < 8, comg > 0.

Conforme apontado na prova do Teorema 3.1 no capitulo antarpartir de (4.9b)
tem-se, via complemento de Schuir- X > 0. Segue quel,,.,,, — Y X ! é ndo singular.
Entdo, é sempre possivel obter matriads N quadradas e n&o singulares verificando
a equacdaVMT = I,,,, — YX 1. Da ndo singularidade d¥ infere-se que todas as
transformacéo de similaridade efetuadas séo reversiveis.

Como a verificagao das condi¢des (4.9b) assegura a valida@edb), ou seja

YY) T ((ye(t)) — GE() + Kab(t — 7) + Kyt (ye(t))) <0

entdo, a verificagdo simultanea de (4.9a), (4.9b), (4.%8gsa que/ (t) < 0 para todo
w(t) verificando (3.2), ou sejalw(t)||Z, < 3, e € B(B). Isto conclui a prova do
primeiro e segundo itens do Teorema 4.1. Assim como na proviech 3 do Teorema
3.1, considere-se agongt) = 0. Ent&o,7(t) < 0 implicaqueV/ (t) < —%z(t)Tz(t) <0,

se&(t) € S(u,). Entdo, sep: € B(u '), segue que
E(NTPE) < V() < V(0) < (AP) + TAR)) [[gell? < 17!

0 que significa que para uma condicéo na i®fla~!) tem-se(t) € £(P, u~!), paratodo

t > 0. Devido a verificacdo da condicao (4.9b), sequeduec S(u,), paratoda > 0.
Entdo, para qualquer condicéo inicial pertencendo aBgla'), segue que efetivamente
tem-seV/ (¢) < 0, o que conclui a prova do terceiro item do Teorema finida prova.

Comentario 4.2 (well-posedness)Observa-se que quando o compensador antiwindup
injeta o sinalz,(¢) na saida do controlador, o qual apresenta um termo depeerddat
¥ (y.(t)), forma-se o seguinte lago algébrico

ye(t) = KE() + Ka(t — 7) + Ky (sat (ye(t)) — ve(t))

Por definicdo, na regido de linearidadet(y.(t)) = y.(t), portanto tem-se(y.(t)) =
0 e ndo existe laco algébrico. Porém, fora da regido de lingdadie, € necessario garantir
que cada valok(t) € mapeado para um unico valor dg(t). Isto equivale a garantir
qgue o sistema &ell-posed Quando o sistema naowell-posed pode haver descon-
tinuidade na saida do controlador, 0 que pode causar perdpetéormance e levar o
sistema a instabilidade (HANUS; KINNAERT; HENROTTE, 198ZAMPO; MORARI;
NETT, 1989), (ZACCARIAN; TEEL, 2002).

Agora note-se que a verificacdo da LMI (4.9a) implica que

—2S+F+FT <0

De acordo com (GRIMM et al., 2003) esta condi¢cdo garante gqsestema em malha
fechada évell-posed
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Comentario 4.3(diferencas em relacéo a literatur@bserve-se que a transformacéo de
variaveis proposta em (4.14) distingue-se da utilizada @MIGGl; BENDER; GOMES
DA SILVA JR., 2008) e (SCHERER; GAHINET; CHILALI, 1997).akf#ferenca deve-
se a transformacado de similaridade, que transforma (4.12)(4.13). A condugé&o do
desenvolvimento sem esta transformacéao, leva a uma mudkngariaveis similar as
obtidas nos trabalhos citados. Neste caso, como visto ellGGH BENDER; GOMES
DA SILVA JR., 2008), ndo é possivel considerar o caso ratidndisposi¢cao dos termos
X' o«
M FE
incluséo de termos ndo racionai, 4, C, 4 N0 compensador antiwindup para que as
condices que garantem a existéncia do compensador adtifwisejam exprimiveis na
forma de LMls.

que estruturam a matriZ = PT = { } > 0 naquele trabalho, obriga a

4.4.1 Estabilidade Global

Como visto no capitulo anterior, quando a origem da plantanatha aberta é assin-
toticamente estavel, é possivel tratar o problema de sidieesompensador antiwindup
considerando-se a estabilidade dentro de um contextolgldbaeja, procurar assegurar-
se que as trajetorias do sistema em malha fechada sejamdasipara qualquer pertur-
bacdo com norm4, finita. Em outras palavras, que o sistema em malha fechaald sej
estavel para qualquém||Z, € R. Além disto, parav(t) = 0 a origem do sistema é glob-
almente assintoticamente estavel. O seguinte corolaends os resultados do Teorema
4.1 para o caso global.

Coroléario 4.1 (estabilidade global)Se existem matrizes simétricas positivas definiflas
X, Hy, Hy € Rvtre)x(vtne) \yma matriz diagonal definida positivie 1™, matrizes
[:[2’ A’ Ad c %(n—tnc)x(n—i—nc)’ B c §R(n+nc)><m’ Cf’ éd c §Rnc><(n+nc)’ D c §Rnc><m’ E’
E,; € ®mx(ntne) [ ¢ ®mxm e um escalar positive tais que as seguintes LMIs sejam
verificadas

AX + XAT + H, *
AX +YAT + ETBT + CTIT + AT + H,  sym{AY + BE +1IC} + H3
XAT XAT
VAT + ETBT 4 CT1T + AT VAT + ETBT 4 CTTT
SBT + FTBT + DTIT + BT — KX SBT + FTBT + DTIT —KY — E
BZ BZ
w w
C.X C.Y +D,E
) * * * * *
* * * * *
—H; * * * *
—Hy —Hsg * * * <0
~K,X -KyY-FE; -2S—F—-FT « «x
0 0 0 I  x
C.4X C.,¥+D,E; D, S+D,F 0 —~I |
(4.16a)
Y -X>0 (4.16b)

entdo existe um compensador antiwindup dindmico como defam (4.4), que assegura
que

1. as trajetorias do sistema (4.8) sédo limitadas para quatgeondicéo inicialp, € C’ e
qualquerw(t) com||w||%, € Ls;
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2. |20z, < vlwliz, +~V (0);
3. quandaw(t) = 0, a origem do sistema em malha fechada € globalmente assartnte
estavel.

Prova: Em (2.6a) consideré = —K. Segue que a condi¢ao de setor (2.6b) do Lema
2.1 é verificada para todgt) € R"""*"«. Neste caso, varidvelg e U das condi¢Oes
LMI (4.9a) e (4.9b), tornam-s€ = —-KY —EelU = —KX. A condicgéo (4.16b) garante
I — Y X! ndo singular, portanto existeM, M quadradas, nédo singulares, satisfazendo
NMT =T —-YX~'. Como consequéncia, as transformacdes de similaridagiemdfs
séo reversiveidim da prova.

4.4.2 Determinacido do Compensador

A verificagdo das LMIs (4.9a)-(4.9b)-(4.9c) assegura abdgtade local do sistema
em malha fechada. J& a verificacdo das LMIs (4.16a)-(4.168@8garam a estabilidade
global do sistema em malha fechada. Uma vez que algum dessesomjuntos de LMIs
seja verdadeiro, a partir de (4.14) pode-se determinarregmondente compensador an-
tiwindup dinamico (4.4) através da seguinte relacao

-1 -1

Ay Aagq B XMT 0 0 A A; B N 0 0
Ca Ca,d D, = 0 I 0 C’ C’d D 0 N 0 (417)
Ea Ea,d Fa 0 0 I E Ed F 0 0o S

comNTM =1 -YX1
Observe-se que conforme mencionado anteriormente, de) (@®-sey — X > 0,
o que implica qud — Y X! > 0. Segue que existeN, M quadradas, ndo singulares
satisfazenddV M? = I — Y X 1. Além disto, por definicd¢ = T-!. Pelo Lema 2.1T
€ uma matriz diagonal positiva definida. Por conseguifit® ndo singular. Finalmente,
X € ndao singular por definicdo. Sendo assim, as matrizes
XM 0 0] N o 0]
0 I 0 ,e | 0 N O
0 0 I 0o 0 S
séo garantidamente ndo singulares.

Como visto na capitulo anterior, a escolhae)/ ndo € univoca. Escolhas distintas
para estas matrizes resultam em matridg@sA, 4, Co, Co.q, Ea, E, q distintas. I1Sto mo-
tiva a investigagao dos efeitos da escolha\ge\/ sobre os parametros do compensador
antiwindup. Este topico ndo tem sido abordado na literatNeste trabalho escolheu-se
a decomposicdo QR de— Y X! para a obtencdo d¥, M, visando um melhor condi-
cionamento das matrizes e a consequente menor propagagéoside arredondamento.

Comentario 4.4 (Comparacdo com resultados da literatufagve-se ressaltar que a
abordagem proposta em (GHIGGI; BENDER; GOMES DA SILVA JBO82 permite
somente a sintese de compensadores antiwindup néo rasiphai = 0, C, 4 = 0),
engquanto que com a abordagem proposta no capitulo antesgonente compensadores
antiwindup racionais sé@o obteniveis (i.4,, = 0, C, 4 = 0). No capitulo anterior, os
resultados s&o obtidos através da aplicacdo do Lema de €&ojePor outro lado, em
(GHIGGI; BENDER; GOMES DA SILVA JR., 2008) uma abordagemtamsformacao
de congruéncia como proposta em (DE OLIVEIRA; GEROMEL, Ppésh a sintese de
controladores, € considerada.
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4.4.3 Estabilidade do Compensador
A LMI (4.9a) é equivalente a (3.11). Se a condicao (3.11)iéfedta, isto implica que

AQ + QAT + T «
@ Q%dT | <0 (4.18)

Considerando-se a definicdo@eA, A, eI, pode ser mostrado que (4.18) implica que
AP+ FAL + T34+ A 0FT FAL, <0

0 que garante a estabilidade assintotica interna do coragensantiwindup (4.4). De
fato, esta ultima desigualdade garante que o funcionalaeuiniov-Krasovskii

T
Vo(t) = al F e, + / To ()T F T3 F 2, (0)do

t—1

é estritamente decrescente ao longo das trajetorias dmsist (1) = A,z (t)+Aqaza(t—
7). Além disto, explorando este fato, é possivel restringia-glindmica do compensador
antiwindup como feito em (ROOS; BIANNIC, 2008) mediante siptdnamento de polos
do compensador antiwindup em alguma regido pré-definiddadm gomplexo. Deve-
se salientar que a abordagem previamente proposta em (GHBEGDER; GOMES
DA SILVA JR., 2008) n&do permite assegurarpriori, a estabilidade do compensador
antiwindup ou restricdes na sua dinamica.

4.5 Problemas de Otimizagcao

Conforme tratado no Capitulo 3, aborda-se-4 os seguintédepnas de otimizacao
complexa

e Maximizacdo da tolerancia a perturbacdo. A idéia € maximizar o limite da
normal, da perturbacdo para a qual pode ser assegurado que asriagjeld
sistema permanecam limitadas. Considerando-se que acédonglinula (ou seja,
¢e(0) = 0, V6 € [—7,0]), isto pode ser feito através do seguinte problema de
otimizacao convexa

min g

sujeito d4.9a) — (4.9¢) (4.19)

Note-se que como a condigdo inicial é nula tenrse 0, entdoy ! = %

e Maximizacao da atenuacédo da perturbacdoPara um limitante ndo nulo da méx-
ima normal, admissivel para a perturbacéo, dado pof = %, a idéia é mini-
mizar o limitante superior para o ganiig dew(t) emz(t). Considerando-se nula
condigéo inicial (ou sejay:(#) = 0, V0 € [—,0]), isto pode ser obtido mediante a
solucéo do seguinte problema de otimizacéo

min vy

sujeito 44.9a) — (4.9¢) (4.20)
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e Maximizacao da regido admissivel para as condic¢des iniciConsidera-se aqui
o caso livre de perturbacéo, ou sejgf) = 0. O objetivo da sintese € a determi-
nacao de um compensador que aumente tanto quanto possiValdab condi¢bes
iniciais admissiveis

B(p™") ={oc € C7 | llgelle < n™"/(A(P) + A(R))}

Neste contexto, como feito no Capitulo 3, o Teorema 4.1 igatib em uma versao
levemente modificada: na condicédo (4.9a), as duas ultimhadie colunas sao
removidas. Ainda, a relacédo (4.9c) € removida.

Assim, a maximizacdo da bola de condi¢des iniciais adnesspode ser obtida
pela minimizagdo da some(P) + 7A(R). Em particular, ha interesse na maxi-
mizacao da bola de condig¢8es iniciais admissiveis ao loaghrdcdo dos estados
da planta(x). Por definicdo, o bloco correspondente de dimensfes:. da ma-
triz P € X~c. Todavia os estados da planta pertencem ao espata Assim,
pode-se usar a condicao

{ DV

N, X} >0 (4.21)

T . . . . ~
ondeN, = [ I, Opxn, ] , para verificar que o que o primeiro bloco de dimenséo
n x n de P & menor que\/,,. Ja a matrizk ndo € uma variavel de deciséo explicita
nas LMIs, mas pode-se accessa-las indiretamente atrav@atda /{,. De acordo

com (4.14),H, = X R, X, ondeR,; € R(tne)x(ntne) deriva deR = { 21 }; } .
2 3

Entdo, o seguinte problema de otimizagdo maximiza a boladdigdes iniciais
admissiveis ao longo das dire¢des dos estados da planta

min A + mptracd NI H N,)
sujeito d4.9a), (4.9), (4.9¢), (4.21)

onden;, 7, s@o parametros de ponderacao.

(4.22)

4.6 Exemplos Numéricos

Nesta se¢éo apresentamos exemplos numeéricos ilustrpéiv@®s resultados do Teo-
rema 3.1 e do Coroléario 4.1.

Exemplo 4.1.[exemplo de estabilizac&o local] Considere-se novametridgemmplo 3.1.
Aplica-se, entéo, os resultados de estabilidade local pstgs no Teorema 3.1, sintetizando-
se tanto um compensador ndo racional, como um racional, cpegdo de sinal anti-
windup apenas nos estados do controlador. O caso racionaésponde a forcar as
matrizesA, 4, Coa, Ea, Foa, F, @ sSerem nulas. Estes resultados sédo comparados com
0s obtidos com o compensador antiwindup estatico, a padiandaptacfes na técnica
proposta em (GOMES DA SILVA JR.; TARBOURIECH; GARCIA, 2pa6) que esta
metodologia suporte perturbagdes com nordinita. Considerando-se o problema de
otimizacado (4.19) na Tabela 4.1 compara-se o valor 6tim@dolrios 3 casos supracita-
dos. Note-se que o valor obtido com o compensador nédo ralciamanor, o que significa
que a normal, maxima da perturbacao toleravel € maior com este compemsado

~15 1 0.5 0.5 1 1
e e e R R b

Cy=C.=[0 1]
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ao qual foi conectado um controlador Pl descrito pelas setps matrizes:

ACZO, Bc: _17 Cc

=0.15, D, = —3

A norma do controle é dada par, = 1. Uma vez que o sistema em malha aberta é

instavel, aplicamos os resultados de estabilidade locappstos no Teorema 4.1. NOs

consideramos tanto o caso ndo-racional como o racional. €beacional corresponde a

forcar as matrizesi .4, Cuy, Ea, F.q, F, @a serem nulas. Estes resultados sdo comparados

com os obtidos com o0 compensador antiwindup estatico, iMatieanpartir de adaptacoes

na técnica proposta em (GOMES DA SILVA JR.; TARBOURIECH; @GAR2006).
Considerando o problema de otimizacdo (4.19) na Tabela dmparamos o valor

Otimo obtido nos 3 casos supracitados. Note que o valor olt@n o compensador

nado-racional € menor, o que significa que a norframaxima da perturbacgéo toleravel

€ maior com este compensador.

Tabela 4.1: Resultados do Problema (4.19)

min | valor 6timo
AW nao-racional 0.086
AW racional 0.138
AW estatico 0.156

A seguir sdo descritos 0s passos para a resolucéo do Probdien@timizacéao (4.19).
Note-se que o mesmo procedimento é valido e diretamenisaagplia qualquer outro
problema de otimizagéo linear sobre as LMIs do Teorema 3.dmGoroléario 4.1.

e Apds encontrar-se uma solucdo numéfjmara o problema (4.19), obtém-se as seguintes
matrizes associadas a solugéo 6tima

Y =

S
I

ol
I

[ 8.7896

—4.9503
—0.1206
12.2331
—5.5096
—3.1926
—6.2458
—3.3182
1.5245

—4.9503 —0.1206

3.0903 —0.8725 1.5770

5.2660 29937 |, X =| —0.8725 23123 1.7770

29937  29.8737
—2.7726  0.2096

1.5770  1.7770 19.7811
0.3320 —0.3818 —0.2466

44958 20544 |, Ay = | —0.6403 0.7934  0.4022

0.7502  16.1010

—0.0843 0.1296  0.0408

,C=] —4.1969 5.1889 —12.9097 |

Cy=0.0826 —0.1320 —0.0470 |, D = 1.0566
E =] -15.9930 54081 —0.6272 |, Ey= [ 0.8089 —1.0476 —0.4737 |

A

F =5.4048, S = 5.4048

e Em seguida determina-se as matri2és)M, de acordo com a relacao

NMT =1 -YX! (4.23)

2Utilizou-se a fungaanincxdo LMI Toolbox do Matlab, versdo 7.0.4.352 (R14) ServicekPaacom o
seguinte vetor de opgd€8.1 100400400 ].
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através de decomposicdo QR. Conforme supra comentadoraopmquer escolha sat-
isfazendo (4.23) seja vélida, a decomposi¢do QR resultoumatnizes melhor condi-
cionadas. Assim, obtém-se as seguintes matrizes

—0.7341 0.5222  0.4340 2.1830 —1.0627 —0.3951
N = 0.3400 —0.2706 0.9006 |, M = 0 0.8478  —0.4899
0.5877  0.8088 0.0211 0 0 —0.0101

Por fim, reconstroi-se os parametros do compensador andiuyn

[ —1.4907 0.5345  0.9714 —0.0128  —0.0066  0.0006
A, = | —0.1644 —0.0111 26835 |, Aga= | 05415 —0.0533 0.1488
| 47989  —82.5926 —135.9754 —22.5598 2.5309 —6.4054
[ —0.2725
B,=| —1.0224 |, C, = [ 0.1874 —14.4583 1.4573 |
49.1018
Coq= [ —0.1500 0.0215 —0.0592 ], D, = 0.1955
E,=[14.2927 —7.4661 —5.0392 |, E,q=[ —1.3464 0.1319 —0.3818 |, F, =1

Note-se que os autovalroes dg sdo —1.4369, —1.6807 e —134.3596enqyuanto 0s
autovalroes dg A, + A, 4) sdo—1.6398, —1.6623 e —140.6466, e os autovalores de
(A, — Aa, d) sd0—1.2295, —1.6863 e —128.0899. Assim, o compensador ndo racional
obtido é assintoticamente estavel, de forma independenédrdso, conforme discutido
na Secao 4.4.3.

Para a sintese de um compensador antiwindup racional, cggan de sinal apenas
nos estados do controlador, ressalta-se a necessidader¢@ fd,, = 0, C, 4 = 0,
E, =0, E,q = 0, F, = 0. Isto foi feito suprimindo-se da LMI (4.9a) as respectivas
variaveisAy, Cy, E, Ey4, F. A solugdo numérica das LMIs do Teoreffaresultou nas
seguintes matrizes

[ 4.0167 —1.4871 —4.1519 ] 3.1173 —0.8446 1.7911
Y = | —14871 28588 4.9756 |, X = | —0.8446 2.2694 1.3789
| —4.1519  4.9756  61.8604 1.7911  1.3789  16.6428
©0.2473  0.1476  —3.6008 | 0.7246
A= —0.7228 0.4889 49693 |, B= | —1.7264
| 22265 —3.8862 15.8170 | —0.0435

C = -33191 4.7903 —8.7785 |, D = 3.2282, S = 2.5492

A seguir, determina-s&’, M através da decomposicdo QR

—0.1335 0.0813 0.9877 4.4643 2.1053 —3.4037
N=| 04754 —0.8692 0.1358 |, M = 0 0.1600 —0.0245
0.8696  0.4877 0.0774 0 0 —0.0050

Por fim, obtém-se os parametros do compensador

—0.3125 —0.1364 —0.0162 —0.0023
A, = 11.1144 —1.8127 —-03155 |, B, = | —1.9587
—33.3456 —0.0211 —5.5247 5.8332

C,=| —7.8383 —6.9337 —1.2294 ] , D, =1.2664
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Note-se que os autovalores dg sdo—0.9828 + j1.0667 e —5.6843, 0 que mostra que o
compensador obtido é estavel em malha aberta.

Na tabela 4.2, € mostrado que o valor gle@btido a partir da solu¢éo do problema
(4.20) para os mesmos 3 casos, considerando diferentesesalen.. Note que menores
valores deu implicam em maiores valores para a norma da perturbacdo maxima ad-
missivel e, consequentemente, maior € o limitante supgoiganhol, da perturbacéo
w(t) para a saida regulada(t). N/A significa que a solu¢cdo numérica foi infactivel.

Tabela 4.2: Resultados do Problema (4.20)

min y | =010 p=014 p=0.18
AW nao-racionall 36.2 26.3 25.4
AW racional N/A 46.8 29.4
AW estatico N/A N/A 51.4

Finalmente, a Tabela 4.3 exibe os resultados obtidos comlg&o do problema
(4.22). Novamente os mesmos casos sdo comparados. Camsidese diferentes valores
de ponderacéaa; e, obtém-se uma aproximacgao para o tamanho da projecao da bola
de condigdes iniciais admissiveéd$, ') sobre os estados da planta. Note-se que quanto
maior o valor, maior o tamanho da proje¢do da bola de condicidéciais admissiveis
sobre os estados da planta. Pode-se notar que quanto maitizznge a restricdo nos
autovalores deX !, melhores sdo os resultados.

Tabela 4.3: Resultados do Problema (4.22)

(n1, m2) | (0.1,0.9) (0.5,0.5) (0.9,0.1)
AW nao-racional, 0.2139 0.6077 1.8437
AW racional 0.1596 0.4726 1.4717
AW estatico 0.0371 0.2566 1.4063

Exemplo 4.2(exemplo de estabilizagao globaonsidere-se novamente o Exemplo 3.2.
Como o sistema em malha aberta € estavel, pode-se aplicasakados de estabilidade
global apresentados no Coroléario 4.1. Resolve-se aqui blproa de otimizagéo (4.20).

Apos resolver-se numericamente as condi¢cdes do Corolatiotdm-se as seguintes
matrizes

v _ [ 24188 19920 ] . [20301 1.8801) 5 [13.4993 —3.6131
© [ 19920 22.8933 |7 | 1.8801 4.7964 |* 7 | 1.1007  23.2962
; —0.0618 —0.0444 ] - 134218 | -

Aa = { —0.0027  0.0006 ] B = { —1.0981 }’ C=[-10501 -22.5162 |
¢ =10.0119 0.0054 ], D =1.9866, £ = [ —9.5914 —13.8790 ]

E,=[ —0.1001 —0.0595 |, F' =6.2699, S = 6.2699

A seguir, determina-s&’, M, de acordo com a relagéao

NM'=71-vYX!
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através da decomposicao QR

N = —0.0493 0.9988 M= 5.4062 —5.8865
| 0.9988 0.0493 | T 0 —0.2095

Por fim, reconstroi-se os parametros do compensador

A { —-1.9132 17771 } A= { —0.0059 —0.0090} B { —0.2964}
¢ 11.3039 —34.1996 | 0.1062 0.1645 |7 5.5050

Co =] —22.4369 —2.1599 |, C,q=[ 0.0048 0.0122 |, D, = 0.3168

E,=[ —13.3888 —10.2645 |, E,q = [ —0.0545 —0.1029 |, F, =1

Os autovalroes ded, sdo —1.3026 e —34.8102, os autovalroes dé€A, + A, ,) s&o
—1.3028 e —34.6514, e os autovalores ded, — A, q) S80—1.3023 e —34.9690. Logo,

o compensador antiwindup obtido é assintoticamente estéd@dorma independente do
atraso.

For¢ando-sed,, = 0,C,q =0, E, =0, E, 4 = 0, F, = 0, mediante a supresséo
de A,, Cy, E, E,, F nas LMIs do Corolario 4.1, obtém-se um compensador antiuind
racional, com injecdo de sinal apenas nos estados do cauanl A solugdo numérica
das LMIs do Teorema 4.1 resulta nas seguintes matrizes

v [27507 16960 ] . [22844 18950 ] ; [ 62041 —9.2209
~ | 16960 14.7476 | T [ 1.8950 5.0750 |* 7T | 5.7159 22.2893

5 [ 618997 - :

B=| o0 } , =] —5.8960 —21.6056 |, D = 6.9760, S = 3.8139

A seguir, determina-se as matriz&'s M via decomposicdo QR

N — —0.1405 0.9901 M 2.4411 —2.8041
| 0.9901 0.1405 |’ N 0 —0.2289

Finalmente, obtém-se os parametros do compensador

A _ [ —46613 04066 ], [ —0.2762
@~ | 202353 —10.9294 |> 7o T | 3.5745
D, = 1.8291

Note-se que os autovalores de sdo—3.5468 e —12.0439, 0 que mostra que 0 compen-
sador obtido é assintoticamente estavel em malha aberta.
Para fins de simulag&o considera-se a seguinte perturb@gao

o<
w(t):{m 0<t<l1

] , Co = [ —20.5632 —8.8723 ]

0; t>1

comw = 100 et = 5.
Na Figura 4.1, é representado a resposta do sistema em mathada considerando-
se

um compensador antiwindup nao racional obtido pelo Corioldr1;

um compensador antiwindup estatico, obtido de acordo comadaptacdo da metodolo-
gia proposta em (GOMES DA SILVA JR.; TARBOURIECH; GARCIA6P0de forma a
poder tratar com sistemas sujeitos a perturbacdes limisagta norma’,;

nenhuma injecdo antiwindup ao sistema saturante.

Conforme esperado, a resposta da saida regulada do sistenmaatha fechada contendo
o compensador antiwindup dindmico racional é mais atenwadpresenta menor tempo
de acomodacao.



64

2l
tn

i : AW Nao Racional — ya{l)
1) 1] - _ _ AW Nao Racional - z (t) |
i = = =AW Estatico

..:| — AW Nao Racional |
i| = = = AW Estatico
11 Sem AW

w

25

=)
=
|
o
g
c
@
o 4
o
©
o
§e]
o
w

0.5

Antiwindup Signal - ya(t), za(t)

o
-
o
o
o
w
o
(=]
w
=t Lo
o
—
w
"
o
o]
w
w
o

Entrada da Planta - u(t)
Antiwindup Input — ly(yc(t))

0 10 20 30
Tempo [s] Tempo [s]

20 30

Figura 4.1: Comparacao entre diferentes metodologias ca@ascopo de estabilidade
global

4.7 Comentarios finais do Capitulo

Neste capitulo apresentou-se uma metodologia para aeslgesompensadores an-
tiwindup dindmicos para sistemas com atraso nos estaddsrag@ na entrada de con-
trole. As condigcOes que asseguram a existéncia de uma edlugén obtidas na forma
de LMI. O frameworkproposto é mais geral que os resultados anteriormenteosbtid
neste tema, 0s quais podem ser considerados casos esgegmesente trabalho, pois
os resultados aqui apresentados permitem a sintese de rgadpess racionais, nao
racionais, e a garantia da estabilidade do compensadoexBoplo, os resultados obti-
dos em (GOMES DA SILVA JR. et al., 2009) s&o um caso especiagléegente trabalho.
Adicionalmente, restricbes na dinamica do compensadaviadup podem ser inclusas
com pequenas modificagcbes nas LMIs. Por ultimo, exemplosriaos ilustraram a
proposicao deste capitulo e compararam-na com resultatErsoamente obtidos.

Uma diferenca entre os meétodos de sintese utilizados naptaulo (mudanca de
variaveis), e no anterior (lema de projecao) € o vinculoeegairantia de existéncia de
solucdo, minimizacdo de algum critério linear, e deterg@manumérica do compen-
sador antiwindup correspondente. No método utilizadoeneggpitulo, os parametros do
compensador antiwindup que minimizam um critério de otag@o sdo determinados em
um unico problema; problema este que concomitantemensmigaa existéncia de uma
solucéo.

Ja no método de sintese baseado no lema de projecéo, apicadpitulo anterior,
a garantia de existéncia de uma solucdo nao determina o ogagm antiwindup. To-
davia, a garantia de existéncia de uma solugéo pode serlaglaca um problema de
otimizacdo. Como consequéncia, a determinacdo numéricardpensador antiwindup
correspondente, pode vir associada ao mesmo, outro oumestftério de minimizacao.
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O compensador antiwindup obtido é de ordem plena,rig= n + n.. De fato a
opcao por uma metodologia de sintese de ordem plena leva adtmdenmais simples
para a obtengéo de condi¢cdes LMI, uma vez que neste casajrasasmadas condi¢gdes
de posto séo diretamente satisfeitas, (SCHERER; GAHINHETLALI, 1997).

Entretanto, um compensador de ordem reduzida pode seophtjgartir doframe-

T
work proposto. Basicamente, neste caso, am trfz XZ(;4 deveria ser redefinida
T
como © XM , onde® = In, , sendon, a ordem reduzida do com-
© 0 O(nerfnr)an

pensador antiwindup. Além disto, uma condi¢c&o de posto geveonsiderada. O pro-
cedimento segue as mesmas linhas do proposto em (WU; LINNGJR005).
A metodologia de sintese apresentada neste capitulo pemitim Ganicdramework
a sintese tanto de compensadores racionais, como naoaiaciddm (GHIGGI; BEN-
DER; GOMES DA SILVA JR., 2008) considera-se apenas a sigiesempensadores ndo
racionais, sendo que compensadores racionais ndo sadveizeda nos resultados apre-
sentados no capitulo anterior, apenas a sintese de cordpegsseacionais é considerada,
sendo que compensadores ndo racionais ndo sao obtenivagueta metodologia.
Outra contribuicdo dos resultados deste capitulo estaanaatip da estabilidade ass-
intética do compensador antiwindup sintetizado, seja at@nal ou néo racional. Os
resultados deste capitulo encontram-se publicados em DBERY GOMES DA SILVA
JR., 2010Db).
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5 ANTIWINDUP PARA SISTEMAS COM ATRASO NA EN-
TRADA

Nos Capitulos 3 e 4 tratou-se o problema de sintese de coagmes antiwindup
dindmicos racionais e ndo racionais para sistemas cono aiwaesstado. Tais sistemas nao
apresentam atraso na entrada; ou seja, o sinal de confrplexerce seu efeito imediato
sobre a derivada do estad¢), conforme as plantas consideradas no Capitulo 3 (3.1),
e no Capitulo 4 (4.1). Porém, alguns sistemas podem ser atlmdetom um atraso de
tempo entre a geracéo do sinal de contr@le e seu efeito sobre o sistema, que neste caso
deixa de ser imediato. Neste caso, a agéo de controle quelaigeasderivada do estado
x(t) éu(t — 7). Neste capitulo serd abordado o problema de sintese de osatuzes
antiwindup para sistemas com atraso na entrada com umaoiegalindependente do
atraso. Ou seja, as condi¢cOes obtidas para a existéncia derapensador antiwindup
sdo validas para qualquer> 0 € R. Por conseguinte, esta metodologia € aplicivel
apenas a sistemas assintoticamente estaveis em maltea abert

5.1 Introducao

A presenca de atraso na entrada de controle pode ser itigelip@mo um comando
de efeito retardado. Exemplo disto € o descarte de pacotBsehCuma fila de um
roteador. O protocolo TCP responde ao descarte seletivaa#gs com uma reducédo na
taxa de emissao de pacotes, (FLOYD; JACOBSON, 1993), (PAPHdtral., 1998). O
ajuste da taxa de emissao da-se no terminal da rede a pagtiraié enviado o fluxo de
dados (TANENBAUM, 2002). Assim, o efeito do descarte setetie pacotes na prépria
fila da-se com atraso, uma vez que 0s novos pacotes emitidoa saMa menor sofrem
um atraso em seu transporte pela rede até atingirem a filaetdar intermediario. Se,
neste exemplo, considerar-se um controlador implementedamente ao roteador para
regular o tamanho da fila em torno de um valor pré-determin@dgmssivel considerar-
se a variavel de estados da planta (fila de pacotes) imediatardisponivel para reali-
mentacdo. Enquanto a acdo de controle sobre os estadostia (plescarte seletivo de
pacotes na fila) esta sujeita ao atraso. E interessantecaetifile este exemplo difere
do controle através da redeetworked contrgl (GARONE; SINOPOLI; CASAVOLA,
2007), (SALA; VALLES; DIEZ, 2006), por exemplo), em que o tatador estd espa-
cialmente distante da planta. Nesta situacdo, tanto adentfa controle quanto a saida
estdo sujeitas a atraso devido a restricbes na rede de aagdes.

Neste capitulo esta-se interessado na sintese de compessadtiwindup para sis-
temas com atraso na entrada. A literatura cientifica temidwitteresse nesta prob-
lematica. Em (PARK; CHOI; CHOO, 2000), propde-se um comadas antiwindup
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para sistemas cuja planta em malha aberta seja caracteppadima matriz Hurwitz.
A arquitetura proposta generaliza técnicas de controlenpmielo interno, replicando
no compensador antiwindup o modelo da planta. Neste tralmlbbjetivo de sintese
€ recuperar no sistema saturado o desempenho do sistem@ah@imie de saturacao).
Para tanto busca-se minimizar uma funcéo custo consistiadbferenca entre os esta-
dos do controlador do sistema nominal, e os estados do tagdralo sistema saturante
(sujeito a saturacdo na entrada da planta) compensado m@lnaup proposto. Os
autores mostram que o compensador proposto € 6timo em oedagéte critério. Em
(ZACCARIAN; NESIC; TEEL, 2005), estes resultados sao edithrs, relaxando-se as
condicOes de existéncia de uma solucéo, e agregando gréaberdade para melhora do
desempenho. Além disto, os resultados séo estendidos pasm@m que a planta néo €
exponencialmente instavel, podendo apresentar atrasogna@a e na saida. O compen-
sador proposto atua nos estados do controlador e na saidmtlolador. E importante
ressaltar que estes resultados néo sao expressos pordemdiMI. Uma das vantagens
no uso de condicBes LMI € a flexibilidade na insercdo de pnoddede otimizacéo, e
sobretudo no tratamento de incertezas do modelo. Além,distado a convexidade da
representacdo das condi¢cbes, um 6timo global é sempreiaddtpara algum critério
linear de otimizagdo. Em (GOMES DA SILVA JR.; TARBOURIECH)(5) um com-
pensador antiwindup estatico € proposto, a partir de umdicdm de setor generalizada,
para sistemas sem atraso. No mesmo trabalho o resultadipptié estendido para sis-
temas apresentando atraso na entrada. A metodologia dsesinéste caso, € dependente
do atraso. A metodologia de sintese é baseada no uso da&dodicetor generalizada
(proposta neste trabalho). O funcional de Liapunov-Krakbwtilizado apresenta um
termo dependente de uma né&o-linearidade tipo zona-mosta tErmo adicional deve
ser utilizado quando o sistema apresenta atraso na entéadtliegada a condicdo de se-
tor generalizada proposta pelos autores naquele trabRHra. que a metodologia possa
considerar também plantas exponencialmente instavdismede a convexidade da rep-
resentacdo em LMI mediante o uso de uma desigualdade tl@andressalta-se que os
trabalhos mencionados nao consideram a ocorréncia delpgies limitadas em norma
L5 na planta.

Em comparacéo, apresenta-se neste capitulo em um primainento uma metodolo-
gia para a sintese de compensadores antiwindup estatieosigi@mas com atraso na en-
trada e restricdo em amplitude no controle (saturagédo madantla planta). Em seguida
sao obtidos resultados para um compensador dinamico ehcegodinamico néo racional,
ambos de ordem plena (a ordem do compensador equivale a daleradelo da planta
mais a ordem do modelo do controlador). A metodologia desénempregada € inde-
pendente do atraso, ou seja, as condigdes que garanterasesiatum compensador an-
tiwindup ndo explicitam o valor do atraso. Segue que umaagzfsitas, estas condi¢coes
sdo validas para qualquer atraso. No entanto, ressalt@eseapnjunto de estados iniciais
admissiveis, conforme tratado nos dois capitulos anésjaiepende do valor do atraso.

Note-se que em (ZACCARIAN; NESIC; TEEL, 2005) os atrasosrdeagla e saida da
planta devem ser conhecidos para que sejam implementadosnp@ensador antiwindup
proposto. Embora as condi¢des de existéncia do compensa@don independentes do
atraso, a implementacdo do mesmo ndo o é. Ja no presentidrgm@pde-se uma
injecdo de um sinal antiwindup independente do atraso taaogarantias de existén-
cia, como na respectiva implementacao (valido para osteekd de sintese de compen-
sadores antiwindup estatico e dinamico racional). Alénod@sssume-se que o sistema
esta sujeito a perturbacdes com norfiidfinita. Explora-se esta suposi¢éo propondo-se
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resultados que garantam a estabilidade global do sistamsgja, as trajetorias seguem
sendo limitadas para qualquer perturbacdo com naigienita. Finalmente, propos-se
um problema de otimizacdo que, para uma perturbagédo adelijssiinimiza o ganho
L, da perturbacdo para a saida regulada do sistema. IstopmmcEsao problema de
atenuacéao da perturbacao.

5.2 Formulacdo do Problema

Considere-se o0 seguinte sistema linear com atraso na amteacbntrole

t(t) = Ax(t) + Bu(t — 7) + Byw(t)
y(t) = Cya(t) (5.1)
z(t) = C,x(t) + Dyu(t)

ondex(t) € R, u(t) € R™, w(t) € N9, y(t) € NP, 2(t) € N' séo respectivamente 0s
vetores de estados, entrada, perturbacédo, saida medida esgailada deste sistema. Ma-
trizesA, B, B, eC,, C,, D, sao reais, constantes e de dimensdes apropriadas. Assume-
se que os pares4, B) e (Cy,, A) sejam respectivamente estabilizaveis e detectaveis. O
escalar real positive representa o atraso nos estados do sistema, que € supdstamen
constante e conhecido. Assume-se que o vetor perturhbagde limitado em energia,
i.e.,w(t) € L,, e para algum escaldr0 < ; < oo, a perturbacée(t) é limitada como
em (3.2)

w @z, = [ < ;

0

A condicao inicial do sistema (5.1) é descrita conforme segu

z(to + 0) = ¢.(0), VO € [—7, 0], (Lo, ¢.) € RT xC?

Para controlar o sistema (5.1) existe um controlador dioarde saida dada priori,
representado como segue:

te(t) = Acw(t) + Bey(t)

ye(t) = Cexy(t) + Dey(t) (5.2)

ondex.(t) € R, u.(t) = y(t) € NP ey.(t) € R™ sdo respectivamente os vetores de
estado, entrada e saida do controlador. Matrizes3., C. e D, sao reais, constantes e
de dimensdes apropriadas.

Comentario 5.1. Observe que o controlador (5.2) é racional. A consideracéauch
controlador ndo-racional € possivel e aplicavel com sutlificacdes nas matrizes e
condicOes obtidas. Em patrticular, a consideracdo de umifpede Smith no laco de
controle pode ser representada pela adicdo de um teAnge.(t — 7) a expressao de
t.(t) em (5.2). Neste caso, considera-se o controlador (5.2) ammodelo de ordem au-
mentada de um controlador nominal com um preditor de Smétla. cbnsideracdo de uma
contraparteC.. 4z.(t — 7) implica na existéncia de um terndg, »£(t — 27) na represen-
tacédo do sistema em malha fechada - a exemplo da representlacgistema em malha
fechada (3.8) e (4.8) dos capitulos anteriores - uma vez guestados do controlador
sofrem duplo atraso: primeiramente a saida do préprio colaitior, e posteriormente a
entrada da planta.
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Assume-se que a entrada da planta é limitada como segue
—Uo,y < Uy < Uoy,) s 1=1,...,m

Como consequéncia dos limites na entrada da planta, o @nebmtrole efetivamente
injetado na planta é
u(t —7) = saly.(t — 7)) (5.3)

De fato, o controlador (5.2) foi projetado para o sistemainaimou seja, ndo leva em
conta a saturacdo da entrada da planta. Como forma de canesta desconsideragéo,
sintetiza-se um compensador antiwindup, que inserido laante controle minimiza o
efeito da saturacéo na estabilidade e desempenho do sistemnalha fechada.

Este compensador gera um sipalt) que é injetado na malha de controle, alterando
a dindmica do controlador linear sintetizaapriori (5.2), (GRIMM et al., 2003), (ZAC-
CARIAN; NESIC; TEEL, 2005)

Te(t) = Ace(t) + Beue(t) + ya(t)

Ye(t) = Cowe(t) + Dou(t) (5.4)

A Figura 5.1 ilustra a topologia do sistema em malha fechada.

sat(y,. _ u(t y(t
f (J)' . ST (l - y(t)
SAT

bt ot
—L')()b Antiwindup balt)

A A

Controlador

Ye(t)

Figura 5.1: Topologia do Sistema em Malha Fecahada

O sinaly,(t) injetado nos estados do controlador corresponde a saida derapen-
sador antiwindup. Os resultados deste capitulo considasaseguinte possiveis estru-
turas para estes compensadores

1. estaticoy,(t) = D, (y.(t))

Tq(t) = Aaa(t) + Bt (ye(t))
Ya(t) = Caa(t) + Datp(ye(t))

i0(t) = Aaa(t) + Apaza(t — 7) + Byt (ye(t))
ya(t) = Caxa<t) + Ca,dxa<t - T) + Daw<yc(t))

Para tanto, é preciso determinar numericamente as mafpizésaso estatico)A,,
B,, C, e D, (caso dinamico racional); &,, A, 4, Ba, Ca, Ca.4, D, (Caso dinamico néo
racional), considerando-se sempre os Problemas 3.1 e 3.2.

2. dinamico racional{

3. dindmico nao racional{
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A obtencdo de uma metodologia para sintese destes compess#du a determi-
nacao das matrizes supracitadas) seréo apresentadosraisiejando-se pela sintese de
um compensador antiwindup estatico, seguindo-se a siitas® compensador dindmico
racional, e finalmente a sintese de um compensador antipvididdmico ndo racional.
A abordagem utilizada é sempre independente do atraso. j@uusea vez que existe
uma solucédo, ela é valida qualquer que seja o valor do atrasoentrada de controle.
Conforme mencionado, isto implica que a planta seja es¢dmehalha aberta.

5.3 Antiwindup estatico

Considere o sistema nominal (5.1)-(5.2), onde— ) é dado por (5.3). Para suprimir
tanto quanto possivel os efeitos da saturacdo sobre aligstdbido sistema em malha
fechada, adiciona-se a dinamica do controlador o sinal

Ya(t) = Dath(ye(t)) (5.5)

ondey,(t) € R € o sinal de inje¢céo de um sinal antiwindup. Assim sendo, cetoatb
controlador torna-se (5.4).
Para representar o sistema (5.1)-(5.4)-(5.5) em malhaéecidefine-se o vetgrt)

como
f02 | 10 | ewn

Através das seguintes matrizes

A:{ A jc]’Ad:{BDCC BCC]’TZ{O}’B:{g}

B.C 00 !
Bw:[BOw}aCy:[Cy 0]7Cz:[CZ+DZDCCy DZDC} ©©)

D.=D,,K=[D.C C.]
o sistema (5.1)-(5.4)-(5.5) em malha fechada pode serseptado conforme segue

E() = AL(t) + Aul(t — 7) + IDatb(ye(t)) + B (ye(t — 7)) + Buw(t)
) (5.7)

com a seguinte condicao inicial

T

0c(0) = [=(O) w(6)" ]
=[ 607 6.7 ] Vo€ [~ 0]

O teorema a seguir apresenta um método para a determinagéoiceudo compen-
sador (5.5), ou seja a determinacgaoldlg que € solucédo dos Problemas 3.1 e 3.2 para o
sistema em malha fechada (5.7).

Teorema 5.1 (antiwindup estético, escopo de estabilidade loc&h existem matrizes
simétricas positivas definiddg, I' € R "<*"*" matrizes diagonais positivas definidas
S, S, € R e matrizesZ € R"*™, eY,Y, € Rm*"tne e escalares, u, 7y tais que
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as LMIs seguintes (5.8a), (5.8a), (5.8b), (5.8c), séao wearifas

[AQ+ QAT +T A,Q YT +1Z BS, oB, QCT ]
QAT T 0 Y 0 0
Y + 2717 0 28 0 0 SDT
S, BT Y, o -25, o o |~Y (5.82)
aB? 0 0 0 —al, 0
C.Q 0 D.S 0 0 - |
Q@ * _
{ KoQ+Yy pug, >0 e=1...,m (5.80)
@ s | >0,i= m (5.8¢)
K(Z)Q + YT‘(Z) Muo(l) 9 g ey .
p—ad <0 (5.8d)

entdo existeD, = 7S, tal quey,(t) = D,¥(y.(t)) € um compensador antiwindup
estatico conforme definido em (5.5), que assegura que

. as trajetorias do sistema (5.7) séo limitadas para todas@ndi¢des iniciais contidas na
bola

B(8) = {¢c € C7 | 9ll2 < B/(NQ7) +TAQT'TQ™))}
com qualquep tal que

OSBS/fl—E;

NzlIZ, < AVI0) + 5 llwliz,;
. quandow(t) = 0, a origem do sistema em malha fechada € localmente assiata¢inte
estavel, e

B(p™") = {de € C7 | lgell < ™/ (MQ7H) +7MQ7'TQ™))}
esta contida na regido de atragao da origem.

Prova: A partir do mesmo funcional de Liapunov-Krasovskii uilifo nos capitulos
anteriores, e da seguinte funcéo auxilig()

Vt) — éw(t)Tw(t) + %z(t)Tz(t)

1>

V(t) = £(0)TPE(1) ‘/sTm ()

tem-se qué/(t) satisfaz (3.10), a saber
MP)IEMDIE < V(t) < AP) + TAR)I&II, P =P" >0, R=R" >0

Logo, se a condigé&o inicial; € B(3), segue qué’(0) < p.

Observe-se que a funcéo auxili@ft) difere da utilizada nos Capitulos 3 e 4. No caso
especial em que = 1, as fungbes auxiliares coincidem. Assimé de fato um grau de
liberdade adicional na sintese de um compensador antigindu

SeJ(t) <0, tem-se que

/ " it = v(T) - Vi) L / D wtdr + L / ST +(t)dt < 0, YT > 0

Entdo, segue que
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o {(MTPLT) < V(T) < V() + Lllwl|z, < B+ 5 < p ', VT > 0, ou seja, as
trajetorias do sistema nédo abandonam o conjénfd ;') paraw(t) satisfazendo
(3.2);

e paral — +oo, ||z]|%, <V (0) + 72 |w|/2,.

Expandindo-s& (t) em 7 (t), tem-se

T () = E(6)TPEW+E()T PE()+E(H) T RE(H) —€(t—7)T RE (t—T)—éW(t)Tw(t)Jr%Z(t)TZ(t)

Expandindo-sé(t) em 7 (t), de acordo com (5.7) tem-se

T(t) = [AEE) + At — ) + 1D (ye(t) + Bo(ye(t — 7)) + Byuw(t)]” PE(t)
+E()TP [A5<>+Ad5<t—7>+xm<yc< )) + B (ye(t — 7)) + Byw(t)]
HEWTREW) — E(t =) RE(L = 7) = Ju(t) w(1)

FL(CE() + Do) (Co£() + Do(pe(t)))

J(t) = EWTATPE(r) + £(t — T)TATPTE(D) + (y.(1)) DI Pe(t)
Foye(t — 7)) BTPE(R) + w(t) BLPE() + (1) PAE(1)
€T PAGE(t — )+ E(0TPID(y.(D) + £ PBY(po(t — 7)) (5.9)
(0T PByu(t) + §()7 RE(D) — €(t— )T Re(t — ) = Lw()Tw(t
FL(CLE(0) + DLu(we(t))” (C.E() + Datb(wil1))

Por outro lado, a saida do controladeft) = C.z.(t) + D.Cx(t) pode ser representada
comoy,(t) = K¢(t). Entéo, s€&(t) € S(u,) e&(t — 1) € S;(u,), com

S:(uo) = {€ | | [Key + G | €] S oy =1, m}
pelo Lema 2.1 segue que

O(ye(t) T ((ye(t) — GE(L) <0
QZ}(yc(t - T))TTT (Q/J(t - T) - Grg(t - T)) <0

Assim, a seguinte desigualdade pode ser estabelecida

J(t) < EOTATPER) +£(t — m)TATPTE() + ¥ (ye(t)” Dg 1T PE(t)
+(ye(t — 7)) BTPE() + w(t) By PE(t) + £(1) PAL(T)
+E ()T PAGE(t — ) + £(1)T PIDat)(y(t)) (t)TPBw(yc(t — 7))
+€( )TPwa( )+ & )TRg( ) —&(t—7)TRE(E—7) — qw(t)Tw(?)
+3(Co£(t) + Dato(ye(t)))” (Ca£(1) + Datbl(ye(t)))
i ( ))TQTw(yc( ) + ¥(e(t))TTGE(E) + §() T GTT(ye(t))
( c(t - T))T2Tfr’¢)(yc(t - 7_)) + ¢(yc(t - ))TT Grg(t - T)
+€ (t = )" GITp(ye(t — 7))

£
+&
R¢
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£(t) £(1)
Pl Pl
V(ye(t V(ye(t
bt - | M et -7 | <°
w(t) w(t)
z(t) z(t)
(5.10)
[ ATP+PA+R PA, PID,+G'T PB PB, CT ]
ATP —R 0 GIT, 0 0
M — DIT'P + TG 0 —2T 0 0 DT
te BTP T.G. 0 —2T. 0 0
BIP 0 0 0 -i1, 0
I C. 0 D. 0 0 I

Assim, e suficientel/; < 0 para que tenha-s¢(t) < 0, desde qué&(t) € S(u,) €
£(t—7) € S, (), ¥t > 0.

Note-se agora que s& € B(3), entdo(\(P) + T7A(R))||¢]|> < B. Segue que
A(P)|9dll? < 5, & portanto

sup £(0)TPE(0) < sup A(P)E(0)T€(0) < 8
0e[—,0] 0€[~7,0)
Logo, se&(P,5) C S(u,) N Sy (u,) € M; < 0, tem-se efetivamente qugt) €
E(P,B),Vt > —, desde que, € B(j3).
Pré e p6s multiplicando-s&/; em (5.10) por blockdiag@, @, S, S;, ol,, I;}, e
aplicando a seguinte substituicdo de variaveis

Q:PilvF:QRQuS:T717ST:T;17YZGQ7YT:GTQ7ZZD0LS

obtem-se a LMI (5.8a) do Teorema 5.1.
Por outro lado, se

P * } [ P *
2 >07

>0,2=1,...,m
K + G pug, Ko + G,y pug,

(5.11)

segue que (P, ) C (S(uo) N S:-(u,)). De forma semelhante ao feito em (GOMES
DA SILVA JR.; TARBOURIECH., 2005), pré e pés multiplica-sg laMIs em (5.11) por
blockdiag{ @, 1}, o que leva diretamente as LMIs (5.8b) e (5.8c), respectviae

Assim, a validade de (5.8b) e (5.8c), garante gli¢ € S(u,), {(t — 7) € S-(u,).
Este fato implica na validade da condi¢éo de setor express#2.6b). Desta forma, se as
LMIs (5.8a), (5.8b), (5.8c) do Teorema 5.1 séo satisfeitan;se efetivamentg (¢) < 0,
umavez qudw(t)||z, < 0! e¢e € B(S). Finalmente, a LMI (5.8d) garante qbé > 0;
do funcional de Liapunov-Krasovskii, segue que

1
P> =+
ad
Assim, para que exista > 0 precisa-se que

pt—5>0
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ou seja:u ! > % que equivale & < ad, oupu — ad < 0. Isto conclui a prova do item
1) do Teorema 5.1.

Considere-se agora que(t) = 0. Neste casq7(t) < 0 assegura qu&'(t) < 0,
dado ques(t) € S(u,) e&(t — 7) € S.(u,). Entdo, sep, € B(u'), segue que
(veja (TARBOURIECH; GOMES DA SILVA JR., 2000), (GOMES DA SIA JR.; TAR-
BOURIECH; GARCIA, 2006))

ETPE() < V(E) < V(ED) < (MP) + TAR))|el 2 < !

o0 que significa que, para qualquer condigéo inicial perteteca bolaB(y '), tem-se
E(t) € E(P,u™t), YVt > t,. Uma vez que as LMIs (5.8b), (5.8¢) sdo satisfeitas, tem-se
quel(t) € S(uo), £(t — 1) € S-(uo), Vt > ty. Entdo, para qualquer condigdo inicial
pertencente ('), efetivamente tem-se qué(t) < 0, o que conclui a prova do item

3. Datransformacédd = D, S segue quéD, = ZS~ L. fim da prova.

O seguinte corolario trata em um contexto global o problemasiabilizacdo enfo-
cado no Teorema 5.1. Neste caso, pode ser assegurado qaetsias do sistema em
malha fechada (5.7) séo limitadas para qualquey € £, independente das condi¢des
iniciais.

Coroléario 5.1 (antiwindup estatico, estabilidade globaBe existem matrizes simétricas
positivas definidas), I' € R tm*"tn matrizes diagonais positivas definiddsS, €
Rmxm matrizZ € R"e*™ e escalaresy, u,  tais que a LMI

[ AQ+QAT+T A,Q IZ-QK' BS, aoB, QCT]
QAT -T 0 QKT 0 0
71" — KQ 0 —28 0 0 SDT
S BT _KQ 0 95, 0 o |0 612
aBT 0 0 0 —al, 0
C.Q 0 D.S 0 0 -

seja verificada, entdo existe um compensador estatico cafioidb em (5.5),D, =

7571, tal que

. quandow(t) # 0, as trajetorias em malha fechada permanecem limitadas pasdquer
¢¢(0) € C? e qualquer condig&o inicial;

MzlIZ, < AV0) +vgllwliz,;

. sew(t) =0,Vt > t; > 0, &(t) converge assintoticamente para a origem.

Prova: SejaG = —K, G, = —K. Segue que a condicdo de setor (2.6a) é verificada
para todc (t) € ™", Neste caso, tem-3¢ = —KQ, Y, = —K@. Assim, é suficiente
verificar 7 (t) < 0 e@ > 0, o que replica a prova do Teorema 5.1 para as condi¢des que
garantam7 (t) < 0. Ja a condi¢adg) > 0, implica em,P > 0, 0 que juntamente com
R > 0 - assegurado uma vez quit) < 0 - faz deV/(¢) um funcional de Liapunov-

Krasovskii.fim da prova.

A secao a seguir considera a sintese de um compensadomnahiprdindmico racional.
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5.4 Antiwindup dindmico racional

Agora o sinaly,(t) € gerado pelo seguinte compensador antiwindup

Tq(t) = Aaa(t) + Bt (ye(t))
Ya(t) = Caa(t) + Datp(ye(t))

Por conta disto, redefine-gé&) como

x(t)
E(t) = | w(t)
T4 (1)

As matrizes definidas em (5.6) adiciona-se as seguintes

(5.13)

[ A ic, A0 _[1D, [ B [ Ba
ao [ G e [ o] B om0 ) s [
c,=[C, 0],C.=[C., 0],D.=D.,K=[K 0]

(5.14)
para poder representar-se o sistema (5.1)-(5.4)-(5.13)&lma fechada tal qual

§(t) = AL(t) + Aaf(t — 7) + B(ye(t)) + Bath (et — 7)) + Buw(?)

y(t) = Cy&(1) (5.15)

2(t) = C.&(1) + D2p(ye(t))

com a seguinte condicao inicial
6e(0) = [ 2(O)T 2(0)T 2,(0)" |7 (5.16)

= [ 6:(0)7 60 (0T ¢5,(0)7 ], V0 € [-7, 0]

O teorema a seguir apresenta um método para a determinag@&oiceudo compensador
(5.13), baseado no Lema de Proje¢éo (Lema 2.3).

Teorema 5.2(antiwindup dindmico racional, escopo de estabilidadaljoSe existem
matrizes simétricas positivas definidAs Y, H,, H; € Rtr)x(tne) matrizes diag-
onais positivas definidas, S, € R™*™, e matrizesH, € R+re)x(ntne) 1, U, U,

U,, € Rmx(ntne) e escalaresy, u, vy tais que as LMIs seguintes (5.17a), (5.17b), (5.17¢),
(5.17d), (5.17e) sao verificadas

_NT

AY +YAT + H,

o |, - HT 4 1 N, NIA;X NIA4HX-Y)
XAIN, —H,; —H,
(X —Y)AIN, —HT —H,
Ui N, 0 0
S, BTN, U, + U, Us,
aBIN, 0 0
I C.YN, 0 0
NIul' NIBS, Nl'aB, NIYCT
0o Ul+UL 0 0
0 Ul 0 0
—29 0 0 SDT | <0
0 —25, 0 0
0 0 —al, 0
D.S 0 0 —71,

(5.17a)
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[AX + XAT +H  AjX AyX-Y) BS, oB, XCI']
XAT - —H, ul+UL 0 0
(X —Y)AT —HT —Hj ur 0 0
s, BT Ur, + Us, U, 95, 0 o | <0 G17)
aBL 0 0 0 —al, 0
C.X 0 0 0 0 —I |
X * *
0 Y - X * >0,i=1,...,m (5.17¢)
KinX + Ul(i) + UQ(i) K(i)(X -Y)+ U2(i) Mug(i)
X * *
0 Y -X * >0,i=1,...,m (5.17d)
KoX+Un, +Un, KX -Y)+Us, Hllog,
w—ad <0 (5.17e)
ondeN, = [ é } . Entdo existe um compensador (5.13) que assegura que

. as trajetorias do sistema (5.15) sao limitadas para toads€ondi¢cdes iniciais contidas
na bola

B(B) = {0 € C | |0l < B/(A(P) + TA(R))}

onde

X' % R, x

_ pT _ _ T __ 1
P_P_{M E}>0, R—R—{R2 R3]>0
com qualquep tal que

B 1
0<B8<u 1—5;

2. ||2lIz, < AV(0) + vz llwliz,;

3. quandow(t) = 0, a origem do sistema em malha fechada é localmente assiatotinte

estavel, e ) )
B(p™) = {¢¢ € C7 | llgellz < 17" /(AM(P) + TA(R))}
esta contida na regiao de atracéo da origem.

Prova: Utiliza-se o mesmo funcional de Liapunov-KrasovsKiit) e fungdo auxiliar
J (t) do Teorema 5.1. Expandindo-se os termos desta expressasete

J(t) = §(O)TATPE(t) + &(t — 7)TAGPE(E) + ¢ (ye(t)) BT PE(t) + ¢ (ye(t — 7)) TBIPE()
+w(t) B PE(t) + £(8)T PAS(E) + §(6) T PAGS(t — 7) + () PBU(ye(t))
+H()TPBa (ye(t — 7)) +¢ (t)TPlB%ww(t)T+ ()T RE(t) — &(t — 7)TRE(t — 7)
—Lw(t)Tw(t) + L (CE(E) + Datb(ye(t))) (C2L(H) + Dot (elt)))

Da definicdo de matrizes em (5.14) temysg) = K&(¢). De forma similar ao mostrado
na secdo anterior, do Lema 2.1 segue qug(8ec S(u,), entédoy(y.(t)) T (¢ (y.(t) —

G&(t)) < 0. Tambémg, € B(3), implicaque\(P)||¢¢[|? < 3, ouseja, sup £(0)T PE(6) <
oe[—,0]
8.

Logo, sep, € B(5) entdds(t) € E(P,B),Vt € [—, 0)
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Agora suponha-se que

£t +0) €S (uy) = {g | 1K) + Gri) €] <ty i =1, ,m} ,0e[-T 0)

entao
D(ye(t +0) T (P(t + 0) — GLE(t + 6))

logo se¢p: € B(S) eS-(u,) C E(P, 5), tem-se que

<0, Vtel[-T1,0)

V(ye(t — ) T ((ye(t — 7) — Vt>0

ousejayvt > —7, &(t) € E(P, ). Assim, do Lema 2.1 segue que&e) € S(u,) €
E(t—71) € S-(u,) entéo

e (£)) T (9 (1)) — GE®)] < 0
(et — )T [(yet — 7)) — GoE(E -

Como conseqiéncia tem-se que

G.&(t—1)) <0,

7)] <0

J(t) < E)TATPE() + £(t — 7)TAGPE(t) +

+(ye(t — 7)) "By PE(t) +
+E (O PBY(ye(t)) + §(1)" PBa (ye(t — 7)) +¢ )(

—&(t—7)"Re(t—7) —

+H(ye(t)TTGE(L) +

0 que pode ser reescrito como

&(t) &(t)
§(t—7) §(t—r1)
W (ye(t)) an | ()
V(ye(t — 7)) 2| eyt — 7))
w(t) w(t)
z(t) 2(t)
[ ATP+PA+R PA;, PB+G'T PB,
ATP R 0 GIT,
A — BTP + TG 0 —2T 0
2 BY P T.G, 0 —oT,,
BT P 0 0 0
C, 0 D, 0

«

TG TY(y.(t)) —
+(yo(t — )T T GLE(t —
+L(CLE() + Dot (ye(t))) T (C:£(t) + D

Lw(t)T

W (ye(t)) BT PE(t)

w(t) By, PE(t) + §(1)" PAL(t) + £(t) PA(t — 7)

)+ &t - 7)TGT
(

V(e

) )T PBw(t) +£(t)" RE(t)
w(t) — P(ye(t) 2T (yc(t))
(t - T))T2T7¢(yc(t - 7_))
T ¢(yc(t - 7_))
(1))

<0

(5.18)
PB, C, ]
0 0
0 SD,
0 0
A
0 —’}/Il ]

sendo quél/, < 0 é condigdo suficiente para termgst) < 0, para todd(t) € S(u,),
E(t—1) € Sr(uo).

Considere-se as seguintes matrizes

[ 2] o]

Xt %
M F

Y «

_
vor|os=T



Pré e pos multiplicando-s¥; pelo bloco diagonal

bIockdiag{Q, Q, S, S, al,, Il}

obtem-se a seguinte expressao

[ AQ+ QAT +T AyQ BS+YT ByS, oB,
QAT -T 0 Yy’ 0
SBT +Y 0 —28 0 0
S, BT Y, 0 -25, 0
BT 0 0 0 —al,
I C.Q 0 D.S 0 0
onde
A Ic, Y «
AQ = { 0 A, } N F | AN

. .
A = [ASY Adé\f }7%: [IDQS}’BC[ST: {BdST]

B,S

1
-3
)1
[\

Y «

QC?
0
SDT
0
0

=71y

<0

[ Ay +1IC,N ANT +1IC,F

AF

0

7YzGQ:[Y1 }6}7YT:GTQ:[YT1 YT2j|

c.o-]cC. 0]-{]\] F}:[czy C.NT ], D.S=D.s

segue que (5.19) equivale a

[ AY +IC,N + iy ANT +1IC,F+Ty AjY AyNT
AN AF + 1T 0 0
0 0 i1, -Iy
0 0 0 —iry
Y Yy 0 0
0 0 Y, Y,
0 0 0 0
i C.Y C.NT 0 0
ID,S BS, aB, 0 ]
B,S 0 0 0
O 0
A R
0 =S, 0 0
0o 0 -gI, 0
D.S 0 0 -1I

Note-se que (5.20) pode ser representada como

O +UTQY +VIQTU < 0
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(5.19)

(5.20)
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onde
[AY +YAT+T; ANT+T, Ay ANT YT BS, oB, YCT]
NAT +T7 Iy 0 0 Y5 0 0 NCT
VAT 0 -, -y 0 Y' 0 0
o NAT 0 -’ -y o Y’ o0 0
Y, Y, 0 0 -2 0 0 SDT
S, BT 0 Y, Y, 0 =25 0 0
aBY 0 0 0 0 0 —al, 0
I C.Y C.N* 0 0 D.S 0 0 -
07000000 A, B,
u‘_I 000000 0}’Q_lca Da]
p_|N F 000000
10 0005000

Do Lema 2.3 segue qu@ + UTQV + (x) < 0 & NEONy < 0 e NEONy < 0, onde

g

NU: 7NV:

ooooooog
cCooc oo~ O
cCooc o ~NO OO
cCoo~NOc OO O
cCo~NO OO OO
O~ o OO O
~NO OO O o oo
coocococog

cCooc oo ~O O
cCocooo~NO OO
cCo~NOOo O OO
O~ OO oo O
~NO OO O o oo

onde Ny € Ker{} e Ny € Ker{V}, N, = [ !

0 } Relembra-se que

NEONy <0, NFONy < 0= My < 0= J(t) <0

A expressaoVy O Ny < 0 € equivalente a

[ NPJAY +YAT +T4| N, NI'Ay NIANT NIy!? NIBS, NIaB, NIyvcCl]
YATN, —Ty —Ty 0 vr 0 0
NATN, -7 —T's 0 v.r 0 0
Y1 N, 0 0 —28 0 0 SDT <0
S.BTN, Y., Y., 0 —28. 0 0
aBTN, 0 0 0 0 —al, 0
i C.YN, 0 0 D.S 0 0 -0 ]

Observe-se que nesta condicdo LMI esta explicita a varisiveébua presenca na LMI
torna o problema de sintese ndo convexo. Nao € possiveideteruma solucdo para
matrizeY, X! e N livres, que ao mesmo tempo satisfacim'Y + M7 N = I. Portanto
pré e pés multiplica-se esta LMI pelo seguinte bloco diag@seu transposto

T
blockdiag{ I, { é §%T } s Iy Iy 1oy 1 }
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O que resulta em

[ NI[AY + YAT +T4] N, NIAL(Y + NTMX)
Y+ XMTN)ATN,  —Ty—DoMX — XM'TY — XMTT;MX
XMTAIN, ~XMTT] — XMTT3M X
YiN, 0
S, BTN, Y, +Y,MX
aBIN, 0
C.YN, 0
) NITANTMX NIy NIBS, NfaB, NI'vcC? ]
—IoMX - XM'TsMX 0 YI4+ XMTYT 0 0
~XMTT;MX 0 XMTYT 0 0
0 —25 0 0 SDT | <0
Y, MX 0 —28; 0 0
0 0 0 —al, 0
0 D.S 0 0 —71,

Observe-se que da estrutura Hee (), tem-se a relacdx 'Y + MTN = I. Como
consequéncia, ao multiplicar-se ambos os ladospolem-seX = Y + XMTN. Da
mesma forma, tem-se queM’ N = X — Y. Em seguida, faz-se a seguinte substituicdo

de variaveis
Hy Hy 0 0
0 Hy 0 0 |
o 0 U Uy |
0o 0 U, U,
I XMT 0 0 L, I'e 0 O I 0 0 (5.21)
0 XMT 0 0 0 I's 0 0 MX MX 0 0
0 0 I 0 0 0 Y1 Y, 0 I 0
0 0 0 I 0 0 Y, Y, 0 0 MX
e obtem-se a condi¢ao expressa na LMI (5.17a) do Teorema 5.2.
Simultaneamente, a condicA§” O\, < 0 deve ser verificada
[ X TA 4+ ATX
+X 0 X+ MITT X! X1TA)Y XA NT
+ XM + MTTsM
YAZ;Xﬁl I -I,
NATX! -t —I's
S.BTX! Y, Y.,
aBIL X! 0 0
i C.(YX 1+ NTM) 0 0 (5.22)
X'BS, X'aB, (XY 4+ MTN)CT ]
v 0 0
YZ 0 0
T2
—28, 0 0 <0
0 —al, 0
0 0 —1

Note-se que aqui explicita-se a variavét!, ao passo que na condicédo (5.17a), equiv-
alente aVZ ONy < 0, a representagdo da-se em fungdo¥deAdicionalmente, tem-se
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aqui o blocal” e suas respectivas linhas iniciando ¢ m |- De fato a mesma circun-

stancia deu-se na condicAG:©ONy < 0. Assim sendo, pré e pds multiplica-se (5.22)
pelo seguinte bloco diagonal, e seu transposto

T
bIockdiag{X, {] XM },[m, I, Il}

0 XMT
e obtém-se
[ [ AX + XAT +T, +T,MX ALX
+XMTTT + XMTTsMX ] d
T Ty —ToMX
(¥ + XMIN)A, —XMTTT — XMTT3MX ]
XMTNAT —XMTTT - XMTTsMX
S, BT Yy,
aB,, 0
I C.X 0
AyX —Y) BS, aoB, XCT]
~ToMX - XMTT3MX  YF 0 0
—XMTTsMX v 0 0 ~0
Y., —25, 0 0
0 0 —al, 0
0 0 0 —I |

Efetuando-se a substituicdo de variaveis proposta em)(5@h-se a condicdo LMI
(5.17b) do Teorema 5.2.

Note-se que a validade das condi¢cBg5ON < 0 e NEFONy < 0 pressupde(t) €
S(u,) €&(t —7) € S-(u,). Assim sendo, de forma similar ao caso estatico, tem-se que
sel(H)TPE(t) < pt C S(u,), entdos(t) € S(u,). Ao passo que(t — 1) € S, (u,) é
equivalente a

[od vy i

_ _ 2 >0,1=1,....,m
K@+ Y pug, }

ou
Y * *

N F x| >0i=1,...,m (5.23)
K(Z)Y + Yl(i) K(l) NT —+ Yz(i) ,uuz

0®)

Pré e pés multiplicando-se (5.23) pelo seguinte bloco diag@ seu transposto

T
blockdiag{{ é §%T } , 1}

obtem-se
Y+ XMIN+NTMX N N
+XMTFMX
XMTN + XMTFMX XMTFMX * >0,i1=1,...,m

0(4)

{ Ki(Y + XMTN)

~NT 2
+Ym> + Y2(i) MX } K(Z)N M Y%) MA

A partir das relagéesy X' + N'M = I, NX~' + FM = 0, e da substituicdo de
variaveis proposta em (5.21), chega-se a LMI (5.17c) doeraars.2.
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A pertinéncia dé&(t—7) aS-(u,) pode ser verificada replicando-se o desenvolvimento
a partir de (5.23) substituindo-$e¥; Y, U; U, |por|Y, Y, U, U, |. Tem-
se entdo a LMI (5.17d) do Teorema 5.2. Finalmente, conforosnado na se¢céo anterior,
a LMl (5.17e) garant® > 0, o que conclui a prova do iteir) do Teorema 5.2.
Considere-se agora(t) = 0. Neste casq@/(t) < 0 assegura qu& (t) < 0, dado
queé(t) € S(u,) e&(t — 1) € S.(u,). Entdo, sepe € B(u™'), segue que (veja
(TARBOURIECH; GOMES DA SILVA JR., 2000), (GOMES DA SILVA JRTAR-
BOURIECH; GARCIA, 2006)):

§WTPE(t) <V(E®) < V(E(0) < (MP) +7AR))[dell2 < p~

o0 que significa que, para qualquer condigéo inicial perteteca bolaB(y '), tem-se
E(t) € E(P, 1Y), Vit > to. Umavez que as LMIs (5.17c¢), (5.17d) séo satisfeitas, em-s
queé(t) € S(u,), £(t — 1) € S;(u,), Vt > to. Entéo, para qualquer condigdo inicial
pertencente ('), efetivamente tem-se quié&(t) < 0, o que conclui a prova do item
2). fim da prova.

O seguinte coroléario trata em um contexto global o problemasiabilizacdo enfo-
cado no Teorema 5.2. Neste caso, pode ser assegurado qaetsias do sistema em
malha fechada (5.15) séo limitadas para qualguey € £, independente das condigbes
iniciais.

Corolério 5.2 (antiwindup dinamico racional, estabilidade glob&g existem matrizes
simétricas positivas definidas, Y, H,, Hy; € RM+ne)x(vtne) matrizes diagonais posi-
tivas definidasS, S, € R™*™, e matrizes, € Rn)x(mtne) e escalaresy, u, v tais
gue as LMls

B T
NT ‘A:YHJ_Y}‘:T : 52 1IN, NTAGX NTA4(X —Y)
XATN, _H, _H,
(X — Y)AIN, _HT _H,
_KYN, 0 0
S.BTN, KX K(Y - X)
aBIN, 0 0
i C.N, 0 0 (5.24a)
x NIBS. NTaB, NICT
0 X 0 0
0 X 0 0
. —28 0 0 SDT | <o
0 25, 0 0
0 0 —al, 0
0 D.S (R
CAX £ XAT 4 H, A X AlX-Y) BS, aB, XCT]
XAT “H,  —H « 0 0
(X V)AL  —HI  —H, 0 0
SBT | KX K(Y-X) —25, o o |<0 (524
aB” 0 0 0 —al, 0
i C.X 0 0 0 0 - |
Y- X>0 (5.24c)

sejam verificadas, entdo existe um compensador dindmico defmido em (5.13), tal
que
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1. quandaw(t) # 0, as trajetorias em malha fechada permanecem limitadas gasdquer
¢¢(0) € C? e qualquer condigéo inicial.

2. |21z, <V (0) +vgllwliz,

3. sew(t) =0, Vt > t; > 0, £(t) converge assintoticamente para a origem.

Prova: A exemplo da prova do Corolario 5.1, considerecse- —K, G, = —K.
Segue que a condicdo de setor (2.6a) é verificada paratode R"*"<. Neste caso,
tem-sel; = U, = —KY, U, = U, = K(Y — X). Assim, é suficiente verificar

J(t) < 0eY — X > 0, o que replica a prova do Teorema 5.2 para as condigfes que
garantam7 (¢t) < 0. Ja a condicdd” — X > 0, implicaem,P > 0, 0 que juntamente
comR > 0 - assegurado uma vez qué&t) < 0 - faz deV/(¢) um funcional de Liapunov-
Krasovskii.fim da prova.

A secdo a seguir considera a sintese de um compensadomahgpmao racional.

5.5 Antiwindup dindmico nao racional

Considere-sg,(t) obtido a partir do seguinte compensador antiwindup

To(t) = Aga(t) + Agara(t — 7) + Bab(ye(t))
ya(t) = Caxa<t) + Ca,dxa<t - T) + Daw<yc(t))

(1)

z.(t) | do caso racional para representar
(1)

o sistema de ordem aumentaddt{, =.(¢), z,(t)). Bem como, a partir das matrizes

definidas em (5.6) e (5.14), redefine-se a seguinte matriz

(5.25)

Considera-se 0 mesmo vetoft) =

(5.26)

A, — { A, IC,, ]

0 Aua

As demais matrizes, B, B,, B,,, permanecem inalteradas.
A representacéo do sistema (5.1)-(5.4)-(5.25) em maliaatéc pode ser feita con-
forme segue

E(t) = AE(t) + Adk(t — 7) + Bb (ye(t)) + Bah (ye(t — 7)) + Buw(?)
y(t) = C,E(t) (5.27)
2(t) = c. £(t) + Db (ye(t))

com a condicao inicial dada pof definida em (5.16).

O teorema a seguir apresenta um metodo também baseado naledimgjecéo para
sintese de um compensador antiwindup como (5.25) que sakios Problemas 3.1 e 3.2
para o sistema (5.27), ou seja, esta-se interessados maiteigbio ded,, A, 4, B., C,,
Coadr Da.

Teorema 5.3(antiwindup dindmico néo racional, escopo de estabilidadal). Se ex-
istem matrizes simétricas positivas definidésY, H,, H; € Rne)x(tne) matrizes
diagonais positivas definidas, S, € R™*™, e matrizesH, € R(+7e)x (tne) , Ui, Us,
Uy, U, € Rmx(ntne) e escalaresy, u, 7 tais que as LMIs seguintes (5.17a), (5.28),
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(5.17c¢), (5.17d), (5.17e) sao verificadas

AX + XAT + H, A X BS, aB, XCT
XAT —H, UT+UL 0 0
S.BT U, +U, 25, 0 0 |<0 (528
aBT 0 0 —al, 0
C.X 0 0 0 —i

entao existe um compensador (5.13) que assegura que

. as trajetorias do sistema (5.15) sao limitadas para tods€ondi¢cdes iniciais contidas
na bola

B(B) = {¢¢ € C7 | 9l < B/(MP) + TA(R))}

onde
X1 % R %
_ T _ _ T 1
P=P _{ v E >0, R=R le R3}>0
Ogﬁﬁ/fl——l;
ad

MzlIZ, < AV0) +vgllwliz,;

. quandow(t) = 0, a origem do sistema em malha fechada é localmente assimtoginte
estavel, e

B(p™) = {de € C7 | lIeells < 1~ /(M(P) + TA(R))}

esta contida na regiao de atracéo da origem.

Prova: Considere-se os mesmos funcional de Liapunov-KrasoVsltij e fungéo
auxiliar 7 (t) utilizados nos Teoremas 5.1 e 5.2. Observe-se que a expneasho Sis-
tema em malha fechada (5.27) é idéntica a (5.15). Segue queagorrente imita a do
Teorema 5.2 até a inequacéo (5.19), ou seja, para as mabiBes(5.14) e (5.26) e o
sistema em malha fechada (5.27)£68 € S(u,) e&(t — 1) € S (u,), a verificagdo de
(5.19) é suficiente para garantii(t) < 0.

O produtoA ;) para o caso nao racional, pode ser representado conforme seg

AyY +10, 4N A4NT +1C, 4F

Adl) = AgaN AgqF
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Por conta disto, no caso né&o racional, a expansao de (5. H)eépdr

[ AY + YAT + T, +1C,N + NTCTI" ANT +1C,F + NTAT + Ty
NAT + AN + FCIT? +TT A F + FAT 4T3
YAT + NTCT 17 NTAL,
NAT + FCT 17 FAT,
SDITT +v; SBI' + v,
S. BT 0
aBL 0
C.Y C.NT
- Ay +IC, N AGNT +iC,.F ID,S+Y]! BS, aB, YCT ]
Ay aN Ay aF BoS + Y 0 0 NCT
~Iy —TI'y 0 v’ o0 0
~T7 —T3 0 vl 0 0 0
0 0 28 o o0 sDT|°S
Y, Y, 0 28, 0 0
0 0 0 0 —al, 0
0 0 D.S 0 0  —I |
(5.29)

Agora considere-se as seguintes matrizes

[AY +YAT 4T, ANT+T, AY ANT YT BS, oB, YCT]
NAT +T7 I, 0 0 Yl 0 0 NCT
Y AT 0 -, -T, 0 Yr 0 0
o_ NAT 0 rf -y, o0 Y o0 0
Y Y; 0 0 -2 0 0 SD7
S, BT 0 Y, Y, 0 =25 0 0
aBT 0 0 0 0 0 —al 0
I C.Y C.NT 0 0 D.S 0 0 —I |
u:QIOOOOOO}Q:[AaAmdBa}
‘Too0o00000] C, Caua D,
N F 0 0 0000
V=0 0 NF 0000
000 0 0 S 000

entdo (5.29) equivale@ +UT QY + VTQTU < 0

Observe-se que as matriz@se U/ séo idénticas as respectivas matrizes da prova do
Teorema 5.2. Segue que a condi¢édo (5.17a) gar®ft®é Ny < 0, para o caso nhdo
racional.

Considere-sd/y, € Ker{V}

1

S

L

o O
]

g

Ny =

SO ~NO OO OO
S NO O OO OO
~N O O O O o oo

cocoocococoZ
cocoocoX



Assim, NEON;, < 0:
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I XTA+ATX 4 X X! 1A
+ X0y M + MTTTX 1 4 MTT3M d
X X' - XM
-1 1 2
AqX [ ~MTTTX ' — MTTsM
S, BTx-! Yo X1+ Y, M
aBT x—1 0
i C.YX '+ NTM) 0
X~'BS, X~taB, (X7'Y+ MTN)CT
X+ MTyr 0 0
-28; 0 0 <0
0 —ady 0
0 0 —I
(5.30)

Pré e pés multiplica-se a condi¢éo (5.30) pelo seguinteold@agonal, e seu transpostos

blockdiag{ X, X, I, I,, I;}

do que resulta

[ [ AX + XAT 4+ T+, MX

+XMTTT + XMTTsMX } AaX
T, —TLMX
XA { —XMTTT — XM TsMX
S.BT Y, + Y, MX
aB? 0
I C.X 0
BS, aB, XCT
YT+ XMTYE 0 0
—25, 0 0 <0
0 —al, 0
0 0 —~]

Efetuando-se a substituicdo de variaveis (5.21), chegaesadicao (5.28) do Teorema
5.3.

O restante da prova imita a do Teorema %irp.da prova.

O seguinte corolario trata em um contexto global o problemasiabilizacdo enfo-
cado no Teorema 5.3. Neste caso, pode ser assegurado qaetsias do sistema em
malha fechada (5.27) sdo limitadas para qualguey € £, independente das condigbes
iniciais.

Corolario 5.3 (antiwindup dindmico nao racional, estabilidade glob8g existem ma-
trizes simétricas positivas definidas Y, H,, H; € R(»tne)x(n+ne) matrizes diagonais
positivas definidas, S, € ™™, e matrizes, € R+r)x(tne) e escalaresy, i, v
tais que as LMIs (5.24a), (5.24c) e

AX + XAT+H, A;X BS, oB, XCT
XAT “H@ o« 0 0
5. BT KX -25. 0 0 |<o0 (5.31)
aBT 0 0 —al, 0
C.X 0 0 0  —
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sejam verificadas, entédo existe um compensador dindmico definido em (5.25), tal
que

. quandow(t) # 0, as trajetorias em malha fechada permanecem limitadas pasdquer
¢¢(0) € C? e qualquer condigéo inicial;

M=z, <AV0) +vgllwliz,;

. sew(t) =0,Vt > t; > 0, &(t) converge assintoticamente para a origem.

Prova: A prova do Corolario 5.3 imita a prova do Corolario 5fizn da prova.

5.5.1 Determinacédo do Compensador

O procedimento para a determinagdo do compensador antipvestatico, tanto para
o Teorema 5.1 como para o Corolario 5.1, ja esta indicado nonaggdo dos respectivos
teorema e corolario. Ja os procedimentos para a determinigicompensadores an-
tiwindup dindmico e néo racional seguem os passos do Aigor8.1, uma vez que a
metodologia utilizada no Capitulo 3 é a mesma utilizada msgnte capitulo; ou seja,
ambos sdo baseados no Lema 2.3 (Lema de Projec¢éo).

5.5.2 Estabilidade do Compensador

A determinacéo da estabilidade do compensador antiwirattipiral pode ser obtida
mediante 0s mesmos passos dispostos na secao 3.4.3. Jawdei@o da estabilidade do
compensador antiwindup racional pode ser obtida medianteesmos passos dispostos
na secao 4.4.3.

5.6 Problema de Otimizacao: Atenuacao a Perturbacao

A satisfacdo das condi¢cdes dadas nos teoremas e corolgreseatados neste capi-
tulo asseguram que o sistema em malha fechada, considevadespectivos teoremas
e corolarios, apresenta trajetorias limitadas para qealperturbacédo admissivel, posto
que as condigdes iniciais pertengam ao conj#it®) (escopo local de estabilidade), ou
ao conjuntaR™ " (antiwindup estatico, escopo global de estabilidade)f8ut") (an-
tiwindup dindmico, escopo global de estabilidade). Comaaxslicbes propostas sédo
expressas na forma de LMIs, elas podem facilmente ser iacaatps em problemas de
otimizacdo convexa, a exemplo do que foi efetuado nos Gapifie 4. A seguir
apresentado um problema de interesse. Considera-se ainag#o do ganhd@, da per-
turbacdow(t) para a saida regulad# ). Por simplicidade, assume-se nulas as condi¢des
iniciais, ou sejag(d) = 0, V0 € [—7 0].

e Maximizacao da Atenuacao da PerturbagdoPara um limite ndo nulo admissivel
da normacl, da perturbacgao (dado pé}, a idéia € minimizar o limitante superior
para o ganhd’, dew(t) paraz(t). Considerando que a condi¢do inicial seja nula
(ou seja,pe(0) = 0, V8 € [T, 0]), isto pode ser obtido a partir da solugéo dos
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seguintes problemas de otimizac&o convexa:

v = min "y
sujeito a(5.8a), (5.8b), (5.8¢) p/ Teorema 5.1 ou
sujeito a(5.17a), (5.17b), (5.17¢) p/ Teorema 5.2 ou
sujeito a(5.17a), (5.28), (5.17¢) p/ Teorema 5.3 ou (5.32a)
sujeito a(5.12) p/ Corolario 5.1 ou
sujeito a(5.24a), (5.24b), (5.24¢) p/ Corolario 5.2 ou
sujeito a(5.24a), (5.31), (5.24¢) p/ Corolario 5.3

max «

v < 1.20 - 7, @ mesmo conjunto de LMIs de (5.32a) (5.32b)

Neste caso, o limitante superior ao gantjoé dado pory - é Observa-ses que nos
capitulos anteriores, este limitante era o propri® escala% foi inserido no funcional
de Liapunov-Krasovskii para constituir-se um grau de tilaele adicional quando o de-
senvolvimento algébrico para a obtencdo de condi¢cdes LMise a partir de (5.19).
Quando o desenvolvimento algébrico é feito a partiMde < 0, onde M, é dado em
(5.18), é € um grau de liberdade redundante, passivel de normalizaE&o outras
palavras, quando o desenvolvimento algébrico é feito armhatrepresentacdo com a
matriz P ao invés de), pode-se a partir de (5.18), encontrar M, < 0. Uma substi-
tuicdo de variaveis conseguinte do tipéd = o P, lineariza a representacgdo e suprime a
variavela das LMIs. Nota-se que o0 mesmo procedimento, quando feitdia g (5.19),
ou seja, com a matri¢) = P!, a varidvelnr permanece nas LMIs. Ressalte-se, todavia,
que é o desenvolvimento algébrico através da mudanca dvebp = P~ que permite
a obtencéo direta de condigbes LMIs na sintese de um congmeresaiwindup racional.
Também é esta mudancga de variavel que viabiliza o recursema de Projecao.

Assim sendo, primeiramente minimiza-gesujeito as LMIs que compdem o teorema
ou corolario de interesse. Armazena-se este minimo glababnavely. Em seguida,
minimiza-sei, ou seja, maximiza-se, 0 que completa a minimizacéo do limitante supe-
rior ao ganhal3. Esta minimizagdo também é feita sujeita ao mesmo conjuntdviis
do teorema ou corolario utilizado na sintese do compensadivindup de interesse.

A LMI adicional que permite umy até20% maior do quey, busca evitar problemas
numéricos, os quais poderiam tornar infactivel esta segyomaimizaco.

5.7 Exemplo Numérico

Nesta secdo € ilustrado os métodos de sintese propostosaresribs 5.1, 5.2 € 5.3,
bem como nos Corolarios 5.1, 5.2 e 5.3.

Exemplo 5.1. Considere-se o sistema (3.1) dado pelas seguintes matrizes
A=-05B=1,B,=1,C,=1,C,=1,D,=1
O controlador dinamico de saida (3.3) € um PI descrito petusge modelo
A.=—-02, B, =02, C. =02, D.=0.2

O limite da amplitude do controle é dado pay = 1. Aplica-se os resultados propos-
tos nos Teoremas 3.1, 5.1, 5.2 e 5.3, bem como nos Corolatips.2 e 5.3 para obter um
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compensador antiwindup, resolvendo-se o problema dezdgéb apresentado na Secao
5.6, para% = 1202. A seguir é descrito o processo de obtencdo dos compensadore
sintetizados nos teoremas e corolarios deste capitulo.

1. estabilidade local

(a) estatico: Uma vez obtidas as matrizés= 0.1029 e Z = —0.0056, obtém-se
diretamente o compensador antiwindllp = ZS5~!

D, = —0.0548

(b) dindmico racional: A partir da solu¢gdo numérica do prebia (5.32), obteve-se as
matrizesX eY como segue

v [ 0.0074 —0.0038 ] v

0.0096 —0.0120
—0.0038  0.0066

—0.0120 0.5418

Em seguida, determinou-se as matri2gs\/ conformeN” M = I — Y X1, Aqui
utilizou-se a decomposicéo QR.

Ny _ [ —0-0086 1.0000] [ 582185 —114.3324
~ | 1.0000 0.0086 |~ 0 0.5458

A escolha deV e M define univocamente a matiz= (X M7)~1(Y - X)(MX)~t,
resultando

—0.75690 503.05921

A partir da reconstrucéo d®, I/ eV, chega-se &. Assim, resolve-98 + UV +
VIOTUT < 0, 0 que leva as seguintes matrizés B,, C,, D,

P { 1.84818  —0.75690 ]

A - —53.4209  0.1991 B _ —171.2308
| —147.9343 —1.6595 |’ ¢ | —111.8097

C, = [ —27.9340 0.1078 |, D, = —90.6793

(c) dinamico nao racional: De forma semelhante ao caso aotea partir da solugéo
numérica do problema (5.32), obteve-se as matrigesY como segue

Y — 0.0078  —0.0042 v — 0.0101 —0.0134
~ | —=0.0042 0.0070 |’ | —=0.0134 1.1991

Em seguida, determinou-se as matri2gs\/ conformeN" M = I — Y X!, Aqui
utilizou-se a decomposicéo QR.

N — —0.0046 1.0000 M= —133.4065 —249.5784
~ | 1.0000 0.0046 |’ N 0 0.5285

A escolha deV e M define univocamente a matiz= (X M7)~1(Y - X)(MX)~!,
resultando

5 [ 084734 086411
~ | 0.86411 462.68481
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A partir da reconstrucdo d®, U/ eV, chega-se &). Resolve-s® + UQV +
VIQTUT < 0, 0 que leva as seguintes matrizés A, 4, Ba, Cay Coay D,
A —73.3683  0.2980 - [ —5.5118 —0.0177
a d

~ | —201.7586 —1.3250  Aaa = 3.1953  0.0068

—152.8140
Ba = _81.1274 } , Cy = [ —86.4445 0.3443 |

Coq= | —6.5823 —0.0140 |, D, = —181.2545

2. estabilidade global

(@)

(b)

(©)

estatico: Uma vez obtidas as matriz€s= 0.1036 e Z = —0.0056, obtém-se
D,=78""1
D, = —0.0544

dindmico racional: A partir da solu¢do numérica do prebia (5.32), obteve-se as
matrizesX eY como segue

o 0.0069 —0.0034 v — 0.0088 —0.0108
~ | —0.0034 0.0063 |’ | —0.0108 0.5368

Em seguida, determinou-se as matri2és\/ conformeNT M = I — Y X L. Aqui
utilizou-se a decomposicéo QR.

N = —0.0077 1.0000 M —55.0285 —114.6119
~ | 1.0000 0.0077 |’ N 0 0.5298

A escolha deV e M define univocamente a matfiz= (X M7)~ (Y - X)(MX)!,

resultando
P { 1.9071  3.5785 }

3.5785 570.0659

A partir da reconstrucéo d®, I/ eV, chega-se &. Assim, resolve-98 + UV +
VIOTUT < 0, 0 que leva as seguintes matrizés B, C,, D,

A —40.6711 —0.0916 B _ —176.3342
@ | —116.2858 —1.9605 |’ ¢ | —119.2295

C, = [ —11.2050 0.0291 |, D, = —50.2464

dindmico nao racional: Da solu¢do numérica do problerba3R), obteve-se as
matrizesX eY como segue

Y — 6.7629 —1.7010 v — 12.5378  —2.2890
| =1.7010 6.1923 |7 | —2.2890 10.0943

Em seguida, determinou-se as matri2gs\/ conformeNT M = I — Y X 1. Aqui
utilizou-se a decomposicéo QR.

N — —0.9963 —0.0859 M- 0.8949  0.2054
| —0.0859 0.9963 |’ 0 —0.6360
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A escolha deV e M define univocamente a matfiz= (X M7)~ (Y - X)(MX)™!,

resultando
o { 0.1810 —0.0333 }

—0.0333 0.2551
A partir da reconstrucdo d®, U/ eV, chega-se &). Resolve-s® + UQV +
VIQTUT < 0, 0 que leva as seguintes matrizés A, 4, Ba, Cuy Coa, D,

4 [ —10338 —01134]
“7 | 03289 -—1.3258 |7’ | 0.0072 0.0015
0.0013
B, = {0'0039 } ,Cy=[5.0716 —3.1717 |

Coq=1[0.0091 —0.0019 |, D, = 0.0377

—0.1490 —0.0318 ]

De modo a ilustrar o desempenho do compensador antiwindugsidera-se a seguinte

perturbacaol,
w(t) = w, 0<t<t
10 t>t

Os resultados da simulacdo para = 120 et = 1 e um atraso no tempe = 1 sédo
ilustrados nas Figuras 5.2 e 5.3.
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Figura 5.2: Desempenho dos compensadores antiwinduprientd estabilizantes

A Figura 5.2 mostra a saida regulada do sistema em malha tich@) e a respec-
tiva entrada de controle(t), quando o compensador antiwindup é obtido aplicando-se os
Teoremas 5.1, 5.2 e 5.3, através do problema de otimiza¢d8)(5Em outras palavras,
sintetiza-se um compensador antiwindup que maximiza ala¢éo do efeito da pertur-
bacdo na saida regulada da planta. Na figura, a linha contiaaal corresponde as
curvas do sistema em malha fechada contendo o compensddtic@$5.5). A linha de-
scontinua vermelha, o sistema em malha fechada com o coagmerdinamico racional
(5.13). O pontilhado preto, com o compensador (5.25).

A Figura 5.3 mostra a saida regulada do sistema em malha techg) e a respec-
tiva entrada de controle(¢), quando o compensador antiwindup é obtido a partir das
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Figura 5.3: Desempenho dos compensadores antiwinduplglebte estabilizantes

condicdes dos Corolarios 5.1, 5.2 e 5.3, mediante a soluggarablema de otimizacao
(5.32). Semelhantemente ao ilustrado na Figura 5.2, coaygaro desempenho dos com-
pensadores antiwindup que minimizam o garhoda perturbagdow(t) para a saida
reguladaz(t). Na Figura 5.3, a linha continua azul corresponde as cunasidtema em
malha fechada contendo o compensador estético (5.5). A liiescontinua vermelha, o
sistema em malha fechada com o compensador dinamico rd¢®i8). O pontilhado
preto, com o compensador (5.25).

5.8 Comentarios finais do Capitulo

Observe-se que a problematica é a mesma tratada nos capittgoiores: um contro-
lador linear éa priori projetado para garantir estabilidade e algum nivel de paegnce a
uma planta, supostamente lineArposteriorios efeitos da saturagdo na operagao do sis-
tema em malha fechada motivam a sintese de um novo elemesttmalaso na malha de
controle. Este elemento € um compensador antiwindup. Salédée é corrigir a acao
de controle, quando esta da-se sob efeito da saturacéo.evemiih esta que na classe
de sistemas considerados neste capitulo, apenas a acaotidecesta sujeita a atraso.
Assim sendo a estabilidade entrada-estado do sistema ema feghada independente
do atraso implica de certa forma na estabilidade entrada@slo sistema independente
do controle. Por esta razéo, ilustra-se a metodologia desginle compensadores anti-
windup desenvolvida neste capitulo com sistemas estavaisatha aberta. Apresenta-se
os resultados principais na forma de teoremas - sintesetiddratup estatico, dinamico
racional e ndo racional, localmente estabilizantes. Estadtados foram estendidos ao
escopo global da estabilidade, e enunciados na forma dé&doso Um problema de
otimizacao de interesse foi proposto, consistindo na maaigio de um limitante supe-
rior para o ganhd2 dew(t) paraz(t), para perturbacdes admissiveis. Exemplos numéri-
cos ilustraram os resultados deste capitulo, em especedanmpenho da saida regulada
do sistema:(t), em fungéo da entrada de contrel€), sob acdo de uma perturbacéo
admissivelo(t).
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Os resultados deste capitulo foram desenvolvidos medismtmétodo baseado no
Lema de Projecao para sintetizar um compensador antiwidohmico racional e um
nao racional para um sistema com atraso na entrada. O métosiotése do compen-
sador antiwindup estético foi baseado em uma transformdg&milaridade proposta
em (GOMES DA SILVA JR.; TARBOURIECH., 2005). Em todos os casoondi¢cdes
suficientes para a existéncia de uma solucéo foram aprdssrealiretamente obtidas em
forma de LMI. A solucdo proposta garante que as trajetorasistema ndo divergem
quando sujeito a perturbac¢des admissiveis. Problemagwieaxtdo para a determinagéo
numérica dos parametros deste compensador antiwindup fopeesentados. Exemplos
numeéricos ilustraram a metodologia proposta e os resugtabiibdos.
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6 CONCLUSAO

Neste trabalho considerou-se métodos de sintese de coadpees antiwindup para
sistemas com atraso no estado e entrada, saturacdo naaaidradntrole e sujeitos a
perturbacgéo limitada em normzy. Todas as condigdes propostas sao independentes do
atraso e expressas em LMIs. Todos os resultados foram selgata o escopo local da
estabilidade, e depois estendidos para o caso global. Cooidema de otimizacgéao,
propds-se a maximizacdo da tolerancia a perturbag@estenuacdo do ganhf, da
perturbacédo para a saida regulada do sistema, e a maximidagdrojecdo da regiao
de atragcdo da origem nos estados da planta. Exemplos noséuistraram os métodos
propostos.

No Capitulo 3, considerou-se o problema de sintese de caageres antiwindup
dindmicos racionais para sistemas com atraso nos esta@dssa perturbacdes limi-
tadas em norm&,. Poucos sao os trabalhos que consideram a sintese de cachpess
antiwindup para sistemas com atraso no estado e saturaeatrada de controle. Em es-
pecial, (GOMES DA SILVA JR.; TARBOURIECH; GARCIA, 2006) csitlera a sintese
de um antiwindup estatico. Em (GHIGGI; BENDER; GOMES DA SAVR., 2008)
havia sido proposto para este problema, um método de siddesempensador anti-
windup dindmico nao racional, sendo que a sintese de um cwager dinamico racional
através daquela metodologia requereria a solugdo de Bidis.tdrna o problema néo
convexo, e portanto a otimizacao de algum critério lineasleEmpenho pode encontrar
um minimo local. A proposi¢céo de um método de sintese de urpeosador antiwindup
racional para este problema é inédita. Os resultados dastiello foram publicados em
(GOMES DA SILVA JR. et al., 2009). A contribuicdo apresemtatste capitulo foi a
proposta de um método para a sintese de um compensadonangdinamico racional,
que apresenta condi¢des suficientes expressas diretagnentell. Uma vez satisfeitas,
estas condi¢cdes garantem a existéncia de um compensagondnp, bem como a esta-
bilidade entrada-estado do sistema em malha fechadaosajperturbacdes admissiveis
e condicdes iniciais contidas em um conjunto tdo grandetquaossivel. Também, na
auséncia de perturbacdes, a origem do sistema é garantiieassintoticamente estavel.
Estas garantias séo independentes do atraso.

No Capitulo 4, apresentou-se Unameworkgenérico que possibilita a sintese dos
resultados de (GOMES DA SILVA JR. et al., 2009), bem como o c&® racional abor-
dado em (GHIGGI; BENDER; GOMES DA SILVA JR., 2008), a parte dma Unica
configuracao geral, contendo amplos graus de liberdadertik g@steframework é pos-
sivel a sintese de compensadores dinamicos nao racicaeamais, estaticos, com in-
jecéo de um sinal antiwindup nos estados do controladordoeno na saida de controle.
Estes resultados foram apresentados em (BENDER; GOMES DASR., 2010b). As
condicOes apresentadas para a existéncia de uma solug&afis&ntes, e independentes
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do atraso.

Poucos sao os trabalhos que consideram a sintese de codgressantiwindup para
sistemas com atraso e saturagdo na entrada. Em espectsponsideram a sintese me-
diante condicdes expressas em LMIs. Em (GOMES DA SILVA JRRBOURIECH.,
2005) considera-se a sintese de um compensador antiwistiijce, porém para um sis-
tema livre de perturbacdes. Em (CAO; WANG; TANG, 2007) cdesa-se a sintese de
um compensador antiwindup estatico para um sistema s@jetoaso na entrada e no
estado, porém, novamente, em um sistema livre de pertiebadfestes casos, a ocor-
réncia de perturbagdes limitadas em noraem tais sistemas anula garantias de que
a origem do sistema em malha fechada é assintoticamenteledtdn (ZACCARIAN;
NESIC; TEEL, 2005) considera-se a sintese de antiwindugngiico que replica a estru-
tura da planta, para sistemas com atraso na entrada e sgaim a perturbacoes e in-
certezas no modelo. Todavia, a metodologia de sintese doeswador ndo é baseada em
LMIs, portanto critérios adicionais de desempenho e r@asiio podem ser facilmente
adicionados. No Capitulo 5, considerou-se o problema dessle compensadores an-
tiwindup para sistemas com atraso e saturacdo na entrgdaosa perturbacdes limi-
tadas em normé&,. Apresentamos resultados para a sintese de compensastateos,
dindmicos racionais e dinamicos nao racionais. O métodimtise apresentou condicdes
suficientes expressas em LMI que uma vez satisfeitas garanexisténcia do compen-
sador antiwindup, bem como a estabilidade entrada-estadist@ma em malha fechada,
independente do atraso.

6.1 Trabalhos futuros

Este trabalho € parte integrante de uma linha de pesquisataaesde compensadores
antiwindup. Por exemplo, com relagdo a (BENDER, 2006) gleaisenta uma extensao
dos resultados de sintese de antiwindup para sistemas @sn.af continuidade destes
trabalhos possibilita caminhos distintos. Os especialeneteressantes sao apresentados
a sequir:

e frameworkgenérico para sistemas com atraso na entrada, com o anipvitatio
por:
Ta(t) = Aga(l) + Agata(t — 7) + Bath(ye(t))
Ya(t) = Coxg(t) + Coaza(t — 7) + Db (ye(t)) (6.1)
24(t) = B (t) + Egaza(t — 7) + Fotp(ye(t))

Neste caso a idéia é propor uma metodologia de sintese dempensador an-
tiwindup como em (6.1) aplicavel também a sistemas inst&eei malha aberta.
Neste caso, a metodologia € dependente do atraso. Por aorieggs condicdes
gue garantem a existéncia de um compensador antiwindup d@elresolve os
Problemas 3.1 (estabilidadg entrada-estado) e 3.2 (estabilidade interna) apresen-
tam dependéncia explicita do valor do atrasoPesta forma, pode-se considerar
outro funcional de Liapunov-Krasovskii, ao invés do fumabutilizado ao longo
deste trabalho.

e extensdo para o caso dependente do atraso dos resultadOapitdo 4 e 5, uti-
lizando funcionais como em (FRIDMAN; NICULESCU, 2007).

e consideracdo da compensacao estatica com atgso:= D¢ (y.(t — 7)).
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e extensdo para 0 caso com atraso na entrada e nos estadosoglértaso TCP
(ARIBA; LABIT; GOUAISBAUT, 2008), dos resultados do Capiid.3.

e extensdo para o caso discreto dos resultados do Capitulexgnaplo de (BEN-
DER; GOMES DA SILVA JR., 2007b), que estende (BENDER; GOMESINVA
JR., 2007a) para o caso discreto.
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