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E finalmente, aos meus irmãos SCREAM, famı́lia que escolhi e que tanto
amo e admiro, obrigado pela amizade e pelo companherismo, pois mesmo
distante a tantos anos, continuamos os irmãos de sempre.
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Resumo

Neste trabalho é estudada a convexidade dos conjuntos de ńıvel das
soluções de dois problemas envolvendo equações eĺıpticas.

O primeiro desses problemas se refere a uma equação da forma4u = γ(u)
em um anel convexo, com condições de fronteira u = 0 na fronteira externa e
u = 1 na fronteira interna. Para provar a existência de solução do problema
utiliza-se o método variacional. O problema de mostrar a convexidade dos
conjuntos de ńıvel é transformado em um problema de maximizar uma certa
função.

O segundo problema considerado é o de mostrar que é log-côncava a
primeira autofunção do laplaciano, que tenha como peso uma função côncava.



Abstract

In this work we study the convexity of the level sets of the solutions of
two problems involving elliptic equations.

The first problem involves an equation of the form4u = γ(u) on a convex
ring, with boundary conditions u = 0 on the outer boundary and u = 1 on
the inner boundary. The existence of a solution is proven by a variational
method. The problem of showing the convexity of level sets is reduced to the
problem of maximizing a suitable function.

The second problem considered is to show the log-concavity of the first
eigenfunction of the Laplacian, with a concave weight-function.
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Introdução

O objetivo deste trabalho é estudar a convexidade dos conjuntos de ńıvel
de soluções de dois problemas envolvendo equações eĺıpticas: O potencial
capacitário e a primeira autofunção do laplaciano.

A convexidade dos conjuntos de ńıvel de soluções de problemas eĺıpticos
tem sido objeto de pesquisa de vários autores desde 1950. Para a primeira
autofunção do laplaciano num conjunto convexo, a convexidade dos conjuntos
de ńıvel da solução foi estabelecida por Brascamp e Lieb [2] em 1976. Para o
potencial Capacitário, a convexidade dos conjuntos de ńıvel num anel convexo
foi estabelecida por Gabriel [9], [10], [11] e Lewis [12] em 1955-57 e em 1977,
respectivamente.

A referência principal para este trabalho é o artigo Convexity Properties
of Solutions to Some Classical Variational Problems, de Luis A. Caffarelli e
Joel Spruck [1].

No caṕıtulo 1, são revisadas certas definições e resultados úteis para o
restante do trabalho.

No caṕıtulo 2, estudamos a convexidade dos conjuntos de ńıvel do poten-
cial capacitário de um anel convexo. Na verdade estudamos um problema
bem mais geral, para uma equação da forma 4u = γ(u). Começamos estu-
dando a existência da solução. Para isto é utilizado o método variacional,
seguindo um argumento freqüentemente utilizado no livro [13]. O problema
de mostrar a convexidade dos conjuntos de ńıvel é transformado em um
problema de maximizar uma certa função num determinado conjunto.

No caṕıtulo 3, estabelecemos a convexidade dos conjuntos de ńıvel da
primeira autofunção do laplaciano como conseqüência do fato que o loga-
ritmo da primeira autofunção é uma função côncava. São usadas as idéias de
Korevaar.
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Caṕıtulo 1

Preliminares

Nosso objetivo neste caṕı tulo é introduzir algumas definições, notações
e resultados que serão utilizados ao longo deste trabalho.

1.1 Definições e Notações

Sejam Ω ⊆ RN aberto limitado, k e N inteiros tais que k ≥ 0 e N ≥ 1,
0 < α ≤ 1 e 1 ≤ p < +∞.

Definição 1.1. Sejam a, b pontos distintos do RN .
ab - representa a reta que contém os pontos a e b;
ab - representa o segmento de reta que une os pontos a e b.

Definição 1.2. m(Ω) representa a medida do conjunto Ω.

Definição 1.3. Ω representa o fecho do conjunto Ω.

Definição 1.4. Br(x) é a bola aberta de centro x e raio r > 0.

Definição 1.5. Ck(Ω) é o espaço das funções k vezes diferenciáveis, onde a
k-ésima derivada é cont́ınua.

Definição 1.6. C∞(Ω) é o espaço das funções infinitamente diferenciáveis.

Definição 1.7. C∞
0 (Ω) é o espaço das funções infinitamente diferenciáveis

com suporte compacto em Ω.

Definição 1.8. Ck(Ω) é o espaço das funções f ∈ Ck(Ω) tais que todas as
derivadas de ordem menor ou igual a k se estendem continuamente a Ω.
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Definição 1.9. Uma função u : Ω → R é dita Hölder cont́ınua se existem
constantes K > 0 e 0 < β ≤ 1 tais que

|u(x)− u(y)| ≤ K|x− y|β

para quaisquer x, y ∈ Ω.

Definição 1.10. Ck,α(Ω) é o espaço das funções f ∈ Ck(Ω) tais que todas as
derivadas de ordem menor ou igual a k são uniformemente Hölder cont́ınuas
com expoente α.

Definição 1.11. Definimos a norma em Ck,α(Ω) por

‖f‖Ck,α = sup
x∈Ω

|β|≤k

|Dβf(x)|+ sup
x6=y

|β|=k

|Dβf(x)−Dβf(y)|
|x− y|α ,

onde β é um multi-́ındice e |β| indica a soma de todas as coordenadas de β.

Definição 1.12. Lp(Ω) é o espaço vetorial de todas as funções mensuráveis
f : Ω → R tais que ∫

Ω

|f |p dx < ∞ .

Definição 1.13. Definimos a norma em Lp(Ω) por

‖f‖Lp =

( ∫

Ω

|f |p dx

) 1
p

.

Definição 1.14. Sejam f ∈ L1
loc(Ω) e β um multi-́ındice. Então uma função

g ∈ L1
loc(Ω) é chamada de β-ésima derivada fraca de f se satisfaz

∫

Ω

ϕg dx = (−1)|β|
∫

Ω

fDβϕ dx, ∀ϕ ∈ C
|β|
0 (Ω) .

Definição 1.15. W1,p(Ω) é o Espaço de Sobolev, que consiste de todas as
funções em Lp(Ω) tais que as derivadas parciais de primeira ordem no sentido
fraco também pertencem a Lp(Ω). Se p = 2 denotamos W1,2(Ω) por H1(Ω).

Definição 1.16. Definimos a norma em W1,p(Ω) por

‖u‖W1,p =

( ∫

Ω

|∇u|p dx

) 1
p

+

( ∫

Ω

up dx

) 1
p

.
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Definição 1.17. W1,2
0 (Ω) é o fecho de C∞

0 (Ω) na norma de W1,2(Ω). In-
tuitivamente, as funções deste espaço se anulam na fronteira. Para p = 2
denotamos W1,2

0 (Ω) por H1
0(Ω).

Definição 1.18. Consideremos o operador diferencial parcial

L(u) =
n∑
i,j

aij(x)Diju +
n∑
i

bi(x)Diu + c(x)u

onde aij = aji e todos os coeficientes aij(x), bi(x), c(x) são funções men-
suráveis.

Dizemos que L é uniformemente eĺıptico se

∃λ > 0 tal que
∑
i,j

aij(x)ξiξj ≥ λ‖ξ‖2, ∀x ∈ Ω, ∀ξ ∈ RN .

Definição 1.19. Dizemos que uma famı́lia F de funções é uniformemente
equicont́ınua se dado ε > 0

∃δ > 0 tal que ∀x, y ∈ Ω,∀f ∈ F , se |x− y| < δ, então |f(x)− f(y)| < ε .

Definição 1.20. Seja E um espaço compacto, C(E;R) é o espaço das funções
f : E → R cont́ınuas munido da norma

‖f‖ = sup
x∈E

|f(x)| .

Definição 1.21. Dizemos que F ⊆ C(E;R) é relativamente compacto se
qualquer seqüência (fn) em F tem subseqüência convergente.

1.2 Observações

Observação 1.22. Seja f : X ⊆ R → R anaĺıtica, onde X é um intervalo
aberto.

Se f é constante em um intervalo I ⊆ X, então f é constante em todo
X.
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De fato, mostraremos que o conjunto em que f é constante é aberto e
fechado em X.

Suponhamos que f(x) = c, ∀x ∈ I.

Seja
C = {x ∈ X

∣∣ f(x) = c e f (n)(x) = 0, ∀n ≥ 1}

=
∞⋂

n=1

{x ∈ X
∣∣ f(x) = c e f (n)(x) = 0} .

Como f−1(c)
⋂ (

f (n)
)−1

(0) = {x ∈ X
∣∣ f(x) = c e f (n)(x) = 0}, temos

que C é a interseção de conjuntos fechados em X, ou seja, C é fechado em X.

Por outro lado, dado x0 ∈ C, como f é anaĺıtica, ∃r > 0 tal que se
|x− x0| < r, então

f(x) =
∞∑

n=0

f (n)(x0)(x− x0)
n = f(x0) +

∞∑
n=1

f (n)(x0)(x− x0)
n = f(x0) = c ,

o que mostra que C é aberto e conclui a observação.

Observação 1.23. Seja f : BR(0) ⊆ RN → R de classe C2.

Para |r| < R, define-se o valor médio

M(r) =
1

ω

∫

|h|=1

f(rh)dσ(h),

onde ω é a área da superf́ıcie esférica SN−1 = {h ∈ RN
∣∣ |h| = 1}.

Notemos que M é uma função par de classe C2.

Temos

M
′
(r) =

1

ω

∫

|h|=1

n∑
i=1

fxi
(rh)hi dσ(h)

e
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M
′′
(r) =

1

ω

∫

|h|=1

n∑
i,j=1

fxixj
(rh)hihj dσ(h) .

Lema 1.24.
∫

|h|=1

hi dσ(h) = 0,

∫

|h|=1

hihj dσ(h) = 0 se i 6= j

e ∫

|h|=1

h2
i dσ(h) =

ω

n
.

Demonstração:
De fato, pela simetria da região |h| = 1, as duas primeiras igualdades são

verdadeiras.

Também por simetria, as integrais
∫
|h|=1

h2
i dσ(h) são todas iguais.

Por outro lado temos

ω =

∫

|h|=1

dσ(h) =

∫

|h|=1

|h|2 dσ(h) =

∫

|h|=1

n∑
i=1

h2
i dσ(h)

=
n∑

i=1

∫

|h|=1

h2
i dσ(h) = n

∫

|h|=1

h2
i dσ(h) ,

ou seja,

∫

|h|=1

h2
i dσ(h) =

ω

n
.

¥

Segue do lema acima que

M(0) = f(0), M
′
(0) = 0, M

′′
(0) =

1

n
4f(0) .

Utilisando a fórmula de Taylor temos que
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M(r) = M(0) + M
′
(0)r +

M
′′
(θr)

2
r2, com 0 < θ < 1 .

Suponhamos que M
′′
(0) = 1

n
4f(0) = ε > 0. Seja δ > 0 suficientemente

pequeno para que M
′′
(|x|) > ε

2
se |x| < δ.

Então

M(r)− f(0) = M
′
(0)r +

M
′′
(θr)

2
r2 > 0 +

ε

2

r2

2
se |r| < δ .

Em particular, supondo que f(0) = 0 temos

sup
Br(0)

f ≥ M(r) >
ε

4
r2, se 0 < r < δ . (1.1)

1.3 Teoremas

Teorema 1.25. Suponhamos que u satisfaz a inequação diferencial

(L + h)[u] ≥ 0 ,

onde

L(u) =
n∑

i,j=1

aij
∂2u

∂xi∂xj

+
n∑
i

bi
∂u

∂xi

,

h ≤ 0, L é uniformemente eĺıptico em D, domı́nio convexo, e os coeficientes
de L e h são limitados.

Se u assume um máximo não negativo M em um ponto no interior de D,
então u ≡ M .

Demonstração: Ver [4], pág. 64.

Teorema 1.26. Suponhamos que u satisfaz a inequação

L(u) ≥ 0
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em um domı́nio D, onde L é o operador uniformemente eĺıptico do Teorema
1.25. Suponhamos que u ≤ M em D e que u = M em um ponto P na
fronteira de D. Suponhamos que P pertence à fronteira de uma bola K1

contida em D. Se u é cont́ınua em D ∪ P e existe a derivada direcional ∂u
∂v

exterior em P , então

∂u(P )

∂v
> 0 ,

a menos que u ≡ M .

Demonstração: Ver [4], pág. 65.

Teorema 1.27. Suponhamos que u satisfaz a inequação

(L + h)[u] ≥ 0 ,

onde L é o operador do Teorema (1.26), e h ≤ 0 em D. Suponhamos que
u ≤ M em D, que u = M em um ponto P na fronteira de D e que M ≥ 0.
Suponhamos que P pertence à fronteira de uma bola contida em D. Se u
é cont́ınua em D ∪ P , qualquer derivada direcional exterior de u em P é
positiva, a menos que u ≡ M em D.

Demonstração: Ver [4], pág. 67.

Teorema 1.28. Seja L estritamente eĺıptico, Ω domı́nio limitado com fron-
teira C2,α e h ≤ 0. Suponhamos que f e os coeficientes de L pertencem a
C0,α(Ω). Seja ϕ ∈ C2,α(Ω).

Então o problema de Dirichlet

L(u) = f em Ω, u = ϕ em ∂Ω

tem solução única, que pertence a C2,α(Ω).

Demonstração: Ver [5], pág. 107.

Teorema 1.29. Sejam Ω ⊆ RN dominio com fronteira C1,α, onde 0 < α < 1
e u ∈ W1,2(Ω) solução fraca de

9



Lu = g em Ω

u = 0 em ∂Ω

onde g ∈ L∞(Ω) e

L(u) =
∑
i,j

Di(a
ij(x)Dju) +

∑
i

ci(x)Diu + d(x)u .

Então u ∈ C1,α
loc (Ω) e existe uma constante C que depende de N, λ, K e

δ, onde λ > 0 satisfaz

∑
i,j

aij(x)ξiξj ≥ λ‖ξ‖2, ∀ξ ∈ RN

e K = max{‖aij‖C0,α(Ω), ‖ci‖L∞(Ω), ‖d‖L∞(Ω)}, tal que para qualquer compacto
Q ⊆ Ω com dist(Q, ∂Ω) < δ, tem-se

‖u‖C1,α(Q) ≤ C(‖u‖L∞(Ω) + ‖g‖L∞(Ω)) .

Demonstração: Ver Corolário 8.36 em [5], pág. 212.

Teorema 1.30. Seja H um espaço de Hilbert e fn seqüência limitada em H.

Então ∃ fnk
subseqüência fracamente convergente em H.

Demonstração: Ver [8], pág. 85.

Teorema 1.31. (Teorema de Rellich-Kondrachov) Seja Ω ⊆ RN aberto
limitado tal que ∂Ω é de Classe C1. Então, dada uma seqüência fn ∈ W1,p

limitada, existe uma subseqüência fnk
tal que fnk

é convergente em qualquer
Lq(Ω), onde q < p∗ = np

n−p
.

Demonstração: Ver [5], pág. 167.

Teorema 1.32. (Teorema de Mazur) Seja E um espaço de Banach e
seja A ⊆ E um subconjunto convexo de E. Então A é fechado em relação à
topologia fraca se e somente se A é fechado em relação à topologia da norma.
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Demonstração: Ver [7], pág. 422.

Corolário 1.33. Seja E um espaço de Banach e seja xn ⇀ x uma seqüência
fracamente convergente em E. Então existe uma seqüência (yn) em E tal
que:
(i) ∀n, yn é uma combinação convexa (finita) dos (xi).
(ii) yn → x em relação à norma de E.

Demonstração: Ver [7], pág. 422.

Teorema 1.34. Seja f uma função C1(Ω) por partes em R com f
′ ∈ L∞(R).

Então se u ∈ H1(Ω), nos temos que f ◦ u ∈ H1(Ω). Além disso

Djf(u) = f
′
(u)Dju .

Demonstração: Ver [5], pág. 153.

Teorema 1.35. (Teorema de Arzelá-Ascoli) Seja E um espaço com-
pacto. Um conjunto F ⊂ C(E,R) é relativamente compacto se, e somente
se, ele satisfaz as condições:
(i) F é equicont́ınuo;
(ii) para todo x ∈ E, o conjunto

F(x) = {f(x) | f ∈ F}

é limitado.

Demonstração: Ver [6], pág. 143.

Proposição 1.36. Seja fn uma seqüência de funções tais que

fn → g em L2

fn ⇀ h em H1 .

Então g ≡ h.
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Demonstração:
De fato, como fn → g em L2 temos

〈fn, ϕ〉L2 → 〈g, ϕ〉L2 , ∀ϕ ∈ L2

pois

|〈fn, ϕ〉L2 − 〈g, ϕ〉L2| = |〈fn − g, ϕ〉L2| ≤ ‖fn − g‖L2‖ϕ‖L2 → 0 .

Em particular

〈fn, ϕ〉L2 → 〈g, ϕ〉L2 , ∀ϕ ∈ H1 ⊆ L2 .

Além disso, como

fn ⇀ h, em H1

temos que

〈fn, ϕ〉L2 → 〈h, ϕ〉L2 , ∀ϕ ∈ H1

pois l(·) = 〈·, ϕ〉L2 é um elemento de
(
H1

)′
, ja que é linear e

|l(ν)| = |〈ν, ϕ〉L2| =
∣∣
∫

νϕ dx
∣∣ ≤ ‖ν‖L2‖ϕ‖L2

≤ (‖ν‖L2 + ‖∇ν‖L2)‖ϕ‖L2 = ‖ν‖H1‖ϕ‖L2 .

Segue da unicidade do limite fraco que g ≡ h.
¥
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Caṕıtulo 2

O POTENCIAL
CAPACITÁRIO

Sejam Ω, Ω
′

conjuntos abertos convexos limitados em Rn com Ω′ ⊆ Ω.
Neste caṕıtulo estaremos interessados no potencial capacitário de Ω′ em
relação a Ω, isto é, a solução u de

4u = 0 em Ω \ Ω′

u = 0 na ∂ Ω
u = 1 na ∂ Ω

′
.

Nesta seção mostraremos que as curvas de ńıvel de u são convexas. De
fato, provaremos o seguinte resultado mais geral:

Teorema 2.1. Seja u uma solução de

4u = γ(u) em Ω \ Ω′

u = 0 na ∂Ω
u = 1 na ∂Ω

′
(2.1)

onde γ(u) é uma função cont́ınua e não decrescente com γ(0) = 0.

Então os conjuntos de ńıvel de u são hipersuperf́ıcies convexas de classe
C1,α.

Necessitamos o seguinte lema.
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Lema 2.2. Seja u uma solução de (2.1), onde γ além de satisfazer as
hipóteses do Teorema 2.1, é derivável. Então

0 < u < 1 em Ω \ Ω′ .

Além sisso, se 0 ∈ Ω′ vale que

x · ∇u(x) < 0 em Ω \ Ω′ .

Observemos que se, em lugar de supor que 0 ∈ Ω′ , supusermos que t0 ∈ Ω′ ,
a nossa conlusão será que

(x− t0) · ∇u(x) < 0 em Ω \ Ω′ .

Demonstração:
Seja u uma solução de (2.1). Como γ(0) = 0, aplicando o Teorema do

Valor Médio temos

4(−u) = −4u = −γ(u) = −(
γ(u)− γ(0)

)

= −γ
′
(
θ(x)(u− 0)

)
(u− 0) = −γ

′
(θ(x)u)u ,

onde 0 < θ(x) < 1. Dáı

(
4− γ

′
(θ(x)u)

)
(−u) = 0 .

Como γ é crescente, γ
′ ≥ 0. Levando em conta que u = 0 em ∂Ω, esta-

mos em condições de aplicar o Teorema 1.25, que nos diz que −u não pode
assumir um máximo não negativo, ou seja, −u < 0, o que implica que u > 0.

Além disso, considerando v = u− 1 temos

4v = 4u = γ(u) = γ(u)− γ(0) = γ
′
(
θ(x)(u− 0)

)
(u− 0)
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= γ
′
(θ(x)u)u ≥ γ

′
(θ(x)u)u− γ

′
(θ(x)u)

= γ
′
(θ(x)u)(u− 1) = γ

′
(θ(x)u)v ,

ou seja,

(
4− γ

′
(θ(x)u)

)
v ≥ 0.

Novamente, pelo Teorema 1.25, vemos que v não pode ter um máximo
não negativo, ou seja, u−1 < 0, o que implica que u < 1 e conclui a primeira
parte do lema.

Para mostrarmos a segunda parte, calculemos 4(x · ∇u).

Temos que x · ∇u =
∑n

i=1 xi
∂

∂xi
u. Então, para j = 1, 2...n, vale

∂

∂xj

(x · ∇u) =
∂

∂xj

( n∑
i=1

xi
∂u

∂xi

)
=

n∑
i=1

∂

∂xj

(
xi

∂u

∂xi

)

=
n∑

i=1

(∂xi

∂xj

∂u

∂xi

+ xi
∂2u

∂xj∂xi

)
=

∂u

∂xj

+
n∑

i=1

xi
∂2u

∂xj∂xi

.

Usando isto, obtemos

∂2

∂x2
j

(x · ∇u) =
∂

∂xj

( ∂u

∂xj

+
n∑

i=1

xi
∂2u

∂xjxi

)

=
∂2u

∂xj∂xj

+
n∑

i=1

∂

∂xj

(
xi

∂2u

∂xj∂xi

)

=
∂2u

∂x2
j

+
n∑

i=1

(∂xi

∂xj

∂2u

∂xj∂xi

+ xi
∂

∂xj

(
∂2u

∂xj∂xi

)
)

= 2
∂2u

∂x2
j

+
n∑

i=1

xi
∂3u

∂x2
j∂xi

.
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Dáı

4(x · ∇u) =
n∑

j=1

∂2

∂x2
j

(x · ∇u) =
n∑

j=1

(
2
∂2u

∂x2
j

+
n∑

i=1

xi
∂3u

∂x2
j∂xi

)

= 24u +
n∑

i=1

xi
∂

∂xi

( n∑
j=1

∂2u

∂x2
j

)
= 2γ(u) +

n∑
i=1

xi
∂

∂xi

4u

= 2γ(u) +
n∑

i=1

xi
∂

∂xi

γ(u) = 2γ(u) +
n∑

i=1

xi
∂u

∂xi

γ
′
(u)

= 2γ(u) + γ
′
(u)

n∑
i=1

xi
∂u

∂xi

,

ou seja,

4(x · ∇u) = 2γ(u) + γ
′
(u)(x · ∇u) .

Como γ é crescente, γ(0) = 0 e pela parte anterior u > 0, temos que
γ(u) > 0.

Logo

4(x · ∇u) = 2γ(u) + γ
′
(u)(x · ∇u) > γ

′
(u)(x · ∇u) ,

ou seja,

(4− γ
′
(u)

)
(x · ∇u) > 0 .

Como 0 ∈ Ω
′
, se x ∈ ∂Ω

′
, o vetor x aponta para dentro da região Ω \ Ω′

e, então ux(x) ≤ 0, pois u(x) = 1 e u < 1 em Ω \Ω′ . Se x ∈ ∂Ω, pelo mesmo
racioćınio ux(x) ≤ 0, ou seja,

x · ∇u(x) ≤ 0, quando x ∈ ∂(Ω \ Ω′) .

Dáı, se existir um ponto x ∈ Ω \Ω′ tal que x · ∇u(x) ≥ 0, então a função
h(x) = x · ∇u(x) terá um máximo positivo em Ω \ Ω′ .
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Entretanto, como x · ∇u(x) não é constante, aplicando o Teorema 1.25
novamente, segue que x · ∇u não pode ter um máximo não negativo, ou seja
x · ∇u < 0. Assim, conclúımos a demonstração do lema.

¥

Antes de demonstrar o Teorema 2.1, observemos que o problema (2.1)
sempre tem solução fraca de classe C1,α

loc .

Para mostrar que existe u que satisfaz

4u = γ(u) em Ω \ Ω′

u = 0 em ∂Ω
u = 1 em ∂Ω

′

consideremos funções γn reais anaĺıticas, crescentes com γn(0) = 0 tais que
γn → γ uniformemente em um compacto previamente escolhido. Estas
funções são constrúıdas no Apêndice A.

Observemos aqui que para mostrar a existência de solução bastaria que
γ fosse cont́ınua, entretanto, como necessitamos aproximar Ω \ Ω′ por con-
juntos com fronteira suave e, para mostrar a convexidade será necessário
aproximar γ por funções anaĺıticas, desde já consideraremos as funções γn

reais anaĺıticas, crescentes com γn(0) = 0.

Seja (Ωn) uma seqüência decrescente de domı́nios convexos suaves tais
que

⋂
Ωn = Ω, e seja (Ω

′
n) uma seqüência crescente de domı́nios convexos

suaves tais que
⋃

Ω
′
n = Ω

′
.

Mostremos primeiramente que o problema

4u = γn(u) em Ωn \ Ω′
n

u = 0 na ∂Ωn

u = 1 na ∂Ω
′
n

(2.2)

tem solução. Utilizaremos a técnica de pontos cŕıticos.

Consideremos o conjunto

K = {u ∈ H1(Ωn \ Ω′
n)

∣∣ u = 0 em ∂Ωn e u = 1 em ∂Ω
′
n} .
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No conjunto acima, as igualdades u = 0 em ∂Ωn e u = 1 em ∂Ω
′
n têm

o seguinte sentido: seja h ∈ C1(Ωn \ Ω
′
n) tal que h = 0 em ∂Ωn e h =

1 em ∂Ω
′
n. Se u ∈ H1(Ωn \ Ω′

n), dizemos que u ∈ K se u− h ∈ H1
0(Ωn \ Ω′

n).

Consideraremos um funcional cujos pontos cŕıticos sejam soluções fra-
cas do problema (2.2). Depois disso, mostraremos que o funcional tem um
mı́nimo em K, e completaremos o racioćınio mostrando que estas soluções
são de fato, soluções clássicas.

Finalmente, mostraremos que estas soluções convergem para um solução
fraca C1,α do problema (2.1).

Seja n ∈ N fixo. Raciocinemos formalmente.

Notemos que, como

4u = γn(u) em Ωn \ Ω′
n ,

para toda ϕ ∈ C∞
0 (Ωn \ Ω′

n) vale que

4u ϕ = γn(u)ϕ

e, portanto,

∫

Ωn\Ω′n
4u ϕ dx =

∫

Ωn\Ω′n
γn(u)ϕ dx .

Utilizando o teorema da divergência, vemos que

0 =

∫

∂(Ωn\Ω′n)

ϕ∇u · ~ndσ =

∫

Ωn\Ω′n
∇ϕ·∇u dx +

∫

Ωn\Ω′n
ϕ4u dx

e, então,

−
∫

Ωn\Ω′n
∇u·∇ϕ dx =

∫

Ωn\Ω′n
γn(u)ϕ dx .
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Assim, dizemos que u é solução fraca do problema (2.2) se u ∈ K e

∫

Ωn\Ω′n
∇u·∇ϕ dx +

∫

Ωn\Ω′n
γn(u)ϕ dx = 0, ∀ϕ ∈ C∞

0 (Ωn \ Ω′
n) .

Consideremos o funcional

Jn(v) =

∫

Ωn\Ω′n

( |∇v|2
2

+ Γn(v)

)
dx ,

onde Γn(s) =
∫ s

0
γn(t)dt.

Observemos primeiro que, como Γn é cont́ınua, a composta Γn(v) é men-
surável para qualquer v ∈ H1(Ωn \ Ω′

n). De fato, se O ⊆ R é aberto, Γ−1
n (O)

é aberto e, portanto, (Γn ◦ v)−1(O) = v−1(Γ−1
n (O)) é mensurável.

A seguir, notemos que, como γn(s) > 0, ∀s ∈ (0, +∞) e γn(s) < 0, ∀s ∈
(−∞, 0), segue que

Γn(s) ≥ 0, ∀s ∈ R .

Portanto, para qualquer v ∈ H1(Ωn \ Ω′
n) o funcional Jn(v) está bem

definido, podendo eventualmente valer +∞.

Além disso, Jn é limitado inferiormente em K, pois como Γn ≥ 0 e |∇v|2 ≥
0, temos que

Jn(v) =

∫

Ωn\Ω′n

( |∇v|2
2

+ Γn(v)

)
dx ≥ 0 .

Consideremos

In = inf
v∈K

Jn(v) < ∞ ,

pois se v ∈ K e |v| < 1, então Jn(v) < ∞.
Seja {um

n }∞m=1 seqüência em K tal que Jn(um
n ) ↓ In.
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Definindo

h(x) =





0 se x < 0
x se 0 ≤ x ≤ 1
1 se x > 1

vemos que h é de Lipschitz, e então, pelo Teorema 1.34, segue que h(um
n ) ∈

H1, com

∇h(um
n ) = X{x|0≤um

n ≤1}∇um
n .

Pela própria definição de h vemos que h(um
n ) ∈ K. Temos também que

|∇h(um
n )| ≤ |∇um

n | e 0 ≤ Γn(h(um
n )) ≤ Γn(um

n ). Portanto,

Jn(h(um
n )) ≤ Jn(um

n ) .

Dáı Jn(h(um
n )) → In e 0 ≤ h(um

n ) ≤ 1, ∀m ∈ N.

Denotemos h(um
n ) novamente por um

n .

Como
∫
Ωn\Ω′n

(
|∇um

n |2
2

+ Γn(um
n )

)
dx → In, para ε = 1, temos que existe

m0 tal que ∀m ≥ m0, vale

∫

Ωn\Ω′n

( |∇um
n |2

2
+ Γn(um

n )

)
dx− In < 1

ou seja,

∫

Ωn\Ω′n
|∇um

n |2dx < 2
(
1 + In −

∫

Ωn\Ω′n
Γn(um

n )
)
dx < 2(1 + In) ,

donde segue que
∫ |∇um

n |2dx é limitada.

Então, temos

‖um
n ‖2

H1 = ‖um
n ‖2

L2 + ‖∇um
n ‖2

L2 =

∫

Ωn\Ω′n
|um

n |2 dx +

∫

Ωn\Ω′n
|∇um

n |2 dx

≤
∫

Ωn\Ω′n
dx +

∫

Ωn\Ω′n
|∇um

n |2dx = m(Ωn \ Ω′
n) +

∫

Ωn\Ω′n
|∇um

n |2 dx
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isto é, um
n é limitada em H1.

Como H1 é um espaço de Hilbert, pelo Teorema 1.30, um
n tem subseqüência

fracamente convergente, ou seja,

∃umk
n ∈ K tal que umk

n ⇀ vn, onde vn ∈ H1 .

Observemos que vn ∈ K.

De fato, pelo Teorema 1.33, como umk
n ⇀ vn, existe wmk

n combinação con-
vexa de {umk

n } tal que wmk
n → vn em H1.

Como K é convexo, wmk
n ∈ K. Logo wmk

n −h ∈ H1
0. Dáı, fazendo mk →∞,

temos que

wmk
n − h → vn − h em H1

0 ,

ou seja, vn ∈ K.

Podemos supor, sem perda de generalidade, que

um
n ⇀ vn em H1 .

Mais precisamente, temos

〈um
n , ϕ〉H1 → 〈vn, ϕ〉H1 , ∀ϕ ∈ (H1)

′
= H1

ou seja,

∫

Ωn\Ω′n
(∇um

n ·∇ϕ+um
n ϕ) dx →

∫

Ωn\Ω′n
(∇vn·∇ϕ+ vnϕ) dx, ∀ϕ ∈ H1 . (2.3)

Além disso, pelo Teorema 1.31 temos que, ∃ uml
n convergente a wn em L2,

já que 2n
n−2

= 2( n
n−2

) > 2.

Pela proposição 1.36 segue que vn = wn.

Chamando uml
n = ul

n, temos que

ul
n → vn em L2
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e, portanto,

∫

Ωn\Ω′n
ul

nϕ dx →
∫

Ωn\Ω′n
vnϕ dx, ∀ϕ ∈ H1 .

Juntando isto com (2.3), temos que

∫

Ωn\Ω′n
∇ul

n∇ϕ dx →
∫

Ωn\Ω′n
∇vn∇ϕ dx, ∀ϕ ∈ H1 (2.4)

quando l → +∞.

Por outro lado, como γn é de Lipschitz em [0, 1], segue que

‖γn(ul
n)− γn(vn)‖L2 =

( ∫

Ωn\Ω′n
|γn(ul

n)− γn(vn)|2dx
)1/2

≤
( ∫

K2|ul
n − vn|2dx

)1/2

= K
( ∫

Ωn\Ω′n
|ul

n − vn|2dx
)1/2

= K‖ul
n − vn‖L2 → 0 .

Então

∫

Ωn\Ω′n
γn(ul

n)ϕ dx →
∫

Ωn\Ω′n
γn(vn)ϕ dx, ∀ϕ ∈ C∞

0 . (2.5)

De fato, aplicando a desigualdade de Cauchy-Schwarz e o anterior, temos

∣∣∣∣
∫

Ωn\Ω′n
γn(ul

n)ϕ dx−
∫

Ωn\Ω′n
γn(vn)ϕ dx

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣
∫

Ωn\Ω′n

(
γn(ul

n)− γn(vn)
)
ϕ dx

∣∣∣∣

≤
∫

Ωn\Ω′n
|γn(ul

n)− γn(vn)||ϕ| dx

≤
( ∫

Ωn\Ω′n
|γn(ul

n)− γn(vn)|2dx

)1/2( ∫

Ωn\Ω′n
|ϕ|2dx

)1/2

= ‖γn(ul
n)− γn(vn)‖L2‖ϕ‖L2 → 0

quando l → +∞.
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Além disso, vale

∫

Ωn\Ω′n
Γn(ul

n) dx →
∫

Ωn\Ω′n
Γn(vn) dx . (2.6)

De fato, para x ∈ Ωn fixo temos

∣∣Γn(ul
n(x))− Γn(vn(x))

∣∣ =
∣∣∣
∫ ul

n(x)

0

γn(t) dt−
∫ vn(x)

0

γn(t) dt
∣∣∣

=
∣∣∣
∫ ul

n(x)

vn(x)

γn(t) dt
∣∣∣ ≤ |ul

n(x)− vn(x)| max
t∈[0,1]

γn(t)

≤ |ul
n(x)− vn(x)|γn(1) .

Logo

∣∣∣
∫

Ωn\Ω′n
Γn(ul

n) dx−
∫

Ωn\Ω′n
Γn(vn) dx

∣∣∣ ≤
∫

Ωn\Ω′n

∣∣Γn(ul
n)− Γn(vn)

∣∣dx

≤ γn(1)

∫

Ωn\Ω′n
|ul

n−vn| dx ≤ γn(1)

( ∫

Ωn\Ω′n
|ul

n−vn|2 dx

)1/2( ∫

Ωn\Ω′n
dx

)1/2

≤ γn(1)(m(Ωn \ Ω′
n))

1/2‖ul
n − vn‖L2 → 0 .

Como vn ∈ H1, por (2.4) segue que

∫

Ωn\Ω′n
∇ul

n · ∇vn dx →
∫

Ωn\Ω′n
∇vn · ∇vn dx . (2.7)

Observemos que

0 ≤
∫

Ωn\Ω′n
|∇ul

n −∇vn|2 dx

=

∫

Ωn\Ω′n

(
∇ul

n · ∇ul
n − 2∇ul

n · ∇vn +∇vn · ∇vn

)
dx .
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Então, aplicando o limite inferior no anterior e juntando com (2.7), temos

0 ≤ lim

∫

Ωn\Ω′n

(
∇ul

n · ∇ul
n − 2∇ul

n · ∇vn +∇vn · ∇vn

)
dx

= lim

∫

Ωn\Ω′n
|∇ul

n|2 dx−
∫

Ωn\Ω′n
∇vn · ∇vn dx .

Dáı, por (2.6) temos

0 ≤ lim

∫

Ωn\Ω′n

|∇ul
n|2

2
dx−

∫

Ωn\Ω′n

|∇vn|2
2

dx

= lim

∫

Ωn\Ω′n

|∇ul
n|2

2
dx+

(
lim

∫

Ωn\Ω′n
Γn(ul

n) dx−
∫

Γn(vn) dx
)
−

∫

Ωn\Ω′n

|∇vn|2
2

dx

= lim

∫

Ωn\Ω′n

( |∇ul
n|2

2
+ Γn(ul

n)
)
dx−

∫

Ωn\Ω′n

( |∇vn|2
2

+ Γn(vn)
)
dx

= In − Jn(vn) ≤ 0 .

Disto segue que In = Jn(vn), mostrando que vn minimiza Jn.

Sabemos que 0 ≤ vn ≤ 1. Como vn é o mı́nimo de Jn em K, para qualquer
ϕ ∈ C∞

0 (Ωn \ Ω′
n) e t ∈ R, temos que vn + tϕ ∈ K e então

Jn(vn) ≤ Jn(vn + tϕ) ∀t ∈ R .

Portanto, se existir a derivada direcional dJ
dt

(
vn + tϕ

)∣∣∣
t=0

, então ela deve

ser nula.

Como os valores do funcional Jn na linha acima são sempre finitos, temos

Jn(vn + tϕ)− Jn(vn)
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=

∫

Ωn\Ω′n

( |∇(vn + tϕ)|2
2

+ Γn(vn + tϕ)

)
dx−

∫

Ωn\Ω′n

( |∇vn|2
2

+ Γn(vn)

)
dx

=

∫

Ωn\Ω′n

( |∇vn|2 + 2t∇vn · ∇ϕ + t2|∇ϕ|2
2

+ Γn(vn + tϕ)

)
dx

−
∫

Ωn\Ω′n

( |∇vn|2
2

+ Γn(vn)

)
dx

=

∫

Ωn\Ω′n

(
t ∇vn · ∇ϕ +

t2|∇ϕ|2
2

)
dx +

∫

Ωn\Ω′n

(
Γn(vn + tϕ)− Γn(vn)

)
dx .

Assim,

Jn(vn + tϕ)− Jn(vn)

t

=

∫
Ωn\Ω′n

(
t ∇vn · ∇ϕ + t2|∇ϕ|2

2

)
dx

t
+

∫
Ωn\Ω′n

(
Γn(vn + tϕ)− Γn(vn)

)
dx

t

=

∫

Ωn\Ω′n

(
∇vn · ∇ϕ +

t|∇ϕ|2
2

)
dx +

∫

Ωn\Ω′n

(
Γn(vn + tϕ)− Γn(vn)

t

)
dx .

(2.8)

Além disso, como γn é Lipschitz com constante K, temos

∣∣∣∣∣
∫

Ωn\Ω′n

(
Γn(vn + tϕ)− Γn(vn)

t

)
dx−

∫

Ωn\Ω′n
ϕγn(vn) dx

∣∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∣
∫

Ωn\Ω′n

((Γn(vn + tϕ)− Γn(vn)

t

)
− ϕγn(vn)

)
dx

∣∣∣∣∣
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=

∣∣∣∣∣
∫

Ωn\Ω′n

((∫ vn(x)+tϕ(x)

0
γn(s)ds− ∫ vn(x)

0
γn(s)ds

t

)

−
(γn(vn(x))

t

∫ vn(x)+tϕ(x)

vn(x)

ds
))

dx

∣∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∣
∫

Ωn\Ω′n

(( ∫ vn(x)+tϕ(x)

vn(x)

γn(s)

t
ds

)
−

( ∫ vn(x)+tϕ(x)

vn(x)

γn(vn(x))

t
ds

))
dx

∣∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∣
∫

Ωn\Ω′n

( ∫ vn(x)+tϕ(x)

vn(x)

γn(s)− γn(vn(x))

t‖ϕ‖L2

ds

)
dx

∣∣∣∣∣

≤
∫

Ωn\Ω′n

∫ vn(x)+tϕ(x)

vn(x)

∣∣∣γn(s)− γn(vn(x))

t

∣∣∣ds dx

≤
∫

Ωn\Ω′n

1

t
t|ϕ(x)| sup

|s−vn(x)|≤t|ϕ(x)|
|γn(s)− γn(vn(x))| dx

≤
∫

Ωn\Ω′n
|ϕ(x)| sup

|s−vn(x)|≤t|ϕ(x)|
K|s− vn(x)| dx

≤
∫

Ωn\Ω′n
|ϕ(x)|Kt|ϕ(x)| dx ≤ tK

∫

Ωn\Ω′n
|ϕ(x)|2 dx = tK‖ϕ‖2

L2 → 0

quando t → 0.

Então, fazendo t tender a zero em (2.8), temos que

0 =
d

dt

[
Jn(vn + tϕ)

]∣∣∣∣
t=0

= lim
t→0

Jn(vn + tϕ)− Jn(vn)

t‖ϕ‖L2

=

∫

Ωn\Ω′n

∇vn · ∇ϕ

‖ϕ‖L2

dx +

∫

Ωn\Ω′n

ϕγn(vn)

‖ϕ‖L2

dx .

Portanto,
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∫

Ωn\Ω′n
∇vn · ∇ϕ dx +

∫

Ωn\Ω′n
ϕ γn(vn) dx = 0

o que implica que vn é solução fraca de (2.2) .

Fixemos h ∈ C2(Ωn \ Ω′
n) com h = 0 em ∂Ωn e h = 1 em ∂Ω

′
n.

Como
4vn = γn(vn) em Ωn \ Ω′

n

e
vn − h ∈ H1

0(Ωn \ Ω′
n) .

temos que,
4(vn − h) = γn(vn)−4h ∈ L∞ ,

e então, aplicando o Teorema 1.29 com g = γn(vn) −4h ∈ L∞, vemos que
vn − h ∈ C1,α

loc (Ωn \ Ω′
n), ∀α < 1.

Portanto vn ∈ C1,α
loc (Ωn \ Ω′

n).

Agora, como vn ∈ C1(Ωn \ Ω′
n) e γn ∈ C1(Ωn \ Ω′

n), temos que γn(vn) ∈
C1(Ωn \ Ω′

n). Então 4vn = γn(vn) ∈ Cα(Ωn \ Ω′
n). Aplicando o Teorema

1.28, obtemos que vn ∈ C2,α(Ωn \ Ω′
n), ∀α < 1.

Logo

4vn = γn(vn) em Ωn \ Ω′
n

no sentido clássico.

Como n foi escolhido arbitráriamente, o resultado vale ∀n ∈ N. Com isso
constrúımos uma seqüência {vn}∞n=1 de soluções clássicas.

Observemos que, também pelo Teorema 1.29, existe um constante C > 0
tal que

‖vn − h‖C1,α(Q) ≤ C
(‖vn − h‖L∞ + ‖γn(vn)‖L∞

)
,
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onde Q ⊂⊂ Ω \ Ω′ , ou seja

‖vn‖C1,α(Q) ≤ C(‖vn − h‖L∞ + ‖γn(vn)‖L∞) + ‖h‖
C1,α(Ω\Ω′ ) .

Entretanto

‖γn(vn)‖L∞ = sup
x∈Ω\Ω′

γn(vn(x)) ≤ γn(1) → γ(1) .

Logo, ∃R > 0 tal que ‖γn(vn)‖L∞ ≤ R , ∀n.

Dáı, como vn ≤ 1, temos que

‖vn‖C1,α(Q) ≤ C(‖vn‖L∞ + ‖h‖L∞ + ‖γn(vn)‖L∞) + ‖h‖C1,α

≤ C(1 + ‖h‖L∞ + R) + ‖h‖C1,α = K , ∀n ,

ou seja, {vn} e {∂vn

∂xi
}, para i = 1, 2, . . . , N , são famı́lias uniformemente limi-

tadas por K.

Mas

‖vn‖C1,α = sup
x∈Q

|β|≤1

|Dβvn(x)|+ sup
x,y∈Q

x6=y |β|=1

|Dβvn(x)−Dβvn(y)|
|x− y|α

e, então,

|vn(x)− vn(y)|
|x− y| ≤ K, ∀n ∈ N, ∀x, y ∈ Q .

Dáı, dado ε > 0, tomando δ <
(

ε
K

)
temos que

∀n ∈ N, se |x− y| < δ

então

|vn(x)− vn(y)| ≤ K|x− y| ≤ Kδ ≤ K
( ε

K

)
= ε .

Disto, segue que as funções {vn} são uma famı́lia uniformemente equicont́ınua.
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Pelo mesmo argumento, para i = 1, 2, ..., N , {∂vn

∂xi
} também é uma famı́lia

uniformemente equicont́ınua.

Então, aplicando o Teorema 1.35 para cada uma das seqüências vn, ∂vn

∂x1
,

..., ∂vn

∂xN
temos que existem subseqüências que convergem uniformemente.

Sem perda de generalidade, suponhamos que

vn → v;

∂vn

∂x1

→ u1;

...

∂vn

∂xN

→ uN .

Como cada uma das das seqüências converge uniformemente, segue que

∂vn

∂xi

→ ∂v

∂xi

para i = 1, 2, ..., N.

Disto temos

vn → v em C1 ,

onde v ∈ C1,α
loc (Ω \ Ω′), já que Q é um compacto arbitrário.

Observemos que vn é limitada em H1.

De fato, sejam A, B ⊂ RN abertos tais que Ω ! A ! A ! B ! B ! Ω′ .
Seja Q = A \ B ⊂ Ω \ Ω′ . Denotaremos por ∂Q1 a fronteira de A e ∂Q2 a
fronteira de B.

Seja h ∈ C2 tal que h ≡ 1 em B e h ≡ 0 em Ac. Assim, para qualquer
n ∈ N, temos que vn − h ∈ H0

1(Ωn \ Ω′
n).

Além disso, temos

4(
vn − h

)
= γn(vn)−4h
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e então

∫

Ωn\Ω′n

(
vn − h

)4(
vn − h

)
dx =

∫

Ωn\Ω′n

(
vn − h

)(
γn(vn)−4h

)
dx .

Utilizando o teorema da divergência, temos que

−
∫

Ωn\Ω′n

∣∣∇(
vn − h

)∣∣2 dx =

∫

Ωn\Ω′n

(
vn − h

)(
γn(vn)−4h

)
dx ,

e então

∫

Ωn\Ω′n

∣∣∇(
vn − h

)∣∣2 dx =

∫

Ωn\Ω′n

(
h− vn

)(
γn(vn)−4h

)
dx

=

∫

Ωn\Ω′n

[
hγn(vn)− h4h− vnγn(vn) + vn4h

]
dx

≤
∫

Ωn\Ω′n
|hγn(vn)| dx +

∫

Ωn\Ω′n
|h4h| dx +

∫

Ωn\Ω′n
|vnγn(vn)| dx

+

∫

Ωn\Ω′n
|vn4h| dx ≤ C ,

pois ‖γn(vn)‖L∞ ≤ R, ∀n e h ∈ C2 e |vn| ≤ 1.

Agora, estendendo vn como 1 em Ω
′
n e como 0 em Ωc

n, temos que

‖vn − h‖H1
0(RN ) =

∫

RN

∣∣∇(
vn − h

)∣∣2 dx =

∫

Ωn\Ω′n

∣∣∇(
vn − h

)∣∣2 dx ≤ C .

Dáı, como vn− h é limitada em H1
0(RN) que é de Hilbert, como anterior-

mente, existe uma subseqüência fracamente convergente, ou seja

vnk
− h ⇀ w em H1 .
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Observemos que v = w +h. De fato, como vnk
−h ⇀ w em H1

0(RN), pelo
Teorema 1.31 (Rellich - Kondrachov), temos que ∃ vnkl

−h que denotaremos

por vnk
− h convergente a η em L2(RN).

Pelo Lema 1.36 temos que w = η.

Como vnk
− h → w em L2(RN), segue que vnk

− h tem uma subseqüência
convergente em quase todo ponto para w. Mas vnk

− h converge uniforme-

mente em compactos de Ω \ Ω′ a v − h. Logo w = v − h q.t.p.

Assim, temos que v ∈ H1
0(RN). Além disso, se x /∈ Ω, então, para n

suficientemente grande, x /∈ Ωn, ou seja, v(x) = 0. Logo v ≡ 0 ∈ Ωc, o que
implica que v ∈ H1

0(Ω). Logo v−h ∈ H1
0(Ω\Ω′)). Analogamente, v ≡ 1 em Ω

′
.

Sem perda de generalidade, denotando novamente vnk
por vn e temos que

vn → v em C1 em compactos de Ω \ Ω′ ;

4vn = γn(vn) ;

vn → v em L2 ;

vn ⇀ v em H1 .

Então

−
∫

Ω\Ω′
∇·v∇ϕ = lim−

∫

Ω\Ω′
∇vn·∇ϕ = lim

∫

Ω\Ω′
4vnϕ = lim

∫

Ω\Ω′
γn(vn)ϕ .

Mas

∫

Ω\Ω′
γn(vn)ϕ →

∫

Ω\Ω′
γ(v)ϕ

pois

∣∣∣
∫

Ω\Ω′
γn(vn)ϕ−

∫

Ω\Ω′
γ(v)ϕ

∣∣∣ =
∣∣∣
∫

Ω\Ω′
ϕ[(γn(vn)− γ(vn)) + (γ(vn)− γ(v))]

∣∣∣

≤
∫

Ω\Ω′
|ϕ||γn(vn)− γ(vn)|+

∫

Ω\Ω′
|ϕ||γ(vn)− γ(v)| → 0
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pois γn → γ uniformemente em [0, 1] e vn → v uniformemente em compactos
de Ω \ Ω′ .

Logo

∫

Ω

∇v · ∇ϕ +

∫

Ω

γ(v)ϕ = 0 .

Disto temos que v ∈ C1,α é solução fraca para o problema (2.1).

Portanto, a existência esta demonstrada.

Observemos que no caso em que γ for diferenciável, teremos também que
a solução de (2.1) é única.

De fato, seja v outra solução do problema (2.1).

Consideremos w = u− v.

Aplicando o Teorema do Valor Médio, temos que

4w = 4u−4v = γ(u)− γ(v) =

c(x)︷ ︸︸ ︷
γ
′
(
u + θ(x)(v − u)

)
(u− v) = c(x)w

onde 0 ≤ θ(x) ≤ 1.

Como γ é crescente, c(x) = γ
′
(
u + θ(x)(v − u)

)
≥ 0. Dáı

(
4− c(x)

)
(−w) = 0 em Ω \ Ω′ .

Então −w não pode assumir valores positivos, pois pelo Teorema 1.25,
−w não pode ter um máximo não negativo, ou seja, w ≥ 0.

Com racioćınio análogo, considerando w
′

= v − u = −w, vemos que
w
′ ≥ 0, ou seja, u ≡ v.
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Portanto, supondo γ diferenciável, a solução do problema (2.1) é única.

Antes de mostrar que as superf́ıcies de ńıvel de u são convexas, observe-
mos alguns fatos.

Estendamos como 1 a solução u de (2.1) em Ω
′
. Queremos mostrar que

os conjuntos {x|u(x) ≥ t} são convexos, para todo t ∈ (0, 1).

Suponhamos que para todo x, y ∈ Ω, tenhamos que

u(z) ≥ min
(
u(x), u(y)

)
(2.9)

para todo z = λx + (1− λ)y, com λ ∈ (0, 1).

Então, para um t0 ∈ (0, 1) fixo, consideremos o conjunto

M = {x|u(x) ≥ t0}.
Sejam x, y ∈ M . Então, para um dado λ ∈ (0, 1), considerando z =

λx + (1− λ)y temos que

u(z) ≥ min
(
u(x), u(y)

) ≥ t0 ,

ou seja, z ∈ M e, como λ é arbitrário, segue que M é convexo.

Logo basta mostrarmos que (2.9) é valida.

No lugar disto, consideremos o conjunto

A = { (x, y, z) | z = λx + (1− λ)y, λ ∈ (0, 1), x, y ∈ Ω e u(x) > u(z)}

e a função

F (x, y, z) = u(y)− u(z).

Suponhamos que

sup
(x,y,z)∈A

F (x, y, z) ≤ 0. (2.10)
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Então, dados x, y ∈ Ω e considerando z = λx+(1−λ)y, λ ∈ (0, 1), temos
que, sempre que u(x) > u(z) ocorrer, u(y)− u(z) ≤ 0, ou seja, u(y) ≤ u(z).

Dáı

u(y) ≤ u(z) < u(x) ,

o que implica que

u(z) ≥ min
(
u(x), u(y)

)
,

ou seja, (2.9) é satisfeita.

Portanto, para concluirmos que os conjuntos {x|u(x) ≥ t} são convexos,
basta mostrarmos que (2.10) é valida.

Suponhamos por absurdo que

sup
(x,y,z)∈A

F (x, y, z) = K > 0. (2.11)

Seja (xk, yk, zk) ∈ A uma seqüência tal que F (xk, yk, zk) → K. Como Ω
é compacto, segue que existe xkl

tal que xkl
→ x0. Analogamente existem

yklm
tal que yklm

→ y0 e zklmn
tal que zklmn

→ z0. Denotemos xklmn
= xk,

yklmn
= yk e zklmn

= zk. Notemos que x0, y0, z0 ∈ Ω.

Portanto, temos (xk, yk, zk) ∈ A sequencia tal que F (xk, yk, zk) → K e
xk → x0, yk → y0 e zk → z0, onde x0, y0, z0 ∈ Ω.

Observemos que x0 6= y0, pois como zk ∈ xkyk, temos que

|xk − zk|+ |zk − yk| = |xk − yk|, ∀k.

Dáı

|x0 − z0|+ |z0 − y0| = |x0 − y0|
ou seja, z0 ∈ x0y0. Se x0 = y0, teriamos que x0 = z0 = y0 e dáı F (x0, y0, z0) =
0, o que é absurdo, pois F (x0, y0, z0) = K > 0.

Para continuar, precisaremos de mais alguns lemas.
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Lema 2.3. Seja l = y0−x0

|y0−x0| . Então

(i) ul(z0) = 0;
(ii) x0y0 ⊂ Ω \ Ω′;
(iii) ul(y0) = 0;
(iv) x0 = z0 e
(v) ull(z0) = 0.

Demonstração:
(i) Antes de mostrar que ul(z0) = 0, observemos que z0 ∈ Ω \ Ω′ .

De fato, notemos que z0 /∈ Ω′ .

Por absurdo, se z0 ∈ Ω′ , então u(z0) = 1, mas por (2.11) temos que

u(y0)− u(z0) = K > 0

e, como consequência disto,

u(y0) = u(z0) + K = 1 + K > 1 ,

o que é absurdo, pois pelo Lema 2.2, 0 < u < 1. Logo z0 /∈ Ω′ .

Além disso, y0 /∈ ∂Ω.

Por absurdo, se y0 ∈ ∂Ω então u(y0) = 0, mas, novamente por (2.11)
temos que

u(y0)− u(z0) = K > 0

e, como consequência disto,

u(z0) = 0−K < 0 ,

o que é absurdo, pois pelo Lema 2.2, 0 < u < 1. Logo y0 /∈ ∂Ω.

Finalmente, z0 /∈ ∂Ω.

Por absurdo, se z0 ∈ ∂Ω então z0 = x0, pois temos que z0 ∈ ∂Ω, y0 /∈ ∂Ω
e Ω é convexo, logo z0 = x0.
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Notemos que, pelo Teorema do Valor Médio vale

4u = γ(u) = γ(u)− γ(0) = γ
′
(θ(x)u)(u− 0)

ou seja,

(
4− γ

′
(θ(x)u)

)
u = 0.

Como γ é crescente, γ
′ ≥ 0, então −γ

′
(θu) ≤ 0.

Portanto, estamos em condições de aplicar o Teorema 1.26, pois −u ≤ 0
e u = 0 em z0 ∈ ∂Ω.

Como l aponta na direção interior a Ω, pelo Teorema 1.26 temos

∂(−u(z0))

∂(−l)
> 0

ou seja, ul(z0) > 0.

Como

lk =
yk − xk

|yk − xk| → l =
y0 − x0

|y0 − x0| ,

por continuidade, ∃k0 tal que ∀k ≥ k0, u
lk

(z0) > 0, ou seja, u−lk
(z0) < 0,

o que implica que u é decrescente de yk para xk; absurdo, pois dáı u(xk) <
u(x),∀x ∈ xkyk, o que implicaria que u(xk) < u(zk) contradizendo o fato que
(xk, yk, zk) ∈ A. Logo z0 /∈ ∂Ω.

Destas observações concluimos que z0 ∈ Ω \ Ω′ .

Para mostrar que ul(z0) = 0, consideremos 2 casos:

Caso 1: z0 6= x0.

Neste caso u tem um mı́nimo em z0 sobre o segmento x0y0, pois caso
contrário, existiria z

′ ∈ x0y0 tal que u(z
′
) < u(z0) e dáı

F (x0, y0, z
′
) = u(y0)− u(z

′
) > u(y0)− u(z0) = F (x0, y0, z0) ,
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contradizendo a hipótese de que F (x0, y0, z0) é o supremo, visto que
(xk, yk, zk) ∈ A.

Como z0 é mı́nimo na direção l, ul(z0) = 0, o que demonstra o resultado
neste caso.

Caso 2: z0 = x0.

Neste caso F (x0, y0, z0) = u(y0)−u(z0) = u(y0)−u(x0), donde segue que
ul(x0) ≥ 0, pois se ul(x0) < 0, tomando x

′ ∈ x0y0 próximo de x0, teŕıamos
u(x

′
) < u(x0), o que implicaria que

F (x0, y0, x
′
) = u(y0)− u(x

′
) > u(y0)− u(x0)

= F (x0, y0, x0) = F (x0, y0, z0),

o que é um absurdo. Logo ul(x0) ≥ 0. Para concluir que ul(x0) = 0,
mostremos que ul(x0) ≤ 0.

Consideremos lk = yk−xk

|yk−xk| .

Temos que ∃wk ∈ xkzk tal que u
lk

(wk) < 0, pois se ∀w ∈ xkzk fosse ver-
dade que u

lk
(w) ≥ 0, u seria crescente em xkzk, e dáı u(zk) ≥ u(xk), o que

contradiz o fato de que (xk, yk, xk) ∈ A.

Como u
lk

(wk) < 0, temos que lk ·∇u(wk) < 0. Mas como z0 = x0, fazendo
k → +∞ segue que wk → x0 = z0.

Logo l · ∇u(z0) ≤ 0, ou seja ul(z0) ≤ 0, o que completa a prova de (i).

(ii)Por absurdo, suponhamos que ∃t0 ∈ x0y0 ∩ Ω′ .

Pelo Lema 2.2, (x − t0) · ∇u(x) < 0 em Ω \ Ω′ . Para x = z0 temos que
(z0 − t0) · ∇u(z0) < 0.

Notemos que (y0−x0) = s(z0− t0) e que, por (i), ul(z0) = 0, donde segue
que l · ∇u(z0) = 0, ou seja, (y0 − x0) · ∇u(z0) = 0, absurdo.
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Logo x0y0 ⊂ Ω \ Ω′ .

(iii) Queremos mostrar que ul(y0) = 0. Para isso, observemos que como
u(y0) − u(z0) = F (x0, y0, z0) é o supremo, temos que u(y0) > u(x), ∀x ∈
x0y0 próximo de y0.

Então u−l(y0) ≤ 0, ou seja ul(y0) ≥ 0.

Suponhamos que ul(y0) > 0. Então ∃y ∈ x0y0∩Ω\Ω′ tal que u(y) > u(y0).
Mas dáı temos que

F (x0, y, z0) = u(y)− u(z0) > u(y0)− u(z0) = F (x0, y0, z0) ,

o que é um absurdo. Logo ul(y0) = 0.

(iv) Por absurdo, suponhamos que x0 6= z0.

Então u é constante em x0z0.

De fato, se isto não fosse verdade, existiria

x
′ ∈ x0z0 tal que u(x

′
) 6= u(z0).

Dáı, se u(x
′
) < u(z0),

F (x0, y0, x
′
) = u(y0)− u(x

′
) > u(y0)− u(z0) = F (x0, y0, z0)

o que é um absurdo. Logo u(x
′
) > u(z0). Disto segue que ∃D1 bola contida

em Ω \ Ω′ e centrada em x
′
tal que u(x) > u(z0), ∀x ∈ D1.

Consideremos D2 a bola contida em Ω \ Ω′ e centrada em y0 com raio

r = Raio(D1)|y0−z0|
|x′−z0| . Notemos que toda reta que passa por z0 intersepta D1 se

e somente se intersepta D2.

Disto conclúımos que, ∀y ∈ D2, u(y) ≤ u(y0).

De fato, se isto não fosse verdade, existiria

y
′ ∈ D2 tal que u(y

′
) > u(y0)
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e dáı teriamos que, como a reta z0y
′
intercepta D1 em, digamos, x∗, segue

que (x∗, y
′
, z0) ∈ A e, portanto,

F (x∗, y
′
, z0) = u(y

′
)− u(z0) > u(y0)− u(z0) = F (x0, y0, z0) ,

o que é um absurdo. Portanto ∀y ∈ D2, u(y) ≤ u(y0), ou seja, y0 é um ponto
de máximo local de u.

Com isso conseguimos uma contradição, pois se y0 fosse um máximo local
de u, ∂2

∂x2
i
u(y0) ≤ 0, para toda direção i, donde seguiria que 4u(y0) ≤ 0, o

que nunca acontece, já que u > 0, γ(0) = 0 e γ é crescente.

Logo não existe x
′ ∈ x0z0 tal que u(x

′
) 6= u(z0), ou seja, u é constante no

segmento x0z0.

Como u é anaĺıtica, considerando u restrita ao segmento x0y0 e aplicando
a Observação 1.22, segue que u é constante em todo segmento x0y0. Absurdo,
pois dáı u(z0) = u(y0) e, como conseqüência F (x0, y0, z0) = 0. Logo x0 = z0.

(v) Suponhamos que ull(z0) < 0.

Então, como ul(z0) = 0, u(z0) é um máximo local estrito na direção l.
Logo ∃z′ ∈ z0y0 tal que u(z

′
) < u(z0), mas dáı teŕıamos que (z0, y0, z

′
) ∈ A e

F (z0, y0, z
′
) = u(y0)− u(z

′
) > u(y0)− u(z0) = F (z0, y0, z0) ,

o que é um absurdo. Logo ull(z0) ≥ 0.

Suponhamos que ull(z0) > 0.

Então ∃x′ , x′′ ∈ z0y0 tal que

x
′ ∈ x′′z0, x′′z0 ∩ z0y0 = {z0} e u(x

′′
) > u(x

′
) > u(z0).

Com racioćınio análogo ao feito em (iv), conclúımos que u é constante
em x′′z0, absurdo.

Logo ull(z0) = 0 e o lema esta provado.
¥
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Lema 2.4. ∇u(z0)

|∇u(z0)| =
∇u(y0)

|∇u(y0)| = ξ .

Demonstração:
Em primeiro lugar, observemos que os vetores ∇u(z0)

|∇u(z0)| ,
∇u(y0)
|∇u(y0)| estão bem

definidos, já que pelo Lema 2.2 ∇u(x) 6= 0, ∀x ∈ Ω \ Ω′ .

Consideremos inicialmente o caso n = 2.

Pelo lema anterior, ul(z0) = 0 = ul(y0).

Então l · ∇u(z0) = 0 = l · ∇u(y0), ou seja, ∇u(z0) = a∇u(y0).

Observemos que a > 0, pois pelo Lema 2.2 temos

0 > z0 · ∇u(z0) = z0 · a∇u(y0) = a
(
z0 · ∇u(y0)

)
.

Mas z0 = y0 + (z0 − y0) = y0 + sl onde s < 0, dáı

0 > a
(
z0 · ∇u(y0)

)
= a

(
(y0 + sl) · ∇u(y0)

)

= a
(
y0 · ∇u(y0) + sl · ∇u(y0)

)

= a
(
y0 · ∇u(y0)

)
+ as

(
l · ∇u(y0)

)
= a

(
y0 · ∇u(y0)

)
.

Como y0 · ∇u(y0) < 0, de a
(
y0 · ∇u(y0)

)
< 0 segue que a > 0, o que

completa o caso n = 2.

Consideremos agora o caso n > 2.

Por absurdo, suponhamos que

∇u(z0)

|∇u(z0)| 6=
∇u(y0)

|∇u(y0)| .

Observemos que ∇u(z0)
|∇u(z0)| = − ∇u(y0)

|∇u(y0)| não acontece, pois pelo mesmo ar-

gumento dado acima, se ∇u(z0) for multiplo de ∇u(y0), então ambos tem
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que ter o mesmo sentido.

Logo, podemos escolher um vetor v tal que

v · ∇u(y0) > 0 e v · ∇u(z0) < 0.

Utilizaremos o fato acima para construir

x
′
, y

′
, z

′
tais que (x

′
, y

′
, z

′
) ∈ A

e
F (x

′
, y

′
, z

′
) > F (x0, y0, z0).

Dado ε > 0, consideremos a direção rε = (y0 − z0) + εv e a reta

xε(t) = z0 + (1− t)rε.

Notemos que xε(0) = y0 + εv e xε(1) = z0.

Como εv · ∇u(y0) > 0, u cresce na direção de εv. Dáı ∃ ε0 > 0 tal que
considerando o ponto y

′
= y0 + ε0v, temos que u(y

′
) > u(y0).

Notemos que y
′
= xε0(0).

Consideremos a reta xε0(t). Temos

(xε0(t)− z0) · ∇u(z0) = (z0 + (1− t)rε0 − z0) · ∇u(z0)

= (1− t)
(
rε0 · ∇u(z0)

)
= (1− t)

((
y0 − z0 + ε0v

) · ∇u(z0)
)

= (1− t)
((

y0 − z0

) · ∇u(z0)
)

+ (1− t)
(
ε0v · ∇u(z0)

)

= (1− t)
(
ε0v · ∇u(z0)

) {
> 0, se t > 1
< 0, se t < 1 .

Notemos que se t < 1, xε0(t)− z0 é um vetor na direção e sentido de rε0

e portanto temos que urε0
(z0) < 0.

Então existe t
′
< 1 próximo de 1 tal que, fazendo z

′
= xε0(t

′
), temos

u(z
′
) = u(xε0(t

′
)) < u(z0).
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Com racioćınio análogo, se t > 1, xε0(t) − z0 é um vetor na direção de
rε0 mas no sentido contrário de rε0 , e portanto temos que u−rε0

(z0) > 0.

Então existe t
′′

> 1 próximo de 1 tal que, fazendo x
′
= xε0(t

′′
), temos

u(x
′
) = u(xε0(t

′′
)) > u(z0).

Como z
′ ∈ x′y′ e

u(x
′
) = u(xε0(t

′′
)) > u(z0) > u(xε0(t

′
)) > u(z

′
) ,

segue que (x
′
, y

′
, z

′
) ∈ A e

F (x
′
, y

′
, z

′
) = u(y

′
)− u(z

′
) > u(y0)− u(z0) = F (x0, y0, z0) ,

o que é absurdo. Logo o lema esta demonstrado.

¥

Demonstração do Teorema 2.1:
Já mostramos que o problema (2.1) tem solução. Pelo Lema 2.2, como

∇u(x) é sempre diferente de zero, segue do Teorema da função Impĺıcita que
os conjuntos de ńıvel de u são hipersuperf́ıcies e, além disso, têm a mesma
regularidade de u, ou seja, são C1,α.

Assim, falta apenas mostrarmos que tais hipersuperf́ıcies são convexas.

Consideraremos primeiro o caso em que γ é crescente e anaĺıtica em u.

Sem perda de generalidade, suponhamos que

|∇u(y0)| = λ > 0
|∇u(z0)| = 1 ,

já que isto sempre pode ser conseguido através de uma troca de variáveis.

Consideremos

u1(x) = u(x + z0) e u2(x) = u
(x

λ
+ y0

)
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e definamos as funções

v(x) = u2(x)− u1(x)− (
u(y0)− u(z0)

)

e

w(x) = ∇u1(x) ·
(

z0 − y0 +
(
1− 1

λ

)
x

)
.

Então

v(0) = u2(0)− u1(0)− (
u(y0)− u(z0)

)
= 0

e, como z0 − y0 = sl, para algum s ∈ R temos

w(0) = ∇u1(0) ·
(

z0 − y0 +
(
1− 1

λ

)
0

)
= ∇u(z0) · (z0 − y0)

= ∇u(z0) · sl = s
(∇u(z0) · l

)
= s

(
ul(z0)

)
= 0.

Observemos que ∇v(0) = 0, pois

∂v

∂xi

(0) =
1

λ

∂u

∂xi

(y0)− ∂u

∂xi

(z0) =
1

λ
ξiλ− ξi = 0 .

Além disso, temos que

4u1(x) =
n∑

i=1

∂2u1

∂x2
i

(x) =
n∑

i=1

∂2

∂x2
i

u(

y︷ ︸︸ ︷
x + z0) =

n∑
i=1

∂2yi

∂x2
i

∂2u

∂y2
i

(y)

=
n∑

i=1

∂2u

∂x2
i

(y) = 4u(y) = γ
(
u(y)

)
= γ

(
u(x + z0)

)
= γ

(
u1(x)

)

e também

4u2(x) =
n∑

i=1

∂2u2

∂x2
i

(x) =
n∑

i=1

∂2

∂x2
i

u
( z︷ ︸︸ ︷

x

λ
+ y0

)
=

n∑
i=1

∂2zi

∂x2
i

∂2u

∂z2
i

(z)

=
n∑

i=1

1

λ2

∂2u

∂z2
i

(z) =
1

λ2
4u(z) =

1

λ2
γ
(
u(z)

)
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=
1

λ2
γ

(
u
(x

λ
+ y0

))
=

1

λ2
γ
(
u2(x)

)
.

Além disso, temos

4v(x) = 4u2(x)−4u1(x)−4(
u(y0)− u(z0)

)
=

1

λ2
γ
(
u2(x)

)− γ
(
u1(x)

)
,

ou seja,

4v(x) =
1

λ2
γ
(
u2(x)

)− γ
(
u1(x)

)
. (2.12)

Por outro lado, para j = 1, 2...n vale

∂w

∂xj

(x) =
∂

∂xj

(
n∑

i=1

(∂u1

∂xi

(x)
)(

z0 − y0 +
(
1− 1

λ

)
xi

))

=
n∑

i=1

( ∂2u1

∂xj∂xi

(x)
)(

z0 − y0 +
(
1− 1

λ

)
xi

)

+
n∑

i=1

(∂u1

∂xi

(x)
)(

∂

∂xj

(
z0 − y0 +

(
1− 1

λ

)
xi

))

=
n∑

i=1

( ∂2u1

∂xj∂xi

(x)
)(

z0 − y0 +
(
1− 1

λ

)
xi

)
+

(∂u1

∂xj

(x)
)(

1− 1

λ

)
.

Portanto
∂2w

∂x2
j

(x)

=
∂

∂xj

(
n∑

i=1

( ∂2u1

∂xj∂xi

(x)
)(

z0 − y0 +
(
1− 1

λ

)
xi

)
+

(∂u1

∂xj

(x)
)(

1− 1

λ

))

=
n∑

i=1

∂

∂xj

(( ∂2u1

∂xj∂xi

(x)
)(

z0 − y0 +
(
1− 1

λ

)
xi

))
+

(
1− 1

λ

)∂2u1

∂x2
j

(x)

=
n∑

i=1

( ∂3u1

∂x2
j∂xi

(x)
)(

z0 − y0 +
(
1− 1

λ

)
xi

)

+
n∑

i=1

( ∂2u1

∂xj∂xi

(x)
) ∂

∂xj

(
z0 − y0 +

(
1− 1

λ

)
xi

)
+

(
1− 1

λ

)∂2u1

∂x2
j

(x)
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=
n∑

i=1

(
∂

∂xi

(∂2u1

∂x2
j

(x)
))(

z0 − y0 +
(
1− 1

λ

)
xi

)
+ 2

(
1− 1

λ

)∂2u1

∂x2
j

(x) .

Então

4w(x) =
n∑

j=1

(
n∑

i=1

(
∂

∂xi

(∂2u1

∂x2
j

(x)
))(

z0−y0+
(
1−1

λ

)
xi

)
+2

(
1−1

λ

)∂2u1

∂x2
j

(x)

)

= 2
(
1− 1

λ

) n∑
j=1

∂2u1

∂x2
j

(x)

+
n∑

j=1

(
n∑

i=1

(
∂

∂xi

(∂2u1

∂x2
j

(x)
))(

z0 − y0 +
(
1− 1

λ

)
xi

))

= 2
(
1− 1

λ

)
4u1(x)

+
n∑

i=1

(
∂

∂xi

( n∑
j=1

∂2u1

∂x2
j

(x)
))(

z0 − y0 +
(
1− 1

λ

)
xi

)

= 2
(
1− 1

λ

)
γ
(
u1(x)

)
+

n∑
i=1

( ∂

∂xi

(4u1(x)
))(

z0 − y0 +
(
1− 1

λ

)
xi

)

= 2
(
1− 1

λ

)
γ
(
u1(x)

)
+

n∑
i=1

(
∂

∂xi

(
γ
(
u1(x)

)))(
z0 − y0 +

(
1− 1

λ

)
xi

)

= 2
(
1− 1

λ

)
γ
(
u1(x)

)

+γ
′(

u1(x)
)
(

n∑
i=1

(∂u1

∂xi

(x)
)(

z0 − y0 +
(
1− 1

λ

)
xi

))
,

ou seja,

4w(x) = 2
(
1− 1

λ

)
γ
(
u1(x)

)
+ γ

′(
u1(x)

)
w(x) .

Logo
4(

v + λw
)
(x) = 4v + λ4w

=
1

λ2
γ
(
u2(x)

)− γ
(
u1(x)

)
+ 2λ

(
1− 1

λ

)
γ
(
u1(x)

)
+ λγ

′(
u1(x)

)
w(x) .
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Dáı, aplicando para x = 0, temos

4(
v + λw

)
(0)

=
1

λ2
γ
(
u2(0)

)− γ
(
u1(0)

)
+ 2λ

(
1− 1

λ

)
γ
(
u1(0)

)
+ λγ

′(
u1(0)

)
w(0)

=
1

λ2
γ
(
u(y0)

)− γ
(
u(z0)

)
+ 2(λ− 1)γ

(
u(z0)

)
+ 0

=

ε︷ ︸︸ ︷[ 1

λ2

(
γ
(
u(y0)

)− γ
(
u(z0)

))]
+

1

λ2
γ
(
u(z0)

)

− γ
(
u(z0)

)
+ 2(λ− 1)γ

(
u(z0)

)

= ε + γ
(
u(z0)

) ( 1

λ2
+ 2λ− 3

)
= ε + γ

(
u(z0)

) (2λ + 1)(λ− 1)2

λ2
≥ ε ,

pois λ > 0 e γ
(
u(z0)

)
> 0.

Além disso, temos que ε > 0 pois γ é crescente e u(y0) > u(z0).
Logo, considerando f(x) =

(
v + λw

)
(x) temos que

f(0) = 0
4f(0) ≥ ε > 0

Por (1.1), segue que, para r suficientemente pequeno, vale

sup
Br(0)

(v + λw)(x) = v(xr) + λw(xr) > cr2 , (2.13)

onde c > 0 é uma constante, |xr| ≤ r e xr indica o ponto onde o máximo é
assumido. Como f é de classe C2 e 4f(0) ≥ ε, 4f(x) > 0 numa vizinhana
de 0. Logo, pelo Teorema 1.25, o máximo de f ocorre na fronteira, assim
|xr| = r.

Se v(xr) e w(xr) são positivos, consideremos os pontos

y∗0 = y0 +
xr

λ
e z∗0 = z0 + xr onde |xr| ≤ r .

Dáı
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0 < w(xr) = ∇u1(xr) ·
(

z0 − y0 +
(
1− 1

λ

)
xr

)

= ∇u(xr + z0) · (z0 + xr − (y0 +
xr

λ
)) = ∇u(z∗0) · (z∗0 − y∗0) ,

ou seja, a derivada de u em z∗0 na direção de z∗0 − y∗0 é maior que zero, donde
segue que u é crescente na direção de z∗0 − y∗0, e então ∃x∗ próximo de z∗0 tal
que u(x∗) > u(z∗0) e z∗0 ∈ x∗y∗0 e dáı (x∗, y∗0, z

∗
0) ∈ A.

Com isso chegamos a uma contradição, pois como v(xr) > 0, temos que

0 < v(xr) = u1(xr)− u2(xr)−
(
u(y0)− u(z0)

)

= u(y∗0)− u(z∗0)−
(
u(y0)− u(z0)

)
,

ou seja,

F (x∗, y∗0, z
∗
0) = u(y∗0)− u(z∗0) > u(y0)− u(z0) = F (x0, y0, z0) .

Por outro lado, se v(xr) ou w(xr) não é positivo, consideremos as seguintes
perturbações de v e w:

ṽ(x) = u
(x

λ
+ y0 + hξ + Hξ

)
− u(x + z0)− (u(y0)− u(z0))

e

w̃(x) = ∇u(x + z0) ·
(

z0 − y0 +
(
1− 1

λ

)
x− hξ −Hξ

)
,

onde h = −v(x)
λ

e H = − 1
λ
D2u(y0)

(
x
λ

)(
hξ

)
.

Utilizando o Teorema do Valor Médio e a Fórmula de Taylor, temos que
existem t e s no intervalo (0, 1) tais que

ṽ(x)− v(x) = u
(x

λ
+ y0 + hξ + Hξ

)
− u

(x

λ
+ y0

)

= D(u)
(x

λ
+ y0 + t(hξ + Hξ)

)(
hξ + Hξ

)
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=

[
Du(y0)+D2u(y0)

(x

λ
+ t(hξ +Hξ)

)

+D3u

(
y0 +s

(x

λ
+ t(hξ +Hξ)

))(x

λ
+ t(hξ+Hξ)

)2
](

hξ +Hξ)

= Du(y0)(hξ)+Du(y0)(Hξ)+D2u(y0)
(x

λ

)(
hξ+Hξ)+tD2u(y0)

(
hξ+Hξ

)2

+D3u

(
y0 + s

(x

λ
+ t(hξ + Hξ)

))(x

λ
+ t(hξ + Hξ)

)2(
hξ + Hξ)

= hDu(y0)
(Du(y0)

λ

)
+ HDu(y0)

(Du(y0)

λ

)
+ D2u(y0)

(x

λ

)(
hξ

)

+D2u(y0)
(x

λ

)(
Hξ) + tD2u(y0)

(
hξ + Hξ

)2

+D3u

(
y0 + s

(x

λ
+ t(hξ + Hξ)

))(x

λ
+ t(hξ + Hξ)

)2(
hξ + Hξ)

= −v(x)−D2u(y0)
(x

λ

)(
hξ

)
+ D2u(y0)

(x

λ

)(
hξ

)

+D2u(y0)
(x

λ

)(
Hξ) + tD2u(y0)

(
hξ + Hξ

)2

+D3u

(
y0 + s

(x

λ
+ t(hξ + Hξ)

))(x

λ
+ t(hξ + Hξ)

)2(
hξ + Hξ) .

Note que H = − 1
λ
D2u(y0)

(
x
λ

)(
hξ

)
= O(|x|3), pois h = −v(x)

λ
= O(|x|2),

visto que v(0) = ∇v(0) = 0. Assim temos que D2u(y0)
(

x
λ

)(
Hξ) = O(|x|4).

Os demais termos tem ordem maior ou igual a 4, então

ṽ(x)− v(x) = −v(x) + 0 + O(|x|4)
ou seja, ṽ(x) = O(|x|4).

Em relação a w̃ temos
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w̃(x) = ∇u(x + z0) ·
(

z0 − y0 +
(
1− 1

λ

)
x− hξ −Hξ

)

= ∇u(x+z0)·
(

z0−y0+
(
1− 1

λ

)
x

)
+∇u(x+z0)·

(−hξ
)
+∇u(x+z0)·

(−Hξ
)

= w(x)−∇u(x + z0) ·
(
hξ

)−∇u(x + z0) ·
(
Hξ

)

= w(x)−
[
Du(z0)hξ + D2u(z0 + tx)(x)hξ

]
−∇u(x + z0) ·

(
Hξ

)

= w(x)− hξ · ξ −D2u(z0 + tx)(x)hξ −∇u(x + z0) ·
(
Hξ

)

Temos que D2u(z0 + tx)(x)hξ = O(|x|3) e ∇u(x + z0) ·
(
Hξ

)
= O(|x|3).

Então

w̃(x) = w(x) +
v(x)

λ
+ O(|x|3) .

Além disso, para |xr| = r, por (2.13) temos

w̃(xr) > −v(xr)

λ
+ cr2 +

v(xr)

λ
+ O(|xr|3) = cr2 + O(r3) ,

ou seja, para r suficientemente pequeno, temos que

w̃(xr) > cr2 .

Observemos agora que D2
σ(x)σ(x)u(z0 + x) = O(|x|), onde

σ(x) =
z0 − y0 +

(
1− 1

λ

)
x− hξ −Hξ

∣∣∣z0 − y0 +
(
1− 1

λ

)
x− hξ −Hξ

∣∣∣
.

De fato, como u ∈ C3, temos que D2u ∈ C1 e então

∣∣∣D2
llu(z0 + x)

∣∣∣ =
∣∣∣D2

llu(z0 + x)−D2
llu(z0)

∣∣∣ ≤ c|x| .
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Temos também que |σ(x)− l| = O(|x|). Utilizando isto temos que

∣∣∣D2
σ(x)σ(x)u(z0)

∣∣∣ =
∣∣∣D2u(z0)(σ(x), σ(x))

∣∣∣

=
∣∣∣D2u(z0)(l + (σ(x)− l), l + (σ(x)− l))

∣∣∣

=
∣∣∣D2u(z0)(l, l) + 2D2u(z0)(σ(x)− l, l) + D2u(z0)(σ(x)− l)2

∣∣∣

=
∣∣∣ull(z0)+2D2u(z0)(σ(x)−l, l)+D2u(z0)(σ(x)−l)2

∣∣∣ ≤ 0+c1|x|+c2|x|2 ≤ c3|x| ,
para x suficientemente pequeno.

Novamente utilizando o fato que D2u ∈ C1 temos

∣∣∣D2
σ(x)σ(x)u(z0 + x)−D2

σ(x)σ(x)u(z0)
∣∣∣ ≤ c|x| ,

e, então,

∣∣∣D2
σ(x)σ(x)u(z0 + x)

∣∣∣ ≤ c|x|+
∣∣∣D2

σ(x)σ(x)u(z0)
∣∣∣ ≤ c1|x|+ c2|x| = c4|x| ,

para x suficientemente pequeno.

Utilizando isto, para 0 < d ≤ |x| temos

∣∣∣Dσ(x)u
(
z0+x−dσ(x)

)−Dσ(x)u(z0+x)
∣∣∣ ≤

∫ d

0

∣∣∣D2
σ(x)σ(x)u

(
z0+x−sσ(x)

)∣∣∣ ds ≤ dc|x| ,

portanto,

Dσ(xr)u
(
z0 + xr − dσ(xr)

) ≥ Dσ(xr)u(z0 + xr)− dc|xr|

=
w̃(xr)

σ(xr)
− dc|xr| ≥ c5|xr|2 − dc|xr| ≥ c6|xr|2

se tomarmos d ≤ |xr|1+α, para α ∈ (0, 1).

Então temos
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u(z0 + xr)− u
(
z0 + xr − dσ(xr)

)
=

∫ |xr|1+α

0

Du
(
z0 + xr − sσ(xr)

)(
σ(xr)

)
ds

=

∫ |xr|1+α

0

Dσ(xr)u
(
z0+xr−sσ(xr)

)
ds ≥

∫ |xr|1+α

0

c|xr|2 ds = c|xr|2|xr|1+α = c|xr|3+α .

Logo, para um r suficientemente pequeno, temos que

u
(xr

λ
+ y0 + hξ + Hξ

)
− u

(
z0 + xr − |xr|1+ασ(xr)

)− (
u(y0)− u(z0)

)

=

(
u
(xr

λ
+ y0 + hξ + Hξ

)
− u(z0 + xr)−

(
u(y0)− u(z0)

))

+u(z0 + xr)− u
(
z0 + xr − |xr|1+ασ(xr)

)

= ṽ(xr)+u(z0+xr)−u
(
z0+xr−|xr|1+ασ(xr)

) ≥ c|xr|3+α+O(|xr|4) > c|xr|3+α.

Portanto, tomando

x∗0 = z0 + xr, y∗0 =
xr

λ
+ y0 + hξ + Hξ, z∗0 = z0 + xr − |xr|1+ασ(xr),

como anteriormente, obtemos uma contradição.

Logo, vale (2.9), o que implica que os conjuntos de ńıvel de u são convexos.

Consideremos o caso geral. Sejam γn crescentes e anaĺıticas que con-
vergem uniformemente para γ, e sejam un soluções para o problema (2.1)
com γ = γn, e u a solução do problema geral. Para cada n, por (2.9) vale
que

un(z) ≥ min
(
un(x), un(y)

)
,
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para todo z = λx + (1− λ)y, com λ ∈ (0, 1).

Então, fazendo n → +∞ temos que

u(z) ≥ min
(
u(x), u(y)

)

para todo z = λx + (1−λ)y, com λ ∈ (0, 1), ou seja os conjuntos de ńıvel de
u são convexos, concluindo a demonstração do Teorema 2.1.
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Caṕıtulo 3

O PRIMEIRO AUTOVALOR
DO LAPLACIANO

Nesta seção estudaremos as propriedades de convexidade da primeira
autofunção do laplaciano, isto é, da solução não trivial do problema

4v + λ1q(x)v = 0 em Ω
v = 0 na ∂Ω
v ≥ 0 em Ω

(3.1)

onde Ω é um dominio convexo e limitado de RN e q(x) > 0 é uma função
peso côncava em Ω.

Nosso objetivo é dar uma prova elementar do seguinte Teorema de Brascamp-
Lieb [2].

Teorema 3.1. Seja v ∈ C2(Ω)∩C0(Ω) uma solução do problema de autovalor
(3.1).

Então w = log v é côncava em Ω.

É facil ver que se uma função v > 0 é côncava, então log v é côncava.
Mais geralmente, se v é côncava e f é côncava e não decrescente, então f ◦ v
é côncava.

De fato, como v é côncava, para λ ∈ [0, 1], temos que

v(λx + (1− λ)y) ≥ λv(x) + (1− λ)v(y) .
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Agora, como f é côncava e não decrescente, vale que

f
(
v(λx+(1−λ)y)

) ≥ f
(
λv(x)+ (1−λ)v(y)

) ≥ λf
(
v(x)

)
+(1−λ)f

(
v(y)

)
,

ou seja, f ◦ v é côncava.

Portanto a condição de log v ser côncava é mais fraca do que a condição
de que v seja côncava.

A primeira autofunção do laplaciano em um domı́nio convexo Ω nem sem-
pre é uma função côncava. Um exemplo simples, em dimensão 2, é quando
o domı́nio é o quadrado

Ω = {(x, y) | 0 < x < π e 0 < y < π}
e q(x, y) = 1. Neste caso, a primeira autofunção é

v(x, y) = sin x sin y.

Para justificar esta afirmação, basta notar que −∆v = 2v e v > 0 em Ω.
É fácil ver que esta função não é côncava, pois sua restrição à diagonal do
quadrado não é côncava. De fato, a função

x ∈ (0, π) 7→ v(x, x) = sin2 x =
1− cos 2x

2

é côncava apenas no intervalo
[

π
4
, 3π

4

]
, sendo convexa nos intervalos

(
0, π

4

]
e[

3π
4

, π
)
. Logo, neste caso a primeira autofunção v não é côncava, satisfazendo

apenas que log v é côncava.

Mais geralmente, sabe-se que em dimensão n ≥ 2, se q(x) ≡ 1, então a
primeira autofunção v do laplaciano em um domı́nio convexo nunca é côncava.

Como conseqüência do Teorema 3.1 temos que os conjuntos de ńıvel de v
são convexos.

Observemos também que, pelo Teorema 1.25, temos que se v é solução do
problema (3.1), então v > 0 em Ω, de modo que log v está bem definida em Ω.

A prova do Teorema 3.1 será constrúıda com as idéias de Korevaar. O
seguinte lema é adaptado de [3].
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Lema 3.2. Seja w ∈ C2,α(Ω) ∩ C0(Ω) uma solução da equação eĺıptica

∑
i,j

aij(∇w)wij = b(x,w,∇w) em Ω ,

onde Ω é convexo, b é não decrescente em w e convexa em (x,w) e

aij ∈ C1,α(Rn)

b ∈ C0,α(Ω)× C1,α(R× Rn).

Então, para cada λ ∈ (0, 1), a função cont́ınua

Cλ(x, y) = w
(
λx + (1− λ)y

)− λw(x)− (1− λ)w(y)

não pode ter um mı́nimo negativo no interior de Ω× Ω.

Demonstração:
Consideremos 2 casos:

Suponhamos primeiro que b é crescente em w.

Por absurdo, se o lema fosse falso, ∃ λ ∈ (0, 1), ∃ x0, y0 ∈ Ω tais que

Cλ(x0, y0) < 0 e Cλ(x0, y0) é o mı́nimo de Cλ(x, y) .

Consideremos o ponto z0 = λx0 + (1 − λ)y0, que pertence a Ω, já que Ω
é convexo.

Então

DxC
λ(x, y) = λ∇w

(
λx + (1− λ)y

)− λ∇w(x) ,

e

DyC
λ(x, y) = (1− λ)∇w

(
λx + (1− λ)y

)− (1− λ)∇w(y) .

Como (x0, y0) é mı́nimo de Cλ(x, y), segue que

DxC
λ(x0, y0) = DyC

λ(x0, y0) = 0

e, portanto,
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0 = λ∇w
(
λx0 + (1− λ)y0

)− λ∇w(x0) = λ∇w(z0)− λ∇w(x0)

e

0 = (1− λ)∇w
(
λx0 + (1− λ)y0

)− (1− λ)∇w(y0)

= (1− λ)∇w(z0)− (1− λ)∇w(y0) ,

ou seja,

∇w(x0) = ∇w(z0) = ∇w(y0) .

Definamos a função

h(t) = Cλ(x0 + t, y0 + t) .

Então h tem um mı́nimo interior em t = 0.

Conseqüentemente, a matriz hij(0) é positiva semidefinida. Como
(
aij(p)

)
é positiva definida, ∀p ∈ RN , segue que

∑
i,j

aij(p)hij(0) ≥ 0, ∀p ∈ RN .

Entretanto,

hij(0) =
∂2

∂xi∂xj

Cλ(x0, y0) = wij

(
λx0 +(1−λ)y0

)−λwij(x0)− (1−λ)wij(y0)

e dáı
0 ≤

∑
i,j

aij(p)hij(0)

=
∑
i,j

aij(p)
(
wij

(
λx0 + (1− λ)y0

)− λwij(x0)− (1− λ)wij(y0)
)

=
∑
i,j

aij(p)wij(z0)− λ
∑
i,j

aij(p)wij(x0)− (1− λ)
∑
i,j

aij(p)wij(y0) .
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Em particular, para p = ∇w(z0),

0 ≤
∑
i,j

aij

(∇w(z0)
)
hij(0)

=
∑
i,j

aij

(∇w(z0)
)
wij(z0)−λ

∑
i,j

aij

(∇w(z0)
)
wij(x0)−(1−λ)

∑
i,j

aij

(∇w(z0)
)
wij(y0)

=
∑
i,j

aij

(∇w(z0)
)
wij(z0)−λ

∑
i,j

aij

(∇w(x0)
)
wij(x0)−(1−λ)

∑
i,j

aij

(∇w(y0)
)
wij(y0)

= b
(
z0, w(z0),∇w(z0)

)

−λb
(
x0, w(x0),∇w(x0)

)− (1− λ)b
(
y0, w(y0),∇w(y0)

)
,

ou seja,

b
(
z0, w(z0),∇w(z0)

)

≥ λb
(
x0, w(x0),∇w(x0)

)
+ (1− λ)b

(
y0, w(y0),∇w(y0)

)
.

(3.2)

Por outro lado, Cλ(x0, y0) < 0, então

w(z0) < λw(x0) + (1− λ)w(y0) .

Como b é crescente em w e convexa em (x,w), vale

b
(
z0, w(z0), p

)
< b

(
z0, λw(x0) + (1− λ)w(y0), p

)

= b
(
λx0 + (1− λ)y0, λw(x0) + (1− λ)w(y0), p

)

≤ λb
(
x0, w(x0), p

)
+ (1− λ)b

(
y0, w(y0), p

)
.

Em particular, no ponto ∇w(z0) temos

b
(
z0, w(z0),∇w(z0)

)
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< λb
(
x0, w(x0),∇w(z0)

)
+ (1− λ)b

(
y0, w(y0),∇w(z0)

)

= λb
(
x0, w(x0),∇w(x0)

)
+ (1− λ)b

(
y0, w(y0),∇w(y0)

)
,

o que contradiz a desigualdade (3.2). Portanto, o lema vale no caso em que
b é crescente.

Consideremos agora o caso geral.

Seja Ω
′ ⊂ Ω um conjunto convexo, suave que aproxime Ω.

Consideremos uma perturbação do problema anterior, dada por

aij(∇ϕ)ϕij = b(x, ϕ,∇ϕ) + εϕ em Ω
′

ϕ = w na ∂Ω
′
.

(3.3)

Suponhamos que exista {wε} famı́lia C2,α de soluções do problema acima
tais que wε → w uniformemente quando ε → 0.

Aplicando o caso anterior para {wε} e Ω
′
segue que

Cλ
ε (x, y) = wε(z)− λwε(x)− (1− λ)wε(y)

não pode ter um mı́nimo negativo no interior de Ω
′ × Ω

′
.

Como wε → w uniformemente, fazendo ε → 0, vemos que Cλ(x, y) não
pode ter um mı́nimo negativo no interior de Ω

′ × Ω
′
.

Como Ω
′
é arbitrário, fazendo Ω

′ → Ω, obtemos o resultado do lema.

Para completar a demosntração do lema, basta mostrarmos a existência
da famı́lia wε com a propriedade de que, se ε → 0, wε → w uniformemente.

Para isso, definamos o operador

F : {u ∈ C2,α(Ω′)
∣∣u = w em ∂Ω

′} × (−ε0, ε0) → C0,α(Ω′) ,

dado por
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F (ϕ, ε) =
∑
i,j

aij(∇ϕ)ϕij − b(x, ϕ,∇ϕ)− εϕ .

Notemos que F é cont́ınua. Além disso

F (ϕ + δψ, ε) =
∑
i,j

aij(∇ϕ + δ∇ψ)[ϕij + δψij]

−b(x, ϕ + δψ,∇ϕ + δ∇ψ)− εϕ− εδψ .

Dáı

d

dδ
[F (ϕ + δψ, ε)]

∣∣∣∣
δ=0

=

=
∑
i,j

aij(∇ϕ)ψij +
∑

i,j,k

∂aij

∂pk

(∇ϕ)ψkϕij − ∂b

∂ϕ
(x, ϕ,∇ϕ)ψ

−
∑

k

∂b

∂pk

(x, ϕ,∇ϕ)ψk − εψ

=
∑
i,j

aij(∇ϕ)ψij +

[ ∑

i,j,k

∂aij

∂pk

(∇ϕ)ϕij − ∂b

∂pk

(x, ϕ,∇ϕ)

]
ψk

−
[ ∂b

∂ϕ
(x, ϕ,∇ϕ) + ε

]
ψ .

Definindo a expressão acima como T (ψ, ε), temos que

‖F (ϕ + ψ, ε)− F (ϕ, ε)− T (ψ, ε)‖C0,α

‖ψ‖C2,α

→ 0 ,

que é mostrado no Apêndice B.

Disto segue que T é a derivada de Fréchet de F .

Temos que
T : C2,α(Ω′)× R→ C0,α(Ω′)
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T (ψ, ε) =
∑
i,j

aij(∇ϕ)ψij +
∑

k

ck(x, ϕ,∇ϕ)ψk − (h + ε)ψ

onde ck(x, ϕ,∇ϕ) =
∑

i,j,k

∂aij

∂pk

(∇ϕ)ϕij − ∂b

∂pk

(x, ϕ,∇ϕ)

e h(x) =
∂b

∂ϕ
(x, ϕ,∇ϕ) .

Para ε = 0, aplicando o Teorema 1.28, temos um isomorfismo de

C2,α
0 (Ω′) → C0,α(Ω′) .

Observemos que, na verdade, o conjunto {u ∈ C2,α(Ω′)
∣∣u = w em ∂Ω

′}
que aparece na definição de F é apenas um subespaço afim, mas isto não
invalida o argumento acima.

Pelo Teorema da função impĺıcita, a equação F (ϕ, ε) = 0 permite expres-
sar ϕ como função de ε, ϕ = ϕ(ε), para |ε| ≤ ε1, para um certo ε1, com
0 < ε1 ≤ ε0.

Além disso

ε 7→ ϕε ∈ C2,α(Ω′) é cont́inua

0 7→ ϕ0 = w .

Então é claro que quando ε → 0, temos que ϕε = wε → w uniformemente.

¥

Agora então demonstraremos o teorema.

Demonstração do Teorema 3.1:
Primeiramente suponhamos que Ω é estritamente convexo e tem fronteira

suave, e que q(x) é Lipschitz em Ω.

Seja w(x) = log v(x). Então para i = 1, 2...n temos
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∂w(x)

∂xi

=
∂

∂xi

log v(x) =
vxi

(x)

v(x)
.

Dáı,

|∇w(x)|2 =
n∑

i=1

(
vxi

(x)

v(x)

)2

=
1

v2(x)

n∑
i=1

v2
xi

(x) .

Além disso,

∂2w(x)

∂x2
i

=
∂

∂xi

(
vxi

(x)

v(x)

)
=

vxixi
(x)v(x)− vxi

(x)vxi
(x)

v2(x)
.

Então,

4w(x) =
n∑

i=1

∂2

∂xixi

w(x) =
n∑

i=1

(
vxixi

(x)v(x)− vxi
(x)vxi

(x)

v2(x)

)

=
1

v(x)

n∑
i=1

vxixi
(x)− 1

v2(x)

n∑
i=1

v2
xi

(x) ,

ou seja,

4w(x) =
4v(x)

v(x)
− |∇w(x)|2 .

Mas, por 3.1, 4v(x) = −λ1q(x)v(x) e, então,

4w(x) = −λ1q(x)− |∇w(x)|2 em Ω .

Como v = 0 na ∂Ω, segue que w(p) → −∞ quando p → ∂Ω, ou seja, w
satisfaz o problema

4w(x) = −λ1q(x)− |∇w(x)|2 em Ω

w = −∞ em ∂Ω .

Estamos em condições de aplicar o Lema 3.2, pois −λ1q(x) − |∇w(x)|2
é não decrescente em w e convexa em (x,w), já que −q é convexa.
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Queremos mostrar que w é côncava.

Por absurdo, se w não for côncava, então para algum λ ∈ (0, 1) temos
que Cλ(x, y) assume valores negativos.

Aplicando o Lema 3.2 segue que Cλ(x, y) não pode ter um mı́nimo nega-
tivo no interior de Ω× Ω.

Temos 2 subcasos a considerar:

I – Se Cλ(x, y) não é limitada inferiormente, temos que existem xk, yk ∈ Ω
tal que Cλ(xk, yk) ≤ −k.

Como Ω é compacto, sem perda de generalidade podemos supor que
xk → x0, yk → y0 e zk → z0 onde x0, y0, z0 ∈ Ω.

Então, para zk = λxk + (1− λ)yk,

w(zk)− λw(xk)− (1− λ)w(yk) ≤ −k

ou seja,

w(zk) ≤ −k + λw(xk) + (1− λ)w(yk)

≤ −k + λM + (1− λ)M = −k + M ,

donde segue que w(zk) → −∞, ou seja, z0 ∈ ∂Ω. Juntando a isso o fato que
Ω é estritamente convexo, temos que x0 = y0 = z0 ∈ ∂Ω.

II – Se Cλ(x, y) tem um mı́nimo negativo Cλ(x0, y0) na ∂(Ω×Ω), temos
que existem xk, yk, zk ∈ Ω tais que Cλ(xk, yk) → Cλ(x0, y0).

Como Ω é compacto, sem perda de generalidade, podemos supor que
xk → x0, yk → y0 e zk → z0 onde x0, y0, z0 ∈ Ω, e também que
xk 6= yk, ∀k, já que Cλ(x0, y0) < 0.

Além disso, como o mı́nimo acontece na fronteira, segue que x0 /∈ Ω ou
y0 /∈ Ω.
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Então,

w(x0) = −∞ ou w(y0) = −∞ .

Disto segue que w(zk) → −∞, pois caso contrário, se existisse w(zkl
) ≥

N, ∀kl teriamos que

Cλ(xkl
, ykl

) = w(zkl
)− λw(xkl

)− (1− λ)w(ykl
)

≥ N − (

→−∞︷ ︸︸ ︷
λw(xkl

) + (1− λ)w(ykl
)) → +∞ ,

que é um absurdo, pois como Cλ(x0, y0) é negativo, para k0 suficientemente
grande, Cλ(xk, yk) é negativo para todo k ≥ k0.

Logo, como w(zk) → −∞, vemos que z0 ∈ ∂Ω. Juntando a isso o fato
que Ω é estritamente convexo, temos que x0 = y0 = z0 ∈ ∂Ω.

Em qualquer caso, temos xk → x0, yk → y0 e zk → z0, onde xk 6= yk, ∀k
e p = x0 = y0 = z0 ∈ ∂Ω.

Como

xk − yk

|xk − yk| ∈ ∂B1(0) ,

podemos supor sem perda de generalidade que

xk − yk

|xk − yk| → l .

Seja ν o vetor normal interior a Ω em p, temos que l pode ser ou não
ortogonal a ν. Mostraremos que nenhuma das alternativas ocorre, obtendo
então a contradição procurada.

I – Suponhamos que l · ν 6= 0.

Temos que
(4− λ1q(x))(−v) = 0

e −v ≤ 0 em Ω, v = 0 em ∂Ω.
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Pelo Teorema 1.27, temos que

∂ − v(p)

∂(−ν)
> 0 ,

ou seja, ν · ∇v(p) > 0.

Observemos que v = 0 em ∂Ω, e então, para toda direção tangente t,
temos que ∂v

∂t
= 0.

Segue dáı que ∇v(p) = aν, onde a é uma constante. Logo vl(p) 6= 0.
Assim, por continuidade, para toda direção σ suficientemente próxima de l,
temos que vσ(p) 6= 0.

Logo, também por continuidade, temos que vσ(x) 6= 0, para toda direção
σ suficientemente próxima de l e para todo x suficientemente próxima de p.

Com isso temos que
|vσ(x)| ≥ θ > 0 ,

para todo x ∈ Br(p) e σ próximo de l.

Como λ1q(x) é de Lipschitz, em particular λ1q(x) ∈ C0,α, e então, pelo
Teorema 1.28, seque que v ∈ C2,α.

Logo vσσ é limitada por uma constante.

Além disso, como v é de Lipschitz e v = 0 em ∂Ω, temos que

v(x) = |v(x)− v(p)| ≤ K|x− p| .

Seque dáı que

wσσ(x) =
(
log v(x)

)
σσ

=
(vσ(x)

v(x)

)
σ

=
v(x)vσσ(x)− v2

σ(x)

v2(x)
≤ C|x− p| − θ2

v2(x)
.

Tomando x suficientemente próximo de p, temos que C|x− p| ≤ θ2.
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Logo
wσσ(x) < 0, ∀x ∈ Br0(p)

e para toda direção σ suficientemente próxima de l.

Agora, para k suficientemente grande, a direção lk esta próxima de l e
então w é estritamente côncava na direção lk, o que é um absurdo, pois por
hipótese, para k suficientemente grande, Cλ(xk, yk) < 0, ou seja, w não é
côncava na direção lk.

II – Suponhamos que l · ν = 0.

Sejam α1, α2, ..., αN−1 uma base do espaço tangente a ∂Ω em p, com
α1 = l. Sem perda de generalidade, podemos supor que p = 0 e que
α1, α2, ..., αN−1 é a base canônica de RN−1.

No ponto p, podemos representar ∂Ω como sendo o gráfico de

xN = ϕ(x1, x2, ..., xN−1) ,

com xN na direção do vetor normal ν.

Além disso, ϕ é tal que

ϕ(0) = 0, ϕi(0) = 0, para i = 1, 2, ..., N − 1 .

Consideremos a parametrização de ∂Ω dada por

x : (x1, x2, ..., xN−1) 7→
(
x1, x2, ..., xN−1, ϕ(x1, x2, ..., xN−1)

)
.

Então
∂x

∂xi

= αi + αNϕxi

é um campo vetorial tangente a ∂Ω.

Como v = 0 em ∂Ω, temos que

v(x1, x2, ..., xN−1, ϕ(x1, x2, ..., xN−1)) = 0 .
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Então,

0 =
( ∂

∂xi

+
∂

∂xN

∂ϕ

∂xi

)
v = vxi

+ ϕxi
vxN

.

Logo

0 =
( ∂

∂xi

+
∂

∂xN

∂ϕ

∂xi

)2

v =
( ∂

∂xi

+
∂

∂xN

∂ϕ

∂xi

)
(vxi

+ ϕxi
vxN

)

=
(
vxi

+ ϕxi
vxN

)
xi

+ ϕxi

(
vxi

+ ϕxi
vxN

)
xN

= vxixi
+ ϕxixi

vxN
+ ϕxi

vxNxi
+ ϕxi

vxNxi
+ ϕxi

ϕxixN
vxN

+ ϕ2
xi

vxNxN
.

Então, como em p temos que ϕxi
= 0, vale que

0 =
( ∂

∂xi

+
∂

∂xN

∂ϕ

∂xi

)2

v(p) = vxixi
+ ϕxixi

vxN
,

ou seja, vxixi
= −ϕxixi

vxN
.

Notemos que como Ω é estritamente convexo, temos que ϕxixi
(p) > 0.

Além disso, como

(4− λ1q(x)
)
(−v) = 0 , −v ≤ 0 e v(p) = 0 ,

pelo Teorema 1.27 temos que

∂(−v)

∂(−ν)
(p) > 0 .

Mas como αN = ν, vale que vxN
(p) > 0. Juntando isto com o fato de Ω ser

estritamente convexo, temos

vxixi
(p) = −ϕxixi

(p)vxN
(p) < 0 , para i = 1, 2, ..., N − 1.

Como v(p) = 0, temos que 4v(p) = −λ1q(p)v(p) = 0, e então

vxNxN
(p) = −

N−1∑
i=1

vxixi
(p) =

N−1∑
i=1

ϕxixi
(p)vxN

(p) > 0 .

66



Observemos que qualquer vetor lk perto de l pode ser escreito na forma

lk = ck
Nν +

N−1∑
i=1

ck
i αi .

Como α1 = l, fazendo k tender a ∞, temos que cl
1 → 1 e cl

i → 0, para
i = 2, ..., N .

Temos

vlk = lk · ∇v =
(
ck
Nν +

N−1∑
i=1

ck
i αi

)
· ∇v

= ck
Nν · ∇v +

N−1∑
i=1

(
ck
i αi · ∇v

)
= ck

Nvν +
N−1∑
i=1

ck
i vxi

.

Queremos construir a mesma contradição que construimos no caso ante-
rior.

Temos que

vlklk = ck
N

∂

∂ν

(
ck
Nvν +

N−1∑
i=1

ck
i vxi

)
+

N−1∑
i=1

ck
i

∂

∂xi

(
ck
Nvν +

N−1∑
i=1

ck
i vxi

)

= (ck
N)2vνν + ck

N

N−1∑
i=1

ck
i vxiν +

N−1∑
i=1

ck
i

(
ck
Nvνxi

+
N−1∑
j=1

ck
j vxixj

)

= (ck
N)2vνν + 2

N−1∑
i=1

ck
Nck

i vxiν +
N−1∑
i=1

N−1∑
j=1

ck
i c

k
j vxixj

.

Logo, como v ∈ C2,α, temos que D2v é limitado e então, fazendo x → p
em lk, para k suficientemente grande, temos que

vlklk(x) ≈ vx1x1(x) < 0 .

Portanto, para x suficientemente próximo de p, temos que vlklk(x) < 0.
Dáı, como v(x) > 0 em Ω, temos que

v(x)vlklk(x) < 0 ≤ v2
lk
(x)
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ou seja,

wlklk(x) =
v(x)vlklk(x)− v2

lk
(x)

v2(x)
< 0 ,

e pelo mesmo argumento anterior, chegamos a um absurdo.

Consideremos agora o caso geral.
Seja (Ωn) seqüência crescente de conjuntos estritamente convexos, com

fronteira suave tal que
⋃

Ωn = Ω.

Aplicando o caso anterior para os conjuntos Ωn, temos que existe vn

seqüência tal que

4vn + λnq(x)vn = 0 em Ωn

vn = 0 em ∂Ωn

vn ≥ 0 em Ωn

onde vn ∈ H1
0(Ωn) e, sem perda de generalidade, podemos supor que

∫

Ωn

v2
nq(x) dx = 1 .

Entendendo vn como 0 em Ω \ Ωn, temos que vn ∈ H1
0(Ω).

Como Ωn ⊂ Ωn+1, a função vn é admisśıvel para o cálculo de

λn+1 = inf{
∫

Ωn+1

|u|2 dx
∣∣∣ u ∈ H1

0(Ωn+1),

∫

Ωn+1

u2q dx = 1 }

donde segue que λn+1 ≤ λn. Dáı temos que λn > 0, ∀n e (λn) é uma
seqüência decrescente. Seja λ̃ = lim λn.

Notemos que as vn estendidas formam uma seqüência limitada em H1
0(Ω),

pois ‖vn‖2
H1

0
= λn ↓ λ̃. Com racioćınios análogos ao utilizado para mostrar

a existência da solução no caso do Potencial Capacitário, temos uma sub-
seqüência que converge para v fracamente em H1

0(Ω), fortemente em L2(Ω) e
também em q.t.p. Portanto v ≥ 0.

Como q é côncava, temos que q é limitada e então
∣∣∣
∫

(vn − v)2q
∣∣∣
1/2

≤ M
( ∫

(vn − v)2
)1/2

= M‖vn − v‖L2 → 0 .
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Além disso, temos
∣∣∣
∫

(vn − v)2q
∣∣∣
1/2

≥
∣∣∣
( ∫

(vn)2q
)1/2

−
( ∫

(v)2q
)1/2∣∣∣ ≥ 0 ,

ou seja, ( ∫
(vn)2q

)1/2

→
( ∫

(v)2q
)1/2

.

Como
∫

(vn)2q = 1, ∀n, temos que
∫

(v)2q = 1.

Por outro lado, como

−4vn = λnq(x)vn ,

temos que

∫

Ω

∇vn · ∇ϕ = λn

∫

Ω

vnqϕ, ∀ϕ ∈ C∞
0 (Ω) .

Como vn que converge para v fracamente em H1
0(Ω), temos que

∫

Ω

∇vn · ∇ϕ →
∫

Ω

∇v · ∇ϕ .

Da convergencia em L2(Ω), temos
∫

Ω

vnqϕ →
∫

Ω

vqϕ, ∀ϕ ∈ C∞
0 (Ω) .

Com isso temos que
∫

Ω

∇v · ∇ϕ = λ̃

∫

Ω

vqϕ, ∀ϕ ∈ C∞
0 (Ω) ,

isto é, v satisfaz o problema

−4v = λ̃vq(x) = 0 em Ω
v = 0 em ∂Ω .

Além disso, como v ≥ 0 e q > 0, segue que −4v ≥ 0. Aplicando
novamente o Teorema 1.25, obtemos que v > 0 em ∂Ω. Logo v satisfaz o
problema

4v + λ̃q(x)v = 0 em Ω
v = 0 em ∂Ω
v > 0 em Ω .
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Mas a primeira autofunção é a única que não troca de sinal. Logo v é a
primeira autofunção.

Como log vn são côncavas em Ωn e log vn → log v pontualmente, temos
que log v é côncava, o que conclui a demonstração do Teorema 3.1.

¥
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Apêndice A

Dada uma função cont́ınua não decrescente γ : R → R, com γ(0) = 0,
construiremos aqui funções γn reais anaĺıticas, crescentes com γn(0) = 0 e tais
que γn → γ uniformemente em um compacto previamente escolhido. Para o
problema em questão, basta que o compacto contenha o intervelo [0, 1].

Construiremos polinômios pn tais que

pn → γ uniformemente em [−1, 2] ,

pn(0) = 0 ,

pn estritamente crescente no intervalo [−1, 2] .

Seja ε > 0 fixo.

Consideremos Kn uma seqüência de Dirac com o suporte de Kn contido
em (− 1

n
, 1

n
), Kn ∈ C∞, Kn ≥ 0 e com

∫ +∞
−∞ Kn = 1.

Fazendo a convolução da seqüência de Dirac com γ, temos

Kn ∗ γ ∈ C∞ ,

Kn ∗ γ → γ uniformemente em [−1, 2] .

Para n convenientemente grande, obtemos que g definida por

g(x) = (Kn ∗ γ)(x)− (Kn ∗ γ)(0) ∈ C∞

satisfaz

sup
[−1,2]

|g − γ| < ε

3
.
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Observemos que g é não decrescente, pois como γ é não decrescente, se
x < y, γ(x− t) ≤ γ(y − t). Juntando isso ao fato de que Kn ≥ 0, temos

(Kn ∗ γ)(x) =

∫ +∞

−∞
γ(x− t)Kn dt ≤

∫ +∞

−∞
γ(y − t)Kn dt = (Kn ∗ γ)(y) .

Temos agora g : R→ R não decrescente tal que g(0) = 0 e g ∈ C∞.

Consideremos g
′
: R→ R. Temos que g

′
(x) ≥ 0, ∀x.

Pelo Teorema da Aproximação de Weierstrass, existem qn polinômios tais
que

qn → g
′

uniformemente em [−1, 2] .

Se qn(x) ≥ 0, ∀x, definimos

Tn(x) = qn(x) +
1

n
.

Se qn(x) < 0 para algum x ∈ [−1, 2], teremos que inf [−1,2] qn < 0.

Como qn → g
′
uniformemente em [−1, 2], temos que

inf
[−1,2]

qn → 0, pois g
′ ≥ 0 .

Seja

Tn(x) = qn(x)− inf
[−1,2]

qn +
1

n
.

Em qualquer um dos casos temos que

Tn → g
′

uniformemente em [−1, 2] ,

Tn > 0, ∀x ∈ [−1, 2]

e Tn são polinômios.

Logo, para n suficientemente grande, obtemos um polinômio Tn = T tal
que

T (x) > 0, ∀x ∈ [−1, 2] ,
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|T (x)− g
′
(x)| < ε

6
∀x ∈ [−1, 2] .

Finalmente, seja p(x) =
∫ x

0
T (s) ds.

Então
(i) p(x) é polinômio;
(ii) p(x) é estritamente crescente em [−1, 2];
(iii) Como p(0) = 0, g(0) = 0 e |p′(x)− g

′
(x)| < ε

6
, ∀x ∈ [−1, 2], segue que

|p(x)− g(x)| < ε

6
3 =

ε

2
, ∀x ∈ [−1, 2] .

Portanto,

|p(x)− γ(x)| ≤ |p(x)− g(x)|+ |g(x)− γ(x)| ≤ ε

2
+

ε

3
< ε, ∀x ∈ [−1, 2] .

Como ε é arbitrário, podemos construir uma seqüência de polinômios com
as propriedades desejadas.
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Apêndice B

Consideremos o operador

F : {u ∈ C2,α(Ω′)
∣∣u = w em ∂Ω

′} × (−ε0, ε0) → Cα(Ω′)

dado por

F (ϕ, ε) =
∑
i,j

aij(∇ϕ)ϕij − b(x, ϕ,∇ϕ)− εϕ .

Definindo

T (ψ) =
∑
i,j

aij(∇ϕ)ψij +

[ ∑

i,j,k

∂aij

∂pk

(∇ϕ)ϕij − ∂b

∂pk

(x, ϕ,∇ϕ)

]
ψk

− [
∂b

∂ϕ
(x, ϕ,∇ϕ) + ε]ψ ,

mostraremos que

‖F (ϕ + ψ, ε)− F (ϕ, ε)− T (ψ)‖C0,α

‖ψ‖C2,α

→ 0

ou seja, T é a derivada de Fréchet de F .

De fato, temos

|F (ϕ + ψ, ε)− F (ϕ, ε)− T (ψ)|

=

∣∣∣∣
∑
i,j

aij(∇ϕ +∇ψ)[ϕij + ψij]− b(x, ϕ + ψ,∇ϕ +∇ψ)− εϕ− εψ
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−
∑
i,j

aij(∇ϕ)ϕij + b(x, ϕ,∇ϕ) + εϕ−
∑
i,j

aij(∇ϕ)ψij

−
[ ∑

i,j,k

∂aij

∂pk

(∇ϕ)ϕij − ∂b

∂pk

(x, ϕ,∇ϕ)

]
ψk +

[ ∂b

∂ϕ
(x, ϕ,∇ϕ) + ε

]
ψ

∣∣∣∣

≤
∣∣∣∣
∑
i,j

aij(∇ϕ+∇ψ)[ϕij+ψij]−
∑
i,j

aij(∇ϕ)ϕij−
∑
i,j

aij(∇ϕ)ψij−
∑

i,j,k

∂aij

∂pk

(∇ϕ)ϕijψk

∣∣∣∣

+

∣∣∣∣b(x, ϕ,∇ϕ)−b(x, ϕ+ψ,∇ϕ+∇ψ)+
∑

k

∂b

∂pk

(x, ϕ,∇ϕ)ψk+
∂b

∂ϕ
(x, ϕ,∇ϕ)ψ

∣∣∣∣

≤
∣∣∣∣
( ∑

i,j

aij(∇ϕ+∇ψ)[ϕij+ψij]−
∑
i,j

aij(∇ϕ)[ϕij+ψij]

)
−

∑

i,j,k

∂aij

∂pk

(∇ϕ)ϕijψk

∣∣∣∣

+

∣∣∣∣−
∂b

∂ϕ
(x, ϕ + θψ,∇ϕ + θ∇ψ)ψ −

∑

k

∂b

∂pk

(x, ϕ + θψ,∇ϕ + θ∇ψ)ψk

+
∑

k

∂b

∂pk

(x, ϕ,∇ϕ)ψk+
∂b

∂ϕ
(x, ϕ,∇ϕ)ψ

∣∣∣∣

≤
∣∣∣∣
∑

i,j,k

∂aij

∂pk

(∇ϕ + θ∇ψ)[ϕij + ψij]ψk −
∑

i,j,k

∂aij

∂pk

(∇ϕ)ϕijψk

∣∣∣∣

+

∣∣∣∣
(

∂b

∂ϕ
(x, ϕ,∇ϕ)− ∂b

∂ϕ
(x, ϕ + θψ,∇ϕ + θ∇ψ)

)
ψ

+
∑

k

(
∂b

∂pk

(x, ϕ,∇ϕ)− ∂b

∂pk

(x, ϕ+θψ,∇ϕ+θ∇ψ)

)
ψk

∣∣∣∣

≤
∣∣∣∣
( ∑

i,j,k

∂aij

∂pk

(∇ϕ+θ∇ψ)ϕijψk−
∑

i,j,k

∂aij

∂pk

(∇ϕ)ϕijψk

)
+

∑

i,j,k

∂aij

∂pk

(∇ϕ+θ∇ψ)ψijψk

∣∣∣∣

+M |(x, ϕ,∇ϕ)− (x, ϕ + θψ,∇ϕ + θ∇ψ)|α|ψ|

+
∑

k

M |(x, ϕ,∇ϕ)−(x, ϕ+θψ,∇ϕ+θ∇ψ)|α|ψk|
∣∣∣∣
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≤
∑

i,j,k

∣∣∣∣
∂aij

∂pk

(∇ϕ+θ∇ψ)ϕijψk− ∂aij

∂pk

(∇ϕ)ϕijψk

∣∣∣∣+
∑

i,j,k

∣∣∣∣
∂aij

∂pk

(∇ϕ+θ∇ψ)ψijψk

∣∣∣∣

+M [
(|ψ|2 + |∇ψ|2)1/2

]α|ψ|+
∑

k

M [
(|ψ|2 + |∇ψ|2)1/2

]α|ψk|

≤
∑

i,j,k

N |(∇ϕ + θ∇ψ)− (∇ϕ)|α|ϕij||ψk|+
∑

i,j,k

N |ψij||ψk|

+M [
(|ψ|2 + |∇ψ|2)1/2

]α(|ψ|+
∑

k

|ψk|)

≤
∑

i,j,k

N |θ∇ψ|α|ϕij||ψk|+
∑

i,j,k

N |ψij||ψk|

+M‖ψ‖α
H1(|ψ|+

∑

k

|ψk|)

≤ N
(
|∇ψ|α

∑

i,j,k

|ϕij||ψk|+
∑

i,j,k

|ψij||ψk|
)

+ M‖ψ‖α
H1

(
|ψ|+

∑

k

|ψk|
)

.

Como ϕ, ψ ∈ C2,α, temos

sup
x
|F (ϕ + ψ, ε)− F (ϕ, ε)− T (ψ)|

≤ sup
x

(
N

(
|∇ψ|α

∑

i,j,k

|ϕij||ψk|+
∑

i,j,k

|ψij||ψk|
)

+ M‖ψ‖α
H1

(
|ψ|+

∑

k

|ψk|
))

≤ N
(
|∇ψ|α

∑

i,j,k

‖ϕ‖C2,α‖ψ‖C2,α +
∑

i,j,k

‖ψ‖C2,α‖ψ‖C2,α

)

+M‖ψ‖α
H1

(
‖ψ‖C2,α +

∑

k

‖ψ‖C2,α

)

≤ N
(|∇ψ|α‖ϕ‖C2,α‖ψ‖C2,αn3 + ‖ψ‖C2,α‖ψ‖C2,αn3

)

+M‖ψ‖α
H1

(‖ψ‖C2,α + n‖ψ‖C2,α

)
.

Observemos que se ‖ψ‖C2,α → 0, então |∇ψ|α → 0 e ‖ψ‖α
H1 → 0.
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Logo

sup |F (ϕ + ψ, ε)− F (ϕ, ε)− T (ψ)|
‖ψ‖C2,α

≤ Nn3|∇ψ|α‖ϕ‖C2,α + Nn3‖ψ‖C2,α + M(n + 1)‖ψ‖α
H1 → 0

quando ‖ψ‖C2,α → 0.

Empregando racioćınios análogos, mostra-se que

sup
x 6=y

|F (ϕ(x) + ψ(x), ε)− F (ϕ(x), ε)− T (ψ(x))

‖ψ‖C2,α |x− y|α

−(F (ϕ(y) + ψ(y), ε)− F (ϕ(y), ε)− T (ψ(y))|
‖ψ‖C2,α|x− y|α → 0

quando ‖ψ‖C2,α → 0.

Disto segue que

‖F (ϕ + ψ, ε)− F (ϕ, ε)− T (ψ)‖C0,α

‖ψ‖C2,α

→ 0 .

77



Bibliografia

[1] L. A. Caffarelli & J. Spruck, “Convexity properties of solutions to some
classical variational problems”, Comm. in Partial Differential Equations,
7(11), 1337 - 1379 (1982).

[2] H. J. Brascamp & E. Lieb, “On extensions of the Brunn-Minkowski
and Prekopa-Leindler theorems, including inequalities for log concave
functions, and with an application to a diffusion equation”,J. Funct.
Anal. 22 (1976) 366-389.

[3] N. Korevaar, “Capillary surface convexity above convex domains”, In-
diana Univ. Math. J., 32 (1983), 73-82.

[4] M. H. Protter & H. F. Weinberger, Maximum Principles in Differential
Equations, Prentice - Hall, Inc. 1967.

[5] D. Gilbard & N. S. Trudinger, Elliptic Partial Differential Equations of
Second Order, Second Edition, Springer - Verlag, 1998.

[6] C. S. Hönig, Aplicações da Topologia à Análise, Projeto Euclides, IMPA,
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