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Resumo

Este trabalho estuda a teoria de desenho de mecanismo. Desenho de mecanismo passou a
fazer parte da teoria econémica a partir da década de 60. Seu desenvolvimento deve-se, em grande
parte aos trabalhos de Vickrey, Clarke e Groves relacionados a problemas de incentivo.

Esta dissertacdo apresenta os principais desenvolvimentos tedricos na area de desenho de
mecanismo, destacando a importancia dos conhecidos teoremas de envelope para estes problemas.
E apresentada também uma nova versio do teorema de envelope desenvolvida por Milgrom e Segal
que pode amplamente ser empregada em problemas de desenho de mecanismos. Essa nova versao
do teorema de envelope de Milgron e Segal permite relaxar algumas hipoteses restritivas da teoria
de desenho de mecanismos, permitindo obter novos resultados e explorar aqueles ja estabelecidos,

principalmente em problemas relacionados a desenhos de leil6es.

Palavras chave: Desenho de mecanismo, Compatibilidade de Incentivo, Eficiéncia, Teorema

de Envelope de Milgron e Segal.



Abstract

This work studies the mechanism design theory. Mechanism design started to be part of the
economic theory since the 60°s. Its development occurred, mainly, because of Vickrey, Clarke and
Groves’ work, related to incentive problems.

This study presents the major theoretical developments in mechanism design, pointing out
the importance of the known envelope theorems for these problems. A new version of the envelope
theorem built by Milgrom and Segal, which can be widely used in problems of mechanism design,
is also presented. This new version permits to relax some restrictive hypotheses of the mechanism
design theory, allowing to get new results and to explore those already established, mostly about

problems related to auction designs.

Key words: Mechanism design, Incentive compatible, Efficiency, Milgrom and Segal’s

Envelope Theorems.
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1 INTRODUCAO

Os Problemas de Incentivos surgem na teoria econdmica sob véarias formas. Groves
(1973) afirma que esse problema apareceu inicialmente na teoria econdmica com o debate
conhecido como controvérsia socialista. Mas segundo o préprio Groves os problemas de
incentivo podem ser encontrados em qualquer organizagdo, das quais uma economia
centralmente planejada é apenas um caso extremo. Alcangar eficiéncia quando os agentes
econémicos buscam seus interesses individuais € um problema econémico fundamental.
Portanto criar estruturas de incentivos com o objetivo de fazer com que esses agentes, que
visam seu interesse proprio, tomem decisbes que levem a eficiéncia econbémica é um
problema comum em economia. Muitos trabalhos foram desenvolvidos tratando de problemas
de incentivos em modelos de alocacdo de bens publicos. Também foram amplamente
analisados mecanismos 6timos de alocacédo de recursos gerais e incentivos individuais.

Um teorema provado inicialmente por Hurwicz (1972) para uma economia de trocas
puras com bens privados, e posteriormente provado por Ledyard e Roberts (1974) para uma
economia com bens publicos afirma o seguinte: em geral ndo existe mecanismo de alocacéo
de recursos que seja “individualmente racional”, 6timo de Pareto o qual é também
“individualmente incentivo compativel” para os agentes'. Segundo Groves (1977) esse
teorema implica que o comportamento competitivo ndo é um comportamento 6timo.

A primeira formulagdo de um mecanismo de incentivo foi desenvolvida por Vickrey
(1961). Vickrey desenvolveu seu mecanismo como um procedimento para evitar especulacédo
de monopolistas e monopsonistas em licitacBes publicas. Aproximadamente uma década mais
tarde, Clarke (1971) e Groves (1969), independentemente redescobriram tais mecanismos.
Clarke (1971) desenvolveu um exemplo particular desses mecanismos em um modelo de
equilibrio parcial. O problema era para determinar a quantidade 6tima de um bem publico
sobre a suposicdo restritiva de que a elasticidade renda da demanda pelo bem publico é
identicamente zero. Groves (1971) desenvolveu e formulou analiticamente a classe geral
desses mecanismos de incentivos 6timos no contexto de modelos de decisdes gerais de times.
Os mecanismos de Groves foram desenvolvidos para fornecer um método de avaliacdo de
tomadores de decisdes descentralizados. O objetivo era criar uma estrutura de incentivos que
levasse esses tomadores de decisbes a agirem como um time. Mais tarde Groves e Loeb
(1975) e Groves (1976) ampliaram esses mecanismos para problemas de decisdes de escolha

! Esses conceitos sdo definidos em Hurwicz (1972).



Otima em modelos de producdo com presenca de externalidades, e niveis de escolha étima de
insumos publicos na producéo.

Todos esses modelos sdo modelos de equilibrio parcial nos quais payoff para os
diferentes participantes (tomadores de decisdo) pode ser comparado diretamente e transferido
livremente. Na linguagem da teoria dos jogos, esses modelos sdo jogos ndo cooperativos com
n participantes. E utilidade é transferivel livremente. Para esse grupo de modelos Green e
Laffont (1977) mostraram que a classe de mecanismos de incentivo formulada por Groves
inclui todos os mecanismos deterministicos possiveis para induzir agentes a reportar
verdadeiramente e, possibilitando dessa forma, alcancgar decisdes 6timas.

Groves e Ledyard (1977) desenvolveram um modelo que distinguia dos demais por
ser um modelo de equilibrio geral, no qual o efeito renda é considerado (isto é, utilidade nao é
livremente transferivel). Esse modelo assegurava também que o orgamento do governo estava
sempre equilibrado, que era requerido pela lei de Walras para 6timo de Pareto.

Groves e Ledyard criaram um mecanismo para determinar alocagfes eficientes de
bens publicos quando as preferéncias sdo desconhecidas e os consumidores sao livres para
informar errado suas demandas por bens publicos. Eles provaram o teorema basico do bem-
estar para este modelo: Se os consumidores sdo competitivos em mercados para bens privados
e seguem um comportamento de Nash nas escolhas das demandas para reportar ao
mecanismo, entdo os equilibrios sdo Otimos de Pareto.Posteriormente Groves e Ledyard
(1980) mostraram que o resultado obtido por eles ndo era vazio, mostrando que este equilibrio
existira para uma grande classe de economias.

Ja Laffont e Maskin (1980) mostram como um numero de questdes sobre mecanismos
de estratégias dominantes em modelos com bens publicos, podem ser convenientemente
formulados como sistemas de equagdes diferenciais parciais. A questdo da existéncia de
mecanismos com estratégias dominantes com algumas propriedades desejaveis tornam-se
equivalentes a integrabilidade destas questfes. Essa formulacdo possibilitou derivar de forma
mais simples e tornar mais fortes uma variedade de resultados em incentivos. Permitiu
também desenvolver novos teoremas para a estrutura matematica comum a varias questdes
aparentemente diferentes.

Na mesma linha de trabalhos, Walker (1980) generaliza o resultado de Gibbar (1973)
e Satterthwaite (1975) que mostraram que nao é possivel desenhar instituicdes satisfatorias
(ou mecanismos de decisdo social) que sejam imunes a manipulacdo estratégica. Gibbar e
Satterthwaite demonstraram que sob qualquer mecanismo razoavel, um participante as vezes,

poderia agir como se suas preferéncias diferentes das verdadeiras e assegurar um resultado



que ele prefira sobre o resultado do caso em que ele informa verdadeiramente suas
preferéncias. Walker afirma que o resultado de Gibbar e Satterthwaite se aplica apenas a
problemas nos quais existe um namero finito de alternativas sociais, € nos quais, nenhuma
preferéncia individual sobre as alternativas sociais pode ser excluida de consideracédo a priori.

Walker generalizou esse resultado e mostrou que a propriedade de estratégia
dominante pode geralmente ser obtida. Bastando para isso apenas relaxar a exigéncia de
Otimo de Pareto para alguns resultados. O resultado de Walker inclui modelos padrbes de
bens puablicos, e demonstra que situagcBes econdmicas envolvendo bens publicos sdo
inerentemente manipuldvies. Nao se pode criar um mecanismo que sempre fornecga alocagoes
eficientes de Pareto e financiamento de bens publicos, e que ao mesmo tempo seja imune a
manipulacdes estratégicas.

Os resultados citados estdo entre aqueles que consolidaram a teoria dos desenhos de
mecanismos. Myerson (1981) foi o primeiro a aplicar desenho de mecanismo a teoria dos
leil6es, desenhando leildes para maximizar receita. A partir dai muitos outros trabalhos foram
desenvolvidos na area, e grande parte da teoria dos leilGes passou a ser modelada sob a 6tica
dos desenhos de mecanismos, o0 que foi de grande importancia para o desenvolvimento e
fortalecimento da teoria dos leilGes.

Em todo o desenvolvimento da teoria de desenho de mecanismo foi usado um vasto
instrumental matematico, a se destacar os teoremas de envelope. O uso dos teoremas de
envelope trouxe importantes consequéncias, a se destacar o lema de Holmstrom e o lema de
Myerson, 0s quais sdo analogos da teoria de incentivo aos famosos lema de Hotelling e lema
de Sheppard da teoria da demanda. Segundo Milgrom (2004) o uso de teoremas de envelope
permite provas curtas de muitos resultados famosos e revela relacbes proximas entre eles.
Entre estes resultados esta o teorema de Green-Laffont-Holmstrom, que afirma que os
mecanismos VCG séo o0s Unicos mecanismos eficientes em estratégia dominante. O teorema
de Myerson-Satterthwaite sobre a inevitavel ineficiéncia de barganha em informacéo
incompleta, o teorema de Jehiel-Moldanavu sobre a impossibilidade de implementar
resultados eficientes com selecdo adversa, e os teoremas de payoff e receita equivaléncia.
Também o teorema do leildo 6timo de Myerson-Riley-Samuelson e o teorema fraco dos
cartéis de McAfee-McMillan.

Neste trabalho apresentamos a teoria dos desenhos de mecanismos. E mostramos
como as novas versdes para os teoremas de envelope desenvolvido por Milgrom e Segal
(2002) podem ser usadas para obter a solucdo de problemas de desenho de mecanismos de

uma forma menos restritiva do que a estabelecida anteriormente. Além dessa introducdo essa
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dissertacdo é composta por quatro capitulos. No capitulo 1 apresentamos as ferramentas
matematicas basicas empregadas na teoria dos desenhos de mecanismos, e 0S Nnovos
resultados de Milgrom e Segal (2002). No capitulo 2 apresentamos uma versdo geral do
modelo de desenho de mecanismos e mostramos como os resultados de Milgrom e Segal
podem ser usados. No capitulo 3 apresentamos 0os mecanismos de Vickrey, Clarke e Groves,
que é um referencial para a teoria de desenho de mecanismos. Ja no capitulo 4 apresentamos
algumas das principais aplicacdes e exemplos de desenhos de mecanismos, com destaque
para sua aplicacao & teoria dos leildes, onde os novos resultados de Milgrom e Segal podem

ser empregados com Sucesso.
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2 DEFINICOES BASICAS E OS TEOREMAS DE MILGROM E SEGAL

Neste capitulo apresentamos os resultados matematicos basicos empregados na teoria
de desenhos de mecanismos exposta posteriormente Mostramos também os novos resultados
obtido por Milgrom e Segal (2002) que desenvolveram uma versdo para o teorema do
envelope na forma integral, que é uma ferramenta indispensavel na anélise de desenhos de
mecanismos. Estes resultados séo parte do que genericamente conhecemos como teoremas de
envelope.

Estes teoremas estabelecem a derivabilidade da funcdo-valor 6timo em problemas de
otimizagdo parametrizada e fornecem uma férmula para esta derivada.

Inicialmente apresentamos uma definicdo geral de correspondéncias e definimos o
conceito de hemicontinuidade, posteriormente apresentamos o teorema de Rademacher, de
grande importancia quando se deseja obter derivadas de fungbes concavas. Em seguida
mostramos uma forma de se obter as derivadas direcionais de fun¢des concavas. Na ultima
secdo do capitulo apresentamos o0s novos resultados obtidos por Milgrom e Segal em
problemas de otimizacao e também uma generalizacdo do lema de Scheinkman, concluindo as

ferramentas matematicas basicas para a analise de desenhos de mecanismos.

2.1 Correspondéncias

Em problemas de otimizacdo, podem existir varios pontos 6timos. Para cada conjunto
de valores dos parametros podem existir inumeras solugdes e, portanto, a relacdo que associa
0s parametros aos pontos pode ndo ser uma fungdo. Correspondéncias aparecem na literatura
matematica e econdmica com diversas designagdes: set-value functions, multivalued
functions, multifunctions, point-to-set maps, séo algumas das designacGes empregadas.

Formalmente, uma correspondéncia F : X — Y, do conjunto X no conjunto Y, é uma

parte do plano cartesiano X xY , isto ¢, F < X xY . Além disso, pode ser definida como:
dados os conjuntos X,Y <", uma correspondéncia F : X —Y ¢é uma regra que associa um
conjunto F(x)cY para cada xe X . Observe que fungdes do tipo f : X — Y sdo um tipo
particular de correspondéncia de X em Y tais que para a cada x € X associa apenas um yeY ,

istoé, (X,¥), (x,y)ef=y=Y.
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Dada uma correspondéncia F: X — Y, definimos dois tipos diferentes de imagens

inversasde Bc Y :

F (B)={xe X/F(X)nB #J;
F*(b)={xe X /F(x) < B}.

Sejam X e Y espacos topoldgicos. Dizemos que F é hemicontinua superior (uhc) em

X, € X se para toda vizinhanca aberta V c Y de F(xo), existe uma vizinhanca aberta U < X de
Xo tal que se xeU entdo F(x) <V, isto €, as imagens inversas superiores de vizinhancgas

abertas de F(xo) sdo vizinhancas abertas de xo. De forma similar, define-se que F é

hemicontinua inferior (Ihc) em xo se para todo aberto V Y tal que F(x,)nV #J existe
vizinhanga aberta U < X de Xo tal que se x eU entdo F(X,) NV = . Dito de outra forma, as

imagens inversas inferiores de abertos que interceptam F(xp) séo vizinhancas abertas de xo. se
diz que F é hemicontinua (hc) (ou simplesmente continua) em X se for uhc e Ihc em xo.
Dizemos que F é hemicontinua superior em X se for hemicontinua superiro em todos
os pontos de X. De maneira similar, se diz que F é hemicontinua inferior em X se for
hemicontinua inferior em todos os pontos de X. Neste caso, podemos caracterizar a
hemicontinuidade superior dizendo que F é hemicontinua superior se a imagem inversa

superior F*(G) de todo aberto G de Y é aberto de X, e F é hemicontinua inferior F~(G) de

todo G de Y € aberto de X.

Se F(x) for um conjunto fechado ou compacto para todo xe X , dizemos que F €
valor-fechado ou valor-compacto. Se Y for um espaco vetorial e F(x) for convexo para todo
x € X , dizemos que F é valor-convexo.

Se o grafico de F,

graf (F)=F ={(x,y) e (X,Y)/y e F(x)}

é um subconjunto fechado de X xY dizemos que F é fechado. Se X e Y sdo espacos
vetoriais e F for convexo dizemos que F é convexa.

Passamos agora a estabelecer a concavidade da fungdo valor-6timo em um problema
de maximizacdo de uma funcdo objetivo cOncava sobre uma correspondéncia convexa.

Iniciamos com a seguinte definicéo:
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Definicdo 1.1: Dizemos que g: X —Y é uma correspondéncia convexa se X, X, € X
tal que y, e g(x) ey, € g(x,) implica [Q-2)y, + 1y,] € g(A-2)X + 1X,); para 0< A <1.

Dada esta definicdo, vamos apresentar um lema que estabelece a concavidade da V:

Lema 1.1: Seja o seguinte problema de otimizagdo, assumindo que existe
y*(x) € g(x) que soluciona:

V(x) =max f(X,Yy)
sa.yeg(x)

onde f:XxY —[ éuma fungdo cbncava e
g: X —Y € uma correspondéncia convexa.

Entdo, podemos afirmar que V(x) é uma funcdo concava.

Prova:

VI(A=A)x +4%) = T(A-2)% +4%,); y* (1= )% +4X,) ;

Como g(0) é convexa entdo:

A-A)y*(x)+Ay*(X,) € g(A-A)x + 1X,) , €,

V(L= A)X +A%,) > F (L= A)X +A%,); (L=A)y (x)+ Ay (X,)

Devido a concavidade da f:

V(L= 2)% + %) = (1= 2) f (%, y1) + AT (%, ¥3)

Entdo: V ((L—A)x + A%,) > 1—A)V (X)) + AV (X,),

Logo V é concava.
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Agora apresentamos um teorema que de grande importancia para se obter derivadas de
funcdes-valor 6timo como o apresentado acima. Trata-se do notavel teorema de Rademacher,

que afirma que uma funcéo Lischitz é diferenciavel quase sempre em seu dominio.

Teorema 1.1 — Teorema de Rademacher: Seja f:[J" —[ ™ uma fungdo localmente

Lipschitz?. Ento f é diferenciavel no sentido de lebesque, quase sempre em seu dominio.

2.2 Fungdes Concavas e suas Derivadas Direcionais

Nesta secdo desenvolvemos e mostrar alguns resultados referentes a fungfes concavas
e 0 comportamento de suas derivadas direcionais.

Vamos considerar uma funcdo cOncava. Sejam trés pontos distintos, a saber:
X, X, €X,. Fagamos entdo cordas abaixo dessa fungdo ligando os trés pontos dois a dois. O
objetivo € extrair relacdes entre as inclinacGes das referidas cordas. Um resultado conhecido

sobre fungdes concavas na reta nos diz que:

Lema 1.2: Sejaafuncdo ¢:1 <l -0 . ¢ écbncava <

P(%) —0(%,) _ 9(%)—e(x) _ 0(%) —e(x)
X3 =%, - X3 =X - X; =%

paratodo X, X, e X, tal que x, =(1—-A)x +Ax;; 1€(0,1).

Este resultado pode ser generalizado para func¢des concavas definidas em convexos do

Lema 1.3: f:D*™° <" —[, f é concava <> é cbncava quando restrita aos
segmentos de reta que unem os pontos de D.

Sejam x°, X e X"e D, entfo temos que:

FO) - () o F(X) - F(X)

f(X)— f(x°)
R |

>
X —x"H

2 Funcdes convexas ou concavas séo localmente Lipschitz.
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Essas relagcdes surgem naturalmente da observacédo das inclinagdes das retas que unem
os trés pontos escolhidos. Juntamente com o Lema 1.3 podemos estabelecer o seguinte

resultado:

Lema 1.4: Seja f : D™ ] 1] ;fécbncava <

FX)- () F(X)- () F(xO)=F(X)
R I e

paratodo x°, X ex"e D tal que x° =(1-A)X+AX"; 1€(0,1).

Prova:

—  Sef é cdncava entdo f é concava quando restrita aos segmentos de reta contidos

no seu dominio, isto é, w(t) = f ((L-t)X'+tx") é cébncava para X, X e D.

De modo que:
y(@)=1(x");
()= f(Q-A)X+AX") = f(x°);
w(0) = f(X).
Logo:
v(A =y, yO-y(©) , yD=v(4)
y) - 1 T 1-2 '
Mas:
X° = (- A)X+AX" X0 —X'= (1= )X +AX~
X° = X+A(X"=X) X' = X"=(1-A)(X-X")
X? = X'= A(X"-X) on - XH =([1-2)|(x"=x)|
[x* x| = 2=
0 , (1_1’) = PR
x| x=x1
A==
=]

Substituindo w(t), 1 e (1— 1) em (*) obtemos:

f(x°) - f(X) > F(X)— F(X) > f(X7) - f(x°)

X% — X X =x°

[x“=x] "=
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Multiplicando cada termo por m temos:

0= 100, FOO)= 1) F0O)-1()
po-x| =l e

«— De maneira similar, se (1) é concava sobre cada linha = f é concava.

Como vimos (t) é concava sobre cada linha, pois:

y(A) -y  y®-v©0)  y@®)-y1)
A1 1-4

Como foi mostrado, isto implica na concavidade da f.

Outro conceito importante para os problemas que estamos tratando é o conceito de
derivadas direcionais. Em funcdes concavas, as derivadas direcionais pela direita ndo podem

ser menores que aquelas pela esquerda. Esse resultado esta resumido no lema seguinte:

Lema 1.5; f:D¥eeomee —nn s - f chncava. Entdo:

i) existem as derivadas direcionais a—]:(xg) e a—]:(x(;);
ou ou

G i of

i) —(x) < —(x7).
) aU(o) au(")
Prova:

Por definicdo:

0 = 0
6—]:(xg):lim f(x"+tl)— f(x")
ou t

t—>0"
onde U é um vetor e t um escalar.
Lembre-se da selecdo de pontos para a fungéo f e podemos escrever esses pontos como

segue:
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X'=x° +td
X% = x°

n 0 n
X"=x°+t"0

E importante observar que os vetores x’ e x’’ tém sentidos opostos e aqui

convencionamos, sem perder generalidade, que t’< 0 e t’’> 0. Podemos entdo escrever:

H(xO +t"U)—x°H =t =t ||

H(x0 +1'0) - XOH =|t"a| =—t"||d
Pela concavidade da f e usando o lema 1.4:

FO+t"0) = F(x°) _ FOC+t"0) - F(x°+1'0) _ () - (X +1'0)
"l (t"-t)]al —t']a]

Entdo parat’<0<t’:

f(x°+t"0) - f(x%) - f(x°+t'0) - f(x°)

t]a o
f(x°+t"0) - f(x°) - f(x°+t'd)— f(x°)
t]a o

Por outro lado, usando também o lema 1.3:

FOC )= F () FOC+t"0) — £ (x°)
tjd] ) t*|Jd

,parat<t’.

Logo:

lim f (X% +td) - f(x°)

t—0" t

0, +7) _ £ (0
existe® e é igual a %(xg)zsup{f(x )= 1), t>0}
a

ta

% Pode ser +o0 caso estejamos num ponto da fronteira do dominio. No caso aqui tratado o dominio é aberto, logo
as derivadas sdo sempre limitadas.
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Ja para o caso da derivada direcional a esquerda temos:

t—0"

0 = 0
8—]:(x5):lim f (X" +tl)— f(x ).
ou t

Usando um raciocinio similar ao anterior, mas escolhendo um x qualquer entre x” e x°,

podemos escrever.

0 i 0 0 T 0
_f(x +tu)a— f(x )g— f(x"+t %1)%— f(x ); parat > ', entio:
~t]al [

f(x°+td) - f(x°) - f(x"+t'0) - f(x°)
g —t'[d]

Logo:

X+t - (X)L , of

lim ( )= () existe e € —(x,) .

t—0" 8

Vamos utilizar o fato de que f € concava e que as derivadas direcionais existem. Seja

X fixo e seja 0 mesmo conjunto de pontos escolhidos anteriormente, usando t’< 0 < t’:

f(x°+t"0)— f(x°) - f(x°+t'd)— f(x°)
t" - t' '

Logo, fazendo t'— 0" et"— 0" entdo: %(xg) sg—t(xg).
U U

2.3 O Trabalho de Milgrom e Segal (2002)

O teorema do envelope na forma integral tem um papel central na analise dos

desenhos de mecanismos. Em livros textos, geralmente o teorema do envelope é apresentado
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na forma diferenciavel e frequentemente depende de suposicdes sobre a convexidade ou
estrutura topoldgica do conjunto de escolhas X. Tais suposi¢cdes ndo sdo satisfatorias em
aplicacdes para a teoria dos desenhos de mecanismos, porque o problema de escolha de um
participante pode ndo ter a estrutura necessaria. Por exemplo, o participante pode ter que
escolher uma mensagem para enviar ao operador do mecanismo de um conjunto de
mensagens X que ndo tenha uma estrutura interessante. Entretanto, mesmo quando a estrutura
de X ndo é um problema, a funcao-valor maximo, V, pode nédo ser diferenciavel sempre. Para
as aplicagcdes em desenhos de mecanismos 0 que € necessario € um teorema que verifique uma
férmula como a proposta por Milgrom e Segal e apresentada a seguir, sem suposi¢des
restritivas no conjunto de escolhas.

Milgrom derivou uma férmula estudando uma familia de problemas de maximizacéo,

parametrizados por t e [0,1], estudando as fungdes relacionadas como segue:

V (t) =supu(x,t),

X)) ={xe X /u(x,t)=V ()}
X (t) e X" (t) para todo t tal que X (t) = &.

A funcéo V é a funcéo valor. As vezes ela é também chamada a “funcéo envelope” por

causa da sua representacdo gréfica. Se, para cada x, plotamos a funcao u(x,D):[O,l]—>D ,

entdo V é o envelope superior dessas funcdes.
A funcdo X' (t) é o conjunto de solugBes Gtimas para o problema (correspondéncia de
escolha 6tima). Para alguns valores do parametro, este conjunto pode ser vazio. Qualquer

funcdo x :[0,1] » X satisfazendo a restricdo acima é uma selecdo de X'. Teoremas de

envelope estabelecem uma relagdo entre a fungio-valor, V, e qualquer selecdo x™ de X’.
O primeiro resultado desenvolvido por Milgrom e Segal relaciona as derivadas da

funcéo valor a derivada parcial u,(x,t) da fung&o objetivo com respeito ao parametro.

Teorema 1.2: Suponha que te[0,1] e X e X (t), e suponha que u,(x,t) existe. Se t
>0 e V é diferenciavel a esquerda em t, entdo V'(t") <u,(x',t). Se t < 1 e V é diferenciavel a
direita em t, entdo V'(t")>u(x,t). Se te(0,)) e V é diferenciavel em t, entdo

V(t)=u,(x,t1).
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Prova:

Usando (1) e (2) podemos observar que para qualquer t'e [0,1],

u(x,t)—u(x,t) V) =V(t).

Pegando t'e (t,1), dividindo os dois lados da equacéo acima por t'—t >0 e tomando os
limites quando t'—t*, tem-se u,(x ,t) <V’(t") se esta derivada existe

Pegando t'e (t,1), dividindo os dois lados da equacgdo acima por t—t">0 e tomando os
limites quando t'—t~, tem-se u,(x",t)>V"(t”) se esta derivada existe.

Logo, quando V é diferenciavel em t e (0,1), tem-se V' (t) =V (t") =V (t") =u, (X ,t).

Através da incorporacdo de um requerimento de que a funcdo objetivo seja concava
tanto na variavel de escolha como no parametro, obtém-se o seguinte corolario apresentado no

mesmo trabalho por Milgrom e Segal.

Corolario 1.1: “Suponha que X & um conjunto convexo e u: X x[O,l]—>D € uma
funcdo concava. Também suponha que t° € (0,1) e que ha algum X" e X (t°), de modo que

u, (X", t) exista. Entdo V é diferenciavel em V'(t°) =u, (x,t°) .”

Prova:

Tomemos t, t7, e /Ie[o,l]. Pela convexidade de X e pela concavidade da f, para

gualquer X, X“e X podemos escrever:

UAX+Q- )X, A+@Q- ) > Au(X 1)+ (L-A)u(X",t7).

Tomando o supremo dos dois lados em X, X“e X e usando a convexidade de X,

obtemos:

V(AC+L-A)C) = AV () + L= AV ().
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E, portanto, V é cdncava. Isto implica que V é direcionalmente diferenciavel em cada

te(0,1) e V'(t7)>V'(t"). Por outro lado, pelo teorema 1.2, V(t;) <u, (X, t°) <V'(t)).

O teorema do envelope na forma integral apresentado aqui foi desenvolvido por
Milgrom e Segal (2002), e oferece condic¢bes suficientes para que a funcdo valor seja
absolutamente continua. Assim, a funcdo valor é diferenciavel quase sempre e pode ser
representada como a integral de sua derivada. Este resultado especificamente é grande

importancia na teoria dos desenhos de mecanismos.

Teorema 1.3. (Teorema do envelope na forma integral 1): Suponha que u(x,) é
absolutamente continua para todo x € X . Suponha também que existe uma funcgéo integravel
b:[0,]] >0, tal que |u(xt)|<b(t) para todo xe X e quase todo te[0,1]. Entio V é
absolutamente continua. Suponha também que u(x,) é diferencidvel para todo xe X , e que

X' (t) = D quase sempre em [0,1]. Entdo para qualquer selecdo x(t) € x (t),

V(t) =V (0) + j; u, (x(s), )ds .

Prova:

ou(x,t . i .
.y existe quase sempre pelo teorema de Lebesgue?, pois u(x,.) é absolutamente

continua.

Pelo teorema de Lebesgue podemos fazer:

* O teorema de Lebesgue afirma que se U : [a, b] — [] absolutamente continua, se somente se, U~ existe quase

b
sempre e U ¢ integravel. Neste caso, I u'(t)dt =u(b)—u(a).
a



V(") =V ()| < sup|u(x,t”) —u(x,t)|

<sup

xeX

6u(x s)
[

8u(x s)

<su pJ'

xeX

V(@) -V () < jt b(t)dt

E parai=1, ..., n, temos que:

i\V (t)-V ) SZ j: b(t)ct.
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n
b é integravel entdo, dado &£>0 existe 6 >0 tal que Z‘ti —ti‘<5 implica em

Zj b(t)dt < &, entdo:

i=1 l
YVE)-VE©)|<e;
i=1
Logo V é absolutamente continua.

V() -V (0) = I;V’(s)ds

V(t) =V (0) + L:V'(s)ds

Entdo V'existe quase sempre, logo V'(t) =

resultado da seguinte forma:

V(t) =V (0) + de

ou(x”(t),t)
ot

, € podemos reescrever o

Uma outra versao do teorema do envelope na forma integral de Milgrom e Segal é

apresentada a seguir.
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Terma 1.4 (Teorema do envelope na forma integral 2): Suponha que u(x,0): [0,1] —
tenha as seguintes propriedades:

i) Existe uma funcdo valor-real u,(x,t) tal que para todo xe X e todo

[a,b]=[0.1], u(x,b)—u(x,a) = I: u,(x,s)ds, e

ii) Existe uma funcdo integravel b:[0,1]—>0, (isto é, Jjb(s)ds<<>o) tal que
|u,(x,t)| <b(t) paratodo x e X e quase todo t €[0,1].

Além disso suponha que X' (t) =argmaxu(x,t) =< para quase todo t < [0,1]. Entdo

xeX

para qualquer selecdo X (t) e X' (t),

V()= (< (0),8) =u(x (0),0)+ [ u,(x (s),)ds .(*)
Prova:

Primeiro mostra-se que V € absolutamente continua. Seja:
B(t) = [ b(s)ds
N .[o '
Para qualquer t', t"<[0,1] com t’<t”,

V (t"=V ()| < supfu(x,t") —u(x,t)|

=sup

xeX

J.:I"uz(x,t)dt‘
< .[:I“SXIEJE|U2(X,'[)|d'[

< | b(t)dt =B(t") - B(t)).

Observe que, por construcdo, B € absolutamente continua. Fixe qualquer &> 0. Desde

que b é integravel, existe algum nimero positivo M tal que J. |b(t)|dt <§. Seja & <ﬁ,
{\b(t)\>M
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escolha qualquer intervalo ndo sobreposto [a ] eseja x eX'(b) e X eX'(a). Se

V(bi)_v(ai)zo’ entao l\/(b) V(a)| U(XH |) u(X|’ |)<U(X|’ |) U(Xl,a)
Similarmente, se V(b)-V(a)<0, entéo
V(b)) -V (a)|=-u(x,b)+u(X,a)<-u(%,b)+u(%,a). Conseqiientemente, se

i|bi —a|<d, entdo:

i=1

2|V(b> -V (a)| = z\u<x., b)-u(%,a)|

<Zk:max(‘u(x b)) —u(x;, a)‘ |u(X b)) —u(X;, a)|)

Zmax(‘_[ u, (X ,t)dt‘ U u (x,,t)dtD

i=1

<Y ax(jaii‘uz(xf,t)‘dt, jai'|u2(>~<i,t)|dt)

Isto estabelece que V é absolutamente continua, logo diferenciavel quase sempre. Seja

t um ponto de diferenciabilidade. Como V (t) =u(x (t),t) e V (t") > u(x (t),t), segue que:

V([t)-V(t) U(X (t),t) —u(x (1), t)
[t'—t| = [t'—t|

Como V é diferenciavel em t, fazendo t'\t conduz a V '(t) >u,(x"(t),t) e fazendo
t'Tt conduz a  V'(t)<u,(X'(t),t). Entdo V'(t)=u,(x"(t),t) em todo ponto de

diferenciabilidade da V. E a equacgéo (*) segue entdo do teorema de Lebesgue.

O teorema do envelope na forma integral se aplica para problemas nos quais a funcéo

objetivo f(x,t) € parametrizada mas o conjunto de estratégias factiveis X ndo €. Em

problemas de desenhos de mecanismos, se a a¢do do agente é reportar informag&o, entdo todo



25

tipo t escolhe do mesmo conjunto de estratégias factiveis. Neste caso, se um desenho de
mecanismo aumentado especifica um conjunto de estratégias S e um funcéo de resultado
Xx:S—Q, entdo o participante estd efetivamente escolhendo um resultado do conjunto

factivel X =x(S) < Q para maximizar seu proprio payoff — um problema no qual o teorema
acima apresentado pode ser aplicado. A equacdo (*) entdo restringe as funcGes performances

X que podem ser implementadas em um espago de tipos [0,1].

2.4 Conclusdo

Até aqui mostramos alguns resultados relevantes que serdo importantes no
desenvolvimento dos demais capitulos. Entre esses resultados mostramos a concavidade de
uma funcao valor-6timo em um problema de otimizacdo em que a funcao objetivo é concava e
a correspondéncia sobre a qual otimiza é convexa. Além disso, apresentamos o teorema de
Rademacher que assegura que toda funcdo concava € derivavel, mostramos que as derivadas
direcionais de uma funcdo concava existem e que essas derivadas pela direita sdo menores
que aquelas pela esquerda. Além disso, foi apresentada uma nova versdo do teorema do
envelope na forma integral desenvolvida por Milgrom e Segal, que pode ser amplamente

empregada na andlise de desenhos de mecanismos.



26

3 DESENHO DE MECANISMO

Alcancar alocacGes eficientes de bens publicos € um problema fundamental em
economia. Sobre esse assunto Groves e Ledyard (1977) afirmaram que acredita-se
amplamente que alcancar uma alocacdo de recursos Otima de Pareto, via métodos
descentralizados, na presenca de bens publicos é fundamentalmente incompativel com
incentivos individuais. Samuelson (1954) mostrou as dificuldades de estender sistemas de
mercados para cobrir alocagdes de bens publicos.

Trabalhos analisando questdes, envolvendo alocacBes eficientes de bens publicos
levaram a consolidacdo do que hoje é conhecido como teoria dos desenhos de mecanismos.
Mais tarde, Myerson (1981), pioneiramente, aplicou desenhos de mecanismos a teoria dos
leilbes, a partir dai a maior parte dos desenvolvimentos na area de leil6es também passaram a
ser modelados através de desenhos de mecanismos.

Além desta introducdo este capitulo consta de mais quatro se¢des. Na primeira se¢ao,
apresentamos um panorama geral da teoria dos desenhos de mecanismos destacando 0s
trabalhos mais relevantes desenvolvidos nessa area. Na segunda secdo definimos algumas
formalidades da teoria dos desenhos de mecanismos apresentando a estrutura geral dos
modelos e seus componentes, definindo o conjunto de participantes, os resultados e o
conjunto de tipos possiveis dos participantes.

Na terceira secdo apresentamos um modelo geral de desenho de mecanismo e o
principio da revelacdo, que pode ser utilizado para limitar o conjunto de mecanismos nos
quais o operador deve focar, facilitando o trabalho. O modelo geral de desenho de mecanismo
é a apresentado em duas versdes: primeiro apresentamos um modelo com um Unico agente e
depois um modelo mais geral com varios agentes. Nessa se¢cdo mostramos como o resultado
obtido por Milgrom e Segal (2002), para o teorema do envelope na forma integral, pode ser
usado para reescrever o resultado do problema.

Este resultado permite unificar as varias formas ja utilizadas para se obter a
derivabilidade da funcéo-valor 6timo em problemas desse tipo, uma vez que assegura
condicdes para que esta funcdo seja absolutamente continua sem impor restricdes como

convexidade ou sobre a estrutura topoldgica do conjunto de escolhas.
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Na quarta secdo apresentamos o modelo de desenho de mecanismo com varios
agentes, que geralmente é empregado em trabalhos envolvendo bens publicos ou em teoria de

leil6es. Na quinta secdo apresentamos a conclusao do capitulo.

3.1 Desenho de Mecanismo: Uma Visao Geral do problema

Segundo Milgrom (2002) e Fundenberg e Tirole (1990) um mecanismo €
essencialmente um conjunto de regras para orientar as interagdes entre partes. Por exemplo,
pode especificar as regras de um leildo.

Quando as regras do mecanismo e o objetivo de quem vao planeja-lo (chamado de
principal) foram especificados, o planejador aplica algum critério, ou conceito de solucéo,
para prever o resultado e entdo avaliar o resultado de acordo com o objetivo. A rigor o que se
busca é identificar o mecanismo que maximiza a performance de acordo com o objetivo
especificado. Por exemplo, 0 objetivo pode ser encontrar um leildo que maximiza o preco de
venda esperado.

Atualmente, a teoria dos desenhos de mecanismos faz uso de hip6teses muito fortes
para alcancar conclusdes teoricas que as vezes sao frageis. Entre elas a de que as crencas dos
participantes sdo construidas e descritas em termos de probabilidades; que quaisquer
diferencas nas crencas dos participantes refletem diferencas nas suas informacdes, e que 0s
participantes ndo apenas maximizam, mas também aderem confiantemente a crenca de que
todos os demais participantes fazem o mesmo. Estas suposi¢fes sdo extremas, e na pratica séo
geralmente compostas pelo uso de suposi¢Ges simplificadas. Segundo Milgrom (2004)
mecanismos Uteis na vida real precisam ser robustos. Para alguns autores, entre 0s quais
Milgrom, mecanismos que sdo muito frageis deveriam ser descartados, enguanto que
mecanismos robustos podem, as vezes, ser adotados com confianga, mesmo quando eles ndo
sdo aparentemente 6timos.

O que é conhecido na literatura como jogos de desenho de mecanismo é uma classe de
jogos de informacdo incompleta. Por exemplo, esses jogos podem ser usados para
discriminagdo de prego monopolista, tributacdo 6tima, desenho de leildes, e mecanismos para
fornecimento de um bem publico.

Nesses jogos ha dois tipos de participantes, um participante que é chamado principal,
0s demais sdo chamados os participantes Em todos os casos o principal condiciona suas a¢oes
a algumas informagdes que sdo de conhecimento privado dos participantes. O principal
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poderia simplesmente pedir aos participantes que lhe passassem essas informacdes, mas na
auséncia de um incentivo os participantes poderiam nao fazé-lo corretamente.

O incentivo pode ser um pagamento monetéario ou algum outro instrumento por ele
controlado. Desde que existem custos para dar este incentivo, o principal estd diante de um
trade off que freqiientemente resulta em uma alocacéo ineficiente.

Uma caracteristica que distingue a abordagem de desenho de mecanismo é que o
principal, supostamente, escolhe 0 mecanismo que maximiza sua utilidade esperada.

Muitas aplicacdes de desenhos de mecanismos consideram jogos com um Unico
participante, mas podem também ser aplicados para jogos com varios participantes, inclusive
temos modelos com um continuum de participantes.

Entre os modelos com varios participantes destacam-se problemas envolvendo bens
publicos, onde um governante deve decidir se oferta um bem puablico, mas ele ndo tem
informacdo completa sobre o valor que os participantes atribuem a esse bem. Nesse caso 0
objetivo do governante pode ser desenhar um sistema (ou método) determinando o
fornecimento do bem pudblico, e possivelmente uma transferéncia a ser paga pelos
participantes como uma funcdo da disponibilidade a pagar pelo bem que os participantes
informam ao governante.

Em desenhos de leildes um vendedor organiza um leildo entre os possiveis
compradores (participantes) para a venda de um determinado bem. O vendedor ndo sabe
guanto os participantes estdo dispostos a pagar por aquele bem, desenha-se um mecanismo
que ira determinar quem compra o bem e o preco de venda.

Em problemas de comércio bilateral um mediador desenha um mecanismo de troca
entre um vendedor, que tem informacgfes privadas sobre os custos de producdo, e um
comprador, que tem informacdes privadas sobre sua disponibilidade a pagar pelo bem.

Desenhos de mecanismos sdo geralmente estudados como jogos de informacao
incompleta de trés passos, onde os tipos dos participantes sdo informacdes privadas, apenas
cada participante conhece seu tipo inicialmente.

No primeiro passo o principal desenha o mecanismo, ou contrato, ou modelo de
incentivo.

No segundo passo 0s participantes simultaneamente aceitam ou rejeitam o mecanismo,
nessa etapa do jogo os participantes devem deixar claro se eles se dispdem a participar do
mecanismo proposto pelo principal. Em algumas situacfes (geralmente quando o principal é o

governo) essa restricao de participacdo nao é imposta, ou seja, esse segundo passo é omitido.
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No terceiro passo 0s participantes que aceitaram 0 mecanismo jogam O jogo
especificado pelo principal, ou, participam do mecanismo planejado pelo principal.

A teoria dos desenhos de mecanismos distingue claramente os aparatos que ficam sob
controle do planejador, 0s quais chamamos um mecanismo, e 0 universo de coisas que estdo
além do controle desse planejador, chamadas de ambiente ou natureza. Um mecanismo
consiste de regras que determinam o que € permitido aos participantes e como estas ac¢oes
permitidas irdo determinar o resultado. O ambiente é composto de trés partes: 1) uma lista de
participantes ou potenciais participantes, 2) um conjunto de resultados possiveis, e 3) e um
conjunto de possiveis tipos dos participantes (suas capacidades, preferéncias, informacdes e
crencas).

A teoria dos desenhos de mecanismos avalia desenhos alternativos baseados em suas
performances comparativas. Formalmente, performance é uma fungdo que mapeia ambientes
para resultados.

O objetivo da analise de desenhos de mecanismos é determinar qual performance é
possivel e como 0s mecanismos podem ser mais bem designados para atingir as metas dos
planejadores. Desenhos de mecanismos destinam-se a trés questdes comuns: E possivel
alcancar um certo tipo de performance? Qual é o conjunto completo de funcdes de
performance que sdo implementaveis pelo mecanismo? E que mecanismo otimiza a
performance (de acordo com o critério do planejador)?

A teoria dos desenhos de mecanismos é orientada para resultados. Uma das suposi¢des
centrais dessa teoria € que 0s participantes se preocupam apenas com o0s resultados, e ndo em
como eles podem ser alcangados. Segundo Milgrom, no mundo real, 0s processos algumas
vezes obtém sucesso ou falham baseados em se eles sdo percebidos como justos, simples ou
abertos, atributos que sdo dificeis de serem avaliados em um modelo formal. Deixar de lado
estas consideracdes facilita uma analise formal, porém parcial. Uma vez que a analise esta
completa, as questdes omitidas e critérios podem ser examinados.

Duas categorias de problemas importunam os planejadores de mecanismos. A
primeira categoria refere-se a problemas de informacdo que podem ser encontrados em toda
parte na economia. O segundo tipo de problema que se deparam os planejadores de
mecanismos se referem a comprometimento, os participantes podem ndo acreditar que o
planejador va manter suas promessas. Ambos os tipos de problemas tem papel importante na
teoria dos desenhos de mecanismos e em suas aplicacdes a teoria econémica dos contratos.

Trés importantes contribuicbes a teoria dos desenhos de mecanismos merecem

destaque especial. A primeira delas é o trabalho de Vickrey (1961) sobre desenho de leildes
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que alocam recursos de forma eficiente para uma grande variedade de circunstancias. Os
trabalhos de Vickrey juntamente com os avancos propostos por Clarke (1971) e Groves
(1973) se tornaram um referencial no estudo da teoria de desenhos de mecanismos.

A segunda contribuicdo importante a se destacar foi dada por Vicrey e Mirrlees
(1971), em desenhos de modelos de tributagdo Otima e sistema de bem estar, dado um
objetivo utilitarista. Vickrey construiu o modelo basico, o qual dava estrutura a questdo. O
modelo incorpora as idéias de que a utilidade individual depende tanto da renda quanto do
lazer, e que diferentes pessoas tem diferentes oportunidades de gerar renda sacrificando lazer,
e gue as autoridades que cobram impostos podem observar apenas a renda, e também que o
sistema de tributacdo afeta a oferta de trabalho. O problema foi criar um sistema que tributa e
transfere renda para maximizar a utilidade total de todas as pessoas da sociedade. A solugédo
Otima utilitarista tributaria as pessoas com maior capacidade de ganho e pagaria uma
transferéncia as pessoas com menor capacidade de ganho, mas seria limitado pelo problema
de incentivo envolvido. Mais tarde Mirrlees revistou e resolveu o problema de otimizacdo
implicado pela formulacédo de Vickrey. Pesquisadores subsequentes freqiientemente imitam os
métodos de Mirrlees. Pela sua contribuigdo a teoria dos leilGes e tributagcdo 6tima, Vickrey e
Mirrlees dividiram o Prémio Nobel de economia em 1996.

O outro trabalho que queremos destacar trata-se da analise de Clarke e Groves (1973)
sobre o fornecimento 6timo de bens publicos. Por exemplo, uma associacdo de condominio
pode ter que decidir se melhora a area comum, instalando um elevador mais rapido no
edificio, renovando o exterior ou construindo um playground para as criangas. Essas
melhorias geram custos, que devem ser financiados pelos membros da associacdo de
condominio.

Nessas circunstancias o sindico pode querer saber como cada melhoria é valorizada
pelos membros da associacdo. Dependendo de como essa informacdo é usada e de como 0s
custos serdo divididos, os membros da associacdo podem tender a informar erradamente suas
preferéncias. Clarke e Groves analisaram como construir um mecanismo que leve as
informagdes verdadeiras a serem consistentes com os interesses individuais.

Nos anos seguintes, técnicas de desenhos de mecanismos foram aplicadas a problemas
do setor pablico, como em regulacédo estatal de 6rgdos publicos para maximizar o bem estar
do consumidor, e no setor privado, como em desenhos 6timos de contratos para maximizar o
bem estar das partes contratantes. O trabalho de Meyerson (1981) desenhando leilGes para
maximizar receita foi o primeiro a aplicar desenho de mecanismo a teoria dos leildes. Existem

também muitos outros trabalhos de grande relevancia para a teoria dos desenhos de
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mecanismos, como o trabalho de Harsanyi (1967-1968), Urwicz (1973), Green e Laffont
(1977), Holmstrom (1979) e Williams (1999), sdo exemplos de trabalhos destacados na

analise de desenhos de mecanimos.
3.2 Formalidades do Modelo de Desenho de Mecanismo®

Geralmente os modelos de desenhos de mecanismos estudados consistem de duas

partes: um ambiente e um mecanismo. No caso mais simples, um ambiente ¢ um trio
(N,©,0). O primeiro dos trés elementos, N ={1,...,n}, é a lista dos participantes, (ou

potenciais participantes) do mecanismo. Quando é conveniente incluir o planejador entre os

participantes, pode-se escrever N ={0,1,..n}. O segundo elemento, Q, é o conjunto dos
resultados possiveis, no qual os participantes e o planejador do mecanismo tem suas
preferéncias. O terceiro elemento é o mais abstrato: ® =®"x...x®" é o conjunto dos perfis
de tipos T = (t',...,t"), o qual inclui um tipo para cada participante. O tipo do participante (t)
indexa as informaces do particpante, crencas e preferéncias.

O perfil de tipos e o resultado combinados geram o payoff individual: u': Qx® — 0 .

Assim, u'(&,T) denota o payoff ou utilidade que o participante i obtém quando o resultado é
£eQ e o perfil de tipos é t .

Na maioria dos modelos estudados em economia o payoff de um jogador depende
apenas do resultado e de seu préprio tipo, mas a formulacdo geral permite uma dependéncia
mais ampla que esta. Um exemplo no qual os payoffs dependem dos tipos dos outros vem de
Akerlof (1970), quem ganhou o Prémio Nobel de economia em 2001. Em seu famoso modelo
de limdes do mercado de carros usados (Akerlof, 1970), existem dois tipos de participantes:
compradores e vendedores. Um tipo de um vendedor descreve a condi¢do do carro, o qual
apenas o vendedor conhece. A utilidade do comprador depende das preferéncias do
comprador e das condi¢Ges do carro. Modelos de mercado nos quais algum participante tem
informacdo de qualidade que afeta o payoff dos outros participantes séo chamados de modelos
de selecdo adversa. O nome reflete a idéia que a selecdo de carros sendo vendidos neste
modelo ndo é uma cross section aleatoria de todos os carros, mas ao invés disso, atribui mais
peso aos carros que estdo em mas condigdes, porque 0s proprietarios desses carros estdo mais

interessados (mais dispostos e por isso se esforcam mais) em vende-los.

® O primeiro desenho de mecanismo geral foi formulado por Hurwicz (1973).
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Embora o tratamento de selecdo adversa em modelos de leilbes tenha uma longa
historia, a maior parte da teoria dos leildes deixa de lado selecdo adversa para focar no caso
de valores privados, nos quais a utilidade de cada participante depende apenas de seu proprio
tipo: u'(&,t) =u'(&,t'). Neste caso, as informagdes dos outros ndo pode influenciar o ranking
dos participantes para os resultados em Q.

Grande parte dos modelos de desenhos de mecanismos assume que 0s participantes
ndo tém certeza sobre o que os demais participantes sabem. Em modelos bayesianos, a
distribuicdo de probabilidade condicional ' (' \t') descreve as crencas do participante, as
quais dependem do proprio tipo do participante. Geralmente emprega-se a doutrina de
Harsanyi (1967-1968) de que as crencas sdo derivadas de uma distribui¢do a priori comum,
7. Embora esta doutrina seja restritiva e exclua certos fendbmenos interessantes e realisticos,
ela tem uma vantagem importante. Essa doutrina exclui apostas patoldgicas, que sdo modelos
nos quais os participantes podem fazer eles proprios bem melhor simplesmente apostando
contra um outro baseado nas diferencas de suas crencas. A doutrina proposta por Harsanyi é
popular em modelos de desenhos de mecanismos porque ela elimina tais apostas e foca

atencdo em outros aspectos do desenho do problema.

As vezes é conveniente escrever um perfil de tipos como t = (ti,t‘i ) onde t™' lista o

tipo de todos os outros participantes menos o participante i. Um mecanismo (na forma
estratégica) é um par (S,a))onde o, € o conjunto de perfis de estratégias possiveis (S'é o
conjunto de estratégias possiveis de um tipico jogador j) e @:S —Q mapeia perfis de
estratégias para resultados.

Para cada mecanismo e cada realizagdo do vetor de tipos t, pode-se definir um jogo
na forma estratégica correspondente. O jogo (N,S,U(Q\t)) é um trio consistindo de um

conjunto de jogadores, um conjunto de perfis de estratégias e uma funcdo payoff, U,
mapeando perfis de estratégias para payoffs. Os argumentos da funcdo payoff sdo estratégias ,

mas isto interessa aos participantes apenas no caso de eles determinarem os resultados que
interessam a cada participante: U'(c",...,6",t) =u'(w(c,...,c",T). Se 0s jogadores sdo
bayesianos, adicionando as crencas da forma que foram descritas acima, completa a descricédo
de um jogo bayesiano.

Dado um mecanismo (Sco) se a solucdo tedrica do jogo prevé que um perfil de
estratégias particular o = (al(tl),..., o" (t”)) sera jogado, entdo pode-se usar esta previsao para

prever e avaliar a performance do mecanismo. O resultado previsto sera
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E) = a)(al(tl), O (t”)). A funcdo &(1) mapeando perfis de tipos para resultados é a funcao
performance correspondente ao mecanismo (Sa)) Muitos conceitos teoricos de solucdes de
jogos ndo tém valor Unico, por exemplo, muitos jogos tém equilibrios de nash mdltiplos.
Existem varias formas de acomodar equilibrios multiplos, em principio foca-se no seguinte.
Quando um jogo tem multiplas solucdes, define-se um mecanismo aumentado (S,a),a) como
sendo 0 mecanismo adicionado a uma solucédo selecionada. A idéia é que a solugdo o é uma
recomendacdo feita pelo planejador do mecanismo aos participantes. Se a recomendacéo é
consistente com o conceito de solucdo que adequadamente captura os incentivos dos
participantes, entdo nenhum participante terd nenhuma razao para desviar da recomendacao, e

o € portanto uma razoavel previsdo de como os participantes irdo se comportar.

Quando o é uma solucdo de acordo com algum conceito de solucdo, dizemos que 0
mecanismo (Sa)) OuU 0 mecanismo aumentado (S,a),O') implementa a performance
& =woo . Em outras palavras, o resultado de equilibrio do mecanismo é &, o qual é obtido da
funcdo de resultado » quando cada participante joga de acordo com o;. Algumas vezes,

junta-se 0 nome do conceito de solucdo, dizendo que um mecanismo é implementavel em

estratégia dominante ou Bayes-Nash implementa a performance particular.
3.3 Desenhos de Mecanismos e o Principio da revelagio

Nesta secdo desenvolve-se uma versdo geral do problema de desenho de mecanismo e
mostra-se como o principio da revelacdo pode ser usado para simplificar tais problemas.

Supde-se que exista N +1:{0,1,...,n} participantes: Um principal, sem informac6es

privadas e os demais N participantes (n =1, ..., N) com tipos t = (t',...,t"), do conjunto © .
Em principio permite-se uma distribuicdo de probabilidade em ® bastante geral, exigindo-se
apenas que a esperanca e a esperanca condicional das fungbes de utilidade sejam bem
definidas.

O objetivo do mecanismo planejado pelo principal é determinar um resultado

y={X, p}. Um resultado consiste de um vetor X (variavel de escolha), chamado uma
decisdo, que pertence a um conjunto X < R" nédo vazio, compacto e convexo, e um vetor de

transferéncias monetarias p=(p',...,p") , do principal para cada participante (o qual pode
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assumir valores positivos ou negativos). Na maioria das aplicagdes X € suposto grande o
suficiente de forma a assegurar uma solucdo interior.

O jogador i (i=1,...,N) tem uma funcéo de utilidade (ou funcao payoff) do tipo von
Newmann-Morgestern u'(y, ). Supde-se que u'(i =1,..., N) é estritamente crescente em p; e

que u’ é decrescente em cada p', e que essas fungBes sejam duas vezes continuamente

diferencidveis.
Dado uma alocagdo {y(f)}..,, 0 participante i (i=1,..N) com tipo t' tem utilidade

esperada interin®:

U'(t) =E""[u' (y(t', t"),t' t)\t'].

E a utilidade esperada do principal é dada por:

Eu®(y(f).1)

Um mecanismo ou contrato, m, define um espaco de mensagens M, para cada

participante i e uma forma de jogo (conforme o passo 3 definido na introducdo) para anunciar

as mensagens, onde z = (4, i, ..., 14, ) € 0 Vetor de mensagens enviadas pelos participantes na

forma definida pelo jogo. Como o tipo de cada participante € uma informacdao privada , y pode

depender de t somente através das mensagens dos participantes; esta funcdo é denotada por
Y, =Y =X xR".

Assim pode-se derivar o principio da revelacdo, o qual afirma que o principal pode
observar apenas 0s mecanismos diretos, nos quais 0s espacos de mensagens séo 0s espagos de
tipos’, e que todos 0s participantes aceitam o mecanismo proposto pelo principal no passo 2,
independente de seu tipo, além disso, na terceira etapa do jogo (terceiro passo) 0S
participantes informam seu tipo simultaneamente e honestamente. Este principio foi
enunciado por vérios pesquisadores, incluindo Gibbard (1973), Green e Laffont (1977),
Dasgupta (1979) e Myerson (1979).

® No estagio ex-ante cada participante conhece apenas a dos tipos de todos os agentes; no estagio interim cada participante ja
sabe seu proprio tipo mas conhece apenas a distribuicdo dos tipos dos demais participantes; no estagio ex-post os tipos de
todos os participantes sdo de conhecimento comum.

" Dessa forma passa a dar atencdo apenas ao espaco de tipos, ou conjunto dos tipos possiveis dos participantes.
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Pode-se observar que na terceira etapa a forma do jogo associada com o mecanismo,
junto com a decisdo de aceitacdo feita na segunda etapa, define um jogo maior entre 0s

participantes. Sem perda de generalidade pode-se incluir a decisdo de aceitacdo dos
participantes em suas mensagens, '(0). Considere um equilibrio bayesiano desse jogo maior,
supde-se por simplicidade de notacdo, que se trate de um equilibrio em estratégias puras, o

qual escreve-se como s (t').

Considere 0 novo espaco de mensagens, ®', para cada participante i, assim cada
participante t' anuncia um tipo 7' (que pode ser seu verdadeiro tipo t' ou no). Deixando
r=(z',...,7"), se define uma nova regra de alocagdo ¥:® —Y por y(z) =y, (« (f)), onde
H(T)= (44 (), 1 (7))

Segue imediatamente que informar seu verdadeiro tipo ao mecanismo (z' =t'), é um
equilibrio Bayesiano para o novo jogo, dado que {z } é um equilibrio Bayesiano para o jogo

original; paratodoie t',

EC (U (7)) | = BV U (v (s @)t U\ |
= sup B [0 (Y (44 (1), oo o i (), TN

4 eM;

>sup V' [U'(Y(t', . 7 1), E U]

r'e®;

A primeira igualdade segue da definicdo de mecanismo de revelagdo direto y, a

segunda igualdade é a condicdo para equilibrio Bayesiano no mecanismo original m, e a
desigualdade fraca expressa o fato de que no mecanismo de revelacdo direta tudo funciona

como se 0 participante i escolhesse um andncio em um subconjunto de mensagens

{u (ri)}k@_ de M, , dessa forma o participante tem, no maximo, tantas possibilidades de

desviar quanto no jogo original.
O Principio da Revelagdo nos assegura que em um mecanismo com espaco de

mensagens M, e funcdo de alocagdo vy, (), tem um equilibrio Bayesiano

w O ={u; ()} 2™ . Entéo ali existe um mecanismo de revelagéo direta (Y =y, ox'), que é
uma composicdo (ou fungdo composta), tal que o espago de mensagens seja 0 espago de tipos

(z =©') e tal que ali existe um equilibrio Bayesiano no qual todos os participantes aceitam o
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mecanismo proposto pelo principal na segunda etapa e revelam seu verdadeiro tipo na terceira

etapa do jogo.
3.3.1 Desenho de Mecanismo com Participante Unico

A metodologia que sera apresentada a seguir foi inicialmente desenvolvida por
Mirrlees (1971), e foi expandida, e aplicada a varios contextos por Mussa e Rosen (1978),
Baron e Myerson (1982), Maskin e Riley (1984), entre outros.Todos os resultados, incluindo
as proposicoes, seguem de Fundenberg e Tirole (1991)%.

Nesse contexto, como existe apenas um participante, o subscrito na transferéncia (p) e

no tipo (t) serd omitido. Supde-se que o tipo do participante esteja distribuido em um

intervalo [Lt_]. Apenas o participante conhece seu tipo t, o principal tem uma funcéo de
distribuicdo acumulada a priori; F (F(L):O, F(t)=1 ), com funcdo densidade de
probabilidade f (t) diferenciével tal que f(t)>0 paratodo te[t,T]. O espaco de tipos é de

dimensdo Unica, mas o espago de decisdes pode ser multidimensional. Uma alocacdo é uma

funcdo mapeando tipos dos participantes para uma alocacéo,:
t—y(t)=(x(t), p(t)-
3.3.2 Decisbes Implementaveis e Alocagoes

Uma funcdo de decisio x:t— X € implementavel se existe uma fungdo de
transferéncia p(C) tal que a alocagéo y(t):(x(t), p(t)) parate[t,T] satisfaca a restricdo

de Compatibilidade de incentivo:
(1C) ut(y(t).t)zui(y(o)1) paratodo (t,7) e[t T]x[t,T]

Assim pode-se dizer que a alocagdo () € implementavel®.

& Também tem como referencia Guesnerie e Laffont (1984) e Laffont (1989).
% Nesse caso a restricdo de racionalidade individual (IR) é ignorada nesta definicdo , mas esta restricéo, se existe,

deve ser introduzida novamente no estagio de otimizacao.
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Mais uma vez seguindo Fundenberg e Tirole (1991), sera dedicada atencdo apenas aos

perfis de decisdo x(I) que sdo continuamente diferenciaveis por partes (com o resultado de

Milgrom e Segal essa restricdo pode ser relaxada) assim pode-se derivar uma condigdo

necessaria para que x(J) seja uma decisdo implementavel.

Teorema 1: Uma funcdo de decisdo x(D) de classe C' e diferenciavel por partes

(continuamente diferenciavel por partes) é implementavel somente se

n 1 k k
S o[/}, (1)
~ot\ ou'/ep ) ot

sempre que x=X(t), p=p(t), ex for diferencidvel em t.

Prova:

O participante do tipo t escolhe anunciar r para maximizar ¢(z,t) = u*(x(z), p(z),t) .

Como u' é de classe C? (possui derivadas de segunda ordem continuas) e x é continuamente
diferenciavel por partes, qualquer funcdo de transferéncia p que implementa x deve ser
também piecewise e de classe C' (continuamente diferenciavel, ou as primeiras derivadas
continuas). Maximizando em um ponto de diferenciabilidade obtemos uma condigdo de

primeira ordem e uma condicao de segunda ordem local no 6timo 7 =t.

0
go(t,t)zo
ot @)
a t,t 1 1 1 1
p(tt) o' ox ow'op_ au'ox ou' gp
ot ox O0r oOp Ot ox ot op ot
e
2
et g
or?
o(ou'_ox) o (ou op ’p(t,t) ofou' ox) ofaou op )
—| | i | e e S R | = | <0
or\ ox O0r) oOr\ op Or or ot ox ot) ot\ op ot

Diferenciando a equacdo novamente a equacao (2) com respeitoa 7 :
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2 2 2 2
ot ot o, Toltt) ety @
ot ordt or ordt

Assim, a condigéo de segunda ordem local pode ser reescrita como:

2
oot
ou
n 1 k 1
ofau o) ofar el g ©
“otlox* ot | otl op ot

Reescrevendo a equacéo (2) tem-se que

ﬁﬁﬂ
P = —M e podemos eliminar P» na equacéo (6)
ot au'/ep ot

n 1 1 1 1 1 k
ofar ) ofart ] fart] o @
|| ot\lox" ot ) ot\ op ox op | ot
Entdo obtemos a equacéo (8) que é equivalente a equacdo (1).

Com a seguinte suposicdo pode-se simplificar a interpretacdo da condicdo necessaria:

Al) Para toda decisdo k e{l,...,n} ocorre um ou outro

1 k 1 k
(cs*) 2 WX )0, ou (cs) L W) g
at\ ou'/ep at\ au'/op

Isto é conhecido como uma condi¢do de escolha (ou sinal constante, ou condigdo de

Spence-Mirrlees).



39

Mudando x* para (- x*), quando for necessario, pode-se restringir aten¢do ao caso no
qual todas as derivadas sdo positivas se (A1) é valido. A partir de agora vamos supor que CS*
é valido para todo k'°.
du?/dx*

Pode-se notar gue ———
q du'/dp

é a taxa marginal de substituicdo do participante entre a

decisdo k e a transferéncia p. A condicdo afirma que o tipo do participante afeta a taxa
marginal de substituicdo de uma forma sistematica. O seguinte teorema, conhecido como

teorema da monotonicidade, sera bastante Gtil no qué se segue.

Teorema 2 (monotonicidade): Suponha que o espaco de decisdo seja de dimensdo

Unica e que a condicdo CS* seja valida. Uma condicdo necessaria para que x(D) seja
implementavel é que ela seja ndo-decrescente: t* >t' — x(t2)2 x(tl). Certamente no caso de

CS ™ acondicdo necessaria seria que x(D) fosse ndo-crescente.

Para obter as condi¢des que asseguram que alocagdo é implementavel, alguns autores,
entre eles Guesnerie e Laffont (1984) e Fundenberg e Tirole (1991) fizeram a suposicdo (Al)
e adicionaram as seguintes suposi¢cdes técnicas, as quais garantem a existéncia de uma
solucdo para a equacao diferencial.

A2) A taxa marginal de substituicdo entre decisdo e transferéncia ndo cresce muito
rapido quando a transferéncia tende ao infinito: Para todo k, existe k® e k' tais que
ou*/ox*

ou'/ot

<k®+k'[] p| uniformemente emx, pet.

Essa suposicdo (A2) é satisfeita por exemplo quando as preferéncias sdo quase-

. . [ out
lineares, para as quais - 1.
P

Teorema 3: Sob as condi¢bes Al (CS*) e A2, qualquer funcdo de decisdo x(0) que

seja de classe C! e diferenciavel por partes (continuamente diferenciavel por partes)

k
satisfazendo %2 0 para todo k é implementével. Isto é, existe p(C) tal que (X(D), p(D)) e

Incentivo Compativel.

10 A1 é uma suposicdo padréo e é feita praticamente em todas as aplicacdes da teoria.
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Prova:

Das condicBes de primeira ordem do participante, temos que p(C) deve satisfazer:
ou'/ox k
o _Z 1/ (9)
ou'/op at

A suposicdo A2 assegura a existéncia de uma solugédo para a equagéo acima, queremos

mostrar que (X(D), p(D)) é Incentivo Compativel. Por construcdo a condigdo de primeira

ordem para a maximizacao do participante, com respeito a z , € satisfeita; entdo a condicdo de
) . OX . X
segunda ordem local é a desigualdade dada pelo teorema 1, de CS* e a_tk > 0. Mas isto ndo é

suficiente, precisamos ainda provar que a condicdo de segunda ordem global para
maximizacao € satisfeita. Para isso, suponhamos que dizer a verdade ndo seja 6timo para o

participante do tipo t. Ou seja, existe z tal que ¢(z,t)—¢(t,t)>0, observe que

p(z,1) =U'(X(2), p(z),1) . Ento |’ 8(p( 99@. 4250 ou

ou'/ox" (x(a), p(a), B ox"(a) L op(@)
L—(x(a) P@), )(z ou'/op(x(a), p(a),t)  oa da jda>0

se 7 >t, da condicdo de escolha®, a equacéo acima implica que:

", ou'/ox* (x(a), p(a),a) ox“(a) = dp(a)
I—(x(a) p( )t)(kz_; o0 ap(x@). p(a) ) ca L Jda>0.

Mas pela equacdo (9) temos que essa integral deve ser igual a zero pra todo a, 0 que é

uma contradicao.

6u1(x, p,t) 6u1(x, p,a)

k k
sto €, 16)( < 15X ,para t < a.
ou™(x,p,t)  ou=(x, p,a)
op ot
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Um corolario importante que podemos extrair desse teorema € que no caso do espaco
de decisbes ser unidimensional, sob as condicdes de escolha CS* ou CS °, uma funcdo de
decisdo é implementavel se somente se é mondtona (ndo-decrescente sob CS™ e ndo-crescente
sob CS).

3.3.3 Mecanismos Otimos

Com o conjunto de alocacfes implementaveis caracterizado, podemos determinar o
6timo para o principal. Para isso introduziremos novamente a restricdo de racionalidade
individual para o participante. Uma alocacdo implementavel que satisfaca a restricdo de
racionalidade individual é chamada factivel, o problema do principal é escolher entre as
alocacg0es factiveis aquela que tem maior payoff esperado. Por simplicidade vamos supor que
a utilidade de reserva do participante (a utilidade esperada quando ele rejeita 0 mecanismo do
principal) seja independente de seu tipo.

A3) A utilidade de reserva u é independente do tipo, isto é, a restri¢do de participacao

(IR) u*(x(t), p(t),t)=0 paratodo t

1
Com esta suposicdo, se u' é crescente no tipo (aait>oj, entdo IR, a restricdo de
racionalidade, pode estar ativa somente em t =t : qualquer tipo t >t podera sempre anunciar
r=1, 0 qual d& a ele utilidade maior que a utilidade do tipo t, que é no minimo u. Por
simplicidade de notagcdo vamos supor u=0.

Precisaremos também das seguintes suposi¢oes:

A4) utilidades quase-lineares:

uO(X’ p,t):VO(X,t)— p
ul(X! p,t) :Vl(x!t)_ p

Fundenberg e Tirole (1991) assumem que V° e v* sdo trés vezes diferenciaveis e

cbncavas em X.
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2,1

v >0:;

A5) n=1: A decisdo é unidimensional, e CS™ é valido, isto &, >t
X

1
As) &~ o
at

2,,0
OXot
oV oV

ste > >0
OXot ox-ot

A7)

>0 (aqual é satisfeitase v’ ndo depende de t)

A8)

A9) X é um intervalo [0,X], onde X > arg max (vo(x,t_) +v1(x,t_)).

O principal maximiza sua utilidade esperada, sujeito as restricbes de racionalidade

individual do participante, IR, e Compatibilidade de incentivo, IC:

max Eu’(x(t), p(t).t)

sujeitoaxe X e

(IC) u*(x(t), p(t).t) = u*(x(z), p(z),t) para todo (t,7)
(IR) u*(x(t), p(t),t)=u=0 paratodo t

Porém este problema pode ser reescrito de uma outra forma:

u() = ilEJLOU(X(t), p(®).t)

X () ={xe X /u(x, p,t)=U (1)}
X (t) e X" (t) para todo t tal que X (t) = &.

Por enquanto ignoraremos a restricdo x e X , retornaremos a ela no final da analise.
Na maioria das aplicacOes esta restricdo ndo é ativa. Com as suposi¢cdes (A3) e (A6) temos

gue IR precisa ser satisfeita apenas em t =1t . Além disso, como as transferéncias tem custo

para o principal, é claro que IR é ativaem t=t1 .

(IR) u'(x(V), p(t),t)=u=0
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Aqui podemos empregar 0s resultados apresentados no capitulo 1 para obter o
resultado do problema de uma outra forma que a proposta por Fudenberg e Tirole, e utilizar o

teorema do envelope na forma integral para reescrever o resultado.

Suponha que o parametro de interesse t, esteja em um conjunto arbitrario t e [0,1], a

funcdo de utilidade é quase linear u'(x, p,t)=Vv'(x,t)+ p. Como estamos supondo que

t €[0,1] a restrigéo (IR") passa ser u*(x(0), p(0),t) =u(0) . Seja:
U'(t) = max u*(x(z), p(z),t) =u*(x(t), p(t),t) = v"(x(t),t) + p.

Agora, como V'(x,t) € cbncava em x o teorema de Rademacher assegura que sua

derivada existe quase sempre. Entdo o teorema (1.2) nos assegura que:

oU (t) _ou'(x(t), p(t),t) _ovi(x(t),t)
ot ot ot

Ou simplesmente U, (t) =v; (x(t),t). O teorema (1.3) por sua vez nos fornece

condicdes para assegurar que a funcdo-valor étimo é absolutamente continua, entdo pode ser

escrita como a integral de sua derivada:
UL(t) = u(0) +j0t u, (x(s),s)ds .

Com isso, temos uma forma de escrever a solugcdo do problema bastante geral, que
permite relaxar varias suposi¢des sobre a estrutura do conjunto de escolhas.
Além disso, u®=v®+v'-U", isto é, a utilidade do principal ¢ igual ao excedente

social menos a utilidade do participante. Assim, a funcao objetivo do principal é:

t{vo (X(t),t) + V' (x(t),1) —ﬂﬂ (x(t), t)}Df (t)dt

J.:{VO (X(D),1) + VA (X(t), 1) I:‘ZV_; (x(), f)df}Df (t)dt
= () ot

t
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Apds uma integracao por partes do segundo termo.

1 1
Agora dizemos que IC é equivalente a juncdo da condicéo a;t = % e a condicdo de

que x (L)) é ndo-decrescente. O teorema (2) mostra que IC implica essas duas condiges, e 0

teorema (3) mostra que a volta (inverso) também é valida.

Assim o programa de otimizacdo do principal ¢,

t 0 1
max | | v°(x,t) +V'(xt)—
(0} [ xH+viixt

1-F(t)_ov'

T Cat (x,t)}Df (t)dt (P1)

sujeito a: x(-) é ndo-decrescente (monotonicidade);
Uma vez obtido x() que é a solucdo do programa P1, pode-se calcular a utilidade

indireta do participante:
rey = (RO By Y
U (t)_LE(x(t),t)dt

E a transferéncia

p(t) =U" (1) - v (x(t),t)

Por enquanto a restricdo de racionalidade serd ignorada no programa Pl e o
chamaremos de programa P2. Se a solu¢cdo do programa P2 é ndo decrescente, entdo ela
também é solucdo do programa geral. Caso contrario, introduzimos a restricdo de

monotonicidade. A solu¢do do programa P2 é dada por:

ﬂo+a_\/l_ 1-F(t) oAV'
oX  oOX f(t) oxot

Seja x*(-) solucdo da equacdo acima (De A4 e A8, o programa P2 é céncavo em X,

assim é satisfeita a condicdo de segunda ordem).
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O principal se depara com um tradeoff entre a maximizacdo do excedente total
(v° +v1) e a apropriacdo da renda informacional do participante (ul) .
Considere um tipo t, aumentando x no intervalo [t,t+dt] por &x, o excedente total é

aumentado por :

(M 5xJ f(t)dt.

OX

Entretanto a renda do tipo t + dt é aumentada por:

)

Bem como é a renda dos tipos em [t,t+dt] (os quais tem peso 1 — F(t)).
No 6timo, o aumento no excedente total deve ser igual ao aumento esperado na renda

do participante. Observe que em t =t a extracdo de renda ndo interessa, entao (v° +v1) é

maximizado; este resultado é conhecido como néo distor¢édo no topo.

3.3.4 Mecanismos com Varios Participantes: Alocacdes Factiveis, Orcamento

Equilibrado e Eficiéncia

Em desenhos de mecanismos com Varios participantes pode-se distinguir um caso
onde o principal tem interesses proprios e um outro caso onde h4 um principal benevolente
que tem o objetivo de maximizar a soma do bem-estar dos participantes. E claro, esta
distincdo € relevante apenas quando o principal otimiza sobre alocacdes factiveis, por
exemplo, no caso de leildes. Algumas suposi¢des adicionais sdo necessarias para se trabalhar
com modelos de desenhos de mecanismos com Varios participantes:

1 Os tipos sdo unidimensionais, a distribuicdo dos tipos € de conhecimento comum.

Eles sdo distribuidos independentemente por uma funcéo de distribuicdo F' em [Li,t_‘] com

densidade diferencivel e estritamente positiva, f .
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2 As preferéncias de cada participante i dependem apenas da decisdo, de seu proprio
tipo e de sua propria transferéncia: u'(x, p',t').

3 E que as preferéncias sdo quase-lineares:

u'(x,p',t'")+ p'; paratodo i em {1, ..., 1} e, acontece um dos dois casos:

I .
u’(x, p,t) =v°(x,t) —z p', quando o principal visa seu proprio interesse, ou
i=1

I -
u’(x, p,t) = Zv' (x,t), no caso de um principal benevolente.
i=0
Onde Vv°(x,t)=B°(x,t)-C°(x), C°(x) é o custo monetdrio para o principal da
decisdo x, e B°(x,t) é ndo monetario.
Uma alocacdo y([) é dita eficiente (ex post) se x(t) e X para cada te x(t) maximiza
I .
D V'(x,t) sobre X, para todo t.
i=0
Em muitos problemas de desenhos de mecanismos com varios participantes, ndo é
permitido ao principal ser uma fonte liquida de fundos para os participantes, entretanto o
principal deve obter receita suficiente das transferéncias para cobrir seus custos. Assim nos
leva a considerar mecanismos que encontram a restricdo do adicional do orcamento

equilibrado:

i p'(t) <-C°(x(t)) ; para todo t.

i=1

A alocacdo y(x,p) é dita factivel se x é implementavel através de t, e y é
individualmente racional.

Os dois conceitos mais populares de mecanismos sédo 0s de mecanismos bayesianos e
de mecanismos estratégias-dominantes. Os mecanismos estratégias-dominantes sdo
mecanismos nos quais o anuncio (informacéo) 6timo de cada participante é independente do
antncio (informacdes reportadas) dos outros participantes'?. Como o antncio 6timo a verdade

do principio de revelagdo, a definicdo formal de um mecanismo estratégia-dominante é uma

funcdo y(t) tal que, para cada participante i =1,...,| e para cada t',z',t,

12 Esses dois conceitos de solucdes sdo equivalentes para mecanismos com um Gnico participante.
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u'(y(t' th),t)=u'(y(r' t),t).

Cada participante é induzido a dizer a verdade qualquer que seja o tipo dos outros
participantes. A restricdo de compatibilidade de incentivo para implementacao de estratégia
dominante é muito mais restrita do que a restricdo de compatibilidade de incentivo sob
implementacdo bayesiana. Nesse Ultimo caso compatibilidade de incentivo € requerida para
valer apenas na média dos tipos t', onde toma-se a esperanca das crencas do participante i
sobre t' condicionado ao seu proprio tipo. Compatibilidade de incentivo bayesiano ent&o
distribui as restri¢cbes de compatibilidade de incentivo da estratégia-dominante. As condicdes
bayesianas para cada participante também supdem que todos os outros participantes dizem a
verdade.

Assim a restricdo de compatibilidade de incentivo bayesiana é:

EVu' (y(t' t),t)]1= EX' u' (y(«', t7),t)].

Quando for possivel, um principal pode preferir implementacdo de estratégia-
dominante para seu mecanismo, porque ele ndo é sensivel as crengas dos outros participantes
sobre cada um dos outros e ndo requer que os participantes calculem o equilibrio em
estratégias bayesianas, entretanto focando atencdo apenas em mecanismos estratégias-
dominantes restringe consideravelmente o conjunto dos mecanismos. Implementagdo em
estratégias-dominantes é uma propriedade bastante interessante quando factivel, mas nao é
claro quanta perda de utilidade o principal deveria estar disposto a tolerar para se ter
estratégias-dominantes para os participantes.

Um primeiro resultado de implementabilidade, foi descoberto por Groves (1973) e
Clarke (1971) esse resultado afirma que qualquer fornecimento eficiente de bens publicos
pode ser implementado sempre que ndo é exigido orcamento equilibrado. E mais, o
fornecimento eficiente pode ser implementado em estratégias dominantes.

A idéia € a seguinte: escolhe a transferéncia do participante i de forma que seu payoff
seja igual ao excedente total de todas as partes elevado a constante, como o participante i
internaliza seu proprio excedente, basta fazer com que sua transferéncia seja igual ao
excedente total menos o seu excedente, assim as transferéncias sdo pagamentos de
externalidades. Esses mecanismos ficaram conhecidos como mecanismos de Vickrey Clarcke
e Groves.
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3.4 Conclusédo

Neste capitulo apresentamos um modelo geral de desenhos de mecanismos e como o
principio de revelagdo pode ser utilizado para restringir o conjunto de mecanismos de
interesse do operador.

Apresentamos também um modelo de desenho de mecanismo com um Unico agente e
utilizamos os novos teoremas de Milgrom e Segal para propor uma outra forma de resolver o
problema, possibilitando impor o minimo possivel de restricdes sobre o conjunto de escolhas,
podendo este ser um conjunto arbitrario, ndo exigindo convexidade nem outras estruturas
topoldgicas desejaveis. Posteriormente apresentamos um modelo com varios agentes, que €
geralmente empregado na teoria dos leildes ou em modelos para fornecimento 6timo de bens

publicos.
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4 MECANISMOS VICKREY-CLARKE-GROVES

Neste capitulo apresentamos os mecanismos de Vickrey Clarke e Groves. Esse nome se
deve as importantes contribuicdes de Vickrey (1961), que analisou uma situacdo na qual
participantes disputam para compra ou venda de uma colecdo de bens. Clarke (1971) e Groves
(1973) estudaram problemas relativos a fornecimento eficiente de bens puablicos. Groves
(1973) analisou um problema de incentivo do lider de uma organizagdo com muitos membros.
Esses membros tinham diferentes informacdes e possibilidades de decisdes. O problema do
lider era criar uma estrutura 6tima de incentivos que levasse 0s membros a agirem como um
time.

Clarke e Groves descobriram um primeiro resultado de implementabilidade, o resultado
descoberto por eles afirma que o fornecimento eficiente de qualquer bem puablico pode ser
implementado sempre que ndo é exigido or¢camento equilibrado, afirma também que o
fornecimento pode ser implementado em estratégias dominantes.

A caracteristica que distingue os mecanismos VCG dos demais esta relacionada as
transferéncias, a idéia dos mecanismos de Vicckrey, Clarke e Groves é que se defina a
transferéncia do participante i de forma que seu payoff seja igual ao excedente total de todos
os demais participantes mais uma constante. Como o participante i ja internaliza seu proprio
excedente, basta fazer a transferéncia igual ao excedente total menos o excedente dele
préprio.

Williams (1999) define os mecanismos VCG como uma familia de mecanismos na
qual a escolha eficiente é sustentada como um equilibrio em estratégia dominante, isto é, €
uma classe de mecanismos eficientes e incentivo-compativeis nos quais a revelacdo honesta
dos tipos é uma estratégia dominante, a qual € uma nocdo mais forte que simplesmente
compatibilidade de incentivo.

Dito de uma outra forma, os mecanismos VCG imp6em a cada participante 0s custos
de qualquer distorcdo que ele possa causar.

O modelo de Vickrey, Clarke e Groves estabelece um ponto de referéncia pelo qual as
analises de desenhos de mecanismos de alocacdo de recursos subseqiientes devem ser
comparadas. Uma boa referéncia tedrica para os mecanismos VCG pode ser encontrada em
Milgrom (2004).

Além desta introducdo, na secdo 1 apresentamos as definicdes gerais de um

mecanismo VCG e mecanismos diretos (ou mecanismos de revelacdo direta). Na secdo 2
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mostramos que em um mecanismo VCG dizer a verdade é uma estratégia sempre 6tima. Ja na
secdo 3 tratamos do problema de or¢camento equilibrado, que surge geralmente em aplicacdes
de desenhos de mecanismos a problemas envolvendo bens publicos, impondo assim uma
restricdo a mais ao problema. Na quarta secdo abordamos a questdo da unicidade, onde se
busca saber se pode algum outro mecanismo implementar alocacfes eficientes sob as
restricdes do problema analisado, e apresentamos os resultados obtidos por Holmstron (1979),
onde ele verifica que apenas 0s esquemas de pagamentos propostos pelos mecanismos VCG

sdo consistentes com os resultados por ele obtidos.
4.1 Definigéo

Comegaremos 0 desenvolvimento tedrico nesta sec¢do introduzindo a notagdo e
definindo mecanismos diretos e mecanismos VCG.

Como definido anteriormente, seja N ={0,...,n} 0 conjunto de participantes, com 0

participante 0 sendo o operador do mecanismo (em alguns casos chamado de principal).
Denota-se por X o conjunto de possiveis decisdes com um elemento tipico x. Assume-se que 0
conjunto de participantes é determinado exogenamente e serd omitida qualquer anélise de
incentivos para o0s participantes. Um resultado para esse mecanismo é um par

(x, p) descrevendo uma decisdo x e um vetor de pagamentos (transferéncias) positivos ou
negativos p=(p°, p',..., p") pelos participantes. Por exemplo, em um leildo de primeiro

preco com ofertas seladas, a decisdo x é um vetor onde X' =1 se o participante i obtém o
objeto e 0 caso contrario. O vetor de pagamentos associado é p, onde p' =b' =—p° se i oferta

b' e vence, e nesse caso p' = 0 para todos 0s outros participantes.

Suponhamos também que cada participante i avalia o resultado de acordo com
u'=((x, p),t)=Vv'(x,t')—p', isto & o payoff de i correspondendo ao resultado (x, p)é a
avaliacdo de i da decisdo x, a qual depende apenas do préprio tipo de i que é t', menos o
pagamento que ele deve fazer. Esta especificacdo quase-linear da funcéo de utilidade tem um
papel indispensavel na analise formal para esta situacdo analisada. A suposicdo de quase-
linearidade implica que os participantes sdo capazes de fazer qualquer transferéncia monetéria
descrita pelo mecanismo, que existe uma transferéncia monetaria que compensa exatamente a
qualquer participante por qualquer possivel mudanca nos resultados, e que redistribuindo
riqueza entre os participantes ndo mudaria a transferéncia compensatoria. Estas suposi¢oes

sdo mais adequadas a modelagens aproximadas para algumas situagdes que para outras. Por
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exemplo, se os participantes sdo firmas com ampla liquidez a suposicdo pode ser uma
aproximacdo bem razoadvel da realidade, mas se sdo consumidores com significantes
restricdes de crédito para transacOes, entdo esta suposicdo pode ndo ser aceitavel.

A funcdo que mapeia os perfis de tipos dos participantes para os resultados é chamada
funcdo de desempenho (performance). Assim pode-se dizer que desempenho significa a
funcdo que mapeia ambientes para resultados. Dada a suposicdo da descricdo de duas partes
dos resultados, a performance de qualquer mecanismo também pode ser descrita em duas
partes. A fungdo performance que mapeia tipos para decisdes X, enquanto a performance de
transferéncia mapeia tipos para pagamentos (transferéncias). Quando a decisdo refere-se a
alocar bens, algumas vezes x ¢ chamado de funcéo de desempenho de alocacao.

A andlise VCG algumas vezes tenta alcancar desempenhos eficientes sujeito a
restricdo de que as transferéncias somem zero®®. Dadas as suposicBes descritas anteriormente,
a decisdo x é eficiente se ela maximiza o valor total ZVi (x,t"). Por exemplo, no leildo de um

ieN
unico bem a alocacéo final € eficiente se ela confere o bem ao participante que atribui maior
valor ao bem. No modelo aqui estudado, por construcéo, o total dos pagamentos sempre soma
zero, porque o vendedor (ou operador do mecanismo) recebe qualquer soma que o0s
compradores (participantes) pagam.

Em alguns leilGes realizados publicamente, o objetivo do desenho é eficieéncia, como
definido acima, embora receita (a transferéncia total para o operador do mecanismo) possa
também ser uma meta importante. Em leilGes do setor privado, a receita € sempre um objetivo
importante e frequientemente o dnico.

Algumas vezes o operador do mecanismo quer realizar um leildo no qual p°= 0, isto é,
no qual nunca existe nenhuma transferéncia liquida ao operador do mecanismo. Esses
mecanismos orcamento-equilibrado séo Uteis, por exemplo, em contextos de regulacdo, onde
o regulador ndo € autorizado a contribuir ou coletar dinheiro das partes reguladas.
Frequentemente existe uma tensdo em desenho de mecanismo entre alcancar resultados
eficientes e assegurar orcamento equilibrado.

Os mecanismos VCG sdo mecanismos diretos incentivo-compativeis. Isto significa
que: (1) S =0, e que (2) o perfil de estratégias (o' (t') =t'),_, € um equilibrio.
Dito de outra forma, a primeira condi¢do significa que o operador do mecanismo

solicita que cada participante informe um possivel tipo. Algumas vezes se refere a

13 Condicao que as vezes é chamada de restricdo de orcamento equilibrado.
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mecanismos diretos como sendo pares (X, p), deixando o conjunto de estratégias implicito. A

segunda condicao, compatibilidade de incentivo, significa que informar o tipo honestamente €
um equilibrio de acordo com qualquer conceito de solucdo que for escolhido. Para
mecanismos VCG o foco € implementacdo de estratégia dominante, assim o conceito de
solucdo relevante é que cada participante jogue uma estratégia dominante.

Uma apelacdo dos mecanismos diretos e incentivos compativeis € que eles poupam os
participantes da necessidade de elaborar os calculos estratégicos: informar verdadeiramente
seu tipo atende ao interesse individual de cada participante. Ao escolher o conceito de solugéo
de estratégias dominantes, um mecanismo direto incentivo compativel equivale & situacdo na
qual informar a verdade conduz a um maior payoff que qualquer outra estratégia para todos o0s
tipos possiveis dos oponentes e todas as acGes possiveis que 0S oponentes possam executar.
Por exemplo, em um leildo de segundo preco de um Unico bem, com ofertas seladas, é sempre
6timo para um participante dar um lance igual ao seu valor. Entretanto, esta estratégia de
oferta verdadeira € a Unica estratégia que é sempre Otima, assim ela € uma estratégia
dominante. Entdo um leildo de segundo preco € um mecanismo direto e incentivo compativel
com estratégia dominante.

O operador de um mecanismo VCG usa os tipos informados para calcular o valor

méaximo total V(X,N,t) e uma correspondente decisdo maximizando o valor total

X(X,N,t) como segue:

V(X,N,f)zmaXXZVj(x,tj) (1)
xe jeN
X(X,N,t) eargmax > v!(x,t') (2)
xeX jeN

Pode-se pensar que um mecanismo direto estaria condenado a falhar, porque cada
participante parece ter um incentivo a representar erradamente suas preferéncias para
influenciar a decisdo em seu favor. Entretanto o incentivo dos participantes depende néo
apenas da decisdo, mas também da transferéncia monetaria, e esta é a parte inteligente e
surpreendente dos mecanismos VCG.

Os mecanismos VCG eliminam incentivos a informagdes erradas impondo a cada
participante o custo de qualquer distor¢do que ele cause. O pagamento do mecanismo VCG

para o participante i é dado, assim a informacgédo do participante i ndo pode afetar o payoff
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total para o conjunto dos outros participantes, N.;. Observe que 0e N _,, isto &, o conjunto

inclui o operador do mecanismo cujo payoff é o recebimento do mecanismo.

Com este principio em mente, pode-se derivar uma formula para os pagamentos em
mecanismos VCG. Com o intuito de deixar claro o efeito da informacéo do participante i (tipo
reportado) no resultado, sera introduzida uma informacéo nula hipotética (informacéo falsa) a
qual corresponde ao caso onde o participante i informa que ele é indiferente entre as possiveis

decisOes e interessa-se apenas pelas transferéncias. Quando i presta esta informacao falsa, o
mecanismo VCG otimamente escolhe a decisdo X(X,N~,t™). O valor total resultante da
decisdo para o conjunto de participantes N seria V (X,N~,t7), e o operador do mecanismo
poderia coletar um pagamento h'(t™) do participante i. Assim se i presta uma informacéo
nula, o payoff total para os participantes no conjunto N.j ¢ V (X, N~ t™")+h'(t™).

O mecanismo VCG ¢ construido de forma que o payoff para os demais participantes

seja 0 mesmo independente da informacdo prestada pelo participante i. Assim, suponha que
quando o perfil de tipos informado (reportado) é t, o pagamento de i é p(X,N,t)+h'(t™),
entdo p(X,N,t) é o pagamento adicional cobrado do participante i, sobre o que ele pagaria,
se ele utiliza a informacéo falsa. A decisdo X(X,N,t) geralmente depende da informacéo de

i, e o payoff total para os N; demais participantes €é entdo

D VIR(XN, D), t) + pH(X,N,T) +h' (t™). Agora igualando este valor total ao valor total do

jeN7i

caso em que o participante i utiliza a informacdo falsa:

PO N,E)+h () + D vI(R(X,NLE) t) =h' (") +V (X, N7 t7) (3)

jeN-—i

Usando a equacdo (1) pode-se obter a solucéo para 0 pagamento extra como segue:

P'OX,N,E) =V (X, N7 t) = D vI(X(X,N,T),t!)

jeN’i

= Y VRGN E) )= 3 VIR(XN )LL) (4)

jeN™! jeN’i
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De acordo com a equacéo (4) se a informacao do participante i leva a uma mudanca na
decisdo X, entdo o pagamento extra p'(X,N,f) é especificado de forma a compensar 0s
demais N participantes pela perda que eles sofrem no seu payoff.

Agora serdo introduzidas algumas defini¢cdes que serdo de grande utilidade.

1) Um mecanismo Vickrey-Clarke-Groves (VCG) (©,(X,p+h)) é um

mecanismo direto no qual X satisfaz (2), psatisfaz (4), para todo N,X,teieN e os
pagamentos sdo determinados por p'(X,N,t)+h'(t™);

2) Um  participante de um mecanismo VCG € pivotal se
X(X,N,T) = X(X,N7",t™), isto &, se ele é capaz de influenciar no resultado;

3) Um mecanismo pivot é um mecanismo VCG no qual h' = 0 para todo ie N .

Em palavras, um participante é pivotal se a consideracdo de sua informac&o é capaz de

mudar a decisdo, quando comparado a excluir o participante ou ao caso em que ele utiliza a

informacdo falsa. De acordo com a equacdo (4), se o participante i ndo é pivotal, entdo
p'(X,N,f)=0. Em um mecanismo pivot, os Unicos participantes que fazem ou recebem

pagamentos diferentes de zero sdo aqueles que sdo pivotais.

Vickrey inicialmente introduziu o mecanismo pivot em um modelo onde a decisdo x
aloca uma quantidade fixa de um Unico bem indivisivel. No contexto de leildes, um
participante ndo é pivot se ele adquire quantidade igual a zero. Assim 0 mecanismo pivot no
modelo de Vickrey € um leildo no qual os participantes perdedores ndo fazem nem recebem

pagamentos.
4.2 Estratégias Fracamente Dominadas e Sempre Otimas

Nesta secdo verificamos que as regras de um mecanismo VCG necessariamente
asseguram que é sempre Otimo para os participantes falar a verdade, independente das
informacdes prestadas pelos demais participantes. Serd verificado tambem que dizer a
verdade é muitas vezes uma estratégia dominante, isto €, ela é a Unica estratégia que é sempre
Otima.

Existem circunstancias nas quais informar verdadeiramente, embora seja sempre
Otimo em um mecanismo VCG, ndo é uma estratégia dominante. Por exemplo, suponha que
duas partes estdo considerando dividir o aluguel de um barco, que custa $200. Uma parte
avalia o aluguel em $0 ou $300, e os valores que esta parte pode informar esta restrita ao

conjunto {$0, $300}. A outra parte pode assumir qualquer valor entre $0 e $150, sendo que
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esta parte pode informar qualquer valor no intervalo [$0, $150]. Neste exemplo, 0 mecanismo
pivot prescreve que o barco é alugado se e somente se o valor da primeira parte ¢ $300, e
nesse caso a primeira parte paga $200, a segunda parte sempre paga $0, e seu valor informado
ndo afeta o resultado. Conseqlientemente, qualquer informacdo dada pela segunda parte é
sempre 6tima e qualquer informacdo de $200 ou mais dada pela primeira parte étima quando
seu valor é no minimo $200.

O exemplo anterior é construido de forma que as vezes 0s participantes possam prever
que certas informacg0es sdo irrelevantes. Em poucos exemplos construidos espera-se que falar
a verdade seja uma estratégia dominante.

Essas afirmacOes sdo formalizadas a partir das seguintes defini¢cbes. Reportar
verdadeiramente é uma estratégia sempre 6tima se a condicdo (i) abaixo é valida, e é uma

estratégia dominante se, além disso, vale também a condicao (ii):

i) para todo t™', t' earg[nax{v‘(x, N, t),tY—p' (X, N, Tt}

t
ii) se Tt entdo para algum
t™, T gargmax{v' (X(X,N, T, t™),t)— p(X,N,t",t7).
fi
Para excluir exemplos irreais como o do aluguel do barco, Milgrom utiliza a seguinte

condigéo:
Todas as informagdes sdo potencialmente pivotais, isto é, paratodo ie N et', ' € ®',

existe t' € ©®~' tal que D VI (X(X,N,f',t™),t)) <V (X,N,f).
jeN

Esta condicéo assegura que para qualquer informagao falsa t' dada pelo participante i,
existe algum perfil de tipos, t', dos demais participantes tal que a informacéo falsa conduz o
mecanismo a escolher um resultado sub 6timo. Quando esta condigdo é satisfeita nenhum
participante pode estar seguro que uma informacao falsa nao € prejudicial.

Teorema 1: Em qualquer mecanismo VCG, reportar verdadeiramente € uma estratégia
sempre Otima. Se todas as informacfes sdo potencialmente pivotais, entdo reportar

verdadeiramente é uma estratégia dominante.

Prova:

¥ Em um jogo na forma normal uma estratégia é dominante para um jogador se (1) é a melhor resposta a todo

perfil de estratégias de todos os demais opositores, (2) ndo existe nenhuma outra estratégia com esta propriedade.
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Para mostrar que falar a verdade é sempre uma estratégia otima, fixa o perfil de
verdadeiros tipos T. Quando o participante i informa o tipo ', a decisdo escolhida é
X(X,N,f",t7"). Assim, devido a formula para o pagamento do participante i, seu payoff é

dado por:
I (&' /1) =[v' (XX, N, T, t7),t) = p' (X, N, T t7) =h'(t™)]

Utilizando a equacdo (4), o ganho que o participante i obtém em decorréncia do

desvio &, portanto:

(€ /E) =TT (' /1T) = [V (ROX, N, T E),6) = YOG N, Bt = hi(e )]
—[Vi()z(X,N,f)’ti)— ﬁi(xv N!f)_hi(t_i)]

=D VIR(XON, L)) =D VIR(X, N, D), )

jeN jeN

= > VIR(X,N, T t7),t) -V (X,N,T) <0

jeN

O que prova que reportar verdadeiramente é sempre 6timo. Pela suposicdo de que

todas as informacdes sdo potencialmente pivotais, para todo ' =t' existe t™ tal que

ITN(E/T) -1 (' /E) = D v (R(X, N, T, t7),t) =V (X,N,T) <0

jeN

Entdo, pela definicao, dizer a verdade é uma estratégia dominante.

A prova formal implementa o seguinte argumento intuitivo: 0os pagamentos em um
mecanismo VCG sdo definidos de forma que a informacéo reportada pelo participante i ndo
pode afetar o payoff total dos demais participantes. Se o participante i reporta seu tipo
verdadeiro o mecanismo maximiza o verdadeiro payoff total. Se ele utiliza a informacao falsa
de forma a alterar a decisdo, entdo a mudanca no payoff total deve ser negativa e deve ser
igual @ mudanca no seu préprio payoff. Logo, informar seu tipo verdadeiramente ao
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mecanismo é uma estratégia otima. Entretanto se toda informacdo falsa utilizada é as vezes
pivotal, entdo ela € as vezes sub 6tima, e € dominada por reportar verdadeiramente.

O exemplo mais conhecido de um mecanismo pivot é o leildo de segundo preco. No
modelo de leildo com valores privados, o valor de um participante para qualquer deciséo
depende apenas dos bens que o participante adquire e ndo dos bens adquiridos pelos outros
participantes: V' (x,t')=Vv'(x',t') onde x' = 1 se o participante adquire o bem e x' = 0 caso
contrario. O valor de ndo adquirir o bem é normalizado para zero: v'(0,t') =0".

Desde que os participantes perdedores ndo séo pivotais (porque sua presenca nao afeta
a alocacdo), eles pagam uma quantidade igual a zero no mecanismo pivot.
De acordo com a equagéo (4), que mostramos novamente em seguida, 0 preco que

cada participante vencedor pago ao mecanismo é a diferenca entre dois nimeros:

PIOX,N,E) = D VIR(X, N7, 1) = > VIR(X, N ), )

jeN’i jEN’i

Onde o primeiro nimero é o valor maximo total para os outros participantes,

incluindo o vendedor, quando i ndo participa do leildo, o qual é maxv’ . Ja o segundo nimero

J#i
é o valor total para os outros participantes quando i vence, o qual é zero. Assim quando 0

participante i vence ele paga maxv', o qual ¢ igual ao segundo maior valor oferecido. Por
j#i

esta razdo 0 mecanismo pivot para 0 caso de um unico bem é chamado leildo de segundo
preco.

Em grande parte da literatura o termo leildo de Vickrey € utilizado para se referir a
mecanismo pivot em ambientes de leil6es. Analisando a equacédo (4) percebe-se que o preco
pago por qualquer participante 10 € igual a perda imposta aos outros participantes
ajustando a decisdo para levar os valores do participante i. Esse preco é sempre nao-negativo.
Em contraste, 0s precos pagos em mecanismos VCG mais gerais podem ser negativos se h' for
algumas vezes negativo. A possibilidade de pagamentos negativos para alguns participantes
faz surgir uma questdo sobre a soma dos pagamentos para os participantes i =0 ser positiva,

negativa ou igual a zero.

15 Escrevemos simplesmente v/ para V' (1,t') .
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4.3 Orgamento Equilibrado

Em muitos problemas de mecanismos com varios agentes, ndo é permitido ao
principal ser uma fonte liquida de recursos para os participantes. Entretanto o principal deve
obter receita suficiente das transferéncias para cobrir seus custos. Isto leva a considerar

mecanismos que satisfacam uma restricdo adicional, de orcamento equilibrado.

2, P <-C°(x(t)

ieN

Onde C°(x) representa o custo monetério da decisdo x para o principal.

Geralmente em aplicacdes envolvendo bens publicos o operador do mecanismo pode
desejar assegurar que 0s pagamentos totais dos participantes e para os participantes, excluindo
0 operador do mecanismo, somem zero. Este caso é chamado orcamento equilibrado. Se o
operador do mecanismo € uma autoridade publica, isto significa que a autoridade néo registra
nem déficit nem superavit nesse projeto. Em tais casos, o operador do mecanismo tipicamente

ndo tem valor independente para a decisdo, assim o modelo é formulado com N ={1,...,n},

excluindo o operador do mecanismo do conjunto de participantes.

Definicdo: Um mecanismo direto (X, p) satisfaz o orcamento equilibrado se para todo

© finito e paratodo t € ®, a soma dos pagamentos (transferéncias) é zero:

D> p'(X,N,f)=0

ieN

A soma dos pagamentos requeridos revela que a possibilidade de orcamento

equilibrado implica uma restricdo na fungédo valor maximo como segue:
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0= p'(X,N,[)=> (p'(X,N,[) +h'(t™))

ieN ieN

=S VOGN )+ E) - 3 VIR(X, N, ) t)

ieN ieN  jeN_;

=D (VXN ED) + () = DIV (X, N =VI(R(X, N, )]

ieN ieN

=(n-DQ F'(t™") -V (X,N,1) (5)

ieN

V(X, N7 t+R'(t™)

Onde e .
n —

(6)

Assim um condicdo necessaria para orcamento equilibrado é que existam funcdes f '

tais que para todo t :

V(X,N,E)=> f'(t™) (7

ieN

Holmstrom (1971) observou que a mesma condi¢do € verdadeiramente necessaria e

suficiente para existéncia de um mecanismo VCG com orcamento equilibrado.

Teorema 2: ExistirdA um mecanismo VCG que satisfagca orcamento equilibrado se e

somente se existem funcdes f ' tais que (7) se verifique para todo f .

Prova:

A necessidade de (7) foi estabelecida acima. Para suficiéncia, dadas as funcdes f ',
facamos h'(t")=(n-1Df'(t™)-V(X,N7,t7) observe que isto implica em (6) ,e entdo em

).
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Uma alocagdo y=(x,p) é dita factivel se x é implementdvel por p e y é
individualmente racional; y é factivel sob orcamento equilibrado se satisfaz também a
restricdo de orcamento equilibrado.

Segundo Fundenberg e Tirole (1991) o problema é que alocacdes eficientes séo
geralmente ndo factiveis sob a restricdo de orcamento equilibrado quando existe informacao
incompleta, pode ser viavel apenas no caso em que a restricdo de racionalidade individual é
muito fraca. Se ndo for requerido orcamento equilibrado, a restricdo de racionalidade
individual é irrelevante, porque o principal pode induzir os agentes a participarem dando a

eles grandes transferéncias positivas, e assim alocacgdes eficientes sdo geralmente factiveis.
4.4 Unicidade

Pode um outro mecanismo além do VCG implementar decisdes eficientes com
estratégias dominantes? A resposta depende de suposi¢fes adicionais sobre o ambiente. Por
exemplo, se existe um comprador de quem o valor pertenca ao conjunto {0, 10} e um
vendedor do qual o custo de ofertar um bem é 5, entdo o seguinte mecanismo direto
implementa um resultado eficiente em estratégias dominantes. No mecanismo, cada
participante deve reportar um valor de seu conjunto de possibilidades. O vendedor ndo tem
escolha, a ndo ser informar que seu custo é 5. Se o comprador reportar 10 a troca ocorre a um
preco igual a 8, do contrario ndo ocorre a troca e nao existe transferéncia.

Pode-se verificar que reportar verdadeiramente seu valor € uma estratégia dominante
para ambos os lados e o resultado é sempre eficiente. Um mecanismo VCG que ndo tenha
transferéncias quando nao ocorre a troca € um mecanismo pivot, e 0 mecanismo pivot nesse
caso estabelece um preco igual a 5. Segue que 0 mecanismo sugerido ndo é um VCG.

O exemplo anterior se deve a natureza discreta do espaco de tipos possiveis. De
acordo com o proximo teorema, quando o espaco de tipos € suavemente conectado, apenas

mecanismos VCG podem implementar resultados eficientes em estratégias dominantes.

Teorema 3: Suponha que para todo i, ®' :[0,1] (ou simplesmente que ®' é um

caminho suavemente conectado)'® e que para cada decisdo de resultado x, v'(x,t') é

* Um conjunto © é dito suavemente conectado (smoothly path conected) se para todos dois pontos

0, 6 O existe uma fungio diferenciavel f : [O,l] —> 0O talque f(0)=0ef()=06".
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diferenciavel em seu segundo argumento. Entdo qualquer mecanismo direto, eficiente e
incentivo compativel, € um mecanismo VCG.

Essa versdo do teorema (3) apresentada aqui foi primeiramente provada por
Holmstrom (1979), generalizando o trabalho anterior de Green e Laffont (1977), que
empregaram suposi¢des mais restritivas sobre o espaco de tipos.

Holmstrom queria saber se qualquer mecanismo além dos mecanismos VCG poderia
implementar decisdes eficientes em estratégias dominantes. Ele também derivou um lema
estabelecendo que uma certa formula de payoff se verifica para todos os mecanismos factiveis
em uma solucdo por estratégia dominante. Holmstrom demonstrou que apenas o esquema de
pagamentos proposto pelos mecanismos VCG prescreve pagamentos consistentes com esta

férmula.

4.5 Concluséo

Nesta secdo foram apresentadas as importantes contribui¢cbes de Vickrey, Clarke e
Groves (VCG) para a teoria dos desenhos de mecanismos. A primeira formulacdo de um
mecanismo de incentivo foi desenvolvida por Vickrey (1961). Vickrey desenvolveu seu
mecanismo como um procedimento para evitar especulacdo de monopolistas e monopsonistas
em licitagGes publicas. Aproximadamente uma década mais tarde, Clarke (1971) e Groves
(1969), independentemente redescobriram tais mecanismos. Clarke (1971) desenvolveu um
exemplo particular desses mecanismos em um modelo de equilibrio parcial. O problema era
para determinar a quantidade 6tima de um bem publico sobre a suposicao restritiva de que a
elasticidade renda da demanda pelo bem puablico é identicamente zero. Groves (1971)
desenvolveu e formulou analiticamente a classe geral desses mecanismos de incentivos
6timos no contexto de modelos de decisGes gerais de times. Os mecanismos de Groves foram
desenvolvidos para fornecer um método de avaliacdo de tomadores de decisGes
descentralizados. O objetivo era criar uma estrutura de incentivos que levasse esses tomadores
de decisGes a agirem como um time. Mais tarde Groves e Loeb (1975) e Groves (1976)
ampliaram esses mecanismos para problemas de decisfes de escolha 6tima em modelos de
produgdo com presenca de externalidades, e niveis de escolha 6tima de insumos publicos na
producéo.

A anélise de VCG tornou-se um referencial importante. E o trabalho pelo qual a

maioria dos outros trabalhos de desenhos de mecanismos € julgada e em termos 0s quais sua
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contribuicdo é avaliada. Existem profundas e surpreendente conexdo entre a teoria VCG e

muitas partes da teoria dos leilGes.
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5 EXEMPLOS E APLICACOES DE DESENHOS DE MECANISMOS

Neste capitulo sdo apresentadas algumas das aplicacdes mais comuns de desenhos de
mecanismos. Além desta introducdo na segunda secdo apresentamos um problema simples de
comércio bilateral e mostramos que para essa situacdo ndo existe um mecanismo que €
incentivo compativel e que satisfaca as restricdes de racionalidade individual e orcamento
equilibrado. Esse problema foi generalizado para o caso de comércio multilateral, e uma boa
exposicao pode ser encontrada em Williams (1999).

Na segunda se¢do mostramos que a maioria dos problemas de leilbes podem ser
modelados de acordo com a teoria dos desenhos de mecanismos. Nesta secdo mostramos que
os resultados apresentados no capitulo 1 podem ser utilizados para se obter uma solugédo
menos restritiva para esses problemas. Apresentamos também um exemplo do leildo de
Vickrey (ou leildo de segundo preco), que é um tipico exemplo de mecanismo pivot.

Na terceira se¢do apresentamos um problema de escolha social, baseado no trabalho
de Williams (1999). Este tipo de problema foi inicialmente formulado e analisado por Clarke
(1971) e Groves (1973), que analisavam o problema de fornecimento eficiente de bens
publicos e mecanismos de incentivo que poderiam ser usados por um lider para levar os
membros de uma organizacdo a agirem de acordo com seu interesse. Na Ultima secdo

concluimos o capitulo.
5.1 Uma Aplicagdo ao Comércio Bilateral

Suponha que um vendedor tenha uma bem indivisivel para vender a um comprador, 0s

custos de produzir o bem C e [9,6] é uma informacéo privada do vendedor. Suponha também

que existe um comprador que atribui valor V e [M,V] ao bem e que apenas ele conhece esse
valor.

O custo do vendedor, C, é distribuido de acordo com a distribuicdo F(J) e o valor do
comprador, V, é distribuido de acordo com a distribuicdo G(). As distribuicdes F() e
G() tem densidades continuas f(0) e g(), respectivamente, e tem suporte total em seus

intervalos*’. Entdo, existe informacdo incompleta dos dois lados do mercado. Finalmente

7 Williams (1999) considera o caso em que o suporte das densidades é o intervalo [0,1] :
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suponha que v<CT e V>c, assim 0s suportes se sobrepdem e as vezes é eficiente ndo
realizar a troca (venda).

A questdo é: Existe alguma forma de assegurar que a troca ocorra sempre que ela
deveria ocorrer? Para responder a questdo adota-se uma perspectiva de desenho de
mecanismo.

Um mecanismo decide quando ocorre a troca, também decide quanto o comprador
paga pelo bem, x°, e a quantia recebida pelo vendedor, x'. Se o bem é comercializado o
comprador obtém um ganho liquido de V —x", e o vendedor obtém um ganho liquido de
x'—-C%,

Um mecanismo € eficiente se sempre que V >C o bem ¢ produzido e alocado para o
comprador, caso o contrario o bem nédo deve ser produzido.

Em tais problemas de comércio bilateral ndo existe um mecanismo que é eficiente,
incentivo compativel, individualmente racional e que a0 mesmo tempo seja orcamento
equilibrado.

O mecanismo de Groves nesse cenario € um mecanismo de dois precos no qual o
comprador anuncia um valor V e o vendedor anuncia um custo C. Se V <C 0 objeto ndo é

vendido e nenhum pagamento € feito, se V >C 0 objeto é vendido e o comprador paga
max {C,v}, e o vendedor recebe min{V,c}.

Pode-se verificar que é uma estratégia fracamente dominante para o comprador
anunciar V =v e o vendedor anunciar C =c. Este mecanismo é eficiente desde que, em
equilibrio, o objeto é vendido quando v >c.

Um comprador com valor v tem payoff esperado de 0, e qualquer comprador com um
valor v>v tem payoff esperado positivo. Da mesma forma, um vendedor com custo T tem

payoff esperado de 0, e qualquer vendedor com custo ¢ <T tem payoff esperado positivo.
Assim, 0 mecanismo é individualmente racional.

Quando V >C ocorre a troca, o fato de que v <T implica que a quantidade que o

vendedor recebe xvzmin{v,é}é maior que a quantidade paga pelo comprador

- max{C, y}. Nesse contexto o mecanismo VCG sempre apresenta um déficit. Realmente,

'8 Nesse momento n&o imp&e nenhuma restricdo de que x® ou X seja positivo ou negativo, nem assume

orcamento equilibrado, X" =x".
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para qualquer realizacdo de V e C tal que V >C, o déficit x'—x"=V -C, o qual é
exatamente igual ao ganho ex post que resulta do comércio.

Dito de outra forma, a familia de mecanismos VCG, conforme descrita anteriormente,
define a transferéncia (ou pagamento) tal que inclui uma taxa adicional k° e k® para vendedor e

comprador que sdo feitas independente da troca ocorrer ou ndo. Segue que em um mecanismo

VCG E,[U*(c)|=T-k* e E,[U"(v)|=T—k", onde I"é 0 ganho esperado ex-ante da troca.

Note que T"é igual a Et[Zvi(x(t),ti)] no modelo geral. A restricdo orcamentéaria ex-ante é
i

entdo - +k° +k® >0, o que implica em k”+k®>0. O vendedor com custo igual a um e o

comprador com valor igual a 0 nunca trocam, logo U*®(1) = —k* e U"(0) = —k". A restricio de

racionalidade individual implica k°,k® <0, o que contradiz k” +k*>0.

Suponha que exista algum outro mecanismo que é incentivo compativel e eficiente.
Entdo, existe uma constante K tal que o pagamento esperado para qualquer comprador com
valor v sob este mecanismo difere de seu pagamento esperado sob o mecanismo VCG por
exatamente K. similarmente, existe uma constante L tal que a receita esperada de qualquer
vendedor com custo ¢ sob este mecanismo difere de sua receita esperada sob o mecanismo
VCG por exatamente L.

Suponha que esse outro mecanismo seja também individualmente racional. Desde que

no mecanismo VCG um comprador com valor v obtém um payoff esperado de 0, deve-se ter

K <0. Similarmente, desde que um vendedor com custo T obtém um payoff esperado de 0,
tem-se L>0.

O déficit esperado sob este outro mecanismo é o déficit esperado sob 0 mecanismo
VCG mais L—K >0. Mas desde que o mecanismo VCG apresenta um déficit, pode-se dizer
que todos os outros mecanismos também terdo um déficit.

Assim, ndo existe um mecanismo eficiente que é incentivo compativel, racional

individualmente e or¢camento equilibrado.

5.2 Desenho de Mecanismo em LeilGes

Um leildo € uma das muitas formas que um vendedor pode usar para um vender um

objeto para potenciais participantes com valores desconhecidos. Em um leildo, o objeto é
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vendido a um preco determinado pela competicdo entre os participantes de acordo com um
conjunto de regras estipuladas pelo vendedor (o formato do leildo).

Consideremos uma situacao onde o vendedor tem um objeto indivisivel para vender e
existem N potenciais participantes neutros ao risco (agentes neutros ao risco) do conjunto

N ={1,...,N}. Os participantes tém valores privados que sdo independentemente distribuidos.
O valor que o comprador i atribui ao bem que esta sendo leiloado, t' sai de um intervalo

®‘=[O,a)‘] de acordo com a funcdo de distribuicdo F', com funcdo densidade de

probabilidade f; .
Seja ®=0"x...xO" o0 produto dos conjuntos de valores dos N participantes. E para
todo i, seja @' =0'x..xO"xO®"x..®O" o0 produto dos valores de todos os outros

participantes que ndo o i. Define f(f) como a densidade conjunta def = (t*,...,t"). Como os
valores sdo independentemente distribuidos, pode-se escrever f(f)= f (t')x...x f (t").
Similarmente f_ (t™') ¢ a funcdo de densidade conjunta de t™ = (t',...,t'" ", t"*,...,tV).

Um mecanismo de venda (B, 7, P)tem os seguintes componentes: Um conjunto de

possiveis ofertas*® (mensagens) para cada participante i, uma regra de alocacdo (funcio de
alocacdo) 7:B—> A, onde A é o conjunto das distribuicbes de probabilidades sobre o

conjunto dos N participantes, e uma regra de pagamento (ou funcdo de transferéncia)
p:B—o>R".
Uma regra de alocagdo (funcio de alocacio) determina a probabilidade z'(b)que o

participante i obtenha o objeto como funcdo das N mensagens enviadas (b denota o vetor de

mensagens,ou valores, informados). Uma regra de pagamentos (ou funcéo de transferéncias)
determina o pagamento esperado para o comprador i, p'(b) como fungio das N mensagens.
Note que tanto um leildo de primeiro preco como um leildo de segundo prego, séo
mecanismos. O conjunto dos lances possiveis , ', em ambos 0s casos pode seguramente
supor que seja ®'. Supondo que ndo exista preco de reserva, a regra de alocacdo nos dois

casos é 7' (b) =1 se b' >maxb’ e 7'(b)=0 para j=i.A Gnica diferenca entre eles é a regra
j=i

de pagamento. Para o leilio de primeiro preco p'(b)=b' se b >maxb’ e

j=i

19 Essas ofertas sdo os valores que cada agente atribui ao bem sendo leiloado, em um modelo mais geral é o tipo

do agente.
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p'(b)=0parai= j. Para um leildo de segundo preco, p'(b)=maxb' se b'>maxb’ e
iz]

j#i
p'(b)=0 para i#j.
Todo mecanismo define um jogo de informacdo incompleta entre os agentes. Uma N-

upla de estratégias £’ :[O,a)‘] — B'é um equilibrio do mecanismo se para todo i e para todo

t', dadas as estratégias dos S~ agentes, A'(t') maximiza o payoff esperado de i.

Agora podemos utilizar o principio da revelacdo, descrito anteriormente, para obter
uma classe menor e mais simples de mecanismos. Essa classe menor consiste dos
mecanismos para oS quais 0 conjunto de mensagens € 0 mesmo conjunto de valores (ou
tipos), isto €, para todo i, #' =@'. Esses mecanismos s&o chamados mecanismos diretos (ou

mecanismos de revelacdo direta), ja que todo participante é questionado a informar
diretamente um valor (ou o seu tipo).

Um mecanismo direto (Q,P)consiste de um par de fungbes Q:®@ > A e
P:®—>R", onde Q'(t) é a probabilidade de que i obtenha o objeto (funcio de alocagéo),
dado t, e P'(f) é o pagamento (transferéncia) esperado para i. Se o equilibrio é a situacio na
qual cada agente informa seu verdadeiro valor (tipo), entdo o mecanismo direto € dito ter um
equilibrio verdadeiro (ou, dizemos que esse mecanismo € incentivo compativel). O par
(Q(t),P(t)) seréadito o resultado do mecanismo em t .

O Principio da Revelacdo mostra que o resultado obtido por qualquer equilibrio de
gualquer mecanismo, pode ser replicado pelo equilibrio verdadeiro de algum mecanismo
direto (equilibrio onde todos os agentes participam do mecanismo e passam sua informag&o

corretamente). Dessa forma, sem perda de generalidade, podemos restringir atencdo aos

mecanismos diretos.

Proposicdo 1: Principio da Revelacdo:

Dado um mecanismo e um equilibrio para este mecanismo, existe um mecanismo
direto no qual:

) Revelar seu valor (tipo) honestamente é um equilibrio para cada participante;

i) O resultado é 0 mesmo que é obtido no equilibrio do mecanismo original.

Prova:
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Seja Q:®@ > A e P:®@—>R" . Definidos como Q(f) = z(A(1)) e P(t) = p(A(1)).
Em outras palavras, 0 mecanismo direto (Q,P) é uma composicdo (funcdo composta) de

(7, p) e pB. O resultado segue imediatamente.

A idéia basica do principio da revelacdo para esse caso € que fixando um mecanismo e
um equilibrio para esse mecanismo, S, ao invés dos agentes enviarem mensagens,
b' = g'(t'), e entdo aplicar as regras do mecanismo para Ver quem vence — gquem vence e
qguanto paga — o operador do mecanismo poderia solicitar que os participantes informassem
diretamente seus valores (tipos) t' e entdo assegurar que o resultado seja 0 mesmo que se ele
tivesse submetido o lance ' (t'). Dito de outra forma, o mecanismo direto faz os calculos do

equilibrio automaticamente para os participantes.

Agora suponhamos que algum participante considere melhor pra ele ndo informar seu
valor (tipo) verdadeiramente e informe que seu valor (tipo) é z, enguanto na verdade é t'. No
mecanismo original esse participante deveria preferir informar g'(z') em vez de £'(t'), mas
desde que £'(t') € um equilibrio, isto é uma contradic&o.

Dado um mecanismo direto (Q, P), define:
q'(z)= [ Q'@ 0", t")dt (1)

Como a probabilidade de que o participante i venga quando ele informa que seu valor

(tipo) é Z' e todos os demais participantes dizem a verdade.

Similarmente define:

p'(z) = | P'(Z, 0 £, (t)dt @

Como 0 pagamento (ou transferéncia) esperado quando ele informa z' e todos os
demais participantes dizem a verdade. E importante notar que como os valores (tipos) sao
independentemente distribuidos, a probabilidade de vencer e a transferéncia esperada

dependem apenas do valor (tipo) informado z' e ndo do valor (tipo) verdadeiro, t'. O payoff
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esperado do participante i quando ele informa ao mecanismo z', mas seu verdadeiro tipo é t',

novamente supondo que os demais agentes disseram a verdade, pode ser escrito como:
q'(z)t' - p'(z) (3)

O mecanismo direto de revelagdo € dito ser incentivo compativel (IC) se para todo i,
para todo t' e para todo z":

Ut =q't")t' - p't") >q'(z')t' - p'(z) (4)

U', é a funcdo payoff de equilibrio, ou funcéo valor maximo do problema.
Comepatibilidade de incentivo tem implicagdes simples, mas muito fortes. Para cada
valor (tipo) informado Z', o payoff esperado q'(z').t' — p'(z') é uma funcéo afim do verdadeiro

valor (tipo) t'. Ent&o compatibilidade de incenitivo implica que:
U'(t') = max{q' ()t - p'(z)}

Isto é, Ui 6 um méximo de uma familia de funces afim, portanto é uma funcéo
convexa. Podemos utilizar o teorema 1.2 para obter a derivada da funcdo de valor méximo?®

(em todo ponto que U; for diferenciavel):
Ui(t)=q'(t") 6)

A derivada da funcao de valor maximo é obtida pela derivacdo da funcéo objetivo em

relacdo ao parametro, e avaliando no ponto de 6timo. Como U; é convexa:

21 i il
gzo,logo 8q_(_t)20
6’[- i

E isto implica que q; é uma funcéo ndo-decrescente.

20 U; é uma funcdo de valor méximo, a saber, ¢ a funcdo de utilidade indireta do agente i, assim pode-se utilizar o
teorema do envelope para obter sua derivada imediatamente.

2! Krishna (2002) obtém esse resultado de uma outra forma, impondo algumas outras restricdes ao problema.
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Mas o teorema 1.3 nos assegura condicdes para que U' seja absolutamente continua e
toda fungédo absolutamente continua pode ser escrita como a integral de sua derivada, assim

temos que:
ui(t‘)zui(0)+jqi(ri)o|ri 0

O que implica que além de uma constante, o payoff esperado para um participante em

um mecanismo direto que é incentivo compativel (Q,P) depende somente da regra de

alocacdo Q. Se (Q,P) e (Q,P) sdo dois mecanismos Incentivo Compativeis com a mesma
regra de alocacdo Q, mas com diferentes regras de regras de pagamentos (fungdes de
transferéncias), entdo a funcdo payoff esperado associada aos dois mecanismos, U' e U",
respectivamente, diferem no maximo por uma constante — os dois mecanismos sdo payoff
equivalentes. Dito de outra forma, a forma da funcdo payoff esperado é determinada
completamente pela regra de alocacdo Q. Sendo que a regra de pagamento (funcdo de
transferéncia) P serve unicamente para determinar as constantes U'(0). Finalmente,
observamos que um mecanismo é Incentivo Compativel se somente se a funcao g; associada é
ndo decrescente. Ja afirmamos que Incentivo Compativel implica que g; € ndo-decrescente.

Para ver a volta, basta observar que a equacéo (5) pode ser reescrita como segue:
[d@)de' 2 a'(t)(z -t)
tl

Usando (7), e isto certamente se matem desde que ¢ é ndo decrescente.

Escrever o resultado na forma integral é de grande importancia para a teoria dos
leildes, foi utilizado inclusive para estabelecer o Teorema da Equivaléncia de Receitas e 0
teorema da eficiéncia de Myerson e Satterthwaite, para esse caso Myerson (1991) usou uma
forma linear. JA 0 uso do teorema do envelope para conjuntos de escolhas arbitrarios de
Milgrom e Segal (2002) permite estabelecer o resultado na forma integral para mecanismos
arbitrarios de uma forma bem geral.

Um exemplo classico de um mecanismo pivot € o leildo de Vickrey, ou leildo de

segundo preco. Em um modelo de leildo com valores privados, o valor de um participante
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para qualquer decisdo depende apenas dos bens que o participante adquire e ndo dos bens
adquiridos pelos outros participantes: V' (x,t') =V (x',t") onde x' = 1 se o participante adquire
0 bem e x' = 0 caso contrario. O valor de néo adquirir o bem é normalizado para zero:
V'(0,t') =07

Desde que os participantes perdedores ndo séo pivotais (porque sua presenca nao afeta
a alocacdo), eles pagam uma quantidade igual a zero no mecanismo pivot.

De acordo com a equacdo (4) do capitulo 3, que mostramos novamente em seguida, 0

preco que cada participante vencedor pago ao mecanismo € a diferenca entre dois nimeros:

POX,N, D)= D vIR(X, N t7),t) = D7 vI(R(X, N, D), 1)

jeN’i jeN’i

Onde o primeiro nimero € o valor méaximo total para os outros participantes,

incluindo o vendedor, quando i ndo participa do leildo, o qual é maxv? . Ja o segundo niimero

j#i
é o valor total para os outros participantes quando i vence, o qual é zero. Assim quando 0

participante i vence ele paga maxv', o qual é igual ao segundo maior valor oferecido. Por
j#i

esta razdo o mecanismo pivot para o caso de um unico bem é chamado leildo de segundo
prego.

Vickrey originalmente introduziu o leildo de segundo preco como um modelo de
leildo ascendente, tal como esses leildes comuns nos sites de leildo na internet. Para
desenvolver a conexdo devemos ressaltar o fato de que sites de leildo como eBay e Amazon
Leildes incentivam os participantes a utilizarem uma facilidade proxy bidder, o participante
informa um preco maximo que ele esta disposto a pagar para a proxy bidder (seu preco
maximo). A proxy bidder mantém esta informacéo secreta e da lances conforme o desejo do
participante no leildo ascendente. Sempre que o participante ndo tem o maior preco a proxy
bidder eleva seu lance por um acréscimo positivo, ndo excedendo o maximo especificado. Se
todos os participantes usarem a proxy entdo o resultado seria que o participante que
especificou 0 maior preco maximo adquire o item e paga um preco igual (ou
aproximadamente igual) ao segundo maior preco méaximo. Se a frase preco maximo for
substituida por preco de lance entdo fica equivalente a mesma regra que descreve o resultado

de um leildo de Vickrey para um unico bem. Na linguagem de teoria dos jogos, o leildo inglés

22 Escrevemos simplesmente v/ para V' (1,t') .
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com proxy bidders e o leildo de segundo preco sdo estrategicamente equivalentes: existe um
mapeamento um pra um entre 0s conjuntos de estratégias tal que aquele perfil de estratégias
correspondentes conduz a resultados idénticos.

Em grande parte da literatura o termo leildo de Vickrey é utilizado para se referir a
mecanismo pivot em ambientes de leildes. Analisando a equacao (4) percebe-se que 0 preco
pago por qualquer participante i=0 é igual a perda imposta aos outros participantes
ajustando a deciséo para levar os valores do participante i. Esse preco é sempre nao negativo.
Em contraste, 0s precos pagos em mecanismos VCG mais gerais podem ser negativos se h' for
algumas vezes negativo. A possibilidade de pagamentos negativos para alguns participantes
faz surgir uma questdo sobre a soma dos pagamentos para 0s participantes i =0 ser positiva,

negativa ou igual a zero.
5.3 O Problema de Escolha Social

Williams (1999) analisou um problema fundamental na literatura de desenho de
mecanismo. Um elemento de um conjunto X* (conjunto das alternativas sociais) pode ser
selecionado por n participantes.

A funcdo de utilidade do participante é suposta ser quase-linear na alternativa social e

na transferéncia, e depende do tipo do agente t e [0,1]. Um conjunto de tipos possiveis com

esse formato foi proposto por Milgrom e Segal (2002). Assim a funcéo de utilidade assume

um formato quase-linear na valoracdo e no pagamento:

U(X! p,t) =V(X!t)_ p

Onde p ¢ a transferéncia monetaria do agente (pode ser negativa ou positiva).

Conforme Harsany (1967-1968), o uso estratégico de informacéo privada ¢ modelada
como um jogo néo cooperativo de informacdo incompleta.

Um mecanismo de revelacdo direta especifica uma alternativa social e um vetor de
transferéncias monetarias como funcdo dos tipos dos participantes. Neste cenario se diz que
um mecanismo € incentivo compativel se uma alternativa social que maximiza a soma das

valoracbes € escolhida quando os participantes informam os tipos honestamente.

2% Nao é imposta nenhuma restricao sobre a cardinalidade de X.
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Especificamente supde que existe uma funcéo x(t) tal que x(t) € argmax ZV‘ (x,t') para cada

t.

O resultado 6timo para um participante do tipo t constitui uma correspondéncia de

escolha X (t) implementada pelo mecanismo, e pode ser descrita por:
X (t) ={xe X :u(x, p,t) =V (t)
E a utilidade de equilibrio do participante no mecanismo, V(t), € dada por:

V (t) =supu(x, p,t).

xeX

Supondo que X (t) é um conjunto ndo vazio. Qualquer selecdo x(t) e X' (t) é uma
regra de escolhas (ou fungéo de alocagéo) implementada pelo mecanismo.
Da definicdo de um mecanismo de Groves, temos que a transferéncia € definida por

p(t) :Zvj(x(t),tj). Assim podemos assumir que a funcdo de utilidade do participante é

j#i
diferenciavel®*, supondo que ela é também absolutamente continua paratodote xe X , e que

sup|ut(x, p,t)| é integravel em [0,1]25. Podemos utilizar os resultados apresentados no

xeX

capitulo 1 para assegurar que a utilidade de equilibrio do agente, V, em qualquer mecanismo
que implemente uma dada regra de escolha (ou funcéo de alocacéo) x pode ser representada
na forma integral:

2 y(x, t) é concava por suposicéo, pelo teorema de Rademacher, é diferenciavel.

% Segundo Milgrom e Segal (2002), se a fungéo de utilidade do participante é do tipo quase-linear e a valoragdo

v(z,t), onde z € um elemento do conjunto de escolhas, tem diferencas estritamente crescentes em (z, t), ent&o o
teorema da selecdo mondtona implica que para qualquer selecdo X(t) = (z(t), p(t)) € X (t), z(t) é nio
decrescente em t. Além disso, sob diferengas estritamente crescentes, V,(z,t) é ndo decrescente em z, e
portanto u, (x(s), p(s),t) =v,(z(s),t) € [v,(z(0),1),v,(z(2),t)] para  todo s.  Fazendo

X" ={x(s):s[0,1]}, temos que sup|u,(x, p,t)| < max{]v,(z(0),t)|, |V, (z(1),t)[}. que & integravel em
xeX

[0,1]. Isto permite aplicar o teorema 1.3, do capitulo 1, e reduzir o conjunto de escolhas X e obter a

representacdo do resultado na forma integral.



74

V0=V (©)+] u(x(s), p(s).s)ds

Segundo Milgrom e Segal (2002) escrever o resultado na forma integral € um passo
chave em problemas de desenho de mecanismos. Mirrlees (1971), Laffont e Maskin (1980) e
Fundenberg e Tirole (1991) derivaram esta condi¢cdo impondo restricdes sob o conjunto de
alocacdes possiveis (conjunto de escolhas).

Milgrom e Segal (2002) afirmam que isto ndo é satisfatério do ponto de vista de
desenho de mecanismo, porque eliminam da analise alguns mecanismos a priori. Além disso,
quando a funcéo de utilidade do agente ndo é c6ncava, regras de escolha que sdo 6timas para
0 operador do mecanismo (um planejador central benevolente ou um principal com interesse

proprio) podem ser descontinuas.
5.4 Concluséo

Neste capitulo apresentamos algumas das principais aplicacdes da teoria de desenho
de mecanismo. Devemos ressaltar, porém, que existem muitas outras situacdes as quais a
teoria dos desenhos de mecanismos poderia ser aplicada. Por exemplo, Mirrlees (1971)
analisa uma situacdo de tributacdo 6tima sob a Otica dos desenhos de mecanismos. Esse
trabalho de Mirrlees inclusive se tornou uma referéncia para o estudo de problemas relativos a
tributacdo tima.

Em quase todos os exemplos apresentados foi chamada atengdo para importancia de se
escrever a utilidade de equilibrio do agente na forma integral. Destacamos também alguns
resultados importantes que foram obtidos com esta condi¢cdo, um deles € o teorema de
equivaléncia de receitas.

Porém, os resultados obtidos por Milgrom e Segal (2002) possibilitam obter essa
condigdo impondo menos restricdes ao problema, principalmente no conjunto de escolhas. O
fato de ndo se precisar impor nenhuma restricdo no conjunto de escolhas, pode ser tratado
como um conjunto arbitrario, permite analisar varias situagdes que antes eram descartadas

devido as fortes restricbes impostas ao problema.
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6 CONCLUSAO

Neste trabalho apresentamos um modelo geral de desenho de mecanismo,
apresentamos também alguns exemplos e aplicacbes de desenhos de mecanismos e as
ferramentas matematicas basicas utilizadas no desenvolvimento desta teoria. Destacamos a
importancia dos teoremas de envelope na obtencao de resultados relevantes para os desenhos
de mecanismos e suas aplicagdes. O uso dos teoremas de envelope permite explorar conexdes
proximas entre a teoria da demanda e a teoria de incentivos.

Milgrom (2004) afirma que o teorema do envelope implica no lema de Hotelling
quando o pardmetro usado é o prego ao qual os bens sdo vendidos. Possibilita derivar o lema
de Holmstrom quando o parametro € o tipo do participante no mecanismo e este participante
maximiza seu payoff conhecendo o perfil de tipos dos demais participantes. Permite também
derivar o lema de Myerson quando o parametro é o tipo do participante no mecanismo e o
participante maximiza seu payoff esperado, sem conhecer o tipo dos demais participantes.

O lema de Holmstron por sua vez leva ao teorema de Green-Laffont-Holmstron, o
qual afirma que se o conjunto de valores possiveis é suavemente conectado, entdo todo
mecanismo aumentado que implementa resultados eficientes em estratégias dominantes é um
mecanismo VCG. Ja o lema de Myerson leva ao teorema da equivaléncia de receitas, o qual
afirma que se o conjunto de valores possiveis € suavemente conectado entdo todo mecanismo
aumentado que implementa resultados eficientes em estratégias Bayes-Nash gera a mesma
receita esperada que o leildo de Vickrey.

Muitos outros resultados sdo obtidos via teoremas de envelope. O Teorema de Jehiel-
Moldanavu que avalia as possibilidades de implementar performances eficientes em
diferentes conjuntos de ambientes. Teorema de Martingale de Weber, que examina uma
sequéncia de leildes quando os participantes querem adquirir apenas uma unidade. Teorema
do Leildo Otimo de Myerson, Teorema Fraco dos Cartéis de Mc-Afee-McMillan, sdo todos
exemplos de resultados obtidos através dos teoremas de envelope, que além disso possibilita
explorar relagdes proximas entre esses resultados.

A Nova versdo para os teoremas de envelope, nas formas diferencial e integral,
desenvolvida por Milgrom e Segal permite explorar esses resultados de forma menos
restritiva. Pelo fato de ndo exigir convexidade nem outras estruturas topolégicas desejaveis do

conjunto de escolhas, esses resultados possibilitam analisar mecanismos que antes eram
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descartados a priori. Isto possibilita novos avancos para a teoria dos desenhos de mecanismos

e suas diversas aplicacoes.
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