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RESUMO

Um span em uma categoria é um par ordenado de morfismos dessa categoria,
ambos com origem num mesmo objeto. O destino do primeiro morfismo ¢é a origem do
span e o destino do segundo morfismo é o destino do span. Spans, embora sejam uma
estrutura bastante simples numa categoria e tenham uma definicao também bastante
simples, sao versateis, pois, com especializacoes sutis apresentadas aqui, sao capazes
de representar outras estruturas, tais como as tratadas nesses trabalho: relagoes
bindarias, multirrelagoes binarias, grafos e, em conjunto com um morfismo adicional,
sistemas de transigoes etiquetadas (LTS). Permitem ainda, como proposto nesse
trabalho, definir de forma também simples, redes de Petri como sendo um endospan
em uma categoria. Mostra-se que a composicao de spans aplicada a essas estruturas
é capaz de expresar a composi¢ao de multirrelacoes — mas nao de relacoes —, uma
composicao de grafos cujo grafo resultante indica caminhos em que cada parte é
uma aresta de um dos grafos operados, uma composicao de LTS cujo LTS resultante
apresenta transacoes que podem ser compostas por transicoes de diferentes LTS
e uma composicao de redes de Petri cujo resultado também apresenta transacoes
compostas por transicoes que podem ser realizadas em redes de Petri distintas.
Mostra-se algumas propriedades dessas composig¢oes, bem como suas provas. Como
verificar propriedades de relagoes e de grafos através de spans também é proposto.

Palavras-chave: Spans, Grafos Internos, Multirrelacoes, Propriedades, Composigao.






Internal Graphs and Multirrelations as Spans — Properties and
Composition

ABSTRACT

A span is a ordered pair of morphisms in a category, both with common source.
The target of the first is the source of the span and the target of the second is the
target of the span. Spans, a very simple structure with a very simple definition,
are powerful. They may, as we show, represent structures as the ones in this work:
binary relation, binary extended multirrelations, graphs and, with one more mor-
phism, labeled transition systems (LTS). May also, as we propose here, represent
Petri nets as an internal graph. We show the span composition applied to these
structures may represent composition of multirrelations, but not of relations. May
represent too a composition of graphs where each arc in the resulting graph repre-
sents a path composed by arcs of the operated graphs, a composition of LTS where
each transition of the resulting LTS is a transaction assembled with transitions of
the operated LTS and a composition of Petri nets where each transition in the re-
sulting Petri net represents a transaction of the transitions in the operated Petri
net. We also show some properties of these compositions, all with proofs. Here we
also propose how to verify properties of relations and graphs by spans.

Keywords: Spans, Internal Graphs, Multirrelations, Properties, Composition.
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1 INTRODUCAO

1.1 Spans

Um span em uma categoria é um par ordenado de morfismos dessa categoria,
ambos com origem num mesmo objeto. O destino do primeiro morfismo é a origem
do span e o destino do segundo morfismo é o destino do span.

Spans, embora sejam uma estrutura bastante simples numa categoria e tenham
uma definicao também bastante simples, sao versateis, pois, com especializagoes
sutis, sao capazes de representar estruturas algébricas comuns em Computagao, tais
como as tratadas nesses trabalho: relagoes binarias, multirrelagoes binarias, grafos e,
em conjunto com um morfismo adicional, sistemas de transigoes etiquetadas (LTS)
e automatos finitos. Permite ainda, como proposto nesse trabalho, definir de forma
também simples, redes de Petri como sendo um grafo interno a uma categoria.

Definicoes de span sao encontradas em (BENABOU, 1967), (BRUNI; GAD-
DUCCI, 2001), (MILIUS, 2000), (STREET; CARBONI; KASANGIAN, 1984), en-
tre outros. Neste trabalho, segue-se aquela presente em (BENABOU, 1967) e em
(BRUNI; GADDUCCI, 2001). Um dos primeiros capitulos deste trabalho, apresenta
tal definicao, bem como algumas defini¢oes referentes a spans, como a equivaléncia de
spans. No mesmo capitulo, apresenta-se exemplos de spans em algumas categorias.

Na categoria Set, se os morfismos de um span respeitam a caracteristica chamada
“par mono” encontrada em (FREYD; SCEDROV, 1990), esse span passa a expressar
uma relacdo bindria da teoria dos conjuntos, como é mostrado em (VIGNA, 2002).
Tirando-se essa restricao de par mono, um span em Set expressa uma multirrelacao
binaria que é uma generalizacao de relacao.

Generalizando-se essa maneira de se expressar relacoes e multirrelagoes em Set,
define-se, através de spans, relacoes e multirrelacoes bindrias em qualquer categoria.
Também sao propostas maneiras de se representar diagramaticamente relagoes e
multirrelacoes em algumas categorias.

Tendo-se isso, propoe-se neste trabalho maneiras de se verificar propriedades de
endorrelacoes e de endomultirrelacoes nos spans que as expressam. As verificagoes
propostas sao para spans em categorias genéricas, nao apenas para Set. Algu-
mas dessas propriedades — reflexividade, simetria e transitividade — aparecem em
(BARR; WELLS, 1985), (LAWVERE; ROSEBRUGH, 2003) e em (ADAMEK; RO-
SICKY, 2001), mas a maioria das propriedades cuja verificagdo é proposta aqui
nao foram encontradas na literatura. Um exemplo é a anti-simetria com a qual,
juntamente com a reflexividade e com a transitividade, permite se testar se um
span expressa uma relacao de ordem parcial. Além da anti-simetria, outras pro-
priedades cujas verificagoes sao propostas aqui sao irreflexividade, correflexividade,
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assimetria, conexividade, densidade e Euclideanidade. Além da verificacao de pro-
priedades, uma nova propriedade é proposta — a monotransitividade — bem como
sua verificagao.

Um tipo de relacao bindria importante na computacao sao as fungoes parciais
que sao dadas por um span em Set cuja primeira projecao seja um monomorfismo. A
generalizacao desse conceito para qualquer categoria sao os morfismos parciais, um
dos principais assuntos de estudo do grupo no qual estou inserido, principalmente
através da Mestre em Ciéncia da Computacao Karina Girardi Roggia, com a qual
se desenvolveu um trabalho correlato. Como aparece em (BARBOSA, 2003), um
morfismo parcial é uma classe de equivaléncia de span equivalentes cuja primeira
projecao de cada span é mono. Como um dos morfismos é mono, os dois morfismos
do span formam um par mono e, portanto, expressam uma relacdo — uma relagao
funcional.

Um grafo! ¢ definido como uma &lgebra composta por dois conjuntos e duas
funcoes. Também pode ser definido por um endospan em Set. Grafo interno, como
em (MAC LANE, 1998) (chamado apenas de grafo) e em (MENEZES, 1997), é a
generalizacao de grafo para qualquer categoria. Pode portanto ser definido como
um endospan ne respectiva categoria.

A similaridade de grafos internos com endorrelagoes e endomultirrelagoes leva
a proposta de propriedades similares as propriedades de relagoes para grafos inter-
nos. Todas as propriedades mencionadas para endorrelagoes sao propostas também
para grafos internos. Adicionalmente, devido a situagoes que nao ocorrem com
endorrelacoes, sao propostas também novas propriedades: monorreflexividade, isor-
reflexividade, pseudo-simetria e anti-simetria forte.

Tendo definido grafos através de span, aproveita-se esse fato para se definir LTS
(como em (HENNESSY, 1988) ¢ em (MILNER, 1989)) o que exige um morfismo
adicional ao span. Aqui, a caracteristica de par mono aparece novamente para
se verificar se um LTS é deterministico. Essa definicao é na categoria Set. Uma
simples transposicao para a categoria Finset leva aos automatos finitos, como em
(MENEZES, 2001), embora sem estados inicial nem finais.

Duas formas alternativas de se definir redes de Petri sao propostas neste trabalho,
ambas usando spans. Uma delas define simplesmente como um grafo interno (um
endospan) a categoria MTRel, sendo MRel a categoria de todos os conjuntos e
todas as multirrelagoes entre conjuntos. A outra define como dois spans paralelos
em Set, sendo que esta generaliza as redes de Petri, pois permite tratar quantidade
de tokens dadas por diferentes cardinais infinitos.

1.2 Composicao de Spans

Na literatura, praticamente todos os locais que falam de spans, falam também
de composicao de spans que é dada por um produto fibrado, e que, a menos de
equivaléncia de spans, € uma operagao bindaria parcial. Algumas propriedades dessa
composi¢ao sao demonstradas.

Neste trabalho, também se mostra como a composicao de spans pode ser inter-
pretada nas diversas estruturas modeladas como spans.

INeste trabalho, por “grafo” se entende o que, geralmente, em teoria dos grafos, é chamado de
“multigrafo dirigido (ou orientado) com loops” ou “multidigrafo com loops”.
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Sobre relacoes e multirrelagoes, a composicao de spans expressa a composicao de
multirrelagoes, mas nao a de relagoes.

J& com a composicao de spans aplicada a grafos, define-se um tipo de composicao
— Composigao de Arestas de Grafos Internos — em que as arestas do grafo resul-
tante representam caminhos em que cada pedaco é uma aresta de um dos grafos
operados. Sobre essa composi¢ao, publicou-se o artigo (HOFF; ROGGIA; MENE-
ZES, 2004) que também trata de composi¢ao de sistemas.

Quando aplicada a sistemas, essa composicao é capaz de representar transacoes
em que cada transicao é realizada em um dos sistemas operados. Sobre essa com-
posicao de sistemas, demonstra-se algumas propriedades como a associatividade e a
preservacao de determinismo, entre outras.

A composicao de arestas de grafos internos, quando aplicada as redes de Petri
(grafos internos a MTRel), também é capaz de indicar um tipo de trasagao realizada
com as transicoes das redes operadas.

1.3 Objetivos

O objetivo deste trabalho é explorar spans em algumas categorias e estabele-
cer como eles podem representar estruturas como relacoes binarias, multirrelacoes
bindrias estendidas, grafos, LTS, LTS deterministicos e redes de Petri. Também, ex-
plorar a composicao de spans e sua aplicacao a spans que representam as estruturas
mencionadas.

Mais especificamente, os objetivos sao:

e definir relagao binaria e multirrelacao binaria estendida em qualquer categoria
através de spans;

e apresentar a definicao de grafo interno como span;

e apresentar como LTS e LTS deterministicos podem ser definidos usando-se
spans em Set e como AF sao vistos como LTS na categoria Finset;

e propor a definicao de rede de Petri como um endospan na categoria M7Rel;

e propor outra definicdo de rede de Petri através de spans em Set — sendo que
esta generaliza redes de Petri;

e cstabelecer maneiras de se verificar diversas propriedades de endorrelacoes
expressas por spans;

e propor propriedades de grafos internos e maneiras de as verificar;
e provar algumas propriedades da composicao de spans;

e mostrar que a composicao de spans expressa a composicao de multirrelacoes,
mas nao de relacoes;

e definir uma composicao de grafos internos que calcule caminhos de tamanhos
pré-estabelecidos, podendo esses terem pedacos em grafos diferentes, desde
que com mesmos vértices;
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e definir uma composicao de LTS que calcule transacoes de tamanhos pré-
estabelecidos, podendo ser realizadas em LTS diferentes, desde que com mes-
mos estados, e provar algumas propriedades a respeito dessa composicao;

e definir um tipo de transacao capaz de ser calculado em redes de Petri através
da composicao de grafos internos.

1.4 Como ler este trabalho

H& aqui duas sugestoes de seqiiéncias de capitulos a serem seguidas para se ler
este trabalho.

1.4.1 Por Assunto

Esta é a seqiiéncia em que o trabalho foi escrito. Separa os capitulos em trés
grupos principais: inicialmente aqueles referentes a spans e como estruturas podem
ser representadas por spans; apos, propriedades de estruturas vistas como spans;
finalmente, composicao de spans e aplicacao dessa composicao as outras estruturas.

A seqiiéncia é:

Introducao
Conceitos Bésicos

e Spans e estruturas vistas como spans

Span

Relagoes e Multirrelagoes como Spans
Grafos Internos como Spans

@ Modelos de Sistemas como Spans
e Propriedades

Propriedades de Endorrelagoes
Propriedades de Grafos Internos

e Composicao

@ Composicao de Spans
Composicao de Multirrelagoes como Composicao de Spans
Composicao de Arestas de Grafos Internos
Composicao de Sistemas
Composicao de Redes de Petri

Conclusao
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1.4.2 Por Aplicacao

Agrupa os capitulos de acordo com seus temas: spans e composi¢ao; relacoes e
multirrelagoes, suas propriedades e composi¢ao; grafos internos, suas propriedades
e composicao; finalmente, sistemas e composicao de sistemas.

A seqiiéncia é:

Introducao

Conceitos Basicos

e Spans

Span

@ Composicao de Spans
e Relacoes e Multirrelagoes

Relagoes e Multirrelagoes como Spans
Propriedades de Endorrelagoes
Composicao de Multirrelagoes como Composicao de Spans

e Grafos Iternos

Grafos Internos como Spans
Propriedades de Grafos Internos
Composicao de Arestas de Grafos Internos

e Sistemas

@ Modelos de Sistemas como Spans
Composicao de Sistemas
Composicao de Redes de Petri

Conclusao
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2 CONCEITOS BASICOS

Este capitulo apresenta e padroniza conceitos basicos necessarios ao longo deste
trabalho.

A secao 2.1 trata relagoes e multirrelacoes bindrias, identidades e composicoes.

A secao 2.2 apresenta a defini¢ao de par mono e de familia mono numa categoria.
Também enuncia e prova um teorema que nao foi encontrado na literatura.

A secao 2.3 apresenta as defini¢oes informais das principas categorias utilizadas
neste trabalho, sendo uma delas proposta aqui. Também compara essa categoria
proposta com outra.

2.1 Relagoes e Multirrelagoes Binarias

Na teoria dos conjuntos, uma forma usual de se associar elementos de dois con-
juntos é através de relagoes binarias. Para dois conjuntos A e B, uma relacao binéria
R:A— B associa elementos de A a elementos de B. Quaisquer dois elementos, um
a€ A eum b€ B, podem ou nao estar associados através de uma relagao.

Diversas especializacoes podem ser feitas sobre relagoes bindrias a fim de se
representar outras estruturas. Por exemplo, uma relacao binaria como acima, que
restrinja que cada elemento de A pode estar associado a, no maximo, um elemento
de B é uma funcao parcial. Restringindo-se ainda mais, se cada elemento de A esta
associado a exatamente um elemento de B, essa relagdo é uma fungao (total).

Mesmo sendo um conceito bastante genérico, relacoes bindrias possuem uma
restricao: elas nao permitem multiplicidade na associacao de elementos. Isto é, dois
elementos, um a € A eum b € B, podem ou nao estar associados através de uma
relacao, mas, se estao, estao associados apenas uma vez nessa relacao.

Uma generalizacao de relacao binaria que admite multiplicidade nas associagoes
de elementos é o que se chama de multirrelacao binaria.

Esta secao faz uma breve introducao as relagoes binarias e as multirrelagoes
binérias.

Inicialmente, trata sobre relagoes:

e a prépria definicao;
e relacao identidade;
e composicao de relagoes;

e funcao caracteristica de uma relagao.
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Apds, mostra que a funcao caracteristica de uma relacao pode ser interpretada
de uma forma que permite a generalizacao para multirrelacoes e, entao, trata sobre
multirrelagoes:

e a propria defini¢ao;

e multirrelacao identidade;

e composicao de multirrelagoes;
e comparacao com relacoes.

2.1.1 Relagao

Definicao 2.1 (Relagao Bindaria) Sejam A e B conjuntos e R C Ax B. Entao
R: A— B é uma relagdo binaria com origem em A e destino em B, a qual se 1é
“relacao R de A em B”.

Para uma relacdo' R: A — B e para elementos a € A e b € B, o elemento
a estd relacionado (ou associado) ao elemento b se e somente se (a,b) € R e isso
também pode ser denotado da forma infixada aRb.

Se R: A— B é uma relacao e A e B sao conjuntos finitos e nao vazios com
cardinalidades c4 e cp respectivamente, a relacdo R: A — B pode ser vista como
uma matriz R de tipo caxcp com valores no conjunto {0, 1} onde 0 significa falso
e 1 significa verdadeiro. As linhas da matriz sao indexadas pelo conjunto A e as
colunas sao indexadas pelo conjunto B. Cada posigao r;; da matriz R é preenchida
com o valor 1 (verdadeiro) se iRj e com o valor 0 (falso) se —iRj.

O diagrama interno de uma relacao R: A— B é representado com os diagramas
de Venn dos conjuntos A e B e, para elementos a € A e b € B, representa-se uma
seta de a para b se e somente se aRb.

Exemplo 2.2 (Relagao) A Figura 2.1 apresenta o diagrama interno de uma
relacdo R: A— B entre os conjuntos A = {a,b,c} e B = {0,1,2,3}. Essa relagao é
R={(a,1),(c,2),(c,3)}. A mesma Figura apresenta também a matriz da relagao.

A4 R B R[0 1 2 3
a0 1 0 O
b0 0 0 0
- cl0 0 1 1

Figura 2.1: Relacao.

Defini¢ao 2.3 (Endorrelagao) Seja R: A— B uma rela¢ao. Essa relacao é uma
endorrelacao se e somente se A = B.

!'Uma relacao bindria também pode ser chamada apenas relacao.
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2.1.2 Relagao Identidade

Definicao 2.4 (Relagao Identidade) Seja A um conjunto. A relacao identidade
de Aéidy:A— A, onde idy = {{x,x) € AxA |z e A}.

Para qualquer conjunto, a relacao identidade desse conjunto sempre existe e é
Unica.

Vista como uma matriz e considerando-se que a indexacao das linhas pelo con-
junto A é a mesma indexacao das colunas, a relacao identidade é a matriz identidade
contendo 1 na diagonal principal e 0 no restante.

Exemplo 2.5 (Relagao Identidade) A Figura 2.2 apresenta a rela¢ao identidade
do conjunto A = {a, b, c} bem como sua matriz.

A ida A idA‘abc
a a all 0 O

\ [ b0 1 0
b/ \b c|0 0 1
& &

Figura 2.2: Relacao identidade e Multirrelacao identidade.

2.1.3 Composicao de Relacoes

Definigao 2.6 (Composigao de relagoes) Sejam R:A— B e S:B— C relagoes.
A composigao de R: A— B com S:B— (' é a relacao composta SoR: A— C', onde

SoR = {(a,c) € AxC' | (3b € B)(aRb A bSc)}.

A composicao SoR: A — C é definida se e somente se o destino de R: A — B
coincide com a origem de S: B — (. Neste caso, a relacao composta sempre existe
e é Unica.

As relacoes identidade atuam similarmente a elementos neutros na composicao,
da seguinte forma: seja R: A— B uma relacao qualquer, Roidq = R e R = idgoR.
Observa-se que nao existe um elemento neutro para todas as relacoes, mas para cada
relacao existe um “elemento neutro” a esquerda e um a direita.

A composicao de relagdes é associativa, isto é, (ToS)oR = To(SoR) para quaisquer
trés relagoes R: A— B, S: B—C e T :C — D, podendo ser representada sem a
necessidade de parénteses: ToSoR.

Exemplo 2.7 (Composicao de Relagoes) A Figura 2.3 apresenta (esquerda) os
conjuntos A = {a,b,c}, B=1{0,1,2,3} e C = {p,q,r} e as duas relagdes R: A— B
e S:B— C. Na mesma Figura (direita) estdo novamente os conjuntos A e C e a
relagdo composta SoR: A—C.
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A R B S C A SoR C

Figura 2.3: Composicao de relagoes.

2.1.4 Funcao Caracteristica de uma Relagao

Toda relacao R: A— B tem associada a si uma funcao a qual se chama funcao
caracteristica da relagdo R e que se denota xgr: Ax B — {0,1}, onde 0 e 1 s@o
considerados os valores légicos falso e verdadeiro, respectivamente. Essa funcgao
indica, para cada par do produto cartesiano A x B, se ele estd ou nao presente na
relacao.

Definigao 2.8 (Fungao Caracteristica) A fungao caracteristica de uma relagao
R:A— B é a fungao total yg: Ax B— {0, 1} definida, para todo a € A e b € B,

como
1 se aRb

X0, b)) = { 0 se —aRb

A representagao de uma relacao R: A — B como matriz, por exemplo, é sim-
plesmente uma maneira de se apresentar a func¢ao caracteristica yg: Ax B—{0,1}
dispondo-se a imagem de cada elemento de A x B em um retangulo, indexando-se
linhas por A e colunas por B.

A fungao caracteristica yg: Ax B — {0,1} de uma relagdo R: A — B é uma
funcao e, portanto, também é uma relagao, mas, no geral, sao relagoes diferentes.

Para se trabalhar com identidade e composicao de relacoes, prefere-se a notacao
A— B a notacao de fungao caracteristica Ax B— {0,1}. Cita-se dois motivos para
esta preferéncia:

e a relacao identidade de um conjunto A, que da uma idéia de permanéncia
nesse conjunto, é do tipo A — A o que preserva essa idéia de permanéncia,

diferente de Ax A — {0,1};

e a composicao de uma relacdo A — B com uma relacdo B — C, que dd uma
idéia de seqiiéncia, é do tipo A — C' que preserva a idéia de seqiiéncia, diferente
da outra notacdo em que a composi¢ao de uma relacio Ax B — {0,1} com
uma relacdo BxC — {0, 1} resulta numa relagdo AxC — {0, 1}.

2.1.5 Multirrelacao

Embora seja uma construgao poderosa, uma relagao nao admite multiplicidade
nas associacoes de elementos, isto é, um elemento a € A pode estar relacionado a
um elemento b € B no maximo uma vez.

Multirrelagoes sao uma espécie de generalizacao de relacoes que permitem que
um elemento a € A esteja associado a um elemento b € B qualquer quantidade
finita n € N de vezes.
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A idéia é inspirada nas funcoes caracteristicas de relagoes. Se R: A— B é uma
relagdo, a sua fungdo caracteristica é x,: Ax B—{0,1}. Pode-se considerar agora,
que 0 e 1 sdo os valores naturais 0 (zero) e 1 (um) e que eles indicam “quantas vezes”
cada par esta presente na relacao.

Para multirrelagoes, pode-se imaginar uma funcao similar, mas com destino em
algum conjunto que admita que um par esteja na multirrelagao mais de uma vez,
como m:Ax B—N que admite qualquer quantidade de vezes, desde que finita.

A seguinte definicao de multirrelacao é inspirada na literatura?.

Definigao 2.9 (Multirrelagao Bindaria) Sejam A e B conjuntos. Uma multir-
relacao binaria m: A— B, a qual se lé “multirrelacdo m de A em B”, é uma funcao
m:Ax B—N. A origem e o destino de m: A— B sao A e B, respectivamente.

Neste trabalho, adota-se a covencao que, se um simbolo « representa uma
multirrelacao binaria A — B, entdao o mesmo simbolo com uma espécie de acento
circunflexo @ refere-se & funcao Ax B — N associada & mesma multirrelacao?.
Assume-se também o converso.

Uma multirrelacao m : A — B trata-se de um multiconjunto de elementos de
Ax B. Trata-se também de uma operagao binéaria m:Ax B—N.

Uma multirrelacao é uma fungao e portanto, também é uma relagao. Assim como
para relacoes, para multirrelagoes prefere-se a notacao A— B a notacao AxB — N.
Os motivos sao 0os mesmos.

Para uma multirrelacdo m: A— B e para elementos a € A e b € B, a quantidade
de vezes que a esta relacionado a b através da multirrelagao m é a imagem da fungao
m aplicada ao par (a,b), ou seja, é m({a,b)) (usando-se a notacdo de fungao pré-
fixada) ou amb (usando-se a notacao de operagao binéria infixada).

Se m:A— B é uma multirrelacao e A e B sao conjuntos finitos e nao vazios com
cardinalidades c4 e cp respectivamente, a multirrelacao m : A — B pode ser vista
como uma matriz M de tipo cy X cg com valores no conjunto N. As linhas da
matriz sdo indexadas pelo conjunto A e as colunas sao indexadas pelo conjunto B.
Cada posigao m;; da matriz M é preenchida com o valor i mj.

O diagrama interno de uma multirrelacao m : A — B é representado de forma
similar ao de uma relacao. Representa-se os diagramas de Venn dos conjuntos A
e B e, para elementos a € A e b € B, representa-se amb setas de a para b, o que
indica que a quantidade de vezes que a estd associado a b é amb. Uma alternativa
a essa é, se amb > 1, representar-se apenas uma seta, mas etiquetada com o valor
amb. Setas repetidas sdo preferidas em casos de valores pequenos por serem mais
ilustrativas. Setas etiquetadas sao preferidas para nao gerarem um diagrama muito
poluido visualmente. Neste trabalho, usa-se as duas alternativas, inclusive podendo
aparecer juntas no mesmo diagrama.

Exemplo 2.10 (Multirrelagao) A Figura 2.4 apresenta as duas alternativas para
o diagrama interno de uma multirrelacdo m: A— B entre os conjuntos A = {a, b, c}
e B=1{0,1,2,3}. O elemento a € A estd relacionado duas vezes com o elemento
1 € B, portanto, aml = 2. O elemento ¢ € A estd relacionado uma vez com o

2Como aparece em (BRUNI; GADDUCCI, 2001), mas com duas diferencas: 1*) define-se mul-
tirrelagdo entre conjuntos quaisquer, ndo necessariamente contéveis; 2*) a quantidade de vezes que
dois elementos se relacionam numa multirrelagdo é sempre finita.

3Uma multirrelacdo bindria também pode ser chamada apenas multirrelacio.
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A m B Am B m|0 1 2 3

al0 2 0 0
— 2 b0 0 0 0
_ clo 0 11
‘ ‘

Figura 2.4: Multirrelacao.

elemento 2 € B e uma vez com o elemento 3 € B, portanto, cm2 = 1 e cm3 = 1.
Todos os outros pares de elementos nao estao relacionados — ou estao relacionados
zero vezes —, portanto, por exemplo, bim2 = 0. A mesma Figura apresenta também
a matriz da multirrelacao.

Defini¢ao 2.11 (Endomultirrelacao) Seja m: A — B uma multirrelagdo. Essa
multirrelacao é uma endomultirrelacao se e somente se A = B.

2.1.6 Multirrelacao Identidade

A multirrelacao identidade definida aqui atua como identidade para a composicao
de multirrelagoes definida logo adiante.

Definigao 2.12 (Multirrelagao Identidade) Seja A um conjunto. A multir-
relacao identidade de A é id4: A— A, onde a funcao id4: Ax A— N é definida, para
quaisquer x,y € A, como

1 sex=y

e ={ o Y

Para qualquer conjunto, a multirrelacao identidade desse conjunto sempre existe
e é Unica.

Vista como uma matriz e considerando-se que a indexacao das linhas pelo con-
junto A é a mesma indexacao das colunas, a multirrelacao identidade é a matriz
identidade contendo 1 na diagonal principal e 0 no restante.

Exemplo 2.13 (Multirrelagao Identidade) A Figura 2.2 apresenta a multir-
relacdo identidade do conjunto A = {a,b,c} bem como sua matriz. Nota-se que,
tanto o diagrama interno quanto a matriz, sao iguais aos da relacao identidade.

2.1.7 Composicao de Multirrelacoes

Defini¢ao 2.14 (Composigao de Multirrelagoes) Sejam m:A— Ben:B—C
multirrelagoes. A composi¢ao de m: A— B com n: B— C' é a multirrelacao composta
nom:A—C, onde nom: AxC —N é definida, para quaisquer a € A e ¢ € C, como

anomc =Y _((amb) - (biic))

beB

A composicao nom: A— C é definida se e somente se o destino de m: A — B
coincide com a origem de n: B — C'. Neste caso, a multirrelacado composta sempre
existe e é tnica.
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As multirrelagoes identidade atuam similarmente a elementos neutros na com-
posicao, da seguinte forma: seja m: A — B uma multirrelacdo qualquer, moidy = m
e m = idgom. Observa-se que nao existe um elemento neutro para todas as mul-
tirrelacoes, mas para cada multirrelagao existe um “elemento neutro” a esquerda e
um a direita.

A composigao de multirrelagoes é associativa, isto é, (pon)om = po(nom)
para quaisquer trés multirrelagbes m: A — B, n: B—C e p: C — D, podendo ser
representada sem a necessidade de parénteses: ponom.

Para multirrelacoes m : A — B e n: B — (' vistas como matrizes M e N,
respectivamente, considerando-se que a indexacao das colunas de M pelo conjunto
B é a mesma indexacao das linhas de N, a definicao da composicao nom das
multirrelacoes equivale a multiplicacao usual M x N das respectivas matrizes.

Exemplo 2.15 (Composi¢cao de Multirrelagoes) A Figura 2.5 apresenta (es-
querda) os conjuntos A = {a,b,c}, B ={0,1,2,3} e C = {p,q,r} e as duas mul-
tirrelagoes m: A— B e n: B— C. Na mesma Figura (direita) estao novamente os
conjuntos A e C' e a multirrelacao composta nom: A— C'. A Figura 2.6 apresenta as
matrizes das trés multirrelacoes, respectivamente, e mostra a terceira como produto
das duas primeiras (a indexacao das respectivas linhas e colunas é dada pela ordem
em que os elementos aparecem na denotagao por extensao dos conjuntos A, B e C
na primeira sentenca deste exemplo).

Figura 2.5: Composicao de multirrelagoes.

0200 (1) g 8 0 40
0000 00 11~ 000
0011 00 2 0 0 3

Figura 2.6: Composicao de multirrelagoes como multiplicacao de matrizes.

2.1.8 Relagao x Multirrelagao

Toda relagdo R: A— B pode ser vista como uma multirrelagdo m: A— B. Basta
tomar m:Ax B— N definida, para todo a € A e b€ B, como

Sb 1 se aRb
“MY=0 0 se —aRb

No geral, uma multirrelagao m: A— B pode ser vista como relacao R: A— B se e
somente se (Va € A)(Vb € B)(amb < 1). Nesse caso, R = {{(a,b) € AxB | amb = 1}.
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2.2 Par Mono e Familia Mono

Em Teoria das Categorias, caracteriza-se morfismos ou cole¢oes de morfismos por
algumas propriedades que eles apresentam quando comparados a outros morfismos
ou a outras entidades da categoria — objetos, colecoes de morfismos, resultados de
calculos, etc.

Uma dessas caracteristicas ¢ chamada monomorfismo. Diz-se que um morfismo
¢ um monomorfismo (substantivo) ou é mono (adjetivo) se ele apresenta a carac-
teristica de ser canceldvel* & esquerda na notacao de composicao. Para quaisquer
morfismos m, x e y, se moxr = moy nem sempre se pode cancelar m a es-
querda e se obter # = y, mas se m for um monomorfismo®, entdo sim, ou seja,
mox = Mmooy — T =Y.

Nesta secao, apresenta-se o conceito de par mono — uma generalizacao de mo-
nomorfismo — e o conceito de familia mono — uma generalizacio de par mono®.

Logo apds, enuncia-se e prova-se um teorema sobre o equalizador dos morfismos
de um par mono. Esse teorema nao foi encontrado na literatura.

2.2.1 Par Mono

Definigao 2.16 (Par Mono) (Ver Figura 2.7, esquerda ou direita) Um par de
morfismos (fi, fo) onde f1: X — Aj e fo: X — Ay é um par mono se e somente se
para qualquer par de morfismos (hi, he) onde hy:Y — A; e hy: Y — A, existe no
maximo um morfismo g:Y — X tal que fiog=hy e fy0g = hs.

X X
y “ fl f2
Al g AQ g A1 A2
\ / ha ha
h1 ho
Y Y

Figura 2.7: Diagramas comutativos para defini¢ao 2.16.

A caracteristica de ser um par mono s é aplicada a pares de morfismos que
tenham a mesma origem.

A definigdo de um par mono é bastante similar a definicao de produto de dois
objetos. A tnica diferenca é a existéncia de no mdzrimo um morfismo que comute
o diagrama, enquanto que no produto é exigida a existénia de exatamente um mor-
fismo.

Um par mono de morfismos nao é o mesmo que um par de monomorfismos. Em
um par mono, nenhum dos dois morfismos precisa ser mono. Entretanto, dado um
par de morfismos com mesma origem, se um deles for um monomorfismo, entao o
par é mono. Isso é conseqiiencia imediata da definicao de monomorfismo.

Um morfismo s6 pode ser cancelado (isoladamente) se ele for monomorfismo.
Entretanto, dados quaisquer morfismos mqg, my, T e y, se mgox = Mmooy e
my0x = Moy, se My € my formarem um par mono, mesmo que nenhum deles seja

4Nesse contexto, um morfismo canceldvel & esquerda também é chamado regular & esquerda.
A nogao dual, de ser canceldvel & direita (ou regular & direita), é dada pelo epimorfismo.
6 Ambos conceitos encontrados em (FREYD; SCEDROV, 1990).
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mono, pode-se cancelar os dois em conjunto e se obter x = y, ou seja, mpoxr =
mooy A mpox = myoy => x = y. Por esse motivo também se diz que os morfismos
mgy e my sao “juntamente mono” ou “mono em conjunto” e podem ser “cancelados
em conjunto” a esquerda. Mas para isso, os morfismos compostos com mg e com
m; devem ser os mesmos. Por exemplo, em mgoxr = mgoy A mjox = m;0z, mesmo
mg e my formando um par mono, nao se pode concluir que x = y nem que r = z.

Esse cancelamento de morfismos que formam pares mono é freqiientemente usado
em provas ao longo deste trabalho. O seguinte, sobre calculos usuais numa catego-
ria’, também:

e os dois morfismos de um equalizador formam um par mono, pois um deles
sempre € mono;

e as duas projecoes de um produto binario formam um par mono; a demons-
tracao é imediata, pela propria definicao de produto binario;

e 0s dois morfismos que caracterizam um produto fibrado formam um par mono.
ProvAa: Os DOIS MORFISMOS QUE CARACTERIZAM UM PRODUTO FIBRADO
FORMAM UM PAR MONO.

Sejam, como no diagrama da Figura 2.8, z e y o P.F. de f e g tais que
fox = goy.

Considera-se um objeto qualquer 7' e dois morfismos quaisquer a: 7 — S e
b:T— S, tais que zoa = xob e yoa = yob. Compondo-se com f e com g,
quando possivel, obtém-se foxoa = foxob e goyoa = goyob. Como, pelo
P.F., fox = goy, obtém-se foroa = goyob e, portanto, roa e yob sao um
pré-P.F. de f e g. Portanto, (3'h:T — S)(foxoh = foxoa A goyoh = goyob).
Pelos fatos acima, tanto a quanto b se enquadram como um possivel h. Pela
unicidade de h, a = b. Conseqlientemente, x e y formam um par mono.

Figura 2.8: Produto fibrado é um par mono.

2.2.2 Familia Mono

A definicdo de par mono pode ser generalizada para qualquer quantidade de
morfismos, como abaixo.

"Fatos apenas mencionados em (FREYD; SCEDROV, 1990). A demonstracio para o P.F. foi
desenvolvida aqui.
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Figura 2.9: Diagrama comutativo para definigao 2.17.

Defini¢ao 2.17 (Familia Mono) Seja I um conjunto de indices. (Ver Figura 2.9)
Sejam X um objeto e {f;: X — A;};c; uma familia de morfismos indexados por I,
todos com origem em X e cada um com destino num objeto A;. Essa é uma familia
mono se e somente se para qualquer objeto Y e para qualquer familia de morfismos
{hi:Y — A;}ic; indexados por [ existe no maximo um morfismo g:Y — X tal que

(Vi € I)(fiog = ha).

O caso #I = 2 é um par mono. Quando #I = 3, diz-se tripla mono. Quando
#1I = 1, essa definicao equivale a definicao de monomorfismo. O caso #I =0 —
em que nao ha morfismos; apenas um objeto X — o objeto X, se houver, é um
subobjeto do objeto terminal da categoria.

Sejam X um objeto e {f;: X — A;};c; uma familia mono de morfismos indexados
por I, entdo uma familia {f;: X — A;},c; de morfismos indexados por J, tal que
I C J, também ¢é uma familia mono. Isso é consequéncia imediata da propria
definicao.

2.2.3 Equalizador de par mono

Sabe-se que o morfismo que caracteriza um equalizador — como z no diagrama
da Figura 2.10 — sempre é mono. No geral, o segundo morfismo — como y na
mesma Figura — nao é mono. A seguir, enuncia-se e prova-se um teorema sobre
esse segundo morfismo.

Figura 2.10: Equalizador de par mono.

Teorema 2.18 (Equalizador de Par Mono) Sejam, como na Figura 2.10, um
diagrama (dentro das linhas tracejadas) formado por dois morfismos paralelos f e g
e seu limite — um equalizador — constituido pelo objeto E e pelos morfismos x e
y,onde foxr =9y e gox =y. Se os morfismos f e g formam um par mono, entao
o morfismo y é um monomorfismo.

ProvA. Considera-se um objeto qualquer K e dois morfismos paralelos quaisquer
p:K—FE e g:K— E. A seguir, linha a linha, desenvolve-se a demonstracao e, a
direita de cada implicacao, hd uma breve justificativa.
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yop = yoq — | como y = foxr e y=gox
(fox)op = (fox)oq e (gox)op = (goxr)oq = | associatividade

fo(xop) = fo(xoq) e go(xop)= go(xoq) = | (f,g) é par mono

xop = xoq —> | £ ¢ mono

b=4q

Portanto, ¥y é um monomorfismo.

2.3

Categorias

Nesta secao, apresenta-se a defini¢ao informal das principais categorias (grandes)
que aparecem neste trabalho®. A tnica entre essas categoria proposta aqui é a
categoria MRel. Ao longo do texto aparecem quatro categorias (pequenas), cuja
importancia é meramente didatica. Trés delas tém nomes usuais: 2, Or e Xor.

Apoés, mostra-se que Rel nao é subcategoria de M7Rel como a intuigao pode
fazer parecer.

2.3.1 Principais Categorias Grandes

Set é uma categoria grande que possui a colecao de todos os conjuntos como
objetos e a colecao de todas as fungoes totais entre conjuntos como morfismos.
A identidade é dada pela funcao identidade de cada conjunto e a composicao
é dada pela composicao usual de fungoes totais.

Finset ¢é uma categoria grande que possui a colecao de todos os conjuntos
finitos como objetos e a colecao de todas as fungoes totais entre conjuntos
finitos como morfismos. A identidade é dada pela funcao identidade de cada
conjunto e a composicao é dada pela composicao usual de fungoes totais.

Set| ¢ uma categoria grande que possui a colecao de todos os conjuntos apon-
tados como objetos e a colecao de todas as fungoes apontadas entre conjuntos
apontados como morfismos. A identidade é dada pela funcao apontada iden-
tidade de cada conjunto e a composicao é dada pela composicao de funcgoes
apontadas.

Pfn éuma categoria grande que possui a colegao de todos os conjuntos como
objetos e a colecao de todas as fungoes parciais como morfismos. A identidade
¢ dada pela funcao identidade de cada conjunto e a composicao é dada pela
composigao usual de fungoes parciais.

Rel ¢é uma categoria grande que possui a colecao de todos os conjuntos como
objetos e a colecao de todas as relagoes binarias como morfismos. A identidade
¢ dada pela relagao identidade de cada conjunto e a composi¢ao ¢ dada pela
composi¢ao usual de relagoes.

MTRel é uma categoria grande que possui a colecao de todos os conjuntos
como objetos e a colecao de todas as multirrelacoes? bindrias como morfis-

8Todas, exceto MRel, podem ser encontradas em (BARR; WELLS, 1995) ou em (MENEZES;
HAEUSLER, 2001).
9Como nas definicoes 2.9, 2.12 e 2.14, respectivamente.
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mos. A identidade ¢ dada pela multirrelacao identidade® de cada conjunto e

a composicao é dada pela composicao de multirrelacoes®.

e Poset ¢ uma categoria grande que possui a cole¢cao de todos os conjuntos par-
cialmente ordenados como objetos e a colecao de todas as fungoes monotonicas
entre conjuntos parcialmente ordenados como morfismos. A identidade é dada
pela fungdo (monotonica) identidade de cada conjunto e a composicao é dada
pela composigao de fungoes (monotonicas).

e Gr & uma categoria grande que possui a colecao de todos os grafos'® como
objetos e a colecao de todos os homomorfismos de grafos!® como morfismos.
A identidade ¢ dada pelo homomorfismo identidade de cada grafol® e a com-
posicao é dada pela composicao de homomorfismos de grafos!®.

2.3.2 Rel x MRel

Embora toda relagao possa ser vista como uma multirrelacao, a categoria Rel
nao ¢é subcategoria da categoria M7Rel, pois a “inclusao” nao preserva composicao,
como pode-se ver no exemplo 2.19.

A SoR (C

A R B S C
) 0
1

Figura 2.11: Composigao de relagoes.

A m B n C A nom C
=) (6
1

Figura 2.12: Composi¢ao de multirrelacoes.

Exemplo 2.19 (Rel nao é subcategoria de MRel) A Figura 2.11 apresenta
(esquerda) os conjuntos A = {a}, B ={0,1} e C = {p} e as duas relagoes R: A— B
e S:B— C. Na mesma Figura (direita) estdo novamente os conjuntos A e C' e a
relagdo composta SoR: A— C. J& a Figura 2.12 apresenta (esquerda) os mesmos
conjuntos A = {a}, B = {0,1} e C = {p} e as mesmas duas relagoes, mas agora
consideradas como multirrelagoes m: A— B e n: B— C. Na mesma Figura (direita)
estao novamente os conjuntos A e C' e a multirrelagao composta nom : A — C.
Considerando-se como uma multirrelacao o resultado da composicao SoR: A — C
e comparando-se com o resultado nom : A — C, fica ébvio que sao multirrelagoes
diferentes.

10Neste trabalho, por “grafo” se entende o que, geralmente, em teoria dos grafos, é chamado de
“multigrafo dirigido (ou orientado) com loops” ou “multidigrafo com loops”.
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3 SPANS

Este capitulo trata sobre spans'. Primeiramente, apresenta-se as definicoes de
span, span dual, spans paralelos, equivaléncia de spans e endospan, sempre com
exemplos. Também mostra-se que algumas construcoes usuais em categorias sao
spans. Apds, existe uma secao de exemplos que abrange diversas categorias.

3.1 Span

Defini¢ao 3.1 (Span) Sejam C uma categoria e A e B objetos de C. (Ver o
diagrama da Figura 3.1.) Um span d: A— B em C é uma tripla (dy: D — A, D, d;:
D — B), onde D é um objeto de C e dy e d; s@o morfismos de C, ambos com a
mesma origem D). Os destinos dos morfismos dy e d; sao, respectivamente, a origem
e o destino do span d. O objeto D é o suporte do span e os morfismos dy e d; sao
as projegoes do span.

D
Figura 3.1: Span.

Seja um span d = (dy: D — A, D,dy : D — B) : A — B em uma categoria C,
as seguintes simplificacoes podem ser assumidas na sua notagdo se nao causarem
prejuizo ao entendimento:

e suprimir a indicagao de origem e destino das projegoes

d = {(dy,D,dy): A— B;

e suprimir o suporte do span, denotando-se 0 mesmo por um par

d=(dy:D—A,di:D—B):A— B;

e suprimir a indicagao de origem e destino do span
d=(dy:D—A,D,d,:D— B);

e quaisquer dos trés acima simultaneamente

d= <d0,d1>3AHB ou d= <d0,d1>.

1Como aparecem em (BENABOU, 1967).
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Neste trabalho, convenciona-se que, para spans desenhados horizontalmente, a
origem € a esquerda e o destino, a direita. Sempre que origem e destino nao puderem
ser identificados pelo contexto, essa convencao deve ser considerada.

Algumas construgoes usuais em uma categoria sao spans. A Figura 3.2 apresenta
dois diagramas (regides internas as linhas tracejadas) e um pré-limite para cada,
como explicado abaixo:

e (esquerda) qualquer pré-produto de dois objetos quaisquer é um span;
e (direita) qualquer pré-equalizador de dois morfismos quaisquer é um span.

De fato, qualquer pré-limite de um diagrama com exatamente dois objetos e qualquer
quantidade de morfismos é um span.

Figura 3.2: Pré-produto e pré-equalizador sao spans.

3.2 Span Dual

Defini¢ao 3.2 (Span dual) O dual de um span d = (dy,d;) : A — B em uma
categoria C sempre existe também em C e é o span d? = (dy,dy): B— A.

Exemplo 3.3 (Dois spans duais) No diagrama da Figura 3.1 estdo os spans

d = (do,d;): A— B (da esquerda para a direita) e d? = (d;, dp): B— A (da direita
para esquerda).

3.3 Paralelismo de Spans

Definicao 3.4 (Spans paralelos) Dois spans em uma categoria C sdo paralelos
se e somente se ambos tém a mesma origem e ambos tém o mesmo destino.

Exemplo 3.5 (Spans paralelos) No diagrama da Figura 3.3 estao os spans pa-
ralelos (do,dy): A— B e (ep,e1): A— B.

A B
D

Figura 3.3: Spans paralelos.

A relacao de paralelismo entre spans definida entre todos os spans em uma
categoria é uma relacao de equivaléncia.
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3.4 Equivaléncia de Spans

Definicao 3.6 (Equivaléncia de spans) (Ver o diagrama da Figura 3.4.) Dois
spans paralelos d=(dy, D,d;):A— B e e={(ep, E,e1): A— B em uma categoria
C sao equivalentes se e somente se existe um isomorfismo h: E— D em C tal que
dooh=eg e dioh=e;. Diz-se que e é equivalente a d via h. Diz-se, também, que
d e e sao iguais a menos de equivaléncia de spans.

e
S

Figura 3.4: Spans equilaventes.

A relacao de equivaléncia de spans? definida entre spans paralelos em uma cate-
goria é, de fato, uma relacao de equivaléncia. Tal demonstracao é omitida. Apenas
indicam-se fatos que justificam a afirmacao:

e como toda identidade é um isomorfismo, essa relagao é reflexiva;
e como todo isomorfismo é inversivel, essa relagao é simétrica;

e como toda composicao de isomorfismos resulta em isomorfismo, essa relacao é
transitiva.

Defini¢ao 3.7 (Endospan) Seja s: A— B um span. Esse span é um endospan se
e somente se A = B.

Exemplo 3.8 (Endospan) A Figura 3.5 apresenta dois diagramas distintos para
o endospan (dy,d;): A— A.

WA ()

D

Figura 3.5: Dois diagramas distintos para endospan.

3.5 Exemplos em Diversas Categorias

A seguir, sao apresentados exemplos de algumas categorias pequenas genéricas e
todos os spans em cada uma delas. Apds, exemplos de alguns spans nas categorias

Set, Pfn, Rel, MRel, Poset e Gr.

2No contexto de bicategorias, como em (BENABOU, 1967), a equivaléncia de dois spans A— B
em uma categoria C é dada por uma 2-cell entre esses dois spans que seja um isomorfismo na
bicategoria SpC.
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8 Q|
I
I

8 Q|0

Figura 3.6: Categoria 2.

:f ‘9 (b,b)

Figura 3.7: Todos os spans na categoria 2.

(a,a):A—A | (a,x):A—B | (x,a):B—A | (bb):B—B | (z,x):B—B

A B | B A | B B
AN N N N Nk
A A B
Figura 3.8: Cada um dos spans na categoria 2.

Exemplo 3.9 (Spans na categoria 2) A Figura 3.6 apresenta a categoria 2 que
representa a relacao de ordem parcial (total) {(A, A), (A, B), (B, B)} no conjunto
{A, B}. A Figura 3.7 apresenta todos os cinco spans na categoria 2. Os spans (a, a),
(b,b) e (x, ) sao endospans. Além disso, os spans (b,b) e (z, x) sdo paralelos. Nesse
exemplo, qualquer span é equivalente somente a si proprio. A figura 3.8 detalha
cada um desses cinco spans. Observa-se que o dual do span (a,z) é o span (x,a) e
vica-versa. Entretanto, o dual do span (a,a) é ele préprio, o dual do span (b,b) é
ele préprio e o dual do span (z,x) também é ele préprio.

OQQI 02)7:] igi.

Figura 3.9: Categoria Or.

— Ol 0
— OO
— = =

(0,0) - 9 (0,1)
0) e (11)
Figura 3.10: Todos os spans na categoria Or.

Exemplo 3.10 (Spans na categoria Or) A Figura 3.9 apresenta a categoria
Or que representa o mondide da operagao bindria interna “ou” (disjuncao fraca)
no conjunto {0,1} e onde 0 significa falso e 1 significa verdadeiro. A Figura 3.10
apresenta todos os quatro spans na categoria Or. Nesse exemplo, assim como no
anterior, qualquer span é equivalente somente a si préprio.
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e S

Figura 3.11: Categoria Xor.

— o|o
— olo
O ==

classes de equivaléncia:
(0,0) - AD (0,1) equivaléncia de spans
by G5 100,0), (1, 1)}
{(0,1),(1,0)}

Figura 3.12: Todos os spans na categoria Xor.

Exemplo 3.11 (Spans na categoria Xor) A Figura 3.11 apresenta a categoria
Xor que representa o monodide — aqui, um grupo — da operacao binaria interna
“ou exclusivo” (disjuncdo forte) no conjunto {0,1} e onde 0 significa falso e 1
significa verdadeiro. A Figura 3.12 apresenta todos os quatro spans na categoria
Xor. Nesse exemplo, os dois spans (0,0) e (1,1) sdo equivalentes, via morfismo 1,
estando, portanto, na mesma classe de equivaléncia. Outra classe possui os spans
(0,1) e (1,0) que também sao equivalentes via morfismo 1. Aqui, existem apenas
essas duas classes de equivaléncia.

Figura 3.14: Outros spans em Set.

Exemplo 3.12 (Spans em Set) Sejam os objetos A ={a,b,c} e B=10,1,2,3}
de Set. A Figura 3.13 apresenta os spans em Set (do, D,dy):A—B e (ey, E,e1):
A— B que sao equivalentes. A Figura 3.14 apresenta os spans em Set (dy, D, d;):
A— B e (fo, F, f1): A— B que nao sao equivalentes entre si e nenhum é equivalente
aos da Figura 3.13. J4 a Figura 3.15 apresenta o endospan em Set (fs, F, fo) : A— A.
Na categoria Set, o span (&, F, D) : X —Y sempre existe para quaisquer objetos X
e Y e, a excecao desses, qualquer span possui infinitos spans equivalentes a si.
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Figura 3.15: Endospan em Set.

A dy D di B

Figura 3.16: Spans em P fn.

Exemplo 3.13 (Spans em Pfn) Sejam os objetos A = {a,b,c} e B ={0,1} de
Pfn. A Figura 3.16 apresenta os spans em Pfn (dy, D,d1):A—B e (ey, E ep):
A — A, este tltimo, um endospan. Na categoria P fn, assim como em Set, o span
(0,9,0): X —Y sempre existe para quaisquer objetos X e Y e, a excecao desses,
qualquer span possui infinitos spans equivalentes a si.

Exemplo 3.14 (Outros spans em Set e Pfn) Todos os seguintes spans sao em
P fn. Desses, somente os do lado esquerdo sao em Set.

2,0,0). 83—
2,2,2):{1,2} —{a}

o,{1},9):9—0

2, {z}, 2):{1,2} —={a}

incyopr, N sz) R—N

idg, R, {(x,x)|z € N}):R—N
mods, N, m0d5> {1} —{2,3}

A €p E €1 A
E—
’%.4

Figura 3.17: Spans em Rel.

( (
( (
(@,2,2): N>R (0,7,0). 08—
(1 (
( (
(si (si

Exemplo 3.15 (Spans em Rel) Sejam os objetos A = {a,b,c} e B ={0,1} de
Rel. A Figura 3.17 apresenta os spans em Rel (dy, D,d1): A— B e (ey, E,e1):
A— A, este tltimo, um endospan. Na categoria Rel, assim como em Set e em P fn,
o span (&, ,): X —Y sempre existe para quaisquer objetos X e Y e, a excegao
desses, qualquer span possui infinitos spans equivalentes a si.
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Figura 3.18: Spans em MRel.

Exemplo 3.16 (Spans em MRel) Sejam os objetos A = {a,b,c} e B ={0,1}
de MRel. A Figura 3.18 apresenta os spans em MMRel (dy,D,dy): A— B e
(€9, E,e1): A— A, este tltimo, um endospan. Na categoria MRel, assim como em
Set, em Pfn e em Rel, o span (&,,) : X — Y sempre existe para quaisquer
objetos X e Y e, a excecao desses, qualquer span possui infinitos spans equivalentes
a si.

Figura 3.19: Span em Poset.

Exemplo 3.17 (Span em Poset) Sejam os objetos Ps = ({1,2,3}, R4) e Pp =
({a,b,c,d,e}, Rg) de Poset, onde os diagramas de Hasse das relagdes R4 e Rp
estao na Figura 3.19. A mesma Figura apresenta um span P4 — Pg em Poset.
Na categoria Poset, o span (J, (D, D), &) : Px — Py sempre existe para quaisquer
objetos Px e Py e, a excecao desses, qualquer span possui infinitos spans equivalentes
a si.

=
}

Figura 3.20: Endospan em Gr.
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Exemplo 3.18 (Span em Gr) Seja o objeto Ga = (Va,Ta,004,014) de Gr
representado duas vezes na Figura 3.20. A mesma Figura apresenta um endospan
Gao— G4 em Gr. Na categoria Gr, o span ((@,9),(2,,D,2),(,9)):Gx — Gy
sempre existe para quaisquer objetos Gx e Gy e, a excecao desses, qualquer span
possui infinitos spans equivalentes a si.
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4 RELACOES E MULTIRRELACOES COMO SPANS

Neste capitulo, mostra-se como spans em Set podem expressar relacoes e mul-
tirrelagoes. Define-se entao relagoes e multirrelacoes em categorias quaisquer. Jun-
tamente aos exemplos em P fn e Poset, sao propostas maneiras de se representar
essas estruturas de forma diagramatica nessas categorias.

4.1 Relacao Binaria

Na teoria dos conjuntos, dados dois conjuntos A e B, uma relacao binaria R :
A— B é um subconjunto do produto cartesiano Ax B.

Categorialmente, uma relacao bindria em Set pode ser expressa por um su-
bobjeto! R»— Ax B do produto de A e B como na Figura 4.1. A composicao do
monomorfismo r com as projecoes w4 e g do produto define o span (rg,r1). Afirma-
se? que o morfismo r é um monomorfismo se e somente se os morfismos desse span
formam um par mono.

Ae—T2t N x B=—2——1p
70 " T1
R

Figura 4.1: Relacao Bindria.

Se 0 objeto R é o préprio subconjunto R C Ax B da relacao e o monomorfismo r
é a funcao inclusao de R em Ax B, entao os morfismos rg e r; do span representam
as projecoes m4 e mg do produto A x B restritas, na origem, ao subconjunto R. Ou
seja, para cada elemento (x,y) € R, ro({x,y))=z e ri({z,y))=y. Por esse motivo,
os morfismos ry e r; sao chamados projecoes da relacao R.

Entretanto, para cada span que expressa uma relacao, podem existir varios —
até infinitos — spans equivalentes. Categorialmente, em Set, nao apenas conjuntos
de pares expressam relagoes, mas quaisquer objetos isomorfos aos conjuntos de pares
em questao com suas respectivas projecoes. Os elementos pertencentes ao conjunto
podem ser quaisquer. Os morfismos ry e 71 é que realmente indicam quais elementos
estao-se relacionando. Assim, independentemente do objeto R ser um subconjunto

ICategorialmente, subobjeto é dado por um monomorfismo.
2Em (FREYD; SCEDROV, 1990).
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de A x B e independentemente do monomorfismo r ser uma funcao inclusao, os
morfismos rg e r; sao chamados de projecoes da relagao.

Dessa forma, um conjunto qualquer Ry e duas fungoes rg:Ro— A e r:Ry— B
que formem um par mono expressam uma relacao R : A — B sendo que, para
quaisquer elementos a € Aeb € B, aRb «— (Jx € Ry)(ro(z) =a A ri(x) =Db).
Por ry e r1 formarem um par mono, se esse x existe, ele é Uinico.

Isso motiva a seguinte definicao categorial de relacao bindria entre objetos de
qualquer categoria®, nao apenas entre objetos de Set.

Definicao 4.1 (Relagao Bindria) Sejam C uma categoria e A e B objetos de C.
Um span R = (rg,71): A— B em C expressa uma relagao binaria A— B em C se e
somente se os morfismos ry e r; formam um par mono.

A partir de agora, se as projegdes de um span formam um par mono, toma-se a
liberdade de se dizer que o span é um par mono. Entretanto, se um span é um par
mono, ele ndo ¢ uma relacdao, mas ele expressa* uma relacao.

4.2 Exemplos

A seguir, sao apresentados exemplos de spans que expressam relagoes em Set,
Pfn, Set, e Poset. Uma relagao em Set é representada de forma usual. Maneiras
de se representar relacoes em P fn, Set| e Poset sao propostas nos préprios exem-
plos a seguir. Logo apds, apresenta-se exemplos com todas as relacoes binarias nas
categorias 2, Or e Xor.

Em Set, verifica-se facilmente que um span (ro, R, 1) é um par mono se e somente
se nao existe em R elementos distintos z e y tais que ro(z) = ro(y) e ri(z) = r1(y).

Exemplo 4.2 (Relagao Bindria em Set) A Figura 4.2 apresenta dois spans que
sao pares mono em Set. Os dois sao equivalentes e expressam a relacao binaria
R = {{(a,1),{c,2),(c,3)} em Set apresentada na Figura 4.3. No span da esquerda
da Figura 4.2, o suporte Ry é o préprio subconjunto R C Ax B e as projegoes sao as
proprias funcoes de projecao da relagao. Ja no span da direita da mesma Figura, o
suporte Ry é um conjunto cujos elementos, a principio, parecem nao representar coisa
alguma referente a relagao. Entretanto, nao ha qualquer perda, pois as informagoes
da relacao podem ser totalmente recuperadas através das projecoes. O elemento
x € Ry, por exemplo, indica que o elemento a € A estd relacionado ao elemento
1 € B, pois m9(z) =a e r(z)=1.

Em Set, dois contra-exemplos de relagoes binarias estao nos dois spans da Figura
3.13. Embora sejam spans em Set, ndo sdo pares mono°, portanto, nao expressam
relacoes.

3Inspirada na definicio encontrada em (FREYD; SCEDROV, 1990) onde também se afirma
que, dessa forma, pode-se definir relacoes entre dois objetos mesmo que a categoria em questao
nao possua produto desses dois objetos.

4Neste trabalho, o verbo “expressar” sempre é usado nessa situagao. Em (FREYD; SCEDROV,
1990), uma relacao é uma classe de equivaléncia de spans equivalentes, ou seja, que expressam a
mesma relagao.

5Pois, por exemplo, no suporte do span do lado direito, os elementos ¢ e © sdo distintos, mas

eo(0) = eo(V) e e1(O) = e1 ().
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Ry

Figura 4.2: Spans equivalentes que expressam uma relacao em Set.

A R B

o o= |3
oo olo
=Y
— o ol
— o olw

Figura 4.3: Relacao em Set.

Em Pfn, verifica-se facilmente que um span (rg, R,71) é um par mono se e
somente se ndo existe em R elementos distintos x e y tais que ro(x) = ro(y) e
ri(z) = ri(y) e, adicionalmente, ndo existe em R um elemento w tal que ro(w) é
indefinido e ry(w) ¢ indefinido.

Exemplo 4.3 (Relagao Bindria em Pfn) A Figura 4.4 apresenta dois spans
equivalentes que sao pares mono em P fn, expressando, portanto, uma relagao
binaria em P fn. A Figura 4.5 apresenta uma proposta de como essa relacao binaria
em P fn pode ser representada. Nesta proposta, uma relacao binaria em P fn, assim
como em Set, é representada por setas com origem em elementos de A e destino
em elementos de B. Entretanto, diferentemente de Set, pode-se ter também “setas”
que tenham somente origem ou “setas” que tenham somente destino. Apenas nao
é possivel ter-se “setas” simultaneamente sem origem e sem destino. E importante
ressaltar que “setas” somente com origem ou somente com destino sao relevantes na
representacao usada na Figura 4.5. Um elemento que é origem de uma “seta” sem
destino nao significa o mesmo que um elemento que nao é origem de seta alguma.
O mesmo vale para o destino. Para exemplificar melhor, a Figura 4.6 apresenta essa
representacao das oito possiveis relagoes binarias C'— D em P fn, onde C = {1} e
D = {3}. Todas essas relagoes sao diferentes entre si.

Figura 4.4: Spans equivalentes que expressam uma relacao em P fn.
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Figura 4.5: Proposta de representacao de uma relagao binaria em P fn.

OO .0 0 0
B0 00 0 G

Figura 4.6: Representagao proposta para todas as oito diferentes relagoes bindrias
possiveis {1} — {3} em P fn.

Em P fn, um contra-exemplo de relacao binaria é o span da esquerda na Figura

3.16 pois nao é um par mono®.

Exemplo 4.4 (Relagao Bindria em Set;) A Figura 4.7 apresenta um span que
é um par mono em Set |, expressando, portanto, uma relacao binaria em Set;. A
Figura 4.8 apresenta uma possivel interpretacao para essa relacao binaria. A re-
presentacao de uma relagao em Set; é tal qual a de uma relagdo em Set. A tunica
restrigao é que o elemento diferenciado 1. € A deve, obrigatoriamente, estar relaci-
onado ao elemento diferenciado | € B. As categorias Set| e P fn sao isomorfas e
este exemplo foi construido com a relagao e o span correspondentes, via isomorfismo
de categorias, a primeira relacao e aos dois primeiros spans equivalentes, respecti-
vamente, do Exemplo 4.3.

Figura 4.7: Span que expressa uma relacao em Set | .

6H4 duas justificativas. A primeira é que, no suporte do span, os elementos o e p sao distintos,
mas do(0) = do(p) e di(0) = d1(p). A segunda é que hd, no suporte, um elemento s para o qual
ambas projecoes sao indefinidas.
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Figura 4.8: Relacao em Set .

Exemplo 4.5 (Relagao Bindria em Poset) O span da Figura 4.9 é um par
mono em Poset, expressando, portanto, uma relagdo binaria em Poset. A Fi-
gura 4.10 apresenta uma proposta de representacao para essa relagao binaria. Uma
relagdo bindria P4 — Pp em Poset, onde Py = (A, R4) e Pp = (B, Rp), é um par
(S, Rg), onde S: A— B é uma relacao qualquer (em Set) e Rg:S— S é uma relagao
de ordem parcial (em Set). Observa-se que S: A— B é uma relagdo — nao neces-
sariamente uma endorrelacao — entre os conjuntos A e B e nao precisa preservar
as ordens R4 e Rg. Na proposta de representacao, a relacao S é denotada pelas
setas (continuas) que vao de P4 para Pg. Entretanto, Rg:S — S é uma relagao
de ordem parcial definida entre os elementos da relacao S e que precisa preservar
as ordens, tanto na origem, quanto no destino, isto é, sejam (p,r),{(q,s) € S, se
({p,7),(q,s)) € Rg, entdo (p,q) € Ry (origem) e (r,s) € Rp (destino). Na
proposta de representacao, a relacao Rg é denotada, nesse caso, pela tunica seta
(pontilhada) entre as setas da relagdo S. Nessa representagao, segue-se a idéia de
diagramas de Hasse, ou seja, representa-se apenas a reducao reflexiva e transitiva
da relacao de ordem parcial Rg.

PA PB

PA PB

Figura 4.10: Relacao em Poset.
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Exemplo 4.6 (Relagoes Bindrias na Categoria 2) Todos os spans da catego-
ria 2 sao pares mono, portanto, todos expressam relacoes bindrias em 2. Ver exemplo
3.9.

Exemplo 4.7 (Relagoes Binarias na Categoria Xor) Todos os spans da ca-
tegoria Xor sao pares mono, portanto, todos expressam relagoes bindrias em Xor.
Ver exemplo 3.11. Entretanto, existem apenas duas relacoes binarias na categoria
Xor: uma expressa pelos spans equivalentes (0,0) e (1,1); outra expressa pelos
spans equivalentes (0, 1) e (1,0).

Exemplo 4.8 (Relagoes Bindrias na Categoria Or) A Figura 4.11 apresenta
todas as relagoes binarias em Or. Apenas trés dos quatro spans da categoria Or
sao pares mono, portanto, somente esses trés expressam relagoes bindrias em Or.
Comparar com exemplo 3.10.

(0,0) Q 9 (0,1)
=G

Figura 4.11: Todas relagoes bindrias na categoria Or.

4.3 Multirrelacao Binaria

Em Set, um span (ro, Ry,r1): A— B que é um par mono é capaz de expressar
uma relacdo R: A— B sendo que para quaisquer a € Aeb € B, aRb «—— (Jr €
Ry)(ro(z) =a A ri(z) =0).

Numa relacao R: A — B, um elemento a € A esta relacionado a um elemento
b € B no maximo uma vez. Multirrelagoes generalizam relacoes no sentido que
permitem relacionar os mesmos elementos mais de uma vez.

Dados dois objetos A e B de Set, uma multirrelagao bindria m: A — B é um
multiconjunto do produto cartesiano A x B, ou seja, uma funcdo m : Ax B — N.
Dessa forma, um par do conjunto Ax B pode estar presente na multirrelagao tantas
vezes quanto desejado, desde que uma quantidade finita de vezes.

Spans em Set sao capazes de expressar multirrelacoes binarias. Entretanto, spans
sao ainda mais poderosos pois permitem expressar uma generalizacao de multir-
relagdo onde os pares podem aparecer em quantidades finitas ou infinitas (contéveis
ounao) de vezes. Neste trabalho, para essa generalizagao de multirrelagao é proposto
o nome “multirrelacio estendida’”.

Para expressar uma dessas multirrelagoes estendidas, basta retirar a restricao de
par mono da defini¢ao de relagao binaria. Dessa forma, um span (sg, S,7s): A— B
qualquer é capaz de expressar uma multirrelacao estendida m : A — B sendo que
para quaisquer a € Aebe B, amb=#{x € S | so(z) =a A si(x) = b}.

"Na categoria Set — e posteriormente em outras —, pretende-se futuramente estudar maneiras
de se identificar se um span expressa uma multirrelagdo que nao é uma multirrelacao estendida.
Uma provavel maneira pode ser uma correlagao entre a definicao de span e a definicao de um
“objeto dos nimeros naturais” presente em (LAWVERE; ROSEBRUGH, 2003) e em (BARR;
WELLS, 1995). Outra pode ser com a definigdo de um “conjunto (objeto) Dedekind-infinito”
também presente em (LAWVERE; ROSEBRUGH, 2003).



95

Isso motiva a seguinde definicao de multirrelagao estendida em qualquer catego-
ria.

Definicao 4.9 (Multirrelagao Binaria Estendida) Sejam C uma categoria e A
e B objetos de C. Um span M = (mg, m1): A— B em C expressa uma multirrelagao
binaria estendida m:A— B em C.

Essa definigao permite definir-se multirrelagoes entre dois objetos, mesmo que na
categoria em questao nao exista produto dos dois objetos e mesmo que nao exista
um objeto similar a N ou de todos os cardinais®.

Na categoria Finset, uma multirrelacao estendida expressa por um span qual-

quer é simplesmente uma multirrelagao, pois o suporte é sempre um conjunto finito.

4.4 Exemplos

Exemplo 4.10 (Multirrelagao Bindaria (Estendida) em Set) Os dois spans
da Figura 4.12 expressam a multirrelagao da Figura 4.13. Este é um caso de multir-
relacdo que nao precisa ser uma multirrelacao estendida pois para quaisquer a € A
ebe€ B, amb éum valor finito.

A B A B

A m B Am B m|0 1 2 3

a0 2 00
— 2 blo 0 0 0
- clo 0 11
‘ ‘

Figura 4.13: Multirrelacao em Set.

Exemplo 4.11 (Multirrelagao Bindaria Estendida em Set) Sejam as fungoes
r:R—{q,i} e s:R—{n,z,p} definidas, para qualquer x € R, como

ser€Q n sex <0
r(z) = 1 s(xr)=< z sex =0
1 sexel p osex>0

O span (r,R,s):{q,i} — {n, z,p}, expressa a multirrelacido estendida cuja repre-
sentacao proposta esta na Figura 4.14, bem como a proposta de representagao da
sua matriz. Etiquetacao de setas é a Unica alternativa para quantidades infinitas.
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Figura 4.14: Proposta de representacao de uma multirrelacao estendida em Set.

Exemplo 4.12 (Multirrelagao Bindaria (Estendida) em Pfn) O span da es-
querda da Figura 4.15 expressa a multirrelagao cuja representacao proposta esta a
direita na mesma Figura. Uma multirrelagao estendida em P fn admite, assim como
uma relacao em P fn, setas com origem e destino, “setas” somente com origem e
“setas” somente com destino. Entretanto, diferentemente de uma relagao, admite
também “setas” simultaneamente sem origem e sem destino. Além disso, assim
como uma multirrelacao estendida em Set, uma multirrelacao estendida em Pfn
admite multiplicidade. Essa multiplicidade pode ser em qualquer tipo de seta, como
na representacao proposta na Figura 4.16.

A D B
\ A B
. ><\ — —
\
H—H

Figura 4.15: Span que representa uma multirrelacao em P fn e a proposta de repre-
sentacao da respectiva multirrelagao.

C D
LA
~
H-7H

Figura 4.16: Multirrelacao em P fn.

80 objeto de todos os cardinais ndo existe sequer em Set pois ndo é um conjunto.
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5 GRAFOS INTERNOS COMO SPANS

Neste trabalho, “grafo” significa o que, geralmente, em teoria dos grafos, se
conhece por “multigrafo dirigido (ou orientado) com loops” ou “multidigrafo com
loops”. Basicamente, é um conjunto de vértices (também chamados nodos) e um
conjunto de arestas unidirecionais (também chamadas arestas dirigidas, arcos diri-
gidos ou arcos unidirecionais) entre vértices. Admite-se que uma aresta seja uma
endoaresta (também chamada endoarco ou loop), ou seja, com origem e destino no
mesmo vértice. Admite-se também que duas ou mais arestas sejam paralelas, ou
seja, com mesmas origens e com mesmos destinos.

Um grafo é definido como uma algebra sendo composto por quatro componentes:
um conjunto V' de vértices, um conjunto 7' de arestas, uma funcao do: 7 — V que,
para cada aresta, indica o vértice origem e outra funcao é;:7 — V' que, para cada
aresta, indica o vértice destino. Essa algebra costuma ser denotada por uma 4-upla
(V,T,dp,01) e representada por qualquer um dos diagramas na Figura 5.1.

v v v
\ / 5°< >5l
0 61

T

T

Figura 5.1: Diagramas de um Grafo.

As componentes T, g e §; de um grafo sao um endospan V' —V em Set. Grafos
definidos por diagramas iguais aos da Figura 5.1, mas generalizados para quaisquer
categorias, sao chamados de grafos internos & categoria em que estao definidos!.
Isso incentiva a seguinte definicao de grafo interno através de spans em qualquer
categoria.

5.1 Grafo Interno

Defini¢ao 5.1 (Grafo Interno) Sejam C uma categoria e V um objeto de C. Um
grafo em V interno a C é um endospan (09,7, 61):V —V em C.

De fato, pode-se dizer que um grafo interno expressa uma endomultirrelacao
estendida. Nesse caso, a matriz de adjacéncia do grafo? é a prépria matriz da
endomultirrelagao.

'Em (MAC LANE, 1998) onde sao chamados apenas de grafos e em (MENEZES, 1997).
2Lembra-se que é um multidigrafo com loops e, portanto, a matriz de adjacéncia ndo é neces-
sariamente simétrica.
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Para grafos internos?®, a relacao de equivaléncia de spans denota isomorfismo de
b

grafos internos com mesmos vértices.
Pode-se omitir a categoria a qual o grafo é interno e o objeto que representa os
vértices, quando essa omissao nao causar prejuizo ao entendimento.

5.2 Exemplos e Propostas de Diagramacao

Exemplo 5.2 (Grafo interno a Xor) O exemplo 3.11 mostra todos os spans na
categoria Xor. Todos eles sao endospans, portanto, todos eles sao grafos internos
a Xor. Devido a equivaléncia de spans, os grafos internos (0,0) e (1, 1) sdo grafos
isomorfos. O mesmo vale para (0,1) e (1,0).

O segundo exemplo apresenta um endospan que é um grafo (interno a Set) e a
representacao diagramatica usual.

Exemplo 5.3 (Grafo interno a Set) A Figura 5.2 apresenta um endospan em
Set (direita) e a representagao diagramética deste grafo interno (esquerda). Um
grafo interno a Set pode possuir qualquer quantidade (finita ou infinita; contével ou
nao) de vértices e, para quaisquer dois vértices, pode possuir qualquer quantidade
(finita ou infinita; contavel ou nao) de arestas com origem em um desses vértices e
destino no outro, inclusive se forem o mesmo vértice. Usualmente, na representacao
diagramatica, vértices sao representados por circunferéncias ou por pontos e arestas
sao representadas por setas entre vértices. Qualquer aresta de um grafo interno a
Set possui exatamente um vértice origem e exatamente um vértice destino.

Figura 5.2: Grafo interno a Set.

Os préximos exemplos mostram grafos internos a outras categorias e propostas
de representacoes diagramaticas para esses grafos. No proprio texto de cada exemplo
estd a explicacao da representacao diagramatica proposta.

Exemplo 5.4 (Grafo interno a Pfn) A Figura 5.3 apresenta um endospan em
Pfn (direita) e uma proposta de representacao diagramdtica desse grafo interno
(esquerda). Um grafo interno a Pfn, assim como a Set, pode possuir qualquer
quantidade de vértices e de arestas. Entretanto, cada aresta possui no maximo

3A partir de agora, toma-se a liberdade de se referir a um endospan diretamente por grafo
(interno) e vice-versa, sem a necessidade de se mencionar isso.
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um vértice origem e no maximo um vértice destino. Ha, portanto, quatro tipos
de arestas: origem e destino definidos; somente origem definida; somente destino
definido e origem e destino indefinidos. Na Figura, as arestas desses quatro tipos
sao agrupadas em {n,o,p, s}, {r}, {m,q} e {t,u}, respectivamente?.

Figura 5.3: Grafo interno a P fn.

Exemplo 5.5 (Grafo interno a Set;) A Figura 5.4 apresenta um endospan em
Set, (direita) e a representagdo diagramatica desse grafo interno (esquerda). Esse
exemplo apresenta o endospan e o grafo interno correspondentes, via isomorfismo de
categorias, aos do Exemplo 5.4. A representacao diagramatica de um grafo interno a
Set, é tal qual a de um grafo interno a Set, mas precisa ter um vértice diferenciado
1 e uma aresta diferenciada L com origem e destino no vértice L.

Figura 5.4: Grafo interno a Set .

Exemplo 5.6 (Grafo interno a Rel) A Figura 5.5 apresenta um endospan em
Rel (direita) e uma proposta de representacao diagramatica para esse grafo interno
(esquerda). Um grafo interno a Rel também pode possuir qualquer quantidade de
vértices e de arestas. Mas aqui nao ha restricoes para as quantidades de origens ou de

4Chama-se a atencdo que, geralmente, isso ndo é uma particio do conjunto de arestas.
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destinos das arestas, ou seja, cada aresta pode possuir zero ou mais vértices origem
e zero ou mais vértices destino. Por esse motivo, uma aresta é representada por
um retangulo. Os vértices origem de uma aresta sao indicados pela origem de cada
uma das setas com destino no retangulo dessa aresta. De forma similar, os vértices
destino de uma aresta sao indicados pelo destino de cada uma das setas com origem
no retangulo dessa aresta. Uma restricao é que, para cada circunferéncia (vértice)
e para cada retangulo (aresta), hd no maximo uma seta em cada sentido entre eles.
Outra restri¢ao é que ndo pode haver setas entre duas circunferéncias (vértices) nem
entre dois retangulos (arestas). Na Figura, a aresta t tem origem nos vértices a e ¢
e destino nos vértices b e d; a aresta v nao tem origem nem destino; a aresta r tem
origem no vértice ¢ e nao tem destino.

Figura 5.5: Grafo interno a Rel.

Exemplo 5.7 (Grafo interno a MRel) A Figura 5.6 apresenta um endospan
em MTRel (direita) e uma proposta de representagao diagramética para esse grafo
interno (esquerda). Um grafo interno a MRel, assim como a Rel, pode possuir
qualquer quantidade de vértices e de arestas e cada aresta pode possuir qualquer
quantidade de origens e de destinos. Adicionalmente, um vértice pode ser origem
de uma aresta mais de uma vez. O mesmo vale para destino. A representagao
diagramatica é similar a de grafos internos a Rel. A diferenca é que aqui pode
haver mais de uma seta no mesmo sentido entre uma circunferéncia (vértice) e um
retangulo (aresta), ou vice-versa. Isso é devido a multiplicidade permitida pelas
multirrelagoes. Essa multiplicidade pode ser denotada por setas repetidas ou por
etiquetacao de setas, tal qual na representacao de multirrelagoes. Na Figura, ha
cinco setas da aresta p para o vértice a, o que significa que a aresta p tem destino
no vértice a e este destino tem multiplicidade cinco. A tnica restricao que continua
é que nao pode haver setas entre duas circunferéncias (vértices) nem entre dois
retangulos (arestas).

Exemplo 5.8 (Grafo interno a Poset) A Figura 5.7 apresenta um endospan em
Poset (direita) e uma proposta de representacao diagramética para esse grafo in-
terno (esquerda). Neste grafo, setas continuas representam arestas, enquanto setas
pontilhadas representam a relagao de ordem parcial, seja entre vértices, seja en-
tre arestas. A representacao diagramatica de um grafo interno a Poset é como a
de um grafo interno a Set, entretanto representa-se uma ordem parcial entre seus
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Figura 5.6: Grafo interno a MRel.

vértices e outra ordem parcial entre suas arestas. As arestas podem ser entre quais-
quer vértices, mesmo que elas nao preservem a ordem existente entre esses vértices,
como é o caso da aresta r. Ja a ordem entre as arestas deve respeitar a ordem
entre os vértices, tanto na origem, quanto no destino. Neste exemplo, nenhum dos
pares (q,7) e (r,q) poderia fazer parte da relagdo de ordem entre arestas pois nao
respeitaria a ordem dos vértices, fosse na origem, fosse no destino.

Figura 5.7: Grafo interno a Poset.

Exemplo 5.9 (Grafos internos a 2) O exemplo 3.9 mostra todos os spans na
categoria 2. O endospan (a,a) é um grafo interno a 2 com vértices em A. Os
endospans (b, b) e (x, x) sdo grafos internos a 2 com vértices em B. Como esses dois
ultimos nao sao spans equivalentes, sao dois grafos internos nao-isomorfos.

Exemplo 5.10 (Grafos internos a Xor) O exemplo 3.11 mostra todos os spans
na categoria Xor sendo que todos eles sao grafos internos a essa categoria. Os grafos
internos (0, 0) e (1,1) sao isomorfos entre si, pois sao spans equivalentes. Da mesma
forma, os grafos internos (0, 1) e (1,0) sao isomorfos entre si.

Exemplo 5.11 (Grafos internos a Or) O exemplo 3.10 mostra todos os spans
na categoria Or sendo que todos eles sao grafos internos a essa categoria, dois a dois
nao-isomorfos.
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6 MODELOS DE SISTEMAS COMO SPANS

Ha diversas formas de se representar modelos de sistemas através de grafos.

Os sistemas de transicoes etiquetadas (labeled transition systems — LTS)! por
exemplo, sdo representados por grafos (interno a Set) com etiquetagao nas arestas,
onde os vértices sao os estados e as arestas sao as transigoes.

Ja um grafo (também interno a Set) bipartido, pode representar uma rede de
Petri. Como o grafo é bipartido, ha duas classes de vértices sendo que os vértices
de uma classe representam os lugares e os vértices da outra classe representam
as transigoes. As arestas deste grafo representam o consumo e a produgao das
transigoes.

Neste capitulo, propoe-se duas formas alternativas de se definir redes de Petri.
Na primeira dessas novas propostas, uma rede de Petri é simplesmente um grafo
interno a M7Rel, definicao esta que é usada no capitulo 13 onde se define uma
composicao de redes de Petri que envolve transagoes. Na segunda proposta, uma
rede de Petri sao dois spans paralelos em Set.

Antes disso, mostra-se como se pode definir LTS com spans. Exemplifica-se
também como se definir automatos finitos.

6.1 LTS

Em (HENNESSY, 1988), um LTS é (P, A, —) onde P é um conjunto de processos,
A é um conjunto de acoes e -C PxAxP é a relacao ternaria de transicao. Denota-se
(p,a,q) €~ por p —» ¢, o que significa que p evolui para ¢ através da acao a.

Em (MILNER, 1989), um LTS é (S,T,{-> | t € T}) onde S é um conjunto de
estados, 7' é um conjunto de etiquetas de transicoes e, para cadat € T, -C Sx.S é
uma relagao de transigao. Denota-se (p, q) e por p 5 q, o que significa que existe
uma transicao etiquetada por ¢ do estado p para o estado q.

Essas duas defini¢coes sao equivalentes, considerando-se processos como estados
e acoes como etiquetas.

Ambas podem ser representadas por trés morfismos em Set, como em qualquer
um dos diagramas da Figura 6.1, onde () é um conjunto de estados e > é um conjunto
de etiquetas. O conjunto T passa a ser um conjunto de transi¢oes. A unica restrigao
é que esses trés morfismos formem uma tripla mono. Isso se deve a, em qualquer
das duas definicoes, as relagoes de transicao serem definidas como subconjuntos.

A parte superior de qualquer um dos diagramas da Figura 6.1 é um grafo e
a parte inferior simplesmente etiqueta cada aresta do grafo. Como os morfismos

1Como em (HENNESSY, 1988) e em (MILNER, 1989).
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NA )
] ]

Figura 6.1: Diagramas para um LTS.

formam uma tripla mono, nao é permitido que haja arestas paralelas distintas com
a mesma etiqueta.

Entretanto, ha situacoes® em que arestas paralelas distintas com mesma etiqueta
sao desejadas ou, pelo menos, nao sao proibidas e, portanto, neste trabalho, relaxa-se
a defini¢ao a fim de se permitir isso. Assim, a seguinte definicao de LTS nao restringe
os trés morfismos a uma tripla mono. Se arestas paralelas com mesma etiqueta nao
forem desejadas, basta adicionar a restricao de tripla mono a esta definicao?.

2

Definigao 6.1 (Sistema de Transicoes Etiquetadas) (Ver Figura 6.1) Um sis-
tema de transi¢oes etiquetadas (LTS — labeled transition system) é uma 4-upla
(3,Q,G, 1), onde ¥ é um conjunto de etiquetas, ¢ é um conjunto de estados, G é
um endospan (to, T, t1):Q —Q e l:T— 3 é uma fungao.

Um LTS ¢é dito deterministico se e somente se nao possui arestas distintas com
mesma etiqueta e com origem no mesmo vértice. Isso acontece se e somente se 0s
morfismos ty e [ formam um par mono.

Defini¢ao 6.2 (LTS Deterministico) (Ver Figura6.1) Um LTS (2, Q, (to, T, t1), 1)
¢ deterministico se e somente se ty e [ formam um par mono.

Exemplo 6.3 (LTS) A Figura 6.2 mostra um LTS deterministico (X, @, (to, T, t1), 1)
com X = {a,b} e Q@ = {qo,q1,q2,93}. O conjunto T possui seis arestas e, na Figura,
elas aparecem sem seus nomes, apenas com suas respectivas etiquetas.

Figura 6.2: Um LTS deterministico (também um AFD).

2Arestas paralelas com mesma etiqueta podem surgir de transacoes diferentes e, no caso de
reificagdo usando homomorfismos, como em (MENEZES, 1997), elas seriam necessarias.

3Entretanto, se essa restricdo for considerada, deve-se observar que a composicdo de transicdes
de LTS definida no capitulo 12 nao necessariamente sera fechada, como mostra o exemplo 12.3.
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6.2 Automatos Finitos

Autéomatos finitos (AF) deterministicos (AFD) ou nao (AFN)? sao LTS onde
todos os conjuntos envolvidos sao finitos e, adicionalmente, sao enriquecidos com
estados inicial e finais, devido a sua importancia no contexto de linguagens formais
e automatos. Neste trabalho, nao se usa estados inicial nem finais.

Um automato finito ndo-deterministico é como um LTS na definicao 6.1 onde os
trés conjuntos X, @ e T sdo finitos®. O conjunto finito de etiquetas ¥ é chamado
alfabeto.

J& um automato finito deterministico ¢ um LTS deterministico como na defini¢ao
6.2 onde, novamente, os trés conjuntos envolvidos sao finitos.

Embora as defini¢oes 6.1 e 6.2 nao sejam categoriais, pode-se considera-las in-
ternas a categoria Set. Nesse caso, pode-se considerar que um AFN e um AFD sao,
respectivamente, um LTS e um LTS deterministico internos a categoria Finset.

Exemplo 6.4 (AFD) O LTS deterministico da Figura 6.2 também é um AFD.

6.3 Redes de Petri

Tradicionalmente®, uma rede de Petri é uma funcao P:(LxT) W (T'x L) — N,
onde L e T sao conjuntos quaisquer que representam os lugares e as transigoes,
respectivamente. Para [ € L e t €T, P((l,t)) indica o fluxo de entrada do lugar
[ para a transicao t, enquanto P((t,[)) indica o fluxo de saida da transi¢do t para o
lugar [.

Essa funcao P pode ser equivalentemente representada por duas funcoes e :
TxL—N e s:TxL—N. Para quaisquer [ € L e teT, e((t!)) = P((,t)) e
s((t,1)) = P((t,1)). Ou seja, € representa o fluxo de entrada e s representa o fluxo
de saida.

Propoe-se, agora, duas formas alternativas de se definir uma rede de Petri, ambas
através de spans.

L /L
‘ | B s
T T

Figura 6.3: Diagramas para redes de Petri em MTRel (esquerda) e em Set (direita).

6.3.1 Rede de Petri como um grafo interno a MRel

As funcoes ¢:TxL —N e 5:TxL—N descritas acima sao multirrelacoes”
e:T—L e s:T— L, respectivamente, o que incentiva a definicao 6.5.

4Como definidos em (MENEZES, 2001).

5Novamente relaxa-se a definicio para se permitir arestas paralelas com mesma etiqueta.
Em (MESEGUER; MONTANARI, 1988).

"Como observado em (BEDNARCZYK; BORZYSZKOWSKI, 1999).
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Defini¢ao 6.5 (Rede de Petri) (Ver Figura 6.3 (esquerda)) Uma rede de Petri
¢ um grafo (e, T, s):L— L interno a MRel.

Exemplo 6.6 (Rede de Petri como grafo interno em M7Rel) O grafo interno
a M'Rel no exemplo 5.7 pode ser interpretado como uma rede de Petri. Os vértices
do grafo (circulos) sao os lugares da rede e as arestas do grafo (retangulos) sao as
transicoes da rede.

Em uma rede de Petri definida dessa forma, as seguintes consideragoes se aplicam:
e permite infinitos lugares;
e permite infinitas transicoes;

e uma transicao pode consumir infinitos tokens, mas apenas uma quantidade
finita de cada lugar;

e uma transicao pode produzir infinitos tokens, mas apenas uma quantidade
finita em cada lugar.

A definicao 6.5 é usada no capitulo 13 onde se propoe um tipo de composicao de
redes de Petri que é capaz de identificar um tipo de transacao.

6.3.2 Rede de Petri como dois spans paralelos em Set

Como multirrelagoes sao expressas por spans em Set, uma rede de Petri também
pode ser representada por um diagrama como o da Figura 6.3 (direita) na categoria
Set. Ou seja, uma rede de Petri sao dois spans paralelos. Entretanto, dessa forma,
os fluxos de entrada e saida podem, eventualmente, ser multirrelacoes estendidas.

Definigao 6.7 (Rede de Petri) (Ver Figura 6.3 (direita)) Uma rede de Petri é
(L, T,e,s),onde e = (ey, E,e1):T—L e s=(sg,5,s1):T— L sao spans paralelos
em Set.

Exemplo 6.8 (Rede de Petri como spans paralelos em Set) A Figura 6.4
(direita) apresenta dois spans paralelos (eg, E,e1) : T — L e (s0,S5,$1) : T — L
em Set que representam a rede de Petri da mesma Figura (esquerda). Uma possivel
interpretacao para os elementos dos conjunto E e S é o de canais pelos quais os
tokens passam quando vao de um lugar para uma transi¢ao (elementos de F) ou de
uma transi¢do para um lugar (elementos de S).

Em uma rede de Petri definida dessa forma, as seguintes consideragoes se aplicam:
e permite infinitos lugares;
e permite infinitas transicoes;

e uma transicao pode consumir infinitos tokens, inclusive infinitos de um mesmo
lugar;

e uma transicao pode produzir infinitos tokens, inclusive infinitos em um mesmo
lugar.
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O—la—=®
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Figura 6.4: Rede de Petri como dois spans paralelos em Set.

Entretanto, se nessa mesma defini¢ao, substituir-se Set por Finset:

e permite quantidade finita de lugares;

e permite quantidade finita de transicoes;

e uma transi¢ao pode consumir apenas quantidades finitas de tokens;
e uma transicao pode produzir apenas quantidades finitas de tokens.

A defini¢do 6.7 (com a categoria Set), por e e s se tratarem de multirrelagoes
estendidas, generaliza redes de Petri, pois permite consumo e produgao de infinitos
tokens de ou em um mesmo lugar.
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7 PROPRIEDADES DE ENDORRELACOES

Este capitulo apresenta caracterizagoes categoriais para se verificar propriedades
de endorrelagoes nos endospans que as expressam. Algumas dessas caracterizagoes
sao encontradas na literatura — reflexividade, simetria e transitividade — e outras
sao propostas — correflexividade, irreflexividade, anti-simetria, assimetria, conexi-
vidade, densidade e Euclideanidade — pois nao foram encontradas na literatural.

Inicialmente, apresenta-se quais propriedades de endorrelagoes sao consideradas
e relembra-se suas definigoes algébricas.

Logo apos, para cada propriedade, faz-se um desenvolvimento categorial com
explicacoes centradas na categoria Set e apresenta-se a definicao categorial formal
da propriedade em questao. Embora o raciocinio seja apresentado para a teoria dos
conjuntos, as defini¢oes independem da categoria em que se trabalha. Ha, também,
a proposta de uma nova propriedade para endorrelacoes — a monotransitividade.

7.1 Definicoes Algébricas

As propriedades a seguir sao consideradas sobre uma endorrelacao R: A — A.
Para algumas propriedades, apresenta-se mais de uma definicao, uma por linha.
Entretanto, todas as definicoes de cada propriedade sao equivalentes.

o reflexividade
(Va € A)(aRa)
(Va,b € A)(a =b — aRDb)

e correflexividade

(Va,b € A)(aRb — a =)

o irreflexividade
(Va € A)(—aRa)
(Va,b € A)(a =b — —aRD)

e simetria

(Va,b € A)(aRb — bRa)

e anti-simetria

(Va,b € A)(aRb NDRa — a = b)

Uncluindo (MAC LANE, 1998), (PIERCE, 1991), (LAWVERE; SCHANUEL, 1991), (BOR-
CEUX, 1994), (BARR; WELLS, 1995), entre outros.
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assimetria

(Va,b € A)(aRb — —bRa)

transitividade

(Va,b,c € A)(aRb A bRc — aRc)

conexividade

(Va,b € A)(aRbV bRa V a = b)
(Va,b € A)(a # b — aRbV bRa)
(Va,b € A)(—aRb N\ —-bRa — a = b)

densidade
(Va,b € A)(aRb — (3z € A)(aRz N\ zRD))

Euclideanidade
(Va,b,c € A)(aRb A aRc — bRc)

7.2 Caracterizacao Categorial

Essas propriedades sao, agora, tratadas de forma categorial. Para todas elas,
considera-se o endospan (rg, R,71): A— A como sendo um par mono que expressa a
endorrelacao R: A— A.

7.2.1 Reflexividade, Correflexividade e Irreflexividade

Encontra-se? a definicao 7.1 de reflexividade. A Figura 7.1 apresenta um dia-
grama comutativo para esta definicao.

A

o/

A<TRT>A

Figura 7.1: Diagrama comutativo para a definicao 7.1.

Definicao 7.1 (Reflexividade) A endorrelagio R : A — A expressa por um
endospan (rg, R,r):A— A é reflexiva se e somente se existe um morfismo d: A— R
tal que rood =1idy e riod =1idy.

Como rg e r; formam um par mono, se esse morfismo d existe, entao ele é tnico.

Considerando-se A um conjunto e R um conjunto de pares de elementos de A,
significa que cada elemento de A é mapeado, via d, para um par em que ambas
projecoes sao o proprio elemento original em A.

Propoe-se aqui uma forma alternativa® de se verificar a reflexividade. Trata-se do
calculo 7.1 em conjunto com a defini¢ao 7.2. O célculo 7.1 também permite verificar
a correflexividade e a irreflexividade. O célculo em si necessita da existéncia de
equalizador. A verificagao da irreflexividade necessita da existéncia de objeto inicial.

2Em (BARR; WELLS, 1985), (LAWVERE; ROSEBRUGH, 2003) e em (ADAMEK; ROSICKY,
2001).
3Se existirem equalizadores, a verificacdo proposta é equivalente & verificacio apresentada.
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Célculo 7.1 Sejam, como na Figura 7.2, um diagrama (dentro das linhas traceja-
das) e o seu limite — um equalizador — constituido pelo objeto E e pelos morfismos
eg € e, onde e =rgoeg e e = rioeg.

Figura 7.2: Calculo para reflexividade, correflexividade e irreflexividade.

Sabe-se que ey é um monomorfismo pois é o morfismo que caracteriza o equali-
zador. No geral, o segundo morfismo de um equalizador — nesse caso, o e; — nao
¢ mono. Entretanto, como 7y e 1 formam um par mono, pelo teorema 2.18, sabe-se
que e; também é um monomorfismo.

Considerando-se F e e; como subobjeto de A, entao o objeto E pode ser inter-
pretado como um subconjunto de A. Este subconjunto E possui cada elemento de A
que esta relacionado a si préprio. Se todos os elementos de A estiverem em E, entao
a relacao R é reflexiva. O fato de todos os elementos de A estarem em E é expresso
pela existéncia de uma funcgao f: A— E tal que e;of = id4. Categorialmente, isso
significa que e; é uma retracao.

Por outro lado, considerando-se E e ¢y como um subobjeto de R, entao o objeto
E pode ser interpretado como um subconjunto de R. Este subconjunto possui todos
e somente aqueles pares de R que sejam da forma (z,x). Se todos os pares de
R estiverem em FE, entao a relacao R é correflexiva. Como no caso anterior, se
todos os pares de R estao em E, existe uma funcao g: R — FE tal que eqjog = idp.
Categorialmente, isso significa que e é uma retracao.

Em qualquer uma das duas consideragoes acima se £ = @, o significado é o
mesmo: nenhum elemento de A relaciona-se consigo mesmo e, portanto, a relagao
R é irreflexiva. Categorialmente, E é o objeto inicial da categoria.

Assim, propoe-se as definicoes dessas trés propriedades de forma categorial.

Definigao 7.2 (Reflexividade) A endorrelacio R : A — A expressa por um
endospan (ro, R,m1) : A — A é reflexiva se e somente se e; é uma retracao, onde
e1 € como no calculo 7.1.

Definicao 7.3 (Correflexividade) A endorrelagao R: A — A expressa por um
endospan (rg, R,r1): A— A é correflexiva se e somente se ey é uma retragao, onde
ep € como no calculo 7.1.

Definigao 7.4 (Irreflexividade) A endorrelacio R : A — A expressa por um
endospan (rg, R,r1): A— A é irreflexiva se e somente se E é um objeto inicial, onde
E ¢é como no calculo 7.1.

7.2.2 Simetria

Encontra-se? as definicoes 7.5 e 7.6 de simetria. A Figura 7.3 apresenta um
diagrama comutativo para ambas definicoes.

‘Em (ADAMEK; ROSICKY, 2001) ¢ em (BARR; WELLS, 1985), respectivamente.
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VLN

ATR?A

Figura 7.3: Diagrama comutativo para as definigoes 7.5 e 7.6.

Definigao 7.5 (Simetria) A endorrelagdo R: A — A expressa por um endospan
(ro, R,r1): A— A é simétrica se e somente se (rg, R,r1):A—Ae (r,R,rg):A— A
expressam a mesma endorrelacgao.

Isso significa que a endorrelacao R: A— A é igual a sua dual R?: A— A. Embora
os spans (rg,r1) e (ri,ro) expressem a mesma endorrelagao, os morfismos ry e r;
nao precisam ser necessariamente iguais. Mas os spans sao equivalentes.

Definigao 7.6 (Simetria) A endorrelagdo R: A — A expressa por um endospan
(ro, R,r1): A— A é simétrica se e somente se existe um morfismo z: R— R tal que
r"ox =Tyg € Togox =T7.

Aqui, se R for considerado um conjunto de pares, a existéncia de um morfismo

x: R— R que inverta as componentes de cada par, também inverte as projecoes e
indica que a endorrelacao é simétrica. Como ry e r; formam um par mono, se esse
morfismo x existe, necessariamente ele é um isomorfismo.
ProOvA. A demonstracao é feita linha a linha, e, a direita de cada implicacdao, ha
uma breve justificativa.

rMo0x =Tg € Toox =T

(roox)ox =1y e (rjox)oxr =1

roo(xox) =ry e ro(rox)=rm

rox =1id R

x é isomorfismo

substituindo rg e r;
associatividade

(rg,r1) é par mono

x é retracao e x € secao

AR

0

Além disso, pelo mesmo motivo (par mono), se esse morfismo x existe, ele é tnico.

7.2.3 Anti-simetria e Assimetria

Aqui, é proposto um calculo que permite a verificacao da anti-simetria e da assi-
metria. O calculo em si necessita da existéncia de limite para um diagrama especifico
apresentado na Figura 7.4. A verificacao da assimetria necessita da existéncia de
objeto inicial.

Célculo 7.2 Sejam, como na Figura 7.4, um diagrama (dentro das linhas traceja-
das) e o seu limite constituido pelo objeto P e pelos morfismos pg, p1, p2 € p3, onde

ToOpPo = P2, T1OpP1 = P2, TOPp =P3 € ToOpP1 = P3.

Para este limite, propoe-se o nome “produto fibrado duplo”. Ele é o melhor cone
— no sentido da propriedade universal — simultaneamente para dois diagramas de
produtos fibrados.

O objeto P pode ser interpretado como um conjunto de pares ((w, z), (y, z)) onde

Po € p1 Sao as projegoes tais que po({((w, ), (y,2))) = (w,z) e p1(({w,x),(y,2))) =
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Figura 7.4: Célculo para anti-simetria e assimetria.

(y,z). Os pares de P respeitam w = z, pois roopy = rjop;, e respeitam = = y,
pois ropy = rgop;. Assim, P tem somente pares do tipo ((w,z), (z,w)) e, para
cada elemento de P, py e p; representam pares da endorrelacao R simétricos um em
relacao ao outro, enquanto ps e ps3 representam os elementos w e x que constituem
os pares (w, ) e (x,w).

Se py e p3 forem iguais, significa que w = x e entao os Unicos pares que aparecem
em P sao do tipo ({(w,w), (w,w)) e a endorrelagao R é anti-simétrica.

Ja se P = &, significa que nao ha pares simétricos na endorrelacao R e, portanto,
a endorrelacao é assimétrica.

Defini¢ao 7.7 (Anti-simetria) A endorrelagio R : A — A expressa por um
endospan (ro, R,7m1) : A — A é anti-simétrica se e somente se p; = ps, onde py e
p3 sao como no calculo 7.2.

Como rg e r; formam um par mono, py = p3 «— pg = pP;.
ProvAa. Que py = p1 — p2 = p3 € imediato, pela definicao de ps e ps.
A demonstracao que ps, = p3 — po = p1 ¢ feita a seguir, linha a linha, e, & direita
de cada implicacao, ha uma breve justificativa.

P2 = D3 == | COMO Pz = ToOPo, P3 = T'o°P1,
P2 =1op1 € P3 =1T1°Po
ToOpPy = ToOpP1 € Tri0opg =riop; = | como (rg,r1) é par mono
Po =DP1

0

E, portanto, na definigao 7.7, o teste ps = p3 pode ser substituido, sem qualquer
perda, por pg = pi.

Definigao 7.8 (Assimetria) A endorrelagdo R: A— A expressa por um endospan
(ro, R,r1) : A — A é assimétrica se e somente se P é um objeto inicial, onde P é
como no calculo 7.2.

7.2.4 Conexividade

Propoe-se aqui um célculo que permite a verificacao da conexividade. Este
calculo é construido sobre o calculo 7.2 e necessita, adicionalmente, da existéncia de
soma amalgamada. A verificacao da conexividade necessita da existéncia de todas
as endorrelagoes irreflexivas no mesmo objeto da endorrelacao sendo testada.

Calculo 7.3 Sejam pg e p; como no célculo 7.2. Sejam ainda, como na Figura
7.5, um diagrama (dentro das linhas tracejadas) e o seu colimite — uma soma
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amalgamada — constituido pelo objeto S e pelos morfismos ¢, ¢; e ¢z, onde cqopy =
¢y € crop; = co. A Figura 7.6 repete o diagrama e o colimite anteriores (omitindo o
morfismo c¢;) e apresenta duas pré-somas amalgamadas®. Para cada uma, considera-
se o morfismo induzido pela soma amalgamada. Esses dois morfismos induzidos sao
Sp € s1 e estao representados por setas pontilhadas.

Figura 7.6: Morfismos induzidos para a verificagao da conexividade.

O objeto S pode ser interpretado como um conjunto que, para cada par da endor-
relacao R, possui um elemento com as mesmas projecoes desse par e também possui
um elemento (possivelmente o mesmo) com as projegoes invertidas. Os morfismos
5o € s1 indicam as projecoes. Cabe ressaltar que sg e s; nao formam necessariamente
um par mono.

A Figura 7.7 apresenta um diagrama comutativo para a definicao 7.9.

I

v\

ATS?A

Figura 7.7: Diagrama comutativo para a defini¢ao 7.9.

Defini¢ao 7.9 (Conexividade) A endorrelagio R : A — A expressa por um
endospan (rg, R,r1): A— A é conexa se e somente se para qualquer endorrelac¢ao
irreflexiva — expressa por algum endospan (ig, I, ;) : A— A — existe um morfismo
t:I1— S tal que sgot =1ig e syot =iy, onde sy e s; sao como no calculo 7.3.

5Que sdo realmente pré-somas amalgamadas pode ser verificado por py e p; fazerem parte do
limite no calculo 7.2.
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Se a endorrelacao R: A — A nao é conexa, existem pelo menos dois elementos
distintos a,b € A tais que —aRb e =bRa. Se isso acontecer, existe pelo menos uma
endorrelagao irreflexiva I: A— A que nao pode ser mapeada para o conjunto S de
forma que o diagrama da Figura 7.7 comute. Basta para isso que (a,b) € I.

7.2.5 Transitividade, Monotransitividade e Densidade

Aqui, apresenta-se a verificacio da transitividade presente na literatura®. O
caculo utilizado necessita da existéncia de produto fibrado. Apresenta-se também a
verificacao de uma nova propriedade a qual se propoe chamar “monotransitividade”.
Apos, aproveitando-se o calculo, propoe-se a verificacao da densidade.

Célculo 7.4 Sejam, como na Figura 7.8, um diagrama (dentro das linhas trace-
jadas) e o seu limite — um produto fibrado — constituido pelo objeto P e pelos
morfismos pg, p1 € po onde riopg=ps € roop; = po.

A
| V w |
| |
' R D2 [
L _ 2 _ _ S
Ppo
p1
P

Figura 7.8: Calculo para transitividade, monotransitividade e densidade.

A Figura 7.9 apresenta um diagrama comutativo para a defini¢cao 7.10.

A<2-"R—"5>4

A
R=—P—F—=R

Po p1

Figura 7.9: Diagrama comutativo para as defini¢oes 7.10 e 7.11.

Defini¢ao 7.10 (Transitividade) A endorrelagdo R: A — A expressa por um
endospan (ro, R,r1): A— A é transitiva se e somente se existe um morfismo t: P— R
tal que rgopg = rpot e ryop; = ryot, onde py e p; sao como no calculo 7.4.

O objeto P pode ser interpretado como um conjunto de pares ((w, ), (y, z)) onde
po e pr S0 as projecdes tais que po({{w, 2}, (3, 2))) = (w,2) e pi({{w, 2}, (4, 2))) =
(y, z). Os pares de P respeitam x = y, pois r0py = roop;. Assim, P tem somente
pares do tipo ((w, x), (z, z)).

Para a endorrelacao R ser transitiva, é necessario que para cada par ((w, x), (z, z))
de P, haja um par (w, z) em R ou seja, exista um morfismo ¢: P — R que mapeie
((w,x), (z,2)) em (w, z). Se esse morfismo ¢ existe, ele é tnico, pois ry e r1 formam
um par mono.

SDefinicdo 7.10 presente em (BARR; WELLS, 1985) e em (ADAMEK; ROSICKY, 2001).
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Se esse morfismo t for um monomorfismo, significa que se um par da endorrelacao
¢ imagem de algum elemento de P, entao ele é imagem de um 1inico elemento de P. A
idéia aqui é que, numa endorrelagao transitiva, se um par da endorrelagao representa
alguma transitividade, entao representa uma unica transitividade. Propoe-se que
essa propriedade seja chamada “monotransitividade”.

Adicionalmente, se cada par (a,b) de R puder ser mapeado, através de um mor-
fismo u: R— P, para algum elemento ((a, z), (2, b)) de P, significa que a endorrelacao
é densa.

Com isso, propoe-se as definigoes 7.11 de monotransitividade e 7.12 de densidade.

O diagrama da Figura 7.9 também serve para a definicao 7.11.

Defini¢ao 7.11 (Monotransitividade) A endorrelagdo R: A — A expressa por
um endospan (ro, R, 1) : A— A é monotransitiva se e somente se existe um mono-
morfismo ¢: P— R tal que rgopg = rgot e riop; = riot, onde py e p; sS40 cOMoO no
calculo 7.4.

A Figura 7.10 apresenta um diagrama comutativo para a definigao 7.12.

A
:
R

Figura 7.10: Diagrama comutativo para a definicao 7.12.

To
-

A R
R Po P p1

T1
—_—

Definigao 7.12 (Densidade) A endorrelagao R: A— A expressa por um endospan
(ro, R,m1) : A— A ¢é densa se e somente se existe um morfismo u: R — P tal que
roopoou =19 € riopiou = ri, onde pg e p; sao como no calculo 7.4.

7.2.6 Euclideanidade

Finalmente, propoe-se um célculo que permite a verificacao da Euclideanidade.
O calculo necessita da existéncia de produto fibrado.

Ciélculo 7.5 Sejam, como na Figura 7.11, um diagrama (dentro das linhas trace-
jadas) e o seu limite — um produto fibrado — constituido pelo objeto P e pelos
morfismos pg, p1 € pe onde rgopg = ps € Teop; = Po.

AL
| V ‘Y |
| |
'R P2 [
L\ _ A
po
p1
P

Figura 7.11: Célculo para Euclideanidade.

Nesse caso, novamente, o objeto P pode ser interpretado como um conjunto de
pares ((w,z), (y,z)) onde py e p; sdo as projecoes tais que po({{(w,x), (y,2))) =
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(w,z) e p1({{w,x),(y,2))) = (y,z). Os pares de P respeitam w = y, pois roopy =
roopi. Assim, P tem somente pares do tipo ({(w,z), (w, z)) e, para cada elemento
de P, pg e p1 representam pares da relacao R com origens coincidentes.

Para a relagdo R ser Euclideana, é necessario que, para cada par ((w,z), (w, z))
de P, haja em R um par (z,z), ou seja, exista um morfismo v: P — R que mapeie
((w,x), (w, z)) em (x, z).

Assim, tem-se a proposta da definicao 7.13 de Euclideanidade. A Figura 7.12
apresenta um diagrama comutativo para essa definicao.

A<—

IH

Figura 7.12: Diagrama comutativo para a definicao 7.13.

—_—

Defini¢ao 7.13 (Euclideanidade) A endorrelacio R: A — A expressa por um
endospan (ro, R,r;) : A — A é Euclideana se e somente se existe um morfismo
v:P— R tal que riopy = rgov e ryop; = riov, onde py e p; 840 como no calculo
7.5.

7.3 Monotransitividade — Definicao Algébrica

No inicio deste capitulo, apresenta-se as definicoes algébricas das propriedades
tratadas categorialmente na secao anterior.

Como, categorialmente, uma nova propriedade é proposta — a monotransitivi-
dade, definicao 7.11 —, apresenta-se aqui duas definicoes algébricas” que sao equi-
valentes.

e monotransitividade
(Va, by, by, c € A)(aRby N byRc — aRc N (aRby A by Rc — by = by))
(Va,b,c € A)(aRb ANbRc — aRc A (Vby € A)(aRby A byRc — by = b))

7.4 Dependéncia

Este capitulo apresenta a caracterizacao de propriedades de endorrelacoes para
endospans que as expressam. Algumas sao encontradas na literatura e outras sao
propostas aqui. Uma nova propriedade também é proposta, tanto de forma catego-
rial quanto de forma algébrica.

As verificacoes das propriedades dependem de calculos propostos e de construcoes
usuais® na Teoria das Categorias. A Figura 7.13 (rotacionada) mostra uma espécie
de diagrama de Hasse da relagao de dependéncia que pode ser estabelecida entre as

definicoes das propriedades, os céalculos e construgoes da Teoria das Categorias.

"Embora definicoes algébricas ndo facam parte do objetivo deste trabalho.
80 produto fibrado duplo, proposto aqui, ¢ um limite, portanto é usual.
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8 PROPRIEDADES DE GRAFOS INTERNOS

Este capitulo propoe generalizacoes das propriedades de endorrelagoes para gra-
fos internos. Todas elas sao diretamente inspiradas nos calculos e nas verificagoes
apresentados e propostos no capitulo 7. Como, aqui, héa situagoes que nao aconte-
cem com as endorrelacoes, novas propriedades sao propostas: monorreflexividade,
isorreflexividade, pseudo-simetria e anti-simetria forte.

No final deste capitulo, também se propoe essas mesmas propriedades para en-
domultirrelagoes, mas de forma algébrica.

8.1 Caracterizagao Categorial

Nesta segao, todas as propriedades sao consideradas sobre um endospan (dy, T', d; ) :
A— A que é um grafo interno G = (A, T, dy, d;), onde A é um conjunto de vértices,
T é um conjunto de arestas e dy e d; representam origem e destino, respectivamente.
Todo o desenvolvimento do raciocinio é feito sobre um grafo interno a Set, mas as
defini¢oes das propriedades sao independentes da categoria.

8.1.1 Reflexividade, Monorreflexividade, Isorreflexividade, Correflexi-
vidade e Irreflexividade

Inicialmente, apresenta-se o cédlculo 8.1 equivalente ao cédlculo 7.1 do capitulo
anterior. Esse cdlculo também necessita da existéncia de equalizador.

Cialculo 8.1 Sejam, como na Figura 8.1, um diagrama (dentro das linhas traceja-
das) e o seu limite — um equalizador — constituido pelo objeto E e pelos morfismos
e € e, onde e; =dgoey e e; = djoeg.

Figura 8.1: Calculo para reflexividade, monorreflexividade, isorreflexividade, corre-
flexividade e irreflexividade.

Sabe-se que ey ¢ um monomorfismo e entao F e ey sao um subobjeto de T'. Mas,
diferentemente do caso com endorrelagoes, e; nao necessariamente ¢ mono, pois os
morfismos dy e d; nao formam necessariamente um par mono.
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O objeto E pode ser interpretado como o subconjunto de arestas do grafo G que
possui somente as endoarestas e, assim, o endospan (e, E,e1): A— A é o grafo com
os mesmos vértices de GG e somente com as endoarestas de G.

Se ha um morfismo f:A— F tal que ejof =ids — ou seja, se o morfismo e; é
uma retragao —, significa que, no grafo G, cada vértice de A, possui pelo menos uma
endoaresta. Nesse caso, assim como para as endorrelacoes, o grafo G ¢ reflexivo®.

Se o morfismo e; é um monomorfismo, significa que, no grafo G, cada vértice
de A, possui no maximo uma endoaresta. Para esta situacao, propoe-se dizer que o
grafo G é monorreflexivo.

Se e; é simultaneamente uma retracao e um monomorfismo, sabe-se que é também
um isomorfismo. Nesse caso, significa que, no grafo GG, cada vértice de A, possui
exatamente uma endoaresta e propoe-se dizer que o grafo GG é isorreflexivo.

O morfismo e ¢ a inclusao de F em T'. Como E possui somente as endoarestas
presentes em T, se ¢y for uma retracao, toda aresta em 7' esta em E, ou seja, toda
aresta em 71" é uma endoaresta. Nesse caso, assim como para as endorrelagoes, o
grafo G é correflexivo.

Finalmente, se £ = @, significa que nenhuma aresta do grafo G' é uma endoaresta
e, assim, o grafo G é irreflexivo.

Propoe-se, entao, as defini¢oes dessas cinco propriedades de forma categorial.

Definicao 8.1 (Reflexividade) O grafo interno (do, T, d;): A— A é reflexivo se
e somente se e; é uma retracao, onde e; é como no calculo 8.1.

Definicao 8.2 (Monorreflexividade) O grafo interno (dy, 7T, d;) : A— A é mo-
norreflexivo se e somente se e; é um monomorfismo, onde e; é como no calculo

8.1.

Definicao 8.3 (Isorreflexividade) O grafo interno (dy, 7T, d;): A— A é isorrefle-
Xivo se e somente se e; é um isomorfismo, onde e; é como no calculo 8.1.

Definicao 8.4 (Correflexividade) O grafo interno (dy, 7T, d;): A— A é correfle-
Xivo se e somente se ey é uma retracao, onde ey é como no calculo 8.1.

Definicao 8.5 (Irreflexividade) O grafo interno (do, 7', d;): A— A ¢ irreflexivo
se e somente se F/ é um objeto inicial, onde E é como no céalculo 8.1.

Aqui, propoe-se a generalizacao para grafos e endomultirrelacoes da definicao
alternativa 7.1 de reflexividade para endorrelagoes. Esta generalizacao também nao
necessita de equalizador. A Figura 8.2 apresenta um diagrama comutativo para a
definicao.

Definigao 8.6 (Reflexividade) O grafo interno (dy, 7', d;): A— A é reflexivo se
e somente se existe um morfismo d: A—T tal que dood =idsy e diod = idy.

Esse morfismo d nao é necessariamente 1inico, pois 7y € r1 nao formam necessa-
riamente um par mono.

IDeve-se chamar a atencao que, aqui, a palavra “reflexivo” trata-se de uma propriedade de um
grafo qualquer. Nao se deve confundir com Grafos Reflexivos que sao definidos como uma 5-upla
onde uma das componentes indica a endoaresta diferenciada que existe para cada vértice. De fato,
cada Grafo Reflexivo, no sentido de uma 5-upla, quando visto como um grafo qualquer, respeita a
propriedade reflexiva como definida aqui.
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Figura 8.2: Diagrama comutativo para a definigao 8.6.

8.1.2 Simetria e Pseudo-simetria

A definicao 7.5 de simetria para endorrelagoes, se generalizada, nao apresenta
detalhes suficiente para se definir as duas propriedades propostas abaixo. Por este
motivo, generaliza-se somente a definigao 7.6.

A Figura 8.3 apresenta um diagrama comutativo para as definigbes 8.7 e 8.8.

T

5N
Ad0 T— A

Figura 8.3: Diagrama comutativo para as definigoes 8.7 e 8.8.

No diagrama desta Figura, o morfismo x mapeia cada aresta numa aresta com
origem e destino invertidos. A existéncia de um morfismo x desse tipo, garante
que cada aresta possua pelo menos uma aresta no sentido contrario em que pode
ser mapeada via x. Mas isso permite que duas arestas num sentido possam ser
mapeadas, via z, na mesma aresta no outro sentido ou que uma aresta possa nao
ser imagem, via x, de qualquer aresta no outro sentido.

Por este motivo, pode-se ter uma definicao mais rigida. Se o morfismo x é um
isomorfismo, significa que é possivel que, para cada aresta a, exista uma aresta b
no sentido contrario em que somente a seja mapeada em b, via x. Isso significa
que a quantidade de arestas nos dois sentidos é exatamente a mesma e o grafo G é
simétrico.

No caso menos rigido em que um morfismo z existe, mas sem a necessidade de
ser isomorfismo, propoe-se dizer que o grafo GG é pseudo-simétrico.

Em qualquer um dos casos, se o morfismo z existe, nao necessariamente é tinico.

Defini¢ao 8.7 (Pseudo-simetria) O grafo interno (dy,7’,d;) : A— A é pseudo-
simétrico se e somente se existe um morfismo = : T — T tal que dyox = d; e
d1 or = do.

Definicao 8.8 (Simetria) O grafo interno (dy, T, d;) : A — A é simétrico se e
somente se existe um isomorfismo z:7T— T tal que dpox =d; e diox = dp.

Se um grafo G = (A, T,dy,d;) é simétrico, entao ele é isomorfo ao seu dual
G? = (A, T,dy,dy).
8.1.3 Anti-simetria, Anti-simetria Forte e Assimetria

Aqui, é proposto um calculo que permite a verificacdo da anti-simetria e da as-
simetria. Adicionalmente, propde-se a anti-simetria forte. O cédlculo em si necessita
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da existéncia de produto fibrado duplo?. A verificacao da assimetria necessita da
existéncia de objeto inicial.

Célculo 8.2 Sejam, como na Figura 8.4, um diagrama (dentro das linhas traceja-
das) e o seu limite — um produto fibrado duplo — constituido pelo objeto P e pelos

morfismos po, p1, p2 € p3, onde doopy = pa, diop1 = pa, diopy =p3 e doop; = ps.

Figura 8.4: Calculo para anti-simetria, anti-simetria forte e assimetria.

O objeto P pode ser interpretado como um conjunto de pares de arestas de G
simétricas uma em relagao a outra no sentido de origem e destino. Os morfismos py
e p; sao as projecoes desses pares e indicam arestas de “ida” e “volta”, respectiva-
mente. Os morfismos p, e p3 indicam os vértices envolvidos na “ida” e na “volta”.

Se ps e ps forem iguais, significa que os unicos pares em T sao formados por
endoarestas, ou seja, as unicas formas de se “ir e voltar” é através de endoarestas e,
portanto, o grafo GG é anti-simétrico.

Mas a “ida e volta” pode se dar por duas endoarestas distintas no mesmo vértice.
Diferentemente do caso com endorrelagoes, aqui nao necessariamente py = p3 —
Po = pP1, POIS 1y € 1 nao necessariamente formam um par mono.

Entao py = p; é mais restrito que py = p3 e, nesse caso, a “ida e volta”, além de
ser por endoarestas, ¢ obrigatoriamente pela mesma endoaresta. Propoe-se, nesse
caso, dizer que o grafo GG é fortemente anti-simétrico.

Ja se P = &, significa que nao hé arestas simétricas no grafo GG e, portanto, o
grafo G ¢é assimétrico.

Definigao 8.9 (Anti-simetria) O grafo interno (dy, T, d;): A— A é anti-simétrico
se e somente se py = p3, onde py e p3 sao como no calculo 8.2.

Definigao 8.10 (Anti-simetria Forte) O grafo interno (dy, T, d;): A— A é for-
temente anti-simétrico se e somente se py = p1, onde py € p; sao como no calculo

8.2.

Definicao 8.11 (Assimetria) O grafo interno (dy, T, d;): A— A é assimétrico se
e somente se P ¢ um objeto inicial, onde P é como no célculo 8.2.

2Como definido no capitulo anterior no calculo 7.2, embora esse nome seja apenas mencionado
e nao definido.
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8.1.4 Conexividade?

Propoe-se aqui um célculo que permite a verificacio da conexividade®. Este
calculo é construido sobre o célculo 8.2 e necessita, adicionalmente, da existéncia de
soma amalgamada. A verificacao da conexividade® necessita da existéncia de todas
as endorrelacoes irreflexivas? no objeto que representa os vértices do grafo.

Calculo 8.3 Sejam py e p; como no calculo 8.2. Sejam ainda, como na Figura
8.5, um diagrama (dentro das linhas tracejadas) e o seu colimite — uma soma
amalgamada — constituido pelo objeto S e pelos morfismos ¢, ¢; e ¢o, onde cqopy =
¢y e crop; = co. A Figura 8.6 repete o diagrama e o colimite anteriores (omitindo o
morfismo c¢;) e apresenta duas pré-somas amalgamadas®. Para cada uma, considera-
se o morfismo induzido pela soma amalgamada. Esses dois morfismos induzidos sao
sp e s1 e sao denotados por setas pontilhadas.

Figura 8.6: Morfismos induzidos para a verificacao da conexividade?.

O objeto S pode ser interpretado como um conjunto que, para cada aresta do
grafo (G, possui uma aresta com mesma origem e mesmo destino e também possui
uma aresta (possivelmente a mesma) com origem e destino invertidos. Os morfismos
sg € s1 indicam as origem e destino, respectivamente.

A Figura 8.7 apresenta um diagrama comutativo para a definicao 8.12.

3Deve-se chamar a atencdo que, aqui, por se tratar de uma generalizacao da propriedade “cone-
xividade” de endorrelagoes, usa-se o mesmo nome. Entretanto, na teoria dos grafos, existe também
uma propriedade com este nome, mas as duas nao sao equivalentes.

4Pode-se usar os grafos irreflexivos, mas apenas as endorrelacdes irreflexivas so suficientes.

5Que sdo realmente pré-somas amalgamadas pode ser verificado por py e p; fazerem parte do
limite no calculo 8.2.
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I
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A=5f—S—=A

Figura 8.7: Diagrama comutativo para a definigao 8.12.

Definigao 8.12 (Conexividade®) O grafo interno {dy, T,d;): A— A é conexo® se
e somente se para qualquer endorrelacao irreflexiva? — expressa por algum endospan
(19, 1,11) : A— A — existe um morfismo t: I — S tal que spot =iy e sjot = iy,
onde sg e s; sao como no calculo 8.3.

e o grafo G nao é conexo®, existem pelo menos dois vértices distintos a
S fo G 3 t 1 d tices distintos a,b € A

tais que nao existe aresta de a para b nem de b para a. Se isso acontecer, existe
pelo menos uma endorrelacao irreflexiva* 7: A— A que nao pode ser mapeada para
o conjunto S de forma que o diagrama da Figura 8.7 comute. Basta para isso que
(a,b) € I.

8.1.5 Transitividade, Monotransitividade e Densidade

Aqui, propoe-se um calculo que permite a verificacao da transitividade, da mono-
transitividade e da densidade. O caculo necessita da existéncia de produto fibrado.

Célculo 8.4 Sejam, como na Figura 8.8, um diagrama (dentro das linhas trace-
jadas) e o seu limite — um produto fibrado — constituido pelo objeto P e pelos
morfismos pg, p1 € pe onde diopyg =ps e doop; = po.

Figura 8.8: Calculo para transitividade, monotransitividade e densidade.

O objeto P pode ser interpretado como um conjunto de pares de arestas em que
o destino da primeira aresta coincide com a origem da segunda.

Se cada par de arestas em P puder ser mapeado, via um morfismo ¢ para uma
aresta em 71" que preserve a origem da primeira aresta e o destino da segunda aresta,
propoe-se dizer que o grafo G é transitivo.

Se esse t for um monomorfismo, nao ha dois pares distintos de arestas sendo
mapeados na mesma aresta e propoe-se dizer que o grafo G é monotransitivo.

Adicionalmente, se cada aresta de G puder ser mapeada, através de um morfismo
u:T — P, para algum par em P cuja primeira componente preserve origem e segunda
componente preserve destino, significa que o grafo é denso.

A Figura 8.9 apresenta um diagrama comutativo para as defini¢oes 8.13 e 8.14.

Defini¢ao 8.13 (Transitividade) O grafo interno (do, 7, d;): A— A é transitivo
se e somente se existe um morfismo t: P—T tal que dyopy = dyot e diop; = d;ot,
onde pg e p; sao como no calculo 8.4.
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A
doT t dy
T

w P T
Figura 8.9: Diagrama comutativo para a definigao 8.13.

Definicao 8.14 (Monotransitividade) O grafo interno (dy, T',dy): A— A é mo-
notransitivo se e somente se existe um monomorfismo t: P—T tal que dyopy = dgot
e diop; = dyot, onde pg e p; sao como no calculo 8.4.

A Figura 8.10 apresenta um diagrama comutativo para a defini¢ao 8.15.

d d

A
doT u di
T

Po o T
Figura 8.10: Diagrama comutativo para a definicao 8.15.

Defini¢ao 8.15 (Densidade) O grafo interno (dy,T,d;) : A — A é denso se e
somente se existe um morfismo u:7T — P tal que dyopgou = dy e diopiou = dy,
onde py e p; sao como no calculo 8.4.

8.1.6 Euclideanidade

Finalmente, propoe-se um calculo que permite a verificacao da Euclideanidade.
O célculo necessita da existéncia de produto fibrado.

Calculo 8.5 Sejam, como na Figura 8.11, um diagrama (dentro das linhas trace-
jadas) e o seu limite — um produto fibrado — constituido pelo objeto P e pelos
morfismos pg, p1 € ps onde doopg = pa e dyop = po.

A
| V w |
| |
T P2 |
L_\_ A
Po
p1
P

Figura 8.11: Célculo para Euclideanidade.

Nesse caso, o objeto P pode ser interpretado como um conjunto de pares de
arestas com mesma origem.

Se cada um desses pares puder ser mapeado, via um morfismo v: P — T, para
uma aresta cuja origem seja o destino da primeira componente do par e cujo destino
seja o destino da segunda componente do par, entao o grafo GG é Euclideano.

A Figura 8.12 apresenta um diagrama comutativo para a defini¢ao 8.16.

Defini¢ao 8.16 (Euclideanidade) O grafo interno (dy,7,d;) : A — A é Eucli-
deano se e somente se existe um morfismo v : P — T tal que diopyg = doov e
diopy = diov, onde py e p; sao como no calculo 8.5.
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Figura 8.12: Diagrama comutativo para a definicao 8.16.
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8.2 Resumo das Propriedades — Interpretacoes

Apresenta-se aqui um resumo das propriedades propostas para um grafo (&, 7', 01) :
V —V e possiveis interpretacoes em Set.

e Reflexividade

— ha pelo menos uma endoaresta por nodo;
e Monorreflexividade

— ha no maximo uma endoaresta por nodo;
e [sorreflexividade

— h& exatamente uma endoaresta por nodo;
e Correflexividade

— ha somente endoarestas;

— toda aresta é endoaresta;
e Irreflexividade

— nao ha endoarestas;
e Pseudo-simetria

— para cada aresta num sentido, existe pelo menos uma no sentido oposto;

— com qualquer aresta com origem num nodo, é possivel criar pelo menos
um caminho de tamanho dois desse nodo para ele mesmo;

e Simetria
— entre dois nodos, a quantidade de arestas nos dois sentidos é a mesma;
e Anti-simetria

— entre dois nodos quaisquer, se hé arestas nos dois sentidos, entao os nodos
Sa0 0 mesmo;

— entre dois nodos distintos, se ha arestas, entao sao todas no mesmo sen-
tido;

— 0s Unicos caminhos de tamanho dois de um nodo para ele mesmo, caso
existam, sao constituidos somente por endoarestas;

o Anti-simetria forte
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— entre dois nodos quaisquer, se ha arestas nos dois sentidos, entao as ares-
tas sdo a mesma (e, conseqiientemente, os nodos também sdo o0 mesmo);

— 0 Unico caminho de tamanho dois de um nodo para ele mesmo, se existe,
é constituido por uma tnica endoaresta (em seqiiéncia consigo mesma);

Assimetria

— entre dois nodos quaisquer, se ha aresta num sentido, entao nao ha aresta
no sentido oposto;

Conexividade

— entre dois nodos distintos existe pelo menos uma aresta em pelo menos
um sentido;

Transitividade

— para cada caminho de tamanho dois, existe pelo menos uma aresta com
origem igual a do caminho e destino igual ao do caminho;

Monotransitividade

— para cada caminho de tamanho dois, existe pelo menos uma aresta com
origem igual & do caminho e destino igual ao do caminho e ha pelo menos
tantas arestas com essa origem e esse destino quantos sao os caminhos
(de tamanho dois) com essa origem e com esse destino;

e Densidade

— para cada aresta, existe pelo menos um caminho de tamanho dois com
mesma origem dessa aresta e mesmo destino dessa aresta;

e Fuclideanidade

— se existem duas arestas com mesma origem, entao existem pelo menos
duas arestas entre seus destinos, uma em cada sentido.

8.3 Definicoes Algébricas — Multirrelagoes

Todas as propriedades de grafos propostas acima, sao propostas algebricamente
aqui para uma endomultirrelacdo m : A — A. Novamente, quando houver mais de
uma definicao, elas sao equivalentes.

o reflexividade
(Va € A)(ama # 0)
(Va,b e A)(a=b— amb # 0)

e monorreflexividade
(Va € A)(ama < 1)
(Va,be A)(a=b— amb < 1)
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e isorreflexividade
(Va € A)(ama = 1)
(Va,be A)(a=b— amb=1)

e correflexividade

(Va,b € A)(amb# 0 — a =)

o irreflexividade
(Va € A)(ama = 0)
(Va,b e A)(a=b— amb=0)

e pseudo-simetria

(Va,b € A)(amb # 0 — bma # 0)

e simetria

(Va,b € A)(amb = bma)

e anti-simetria

(Va,b € A)(amb #0Abma#0— a=0>)

e anti-simetria forte
(Va,b € A)(amb #0ANbma#0 — a=bAama=1)

e assimetria

(Va,b € A)(amb # 0 — bma = 0)

e conexividade
(Va,b € A)(amb # 0V bma#0Va=>b)
(Va,b e A)(a #b — amb # 0V bma # 0)
(Va,b € A)(amb=0Abma=0— a=0>)

e transitividade
(Va,b,c € A)(amb # 0 N bmc # 0 — ame # 0)

e monotransitividade
(Va, by, by, c € A)
((M’/flbl %0/\()17’%67&0 —>affzc7£0/\(aﬁ1b27£0/\b2ﬁ107é0—>b2 :bl))
(Va,b,c € A)
(amb#£0 A bmc#0 — ame#0 N (Vby € A)(amby #0 A bame#0 — by=Db))

e densidade

(Va,b € A)(amb # 0 — (3z € A)(amz # 0N zmb # 0))
e Euclideanidade
(Va,b,c € A)(amb # 0 A ame # 0 — bme # 0)
8.4 Dependéncia

Este capitulo propoe caracterizagoes de propriedades para grafos quando vistos
como endospans. Todas essas propriedades sao diretamente inspiradas nas proprie-
dades de endorrelacoes apresentadas e propostas no capitulo 7.
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Neste capitulo, também se apresenta a relagao de dependéncia que se pode esta-
belecer entre as definicoes das propriedades, os calculos e as construgoes de Teoria
das Categorias. A Figura 8.13 (rotacionada) mostra essa relagdo. Nota-se que a
Conexividade depende da Irreflexividade. Pode-se usar a Irreflexividade (def. 8.5)
de grafos. Entretanto, usar a Irreflexividade (def. 7.4) de endorrelagbes é sufici-
ente. Isso pode ser vantajoso em algumas situacoes. Por exemplo, na categoria Set,
para um conjunto finito A, a quantidade de grafos neste conjunto ¢é infinita, mas a
quantidade de endorrelacoes ¢ finita. Na Figura, a seta tracejada indica que a Co-
nexividade (def. 8.12) pode depender da Irreflexividade (def. 7.4) de endorrelagoes,
que aparece na relacao de dependéncia da Figura 7.13.
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9 COMPOSICAO DE SPANS

Neste capitulo, apresenta-se o span identidade de cada objeto de uma catego-
ria, que ¢é Unico a menos de equivaléncia de spans, e a operacao de composicao de
spans! que, também a menos de equivaléncia de spans, é uma operacao bindria par-
cial entre spans em uma categoria. Também sao apresentadas e provadas algumas
propriedades dessa composicao, como, por exemplo, associatividade e existéncia de
identidade.

Embora nao faga parte dos objetivos deste trabalho, apresenta-se também o
produto bindrio de spans, pois prova-se uma propriedade que envolve a composi¢ao
de spans e o produto bindario de spans. Uma aplicagao para essa propriedade é
apresentada no capitulo 12.

9.1 Identidade

Defini¢ao 9.1 (Span Identidade) Seja A um objeto qualquer, o span identidade
de A é <idA, A, ZdA> A— A

O span identidade de A pode ser denotado também por ids. Assim, idy =
(ida, A,idy) : A — A. Neste trabalho, usa-se id4 tanto para morfismos, quanto
para spans, sem necessariamente se indicar se se trata de morfismo ou de span.
Geralmente isso pode ser entendido pelo contexto. Quando nao pode, é indicado
explicitamente.

O span identidade é tinico a menos de equivaléncia de spans. Ou seja, qualquer
span equivalente a um span identidade do objeto A também pode ser considerado
um span identidade do objeto A.

Exemplo 9.2 (Span Identidade, a menos de equivaléncia) O exemplo 3.11
mostra a categoria Xor e todos os spans nessa categoria. Tanto o span (0,0) quanto
o span (1,1) sdo identidade do objeto Xor, pois o morfismo 0 é identidade desse
objeto e ambos spans sao equivalentes via morfismo 1.

9.2 Composigao

Defini¢ao 9.3 (Composigao de Spans) (Ver Figura 9.1) Sejam dois spans d =
(do,D,dy): A— B ee=(e,E,e): B—C. A composigao de d com e é eod =
(dyopo, Pejopy) : A — C, onde P, py e p; fazem parte do produto fibrado dos
morfismos d; e ey e sao tais que diopy = egop;.
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A B C
D E
P

Figura 9.1: Composicao de Spans.

A composicao de spans somente é aplicada a dois spans cujo destino do primeiro
coincida com a origem do segundo.

O span resultante da composicao pode ser diferente, caso se escolha um produto
fibrado diferente. Entretanto, como os produtos fibrados sao isomorfos, os spans
resultantes sao equivalentes. Por esse motivo, a composicao de dois spans ¢é tnica
a menos de equivaléncia de spans e pode, portanto, ser considerada uma operacao
bindria (parcial) entre spans.

Exemplo 9.4 (Composicao de spans) A Figura 9.2 apresenta uma categoria
e a Figura 9.3 apresenta todos os oito spans nessa categoria. Por simplicidade,
um span {f,g) nessa Figura é representado simplesmente por fg. Nesse exemplo,
qualquer span é equivalente somente a si préoprio. A Figura 9.3 também apresenta a
tdboa de composicoes de todos esses spans. Nessa tdboa, um hifem (-) significa que
a composicao nao é definida pois os spans nao sdo componiveis (a origem do segundo
nao coincide com o destino do primeiro) enquanto um dois-pontos (:) significa que,
embora os spans sejam componiveis, sua composi¢ao nao ¢ definida pois nao existe
o produto fibrado necessario — nesses quatro casos, nao existe o produto fibrado do
morfismo z consigo mesmo na categoria da Figura 9.2.

ola = b =z

" =
W= A
, X z

2 z|- x z =z

Figura 9.2: Categoria.

Exemplo 9.5 (Composicao de spans na categoria Xor) O exemplo 3.11 apre-
senta a categoria Xor e todos os spans nessa categoria. A Figura 9.4 (esquerda)

apresenta a taboa de composigoes de todos esses spans. Como, nessa categoria, o

span (0,0) é equivalente ao span (1, 1), na taboa, qualquer ocorréncia de um pode

ser substituida pelo outro. O mesmo vale para os spans equivalentes (0,1) e (1,0).

Observa-se, inclusive, que linhas de spans equivalentes sao iguais a menos de equi-

valéncia de spans. O mesmo vale para colunas. Portanto, uma taboa de composicoes

de spans pode ser representada usando-se apenas um span representativo de cada

classe de equivaléncia, como feito na mesma Figura (direita).

IComo em (BENABOU, 1967).
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o |aa ax xa zxzx b bz 2b 2z
aa | aa - xTQA - - - - -
b ar | ax - xT - - - - -
' ra| - aa - TG TA TA TA TAQ
aa xa sz
Q@ @ xx | - axr - xx XX TT TT XT
—>

azx , 2b bb | - axr - xzx bb bz zb zz
wr 2z bz | - axr - xx bz bz 2z 2z

zb| - axr - xx 2b : zb

zz | - axr - =TT 22 1 2z

Figura 9.3: Todos os spans na categoria acima e a tdboa de composicoes de spans.

o [(0,0) (0,1) (1,0) (1,1)
(0,0) | (0,0) (0,1) (0,1) (0,0) o |(0,0) (0,1)
(0,1) [ (0,1) (0,0) (0,0) (0,1) (0,0) [ (0,0) (0, 1)
(1,0) [ (0,1) (0,0) (0,0) (0,1) (0,1) | (0,1) (0,0)
(1,1) [ (0,0) (0,1) (0,1) (0,0)

Figura 9.4: Taboa de composicoes dos spans da categoria Xor.

9.3 Propriedades da Composicao de Spans
9.3.1 Nao Fechada

A composicao de spans nao estd necessariamente definida para quaisquer dois
spans cujo destino do primeiro coincida com a origem do segundo, pois depende da
existéncia de produto fibrado.

Exemplo 9.6 (Composicao de spans nao é fechada) O exemplo 9.4 mostra
uma categoria e todos os spans nessa categoria bem como a taboa de composicoes de
spans, que nao ¢ totalmente definida para todos os spans componiveis e, portanto,
a operacao nao ¢ fechada.

9.3.2 Associativa

Sejam trés spans e = (eg, B, e1): A— B, f = (fo, F, f1):B—C e g = (g0,G,q1):
C'— D. A composicao de spans, se existe, é associativa (a menos de equivaléncia
de spans), ou seja, (gof)oe = go(foe) e pode, portanto, ser representada sem a
necessidade de parénteses: go foe. Isso porque o produto fibrado é associativo, a
menos de isomorfismo.

PROVA: PRODUTO FIBRADO E ASSOCIATIVO A MENOS DE ISOMORFISMO.
Sejam, como na Figura 9.5,

(i) K, ko e k1 o produto fibrado de e; e fy tais que ejoky = fooky;
(ii) L, ly e l; o produto fibrado de f; e go tais que fioly = gooly;
(iii) M, mg e my o produto fibrado de fiok; e go tais que (fioky)omg = goomy;

(iv) N, ng e ny o produto fibrado de e; e fyoly tais que ejong = (foolg)on;.
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/fo
Rl

Figura 9.5: Associatividade do produto fibrado e da composicao de spans.

Mostra-se? um isomorfismo z: N — M tal que kyomgox = ng e myox = lon,.

A demonstracgao é feita a seguir. Nas tabelas, a direita de cada implicacao, hd uma
breve justificativa.
A partir de (iv),

e1ong = foolpong — | induzido por (i)
(dr:N—-K)
(koor =mng A kior =lgony) Fato 1.

De forma similar, a partir de (iii), encontra-se
@M —1)
(lpos = kjomg N ljos=my) Fato 2.

A partir de (ii),
fioly = gooly —> | compondo nq
fiolpon; = ggoliony = | kjor = lyomy (do fato 1)
fiokior = ggolyonyg — | induzido por (iii)
(Fz:N— M)
(mgox =1 A miox =ljonyg) Fato 3.

De forma similar, a partir de (i), encontra-se
(Fy: M — N)

(ngoy = kgomg A njoy =s) Fato 4.
Agora, mostra-se que x é isomorfismo. Considera-se,

koomgoxoy = kgomgoxoy = | mgox =r (do fato 3)
koomgoxoy = kyoroy = | kgor = ny (do fato 1)
kgomgoxoy = ngoy = | ngoy = kgomg (do fato 4)
koomgoxoy = kgomy Fato 5.
e7

kiomgoxoy = kjomgoxoy = | mgox =1 (do fato 3)
kiomgoxoy = kyoroy = | kyor =lpon; (do fato 1)
kiomgowoy = lgon oy — | oy = s (do fato 4)
kiomgoxoy = lyos = | lpos = kjomg (do fato 2)
kiomgoxoy = kiomyg Fato 6.

?Inspirando-se na prova que a composicio bindria de arestas de grafos é associativa a menos
de isomorfismo presente em (HOFF; ROGGIA; MENEZES, 2004) que, por sua vez, é inspirada
na prova que composi¢cao de morfismos parciais é associativa a menos de isomorfismo presente em

(ROGGIA, 2001).
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Dos fatos 5 e 6,
koomgozoy = kgomg A kjomgoxoy = kjomg = | (ko, k1) é par mono
myozroy = my Fato 7.
Considera-se,

mioxoy = myoxroy => | myox =ljon; (do fato 3)
mioxoy = ljonjoy = | njoy==s (do fato 4)
mioxoy = [10s — | [jos =my (do fato 2)
mpoxoy = my Fato 8.

Dos fatos 7 e 8,
mooxoy = mg A mpoxoy=m; =— | (mg, my) é par mono
xoy = idy Fato 9.
De forma similar, encontra-se
| yox =idy | Fato 10. |
Pelos fatos 9 e 10, como x é retracao e x é secao, portanto x é isomorfismo.
Finalmente,

koomgox = kgomgox e meox =r (do fato 3)
M0T = M10T —> | myox = ljony; (do fato 3)
koomgox = kgor e koor = ng (do fato 1)
miox = l{ong =

koomooxr = ng e

miox = l{ong

E, portanto, o produto fibrado é associativo a menos de isomorfismo.

Com isso, é facil verificar que os spans sao equivalentes via esse isomorfismo .

9.3.3 Identidade — Elemento Neutro

Os spans identidade atuam similarmente a elementos neutros na composicao de
spans da seguinte forma: seja (eg, E, e1): A— B um span, (ey, F,e1)o(ida, A, ids) =
(eo, B e1) e (eo, E,e1) = (idg, B,idg)o{eg, F,e1), ambas igualdades a menos de
equivaléncia de spans.

Apresenta-se, aqui, a prova que {(eg, E, e1)o(ida, A,ids) = (eo, E, €1).

PROVA. Sejam, como na Figura 9.6, P, py e p; o produto fibrado de ids e eq
tais que idqopy = egop;. Como produto fibrado transfere isomorfismo, pode-se
considerar P = FE, p; = idg e pyg = ey. E o span resultante da composicao é
(idgoeg, B, er0idg) = (eg, E, e1).

0

A A B
AN
A E
P

Figura 9.6: Identidade na composicao de spans.

A prova que (eq, F, e1) = (idg, B,idg)o(ey, E, e1) é similar.
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Observa-se que ndo existe um elemento neutro para todas os spans, mas para
)
cada span existe um “elemento neutro” a esquerda e um a direita.

9.3.4 Nao Idempotente

No geral, a composicao de spans nao é idempotente, ou seja, dado um endospan
r = (xg,21): A— A, zox #x.

Exemplo 9.7 (Composicao de spans nao é idempotente) A Figura 9.7 (es-
querda) apresenta um endospan (x,z): A— A em Set. A mesma Figura (direita)
apresenta a composi¢ao (x,z)o(z,z) = (y,y) que nao é equivalente a (x,x).

A » X x A
o /00) o
a 0 a 01
1 10
11

Figura 9.7: Composicao de spans nao é idempotente.

9.4 Autocomposicao de Spans

O fato da composicao de spans ser associativa e nao ser idempotente, motiva
o uso da notagao de poténcia para a composicao de um endospan consigo mesmo:

2?2 = zox, z° = roxox e assim sucesivamente.

Defini¢ao 9.8 (Autocomposicao de Spans) Sejam um endospan (xg,z1): A—
AeneN.

(id a,id ) sen =20

(wo, z1) 0 (0, 11)"" ! sen >0

(wo, 21)" = {

9.5 Produto de Spans

Embora nao faca parte dos objetivos deste trabalho, apresenta-se aqui o produto
binario de spans, pois prova-se uma propriedade deste produto em conjunto com a
composicao de spans. Essa propriedade é aplicada a LTS no capitulo 12.

Defini¢ao 9.9 (Produto Bindrio de Spans) (Ver Figura 9.8) Sejam dois spans
quaisquer d = (dy,D,d;):A— B e p = (py, P,p1): M — N. O produto binario
dos spans d e p é dxp = (dyXpo, DX P,dyxp1): AxM — Bx N calculado com
os respectivos produtos dos objetos suporte, origem e destino e com os respectivos
produtos de morfismo das projecoes.

Assim como a composicao de spans, o produto binario de spans é uma operacao
a menos de equivaléncia de spans.
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A<—2Ax M2

do T T doxpo TPO

D—pDxPX-p

di l ldlxpl lpl

B<TBBXNF>N

Figura 9.8: Produto binario de spans.

9.6 Propriedades Envolvendo a Composicao de Spans e o
Produto de Spans

9.6.1 Nao Distributivo

No geral, o produto de spans nao se distribui sobre a composicao de spans, ou
seja, dados spans d: A— B, e: X =Y e f:Y = Z, dx(foe) # (dx f)o(dxe) e
(foe)xd # (fxd)o(exd).

Exemplo 9.10 (Produto nao se distribui sobre a composigao) A Figura9.9
apresenta os dois spans em Set r = (ro, R,r1): A—Aes = (s,5,s1): A—A. A
Figura 9.10 apresenta rx(sor) = (xg, X, 1) : AxA— AXA (esquerda) e (rxs)o(rxr) =
(0,0,0): AxA— Ax A (direita), que nao sao equivalentes.

A T R T A A S S

Figura 9.9: Spans em Set.

AxA AxA AxA AxA
1] %]

1%}

O

Verificar se a composicao de spans se distribui sobre o produto de spans nao
¢ necessario pois, para spans x, y € z, no geral, em um dos lados da igualdade
zro(yxz) = (roy)x(roz) ou da igualdade (yx z)ox = (yox) X (zox), os spans nao
sao componiveis.

Figura 9.10: Nao distributividade.

9.6.2 Lei do Intercambio

Sejam quatro spans d = (dy,D,d;): A— B, e = (eg,E,e;): B—C, v =
(vo, Vivy) : X =Y e w = (wy, Wywy) : Y — Z. A lei do intercambio entre
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composicao de spans e produto de spans vale, a menos de equivaléncia de spans, ou
seja, (eod) x (wov) = (exw)o(dxwv).

A B C

TA TD F TC

M TE

/ DxV // B -

AxX FxU CxZ

. U \ /

J1

v B x ™ ExW
Ty
TX U ™W TZ
. \
\%
X Y A

Figura 9.11: Lei do intercambio para produto fibrado e produto de morfismos e para
composicao de spans e produto de spans.

ProvA: LEI DO INTERCAMBIO ENTRE COMPOSIQAO DE SPANS E PRODUTO
BINARIO DE SPANS.
Sejam, como na Figura 9.11,

(i

(il) Cx Z, m¢ e mz sao produto de C' e Z;

Ax X, my e mx sao produto de A e X

)
)
(iii) F, fo e fi sdo produto fibrado de d; e e, tais que djo fy = ego f1;
(iv) U, ug e uy sdo produto fibrado de vy e wy, tais que v;ouy = wyous;
(v) FxU, 7 e my sao produto de F e U;
(vi) ig é produto de dwofy e vgoug e é tal que ma0ig = deofgomr € Txoig = VeoUEETy;
(vii) 41 é produto de ejof; e wiouy e étal que meoiy = ejofionp e wxoi = wiouiony;
(viii) DxV, mp e my sdo produto de D e V;
)
)

(ix) ExW, g e my sdo produto de E e W;

(x) BxY, mp e my s@o produto de B e Y;



(xi) jo é produto de dy e vg e é tal que ma0jy = dyomp € TxOjJy = VgOTY;
(xii) j; é produto de d; e vy e é tal que mgoj; = diomp e Tyoj; = viomy;
(xiii) ko é produto de ey e wy e é tal que mpoky = egomp e myoky = woomy;
(xiv) ki é produto de e; e wy e é tal que mook; = ejomp e wzoky = wiomy;

(xv) M, mgy e my sao produto fibrado de j; e ko, tais que jjomgy = kgom;.
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Mostra-se um isomorfismo n: M — F x U tal que igon = jpomg e i10n = kyomy.
A demonstragao ¢ feita a seguir. Nas tabelas, a direita de cada implicacao, hd uma

breve justificativa.
Considera-se,

foomr e wgomy

= | induzido por (viii)

(Fla: FxU—DxX)

(rpoa = foomp A myoa = ugomy) Fato 1.
De forma similar, encontra-se
(FB:FxU—ExW)
(mpofl = fiomp N mwof = ujomy) Fato 2.
(Fy:FxU—-BxY)
(mpoy = djo foomp A Ty oy = viougomy) Fato 3.
Considera-se,
TBOJioQ = TRoOjioQ € mpoj1 = dioTp (de (xii))
Ty 0jix = Ty 010 = | Ty oj; = vi0my (de (xii))
Tpojioa = djompoa e Tpoa = foomp (do fato 1)
Ty 0J10Q = V10T O — | Tyoa = ugomy (do fato 1)
mpojia = dio foomp e wpoy = dyo foorp (do fato 3)
Ty 0J1Q00 = V1 0UGOTY = | Ty oy = viougoTy (do fato 3)
TROJj1OQ = TRO7Y € (rp,my) é par mono
Ty 0J10Q = Ty 07 —
jioa =7 Fato 4.

De forma similar, encontra-se
| kpoB =7 |Fatob. |
Dos fatos 4 e 5,

Considera-se,

jioa = kgof3 — | induzido por (xv)
(316 FxU — M)
(mood =a A myod = [3) Fato 6.

Considera-se,
diompomg = diompomy — | mgoj; = diomp (de (xii))
diompomgy = wpoj10myg = | jiomgy = kgomy (de (xv))
diompomg = mgokgom, = | mgoky = epoTE (de (xiii))
diompomg = eyomgom, — | induzido por (iii)
(Fle: M —F)
(fooe =mpomgy A fioe =mgomy) Fato 7.

De forma similar, encontra-se
@ M —0)
(upol = myomg A ujo = myromy) Fato 8.
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€ e (

induzido por (v)

(3n: M —FxU)
(rpon=¢ A myon=()

Fato 9.

Agora, mostra-se que 7 é isomorfismo. Considera-se,

foorrponod = foomponod e TRON =€ (do fato 9)
fiomponod = fiomponod —

foomponod = fyoeod e fooe = mpomy (do fato 7)
fiomponod = fioeod = | fioe =mgomy (do fato 7)
foomponod = mpompod e mpod = « (do fato 6)
fiomponod = mgomod = | mod =7 (do fato 6)
foomponod = mpoa e Tpoa = fooTp (do fato 1)
fiomponod = o3 = | ol = fiomp (do fato 2)
Joomponod = foomp e (fo, f1) ¢ par mono

fiomponod = fiomp —

TEpONod = Mg Fato 10.

De forma similar,
‘ Tyonood = Ty
Dos fatos 10 e 11,

‘ Fato 11. ‘

TpONOd =Tp € Tyonod =ny —

(TR, my) é par mono

?70(5 = idpxU Fato 12.

Considera-se,
Tpomyodon = Tpomgyodon e myod = « (do fato 6)
Ty 0myodon = My 0myodon —
Tpomgyodon = Tpoaon e Tpoa = foormp (do fato 1)
Ty omgodon = myoaon = | Tyoa = ugomy (do fato 1)
Tpomgodon = foompon e TRpoN =€ (do fato 9)
Ty 0mMeodon = UgoTyon — | myon = (do fato 9)
Tpomgodon = fyoe e fooe =mpomyg (do fato 7)
Ty omgodon = ugo( = | ugo( = myomyg (do fato 8)
TpOMeodon = Tpomy € (mp,Ty) é par mono
My 0Myodon = My 0Mmy —
moodon = my Fato 13.

De forma similar, encontra-se

‘ myodon =my ‘ Fato 14. ‘

Dos fatos 13 e 14,
mgodon =mg e myodon =my; =— | (mgy, my) é par mono

don =idy

Fato 15.

Pelos fatos 12 e 15, como 7 é secao e n é retragao, portanto 1 é isomorfismo.

Finalmente,
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TAOlnON = TA0IHON € T 4009 = dgo foomp (de (vi))
Tx 01gO1N = Mx 0lnON = | Tx 0l = UyOUYO T (de (vi))
Tp0090n = dgo foompon e TpON = € (do fato 9)
Tx 0101 = VyOUYOTyON = | myon = (do fato 9)
Ta0tgon = dgo fooe e fooe = mpomy (do fato 7)
Tx 01g01N = VyouUyo( = | upo( = myomy (do fato 8)
TA0lgon = dyompomy e Ta0Jo = dgoTp (de (xi))
Tx 0101 = VgOTy OMy = | Tx©9Jo = UgOoTy (de (xi))
TAOTGON = WA0JgOMg € (T4, Tx) é par mono

Tx 0101 = Tx 0JoOMy —

100M = Jjoomy Fato 16.

De forma similar,

‘ 110mn = kijomy ‘ Fato 17. ‘

Com os fatos 16 e 17, vé-se que os resultados sao isomorfos e, portanto, os spans
sao equivalentes.

O
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10 COMPOSICAO DE MULTIRRELACOES COMO
COMPOSICAO DE SPANS

10.1 A Composicao de Spans expressa a Composicao de
Multirrelacoes

Sejam  (mg, M,m1) : A— B e (ng,N,nq): B— C dois spans em Set que

expressam multirrelagoes binarias componiveis m: A — B e n: B — C. O

span composto (ng, N,ny)o{mg, M, m;): A— C expressa justamente a multirrelagao
composta nom:A—C.

A B C
NN
M N
w V
P2 p3
P
Figura 10.1: Composicao de spans que expressam multirrelacgoes.
ProvA: COMPOSIGAO DE SPANS EXPRESSA COMPOSIGAO DE MULTIRRELAGOES.
Sejam, como na figura 10.1,
(i) (mo, M,mq): A— B expressa a multirrelacio m: A — B, ou seja, para quais-
quer a€ A e be B, amb=#{x € M | mo(x) = a Amy(x) =b};
(ii) (ng, N,nq): B— C expressa a multirrelagdo n: B— C, ou seja, para quaisquer
beB e ceC, bnc=#{ye N | no(y) =bAni(y) =c};
(iii) (pe, P,ps3): A— C = (ng, N,nj)o(mg, M,m1) : A— C onde ps = mgopy e
p3 =niopy, sendo P, pg e p1 o P.F.de my e ngy tais que myopy = ngops.

Para se mostrar que o span (ps, P, p3) : A— C realmente expressa a multirrelagao
nom : A — C, mostra-se que, para quaisquer a € A e ¢ € C, a cardinalidade do
conjunto P, .= {z € P | pa(2) =a A p3(z) = c} é igual a anomic.

Como, em Set, o P.F. pode ser definido por um conjunto de pares', cada z € P é
um par z = (x,y) e, portanto, tem-se

Foe={{z,y) € P [ p2{z,9)) = a A ps((x,9)) = ¢}

'Em Set, o P.F. de duas funcdes f:R—T e g:S—T é dados por Q, qo:Q—Re q:Q— S,
onde @ = {(i,j) € RxS | f(i) = g(j)} e, para qualquer (i, j) € Q, qo((i, ) =i e q1({i,])) = J.
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e, devido a todos os fatos presentes em (iii), tem-se
P,.={{z,y) € MXN | mg(x) =a N ni(y) =c AN mi(z) =no(y)}
Agora, para cada a € A, b € B e ¢ € C, considera-se o conjunto
Kaope={{z,y) € MXN | mg(x) =aAmi(x) =bAng(y) =bAni(y) =c}

Fica claro que, para cadaa € Aece C,

Pa,c = U Ka,b,c €, portantoa #Pa,c - # U Ka,b,c

beB beB

Também fica claro que, para quaisquer b,d € B, se b # d, entao K,p.N Kygc = &
sendo, assim, disjuntos?.

Como #PF,. = #UbeB K,p € como os conjuntos K, . sao dois a dois disjuntos,
pela cardinalidade de conjuntos disjuntos,

#Pa,c = Z #Ka,b,c

beB

O conjunto K, pode ser reescrito como um produto cartesiano e, assim,

#P,.= Z#({x € M| mo(z) =arm(z) =b}x{y € N | no(y) =bAni(y) = c})

beB

e, pela cardinalidade do produto cartesiano,

#Puc= Y (#{z € M| mo(z) = anm(z) = 0} -#{y € N [ no(y) = bAm(y) = c})

beB

Por fim, usando (i) e (ii),

#Puc =Y _((aib) - (biic))

beB

e, pela definicao de composicao de multirrelacoes,
#P, . = anomc

O

Exemplo 10.1 (Composigao de spans e de multirrelagées) Os spans em Set
(mo, M,m1): A— B e (ng, N,ny): B—C da Figura 10.2 expressam respectivamente
as multirrelagoes m: A— B e n: B— C em Set da Figura 10.4. A Figura 10.3 mostra
o span resultante da composicao dos spans (mg, M, my): A— B e (ng, N,;ny): B—C.
Esse span resultante expressa a multirrelacao nom: A— C, também na Figura 10.4.

2Entretanto, pode ocorrer K, . = @ para algum b € B e, portanto, nao se pode dizer que
{Kapec|lac€ A A ce C} seja uma partigao de P, .
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ngo N M

A B C
mo M Ma Op
a 0 Lg; D
b al; 1 ) ( Lgi; \ q
C alii 2 2r r
c2 3 3r;
c3 3ri;

Figura 10.2: Spans que expressam multirrelagoes em Set.

Figura 10.4: Composi¢ao de multirrelacoes.

10.2 A Composicao de Spans nao expressa a Composicao
de Relacoes

Como a composi¢ao de spans expressa a composicao de multirrelagoes, pelo
exemplo 2.19, é imediato que a composicao de spans nao expressa a composicao
de relacoes. Mesmo que dois spans expressem relagoes, eles também expressam mul-
tirrelacoes e sua composicao expressa a multirrelagao composta que, no geral, nao é
igual a relagao composta.

H4 vérias alternativas de solucoes para este problema na literatura®. Entretanto,
neste trabalho, composicao de relacoes através de composicao de spans nao é tratada.

3Por exemplo, em (FREYD; SCEDROV, 1990), define-se um tipo de morfismo chamado cover e,
apés o P.F. da composicao, deve-se achar um cover do objeto suporte para o suporte de outro span
que comute um determinado diagrama. Se existir tal cover, o span envolvido expressa a relacao
composta procurada. Outro exemplo estd em (MILIUS, 2000) onde define-se uma adjungéo entre
a categoria das relacoes e a categoria dos spans. A imagem do span resultante da composicao
através dos funtores da adjuncao é a relacdo composta procurada.
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10.3 Composicao de Multirrelagoes Estendidas

Em Set, nem todo span expressa uma multirrelacao. Muitos expressam multir-
relacoes estentidas. Compondo-se spans que expressam multirrelacoes estendidas,
obtém-se outro span que também expressa uma multirrelacao estendida.

Assumindo-se o axioma da escolha*, a composicao de multirrelacoes estendidas
expressa pela composicao de spans quaisquer pode ser definida algebricamente da
mesma forma que a composicao de multirrelagoes, como na definicao 2.14, entre-
tanto, as operacoes de multiplicacao e adicao devem ser definidas para a colecao de
todos os cardinais, da seguinte maneira’:

e a adicao é definida, para quaisquer cardinais « e 3, como

a+pf seaeN A feN
e sea ¢ N AN a>p

B seBENAB>a
e a multiplicacao é definida, para quaisquer cardinais « e (3, como

0 sea=0V =0
a-f seaeN—-{0} AN feN-{0}
o sea¢d NANa>F AN [B#0
16 se ¢N AN G>a A a#0

Nao se assumindo o axioma da escolha, essa definicao algébrica nao é possivel
pois nao se pode comparar quaisquer dois cardinais « e 3 infinitos.

40 que permite se comparar a cardinalidade de quaisquer dois conjuntos e, caso sejam diferentes,
permite se saber qual é maior.
5Aqui, definidas informalmente.
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11 COMPOSICAO DE ARESTAS DE GRAFOS IN-
TERNOS

Neste capitulo, mostra-se o span identidade e a composicao de spans, bem como
suas propriedades, quando interpretados como grafos internos.

11.1 Identidade

Em Set, se V' é um conjunto de vértices, o span identidade de V', que é o endospan
(idy, V idy):V — V é um grafo cujas unicas arestas sao endoarestas e que possui
uma e somente uma endoaresta em cada vértice. Este grafo é considerado o grafo
identidade do conjunto de vértices V. A menos de isomorfismo de grafos, ou seja, a
menos de equivaléncia de spans, ele é tnico.

Em qualquer categoria, dado um objeto V', o span identidade (idy, V,idy):V —=V
¢é o grafo interno identidade do objeto V', também tinico, a menos de equivaléncia
de spans.

11.2 Composicao

Dois grafos internos com mesmos vértices numa categoria sao dois endospans pa-
ralelos. A composicao desses dois endospans resulta num terceiro endospan paralelo
aos dois primeiros que é um terceiro grafo interno com os mesmos vértices dos dois
primeiros.

Na cateroria Set, dados dois grafos G4 e Gg, o grafo resultante da composicao
GpoG4 é um grafo em que cada aresta tem o significado de um (e somente um)
caminho de tamanho dois entre vértices, sendo que a primeira metade do caminho
é percorrida em alguma aresta do grafo G4 e a segunda metade do caminho é
percorrida em alguma aresta do grafo G que inicie no mesmo vértice em que termina
a primeira metade do percurso no grafo G 4.

Por este motivo, a essa composicao de spans, no caso especifico de endospans
— que sao grafos internos —, da-se o nome de Composicao de Arestas de Grafos
Internos.

Para cada caminho de tamanho dois desse tipo possivel de se formar com os grafos
G 4 e Gp, existe uma e somente uma aresta no grafo resultante cujo significado seja
o desse caminho. Como, em cada caminho, a primeira parte ocorre em G4 e a
segunda parte ocorre em Gp, propoe-se denotar GgoG 4 por G 2>Gp, que melhor
indica a nocao da ordem em cada caminho.

A definicao a seguir se aplica a qualquer categoria.
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Defini¢ao 11.1 (Composicao de Arestas de Grafos Internos) Sejam uma ca-
tegoria C e dois grafos Ga = (dpa,Ta,014):V—=V e Gg = (dop,TB,015):V—=V
internos a C. A composigao de arestas do grafo G, com o grafo Gg é G >Gp =

GBOGA.

Exemplo 11.2 (Composi¢ao de Arestas de Grafos em Set) Na Figura 11.1
estd a composigao de arestas de um grafo G4 (esquerda) com um grafo G (centro)
resultando num terceiro grafo G4>Gp (direita), todos com os mesmos vértices. A
Unica aresta no resultado é a aresta 5 que representa o tinico caminho de tamanho
dois, como explicado acima, possivel de ser formado: o caminho de a para d, cuja
primeira metade é percorrida na aresta 1 do grafo G4 e cuja segunda metade é
percorrida na aresta 4 do grafo Gp.

/@ \/@ N /@5\

RN \
® @ » |O~~D| = |[® © @
N /\@/ \@/

Figura 11.1: Composicao de arestas de grafos em Set.

11.3 Propriedades

As propriedades sao as mesmas da composicao de spans. Em especial, enfatiza-se
as duas seguintes devido a interpretagoes interessantes a respeito de caminhos.

11.3.1 Identidade — Elemento Neutro

O grafo interno identidade de um objeto V' atua como “elemento neutro” para
a composicao de arestas de grafos internos, no mesmo sentido que para spans. No
caso de Set, pode-se considerar que as arestas do grafo identidade representam
caminhos de tamanho zero e, assim, as arestas do grafo resultante ainda representam
caminhos de tamanho um (e nao dois) feitas nas arestas do grafo operado com o
grafo identidade.

11.3.2 Associatividade

Para trés grafos G4, G e G¢, a composigao (Go>Gp)>Ge é um grafo em que
cada aresta significa um caminho de tamanho dois cuja primeira metade é percorrida
em alguma aresta de G4>Gp e cuja segunda metade é percorrida em alguma aresta
de G¢. Mas a aresta de G4>Gp ja significa um caminho de tamanho dois.

Como a composicao de spans é associativa, a menos de equivaléncia de spans,
a composicao de arestas de grafos internos é associativa também, a menos de equi-
valéncia de spans, ou seja, a menos de isomorfismo de grafos. A composicao de
arestas de grafos pode, portanto, ser denotada sem a necessidade de parénteses:
G AI>G B >G ok

Dessa forma, cada aresta de G ,>Gg>Ge significa um caminho de tamanho trés
em que o primeiro tergo é percorrido em alguma aresta de G4, o segundo terco é
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percorrido em alguma aresta de G g e o terceiro terco é percorrido em alguma aresta
de G¢, sendo que todas as arestas a partir da segunda devem iniciar no vértice em
que a aresta anterior termina.

Exemplo 11.3 (Composigao de Arestas de trés grafos) A Figura 11.2 mos-
tra a composicao de arestas de trés grafos G4, Gp e G¢ resultando no grafo
Ga>rGpr>Ge. A Figura 11.3 apresenta todos os possiveis caminhos de tamanho
trés e as respectivas arestas do grafo resultante.

Y

@
\r
) O
o G o ®)
N\
D

- /= J = J

Figura 11.2: Composigao de arestas de grafos em Set.

GA GB GC GADGBDGC
T P T m
T q Y n
Y T z 0

Figura 11.3: Significado das arestas.

Generalizando, para n € N, com n > 0, a composicao G1>Gab>...>G, é um grafo
em que cada aresta significa exatamente um caminho de tamanho n e onde, para
cada 0 < i < mn, oi-ésimo 1/n do caminho é percorrido em alguma aresta do i-ésimo
grafo e toda aresta a partir da segunda deve iniciar onde a anterior termina.

Para n,t € N, com n > 0 e t < n, a composicao G1>Gy>...>G,, em que o
grafo identidade ocorre t vezes, pode ser considerado um grafo em que cada aresta
significa um caminho de tamanho n — ¢.

11.4 Autocomposicao

Assim como para endospans, pode-se usar uma notacao de poténcia para um
grafo composto consigo mesmo n vezes. A mesma notacao G™ usada para endospans
pode ser usada aqui pois, tratando-se do mesmo grafo, tanto a notagao com o quanto
a notacdo com > sao equivalentes’.

Exemplo 11.4 (Autocomposicao) A Figura 11.4 mostra um grafo G 4 (esquerda),
G A? (centro) e G 4* (direita). A Figura 11.5 mostra um grafo G (esquerda), Gz
(centro) e G'g° (direita). Nas duas figuras, os préprios nomes das arestas nos grafos
resultantes indicam os respectivos caminhos no grafo original.

LComo, por exemplo: G® = GoGoG = G>G>G = G3.
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Figura 11.4: Autocomposicao de arestas de grafos.

GB G32 GB3

4 4 4
Q 0 %Q 00 101 Q%)Q 000

&@ 10 C 100 G Q 001
N N

01 011 010

- - -

Figura 11.5: Autocomposicao de arestas de grafos.

11.5 Exemplos em outras categorias

11.5.1 Pfn

Assim como em Set, paran € N, com n > 0, a composi¢ao GpGo>.. G, em P fn
é um grafo em que cada aresta significa um caminho, mas aqui, nao necessariamente
entre vértices, pois ha arestas sem origem ou sem destino e, portanto, os caminhos
também podem nao ter origem ou nao ter destino. As arestas do grafo resultante
representam caminhos em que, em cada grafo, se o local de onde se deve continuar
(ou iniciar) o percurso é um vértice, entdo necessariamente uma aresta com origem
nesse vértice deve ser percorrida; mas se esse local nao é um vértice, pode-se per-
correr uma aresta sem origem ou pode-se “ficar parado”, nao se percorrendo aresta
alguma. “Ficar parado” em todos os grafos nao é considerado um caminho. Por-
tanto, cada caminho representado por alguma aresta do grafo Gi>Gsp>...>G, tem
tamanho t € N com 0 < t < n.

Exemplo 11.5 (Composicao de Arestas de Grafos Internos a Pfn) A Fi-
gura 11.6 mostra a composi¢ao de arestas de um grafo G 4 (esquerda) com um grafo
Gp (centro) resultando num terceiro grafo G4>Gp (direita), todos grafos internos a
Pfn e com os mesmos vértices. Os nomes das arestas no grafo resultante indicam
quais arestas dos grafos operados formam os respectivos caminhos.
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Figura 11.6: Composicao de arestas de grafos internos a P fn.

11.5.2 MWRel

A seguir, um exemplo da composicao de arestas de grafos internos a MRel. Um
possivel significado das arestas do grafo resultante fica mais claro no capitulo 13.

Exemplo 11.6 (Composigao de Arestas de Grafos Internos a MRel) A Fi-
gura 11.7 estd a composigao de arestas de um grafo G4 (esquerda) com um grafo
Gp (centro) resultando num terceiro grafo G4>Gp (direita), todos grafos internos
a MRel e com os mesmos vértices. A aresta X significa um “caminho” composto
pelas arestas 1 e 2 do grafo G4 e pela aresta 6 do grafo Gp.

D

NG J _

@ /

Figura 11.7: Composigao de arestas de grafos internos a M7Rel.

11.5.3 Uma categoria pequena qualquer

Exemplo 11.7 (Composigao de Arestas de Grafos Internos) O exemplo 9.4
mostra uma categoria, todos os spans nela e a tdboa de composicao desses spans.
Os spans bb, bz, zb, zz e xx sao grafos internos, todos com vértices em B, portanto,
todos componiveis. Na taboa, observa-se que, por exemplo, a composicao de arestas
de grafos zb>bz = bzozb resulta no grafo zz. Observa-se também que bz>zb = zbobz
é indefinido, mesmo sendo grafos componiveis.
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12 COMPOSICAO DE TRANSICOES DE LTS

Este capitulo aplica a composicao de arestas de grafos internos a LTS. Prova-se
aqui diversas propriedades da composicao de span aplicadas a LTS.

12.1 Identidade

Dado um conjunto () de estados, define-se o LTS identidade para esse conjunto
de estados.

Defini¢ao 12.1 (LTS Identidade) Seja Q um conjunto de estados. O LTS iden-
tidade para o conjunto de estados @ é (1,Q), (idg, Q,idg),q), onde 1 é um objeto
terminal e ¢ é o inico morfismo de () para 1.

O objeto 1, em Set, é um conjunto unitario qualquer. E interessante considera-lo
como o conjunto unitario {nop} cujo unico elemento nop significa “no operation”,
assim, as Unicas transicoes de um LTS identidade sao nop. Um motivo para isso fica
claro logo adiante quando se mostra que esse LTS atua realmente como identidade
da composicgao.

12.2 Composicao

Como LTS sao grafos com arestas etiquetadas, pode-se aplicar a composicao
de arestas de grafos internos a eles. A etiquetacao das arestas resultantes é indu-
zida pelo produto e, assim, permite recuperar a componente de cada “pedaco” do
caminho que cada aresta significa.

A essa operagdo da-se o nome de composicao de transi¢oes de LTS. No LTS
resultante da composicao de n LTS, um possivel significado para cada transigao é o
de uma transacao composta por uma seqiiéncia de n transicoes, cada uma executada
em um dos LTS operados sendo que, a partir da segunda, cada transicao inicia no
estado em que a anterior termina.

Definigao 12.2 (Composigao de transicoes de LTS) Sejam dois LTS quais-
quer Sy = (X4,Q, (toa, Ta,t1a),la) ¢ Sp=(Xp,Q, (tor, Is,t15),!s), ambos com
mesmos estados (). (Ver Figura 12.1) A composicao de transi¢oes de Sy com Sp é
Sa>Sp = (XaxXp,Q, (to, T,11),1), onde X4 xXp, m4 e mg sdo o produto de ¥4 e
¥p, to =toaopy € t1 =tigopi, onde T, pg e p; sao o P.F. de ty4 e typ tais que
t140p0 = togopr e | é o morfismo tnico induzido pelo produto de ¥4 e ¥p tal que
laopg = ma0l e lgop; = wgol.
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Figura 12.1: Diagrama para Composicao de Transigoes de LTS.

A parte superior do diagrama da Figura 12.1 é uma composicao de spans. A
parte inferior é um produto. O morfismo [ é induzido.

Exemplo 12.3 (Composigao de Transigoes de LTS) Seja um LTS qualquer
Sa = (34,Q, (toa, Ta,t14),14) como apresentado na Figura 12.2 (esquerda) — que
¢ um AFN —. A mesma Figura (direita) apresenta o LTS S4>S54 — que também
é um AFN —, onde a etiqueta ab é considerada um elemento de ¥4 x ¥4, cujas
primeira e segunda componentes sao a e b, respectivamente. A semantica dessas
transicoes etiquetadas por ab pode ser interpretada justamente como a de uma
transacao composta por duas transicoes em seqiiéncia, a primeira etiquetada por a
e a segunda etiquetada por b. Observa-se que, se na definicao 6.1 nao se relaxasse a
condicao de tripla mono, essa operacao nao seria fechada, pois, mesmo que os LTS
operados nao possuam arestas paralelas com mesmas etiquetas, o resultado pode
possui-las.

Figura 12.2: Composicao de transi¢oes de LTS.

Exemplo 12.4 (Composicao de Transicoes de LTS diferentes) A Figura12.3
apresenta dois LTS distintos (esquerda e centro) e o LTS resultante da respectiva
composicao (direita).

12.3 Propriedades
12.3.1 Composicao de Transicoes de LTS é Fechada

Como a categoria Set é completa, a composicao de transigoes de LTS é uma
opercao fechada.
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Figura 12.3: Composi¢ao de transicoes de LTS diferentes.

12.3.2 Composicao de Transigoes de LTS Deterministicos é Fechada

Compondo-se transicoes de LTS deterministicos, o LTS resultante também é um
LTS deterministico.

PrROVA: Seja a composicao de dois LTS, como na Figura 12.1 e na definicao
12.2. Se os LTS sao deterministicos, sabe-se que (tg4,04) € (top,l5) sdo pares mono.
Mostra-se que, dessa forma, (ty,[) também é um par mono. A demonstragao segue
e, nas tabelas, como de costume, a direita de cada implicagao hd uma breve justifi-
cativa.

Considera-se um objeto qualquer Z e dois morfismos quaisquer z:Z —T ey:Z—T,
tais que

(i) lox = loy;
(ii) tgox = tpoy.

De (i), compondo-se com 74 e também com 7p,

mpoloxr = myoloy maol =lqopy (da def.)
mpoloxr = mgoloy = | mpol =Igop; (da def.)
lpopgox =l 0pgoy Fato 1.
lgpopiox = lgop;oy Fato 2.

De (ii),
toox = tgoy — | tp = toaopo (da def.)
toa0pooT = toa0pPoOY Fato 3.

Dos fatos 1 e 3,
laopgox = lq0pgoy e togaopoox = tga0pooy = | {toa,la) é par mono
PoOT = Ppoy Fato 4.
Do fato 4, compondo-se com %1 4,
tia0pooxr =ty g0pgoy == | ti40po = togopr (da def.)
topopiox = typopi oy Fato 5.
Dos fatos 2 e 5,
Ipopiox = lgopioy e togopiox = togopioy —> | (top,lp) é par mono
p1oxT = p1oy Fato 6.
Dos fatos 4 e 6,
PooT = ppoy e pox =pioy = | (po,p1) é par mono
=y
E, portanto, (to,l) é par mono e conclui-se que o LTS resultante também é deter-
ministico.

O

12.3.3 Identidade — Elemento Neutro

Os LTS identidades atuam similarmente a elementos neutros na composicao de
transi¢oes de LTS da seguinte forma: seja um LTS (3, Q, (to, T, t1),[) com conjunto
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Q7 <ZdQ7Q ZdQ> > <27Q7 <t07T7 t1>7l>

de estados @, entao (3, Q, <t T, t1),)>(1,
< ) & <t07 T7 t1> > <27 Qa <t07 T7 t1>7 l>7 ambas igualdades

e (1,Q,(idg, Q,idg), q)>

a menos de isomorfismo.

\/\/;

\/
|

Figura 12.4: LTS Identidade atua como elemento neutro.

Prova-se aqui que (X, @, (to, T, t1), )>(1, Q, (idg, Q, idg), q) = (3, Q, (to, T, t1),1).
PRrOVA. J4 se viu que o span identidade atua como elemento neutro na composicao
de spans. Sejam, entdao, como no diagrama da Figura 12.4, T', idp e t; o produto
fibrado de ¢, e idg, ¥x1, mx e m o produto de ¥ e 1 e A o morfismo induzido tal
que loidr =m0\ e qot; = moA.

Seja o o morfismo tnico de ¥ para 1. Considera-se 3, idy, e ¢ como um pré-produto
de ¥ e 1. Existe, entao, um morfismo tnico h:¥ — > x1 tal que wxoh = 1idy e
moh = 0. Portanto, 7y, é uma retracao.

Considera-se agora um objeto qualquer X e dois morfismos m : X — X x 1 e
n:X —Xx1. Como 1 é objeto terminal, myom = mon. Com isso, se myom = mxon,
como (7, m1) é par mono, entdo m = n. Portanto 7y é um monomorfismo.

Como 7y é simultaneamente uma retracao e um monomorfismo, entao também é
um isomorfismo.

0

Se o conjunto 1 for considerado o conjunto unitario {nop}, para um LTS A, a
composicao A>ID, onde ID é o LTS identidade sera um LTS isomorfo a A e, para
qualquer transicao x do LTS A, a correspondente transicao em A 1D serd algo
como (x,nop) cuja semantica pode ser interpretada como a mesma da transicao x.
O mesmo vale para I D> A.

A prova que (1,Q, (idg, Q. idg), @) > (%, Q, (to, T, 1), 1) = (5,Q, (to, T, 1), 1), ¢

similar.

12.3.4 Associatividade

Como, a menos de equivaléncia de spans, a composicao de spans é associativa e,
a menos de isomorfismo, o produto é associativo, a composicao de LTS também é
associativa, a menos de isomorfismo, ou seja, para quaisquer trés sistemas Sy4, Sg e
Se, todos com mesmos estados, (Sa>Sp)>Sc = S (Sp>Se), a menos de isomorfismo,
e pode ser denotada sem parénteses: S4>Sg>Sc.

Para se provar isso, inicialmente prova-se que o produto de objetos é associativo,
a menos de isomorfismo.
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Figura 12.5: Associatividade do produto de objetos.
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PRrROVA: PRODUTO BINARIO DE OBJETOS E ASSOCIATIVO, A MENOS DE ISO-

MORFISMO.

Sejam os objetos X, X e X e, como na Figura 12.5:

(v) TpxXp, 8 e 7K sdo o produto d

eEEeEF;

(vi) LpxXg, 7k e 7k sdo o produto de Xr e Yg;

)
)

(vii

(LpxYp)xSq, 7 e 7 sdo o produto de YpxXp e Yg;

(viii) Zpx(ZpxXg), 78 e The sdo o produto de g e YpxXg.

Mostra-se que existe um isomorfismo w: g X (Xp X Xg) — (X X 3p) X X tal que

KoM _ N KoM — Lo-N Mg, — Lo N
TR OMppOW = M, TpOMppOW = MpOMpa € T OW = MEOMpa.

Considera-se,

K M M

TpOTgy € T — | induzido por (vi)

(H!QDZ(ZEXEF)XE(;—)EFXE(;)

(rBonM. = nkop AN 7 =rnhoyp) Fato P1.
De forma similar, encontra-se

(H'XEEX(EFXE(;)—)EEXEF)

(7 = mBox A whorll, =nKox) Fato P2.

Considera-se,

K M

— | induzido por (viii)

(F: (B xEr)xXe—=Zpx (XrxXg))

T OMppOWoY = TR Oy

(rEom¥. = aNoy A o= mRz00) Fato P3.

De forma similar, encontra-se
(E”(,L)ZEEX (przg)H(EEXEF) ng)
(x = m¥eow A mhomN, = nlfow) Fato P4.

Agora, mostra-se que w é isomorfismo.

Co}r(lsid%a—se S— -
T OMppOWOo) = T OMpRrOWOY = | X = Trpow (do fato P4)
8 orMaowor) = R oyor) = | Th = TRoYX (do fato P2)
8o owor) =l or) = | 7Borl, = 7oy (do fato P3)

KM K T

Fato P5.

De forma similar, encontra-se

‘ 8 orMaowor) = TR o ‘ Fato P6. ‘

Dos fatos P5 e P6,
8o owory = tRorl. e (%, 7R} é par mono
R onoworh = Ko, —
M owor) = ik, — | Fato P7.
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Considera-se

N

Tl owor) = rHowor) = | thormRs = 1 ow (do fato P4)

Telowor) = thorRo0 = | o = TRGOY

(do fato P3)

T oworh = Thop = | g = ngoyp (do fato P1)
M owor) = i} Fato P8.
Dos fatos P7 e P8,
miowoy =i e (mile, ml) é par mono
T owor) = 7Y =
woz/; = id(EEXEF)XEG Fato P9.

De forma similar, encontra-se
‘ Yow = ids (s pxse) Fato P10.

Pelos fatos P9 e P10, como w ¢é retragao e w é segao, portanto w é isomorfismo.

Finalmente,
8 oriiow =B onlow X = ow (do fato P4)
8 orMiow = nEorl ow x =M ow (do fato P4)
mMow =¥ ow = | nhomle =1 ow (do fato P4)
m8onM ow =nKoy my =7m8ox (do fato P2)
mRorM ow =rmloyx rhonl, =7mKox (do fato P2)
Wéfow = ﬁémrgc —
mBorMoow =md
R on¥ow = whomNg
wlow = nhonl,

O

Agora, com essa prova acima e com a prova em 9.3.2 que composi¢ao de spans
é associativa, a menos de equivaléncia de spans, prova-se que a composicao de
transicoes de LTS é associativa, a menos de isomorfismo.

ProvA: COMPOSICAO DE TRANSICOES DE LTS E ASSOCIATIVA, A MENOS DE

ISOMORFISMO.

Sejam os morfismos Ag: E—Yp, Ap: F—Yp e A\g:G—X¢ (do diagrama da Figura

9.5 para o diagrama da Figura 12.5).
Considera-se,

)\EO]{IO (§ )\Fokl —

induzido por (v)

(E“)\KKHEEXEF)

(Apoky = B oAx A Apok, = mlholk) Fato P11.
De forma similar, encontra-se

(AL L—=XpXxXg)

(Apoly = mEodr A Agoly = who)r) Fato P12.

(A M — (g xXp)X3a)

(Agomg = oy A Agomy = 7o) Fato P13.

(AN N =YX (XpxXg))

(Agong = mNoAn A Apon; = o) Fato P14.

J4a se tem suficientes isomorfismos para esta prova: os isomorfismos z e y da prova
em 9.3.2 e os isomorfismos ¥ e w da prova acima.
Basta agora se provar que Yol o = Ay € wWoAyoy = A

Considera-se,
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T ooy 0x = TR 0oy ox = | oM. =nNoy (do fato P3)
TR ooy or = TR ommEo Ay or = | Agomg = maroAy  (do fato P13)
TN oolyor = Thodgompor = | mgox =71 (do fato 3)
ooy or = T oNgor = | Agoky = R o)k (do fato P11)
i ooy ox = Agokgor = | kgor = ny (do fato 1)
N oo Ayox = Agony = | Agong = THo\x (do fato P14)
TN oo 0w = TN oAy Fato P15.

Considera-se,
rhonlootolyor = rhorl 0ol yor = | p = ThgOY (fato P3)
ThomR ool yor = Thopolyox = | oM. = nkop (fato P1)
ThOTTRGOWON 0T = Th om0\ 0 = | Agomgy = w0l (fato P13)
ThomRgooyor = T oAgomgox = | mgox =7 (fato 3)
TROTRGOWOoN o = TR oAgor = | A\pok; = R o)k (fato P11)
rhorl ool yor = Apokjor = | kyor = lyomy (fato 1)
rhonl ool yox = Apolyon, = | Apolyg = ko), (fato P12)
rhonRoothodyor = mEodpon = | A\pon; = mrgoly  (fato P14)
THOTTRGOWON 0T = THOTRGOAN Fato P16.

De forma similar, encontra-se

‘ rlonloolyor = thorl 0y ‘ Fato P17. ‘

Dos fatos P16 e P17,
rhonl ool on = TEomRL0AN (rk &) é par mono
nlhorliooryor = nhonNsody =
ool yor = TRAOAN Fato P18.

Dos fatos P15 e P18,
ool yor = mRoly (ml, mhe) é par mono
Thgovolyor = Thgoly =
z/Jo)\Mox = )\N

De forma similar, mostra-se que woAyoy = Ay.
Portanto, a composicao de transicoes de LTS ¢é associativa, a menos de isomorfismo.

O

12.4 Autocomposicao

Para se compor um LTS consigo mesmo n € N vezes, usa-se, também, a notacao
de poténcia.

Defini¢ao 12.5 (Autocomposicao de transicoes de LTS) Sejam n € Ne S
=(X2,Q, (to, T, t1),l) um LTS qualquer.

97— <17Q7 <ianQ,idQ>,q> sen =20
S on—l1 sen >0

onde (1,Q, (idg, Q,idg), q) é o LTS identidade de Q.

Novamente, considera-se o objeto 1 como o conjunto unitario {nop} cujo tnico
elemento nop significa “no operation”. Assim, para qualquer sistema S, S° somente
possui endoarestas, uma por estado e todas elas sao etiquetadas com nop.
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Exemplo 12.6 (Autocomposicao de transigoes de LTS) Seja S o LTS apre-
sentado na Figura 12.6 (esquerda). A mesma Figura apresenta o LTS S? (centro)
e 53 (direita). Todos eles sao AFDs. Adicionando-se estados inicial e finais a es-
ses automatos, considerando, por exemplo, que o estado inicial é gy e o conjunto
de estados finais é {g3}, o AFD da esquerda reconhece a linguagem L C {a,b}*
cujas palavras terminam imediatamente apds a primeira ocorréncia de aa ou de
bb. Com os mesmos estado inicial e estados finais, o AFD do centro reconhece a
linguagem {w € L | |w| = 2k, k € N} e o AFD da direita reconhece a linguagem
{w € L | |lw| = 3k, k € N}, ambas sublinguagens de L. Generalizando-se, para
n € N, S com mesmos estado inicial e estados finais, o AFD reconhece a linguagem
{wel||lw=n-kkeN}.

@)

abb | | baa

Figura 12.6: Autocomposicao de LTS.

12.5 Combinagao Sincrona de LTS

A seguinte definicao ¢ inspirada na literatura! onde o LTS resultante representa
todas as sincronizacoes possiveis entre as transigoes dos LTS operados.

Definigao 12.7 (Combinagao Sincrona de LTS) Sejam dois LTS quaisquer S
= <2A7 QA, <t0A, TA, t1A>, lA> (S SB = <EB, QB, <tOBa TB, t13>, lB> (Ver Figura 12.7)
A combinagao sincrona de Sy com Sp é SyxSp = (UaxXp, QaxQp, (toaxtop, TaX
T, t1axt1p), laxlg), sendo todas componentes dadas por produto de objetos ou de
morfismos.

7TQA 7I'QB

Qa QaxQp Qs
tOA( )tlA tOAXtOB< >t1AthB tOB( >t13
T, TTp
TA TAXTB TB
lAl lAXlBl lBl
> SaxSp g

Figura 12.7: Diagrama para Combinacao Sincrona de LTS.

O resultado dessa operacao é um LTS que combina cada estado do primeiro LTS
com cada estado do segundo LTS e também combina cada transi¢cao do primeiro LTS
com cada transicao do segundo LTS, respeitando a combinacao de estados tanto na
origem quanto no destino das transicoes.

1(MENEZES; HAEUSLER, 2001)
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12.6 Propriedades Envolvendo a Composicao de Transicoes
de LTS e a Combinacao Sincrona de LTS

12.6.1 Lei do Intercambio

A lei do intercambio vale, a menos de isomorfismo, entre as operacoes de com-
posicao de arestas de LTS e a combinacao sincrona de LTS, ou seja, para quaisquer
dois sistemas Sp e Sg com mesmos estados e para quaisquer dois sistemas Sy e Sy
também com mesmos estados, mas nao necessariamente os mesmos estados dos dois
anteriores, vale (Sp>Sg)x(Sy>Sw) = (SpxSy >(SgxSw), a menos de isomorfismo,
como na Figura 12.8.

{ | { |

U Sp | > | Se | el | SpeSE |

I — | N |

| | | |

| X X | | X |

| | | |

s > S| 1 B | Sy Sy |

= = e
L - (—— -
{ | | (SDDSE) X (S\/DSW) |
SpxSy | b | SpxSw | eeeZeas — |
|v 777777777777 A) ! (SDXSV)D(SEXSW) |
| /

ED 2E
T T
WBV Z:F
TEW
Xpv T bV
" iy
Yru YEw
srAd xEU
Yy i
/ ﬂ-‘l/JV
EV 2W

Figura 12.9: Diagrama para a prova da Lei do Intercambio para LTS.

PROVA: LEI DO INTERCAMBIO.
Sejam os objetos Yp, Y g, Xy e Ly e, como na Figura 12.9:
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(xvi) X, 785 e 7L sdo o produto de ¥p e Tg;

U

w sao o produto de Xy e Xyy;

(xvii) Xy, 7l e

(xviii) Ypy, 7EYV e 75V sdo o produto de YXp e Yy;

(xix) Xpy, 75 e 7DV sdo o produto de Xp e Jy;

(xx) Ypw, TEV e bV sao o produto de Yp e Xy

(xxi) Lpr, 7, e wi sdo o produto de Ypy e Yp.

Considera-se,
o ok, e mEWorid —> | induzido por (xvi)
(3'7’ EM—>EF)
(7BVorM, =nEor A 7EWord, = nEor) Fato IL1.

De forma similar, encontra-se
(Fv: ZMHEU)
(7rv oM, =7lov A mfVork, = nlov) Fato IL2.
(Fe: EMHEFU)
(r=7EVop A v="fV0op) Fato IL3.
(E“X EFU—>ED\/)
(rBorklU = 7BVox A nlonfV = 7lVox) Fato IL4.
(Fp: 2FU—>2EW)
(rEonEV = 7EWouyy A 7fonhV = 7fV o)) Fato IL5.
(El'w EFUHEM)
(x =700 A =78 0w) Fato IL6.

Considera-se,
ﬂgongmpow =nhortVopow T=nElop (do fato IL3)
nEortVopow = tEonrtVopow = | 7 =7kVop (do fato IL3)
mhortVoypow = nEoTow 7BVor¥, =nEor  (do fato IL1)
rEonElVopow = 1horow = | tEWorM, =rkor  (do fato IL1)
mhomEVopow = BV oM, ow x =7 ow (do fato IL6)
rEontlopow = tEWorl ow = | ¢ =7Y ow (do fato IL6)
rEorkVopow = 1BV oy nEortl = WBVOX (do fato IL4)
nEortVopow = 1EWoyp = | 7EontV = 7EWoy  (do fato IL5)
rEortiVoypow = nEonkV (8, 7E) é par mono
nEortVopow = nEorkV —
iV opow = iV Fato IL7.

De forma similar, encontra-se

‘ TV opow = 7T5U ‘ Fato ILS.

Dos fatos IL7 e ILS,
mhVopow =7k e wfVopow =rfV = | (zEV 7LV} é par mono

pow = ZdZFU

Fato IL9.

De forma similar, encontra-se
‘ wop = idy,,
Finalmente,
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mBomtVop = mhortVog r=7EVop (do fato IL3)
nhortVop = rhontlop = | 7=7klVop (do fato IL3)
mEomtVop = nhor mBVor¥, =7nhor  (do fato IL1)
nEortVop = rhor = | tEWorl, = rlor (do fato IL1)
TEonog = nfvorl,

rEontVop = rEWorld, Fato IL11.

De forma similar, encontra-se

T T
Ty OT 0P = Ty Oy Fato IL12.

U FU DV M

(portanto sao isomorfos, considerando as projegoes)
Sejam agora os morfismo Ap:D—Xp, Ag: E—Xg, Av:V =3y e \y: W =3y (do
diagrama da Figura 9.11 para o diagrama da Figura 12.9).
Considera-se

Apofo e Agofi

= | induzido por (xvi)

(Apofo=mEolp AXgofi = mholr) Fato IL13.

De forma similar, encontra-se:
(H'AUU—>ZU)
(Ayoug = ﬂgo)\y A Awouy = WVUVO)\U) Fato IL14.
(H!AFUZFXUﬁZFU)
()\FOﬂ'F :WEUO)\FU/\)\UO’YTU :7T5UO)\FU) Fato IL15.
(H!ADleXV—)ZDv)
()\DOﬂ'D :WBVO)\Dv/\)\Voﬂ'V :W\[/-)VOAD‘/) Fato IL16.
()\EO’YTE :WEWO)\Ew/\AWo’YTW :W%WOAEI/V) Fato IL17.
(Apyomg = M0 A Agwomy = T 0 ) Fato IL18.

Os isomorfismos ¢ e w dos fatos IL3 e IL6, respectivamente, e os isomorfismos 9 e 7
dos fatos 6 e 9, respectivamente, sao suficientes para esta demonstracao.

Basta, agora, mostrar-se que Apy = oAy 00 e Ay = wolpyon.
Considera-se,

rEorkVopoly 00 = nhortVopody0d = | 7=nkVop (fato IL3)
mhortVopoly 00 = mhoToN 00 = | 7BV or}, = nhor (fato IL1)
mhomElVopody 00 = wBV oM 0 00 = | Apyomg = mhoNy  (fato IL18)
rBomtVopoly00 = BV oApyomgod = | mgod =« (fato 6)
WEO?T?UO()OOAMoé = WBVO)\DVOO( = | A\pomp = WgVO)\DV (fato IL16)
mBomtVopo) 00 = Apompoa = | mpoa = fooTp (fato 1)
homtVopoly 00 = Apo fyorr = | Apofo=7holp (fato IL13)
mhortVopoly 00 = tholpomy = | Apomp = hYoApy  (fato IL15)
mhortVopoly 00 = thorkVolpy Fato IL19.

De forma similar, encontra-se

| mhomtVopody0d = mhorp oApy | Fato IL20. |

Dos fatos 1119 e 1120,

F FU

mhorkVopoly 00 = mhomkVoApy

(r8, k) é par mono

nhortlVopody0d = nhorkVodpy =
W{;‘UOQOO)\]\405 = W?UOAFU Fato IL21.
De forma similar, encontra-se
‘ 7T5UOQOO)\1\405 = 7T5UO>\FU ‘ Fato 1L22.




124

Dos fatos 1121 e 1L22,

<FU FU

mEVopody 08 = tEV oA py R, w;Y) é par mono

FU _ _FU
T~ 0QOoAy00 =T~ OApy =

YoM 00 = ARy Fato IL22.

De forma similar, encontra-se
| wodppon = Ay | Fato IL23.
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13 COMPOSICAO DE REDES DE PETRI

Propoe-se aqui um tipo de composicao de redes de Petri cujo resultado pode ser
interpretado como uma rede em que as transicoes representam um tipo de transagao
— a qual se propoe chamar de “transacao n tempos”, onde n é um nimero natural.

Neste capitulo, considera-se redes de Petri como na definicao 6.5, ou seja, um
grafo interno a M7Rel. A composicao proposta é simplesmente a composicao de
arestas de grafos internos a MWRel: sendo R; e Ry redes de Petri com mesmos
lugares, o resultado da composicao R;> Ry também ¢ uma rede de Petri.

13.1 Transicoes Dois Tempos

Para redes de Petri R e R», as transigoes de R;> Ry representam o que aqui se
propoe chamar de “transacoes dois tempos” e que sao como segue:

e uma transacao dois tempos é realizada numa seqiiéncia de exatamente dois
periodos finitos de tempo;

e considera-se que cada lugar da rede R; possui tantos tokens quantos ne-
cessarios disponiveis e sao todos considerados “tokens limpos”;

e cada lugar da rede R, é considerado vazio, isto é, sem tokens;
e primeiro periodo

— sao realizadas apenas transicoes na rede R; sem qualquer sincronismo;

— tokens produzidos por transicoes no primeiro periodo sao chamados “to-
kens sujos” e nao podem ser consumidos por transicoes neste mesmo
periodo;

— ao final do primeiro periodo de tempo, os tnicos “tokens sujos” presentes
na rede sao aqueles produzidos por transicoes realizadas durante este
periodo;

e todos e somente os “tokens sujos” na rede Ry sao transferidos para os respec-
tivos lugares na rede Ry a qual nao possui qualquer outro token;

e segundo periodo

— sao realizadas apenas transicoes na rede Ry sem qualquer sincronismo;

— as transigoes realizadas no segundo periodo podem consumir apenas os
“tokens sujos” (produzidos no periodo anterior);
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— tokens produzidos por transicoes neste periodo de tempo sao “limpos”;

— ao final do segundo periodo de tempo, nao pode sobrar qualquer “token
sujo” (nao hé residuo).

Cada transacao, portanto, consome tokens limpos e produz tokens limpos sem
deixar residuos (tokens sujos).

Cada transacao dois tempos desse tipo poderia ser vista como uma transicao na
rede resultante. Entretanto, devido a propriedade universal do produto fibrado, as
transagoes representadas pelas transicoes da rede de Petri resultante sao todas as
necessarias e somente as suficientes para se construir qualquer outra transacao dois
tempos.

As transicoes da rede resultante representam entao as transacoes dois tempos
atomicas e realizadas em um periodo de tempo finito — a soma dos dois periodos
de tempo descritos acima.

A Figura 13.1 esquematiza a idéia de uma transacao dois tempos, representada
por uma transicao da rede resultante da composicao.

T
T1 T2
L L L
| | |
| | |
! - ! - !
| transicoes | transicoes |
| R, | Rs |
| | |
tokens tokens tokens
limpos sujos limpos
transacoes

dois tempos

Figura 13.1: Transacao dois tempos.

Exemplo 13.1 (Composi¢ao de Redes de Petri) A Figura 13.2 mostra a rede
de Petri R (esquerda) e a rede de Petri S (direita). A Figura 13.3 mostra R>.S
(esquerda) e S>R (direita). Em S>R (direita), a transicdo “d” significa a transagao
“b;a”, ou seja, no primeiro periodo de tempo, a transicao “b” ocorre na rede S
consumindo um token limpo do lugar 2 e produzindo um token sujo no lugar 1 e, no
segundo periodo de tempo, esse token sujo é consumido pela transicao “a” da rede
R que gera trés tokens limpos no lugar 2. J4 em RS (esquerda), a transigdo “c”
significa a transagao “a; (b|b|b)” ou “a;3b”, ou seja, no primeiro periodo de tempo, a
transicao “a” ocorre na rede R consumindo um token limpo do lugar 1 e produzindo
trées tokens sujos no lugar 2 e, no segundo periodo de tempo, esses trés tokens sujos
sao consumidos pela transigao “b” que é executada trés vezes (sem sincronismo) na
rede S, cada execugao gerando um token limpo no lugar 1, totalizando, assim, trées
tokens limpos. Ainda em R>S (esquerda), uma transi¢do que signifique a transagao

“2a;6b” nao aparece pois ela pode ser construida como “2¢”.
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O—fa—® O—p—@
Figura 13.2: Redes R (esquerda) e S (direita).
O=—d @ ORNri=0

Figura 13.3: Redes R>S (esquerda) e S>R (direita).

O célculo de S>R estd na Figura 13.4, onde (rg,Tgr,7m1): L — L é a rede R,
(s0,Ts,81): L— L éarede S, P, pye p; sao o P.F. de ry e sg e (roopg, P, s1op1): L— L
é a rede St R.

Figura 13.4: Rede St R.

A seguir, mostra-se um esboco de prova que P, py e p; é realmente o P.F. de rq
e sop em MRel.
E pré-P.F., pois comuta:
mroml(e, 1)) = seopi(le, 1)) e 7opa((e, 2)) = 5oorn((e, 2)).
E P.F., pois, para qualquer outro pré-P.F. Q, ¢o: Q —Tgr e q; : Q — Tg, existe um
unico morfismo h:(Q) — P tal que ppoh = qo € p1oh = q1, como a seguir.
Se é pré-P.F., comuta, ou seja, para qualquer = € Q, 70q((z,1)) = 001 ((z,1)) e
roqo({z,2)) = s90q1({x,2)). Pela def. de composicio de multirrelacdes: 7;({a,1)) -
Bo((,a)) = 50((b, 1) G (2 5)) € 7 ({a, 2))-Go((z, @)) = 5o( (b, 2)) -G ({2, 5)). E dlisso,
conclui-se que 3 - ¢o((z,a)) = @1 ({x,b)).
Basta se definir h:(@Q — P, para qualquer x € ), como ﬁ((x, ) = q({x,a)).
Fica imediato que pooh = ¢y € pyoh = ¢.
Tendo qualquer hs : QQ — P tal que popohs = qo € p1ohs = ¢, € facil mostrar que
ho = h, portanto, h é tnica.

Esse esboco de prova foi feito para se exemplificar o calculo do P.F. na categoria
MRel. O mesmo pode ser feito para os exemplos que seguem. Pretende-se, como
trabalho futuro, estabelecer uma defini¢ao algébrica para o P.F. nessa categoria.

A seguir, diversos outros exemplos de composicao de redes de Petri.

Exemplo 13.2 (Composi¢ao de Redes de Petri) A Figura 13.5 mostra a rede
de Petri T' (esquerda) e a rede de Petri U (direita). A Figura 13.6 mostra 7>U, onde
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a transicao “d” significa “a; (b|b)” ou “a;2b”, a transicao “e” significa “a; (blc)” ou
“a; (b+¢)"! e a transigao “f” significa “a; (c|c)” ou “a;2c”.

O—Aa—=) @ @

® @ 5

Figura 13.5: Redes T' (esquerda) e U (direita).

@ ©
n
©) @

Figura 13.6: Rede T>U.

®

Exemplo 13.3 (Composicao de Redes de Petri) A Figura 13.7 mostra a rede
de Petri V' (esquerda) e a rede de Petri W (direita). A rede de Petri VbW é a prépria
rede V', a menos de isomorfismo (equivaléncia de spans).

O—a—=~® O=—1 =

;

3 @ =3B [—=W
Figura 13.7: Redes V' (esquerda) e W (direita).

A rede W desse exemplo é o span identidade (idy, L,idy) : L — L onde L =
{1,2,3,4}. De fato, para qualquer conjunto de lugares L, a rede de Petri dada pelo
span identidade desse lugar atua como identidade na composicao de redes de Petri.

Exemplo 13.4 (Composi¢ao de Redes de Petri) A Figura 13.8 mostra a rede
de Petri R; (esquerda) e a rede de Petri Ry (direita). A Figura 13.9 mostra Ri> Ry,
onde a transicao “z” significa “(z|z|x); (y|y|yly|y)” ou “3z;5y”.
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Oz @

®

Figura 13.8: Redes R; (esquerda) e Ry (direita).

@ @

21

20

@

Figura 13.9: Rede Ri>Rs.

O—a—=-) @ @

b

2

®) @ ©) @

Figura 13.10: Redes Rj3 (esquerda) e R4 (direita).

@ @

5

2

®) @

Figura 13.11: Rede R3>Rjy.

O—z—® @

ol ()

®) @ ©, @

Figura 13.12: Redes R (esquerda) e Rg (direita).
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51—
Figura 13.13: Rede Rs> Rg.

Exemplo 13.5 (Composicao de Redes de Petri) A Figura 13.10 mostra a rede
de Petri R3 (esquerda) e a rede de Petri Ry (direita). A Figura 13.11 mostra Rs>Ry,
onde a transi¢ao “d” significa “(a|alb|b|b); (c|c)” ou “(2a + 3b);2¢”.

Exemplo 13.6 (Composi¢ao de Redes de Petri) A Figura 13.12 mostra a rede
de Petri R (esquerda) e a rede de Petri Ry (direita). A Figura 13.13 mostra Rs>Ry,
onde “a” significa “2x; 2", “b” significa “(x + y);2” e “c” significa “2y; 2”.

Q ® ® O
. ® @tﬁ@
O~ ® o

Figura 13.14: Redes R; (esquerda) e Rg (direita).

Figura 13.15: Rede R;>Rg.

Exemplo 13.7 (Composigao de Redes de Petri) A Figura 13.14 mostra a rede
de Petri R; (esquerda) e a rede de Petri Rg (direita). A Figura 13.15 mostra R.>Rs,
onde “e” significa “a; (¢ 4+ 2d)” e “f” significa “(a + b);3d”.

Exemplo 13.8 (Composigao de Redes de Petri) A Figura 13.16 mostra uma
rede de Petri T (esquerda) e as redes de Petri T2 (centro) e T? (direita), onde “d”
significa “a; b”, “e” significa “b; ¢” e “f” significa “a; b; ¢”, esta tltima, uma transacao
trés tempos.

1Onde, “+” significa “soma monoidal”; nao significa “nao-determinismo”.



131

O~ O—d) @ o @
b

ONGRE O © O G
Figura 13.16: Redes T (esquerda), T? (centro) e T (direita).

O—=a—> O=—=ld—

; N

Figura 13.17: Redes P (esquerda) e P? (direita).

Exemplo 13.9 (Composigao de Redes de Petri) A Figura 13.17 mostra uma
rede de Petri P (esquerda) e a rede de Petri P? (direita), onde “d” significa “a; (a +
b)”, “e” significa “c;a”, “f” significa “b; —" e “g” significa “—;¢”, onde significa

nenhuma transicao.

w_»
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14 CONCLUSAO

Este trabalho explorou spans e composicao de spans em algumas categorias apre-
sentando diversos exemplos.

14.1 Principais Resultados

Os principais resultados obtidos foram:

e apresentou através de spans: como se definir relagoes binarias e multirrelacoes
binarias estendidas em qualquer categoria, grafos internos, LTS e LTS deter-
ministicos;

e propos duas definigoes alternativas de redes de Petri através de spans, sendo
que uma delas generaliza redes de Petri;

e cstabeleceu maneiras de se verificar diversas propriedades de endorrelacoes
expressas por spans;

e propos propriedades de grafos internos e maneiras de as verificar;
e provou algumas propriedades da composicao de spans;

e mostrou que a composicao de spans expressa a composicao de multirrelacoes,
mas nao de relacoes;

e definiu uma composi¢ao de grafos internos que calcula caminhos de tamanhos
pré-estabelecidos, podendo esses terem pedacos em grafos diferentes, desde
que com mesmos vértices;

e definiu uma composicao de LTS que calcula transacoes de tamanhos pré-
estabelecidos, podendo ser realizadas em LTS diferentes, desde que com mes-
mos estados, e provou algumas propriedades a respeito dessa composicao;

e definiu um tipo de transacao capaz de ser calculado em redes de Petri através
da composicao de grafos internos.

14.2 Publicacoes

e “Composition of Transformations: a Framework for Systems with
Dynamic Topology”. In: CASYS’2003: 6th International Conference on
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Computing Anticipatory Systems, 2003, Liege. Computing Anticipatory Sys-
tems: abstract book. Liege : CHAOS asbl, 2003. v. 1. p. 10-10. Marnes
Augusto Hoff (autor), Karina Girardi Roggia (co-autora), Paulo Blauth Me-
nezes (co-autor).

“Composition of Transformations: a Framework for Systems with
Dynamic Topology”. International Journal Of Computing Anticipatory
Systems, Liege, v. 14, p. 259-270, 2004. Marnes Augusto Hoff (autor), Karina
Girardi Roggia (co-autora), Paulo Blauth Menezes (co-autor).

“Computations of Partial Automata through Span Composition”.
In: EUROCAST’2005 - 10th International Workshop on Computer Aided Sys-
tems Theory, 2005, Las Palmas de Gran Canaria. Cast and Tools for Robotics,
Vehicular and Communication Systems, 2005. p. 5-6. Artigo completo em:
Lecture Notes in Computer Science. v. 3643. p. 15-20. Karina Girardi Roggia
(autora), Paulo Blauth Menezes (co-autor), Marnes Augusto Hoff (co-autor).

“Bicompleteness in the Category of Partial Graphs with Total Ho-
momorhisms”. Electronic Journal on Mathematics of Computation, 2005.
Karina Girardi Roggia (autora), Paulo Blauth Menezes (co-autor), Marnes
Augusto Hoff (co-autor).

14.3 Trabalhos Futuros

Estudar a nocao dual de span — cospan —, bem como cografos e correlacoes;
estudar as nocoes duais das propriedades de relagoes e de grafos;
estudar bicategorias: Span(C) (ou Sp(C)), Cospan(C) e Rel(C);

generalizar a composicao de arestas de grafos internos para tratar grafos com
conjuntos de vértices diferentes;

estabelecer a preservacao de propriedades de grafos pela composicao de arestas
de grafos internos;

generalizar a composicao de arestas de grafos internos para grafos reflexivos!
e categorias;

generalizar a composicao de redes de Petri para indicar transacoes quaisquer
e nao apenas transagoes n-tempos;

comparar as redes de Petri aqui definidas com as redes de Petri zero safe

(BRUNI; MONTANARI, 2001);
incluir marcacao na definicao de redes de Petri;
definir uma categoria de redes de Petri como definidas neste trabalho;

aprofundar o estudo da categoria MTRel: identificar monomorfismos, epimor-
fismos, pares e familias mono; definir produtos, equalizadores, P.F.;

!Cada grafo reflexivo é uma 5-upla e cada vértice possui uma aresta diferenciada.



135

e investigar maneiras de se distingiiir multirrelagoes de multirrelagoes estendidas
em qualquer categoria.
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