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RESUMO

A incerteza sobre qual o valor da renda para o periodo pds-aposentadoria pode levar o
individuo a constituir um plano de acumulacdo de capital com o intuito de garantir
antecipadamente a existéncia e o nivel da mesma. Esse estudo aborda uma série de fatores que
influenciam a tomada dessa decisdo: a renda do individuo, a disposi¢do para o consumo e
poupanca, as possibilidades de investimento no mercado financeiro e previdencidrio, e,
também, se propde a analisar os modelos atuariais utilizados para o calculo do valor a ser
poupado para a geracdo da renda na fase da aposentadoria. Nos modelos apresentados o
individuo escolhe o tipo de contribui¢do, o tipo de renda e a taxa de juro. A partir dessas
premissas, calcula-se o valor a ser poupado a partir do valor da renda desejada. Para calcular a
probabilidade de ocorréncia do valor da renda esperada, cada plano ¢ simulado em dois
cenarios distintos, para uma determinada idade, contemplando, também, a aplica¢do do fundo
acumulado somente em ativos livres de risco e numa segunda etapa permitindo o investimento
em ativos com risco. Observa-se que uma atitude conservadora em relag@o a escolha da taxa
de juro, ou seja, a preferéncia por uma taxa de juro menor, aproxima o resultado simulado do
resultado esperado e, também, que a aplicagdo do capital acumulado em ativos de risco
contribui, em geral, para a melhoria dos resultados obtidos, nos planos e cenarios simulados.
A matematica atuarial ¢ a ferramenta utilizada para o desenvolvimento dos modelos.

Palavras-chave: Renda poés-aposentadoria. Modelo atuarial. Investimento
financeiro. Taxa de juro.



ABSTRACT

The uncertainty about the amount of income for the retirement stage may lead a person
to make a capital accumulation plan in order to guarantee beforehand such income and its
level. This study approaches a series of factors that influence this decision making process:
the person’s income, his or her attitude towards consuming and saving, the investment
possibilities in the financial markets. The study also aims at analyzing the actuary models that
are used for the calculation of the amount to be saved in order to generate the income at the
retirement stage. In the models that are presented, the person chooses the type of contribution,
the type of income and the rate of interest. Based upon these premises, the amount to be saved
is calculated, bearing in mind the expected income. In order to calculate the probability of the
occurrence of the expected income amount, each plan is simulated in two different scenarios,
for a specific age, also taking into account the investment of the accumulated fund only in risk
free assets and, in a second stage, allowing the investment in risky assets. It is noted that a
conservative attitude towards the choice of the interest rate, that is, the preference for a lower
interest rate, approximates the simulated and the expected results; it is also noted that the
accumulated capital investment in risk asset contributes, in general, for the improvement of
the final results, in the simulated plans and scenarios. The tool that is used for the
development of the models is Actuary Mathematics.

Key words: Post retirement income. Actuarial model. Financial investment.
Interest rate.
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1 INTRODUCAO

As preocupagdes de um individuo podem passar, entre outros, por trés temas distintos
— saude, educacdo e aposentadoria. A questdo da saude ¢ basica em qualquer sociedade. A
necessidade de uma educacdo de qualidade é imperativa para o desenvolvimento e o
progresso. No caso da aposentadoria, a existéncia de um sistema de previdéncia organizado

contribui para o bem-estar da populagdo na fase inativa.

O padrao de vida futura que um individuo deseja sera aquele capaz de manter e até
melhorar seu nivel de consumo. Existem algumas maneiras pelas quais a renda pode ser
gerada para o periodo de aposentadoria. De acordo com Booth et al. (1999), as mais comuns,

conhecidas como “Os Quatro Pilares”, sdo:
a) a renda gerada pelo Estado;

b) os planos de previdéncia ocupacional, conhecidos no Brasil como Previdéncia

Fechada;
¢) a poupanca pessoal do individuo;
d) a renda obtida pelo aposentado por ainda encontrar-se no mercado de trabalho.

De acordo com o artigo 194 da Constitui¢cdo Federal de 1988, alterado pela Emenda
Constitucional n° 20, de 1998, o Brasil possui um sistema de seguridade social com o objetivo
de garantir os direitos relativos a satide, a previdéncia e a assisténcia social, por meio de agdes
de iniciativa dos poderes publicos e da sociedade. Este sistema ¢ responsavel pela prote¢ao
social, pela reposi¢ao de renda dos contribuintes na fase inativa e por evitar a pobreza dos que
ndo participam do mercado de trabalho ou da geragdo da riqueza do Pais (BRASIL,

MINISTERIO DA PREVIDENCIA SOCIAL, 2003).

A Previdéncia Social é o seguro social para a pessoa que contribui. E uma instituicio
publica que tem como objetivo reconhecer e conceder direitos aos seus segurados. A
renda transferida pela Previdéncia Social ¢ utilizada para substituir a renda do
trabalhador contribuinte, quando ele perde a capacidade de trabalho, seja pela doenca,
invalidez, idade avangada, morte e desemprego involuntario, ou mesmo a maternidade
e a reclusdo (BRASIL, MINISTERIO DA PREVIDENCIA SOCIAL, 2003).
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A previdéncia social atende os trabalhadores do setor privado e os funcionarios
publicos — cerca de 30 milhdes de pessoas em maio de 2003 — deixando de atender cerca de
40 milhdes de individuos que ndo participam do mercado formal de trabalho (BRASIL,
MINISTERIO DA PREVIDENCIA SOCIAL, 2003). O nivel de bem-estar que a previdéncia
proporciona estd ligado ao nivel de renda do individuo quando na fase ativa. O Brasil
classifica-se no grupo de paises onde a pobreza absoluta’ (ROCHA, 1996) ainda persiste, em
virtude da ma distribuicdo da renda. Em 1997, 1% da populagdo respondia por 13,7% do
rendimento total, enquanto que 50% respondia por outros 13,7% (ROCHA, 2000).

Para uma parcela da populacdo, o beneficio advindo da previdéncia social ¢ igual e,
em alguns casos, até superior a renda da fase ativa, devido a baixa renda da maioria dos
brasileiros. De acordo com Camarano (2002), comparando o periodo de 1981 a 1998, houve
uma melhora na renda do idoso no Brasil, o que ocorreu devido as alteracdes estabelecidas
pela Constituicdo de 1988, principalmente quanto a garantia de um saldrio minimo para os
idosos carentes com mais de 70 anos. O valor médio do beneficio pago a um aposentado
oriundo do setor privado era de R$ 389,14 em dezembro de 2002, existindo, porém, 14
milhoes de aposentados com um salario minimo mensal de R$ 200,00 a titulo de beneficio, do
total de 21 milhdes de aposentados existentes (BRASIL, MINISTERIO DA PREVIDENCIA
SOCIAL, 2003).

Entretanto, para outra parcela da populagdo o beneficio esta distante daquele desejado,
havendo uma diferenca entre a renda pré-aposentadoria e o valor do mesmo. Existe, ainda,
uma quantidade significativa de individuos, com diversos niveis de renda, que nao se encontra
sob a prote¢do da previdéncia social, necessitando buscar uma renda para a fase inativa. A
necessidade de uma fonte alternativa de renda para esta fase torna-se desejavel, razdo pela
qual o individuo pode pensar em prover ou complementar sua aposentadoria, reduzindo o seu
consumo de hoje e direcionando o valor que economizou para algum tipo de investimento de

longo prazo.

A previdéncia privada apresenta-se como op¢do de complemento de renda para
aqueles que desejam e podem receber valores superiores ao teto do regime a que pertencem e
para aqueles que estdo excluidos do mercado formal de trabalho. O Brasil possui um sistema
de previdéncia complementar, no qual estdo presentes a previdéncia fechada e a aberta. Esse

sistema esta organizado sob o regime de capitalizacdo, onde a contribui¢do fundard o

1 O rendimento per capita se situa aquém do minimo indispensavel para atendimento das necessidades basicas
no ambito do consumo privado.
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beneficio futuro. As Entidades Fechadas de Previdéncia Privada (EFPP), também conhecidas
como fundos de pensdo, abrangem os contribuintes que possuem vinculo empregaticio com a
patrocinadora® do fundo e funcionam com a contribui¢do de ambos — funcionario e empresa.
As Entidades Abertas de Previdéncia Privada (EAPP) estdo disponiveis para qualquer
individuo que queira fazer parte do sistema, de forma a constituir o seu proprio fundo de

aposentadoria.

Os planos da previdéncia fechada estdo organizados, geralmente, sob a forma de
beneficio definido, isto é, o contribuinte conhece, na data de adesdo ao plano, qual serd o
valor do beneficio futuro, normalmente vinculado ao salario. As administradoras destes
planos estao alterando para a forma de contribuicao definida, em que o valor do beneficio sera
resultante do fundo acumulado até a data da aposentadoria, sem vinculo direto ao salario da
fase ativa. Deste modo, as administradoras isentam-se de futuros prejuizos advindos da
insuficiéncia do fundo para a manuteng@o do valor do salario da ativa na aposentadoria. J& a
previdéncia aberta trabalha com planos diversos, inclusive contribui¢do definida,
administrando as contribui¢cdes do individuo de acordo com a modalidade escolhida pelo

mesmo.

O aumento da procura por planos de previdéncia privada, que estd ocorrendo de forma
mais intensiva nestes ultimos anos’, ¢ devido & consciéncia de que a previdéncia social,

unicamente, ndo respondera pelos anseios da populagdo na fase da aposentadoria.

A reforma da previdéncia, votada e aprovada no Congresso Nacional, no ano de 2003,
provocou a discussdo do tema aposentadoria em diversas instancias e setores da sociedade,
existindo uma preocupagdao generalizada com o mesmo. De acordo com o Ministério da
Previdéncia Social, a reforma foi necessaria porque, no Regime Geral da Previdéncia Social
(RGPS), o aumento do numero de beneficios e do valor médio dos mesmos, ocorrido nos

ultimos anos, resultou num aumento das despesas.

Em 1995, a necessidade de financiamento para o RGPS era da ordem de 400 milhdes
de reais e, em 2002, j4 estava em 17 bilhdes de reais, em termos nominais. Em 2002, a
arrecadacdo liquida foi de 71 bilhdes e os beneficios pagos de 88 bilhdes, gerando o déficit de
aproximadamente 17 bilhdes de reais, sendo que mais de 80% deste valor referia-se aos

beneficios rurais.

2 . A -
Empresa ou grupo de empresas que beneficia seus empregados com um plano de previdéncia.
3 De acordo com dados da Associacdo Nacional de Previdéncia Privada de 2003.
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Para o Regime Proprio da Previdéncia Social (RPPS), ou seja, o regime para os
servidores publicos, o déficit situava-se em 22 bilhdes de reais para o ano de 2002, somente
para a Unido, incluindo os Estados e Municipios, este déficit passa para 39,1 bilhdes de reais

(BRASIL, MINISTERIO DA PREVIDENCIA SOCIAL, 2003).

Para os trabalhadores vinculados ao Instituto Nacional de Seguridade Social (INSS),
foi alterado o teto de beneficios e contribuigdes, que era de 1.869,34 reais por més e passou a
ser de 2.400,00 reais, a partir da publicacdo da emenda constitucional nimero 67. Ainda ha a
previsdo da institui¢do de uma lei responsavel pela inclusdo previdenciaria, ou seja, o acesso
de trabalhadores de baixa renda ao beneficio de um salario minimo, favorecendo 18,7 milhGes
de trabalhadores®. De acordo com as informagdes da Secretaria de Previdéncia Social (SPS), a
necessidade de financiamento estd relativamente controlada no curto e médio prazo,
permitindo que ajustes sejam feitos ao RGPS ao longo das proximas duas décadas. As
mudangas ocorridas na previdéncia se deram fortemente para os servidores publicos. O
objetivo foi fazer com que os servidores recebessem beneficios de acordo ao seu esforgo

contributivo, como j& ocorre com os trabalhadores da iniciativa privada.

O debate sobre a necessidade da reforma foi estimulado pelo acelerado
envelhecimento populacional e pelo aumento da taxa de informalidade do mercado de
trabalho, embora o Brasil se encontre, atualmente, em seu melhor momento em termos de
estrutura populacional para a previdéncia, pois prepondera o crescimento da populacdo em
idade ativa. Este envelhecimento ¢ decorrente da queda na taxa de mortalidade que vem
ocorrendo desde os anos 40, de um processo acelerado de reducdo da fecundidade e do
aumento da expectativa média de vida que, em 1940, era de 40 anos, € em 2000 estava em

64,8 anos para homens e 72,6 anos para as mulheres (SILVA; SCHWARZER, 2002).

Diante dessa situagdo, o individuo que busca garantir uma renda futura para a sua
sobrevivéncia esta consciente de que necessita poupar. Para isso, ele precisa saber qual o
valor a ser poupado e como investir estes recursos no mercado previdenciario ou diretamente

no mercado financeiro, de forma a alcangar a renda futura almejada.

As empresas de previdéncia privada disponibilizam uma variedade de planos de
aposentadoria, existindo hoje no Brasil 47 empresas de previdéncia privada, associadas a

Associacdo Nacional de Previdéncia Privada (ANAPP)’, conforme pesquisa realizada na

4 Segundo o texto da Emenda Constitucional n. 41 e o site do Ministério da Previdéncia Social.
> Fundada em 1974 com o objetivo de fortalecer as empresas do setor de previdéncia privada.
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Internet em outubro de 2004. Do total de empresas, 40 possuem pagina na Internet, sendo que

16 destas apresentam um simulador disponivel para o célculo dos planos de previdéncia.

Dessa forma, pode-se calcular o valor da contribui¢do para a renda desejada na
aposentadoria, possibilitando um comparativo entre os resultados das diferentes empresas. Os
simuladores das 16 empresas permitem que se entre com o valor da contribui¢do mensal e os
mesmos calculam o valor da renda mensal de aposentadoria e, em alguns casos, o fundo
gerado por estas contribui¢des. E possivel calcular de modo inverso, ou seja, informar a renda

mensal pretendida e obter a contribui¢do mensal necessaria em 12 dos 16 simuladores.

Para se ter uma idéia do valor da renda gerada por uma determinada contribui¢do, foi

realizada a simulagdo nas 16 empresas, em outubro de 2004, com os seguintes parametros:
a) idade para inicio das contribui¢des: 30 anos;
b) tempo de contribuicdo: 35 anos;
¢) idade para inicio do recebimento da renda: 65 anos;
d) sexo: masculino (informagado colocada em algumas solicitacdes);
e) contribuigdo inicial mensal: R$ 500,00.

Em todos os casos procurou-se o plano mais simples existente, do tipo Plano Gerador
de Beneficios Livres (PGBL)®, com ativos investidos em renda fixa. O resultado obtido esta

apresentado na Tabela 1, a seguir, onde os nomes das empresas foram mantidos em sigilo.

% 0 Plano Gerador de Beneficios Livres — PGBL — é um plano gerador de renda para a aposentadoria a partir de
contribuigdes do individuo, que serdo administradas pela empresa de previdéncia.
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Tabela 1: Renda e fundo gerados por uma contribui¢do mensal de R$ 500,00, obtido pelos
simuladores das 16 empresas selecionadas.

Empresa Renda Gerada Fundo Gerado
A 2.763,27 676.342,12
B 10.919,85 2.672.753,15
C 18.767,20 2.600.564,99
D 9.550,73 1.292.949,33
E 8.855,57 Nao Disponivel
F 4.832,22 686.694,30
G 4.402,44 Nao Disponivel
H 11.515,33 2.567.490,28
I 5.646,59 Nao Disponivel
J 5.082,05 913.250,52
K 4.343,54 668.491,58
L 5.006,54 Nao Disponivel
M 2.816,90 659.288,67
N 5.201,14 673.342,13
(0] 4.171,46 679.792,94
P 12.311,23 1.831.755,06

Fonte: Elaborada pela autora.

Algumas observagdes quanto a particularidades das empresas sdo necessarias, pois
podem explicar as diferencas nos resultados encontrados. A maior parte das empresas
trabalhava com uma rentabilidade real de 6% ao ano. As empresas B, C e P trabalhavam com
uma rentabilidade de 12% ao ano; a empresa D com 9% ao ano e a empresa E com 8,5% ao
ano. O célculo do valor acumulado no fundo nao foi disponibilizado pelas empresas E, G, I e

L.

Alguns nimeros chamam a ateng@o na Tabela 1, principalmente o fato da empresa que
possui a maior renda simulada gerar um fundo no mesmo patamar de outras duas que
oferecem uma renda mais baixa. Analisando-se graficamente, ¢ possivel visualizar estas

diferencas nas Figuras 1 e 2.
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Figura 1: Grafico da renda para a contribuicdo mensal de R$ 500,00.

Fonte: Elaborado pela autora.
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Figura 2: Grafico do fundo para a contribuicdo mensal de R$ 500,00.
Fonte: Elaborado pela autora.

Observa-se que a variagcdo existente entre a menor € a maior renda mensal foi de
16.003,93 reais e a variacdo entre o menor e o maior fundo gerado pela contribuicdo de 500
reais foi de 2.013.464,48. Desta forma, um individuo que tem 500 reais para aplicar
mensalmente, tenderia a escolher aquela empresa que lhe desse uma previsao de maior renda
no futuro, neste caso, a empresa C, apesar desta empresa nao simular o maior fundo. Nos
resultados obtidos pela simulagdo, percebe-se que nem sempre o maior fundo acumulado
gerara a maior renda. Todas as empresas ressaltaram que se tratava apenas de uma simulagdo,
sendo assim deve-se considerar a possibilidade de divergéncia entre o resultado simulado e o

resultado obtido apos o periodo de acumulagao.

Pelo fato das empresas ndo disponibilizarem a forma como os calculos foram
realizados, acredita-se que existam diferengas na metodologia e nos parametros utilizados que
levaram a estas divergéncias. Essas diferencas estdo representadas pelas distintas taxas de juro

utilizadas, pelas tabuas de mortalidade escolhidas e, ainda, pela projecao realizada para o
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desempenho do fundo, que pode ter-se dado a partir de um cenario futuro otimista ou

pessimista.

A necessidade do individuo ¢ conhecer o valor da contribui¢do que lhe retornara a
renda desejada. Normalmente, a contribuicdo ¢ uma parcela de sua renda atual, sendo a
parcela restante destinada ao consumo. A propor¢do entre o valor da renda destinada a
contribuicdo e ao consumo depende das preferéncias do individuo quanto a satisfacao de suas
necessidades. O objetivo ¢ tentar conhecer o valor do beneficio previamente que seja 0 mais
proximo da realidade futura. Para visualizar deste angulo esse problema, realizou-se uma
nova simulagdo com as mesmas empresas. Fixou-se uma renda mensal no valor de R$

3.000,00 e simulou-se a contribui¢do de acordo com os parametros anteriores.

Observa-se que, pelos resultados encontrados, todos os simuladores apresentaram
valores proporcionais, ou seja, aparentemente utilizaram uma base matemadtica consistente
entre si: para uma contribui¢do menor, uma renda menor gerada pelo respectivo simulador e

vice-versa. A Tabela 2 apresenta os resultados obtidos.

Tabela 2: Contribuicédo e fundo gerados para uma renda mensal de R$ 3.000,00

Empresa Contribuicdo gerada Fundo gerado
A 542,84 734.284,51
B 137,36 734.282,93
C 79,93 415.709,05
D 157,06 406.131,05
E 169,38 Nao Disponivel
F 310,42 426.322,25
G 340,72 Nao Disponivel
H 130,26 668.888,42
I 265,65 Nao Disponivel
J 295,16 539.103,62
K 345,34 461.714,35
L 299,61 Nao Disponivel
M 532,50 702.142,78
N 288,40 388.381,47
o 359,59 488.888,50
P 121,84 446.361,99

Fonte: Elaborada pela autora.

A grande variagdo entre o0 menor ¢ 0 maior valor mantém-se, seguindo a mesma linha
do caso anterior. Conforme observado nas Figuras 3 e 4, nem sempre a maior contribui¢ao
gera o maior fundo. Novamente ¢ possivel observar contribui¢des de valores diferentes

gerando fundos de mesmo nivel.
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Figura 3: Gréfico da contribuicdo para uma renda mensal de R$ 3.000,00.

Fonte: Elaborada pela autora.
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Figura 4: Grafico do fundo para a renda mensal de R$ 3.000,00.
Fonte: Elaborada pela autora.

Os resultados das simulagdes indicam que se pode pagar 79,93 reais mensais e obter-
se uma renda, também mensal, de 3.000 reais ou pagar 542,84 reais para obter-se a mesma
renda. Logo, a opc¢do tenderd a ser pelo menor valor, mas ndo ha a certeza de que essa
situagdo se mantenha daqui a 35 anos. As incertezas estdo presentes tanto no valor dos
pardmetros adotados na simulacdo quanto no proprio modelo utilizado, que podem nao
representar fielmente os riscos advindos do mercado financeiro, da instituicdo de previdéncia
na qual serdo depositados os recursos, se for o caso, ¢ do proprio individuo, como, por

exemplo, a perda inesperada da renda na fase ativa.

A opcao pelo plano de aposentadoria de uma determinada empresa ndo se d4 apenas

pelos célculos realizados pelos simuladores. Uma série de fatores deve ser levada em conta,
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tal como: idoneidade da empresa, planos oferecidos, preferéncias e possibilidades financeiras

do individuo.

A existéncia de divergéncias nestes resultados gera divida sobre como agir hoje para
se ter uma renda no futuro. O propdsito deste estudo €, portanto, contribuir com informagdes

que facilitem a escolha de um plano de poupanga pelo individuo.

1.1 PROBLEMA

A renda na aposentadoria ¢ uma questdo que deveria ser refletida pelo individuo desde
o inicio de sua vida laboral, pois, de acordo com os argumentos citados anteriormente, ndo ha
certeza sobre qual serd sua renda na fase inativa, sabendo-se somente que esta renda sera
provida pelo proprio individuo e, dependendo da situagdo, pelo Estado. Conhecendo esta
realidade e desejando acumular riqueza de modo a transforma-la em renda para a sua fase
inativa, torna-se importante saber se o plano de acumulagdo tragado sera capaz de gerar uma

renda que mantenha seu padrao de consumo.

O questionamento principal nesse ambito ¢ saber se a renda recebida apds a
aposentadoria, derivada da previdéncia social ou complementar ou de algum tipo de
investimento, mantera o consumo do individuo, no minimo, no mesmo nivel em que ocorria

na vida ativa.

A adequacdo da renda da fase ativa as necessidades para a constituicdo do fundo
garantidor da renda futura pode levar o individuo a decisdes quanto ao aumento da renda
atual, a redu¢do do consumo presente, ao investimento do fundo acumulado em ativos de

maior rentabilidade implicando maior risco, dentre outras.
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1.2 OBJETIVO GERAL

Com base no exposto, apresenta-se, a seguir, o objetivo geral da presente dissertacao:

— analisar modelos para geracdo de renda pos-aposentadoria a partir de planos de
acumulagao de capital com caracteristicas distintas, de modo que se possa estimar, a priori, 0s

valores a serem poupados de acordo com o nivel de renda desejado pelo préprio individuo.

1.3 OBJETIVOS ESPECIFICOS

Para a consecugao do objetivo geral desta dissertagdo, faz-se necessaria a realizagao de

uma sé€rie de etapas para as quais foram tracados os seguintes objetivos especificos:

a) estabelecer um modelo atuarial que permita encontrar valores a serem poupados e os
respectivos beneficios gerados de acordo com a idade do individuo, por meio da

matematica atuarial, utilizando a abordagem tradicional;

b) ampliar o modelo atuarial possibilitando o atendimento de diferengas provenientes de

escolha taxa de juro, de tipo de contribuicdo e renda;

c) calcular o valor da contribui¢do, do fundo e da renda nos modelos propostos, para

uma determinada idade;

d) simular a evolugdo do fundo constituido para fins de aposentadoria nos modelos

distintos para cendrios diferentes em relacdo a taxa de juro e a preferéncia ao risco;
e) comparar o resultado do fundo obtido pela simulacdo com o fundo esperado.

Para estudar os aspectos envolvidos no tema e procurar esclarecer diividas pertinentes,
este trabalho sera desenvolvido em trés etapas, tendo como direcionamento questoes relativas
a poupanca — por que, quanto e como poupar, sendo que o maior enfoque sera direcionado

para a questao de quanto poupar.
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No Capitulo 2 sdao abordados os temas renda, consumo e poupanca, que fornecem os
subsidios para o estudo sobre o por que poupar. O Capitulo 3 apresenta a relagdo entre
consumo e investimento, a partir dos estudos realizados por Merton a partir de 1969. No
Capitulo 4 ¢ apresentada a matematica atuarial pela abordagem deterministica e, na seqiiéncia,
confrontada com a abordagem estocastica, mostrando os fundamentos do calculo para a
determinagdo do valor a ser poupado durante a fase ativa para respaldar a renda futura
desejada. O Capitulo 5 ¢ destinado a apresentar alternativas de como poupar, a partir do

mercado financeiro e do mercado previdenciario.

Ap6s a revisdo da literatura, apresentada nos Capitulos de 2 a 5, passa-se ao método. O
método esta colocado no Capitulo 6 e apresenta um modelo atuarial para o célculo de
contribui¢des para a geragcdo da renda pos-aposentadoria e uma simulagdo desse modelo com

a finalidade de analisar seu desempenho em cendrios distintos.

As consideragdes finais estdo colocadas no Capitulo 7.
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2 ENFOQUE ECONOMICO

Esse capitulo apresenta alguns aspectos inerentes a relacdo existente entre renda,
consumo e poupan¢a do ponto de vista do individuo. Sdo mostrados dados da realidade

brasileira, inclusive os resultados de uma pesquisa sobre a poupanga.

No senso comum, renda, geralmente, ¢ a importancia recebida por uma pessoa como
remuneracdo de seu trabalho; consumo ¢ o ato ou efeito de consumir, gastar ou corroer algo

até a exting¢do; poupanca ¢ a parte da renda pessoal que ndo é gasta em consumo.

Na fase ativa do individuo, a renda é, normalmente, oriunda do seu trabalho, enquanto
que, na fase inativa, a renda dependera do seu ganho anterior ¢ de quanto ele conseguiu
poupar durante este periodo, ou seja, do quanto ele deixou de consumir hoje para poder

consumir no futuro. Dessa forma, renda, consumo e poupanca estio interligados.

2.1 RENDA

A renda ¢ uma medida da riqueza pessoal. Um individuo ¢ considerado pobre ou rico
segundo o nivel da mesma. A forma de quantificé-la é por meio do estudo da renda monetéria,
podendo medir-se a flutuagao, distribui¢ao e dispersdo da mesma em um determinado periodo
ou avaliar-se em termos do poder de compra dos distintos segmentos da populacdo. No Brasil,
a renda pessoal s6 comegou a ser investigada regularmente a partir do Censo Demografico de

1960 (MEDICI, 1988).

Em um estudo empirico, Néri, Carvalho e Nascimento (1999) concluem que a
trajetéria da renda do trabalho do brasileiro ao longo do ciclo da vida tem um formato de U
invertido sendo seu pico, aproximadamente, entre 40 e 50 anos de idade. A renda ndo oriunda

do trabalho’ ¢ quase nula até 45 anos e passa a crescer uniformemente até o fim da vida do

7 . . . . o . .
Ativos alternativos ao retorno do capital humano: aposentadoria, pensdes, aluguel e ativos financeiros.
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sujeito, sendo este aumento resultado de um acumulo prévio de recursos financeiros com o

objetivo de manter seu nivel de bem-estar na aposentadoria.

Outros resultados apresentados a partir de dados da Pesquisa Nacional por Amostra de
Domicilios (PNAD) de 1996, da Fundacao Instituto Brasileiro de Geografia e Estatistica —
IBGE, mostram a renda do trabalho principal do individuo de acordo com a idade e o nivel de
escolaridade do mesmo. E possivel visualizar que a renda em relagdo a idade cresce até a
idade de 40 a 50 anos e, apos, decresce, independente do nivel de escolaridade. Um resultado
esperado ¢ que quanto maior o nivel de escolaridade maior a renda para cada uma das idades

estudadas. Isso pode ser visto na Tabela 3, a seguir.

Tabela 3: Distribuicdo de renda no Brasil, por faixa etaria e escolaridade, em reais.

Idade/Escolaridade l1la4anos 4a8anos 8al2anos 12 e 16 anos Mais de 16

20 anos 50,00 80,00 120,00 200,00 -

30 anos 145,00 200,00 400,00 800,00 1.200,00
40 anos 180,00 290,00 550,00 1.400,00 2.000,00
50 anos 175,00 320,00 600,00 1.350,00 2.400,00
60 anos 135,00 230,00 400,00 1.000,00 1.500,00

Fonte: Fundacdo Instituto Brasileiro de Geografia e Estatistica — IBGE, (1996).

O rendimento-hora da populacdo brasileira ocupada, apurado por grupos de anos de
estudo, pela PNAD 2002, esta apresentado na Tabela 4 e satisfaz a premissa de que quanto

maior a escolaridade maior a renda.

Tabela 4: Rendimento-hora da populacio ocupada, em reais, por grupo de anos de estudo, no
Brasil — 2002.

Anos de estudo Até4anos De5a8anos De9allanos Mais de 12 anos

Rendimento-hora 2,00 2,60 4,00 11,70

Fonte: FUNDACAO INSTITUTO BRASILEIRO DE GEOGRAFIA E ESTATISTICA — IBGE. Pesquisa.
Pesquisa nacional por amostra de domicilios, (2002).

Em um estudo para a determinag@o do saldrio no setor formal da economia brasileira,
Corseuil e Santos (2002) encontraram que a experiéncia do trabalhador na firma afeta de
forma significativa o seu salario, conseguindo quase 20% de aumento se a permanéncia for de
cinco anos. J4, as caracteristicas estudadas da firma — tamanho, setor e natureza juridica — nao

revelaram influéncia nos salarios de forma significativa.
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Para a comparagao da renda em periodos distintos, ¢ necessaria a existéncia de um
indice que capte a perda de poder aquisitivo da renda, ou seja, a acdo da inflagdo. No estudo
realizado por Corseuil e Foguel (2002), com o objetivo de fornecer uma alternativa de indice
de preco a ser utilizado no Brasil para deflacionar a renda, de forma a tornar possivel sua
comparag¢do entre distintos instantes do tempo, ¢ apresentada uma tabela que cobre o periodo
de janeiro de 1982 a janeiro de 2002. A base do indice proposto neste estudo é o Indice
Nacional de Pregos ao Consumidor — Restrito (INPC) da Fundagdo Instituto Brasileiro de
Geografia e Estatistica — IBGE com trés ajustes: a alterag@o da data de referéncia, centrando o
indice no primeiro dia do més; a alteragdo do valor referente a julho de 1994, de forma a levar
em consideragdo o carry-over inflacionario® decorrente da mudanca de unidade monetaria
ocorrida naquele més; e a expansdo da série para periodos anteriores a sua criagdo. O INPC
restrito ¢ construido por meio da coleta mensal de pregcos de produtos, em dez regides
metropolitanas brasileiras mais o Distrito Federal, consumidos por individuos com renda

familiar na faixa de 1 a 8 salarios minimos.

2.2 CONSUMO

A determinagao do valor da renda da fase inativa necessaria para um individuo manter
um padrao de consumo adequado visando seu bem-estar, envolve uma série de informagdes
que vao desde as preferéncias de consumo até a situagdo econdmica da regido onde ele vive.
Para isto, ¢ fundamental analisar o consumo do individuo e a evolugao do mesmo em fungao

do tempo, contemplando questdes como perda e ganho de poder aquisitivo da moeda.

A teoria microecondmica estd calcada no fato de que os individuos possuem uma
renda limitada, impedindo-os de adquirir tudo o que necessitam ou desejam. Logo, deve ser
feita uma escolha sobre o que adquirir. Esta escolha leva em conta os precos das diversas
mercadorias e servigos ¢ a renda disponivel. As preferéncias do consumidor seguem trés
premissas basicas: elas sdo completas, transitivas e os consumidores sempre preferem

quantidades maiores de uma mesma mercadoria.

8 - - . . . . -
E a variac¢do de prego ocorrida entre duas unidades monetarias correntes. Nesse caso foi o excesso da variagdo
de precos em cruzeiro real em relagdo a variagdo em URV, ocorrida em julho de 1994 no Brasil.
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Quanto a premissa referente as preferéncias completas, também chamada de Axioma
da Completeza, Sanson (1994) coloca que esse axioma se refere a relacdo de preferéncia
sempre existente entre duas combinacdes possiveis de mercadorias, colocando que ndo ha
uma combinacdo de bens que ndo seja ordenavel, razdo pela qual o consumidor sempre
escolhera imediatamente entre duas cestas apresentadas a ele. A transitividade da relagdo de
preferéncia implica que se a cesta A ¢ preferivel a cesta B e B a C, entdo A sera preferivel a
C. A terceira premissa ¢ designada como axioma da apeténcia por bens e diz que sempre que
houver diferenca de quantidade do mesmo bem, em combinag¢des distintas de bens, a

combinag¢do com a maior quantidade do bem em questao € que sera escolhida.

A combinacdo de cestas de mercado — conjunto de uma ou mais mercadorias, que
proporciona o mesmo nivel de satisfacdo para um dado individuo, ¢ representada por uma
curva de indiferenca. A cesta de mercado otima deve satisfazer duas condi¢des: esgotar o
orgamento e fornecer ao consumidor sua combinacdo preferida de bens. Logo, o consumidor
gasta toda a sua renda, sendo possivel, entdo, concluir que ele jamais poupa. Entretanto, se a
poupanca for colocada como um bem a ser escolhido pelo consumidor, a extingdo da renda

continuard existindo concomitantemente com a existéncia da poupanca.

Reis et al. (1998) e Issler ¢ Rocha (2000) chegaram ao resultado que 75% dos
consumidores no Brasil estdo restritos a consumir toda a renda deles em cada periodo para

cobrir seus gastos prioritarios.
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2.3 POUPANCA

De acordo com a hipotese do ciclo da vida, apresentada inicialmente por Franco
Modigliani (1986), a poupanga surge do desejo individual de manter um padrido estavel de
consumo ao longo da existéncia. O modelo basico de Modigliani reconhece o tempo de vida
finito do individuo e concentra-se nas variagdes sistematicas da renda e nas necessidades que
ocorrem sobre o ciclo da vida, como resultado da maturidade e da aposentadoria e também de

mudangas no tamanho da familia.

As simplificacdes feitas no modelo basico referem-se a renda, considerada constante
até a aposentadoria e depois zero, a taxa de juro, também considerada zero, e, também, ao
consumo, considerado constante no tempo e a ndo existéncia de heranga. Dessa forma, a unica
mudancga de renda ocorre quando o individuo se aposenta. Nessa ocasido a renda cessa € o
consumo passa a ser suprido pelos ativos acumulados até entdo. Os ativos crescem até o
momento da aposentadoria e, a partir dai, decrescem até a extingdo total (NERI;

CARVALHO; NASCIMENTO, 1999).

A Figura 5 apresenta graficamente o modelo basico da hipdtese do ciclo da vida.

Y,C A
NN ]
L
A(T)
Y
C - EY .."Poupanga
e \
0 N L T (idade)

Figura 5: Renda, consumo, poupanca e riqueza como uma fungao da idade.
Fonte: Modigliani, 1985.

No grafico acima, N representa o periodo de atividade do individuo, ou seja, o periodo
de recebimento da renda do trabalho, L designa o periodo total — recebimento da renda do

trabalho e aposentadoria, logo L - N ¢ o periodo de inatividade. O consumo ¢ representado por
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C, a renda por Y, a riqueza por A(T). A poupancga ¢ a area compreendida entre a renda e o

. N
consumo, o consumo sendo constante ¢ dado pela relacio C(T )ZTY’ que pode ser

interpretada como a renda do periodo de atividade dividida pelo periodo total (C(T) = % ).

A riqueza atinge seu ponto maximo na data do recebimento da ultima renda, sendo seu valor,

(L—N)N

nesta data, dado pelo produto do consumo pelo periodo de inatividade, ou seja, Y.

De acordo com Modigliani (1986), os individuos terdo poupangas positivas durante os
anos de trabalho produtivo e poupancas negativas quando se aposentarem, pois preferem
manter uma estrutura de consumo relativamente constante enquanto viverem. Uma implicacao
do modelo basico ¢ que o pardmetro principal que controla a propor¢do entre riqueza e renda
e controla, também, a taxa de poupanga ¢, predominantemente, a duracdo do periodo de

aposentadoria.

Outros motivos para poupanca, além da hipotese do ciclo da vida, sdo: a acumulacao
para a aquisi¢do de bens indivisiveis de alto valor unitario; as incertezas do futuro que afetam
o bem-estar do individuo e a formagao de uma heranca. Quanto mais incerta a renda futura,

maior a poupang¢a € menor o Consumo presente.

Oliveira, Beltrdo e David (1998) colocam que existe uma discussdo nos paises
desenvolvidos sobre a importancia relativa do motivo que leva um individuo a poupar: se este
motivo ¢ o ciclo da vida — poupar para financiar o consumo durante a velhice ou se ¢ a
heranga — poupar para financiar o consumo dos dependentes. Os individuos deixam heranca
por altruismo — preocupacdo com as proximas geragdes, por controle — compensacdo dos
herdeiros por servigos prestados ou por acidente — morte do poupador. O ciclo da vida ¢
freqiientemente apresentado como a principal motivagdo para demanda de ativos financeiros

de longo prazo.

De acordo com a Pesquisa de Comportamento Financeiro da Associacdo Brasileira de
Crédito e Poupanga (ABECIP), de 2003, o motivo precaucional ¢ o mais importante entre os
poupadores brasileiros que utilizam a caderneta de poupanca como instrumento. A segunda
maior motivagdo ¢ economizar fundos para a compra da casa propria. Esta pesquisa foi
realizada pelo Instituto de Pesquisas DATAFOLHA, nos dias 31 de marco e 1° de abril de
2003, em 127 municipios, com um total de 2.594 entrevistados. O principal ativo financeiro

no Brasil ¢ a caderneta de poupanca, tanto pelo valor minimo exigido ser baixo quanto pela
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sua longa tradi¢ao. Em marco de 2003, a poupanga apresentava um saldo de 138 bilhoes de

reais para um total de 120 milhdes de contas e 58 milhdes de poupadores.

Os resultados da pesquisa da ABECIP de 2003 ratificam que a posse de conta de
poupanga tem relacdo direta com a capacidade de poupar dos individuos e que 60% da
populacdo brasileira ndo mantém uma reserva financeira por falta de recursos. Para aqueles
que poupam, os efeitos da acumulacao de ativos sao percebidos pelo nivel mais alto de bem-
estar que podem desfrutar, pelo aumento da capacidade de geragdo de renda futura, bem como

pela melhoria na habilidade em lidar com choques adversos da renda.

Oliveira, Beltrao e David (1998) apontam a existéncia de uma forte correlagdo entre
poupanca e crescimento econdmico, mas, no entanto, a identificagdo da relagdo de

causalidade entre estas duas variaveis apresenta sérias dificuldades.

Além e Giambiagi (1997) apontam iniciativas que poderiam conduzir a um aumento
da taxa de crescimento do Pais através de uma melhora dos mecanismos de financiamento.

Sao elas:
a) aumento da poupanga publica;
b) estimulo aos fundos de pensao;
c) fortalecimento do Fundo de Aposentadoria Programada Individual (FAPI);
d) estimulo aos mecanismos de aquisi¢ao de casa propria.

Em todas as alternativas propostas hd uma questdo de poupanga envolvida, seja ela em
nivel macro ou em nivel individual, sendo possivel perceber a influéncia da poupanga

individual no desenvolvimento e crescimento da nagao.

Cada individuo devera decidir quanto gastar da sua renda para o consumo presente ¢
quanto economizar para a aposentadoria. De acordo com Bodie e Merton (2002), o individuo
pode estabelecer um percentual da renda pré-aposentadoria como objetivo para a renda pos-
aposentadoria, ou desejar manter o mesmo nivel de renda antes e depois da aposentadoria.
Seguindo a segunda alternativa, a formulacao deste modelo, de um modo geral, diz que o
valor presente da despesa com o consumo ao longo da vida — a renda permanente — deve

igualar-se ao valor presente da renda do trabalho da fase ativa — o capital humano.

Pode-se expressar esta igualdade pela formula a seguir.
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C é o0 consumo;

Y; é a renda de cada periodo;

r ¢ a taxa de juro da economia;

m ¢ o periodo de recebimento da renda;
n ¢ o periodo de consumo.

A Figura 6 apresenta um exemplo numérico do valor a ser poupado por um individuo
com 35 anos que espera aposentar-se aos 65 e viver até os 80 anos. A renda ¢ de R$ 30.000,00
por ano e ele ndo possui, ainda, nenhum ativo acumulado. A taxa de juro utilizada foi de 6%

a0 ano.

Dessa forma, o valor presente da renda para o periodo 35-65 é R$ 437.721,63° ¢ o
valor do consumo anual para o periodo 35-80 ¢ R$ 26.717,74' O valor poupado no periodo
de recebimento da renda é R$ 3.282,26, isto ¢, a diferenca entre a renda e o consumo. O valor
total poupado até a idade 65 anos cobre exatamente o consumo até os 80 anos, seguindo a

premissa de que a renda permanente € igual ao capital humano.

Salério, consumo e poupanca ao longo do ciclo da vida

40000 -

_ 20000 — Salario

@)

§ 0 I I I I I I I I I \ ] Consumo
20000 | 35 40 45 50 55 60 65 70 75 80 85 | — Poupanca
-40000 -

Idade

Figura 6: Salario, consumo e poupanca ao longo do ciclo da vida.
Fonte: Adaptado de Bodie e Merton (2002).

? Valor obtido pelo calculo financeiro do valor presente de uma renda antecipada, com os dados R =30.000, i =
6 en =30, onde R é arenda, i é a taxa de juro e n é o periodo.

10 Valor obtido pelo calculo financeiro da parcela de uma renda antecipada, a partir dos dados VP =437.721,63,
i=6¢en=45,onde VP ¢ o valor presente da renda, i ¢ a taxa de juro e n € o periodo.
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Esse ¢ um modelo simplificado. Na realidade, geralmente a renda ndo ¢ constante, o
consumo também ndo, logo a poupanga nao o serd. Os estudos que seguem o modelo do ciclo
da vida j& adicionaram uma série de incrementos ao modelo que consideram essas diferencas

e o aproximam melhor da realidade.

r

Partindo-se do estudo realizado sobre os temas renda, consumo e poupanga, ¢
necessario dimensionar o percentual da renda individual que serd destinada ao consumo e a
poupanca. Na teoria econdmica Samuelson (1969) e Merton (1969, 1971) construiram um
modelo que maximiza a utilidade esperada do consumo por meio da decisdo de quanto
consumir e quanto investir em ativos com risco. Esse modelo serd apresentado no proximo

capitulo, juntamente com algumas extensdes do mesmo.
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3 MODELOS ECONOMICOS DE CONSUMO E INVESTIMENTO

A situacdo atual da previdéncia no Brasil e a preocupacdo com a manutencdo de um
nivel minimo de consumo durante a aposentadoria ratificam o interesse do individuo pela
geragcdo de renda para essa fase. Tal renda resultara, provavelmente, da poupanga de uma
parcela da renda do trabalho de cada periodo e do investimento desta parcela em ativos que
trardo um rendimento que possa, no minimo, acompanhar a inflacdo. A existéncia de heranga
auxilia e até, em alguns casos, supre a necessidade de renda futura. Neste estudo, a énfase ¢
dada para o caso em que ndo existe heranga; portanto, a geracao de renda para a fase inativa

se dara pela poupanga acumulada na fase ativa do trabalhador.

De acordo com Merton (1990), o comportamento financeiro 6timo dos consumidores e
dos investidores ¢ derivado de func¢des de preferéncia especificas, exdgenas e individuais, que
ordenam alternativas de consumo e heranca ao longo da vida para cada individuo. O
consumidor escolhe quanto da sua renda e riqueza sera destinado para o consumo corrente €
quanto serd poupado para o consumo futuro e heranga. Ele toma estas decisdes com o objetivo
de maximizar o valor esperado da utilidade de seu consumo ao longo da vida. O investidor
resolve o problema de selecdo de carteiras para determinar os percentuais a serem alocados de
sua poupanca nas oportunidades de investimento existentes. Em geral, decisdes otimas de

consumo-poupanga e selecao de carteiras ndo podem ser vistas independentemente.

Existem trés horizontes de tempo envolvidos no problema de decisdo sobre consumo e
investimento, segundo Merton (1975) — o horizonte de negociacdo, o horizonte de decisdo e o
horizonte de planejamento. Comegando pelo menor deles, tem-se o horizonte de negociagao,
que representa o mais curto periodo de tempo entre transagdes sucessivas que podem ser
realizadas no mercado, sendo este quem as determina. Desse horizonte passa-se para o de
decisdo, que representa os periodos de tempo entre os quais o investidor revisa sua carteira de
investimentos. Finalmente, chega-se ao horizonte de planejamento, que representa o periodo
total de tempo para o qual o investidor obtém uma medida de sua funcdo utilidade, ou seja, o
balango da vida do consumidor — seu planejamento financeiro. As decisdes de consumo e

investimento intertemporal estdo relacionadas diretamente com o horizonte de planejamento.
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3.1 MODELO DE MERTON

A relacdo entre o quanto consumir € o quanto investir ¢ apresentada na literatura
econdmica por meio do modelo de Samuelson (1969) e Merton (1969, 1971). Eles realizaram
os primeiros trabalhos que apresentam o estudo das decisdes sobre consumo e investimento e
sobre selecdo de carteiras conjuntamente. Eles criaram um modelo de maximizagdo da
utilidade esperada do consumo intertemporal do individuo por meio da otimizagdo das
decisdes de consumo e da decisdo sobre a propor¢ao de riqueza a ser investida no ativo de
risco em cada periodo. Samuelson utilizou um modelo discreto e Merton estendeu o modelo

para o tempo continuo.

O modelo continuo ¢ utilizado por Merton, segundo a explicagao do proprio autor, em
seu artigo de 1975, porque os investidores podem revisar freqiientemente a composicao de
suas carteiras, os precos podem sofrer pequenas alteragdes de valor em periodos curtos de
tempo e, também, porque o resultado no tempo continuo € consistente com o tempo discreto

quando uma comparagao apropriada entre as duas analises ¢ feita.

As fontes de incerteza para a tomada de decisdo pelo consumidor vdo desde as
possiveis alteragdes de seus gostos, das cestas de consumo disponiveis no futuro, dos precos
dos bens de consumo, até a incerteza quanto a renda do trabalho, quanto ao valor dos ativos
nao-humanos, quanto as oportunidades de investimento e mesmo quanto a propria idade da
sua morte. Merton (1975) observou que nos modelos de maximizagdo da riqueza final
esperada, formulados até aquela data, apenas estava contemplada a incerteza com o valor

futuro dos ativos ndo-humanos.

O modelo de maximizagdo ¢ geralmente apresentado como uma soma de fungdes
estritamente concavas, a funcao utilidade do consumo e a fun¢ado utilidade da riqueza do final
da vida representando o motivo heranca. O caminho real do consumo 6timo serd um processo
estocastico porque o consumo 6timo ¢ uma fungdo da riqueza e de outras variaveis de estado

(taxa de juros, precos e tempo) que seguem um processo estocastico (MERTON, 1975).

No artigo de Samuelson (1969) ¢ demonstrado que a decisdo de seleg@o de carteiras de

investimento, ou seja, a propor¢do de riqueza investida em ativos de risco ¢ independente da
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decisdao de consumo, permanecendo constante durante toda a vida do individuo, considerando
a aversao ao risco relativo constante. O modelo nega a validade do conceito do risco do
homem de negocios'', uma vez que, tanto na primeira metade da vida quanto em relagio ao

fim da vida, a tolerancia ao risco permanece a mesma.

Merton examina, em seu artigo de 1969, o problema da selecao 6tima de carteiras
combinado com o problema da decisao 6tima de consumo para um individuo. Num modelo
continuo, ele deriva as equacdes de otimizacdo para o caso de muitos ativos considerando a
taxa dos retornos dada por um processo geométrico browniano. Este problema foi formulado

por Merton do modo que segue.
T
MaxE j U[C(t),t]dt + B[W (T),T]
0

Onde:

t ¢ o periodo de vida do individuo;

T ¢ o tempo total de vida do individuo;

C(t) é o consumo no periodo t;

W(T) ¢ a riqueza no periodo T;

U[.] ¢ a fungdo utilidade do consumo;

B[.] é fungdo utilidade da heranga.

O modelo esta sujeito as seguintes restri¢des:

C(t) > 0;

W(t)>0;

W(0)=Wo,

U(C) ¢ assumida ser uma fung¢ao utilidade estritamente concava (U’(C)>0 e U’’(C)<0);
B[W(T),T] é uma fungdo para avaliagdo da fungdo heranga, concava em W(T).

Para derivar as equagdes de otimizacdo, a equacdo acima foi reescrita na forma da

programac¢do dindmica, de modo que o Principio de Bellmann de otimiza¢do possa ser

11 . . . . . .
Ele possui capital para investir, possui um elevado valor presente descontado da riqueza pelo fato de poder
alcangar maiores salarios no futuro, esta no inicio da vida e pode recuperar eventuais perdas.
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r

aplicado. A programacdo dinamica ¢ uma ferramenta para o estudo de otimizagdo
intertemporal sob incerteza. A caracteristica comum de todos os modelos de programacgdo
dindmica ¢ que o problema de decisdo ¢ expresso por meio de uma formulacdo recursiva.
Resolvendo essa formulagdo determina-se uma politica 6tima para todos os valores possiveis

da variavel de estado em cada estagio (WAGNER, 1985).

O sistema obtido a partir da programacao dindmica possui solucdo ndo-trivial, em
geral, mas se a fungdo utilidade assumida for da forma Aversao Relativa ao Risco Constante

(CRRA), entdo o sistema pode ser resolvido, ou seja, se tiver:

CV
U(C)=—,y<I1,y=0,
Y

U(C)=logC, paray=0,

onde §=1—y ¢éa medida de aversdo relativa ao risco — medida de Arrow-Pratt'? —, as

regras de consumo Otimo e selecdo Otima de carteiras num modelo de dois ativos, para

horizonte infinito, sdo as que seguem:

C(t)=1{-P —v{ (a-r) 1 }vv(t)

I-y [20%(1-v)* 1-v @
W*(t):(za;r) ou W*(t):(a—;r),onde:
o (1-v) (o)

C* ¢ a varidvel de controle que representa o consumo 6timo;

w* ¢ a variavel de controle que representa a propor¢ao 6tima de riqueza investida no

ativo de risco;

W(t) ¢ o valor da riqueza no periodo t;

v € o parametro de aversao ao risco;

p ¢ a taxa de preferéncia do consumidor;
a. € o retorno médio do ativo de risco;

r é o retorno do ativo livre de risco;

G ¢ o desvio padrao do retorno do ativo de risco.

CU"(C)
u'c)

"> Medida de Arrow-Pratt de aversio relativa ao risco: R, (C) = —
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Para uma funcdo utilidade da forma Aversao Absoluta ao Risco Constante (CRAA),

também chamada utilidade exponencial, num modelo de dois ativos e horizonte infinito,

—T]C [N}
U(C):e , n>0, com —w:n,
n u(C)

onde 1 ¢ a medida de aversao absoluta ao risco de Arrow-Pratt, ou seja, a medida da curvatura

da fungao utilidade, os controles 6timos serdo dados por

C*(t):rw(t){p—u(a—r)z/262}

nr

)

we (=90 gy w*(t).W(t):—(“r‘r)
n

nre’W(t) c’

Comparando os resultados (1) e (2) dos controles 6timos para os dois tipos de fung¢do
utilidade, observa-se que, no primeiro, o consumo € uma proporc¢ao constante da riqueza e a
propor¢ado investida em ativos de risco também € constante. No segundo resultado, o consumo
ndo ¢ mais uma propor¢ao constante da riqueza, embora ainda seja linear na riqueza. A
proporcao de riqueza investida no ativo de risco também ndo ¢ mais constante, mas observa-
se que o valor total da riqueza investida no ativo de risco ¢ constante, de acordo com a

representacdo alternativa da segunda equagdo (MERTON, 1969).

Um resultado importante de Merton (1969) foi a confirmagao do teorema provado por
Samuelson (1969) para o caso discreto, que diz que, para uma funcao utilidade isoelastica
(CRRA), a decisdo de selecao de carteiras ¢ independente da decisdo de consumo. Para o caso
de utilidade exponencial (CRAA), a decisdo de consumo ¢ independente dos parametros
financeiros e dependente, somente, do nivel de riqueza. Isto se da devido a suposi¢do da
aversao relativa ao risco ser constante e devido a gera¢ao das mudangas nos pregos ser dada
por um processo estocastico. O individuo com menor grau de aversdo ao risco renunciara ao
consumo presente para atingir um consumo futuro esperado maior, enquanto que o individuo

com maior grau de aversao ao risco sempre escolhera aumentar o valor do consumo presente.
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3.2 MODELO DE RICHARD

Richard (1975) estendeu o trabalho de Merton (1971) por meio da inclusdo da decisdo
otima sobre o seguro de vida. O valor do seguro de vida ¢ definido pela diferenca entre o
valor 6timo desejado do legado e o nivel de riqueza existente. Se esta diferenga for positiva,
ou seja, a riqueza existente for insuficiente para prover a heranga, o seguro de vida assumira
este papel quando da morte do investidor. Para isto, o pagamento de um prémio atuarial ¢

adicionado ao modelo.

Sistemas de seguro sfo estabelecidos para reduzir o impacto financeiro adverso de
alguns tipos de eventos aleatorios. Individuos e organizagdes adotam modelos de
utilidade para representar suas preferéncias, modelos estocasticos para representar o
impacto financeiro incerto ¢ principios econémicos para guiar os precos (BOWERS
JUNIOR etal., 1997, p. 93).

As suposi¢cdes do modelo seguem as mesmas descritas por Merton, ou seja, os
mercados sdo assumidos perfeitos ¢ sem fricgdo com ativos negociados continuamente. O
preco de todos os ativos negociados segue um movimento geométrico browniano estacionario
com uma distribui¢do lognormal para qualquer periodo. Merton prova o teorema da
separac¢do, que diz que cada investidor serd indiferente entre escolher seu portfolio entre todos
os ativos disponiveis ou escolher por intermédio da compra de acdes em apenas dois fundos

(RICHARD, 1975).

No Modelo de Richard também prevalece o teorema da separacdo, se o investidor se
comporta como maximizador da utilidade esperada do consumo e heranga em multiperiodos.

A equagdo de maximizagdo ¢ a mesma utilizada no Modelo de Merton.
T
MaxE| [U(C.t)dt+B(Z.T) |, onde:
0

E ¢ o operador de esperanca sobre o periodo da morte do investidor e sobre a

distribui¢do futura dos pregos;
t € o tempo;

T é o momento incerto da morte do investidor;
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U ¢ a funcao utilidade do consumo;

C é 0 consumo;

Z ¢ o legado que o investidor deixa na sua morte;
B ¢ a fun¢ao utilidade do legado.

O modelo assume a existéncia de dois ativos transacionados no mercado, um livre de

risco e outro de risco. O preco do ativo de risco (Q) segue um movimento geométrico

dQ(t)

browniano, ou seja, = adt + odg(t) , onde dg(t) € um incremento de Wiener.

A alteracdo na riqueza do investidor ¢ dada pela equagdo diferencial estocéstica que

segue.
dW(t)=-C(t)-P(t)dt+Y(t)dt+rW(t)dt+(o—r)m(t)W(t)dt+on(t)WVdg(t)

onde:
C(t) é o consumo do periodo t;
P(t) é o prémio pago pelo seguro de vida no periodo t;
Y(t) é a renda do periodo t, que, no modelo, € ndo estocastica;
W(t) ¢é a riqueza do periodo t;
a € o retorno médio dos investimentos aplicados no ativo de risco;
o ¢ o desvio padrao do retorno do ativo de risco;
r é o retorno do investimento livre de risco;
7 é a proporg¢do da riqueza investida no ativo de risco.

O estoque de riqueza do individuo é reduzido pelo consumo e gastos com seguro de
vida e ¢ aumentado pelo recebimento da renda e pelo retorno dos investimentos nos ativos de

risco € nos ativos sem risco.

Desta forma, o problema do investidor serd resolver a equagdo de maximizacdo da
utilidade esperada do consumo e do legado, sujeito a restrigdo orgamentaria e a uma condi¢ao
inicial de riqueza, por meio da decisao 6tima do nivel de consumo, da proporcao de riqueza a

ser investida no ativo de risco e do nivel de legado desejado.
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No Modelo de Richard, a riqueza corrente (W) ¢ alterada pela riqueza ajustada (VV ). A

riqueza ajustada expressa a riqueza corrente mais o valor atual da renda futura (b(t)) e pode

ser descrita matematicamente por meio da relacdo VV(t) =W (t) +b(t), sendo

S(0)
S(t)

periodo t, pois depende da probabilidade do individuo sobreviver até esta idade. Richard

e"®Yde , onde b(t) ¢ o valor presente esperado da renda futura para o

b(t) = j Y (0)>2

demonstra que b(t) é independente do risco das oportunidades do mercado e das preferéncias

do individuo.

Uma solugdo algébrica para o Modelo de Richard (1975) é prevista pelo mesmo,

considerando a funcdo utilidade CRRA. Ele demonstra que, quando a utilidade do consumo

. . , C'(t)
para o investidor ¢ dada por U (C(t),t) = h(t)
Y

,com y<I, h>0,C>0 e a utilidade

Y
da heranga ¢ B(Z(t),t)zm(t)&, com y<1l, m>0, Z>0, os controles 6timos do
Y

consumo, do seguro de vida e da aplicagdo em ativos com risco, sdo:

) ~ h(t) 1/(1-y)
cwa- (1]

: Prw.n (mp)) "
Z*(W,t) =W = W

WH=W+— (a(t)j

(W, HW ——[vv +h(t)]=7W
(1-v)o

onde:

el
st) 1=y 20-p)0

y/(1=y)
k(t) = [L} [@®m®)]" +h"7 (b
u(t)

As solucdes sao lineares para a riqueza ajustada. A solu¢ao para ©* indica que o
investimento no ativo de risco serd uma fracdo constante da riqueza ajustada. Este ¢ um

resultado j& conhecido na literatura e considerado “miope” — os investidores alocando uma
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porcao constante de sua riqueza no ativo de risco, ignorando a distribui¢do futura dos retornos

do mesmo.

De acordo com Richard (1975), no modelo com incerteza quanto ao tempo de vida, o
individuo ndo investird a mesma propor¢do de sua riqueza no ativo de risco em comparacao
com a decisdo do individuo no modelo de vida certa. No contexto do Modelo de Merton, a
incerteza do tempo de vida e o seguro de vida ndo afetam o conjunto de oportunidades de
investimento nem as carteiras eficientes. Se a funcdo utilidade da riqueza for estritamente

concava, entdo a heranga serd uma fung¢do crescente da riqueza.

3.3 SOLUCOES NUMERICAS DO MODELO DE RICHARD

Purcal (1999) obtém solugdes numéricas do Modelo de Richard a partir de uma
abordagem que permite incorporar formas funcionais diferentes e, também, impor uma
variedade de restri¢des. Esta abordagem esta baseada na solu¢do numérica de problemas de
controle 6timo estocastico em horizonte finito, descrita por Kushner e Dupuis, em 2001. O
caminho da solu¢do envolve uma aproximagdo por diferengas finitas para a equacdo de
Hamilton-Jacobi-Bellmann (HJB), que foi resolvida computacionalmente em uma rede de

iteracdes backward.

Purcal apresenta a solugdo numérica para o caso de um investidor moderadamente
avesso ao risco (y = -0,5), com taxa de preferéncia p = 0,05. O resultado pode ser visto na

Tabela 5 e na Figura 7 a seguir.
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Tabela 5: Resultado da simulacédo do Modelo de Richard obtido por Purcal (1999).

Idade E(\7V) E(W) Cc* ™~ z* Seguro devida  Investido em risco

30 1.000.000 10.000  59.100 35,9 792.000 782.000 359.000
40 1.062.000 221.000 67.500 36,0 797.000 576.000 382.000
50 1.070.000 459.000 76.600 36,4 792.000 333.000 389.000
60 962.000 704.000 82.700 36,7 714.000 10.000 353.000
70 711.000 711.000 79.600 36,8 560.000 -151.000 262.000
80 356.000  356.000 56.100 36,5 305.000 -51.000 130.000
90 81.000 81.000 19.600 36,8 76.000 -5.000 30.000
100 7.000 7.000 2.500 36,8  6.000 -1.000 3.000

Fonte: Purcal (1999)

Na Tabela 5, Purcal apresenta os resultados para as variaveis de estado — riqueza

ajustada (W) e riqueza (W) — e para os controles 6timos do consumo (C*), da propor¢ao

investida em risco (7*) e do legado (Z*). A coluna do seguro de vida ¢ dada pela diferenca

entre o legado 6timo (Z*) e a riqueza financeira existente para cada periodo (E(W)), enquanto

o valor investido em risco ¢ dado pela porcentagem 6tima a ser aplicada em ativos de risco

(7*) para uma dada idade sobre a riqueza ajustada E(VV) . Pode-se observar que o consumo

aumenta até os 60 anos, passando a decrescer e voltando ao patamar inicial por volta dos 80

anos.
1.200.000
1.000.000 -
—E(-W)
800.000 -
“—EW)
600.000
C*
400.000
_Z*
200.000 / \
Seguro de
0 / T T T T vida
30 40 50 60 70 90 100
o= [nvestido
-200.000 em risco
-400.000

Figura 7: Resultados da simulacdo do Modelo de Richard obtido por Purcal (1999).

Fonte: Elaborado pela autora a partir dos dados da Tabela 5.
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A propor¢do 6tima da riqueza ajustada investida em ativos de risco ¢ praticamente
constante no tempo, apresentando um valor proximo a 37% (coluna 5 da Tabela 5), uma
caracteristica de modelos com individuos com fung¢ao utilidade que exibe aversao relativa ao
risco constante e um processo estocastico com coeficientes predeterminados. Entretanto, a
propor¢ao da riqueza financeira investida em ativos de risco cai com o aumento da idade do
investidor, constituindo-se este um exemplo no qual o individuo reduzird sua exposi¢ao ao

risco no tempo (Tabela 6).

O modelo de Richard suporta este principio comum de planejamento financeiro,
sugerindo também que investidores jovens sdo altamente alavancados. Um exemplo ¢ a

alavancagem financeira pela compra da casa propria.

Tabela 6: Solugdo numérica de Richard (1975) — caminho da proporcédo da riqueza financeira
investida em ativos de risco ao longo da vida, para y=-0,5e r =0,05.

Idade Proporg¢do da riqueza financeira investida em risco (%)
30 3.590
35 328
40 173
45 114
50 83
55 64
60 49
>65 37

Fonte: Purcal (1999).

Em todas as idades, o nivel de seguro de vida sugerido pelo modelo de Richard (1975)
¢ menor que a regra HLV — human life value — de Huebner (1964), que diz que os individuos
fazem um seguro de vida para o valor de seus ganhos futuros, protegendo seu capital humano

de tal forma que a morte ndo altere a renda de sua familia. Matematicamente, o HLV de um

individuo na idade t pode ser expresso como jY(e)e-“"-”de, onde r ¢ a taxa de desconto
t

usada e Y(6) ¢é a renda do individuo na data & (PURCAL, 1999). Purcal e Piggott (2001)
partiram da andlise de Richard (1975) e parametrizaram o modelo com dados japoneses,

conforme Tabelas 7 e &.
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Tabela 7: Dados utilizados por Purcal e Piggott (2001) para simulacido do Modelo de Richard.

Renda' Pregos’ Nikkei® Bill Rate®
Média 5,9% 3,9% 6,4% 4,7%
Volatilidade 2,2% 2,5% 19,9% 0,9%
Intervalo (-1,9%,29,1%) (-1,1%,24,7%) (-41,1%,99,4%)  (0,5%,12,2%)

Fonte: Purcal; Piggott (2001).

Nota: Indices utilizados:

'CEIC, indice japonés de renda nacional, mensal, Jan. 1970 — Jun 2000.

2CEIC, indice japonés de preco ao consumidor, mensal, Jan. 1970 — Jun 2000.
3CEIC, indice japonés da bolsa de valores Nikkei 225, mensal, Fev. 1970 — Jul 2000.
*CEIC, titulo do Banco do Japdo, mensal, Jan. 1970 — Jun 2000.

Tabela 8: Paréametros utilizados por Purcal e Piggott (2001) para simula¢do do Modelo de

Richard.
Parametro Valor
o : retorno do ativo de risco 0,025
I : retorno do ativo livre de risco 0,005
p : taxa de preferéncia 0,005
o : desvio padrdo do ativo de risco 0,2
Tabua de mortalidade JLT 18 (homens)
y : taxa de aversao ao risco (-0,5,-4)
W : periodo de vida maximo 110
Y : renda $ 4.375.686

Fonte: Purcal; Piggott (2001).

Purcal e Piggott (2001) concluiram que a introdugdo da incerteza sobre o tempo de
vida ndo faz diferenca para o comportamento econdmico, desde que possa ser segurada por
intermédio de precos justos atuarialmente’. Quando um ativo de risco ¢ introduzido no
modelo, os individuos maximizam sua utilidade esperada por meio de alguma exposi¢do ao
ativo de risco. O modelo foi simulado para um individuo altamente avesso ao risco e outro
moderadamente avesso. Comparando os resultados obtidos, tem-se o seguinte comportamento
quanto aos controles 6timos de consumo, propor¢do investida em risco e legado e quanto ao

caminho tracado pela riqueza indicados na Figura 8, a seguir.

13 Precos que satisfazem a equagdo de equilibrio receita = despesa.
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Altamente avesso ao risco (y = -4) Moderadamente avesso ao risco (y=-0,5)

Consumo . Fluxo de consumo crescendo gradualmente ao
Fluxo de consumo quase constante e baixo.

esperado longo da vida.

Proporcéo . . Decrescente ao longo da vida variando de 1000% a
. . Decrescente ao longo da vida, variando de o - .
investida em o N 33%. Sempre superior se comparado em cada idade

. 300% a 10%. L .
risco com o individuo altamente avesso ao risco.

Cai gradualmente com a idade mas sempre sera
Legado Cai gradualmente com a idade. maior do que a heranga deixada pelo individuo
altamente avesso ao risco.

Riqueza
esperada

Trajetoria decrescente mas mais alta durante toda a

Trajetoria decrescente ao longo da vida. . .
vida do que para o consumidor altamente avesso.

Figura 8: Resumo dos resultados obtidos por Purcal e Piggott (2001) da simula¢do do Modelo de
Richard.

Fonte: Elaborado pela autora.

Purcal (2003), na tradicdo de Merton (1969, 1971), estende o Modelo de Richard
(1975) modelando a renda por um processo estocdstico, pois, para a maioria dos
trabalhadores, o capital humano ¢ um componente significativo da riqueza total e influencia a
tomada de decisdes do individuo. Em seu artigo, Purcal persegue as respostas as seguintes
questdes: Como o comportamento de um individuo ¢ afetado por mudangas aleatérias em sua
renda? Em um mundo de renda flutuante, como um individuo consumird, investird, adquirira

um seguro ¢ uma anuidade para a aposentadoria?

Com a adicdo da modelagem da renda por meio de um processo estocastico ao Modelo
de Richard, Purcal sai de um modelo de mercado completo para um modelo de mercado
incompleto, onde a renda estocastica pode ser segurada imperfeitamente, enquanto que a
renda, como um processo deterministico, pode ser perfeitamente reproduzida por ativos
negociaveis. Usando os mesmos dados de seu artigo de 2001 para a parametrizagdo do
modelo, Purcal (2003) acrescentou a taxa média de crescimento salarial real anual para o

Japao, que foi de 1,92% por ano, e o desvio padrao do crescimento salarial anual de 2,2%.

Uma solugdo aproximada foi encontrada pelo uso da técnica de diferengas finitas
como feito anteriormente em Purcal e Piggott (2001) e da implementa¢do computacional do
método da cadeia de Markov. Purcal faz uma comparacio entre um individuo com 30 anos e
um com 60 anos para verificar o que acontece aos controles 6timos — consumo, percentual
investido em risco e legado — quando a riqueza varia e a renda esté fixa e quando a renda varia

e a riqueza esta fixa.

No primeiro caso — riqueza variavel e renda fixa — o consumo aproxima-se de uma

funcao linear na riqueza, a declividade ¢ 0,02, mostrando pouca sensibilidade do consumo em
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relagdo a riqueza. H4 uma alta propor¢do de riqueza financeira investida em ativos de risco
por individuos com riqueza menor, ou seja, quanto maior a riqueza, menor o investimento em
ativos de risco. A riqueza ndo tem efeito sobre a demanda de seguro de vida para o caso
particular analisado, o grafico do prémio do seguro de vida 6timo ¢ aproximadamente
constante, ou ainda, a demanda para o seguro de vida ¢ inelastica em relagdo a riqueza, para a
idade de 30 anos. Neste aspecto, para a idade de 60 anos, a relacao apresenta-se inversamente
proporcional, com declividade — 0,002, indicando que o seguro de vida otimo ndo ¢

particularmente sensivel a mudancas na riqueza.

No segundo caso — renda variavel e riqueza fixa — salario e consumo tém uma relagao
linear com declividade da curva perto de 1, a propor¢ao de riqueza financeira investida em
ativos de risco também cresce com o aumento do salario, saldrios crescentes resultam num
aumento da predisposi¢@o ao risco. A relacdo entre salario e propor¢do investida em risco esta
préxima da relacdo linear, exceto para salarios muito baixos ou muito altos, onde a propor¢ao
investida em ativos de risco ¢ muito sensivel a mudangas salariais. O nivel de heranca 6timo
tem uma relagcdo linear com o saldrio. Assim, dado o mesmo nivel de riqueza financeira,
individuos jovens com altos salarios comprardo mais seguro de vida do que aqueles

individuos com baixos salarios.

Usando a metodologia de Purcal e Piggott (2001), os caminhos esperados da variavel
estado e das varidveis de controle foram calculados em um ambiente de renda estocastica.
Purcal (2003) verificou que um individuo de 30 anos pode acumular menos riqueza durante
sua vida ativa do que aquele que possui uma renda deterministica. Num ambiente de risco, o
individuo acumula cerca de 87% da riqueza obtida sem a consideracdo do risco. Uma renda
com risco resulta, também, em um menor consumo esperado. Em relacdo a propor¢ao
investida em ativos de risco, nos anos iniciais ela ¢ menor do que quando a renda ¢
considerada deterministica e, na seqiiéncia, passa a ser maior. A demanda esperada por seguro
de vida ¢ maior no periodo que se aproxima da aposentadoria, enquanto que a demanda por

anuidades é menor.

Segundo o Modelo de Merton, o objetivo do individuo ¢ otimizar seu consumo ao
longo da vida e sua heranca no final da vida. Para isso ele deve decidir quanto consumir em
cada periodo e quanto investir em ativos com risco. Essas decisdes dependerao de seu grau de
aversdo ao risco. Richard incluiu no modelo a decisd@o quanto ao nivel de legado desejado,

possibilitando ao individuo contratar um seguro que possa suprir a insuficiéncia da riqueza
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frente ao legado desejado. Purcal resolveu o modelo de Richard numericamente e constatou

que os individuos investem uma fragao constante de sua riqueza ajustada no ativo de risco.

Como a questdo da decisdo de consumo ¢ diretamente dependente do nivel de renda do
individuo, e a varidvel renda ¢ complexa, a continuagdo desse estudo abordara os modelos de
calculo da contribui¢do necessaria para a geracdo da renda pos-aposentadoria. No préximo

capitulo serao apresentadas as bases da matematica atuarial para a elaboracdo desse modelo.
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4 ENFOQUE MATEMATICO

Para a estimacdo da renda pos-aposentadoria e do valor a ser acumulado para a
satisfacdo da mesma ¢ necessaria a ado¢do de um modelo matematico. A drea da matematica
que se dedica a tais calculos ¢ denominada matematica atuarial. A matematica atuarial fornece
as bases tanto para o calculo de seguros quanto para o de rendas. Este capitulo apresenta uma
sintese da matematica atuarial a partir da abordagem tradicional e, também, os conceitos

basicos a partir da abordagem estocastica.

Os modelos matematicos basicos comuns a todos os tipos de seguro possuem trés
elementos fundamentais: as varidveis aleatorias que caracterizam a magnitude do risco — por
exemplo, a duracdo da vida; os estados definidos, separados por eventos de transicdo —
transicdo entre vida e morte; e a fungdo econdmica normalmente ligada a variaveis exdgenas
incontrolaveis ou a medidas de desempenho — inflagdo, retorno do capital e outras (BOOTH et

al., 1999).

O fato de que os modelos sdo abstracdes ou idealizagdes do mundo real significa que
ha um grau de incerteza associado a qualquer modelo. Daykin; Pentikainen e Pesonem (1994)
identificaram trés tipos de incerteza — a variabilidade estocéstica, que surge porque as
quantidades modeladas estdo sujeitas a flutuagcdes aleatorias, a incerteza dos parametros,
freqiientemente estimados a partir de dados observados ¢ a incerteza do modelo, que nao pode

representar fielmente o mundo real.

Bowers Junior et al. (1997) apresentam duas causas para a incerteza nos modelos de

seguro de vida: a taxa de retorno do investimento e a duracao do mesmo.

As suposi¢des econdmicas para o desenvolvimento de um modelo atuarial sdo a taxa
de retorno esperado para os investimentos, o aumento esperado dos precos, o aumento
esperado do salario médio, o ganho esperado e a taxa de crescimento dos dividendos, todos

para o longo prazo (BOOTH et al., 1999).

A Tabela 9 exemplifica uma base econémica adotada nos modelos atuariais, de acordo

com a pratica atuarial no Reino Unido.
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Nao hd uma unica base atuarial correta, somente um conjunto de alternativas
plausiveis. Uma base atuarial forte ¢ conservadora e sera esperado resultar em contribuig¢des

maiores do que uma base fraca, que tem suposi¢cdes mais otimistas.

Tabela 9: Pardmetros econdémicos utilizados no Reino Unido para os modelos atuariais.

Parametro Intervalo Base forte Base fraca
Dividendo 3,5% a 6,5% 4,5% 5,0%
Precos 3,5% a 6,0% 5,0% 5,0%
Juro 7,5% a 12,5% 8,5% 10,0%
Juro real 4,0% a 6,0% 3,5% 5,0%
Crescimento real dividendo -2,0% a 2,0% -1,0% 0%
Salario real 0% a 2,0% 2,0% 2,5%

Fonte: Booth et al., (1999).

Num modelo atuarial, além das suposigdes econOmicas, existem as suposi¢des
estatisticas. Segundo Booth et al., tais suposi¢cdes sdo usadas para tentar representar a
experiéncia futura do individuo. Os decrementos, ou seja, os motivos para a exclusdo do
individuo de um determinado plano, incluem aposentadoria (retirement), invalidez (ill health),

morte (death) e retirada voluntaria (withdrawal).

4.1 ABORDAGEM DETERMINISTICA

De acordo com Booth et al. (1999), a matematica atuarial tradicional segue uma
abordagem deterministica e envolve as suposi¢does de uma taxa fixa de juro e da presenga de
um grande numero de passivos idénticos de vidas diferentes que torne ignoravel a
variabilidade devido a morte. A abordagem deterministica ndo ¢ completamente satisfatoria
por causa da restritividade das suposicdes, da falha no tratamento tanto da variabilidade

quanto da incerteza e por ser inerentemente contraditdria, visto que o processo ¢ aleatorio.

A abordagem tradicional aqui tratada segue o desenvolvimento apresentado por
Gilberto Brasil (1985), que descreve a matematica atuarial a partir do estudo das
probabilidades e da esperan¢a matematica. Esta abordagem sera utilizada para a construcdo do

modelo atuarial a ser utilizado neste estudo.
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O calculo das probabilidades ¢ utilizado para mensurar a influéncia do acaso ou azar
nos acontecimentos, sendo possivel medir-se este fendmeno probabilistica ou
estatisticamente. Pelo método probabilistico pode-se ter uma estimativa dos casos favoraveis
a realiza¢do do fendmeno e, pelo método estatistico, a freqiiéncia com a qual acontecem os

casos favoraveis ao aparecimento do fenémeno.

A probabilidade matematica ¢ a relagao entre os casos favoraveis de realizagdao de um
acontecimento sobre os casos igualmente possiveis. A partir dai, tem-se a equagdo
fundamental, a seguir, onde p representa a probabilidade de ocorréncia de determinado

fendmeno e q representa a probabilidade de ndo-ocorréncia.
Pp=— q=— N =a+Db onde:

a: numero de ocorréncias do evento Z;
b: nimero de ocorréncias do evento Z’, que ¢ contrario a Z;
N: nimero de casos possiveis.

A esperanca matematica ¢ o que produz o jogo honesto e ¢ igual ao ganho esperado,
multiplicado pela probabilidade desse ganho e multiplicado pelo fator de desconto
correspondente ao periodo entre a aposta e o sorteio. Ela representa o preco matematico, isto

¢, o preco puro, onde ndo estdo presentes despesas e lucro.
E= Q.p.Vt , onde:
E: esperanca matematica;
Q: ganho esperado;
p: probabilidade de ganho;
v: fator de desconto;

t: prazo.

No caso dos seguros de vida e rendas de aposentadoria, o ganho esperado para o
individuo ¢ o valor do seguro a ser recebido ou da renda em questdo, a probabilidade de
ganho ¢ a probabilidade de morte ou sobrevivéncia do mesmo, conforme o caso, € a esperanca

matematica ¢ o prémio atuarial a ser pago na data inicial para a obtencao do seguro ou renda.
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Para a defini¢do das probabilidades de morte ou sobrevivéncia, calcula-se a taxa de
mortalidade. Ela pode ser determinada pelo método do grupo-fechado, o qual se da por
intermédio de um cadastro individual de um grande grupo de pessoas € 0 acompanhamento do
decrescimento do grupo até a sua extingdo total, onde a taxa de mortalidade sera a relagao
entre os Obitos e o numero de vivos. Este método ¢ de dificil aplicagdo por envolver periodos
longos de acompanhamento e exigir condi¢des idénticas em relacdo a idade, satide e outros.
Outro método ¢ o do seguro, que calcula a taxa de mortalidade com base na experiéncia das
seguradoras. Existe, ainda, o método do censo, que fornece a classificagdo completa da

populacdo suplementada pelo levantamento do registro de 6bitos (BRASIL,G., 1985).

A tabua de vida, também conhecida como tabua de mortalidade, ¢ um instrumento
para exibir dados sobre mortalidade humana. Ela é representada pela fungdo Iy, que indica os
sobreviventes para cada idade inteira X e estd sujeita a um decremento simples — a morte. O

intervalo de variacdo de X ¢ (0,w), onde W representa o limite da vida (IYER, 2002).

A tabua utilizada, em geral, decorre da experiéncia acumulada pelas companhias de

seguros € ¢ composta por seis colunas com as seguintes informagoes:
X: coluna das idades em ordem crescente;

Ii: quantidade de pessoas vivas em cada idade (living) sendo o primeiro valor

designado como raiz da tdbua e W representando a tltima idade da tabua;
dx: quantidade de mortes ocorridas ao longo da idade x (death);

Ox: taxa de mortalidade correspondente a cada idade, ou seja, ¢ a probabilidade de um

individuo de idade X vir a falecer antes da idade X + 1;

px: taxa de sobrevivéncia correspondente a cada idade; ¢ a probabilidade um individuo

de idade X vir a atingir com vida a idade X + 1;

ef : esperanga de vida, expectativa completa de vida ou vida média para cada idade

(expectation of life).

Uma vez escolhida a tabua de vida, o modelo de sobrevivéncia determinado pela
mesma ¢ unico, mas o inverso ndo ¢ verdadeiro. Um mesmo modelo de sobrevivéncia pode
determinar mais de uma tdbua de vida, bastando, para isso, introduzir constantes diferentes

multiplicando Iy (BOOTH et al., 1999).
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A constru¢do de uma tdbua de mortalidade ¢ dependente do conhecimento que se tem
da taxa de mortalidade (Qx) para cada idade do universo em estudo e as demais fungdes se

originam desta taxa por meio das relagdes que seguem:

+1 .+ 4+

X+2 " o)

L
X 2 X X+1

onde Ty representa a quantidade de existéncia, isto ¢, o nimero de anos vividos pelas Iy
pessoas.

As probabilidades fundamentais utilizadas para o calculo do prémio para um seguro de
vida ou para a obtengdo de uma renda de aposentadoria, baseadas na tdbua de mortalidade,

sao dadas por:
nPx, probabilidade de uma pessoa de idade X vir a sobreviver n anos;
nQx, probabilidade de uma pessoa de idade x vir a falecer até a idade X + n;

n/Qx probabilidade de uma pessoa de idade X sobreviver até alcangar a idade X + n e

nesta idade vir a falecer;

n/m Qx, probabilidade de uma pessoa de idade x vir a falecer entre a idade X + ne a

idade X + n + m.

A formulagdo matematica dessas probabilidades fundamentais estdo apresentadas a

seguir:
— _X{n —1— _ Ix B Ix+n
n Px = | ndx= nPx = |
X X
—1 [
— _ X+n __ “X+n X+n+1 _ _ "x+n X+n+m
n/Qx_n Py Qyin = | - | n/ mQx_n Px—nimPx = |—
X X X

A taxa de mortalidade central para a idade X (my) ¢ dada pela razdo entre o numero de
mortes na idade X (dy) pelo nimero de pessoas que estdo vivas na metade desta idade (Ly).

Esta relacdo € representada pela seguinte equagao:

N d
> entdo m, = X 9

m :d—x, mas L, =1, -0,5d = .
L, |, —05d, 1-05q,

X
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Essas sao as bases da matematica atuarial pela abordagem deterministica para o
desenvolvimento dos modelos de célculo de prémio puro para seguros de vida e rendas de

aposentadoria.

4.2 ABORDAGEM ESTOCASTICA

Nas ultimas duas décadas houve uma significativa mudanga no pensamento € na
abordagem levada pela pratica atuarial. Os atuarios deixaram de utilizar apenas métodos

deterministicos passando a usar métodos estocasticos (BOOTH et al., 1999).
A abordagem estocastica para a matematica do seguro de vida, descrita em Booth et

al. (1999), baseada em Bowers Junior et al., (1997) define:

0 .y ;. , . .
T" como a variavel aleatéria continua que mede o tempo decorrido entre a idade zero

e a morte geralmente dada em anos.

Fo(t )=P[T ’< t] ¢a fungdo de distribui¢io acumulada de T°, representando a

probabilidade de um individuo vir a falecer até a idade t.

S,)=P[T°>t]=1-F,(t) ¢ a fungdo sobrevivéncia, que representa a

probabilidade de um individuo sobreviver além da idade t.

X oy ,y . , . .
T 7 : variavel aleatoria continua que mede o tempo decorrido entre a idade x e a morte,

supondo que o individuo ja atingiu a idade x.
Logo, F (t)=P[T*<t] e S (t)=P[T*>t]

A conexao entre Fy e F, pode ser estabelecida como a probabilidade que um individuo

venha a falecer até a idade x + t, uma vez que ja atingiu a idade X. Entao:

Fo(x+t)—F,(x) S (t)=S°(X+t)

FX(t)z I_FO(X) ) So(x)

A forca da mortalidade na idade X ¢ denotada por 14 e ¢ definida por:
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u, = Lm(}(% PIXx<T®°<x+h|T°> X]j , onde ty representa a probabilidade de um

individuo, que sobreviveu até a idade X, falecer nesta idade. Utilizando os resultados
anteriores, chegar-se-a a uma expressdo da forca da mortalidade por meio das func¢des de

mortalidade ou sobrevivéncia, supondo ambas diferenciaveis em t.

1 d -1 d
x I_FO(X)'&FO(X): SO(X)'&SO(X)

1)

Fazendo um paralelo entre a abordagem deterministica e a estocdstica, tem-se a

seguinte correspondéncia:

Probabilidade de vir a falecer até a idade X + t + Oy F (1)
Probabilidade de sobreviver além da idade X + t ¢ Py S, (1)
Taxa central de Mortalidade m, H X%

Figura 9: Comparagdo entre abordagem deterministica e abordagem estocastica da matematica
atuarial.

Fonte: Elaborada pela autora.
A funcio densidade de probabilidade para T" sera:

fx(t)Z%Fx(t) — So()é"'(tx);’txﬁ

:t px H X+t

Existem duas abordagens para construir aproximagdes estimadas para z4 uma seria
expressar fx como uma combinacdo de probabilidades px supondo que ¢ uma fungdo
polinomial da idade de grau apropriado e, outra, em termos de valores certos da fungéo Iy,
supondo, também, uma fung¢ao polinomial da idade de grau apropriado. Os resultados obtidos
pelo uso de um modelo deterministico, geralmente, podem ser obtidos como valores

esperados em um modelo probabilistico (BOWERS JUNIOR et al., 1997).
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4.3 ANUIDADES

O conceito de juros compostos fundamenta a analise e a avaliagdo de investimentos. A
definicdo de juros compostos ¢ baseada em periodos discretos de tempo, sendo possivel
conceber, teoricamente, uma taxa de juros ¢ equivalente em termos continuos. A relagdo entre

o ¢ 1 pode ser expressa da seguinte forma:
S=In(1+1i) = e’ =1+i e V=—-=¢

O valor presente de uma anuidade antecipada ou devida, que paga 1 unidade monetéria
no inicio de cada ano por n anos, ¢ a soma de uma progressdao geométrica onde cada termo
representa o valor atual do pagamento individual realizado em um determinado periodo. Esta

anuidade ¢ representada da seguinte forma:

n

1-v
1-v

d =14+v+Vvi+..+v" =
|

Por meio do estudo das anuidades na matematica financeira, ja se tem o conhecimento
da terminologia, da notacao e da propria teoria utilizados na teoria das anuidades de vida, que
agrega uma condi¢do para o pagamento da anuidade, ou seja, a anuidade sé serd paga se o
individuo estiver vivo. Logo, uma anuidade de vida ¢ uma série de pagamentos feitos
continuamente ou em intervalos iguais enquanto o individuo estiver vivo. Ela pode ser

vitalicia ou temporaria, imediata ou diferida (BOWERS JUNIOR et al., 1997).

Geralmente, trabalha-se com anuidades pagas em intervalos de tempo iguais,
definindo apenas se estas serdo pagas no inicio ou no final do periodo. Quando se pensa em
receber uma renda ou efetuar um pagamento que dé direito a uma renda futura, normalmente

faz-se de forma antecipada.

Qualquer estudo de anuidades comega por definir uma anuidade vitalicia imediata
antecipada como sendo o caso mais geral. Uma anuidade que paga, de imediato, 1 unidade
monetaria, no inicio de cada ano, enquanto o individuo estiver vivo, € conhecida na literatura

internacional, como whole life annuity-due.
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Pela abordagem atuarial tradicional, esse valor ¢ dado por:

X
D
5 = N, t:ZW: ' D,+D,+...+D, LN"+1 V" LV

X = X X X
D l,.v l,.v l,.v

Onde:

&, ¢ o valor atuarial de uma renda unitéria vitalicia, imediata, antecipada para a idade X;
N, € osomatorio dos valoresde D, , variando de  a X, isto €, do fim da tabua para o principio;

D, é o produto de |, pelo fator de juros, conhecido como valor descontado dos vivos da idade x.

As fungdes Dy e Ny estdo apresentadas numa tdbua chamada Tabua de Comutagdo. Ela
reine em varias colunas os numeros de comutagao resultantes da multiplica¢ao das fungdes Iy
e dyx, de uma Tabua de Mortalidade, pelo fator de juros a uma taxa prefixada (BRASIL, G.,
1985).

Pela abordagem estocastica, de acordo com Bowers Junior et al. (1997), considera-se a
varidvel aleatoria discreta K sendo o tempo de vida futura do individuo. O valor presente da

variavel aleatoria Y, que representa a anuidade, serd Y = a@r

A probabilidade associada a este valor presente ¢ Pr(K =Kk)=,p,0,,«, ou seja, a
probabilidade que um individuo de idade X venha a sobreviver até¢ a idade X + K e, nesta

idade, falega.

O valor presente atuarial desta anuidade sera dado pela esperanga de Y.

+o0 +o0
a, =E[Y]= E[amd = za@“( Pilxk = ZVK k Px, resultado este obtido
K=0 K=0

pelas somas de séries. Esta expressao ¢ a formula de pagamento corrente do valor presente

atuarial para uma anuidade unitaria imediata vitalicia antecipada, onde , p, € a probabilidade

de um pagamento de 1 u.m. ser feito no periodo K. Trabalhando a férmula acima

recursivamente, obtém-se:

_ gy K+l _ _ K+l K+1 2 _ 2
ax = E|:1 v :| = ! AX Var(af) =Var(1 v J — Var(V ) - Ax (Ax) :
d d K+1| d d > q 2
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onde A, é o valor presente atuarial de um seguro de vida para uma unidade monetaria

calculado a taxa de juro 24.

Para as variagdes da renda relativas a duragdo e ao periodo inicial de pagamento, as

formulagdes estdo apresentadas na seqii€éncia, de acordo com a abordagem estocastica.

O valor presente da variavel aleatoria de uma renda imediata temporaria antecipada de

aKT“, 0<K<«n

um. por ano € Y = e seu valor presente atuarial ¢

a-, K=>n
n|

n-1 n-1
é:x:ﬁ| = E[Y] = Zam|K pqu+K +é:ﬁ|n px = ZVK K px .
K=0 K=0

v 0<K<n
Sendo Y = (1 — 2)/ d, onde Z =

¢ o valor presente da varidvel
v, K>n

aleatoria para 1 u. m. de seguro de vida, pagéavel no final do ano da morte do individuo ou no

vencimento do contrato, tem-se:

4

_ 1-A . ZA-ﬁ_A'ﬁ ’
o = 1-E[Z] _ e Var(Y) :VargZ) _ D g )
' d d d d

Para uma renda vitalicia diferida antecipada de 1 u.m. pagavel no inicio de cada ano
enquanto o individuo sobreviver, a partir da idade X + n, o valor presente da variavel aleatéria

e o valor presente atuarial sdo, respectivamente:

0, 0<K<n

Y= K>n

n\aK+1—n\’
+o0 ‘
E[Y]:n\ax:nEanM =a, _ax:ﬁ\ = ZV Kk Px
K=n

Var(Y) = %Vzn n px(ax+n_zax+n )+n2\ax _(n\ aX)Z

O estudo da renda por meio de modelos estocasticos € recente e a aplicacao dos
mesmos também ¢ nova. Essa linha de estudo est4 sendo desenvolvida por autores de diversas

areas, por exemplo,economia, finangas, pesquisa operacional e outras afins, além da atuarial.
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4.4 MODELO ATUARIAL

Os parametros demograficos e econdmicos basicos utilizados para a modelagem

atuarial de qualquer plano previdenciério, segundo Iyer (2002), envolvem a definigao:

- dataxa de juro;

- da taxa de crescimento salarial, que deve exceder a taxa de inflagdo numa situagao
de normalidade econoémica;

- da taxa de indexagdo das aposentadorias, que deve, no minimo, manter o poder de
compra da mesma e, de preferéncia, manter o padrao de vida dos aposentados em
um nivel semelhante ao da fase ativa;

- das taxas de mortalidade, invalidez e outros decrementos conforme o plano;

- dataxa de inflagdo.

O valor de uma renda pods-aposentadoria e o valor a ser poupado, com a finalidade de
constituir o fundo gerador da mesma, sao calculados por intermédio da matematica atuarial. A
equacdo que determina o valor da contribuicdo ou da renda parte de uma situagcdo de
equilibrio, onde o valor atual das contribui¢des realizadas ao longo de um periodo deve ser

igual ao valor atual da renda a ser recebida.

O equilibrio atuarial exige que as despesas e demais desembolsos futuros
correspondam fontes presumivelmente capazes de, pelo menos, se equipararem aos
gastos. [...] ndo pode ser tdo precisamente avaliado quanto o equilibrio financeiro, [...],
pois devem ser levados em conta pardmetros sobre 0s quais ndo se tem certeza total. A
analise do equilibrio atuarial verifica a capacidade do fundo para saldar de forma
consistente os seus débitos em longo prazo. (PEREIRA; MIRANDA; SILVA, 1997,

p-14).

O modelo atuarial pode ser discreto ou continuo, com parametros predeterminados e

com variaveis deterministicas ou estocasticas.

Modelo discreto:

w Ct ~ w Bt
t=0 (1"‘i)t o (1+1)

-,com te{0,1,2,3,..,w}
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Modelo continuo:
jOWC(t)e*&dt - jow B(t)e*'dt,com t e [0,w]

No primeiro caso, tanto as contribui¢des (C;) quanto os beneficios (B;) sdo indicados
um a um ¢ descontados a taxa de juro i, sendo o modelo discreto mais simples aquele que
considera as contribui¢cdes e beneficios como valores constantes ao longo do tempo. Este
modelo pode, pois, ser aperfeicoado utilizando-se valores crescentes em progressao aritmética
ou geométrica em ambas as situacdes. E possivel ainda considerar crescimentos diferentes, ou
seja, as contribui¢des podem estar vinculadas a taxa de crescimento salarial e os beneficios a

taxa de juro da economia.

No caso continuo, o valor das contribui¢des e dos beneficios ¢ calculado pelas fungdes
matematicas derivaveis (C(t) e B(t)) e o valor atual é calculado por juros compostos

capitalizados continuamente, onde & =1In (1 +1).

A utilizagdo de um modelo atuarial é necessaria para que se possa determinar o valor
da contribuicdo ou da renda de aposentadoria, mas ndo ¢ suficiente, pois ndo consegue
garantir que esses valores calculados se manterdo, independentemente do desenvolvimento da
economia ¢ do mercado financeiro. Pelo fato de ser um modelo, ¢ uma aproximacdo da

realidade e ndo absorve a totalidade das variagdes dos parametros e premissas adotadas.

O capitulo seguinte apresenta um estudo sobre os fatores financeiros que determinarao

o desempenho do fundo, desde a taxa de juro até o mercado financeiro e previdenciario.
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5 ENFOQUE FINANCEIRO

Uma vez que poupar ¢ uma condi¢do essencial para a existéncia de uma renda futura e
o valor a ser poupado ja esta definido, ¢ relevante a destinacdo desses recursos, seja ele para o
mercado financeiro ou diretamente no mercado previdenciario. Depende da evolucao
financeira do fundo, ou seja, do retorno do capital investido por meio das contribui¢des, o
alcance do valor da renda de aposentadoria calculada previamente. A decisdo de investimento
pressupde a existéncia de um determinado valor oriundo, em geral, da decisdo de ndo
consumir no presente, para que mais possa ser consumido no futuro. Esta decisdo serd 6tima
na medida em que maximizar a satisfacdo esperada do consumo futuro, isto ¢, se a renda de

aposentadoria for suficiente para satisfazer as necessidades e preferéncias do poupador.

O capital disponibilizado pelos poupadores ¢ direcionado aos investidores que pagardao
pelo mesmo uma taxa de juro acordada inicialmente. Dessa forma, a intermediacdo pode ser
considerada como o processo de mercado que traz juntos os usudrios finais do sistema
financeiro: familias e empresas que poupam dinheiro e tomadores que desejam investir em

capital fisico ou financiar o consumo sobre ¢ acima da renda corrente (BOOTH et al.,1999).

De acordo com a teoria financeira, os individuos t€ém gostos diferentes em relagiao ao
consumo e graus distintos de aversdo ao risco. Para o investimento ocorrer, os aplicadores
calculardo a utilidade esperada para todas as alternativas possiveis e escolherdo aquela que a

maximiza (COPELAND; WESTON, 1988).

Desta forma, E [U (W )] = Z piU (Wi ) , onde:

U(W) representa a fungdo utilidade da riqueza;
pi representa a probabilidade de ocorréncia de cada alternativa i;
U(W;) representa a fungao utilidade da riqueza da alternativa i.

A teoria das preferéncias do consumidor foi utilizada para desenvolver a funcao
utilidade cardinal da riqueza e, uma medida para o prémio de risco, além da derivacdo da

medida de aversdo ao risco do investidor.
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5.1 TAXA DE JURO

A definicdo da taxa de juro a ser utilizada em qualquer célculo financeiro ¢
fundamental, ocorrendo isto, também, para os céalculos atuariais, sejam eles referentes tanto a
beneficios quanto a contribuigdes. Além da definicdo de qual taxa usar, serd necessario fazer

projecdes, para periodos futuros, de crescimento da mesma.

Como a taxa de juro definird o fator de desconto a ser utilizado no calculo de valor
atual, taxas altas implicardo valor de contribuicdo menor para a geracdo do fundo de

aposentadoria, enquanto que taxas mais baixas exigirdo contribui¢des de maior valor.

De acordo com a teoria classica de juros, Fisher em 1930 coloca que a taxa de juro é
aquela que equilibra a oferta e a procura de capital, onde a oferta depende da propensdo das
pessoas para a poupanca e a procura depende das oportunidades de investimento produtivo

(BREALEY; MYERS, 2000).

A taxa de juro dita nominal ou aparente ¢ decomposta em dois fatores — a taxa de juro
real e a taxa de inflagdo. E preciso estar claro em qualquer célculo realizado qual a taxa de

juro utilizada, se a taxa de juro real ou se a taxa de juro nominal.

Fisher afirma que a taxa de juro nominal deve ser igual a taxa de juro real mais a taxa
de inflagdo prevista, e que uma variagao na inflacdo esperada causard a mesma variacao na

taxa de juro nominal (BREALEY; MYERS, 2000).
Desta forma, a relacdo apresentada é:

I+i=0+nr)1+1)
i=r+1+1Ir, onde:

i ¢ a taxa de juro nominal;
r ¢ a taxa de juro real;

| ¢ a taxa de inflagdo.
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A taxa de juro real ¢, efetivamente, uma taxa esperada porque a inflacao futura ndo ¢
totalmente previsivel, a taxa de juro real (esperada) varia efetivamente ao longo do tempo

(BREALEY; MYERS, 2000).

Taxas de juro ndo sdo, portanto, constantes através do tempo e a taxa de juro de um
instrumento financeiro sera uma fun¢do de sua maturidade, isto ¢, o tempo até o vencimento.
Tanto as contribuigdes para formacao de uma poupanca com a finalidade de aposentadoria
quanto os beneficios recebidos a partir dela envolvem prazos longos. Por isso ¢ necessario

conhecer a estrutura temporal da respectiva taxa de juro.

A teoria financeira apresenta, em seu desenvolvimento, hipdteses para o crescimento
da taxa de juro em funcao do tempo. A primeira hipotese surgida € a hipotese das expectativas
ndo-viesadas, que foi primeiramente postulada por Irving Fisher em 1896 e desenvolvida
posteriormente por Friedrich Lutz em 1940. Lutz refere-se a perfeita previsibilidade da
formula fischeriana — a taxa de longo prazo sera igual a média geométrica das de curto prazo
e, além disso, que a taxa de retorno sobre a aplicacdo de um periodo sera a mesma,

independentemente da maturidade do titulo. (COPELAND; WESTON, 1988).

De acordo com Brealey e Myers (2000), esta teoria ¢ extrema e ndo totalmente
comprovada pelos fatos, ¢ o estudo de Fama de 1984 confirma que as taxas de juro de longo
prazo refletem, em parte, as expectativas dos investidores acerca das futuras taxas de curto

prazo.

Outra hipdtese levantada € a teoria da preferéncia pela liquidez. Esta teoria supde que
o risco advém unicamente da incerteza acerca das taxas reais subjacentes € que as taxas de
juro de longo prazo seriam mais altas que as de curto prazo, devido a menor liquidez e a
maior sensibilidade dos titulos de longo prazo aos movimentos da taxa de juro (BREALEY;

MYERS, 2000).

Hicks argumenta que um prémio de liquidez, isto ¢, um maior ganho para investir no
longo prazo existe porque uma dada mudanga na taxa de juro tera um efeito maior no prego
dos titulos de longo prazo do que nos de curto prazo. Como principio geral, tem-se que
maiores riscos devem ser compensados por maiores rendimentos (COPELAND; WESTON,

1988).

A hipdtese de segmentacdo de mercado € a terceira teoria da estrutura a termo,
atribuida a Culbertson, Walker, Modigliani e Sutch. Ela enfatiza que existe relativamente

pouca substituicao entre ativos de maturidades diferentes porque os investidores tém habitos
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preferentes e que as taxas de juro para uma dada maturidade sdo explicadas principalmente

pela procura e oferta de fundos de maturidade especifica (COPELAND; WESTON, 1988).

A teoria econdmica apresenta, entdo, trés hipdteses para as alteragdes temporais da
taxa de juro, sendo possivel resumi-las, tentando ndo simplificar em demasia, na existéncia de
expectativas racionais dos investidores, preferéncia por liquidez e maturidade dos

investimentos.

Para este trabalho, serd necessdrio determinar a taxa de juro a partir das taxas
existentes no mercado brasileiro e fazer uma projecdo da mesma para um longo periodo. A
taxa de juro que serve como referéncia as demais ¢ a taxa de juro do mercado de reservas
bancarias — taxa SELIC, determinada pelo Banco Central do Brasil. E por meio da taxa
SELIC que as taxas do mercado financeiro sdo determinadas: taxas de empréstimos,

poupanga, CDB, financiamento e outras (MENDONCA, 2001).

Fama (2002) faz aproximacdes da taxa de juro livre de risco — taxa pura de juro —
testando o retorno do C-bond, da caderneta de poupanca e do CDI. Ele conclui que o C-bond
mostra-se inadequado, pois estd correlacionado estatisticamente com outros ativos da
economia. A poupanga ¢ o CDI mostram-se condizentes com a conceituacao teérica de uma
taxa pura de juro. A questdo que fica, portanto, ¢ a existéncia destas duas taxas na economia
brasileira com caracteristicas similares em termos de risco, mas com retornos médios distintos

no longo prazo.

Além da defini¢do da taxa a ser utilizada, tem-se a necessidade de projetar a mesma
para o periodo futuro, mas ndo é possivel saber se essa taxa mantera sua variabilidade no
mesmo patamar dos dados passados. Existem muitos métodos para incorporar a variabilidade
da taxa de juros aos modelos atuariais. Um método seria o de propor cenarios de taxas de juro.
Um possivel cenario ¢ o esbogo de uma seqiiéncia projetada de eventos. No cendrio
deterministico as taxas de juro para cada periodo sdo determinadas pelo atuario. Nos cenarios
aleatorios, as taxas de juro sdo deterministicas, o atudrio formula os cendrios plausiveis
especificando uma distribuicdo de probabilidades para os mesmos. Outro método, seria
utilizar um modelo estocastico baseado em dados passados ou que dependa de caracteristicas
assumidas do mercado de capitais, dessa forma, as taxas de juro apresentam uma variagao
aleatoria e sdo modeladas por uma funcao de distribuicdo de probabilidades. (BOWERS

JUNIOR et al., 1997).
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5.2 RETORNO E RISCO DE UM INVESTIMENTO

A teoria basica relativa a risco e retorno ¢ normalmente estudada nos modelos de
equilibrio dos ativos financeiros, que se prestam a explicar o comportamento dos precos dos
titulos e fornecer mecanismos de avaliacao do risco e retorno da carteira. Se a distribui¢do dos
retornos dos ativos € normal, entdo a utilidade esperada pode ser maximizada pela sele¢ao das
melhores combinagdes entre retorno e risco, calculados, respectivamente, pela média e
variancia. A média do retorno esperado do conjunto dos investimentos pode ser expressa
como a média ponderada dos retornos esperados dos titulos individuais, onde os pesos sdo as
porcentagens investidas em cada titulo. A variancia ¢ dada pela soma das variancias
individuais multiplicadas pelo quadrado do peso mais a covaridncia entre os titulos. A
covariancia ¢ um conceito fundamental, uma vez que ela mede a contribuicao de cada titulo
individual ao risco da carteira, que é o conjunto de investimentos selecionados para aplicagao

dos valores (COPELAND; WESTON, 1988).

O risco pode ser visto como a possibilidade de prejuizo financeiro, sabendo-se que,
quanto mais incerto for o retorno de um investimento, maior serd o risco. A preferéncia em

relacdo ao risco se da por comportamentos:
a) de indiferenca, onde o mesmo retorno ¢ aceito para diferentes taxas de risco;

b) de aversdo, onde taxas de retorno maiores sdo exigidas para taxas de risco maiores,
ou;
c¢) de propensdo, onde o investidor assume maiores riscos sem previsdo de retornos

maiores.

Para Ross, Westerfield e Jaffe (2002), o investidor tipico € avesso ao risco. Dessa
forma ele assume riscos maiores somente se puder obter retornos maiores também. Esse
maior retorno estd contemplado na parcela referente ao prémio de risco contida na taxa de
juro do investimento. O prémio pelo risco reflete a possibilidade de inadimplemento do
emissor da divida, a possibilidade de alteragdo da taxa de juro durante o periodo do
investimento, também a liquidez do titulo e questdes como a forma de resgate prevista no

contrato e alteragdes na tributagdo do mesmo.

No mercado financeiro pode-se dividir o risco total em dois tipos: o risco

diversificavel, que se pode minimizar e o risco ndo-diversificavel, que se refere a forcas que
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afetam a todas as empresas. Este ultimo € o mais relevante, pois reflete a contribuicao de cada

ativo ao risco da carteira.

A diversificacdo simples dos ativos diminui o risco nao-sistematico ou diversificavel,
que ¢ o tipo de risco relacionado a eventos especificos das empresas, mas nao elimina o risco
sistematico ou nao-diversificavel, que é o risco que afeta conjuntamente a todos que
participam do mercado. A preocupacdo do investidor €, entdo, com o risco ndo-diversificavel.
Fama (1976) apresenta em seu estudo que a composicao de uma carteira diversificada atingird
0 seu Otimo, ou seja, a redu¢do do risco diversificavel, com ndo mais do que 15 titulos

(BREALEY; MYERS, 2000).

Os modelos de precificacdo de ativos sdao utilizados para determinar o prego de
mercado para o risco e medir, apropriadamente, o risco de um ativo individual. O Capital
Asset Pricing Model (CAPM) foi desenvolvido em 1963, inicialmente por Sharpe, a partir dos
estudos de Tobin e Markowitz. Este modelo supde que os investidores sdo avessos ao risco e
maximizadores da utilidade esperada de sua riqueza ao final do periodo e possuem
expectativas homogéneas sobre os retornos dos ativos, que tém uma distribui¢do conjunta
normal. A eficiéncia do portfolio de mercado e o modelo CAPM sao inseparaveis, constituem

hipoteses conjuntas (COPELAND; WESTON, 1988).

A equacdo do CAPM ¢ E( R, )= R + [ E( R, )— R; ]G—'Q” , conhecida também

m

por Security Market Line (SML). A taxa de retorno requerida de qualquer ativo (E( féi )) é
igual a taxa de retorno livre de risco (R, ) mais o prémio de risco ([ E( Iim )—-R; ]G—;“). o

prémio de risco é o prego do risco ([ E( Ism )—R; ]) multiplicado pela quantidade de risco

o} : , : 1
(—5-). O preco de risco ¢ a diferenga entre a taxa de retorno esperado do portfolio de

m

mercado e a taxa de retorno livre de risco. A quantidade de risco ¢ dada pela covariancia entre
o retorno do ativo de risco I e o portfélio de mercado M, dividido pela variancia do portfélio

de mercado, designada por £.

De acordo com o CAPM, a defini¢do correta do risco de um ativo individual ¢ a que
estd apresentada na relacdo a seguir, pois revela a contribui¢do do mesmo ao risco do

portfolio.
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o
B = l;

On

_ COV(R| > Rm)
~ VAR(R,)

Existem muitas criticas ao CAPM, em virtude das suposi¢des iniciais serem
consideradas bastante restritivas. Dentre estas estd a questdo dos retornos com distribui¢ao
nado-normal, a existéncia de ativos ndo-negociaveis, o modelo em tempo continuo, a existéncia

de expectativas heterogéneas e impostos (COPELAND; WESTON, 1988).

Em 1976, Ross desenvolveu um novo método de precificagdo de ativos denominado
Arbitrage Pricing Theory (APT). Diferentemente do CAPM, a APT admite que o retorno
esperado de um determinado ativo ¢ fun¢do da covariancia do ativo em questdo com diversos

fatores, e ndo apenas do portfolio de mercado.

A teoria apregoa que os fatores usados na APT, de &mbito setorial ou
macroecondmico, sdo responsaveis pela parte do risco que ndo pode ser anulada com a
diversificacdo, mas ndo especifica quais sdo eles. A APT ¢ um modelo mais amplo e
sofisticado do que o CAPM, pois permite trabalhar mais proximo da realidade pelo uso de
multiplos fatores para medir os retornos esperados. O portfolio de mercado se apresenta como
um dos diversos fatores escolhidos para determinar o prémio de risco do ativo (BREALEY;

MYERS, 2000).

5.3 MERCADO FINANCEIRO

Os investimentos no mercado financeiro tanto podem ser dirigidos ao mercado de
renda fixa quanto ao de renda variavel. O mercado de renda fixa compde-se de ativos cuja
remuneracdo ou retorno de capital pode ser dimensionado no momento da aplicagao. Os
titulos de renda fixa sdo publicos ou privados, conforme a condi¢cdo da entidade ou empresa
que os emite. J4 o mercado de renda varidvel compde-se de ativos cuja remuneragdo ou
retorno de capital ndo pode ser dimensionado no momento da aplicagcdo. Este mercado
compreende todas as operacdes realizadas nas bolsas de valores, de mercadorias, de futuros e
assemelhadas, bem como as operagdes com ouro, com a interveniéncia de instituigdes

integrantes do Sistema Financeiro Nacional (PEREIRA; MIRANDA; SILVA, 1997).
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O mercado de agdes e derivativos tem, como caracteristicas basicas, a maior exposi¢ao
ao risco, a magnitude incerta dos ganhos, a agilidade de negociacdo dos ativos e a
incorporagdo rapida de novas informagdes ao preco dos ativos. Esse mercado contribui para o
crescimento da economia do pais, na medida em que orienta o investimento para o setor
produtivo. A caracteristica principal dos derivativos € que, por intermédio deles, ¢ possivel
esterilizar grande parte do risco — objeto de negociacdo deste mercado (PEREIRA;

MIRANDA; SILVA, 1997).

5.4 MERCADO PREVIDENCIARIO

O modelo de previdéncia adotado em qualquer pais ¢ fundamental para a formacao da
poupanca pelo fato de deslocar consumo presente para o futuro e ampliar a poupanga corrente.
No modelo de capitalizagdo ha uma transferéncia de renda intertemporal para o proprio

individuo (CONTADOR, 2003).

A aplicacdo dos recursos destinados a aposentadoria pode ser realizada em
investimentos do mercado financeiro especificos para tal ou diretamente no mercado de

previdéncia complementar.

Os fundos de investimento orientados a aposentadoria s3o aplicagdes com o objetivo
de complementagdo da aposentadoria de seu investidor. O Fundo de Aposentadoria
Programada Individual (FAPI) ¢ constituido sob a forma de um condominio aberto e
administrado por instituigdes financeiras. Nao ha rentabilidade minima prevista e todo o
rendimento é repassado ao investidor que, ao final do periodo de contribuig¢do, podera sacar
todos os recursos. O risco do investidor no FAPI € o risco dos titulos da carteira. Este modelo
foi inspirado no Individual Retirement Account (IRA) dos Estados Unidos (FORTUNA,
2001).

Outro tipo de aplicagdo com fins previdenciais ¢ o Plano Gerador de Beneficios Livres
(PGBL), inspirado no plano 401K dos Estados Unidos, no qual o cliente pode escolher o
perfil do risco desejado. O PGBL oferece trés modalidades distintas de investimento: o plano
soberano, que aplica os recursos apenas em titulos federais, o plano renda fixa, titulos

publicos federais e outros de renda fixa e o plano composto, que além das aplicagdes
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anteriores adiciona a possibilidade de aplicar até 49% dos valores em renda variavel. A
rentabilidade vai depender da modalidade escolhida, da capacidade do administrador ¢ da

economia do pais.

Além do PGBL, existe o produto Vida Gerador de Beneficios Livres (VGBL). Eles
sdo produtos com caracteristicas semelhantes, a diferenca esta no tratamento fiscal. No PGBL,
o investidor deduz de sua base de célculo do Imposto de Renda as contribuigdes feitas, até o
limite de 12% de sua renda bruta anual. O VGBL nao conta com esse incentivo, mas, nesse

caso, o investidor ¢ tributado apenas em relacao ao ganho de capital.

A previdéncia privada aberta tradicional ¢ uma opg¢ao de aposentadoria complementar
na qual o interessado ira custear integralmente a sua renda futura, garantindo uma
rentabilidade minima de TR ou IGP-M mais juros de 6% ao ano. O aplicador podera

contribuir para uma renda vitalicia por sobrevivéncia, por invalidez e também por morte.

Os novos planos da previdéncia aberta também garantem uma renda minima aos
participantes. O plano com remuneracao garantida e performance (PRGP) garante uma taxa
de juro mais uma corre¢do por indice de pregos e um excedente financeiro. O plano com
atualizacdo garantida e performance (PAGP) ndo garante taxa de juro, mas inclui corre¢ao
pelo indice de pregos e excedente financeiro. Os custos dos mesmos envolvem uma taxa de
carregamento, uma taxa de administracdo e uma taxa de gestdo financeira (FORTUNA,

2001).

A escolha de um fundo de previdéncia aberta deve ser realizada com cuidado,
analisando-se aspectos quanto a rentabilidade, liquidez, beneficios fiscais, taxas de
administracao, taxas de carregamento e outros fatores que possam influenciar. De acordo com
o estudo realizado por Leal (2001), nem sempre as vantagens fiscais oferecidas pelos fundos
de previdéncia privada os tornam mais vantajosos do que a poupanca realizada por meio de
fundos de renda fixa e fundos de investimento financeiro. Ele verificou que o custo de
administracao de maior impacto sobre a riqueza final do poupador ¢ a taxa de administragao,

se comparado com a taxa de carregamento.

O plano de contribuicdo definida oferece um mecanismo flexivel para a poupanga
destinada a aposentadoria, sendo necessario, em alguns casos, um nivel minimo de
contribui¢cdes, mas, em geral, serd possivel fazer contribui¢des adicionais voluntarias, para
que o valor poupado atinja o nivel desejado. Estes planos envolvem um risco consideravel

para os membros, estando dentre eles: o risco de mercado causado por condi¢des; o risco
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econdmico gerado por meio de taxas de retorno real insuficientes, devido a inflacdo e ao
baixo crescimento econdmico; o risco de faléncia do administrador do fundo; o risco de
longevidade, no qual o contribuinte sobrevive um nimero maior de anos do que o utilizado

nas estimativas iniciais; o risco fiscal e o risco politico, dentre outros (DAYKIN, 2002).

Os mercados financeiro e previdenciario apresentam uma série de alternativas para o
investimento do valor acumulado para fins de aposentadoria. O individuo deve estar atento ao
desempenho do investimento escolhido e ter sempre presente a possibilidade de

redirecionamento do mesmo na busca de um maior rendimento.
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6 METODO

A presente dissertagdo ¢ desenvolvida a partir da construcdo de um modelo
matematico atuarial capaz de apresentar o valor atual a ser poupado para a geragdo de uma
renda futura definida inicialmente, com parametros predeterminados. A solugdo analitica do
modelo ¢ apresentada na seqiiéncia desse capitulo considerando variagdes nos parametros de

entrada.

O modelo desenvolvido ¢ um modelo de longo prazo, desse modo as premissas
adotadas apresentardo, possivelmente, alguma variabilidade. Para capturar essa variabilidade
¢ realizada uma simulacdo do modelo para cendrios diferentes, utilizando uma variagao
estocastica da taxa de juro, com o objetivo de estudar a distribuicdo de probabilidades do

resultado esperado.

O desenvolvimento desse capitulo envolve uma série de passos arrolados abaixo e

discutidos a seguir:
a) a escolha da tdbua de mortalidade para a utilizagdo nos célculos atuariais;

b) o estudo da taxa de inflagdo e da taxa de juro para determinacgdo da taxa de juro real

da economia para ativos com € sem risco;

c¢) a apresentagdo de um modelo atuarial, baseado na matematica atuarial tradicional,
para a constituicdo de um fundo capaz de gerar uma renda vitalicia constante, a ser
recebida a partir da data de aposentadoria do individuo. Este fundo serd constituido por

contribui¢des periodicas constantes durante um periodo de tempo predeterminado;

d) a apresentacdo de uma variagdo do modelo constante, contemplando a contribui¢do

e/ou a renda com um crescimento geométrico no tempo;

e) a determina¢do da contribuicdo inicial anual necessaria para gerar uma unidade

monetaria anual real de renda, para todos os modelos, em idades iniciais distintas;

f) o célculo dos valores do fundo e da renda gerados para a idade 65, de acordo com os

parametros de cada modelo, para a idade de ingresso no modelo de 30 anos;
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g) a simulagdo do desempenho do fundo considerando a variagdo estocéstica da taxa real
de juro, para os modelos que apresentaram as menores contribuicdes, calculando o

fundo provavel a ser gerado para a idade 65;

h) a comparacdo dos resultados obtidos, visando a identificagdo do modelo mais

adequado a ser utilizado.
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6.1 TABUA DE MORTALIDADE

A escolha da tabua de mortalidade, também chamada tabua de vida ou de
sobrevivéncia, afeta diretamente qualquer estudo atuarial. O mercado brasileiro utiliza
diversas tdbuas internacionais, pois carece de tabuas especificas. A Fundacgdo Instituto
Brasileiro de Geografia e Estatistica — IBGE desenvolve anualmente uma tabua para o Brasil,

que ¢é utilizada para o célculo do fator previdenciario'* (DEUD, 2004).

Motivados pela inexisténcia de tdbuas especificas para o caso brasileiro, Beltrdo e
Pinheiro (2002) construiram duas tdbuas de vida, uma para os consumidores do produto
seguro de vida e outra para os de previdéncia privada, a partir dos dados de 1998, fornecidos
pela Superintendéncia de Seguros Privados — SUSEP. Foram utilizadas as informagdes sobre
os Obitos dos individuos em questdo ocorridos no periodo. Os autores, ainda, comparam as
tabuas construidas com aquelas existentes no mercado. Para isto, eles utilizam o calculo do
desvio relativo quadratico médio, que mede a variabilidade intrinseca dos dados utilizados
para o ajuste e a distancia do ajuste aos dados originais, para cada tdbua e concluem que a
tabua AT 2000, que ¢ a tdbua geralmente utilizada pela SUSEP, ¢ a que apresenta a melhor

aderéncia aos dados da populagdo base da nova tabua.

A comparacdo entre a tdbua proposta por Beltrdo e Pinheiro (2002) para previdéncia,
com a tabua AT 2000 e com os dados de mortalidade do Censo 2003 mostra que a tabua de
Beltrao e Pinheiro (2002) ¢ mais agravada, ou seja, apresenta taxas de mortalidade, para cada
idade, maiores do que a AT 2000 e apresenta taxas de mortalidade menores para a idade até
70 anos do que os dados fornecidos pelo Censo 2003. Cabe ressaltar que a tdbua proposta foi
obtida a partir dos dados de individuos que possuem planos de previdéncia, ou seja, pessoas
que se preocupam com a renda para a aposentadoria, € este € o caso especifico tratado neste

estudo.

O grafico comparativo das tdbuas esta apresentado na Figura 10 e a tdbua proposta por

Beltrao e Pinheiro (2002) encontra-se no Anexo A.

' {ndice instituido pela Lei 9.876 de 26/11/99 para utilizagdo na determinagdo do valor das aposentadorias por
tempo de servigo e por idade da Previdéncia Social, baseado na idade do segurado, no tempo de contribuigio
e na expectativa de sobrevida no momento da aposentadoria.
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Figura 10: Gréfico da tabua de vida AT2000, da tabua de vida proposta por Beltrao e Pinheiro
(2002) e dos dados de mortalidade do Censo de 2003

Fonte: elaborado pela autora

A tabua elaborada por Beltrao e Pinheiro (2002) ¢ preferida nesse estudo pelo fato de
que a partir dos 55 anos ela apresenta uma taxa de mortalidade maior do que a taxa utilizada
pela SUSEP, mas ainda inferior aos dados do Censo, pois ela contempla a populacdo que

possui seguro ou algum plano de previdéncia privada.

Uma tdbua mais agravada gera um tempo de sobrevivéncia menor apos a idade
relativa a aposentadoria e, portanto, implica acumula¢do de um fundo menor. Como se estuda
nesse momento uma renda para o periodo de aposentadoria, ¢ interessante que se possa usar
uma tabua com taxas de mortalidade menores nesse periodo, dado que a estimativa de vida do
brasileiro esta aumentando gradativamente. Logo ndo interessa acumular um fundo que nao
consiga responder a totalidade do periodo entre a aposentadoria e a morte. Nesse caso ¢
preferivel que o fundo ndo acabe — e ai aparega a questdo da heranca — do que o individuo

extinga sua renda antes de sua morte.
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6.2 TAXA DE JURO

A taxa de juro ¢ essencial para os célculos a serem realizados neste estudo. Como a
taxa de juro da economia ¢ uma taxa nominal, expressando simultaneamente o ganho real e a

inflagdo, é necessario ter uma série que expresse somente o ganho real.

Para medir a inflacdo, existe uma variedade de indices calculados por diversos
institutos. Neste estudo serd adotado o indice calculado pela Fundagdo Gettlio Vargas (FGV),
o Indice Geral de Pregos (IGP-DI) anual, obtido do banco de dados do Instituto de Pesquisa
Econdmica Aplicada (IPEA). O Indice Nacional de Precos ao Consumidor (INPC) néo sera
adotado, em virtude da série disponivel iniciar em 1980. O IGP-DI tem sua série a partir de
1945 até hoje. Os dois indices sdo altamente relacionados, apresentando uma correlagdo de

0,996393, que pode ser observada na Figura 11.

Inflagdo: INPC x IGP-DI
Taxa
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Figura 11: Gréfico das séries do INPC e do IGP-DI de 1980 a 2003.

Fonte: Elaborado pela autora.
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O calculo da taxa real (r) ¢ dado pela razio entre a taxa nominal (i) e a taxa de inflagdo

oy

Pelo estudo de Fama (2002), tanto a taxa do CDI quanto a taxa da poupanca podem ser

(1), como segue.

consideradas taxas livres de risco para o Brasil. Nesse estudo optou-se por trabalhar com a
taxa do CDI. No entanto, a série disponivel do CDI inicia-se em setembro de 1994 e como se
buscam dados a partir de 1970, esta série mostrou-se ndo apropriada. Dessa forma, buscou-se
outro indicador, com uma série mais extensa. Como a taxa de juros do CDB esta disponivel a
partir de 1970 e fazendo uma analise de regressdo linear entre o0 CDI e o CDB, ou seja, CDI =
a + BCDB, verifica-se que o0 CDB ¢ menor do que o CDI", a utilizagio do CDB como taxa

livre de risco revela-se condizente com este estudo.

A taxa do CDB ¢ fornecida pelo Banco Central do Brasil (BCB), e foi obtida junto ao
IPEA. Extraindo-se a inflagdo da taxa de juro livre de risco, obtemos uma série de taxa de juro
real livre de risco, intitulada CDB — real. As séries do CDB nominal ¢ IGP-DI estao

apresentadas no Anexo B e graficamente na Figura 12.

CDB nominal x IGP-DI
Taxa
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Figura 12: Gréafico comparativo das séries anuais CDB nominal e IGP-DI para o periodo 1970 a
2003.

Fonte: Elaborado pela autora.

15 Resultado da regressdo linear: R-quadrado = 0,97400678, o = -0,08422886 ¢ 3 = 1,008009603.
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De acordo com a evolugao da taxa real, podemos calcular a média e o desvio-padrao
de todo o periodo bem como para periodos menores. O periodo que vai de 1970 a 1982 possui
inflacao variando entre 15 ¢ 100% ao ano; de 1983 a 1994 tem-se uma variagao da inflagao de
200 a 2800%, exceto para o ano de 1986, que obteve uma taxa de 65%, e para o periodo

posterior a 1995 a inflagdo média passa a ser de 12% ao ano.

Baseado nestes periodos, calculou-se a média, mediana e desvio padrao para a taxa

CDB-real, conforme apresentado na Tabela 10.

Tabela 10: Medidas estatisticas para a série do CDB-real.

Periodo 70a03 70a82 83 a9%4 95a03
Meédia 5,7029 -1,6675 8,7765 12,2512
Mediana 4,9723 1,7807 9,0896 10,9955
Desvio padrao 12,8695 9,5551 13,7381 11,6642
Minimo -26,1021 -26,1021 -18,8304 -6,6241
Maximo 34,9855 6,2232 34,9855 32,3921
Contagem 34 13 12 9

Fonte: Elaborada pela autora.

A maior média ¢ observada para o periodo onde a inflagio mantém-se controlada. No
periodo de inflacdo alta, em torno de 100% ao ano, encontra-se a menor média em termos
reais. Para o periodo com inflagdo descontrolada, a taxa permanece acima daquela para o
periodo inteiro, mas inferior a do periodo final. Esses resultados podem ser observados na

Figura 13.
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Figura 13: Evolucédo da taxa real anual do CDB para o periodo 1970 a 2003.

Fonte: Elaborada pela autora.
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O valor da autocorrelacao para a série do CDB real ¢ de 0,332961, indicando que este
valor ndo ¢ significativamente diferente de zero a um nivel de significincia de 5%

(KAZMIER, 1982), conforme mostrado a seguir.

Hipotesenula H, :p=0 Hipotese alternativa H, :p#0

t critico (31 graus de liberdade, a. = 0,025) = +2,040

. roo_ 0,332961 _ 0,332961
\/1_ r2 \/0,8891 0,1694

n-2 31

=1,9661

O resultado encontrado para o teste t estd praticamente no limite de aceitacdo da
hipotese nula, ou seja, de que ndo existe auto correlagdo. Verificando a auto correlagdo da
taxa do CDB real periodo a periodo, observa-se que de 1970 a 1982 a auto correlagdo ¢ de
0,2973, de 1983 a 1994 ¢ de 0,1323 e de 1995 a 2003 ¢ de 0,0352. Em todos os periodos

aceita-se a hipdtese nula com uma margem de seguranca maior do que para o periodo todo.

Da mesma forma, ¢ necessaria a utilizagdo de uma taxa para a remuneracdo dos ativos
com risco. Foi utilizado, entdo, o rendimento dado pelo IBOVESPA para o mesmo periodo.
As séries IBOVESPA — nominal e real estdo apresentadas no Anexo C. A comparagao da

série IGP-DI com a série IBOVESPA nominal est4 na Figura 14.

. IBOVESPA nominal x IGP-DI
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Figura 14: Gréfico da série IBOVESPA nominal x IGP-DI para 1970-2003.

Fonte: Elaborado pela autora.

A tabela a seguir apresenta as medidas estatisticas para a série anual IBOVESPA —

real para os periodos calculados anteriormente.
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Tabela 11: Medidas estatisticas para a série do IBOVESPA - real.

Periodo 70a03 70a 82 83a94 95a03
Média 22,9515 -2,9571 55,1678 17,4199
Mediana -1,9727 -9,2824 24,2864 -13,9699
Desvio padrao 77,2448 31,8030 112,8285 53,9405
Minimo -74,1062 -51,9762 -74,1062 -34,5812
Maximo 316,3824 78,2823 316,3824 109,954
Contagem 34 13 12 9

Fonte: Elaborado pela autora.

A maior média ¢ observada para o periodo 1983 a 1994, periodo este caracterizado
pelo descontrole inflacionério. No periodo de 1995 a 2003, a taxa real de juro dada pelo
IBOVESPA fica proxima da taxa de todo o periodo. J4 no periodo em que a inflagdo
apresenta-se alta (1970-1982), em torno de 100% ao ano, encontra-se uma média negativa.

Esse resultado pode ser visualizado na Figura 15, a seguir.

IBOVESPA real
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Figura 15: Evolucéo da taxa IBOVESPA real para o periodo 1970 a 2003.

Fonte: Elaborado pela autora.

O valor da auto correlagdo para a série do IBOVESPA real ¢ de —0,260403, sendo que
este valor ndo ¢ significativamente diferente de zero a um nivel de significancia de 5%,

aceitando-se a hipotese nula de que ndo existe auto correlagao.

Comparando-se as séries CDB — real e IBOV — real, tem-se uma correlagdo de -

0,0563, que indica uma auséncia de correlagdo entre as duas séries.
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Figura 16: Gréafico comparativo das séries anuais CDB — real e IBOVESPA - real para o

periodo 1970 a 2003.

Fonte: Elaborada pela autora.

A analise realizada permite caracterizar o periodo integral como aquele em que
ocorrem fases de estabiliza¢do e fases de descontrole inflacionario. Para a caracterizacao de
dois cenarios futuros possiveis foram calculadas as médias das taxas para o periodo todo,
contemplando um cenario com possibilidade de inflacdo alta, e para o periodo a partir de
1995, como sendo um periodo de inflagdo controlada. Os resultados encontrados estdo na

Tabela 12 e serdo utilizados como parametros para o calculo da varia¢do estocastica da taxa

de juro.
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Tabela 12: Média e desvio-padrédo do CDB - real e do IBOVESPA - real para os periodos 1970-
2003 e 1995-2003

Cenério | — Periodo 70 a 02 Cenario Il — Periodo 95 a 03
Média Desvio padrao Média Desvio padrao
CDB real 6 12 CDB real 12 12
IBOV real 23 77 IBOV real 17 54

Fonte: Elaborada pela autora.

As taxas utilizadas para os calculos atuariais, no decorrer deste estudo, sdo 6% ao ano
e 12% ao ano, em virtude da média encontrada para o CDB real nos dois cenarios
contemplados e, também, pelo fato de serem as taxas tradicionalmente adotadas pelas
empresas de previdéncia, para seus planos de renda para aposentadoria. A taxa a ser utilizada
para o estudo da evolugdo do fundo de um plano predeterminado, no Cenario I, serd gerada
estocasticamente por meio de um sorteio no qual todas as taxas do periodo 1970 a 2003, do
CDB real, t€ém a mesma probabilidade de ocorrer. Para o Cenario II ela serd gerada também
aleatoriamente, por meio da inversa da distribui¢do normal com média e desvio-padrao

obtidos para esse cendrio.

6.3 DEFINICAO DO MODELO ATUARIAL

Esse capitulo apresenta o modelo atuarial utilizado para o calculo do valor a ser
poupado, seguindo a abordagem tradicional. Esse modelo ¢ estendido de modo a contemplar
formas diferentes de contribui¢do e renda. Ele parte de uma equagdo de equilibrio, onde a
receita ¢ igualada a despesa. A receita, nesse caso, ¢ constituida pelo valor acumulado durante
a fase ativa e a despesa ¢ representada pelo valor da renda pds-aposentadoria. Comparando
com o Modelo de Merton, pode-se dizer que o consumo para a fase inativa sera garantido pela

poupanga da fase ativa.

Na linguagem atuarial, o consumo da fase inativa ¢ visto como a renda de
aposentadoria capaz de supri-lo € a poupanca da fase ativa ¢ a responsavel pelas contribui¢des

periddicas que gerardo o fundo provedor desta renda.

Dessa forma:
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Consumoipativo = Poupanc¢agivo.

A poupanga ¢ obtida pela parcela da renda nao destinada ao consumo.
Consumoipativo = Rendaggiyo - Consumoggyo.

Ou ainda,

Consumoggivo + Consumo;naiive = Rendaggivo

Considerando a existéncia de riqueza inicial e o desejo de deixar uma heranca, pode-se

estender o modelo.
Consumogsiyo + Consumoinaiive + Heranga = Riqueza Inicial + Rendagy, , logo,
Consumo + Heranga = Riqueza Inicial + Rendagy,

Essa ¢ a equagdo de equilibrio do Modelo de Merton, no qual os niveis de consumo e

heranca serdo determinados pelos niveis de riqueza e renda.

Neste estudo, o modelo utilizado para o calculo da renda de aposentadoria que
considera a contribui¢do e a renda gerada constantes ao longo do tempo ¢ chamado de Modelo
I. E um modelo discreto, com pardmetros deterministicos, que segue a abordagem tradicional.

As premissas do Modelo I sdo:
a) o individuo comega sua poupanga com X anos;
b) ele poupa durante m anos por meio de parcelas anuais constantes (C);

c¢) a renda da aposentadoria (R) ¢ constante e recebida vitaliciamente a partir da idade X

+m;
d) o valor descontado ¢ obtido pela aplicagdo da taxa de juro real da economia (I);

e) a probabilidade de sobrevivéncia do individuo ¢ dada pela tabua de mortalidade para

planos de previdéncia privada elaborada por Beltrao e Pinheiro (2002).

Como o problema ¢ saber se a renda recebida ap6s a aposentadoria serd suficiente para
manter o mesmo padrdo de vida, o modelo desenvolvido neste estudo parte de uma renda
desejada, conhecida na data de inicio do plano, e busca determinar o valor da contribui¢ao

necessaria para formar o fundo que responderé pela mesma, futuramente.

O valor atual deste fundo ¢ calculado atuarialmente, em virtude do mesmo envolver a

probabilidade do individuo estar vivo na idade do recebimento da renda. Este valor ¢
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conhecido como prémio unico e puro de uma renda vitalicia, antecipada, diferida em m anos

para a idade X.

As parcelas destinadas a acumulagdo deste fundo sdo calculadas também
atuarialmente, vencendo a primeira na idade X, e a ultima na idade X + m — 1. O fluxo
financeiro que representa a situagdo tanto do pagamento das contribuigdes quanto do

recebimento da renda ao longo da vida esta ilustrado na Figura 17.

S
X X+l X+m-1  Xx+m >

| |

Periodo de acumulagao (m) Periodo de recebimento da renda (R) (vitalicio)

Figura 17: Fluxo do pagamento das contribuic@es e recebimento da renda para um individuo de
idade x, que pretenda se aposentar na idade x + m.

Fonte: Elaborada pela autora.

O célculo do prémio unico e puro de uma renda diferida em m periodos, vitalicia e
antecipada para um individuo na idade X ¢ realizado por meio do somatério do produto da
renda pela probabilidade de sobrevivéncia de cada idade, descontados a valor presente pela

taxa de juro real (r) da economia, como ¢ indicado a seguir:

I | I
1 2
m| ax — Rx+m Vm x|+m + Rx+m Vm+ . x]m+1 + Rx+m Vm+ ) x+|m+2 +
X X X
I | |
m| ax — Rx+m Vm VO X+m + Vl. X+m+1 + V2. X+m+2 +
I I, I,
) m g t Ix+m+l d R = R m
ol &, = cam V. VoL I , sendo . = cim -V
t=0 X
R W—(><+m)t
la, = —*. vl
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onde
- X é a idade do individuo;

-m ¢ o periodo de diferiment o da renda;

- .]&, ¢éo prémio Unico e puro de uma renda vitalicia , diferida e antecipada para um
individuo na idade X;
-R,,, ¢ ovalor da renda anual para aidade X + m;

-R,éovalor da renda R descontada m periodos;

X+ m

-r éataxa de juro real da economia;

-V ¢é o fator de desconto, ou seja, V = R

- “I—”‘“é a probabilid ade de um individuo de idade X estar vivo na idade X + m + t.

Uma vez obtido o valor total a ser acumulado para o provisionamento da renda futura
(,,14,), € necessario transformar este valor tinico em parcelas a serem poupadas durante o

prazo de diferimento da renda, ou seja, m anos. O valor das parcelas sera calculado a partir do

valor atual de uma renda atuarial temporaria, imediata, antecipada, com parcelas constantes.

.. I I _
la,=C +C.wv. 2L 4+ C.v? =22 4+ 4+ C.yv" ! —xzm-1
Ix Ix Ix
R w—-(XxX+m) m -1 |
. Vt|x+m+t = C Vt —
Ix t=20 t=20 Ix

Dessa forma, a contribui¢do para a idade X, pelo Modelo I, sera:

W—(X+m)

t
RX' ZV 'Ix+m+t
t=0
m-1
t
ZV ’Ix+t
t=0

O Modelo I estabelece um valor constante tanto para as contribui¢des quanto para a

C=

1)

renda pds-aposentadoria. Este ¢ o tratamento utilizado, geralmente, nos célculos atuariais.

Conforme mencionado no Capitulo 2, a renda proveniente do trabalho do individuo,
segue, em geral, uma trajetoria crescente até um determinado nivel e, apds, comega a
decrescer. Por essa razdo torna-se util considerar o caso em que a contribui¢do assume um
crescimento durante todo o periodo de acumulagdo ou até um valor estipulado previamente.
Quem determina se as contribui¢des serdo constantes ou crescentes ¢ o proprio individuo na
hora da opg¢ao por um plano de acumulagao. Para isso, faz-se necessaria a apresentagao de um
segundo modelo, que segue as premissas do Modelo I, mas considera a contribui¢do

crescente.
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J4

O Modelo II sera, entdo, um modelo onde a contribui¢do ¢ crescente e a renda ¢
constante. A Unica premissa alterada em relagdo ao Modelo I ¢ a de que as parcelas poupadas
durante a fase ativa sofrerdo um reajuste anual pela taxa (o) representando a taxa de

crescimento salarial real ou uma taxa de crescimento pessoal desejada.

A formulagdo do Modelo II mantém o fundo igual ao do Modelo I, ou seja,

W—(X+m)

m| aX ZV Ix+m+t

X

Para o calculo da contribui¢ao, tem-se que:

. I
Jd =C+C.(I1+a) V.24 +C.(I+o)™ vy 2l
IX IX
R W—(X+m)
t
T SV |X+m+t_ Z(lm) LA
X t=0 x t=0

Logo, a contribuicdo para a idade X, dada pelo Modelo II, ¢ obtida por meio da

formula que segue:

W—(X+m)
t
I:ex' ZV 'Ix+m+t
_ t=0
C=5 @)

D d+a) vy,
t=0

Uma variagdo possivel para o Modelo II ¢ considerar a contribuicdo crescente, mas
limitada. O individuo estipula entdo o limite, ou seja, decide se a contribui¢do crescera até
duplicar, triplicar, etc. Neste estudo foi considerado o caso em que a contribuicdo cresce

geometricamente até duplicar seu valor.

Supondo que o valor limite da contribui¢do seja um multiplo da contribui¢ado inicial —
K.C — onde K ¢ um numero inteiro, positivo e diferente de zero e C ¢ o valor da contribuicao

inicial, o numero de contribui¢des (n) até alcangar o valor limite estipulado é dado por:
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C,=KC
C.l+a)"=KC
In(l+a)" =InK

InK
n=————
In(1+ o)

Fixando K = 2, ou seja, a contribui¢ao limite sendo o dobro da contribui¢do inicial, o

valor de n para um crescimento de 3% ao ano, sera de 24 anos, para 6% a.a. de 12 anos e para

12% de 6 anos.

A formulagdo para o Modelo II com contribuicdo crescente limitada, mantém o

R wW—(X+m)

, ol =5 YV ,

calculo para a renda, ou seja, m! X | Xx+m+t e para o calculo da
X t=0

contribuicdo, segue o raciocinio dos modelos anteriores.

Dessa forma,

I | I
1, =C+C.(+ oc).v.lx—”+ . +C.»+ oa)”.v”.;—*”+ A C(l+ )" v %’“"

X X X
X X

. m-n-1
ml &, :%{[Z(l+a)t'vt'li(_+tJ+[(l+a)n' Z vt |XI+r1+t H
t=0 X t=1

wW—(X+m)

t
Rx : ZV I X+m+t
t=0

x m—n—1 (21)
(Z(l—l— og)t,vt_li“ft} +[(1 + o) Z VnH'IX;Mj

C =

X X

A primeira parcela do denominador representa o periodo de contribui¢do no qual a
mesma apresenta-se crescente e, a segunda parcela, o periodo onde a contribuicdo permanece

constante.

A renda a ser recebida ap6s a aposentadoria pode ter também um crescimento. A
necessidade disso pode ser justificada pelos custos relativos a saude — planos de saude,
remédios e outros — que ap6s uma determinada idade tornam-se mais presentes, em geral,

comprometendo uma parte significativa da renda do individuo.

O Modelo III foi elaborado para contemplar tal situagdo. Ele ¢ um modelo também

discreto e com pardmetros deterministicos, mas com o valor da contribuicdo e da renda
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crescendo geometricamente. Ele mantém as premissas do Modelo II agregando o fato de que a
renda sofre um reajuste anual pela taxa (f), representando uma taxa de crescimento real do

beneficio.

Calculando o valor do fundo com a renda crescendo geometricamente, tem-se:

. | | |
|4, =R _v". MR .(1+B).vm“.%m“+ R.,.(1+p)7y™? xme2

X X+m X+m I
X X X

R W—(X+m)

.. t,,t

la = —|X+m N AR N
t=0

m)
a=—> Y 1+B)Vil,, .,

O calculo da contribuicdo segue o mesmo desenvolvimento apresentado para o

Modelo II:

C m -1 . .
m‘ax = |_Z (1+ OL) v Ix+t
X t=20
R wW-—-(X+m) . . C m -1 . ¢
|X‘ Do+ B)Y VI, = I—.Z (1+ a) v, ,,
X t= X t=20

O valor da contribui¢do para o Modelo III ¢ dado pela formulacao a seguir.

W—(X+m)
Rx : Z (1 + B)t ‘Vt I X+m-+t
C=—mp ®)
> d+a) v,
t=0

Para o Modelo III também ¢ possivel que a contribui¢do apresente um limite em seu

crescimento. A formulagdo do Modelo III limitado apresenta-se a seguir.

W—(X+m)

R D (1+B) 'V
t=0

N (3.1)
\ ty,t Ix+t n & n+t Ix+n+t
(E (I+a) Vv 1 j+((1+a) ) ?1 Vv T J

t=0 X X

C=

E possivel considerar um modelo no qual a contribuicdo seja constante e a renda
crescente. Este sera designado como Modelo IV e sua formulacdo estd apresentada na

seqliéncia.
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W—(X+m)
R D (+B) V'
_ t=0
C= = (4)
th ‘Ix+t
t=0

O Modelo III ¢ o caso geral. Os modelos I, II e IV sdo casos particulares do Modelo
III, com alfa e beta iguais a zero, com beta igual a zero e com alfa igual a zero,

respectivamente.

A formulacdo final para o célculo da contribuicdo, por meio dos quatro modelos

apresentados e seus subcasos esta resumida nos quadros a seguir.

Modelo I — Contribuigdo constante e renda constante

Quadro 1: Modelo I — Contribuicéo e renda constante

Fonte: Elaborado pela autora.

Modelo Il — Contribuicdo crescente e renda constante

W—(X+m)

t
Rx' ZV 'Ix+m+t
C — t=0

-1
ty,t
I+a) v,

3

—
Il
(=}

Quadro 2: Modelo Il — Contribuicdo crescente e renda constante.

Fonte: Elaborado pela autora.

Modelo 11 -1 — Contribuigao crescente limitada e renda constante

W—(X+m)

t
Rx' ZV 'Ix+m+t
t=0

C t,,t Ix7+t n " n+s Ix+n+s
Do) V] La)t. Y e e
) l P l

X X

C:

Quadro 3: Modelo Il -1 — Contribuicdo crescente limitada e renda constante.

Fonte: Elaborado pela autora.
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Modelo 111 — Contribuicéo crescente e renda crescente

w—(X+m)

Rx . Z (1 + B)t 'Vt I X+m+t
t=0

C=—m
D d+a) Vi,
t=0
Quadro 4: Modelo 111 — Contribuicdo crescente e renda crescente.
Fonte: Elaborado pela autora.
Modelo 111 - 1 — Contribuicao crescente limitada e renda crescente

W—(X+m)

Rx : z (1 + B)t 'Vt I X+m-+t
t=0

C - n I m—n-1 I
Dd+a) Vi (T a)". ) v e
t=0 Ix s=1 Ix
Quadro 5: Modelo 111 - 1 — Contribuicéo crescente limitada e renda crescente.

Fonte: Elaborado pela autora.

Modelo 1V — Contribuicao constante e renda crescente

w—(X+m)

Rx . Z (1 + B)t 'Vt I X+m-+t
C — t=0

Quadro 6: Modelo IV - Contribuicdo constante e renda crescente.

Fonte: Elaborado pela autora.

Uma vez que os modelos estao definidos, pode-se calcular o valor da contribuicao para
uma dada renda esperada. Esse calculo sera feito para todos os modelos, no proximo capitulo,

afim de comparagdo posterior.

6.4 CALCULO DA CONTRIBUICAO

Como a defini¢do de uma renda pos-aposentadoria desejada depende das necessidades

e preferéncias de cada individuo, optou-se em calcular o valor da contribui¢do para uma renda
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anual hoje de uma unidade monetaria (1 u.m.) para os modelos definidos anteriormente. O

resultado pode, entdo, ser estendido para qualquer valor de renda pretendida pela

multiplicagdo da contribuicao calculada pela renda atual desejada.

Nos quatro modelos apresentados nesse estudo, pode-se optar, conforme o caso,

quanto as seguintes questdes:

a) taxa de crescimento da contribui¢do: a mesma taxa aplicada ao fundo ou a metade

desta;

b) taxa de crescimento da renda: a mesma taxa aplicada ao fundo ou a metade desta;

¢) taxa de juro para remuneracdo do fundo: 6% ou 12% ao ano, de acordo com o estudo

das taxas de juro real passadas, onde se verificou uma taxa média de 6% ao ano para o

periodo 70/03 e uma taxa média de 12% ao ano para o periodo 95/03.

Considerando todas as possibilidades tem-se uma ramificacdo dos 4 modelos iniciais

em 30 submodelos. Os modelos e seus subcasos estao apresentados na Tabela 13.

Tabela 13: Modelos atuariais gerados a partir das combinac6es de taxas.

Taxadejuror

Taxacresc. o Taxa cresc. B

Modelo Contribuicdo C Renda R (%) (%) (%)
I-(6) Constante Constante 6 0 0
I-(12) Constante Constante 12 0 0
II-a(6) Crescente Constante 6 6 0
I-a(12) Crescente Constante 12 12 0
II-b(6) Crescente Constante 6 3 0
II-b(12) Crescente Constante 12 6 0
II-c(6) Crescente lim. Constante 6 6 0
II-c(12) Crescente lim. Constante 12 12 0
II-d (6) Crescente lim. Constante 6 3 0
II-d(12) Crescente lim. Constante 12 6 0
III—a (6) Crescente Crescente 6 6 6
II—a(12) Crescente Crescente 12 12 12
I -b (6) Crescente Crescente 6 3 3
I -b (12) Crescente Crescente 12 6 6
I —c (6) Crescente Crescente 6 3 6
I -c(12) Crescente Crescente 12 6 12

Continua...
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Modelo Contribuicdo C Renda R Taxadejuror Taxacresc.o Taxacresc. B

(%) (%) (%)
Continuagao.

I1-d (6) Crescente Crescente 6 6 3
II-d(12) Crescente Crescente 12 12 6
I —e (6) Crescente lim. Crescente 6 6 6
I-e(12) Crescente lim. Crescente 12 12 12
III - £ (6) Crescente lim. Crescente 6 3 3
I —-f(12) Crescente lim. Crescente 12 6 6
I —-g (6) Crescente lim. Crescente 6 3 6
HI-g(12) Crescente lim. Crescente 12 6 12
III —h (6) Crescente lim. Crescente 6 6 3
I -h (12) Crescente lim. Crescente 12 12 6
IV —-a(6) Constante Crescente 6 0 6
IV-a(12) Constante Crescente 12 0 12
IV-b(6) Constante Crescente 6 0 3
IV-b(12) Constante Crescente 12 0 6

Fonte: Elaborada pela autora.

O célculo da contribuicdo inicial para os modelos I, II, III e IV foi realizado em

planilhas, no software Excel. Para o Modelo I, foi gerada uma planilha para o calculo dos

w—( x+m) m-1
vl > V'l :
fatores Txamst € 'x+t para as idades 30 a 50, que se encontra no Anexo D,
t=0 t=0

outra planilha para o calculo da contribui¢do inicial para cada uma das idades e uma terceira
contendo a evolucdo do fundo ao longo do tempo, para a idade de 30 anos, de acordo com as

suposi¢des do modelo, como exemplificado a seguir.

A contribuigdo inicial gerada pelo Modelo 1(6), para cada uma das idades iniciais,
pode ser vista na Tabela 14 e na Figura 18. Pelo calculo realizado, um individuo, com 30
anos, necessita contribuir com o valor de 0,57 reais, anualmente, até os 64 anos, para cada
unidade monetaria desejada para a renda, também anual, no periodo de aposentadoria. Ja para

aquele que comega a poupar com 50 anos, a contribui¢ao inicial € de 0,89 reais.
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Tabela 14: Valor da contribuicéo inicial gerada pelo Modelo 1 (6), para as idades 30 a 50.

Idade Contribuicdo inicial (R$)
30 0,57
31 0,58
32 0,58
33 0,59
34 0,60
35 0,60
36 0,61
37 0,62
38 0,63
39 0,64
40 0,66
41 0,67
42 0,69
43 0,70
44 0,72
45 0,74
46 0,76
47 0,79
48 0,82
49 0,85
50 0,89

Fonte: Elaborada pela autora.

Modelo I (6)- Contribuigao inicial

C
1,00
0,80 1 -
0,60 -
0,40
0,20
0,00 +—m——""—7+—"7+"-+—>—F—""r"—"""""T"""T"T""T"—"T"—"—7

30 31 32 33 34 35 36 37 38 39 40 41 42 43 44 45 46 47 48 49 50 4.4e

Figura 18: Grafico da evolugao da contribuicéo inicial em funcéo da idade de ingresso no
modelo, dada pelo Modelo | (6)

Fonte: Elaborado pela autora.
Todos os calculos foram realizados de forma a encontrar a contribuicdo em sua forma
anual. Para encontrar o valor mensal da contribuicdo pode-se calcular o0 mesmo por meio do

estudo de rendas financeiras com juros capitalizados mensalmente.

A planilha da evolugdo do fundo e da renda de aposentadoria, para o Modelo I (6),

com inicio aos 30 anos, pode ser observada na Tabela 15.



94

Tabela 15: Evolucéo do fundo e a renda gerada para um individuo com 30 anos, Modelo | (6).

Idade C Fundo Idade R Fundo
30 0,57 0,57 65 6,67 60,67
31 0,57 1,17 66 6,67 57,64
32 0,57 1,82 67 6,67 54,42
33 0,57 2,49 68 6,67 51,02
34 0,57 3,21 69 6,67 47,41
35 0,57 3,98 70 6,67 43,58
36 0,57 4,79 71 6,67 39,52
37 0,57 5,64 72 6,67 35,22
38 0,57 6,55 73 6,67 30,66
39 0,57 7,51 74 6,67 25,82
40 0,57 8,54 75 6,67 20,70
41 0,57 9,62 76 6,67 15,27
42 0,57 10,77 77 6,67 9,51
43 0,57 11,98 78 6,67 341
44 0,57 13,27 79 3,61 0,00
45 0,57 14,64 80 0,00 0,00
46 0,57 16,09
47 0,57 17,62
48 0,57 19,25
49 0,57 20,97
50 0,57 22,80
51 0,57 24,74
52 0,57 26,79
53 0,57 28,97
54 0,57 31,28
55 0,57 33,73
56 0,57 36,32
57 0,57 39,07
58 0,57 41,98
59 0,57 45,07
60 0,57 48,35
61 0,57 51,82
62 0,57 55,50
63 0,57 59,40
64 0,57 63,53

Fonte: Elaborado pela autora.

O valor da contribuicdo € constante, a renda gerada também, de acordo com o modelo
adotado. O fundo acumulado para a idade 65 ¢ de 67,34'° reais e a idade de recebimento da
ultima renda integral ¢ 78. A representacdo grafica da evolu¢do do fundo gerado pela

contribuicdo calculada pelo Modelo I estd apresentada na Figura 19.

16 67,34=63,53*(1,006), ou seja, o montante do fundo para a idade 65.
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Modelo I (6) - 30 anos

70,00

60,00 -

50,00
40,00 -
30,00 -
20,00 -

10,00 : \
0,00 - \\

rrrrrrrrrrrrr T

30333639424548 51 545760636669 727578 81 Idade

— Contribuicdes — Renda po6s-aposentadoria = Fundo Acumulado

Figura 19: Gréfico apresentando a evolug¢do do fundo, a contribuicdo e a renda em func¢ao da
idade, para o Modelo I (6).

Fonte: Elaborado pela autora.

A renda para a idade 65 anos foi obtida pelo calculo de uma renda atuarial vitalicia,
imediata e antecipada, conforme as premissas do modelo, para o fundo acumulado existente

na idade 65. Dessa forma,

R 35
Fundo = I—.th s

65 t=0

_ Fundo. |

R= 35
t
ZV . |65+t
t=0



96

Para todos os modelos e seus subcasos foram geradas as mesmas planilhas do Modelo

I, alterando-se os pressupostos basicos e os parametros adotados para cada um.

A contribuigdo inicial foi calculada para cada um deles e seus subcasos, para as idades

de ingresso de 30 a 50. Os resultados obtidos estdo apresentados nas tabelas e figuras a seguir.

Tabela 16: Contribuicdo inicial para os modelos I (6) e I (12).

Idade 1 (6) 1 (12)
30 0,57 0,67
31 0,58 0,67
32 0,58 0,68
33 0,59 0,68
34 0,60 0,68
35 0,60 0,69
36 0,61 0,69
37 0,62 0,69
38 0,63 0,70
39 0,64 0,71
40 0,66 0,71
41 0,67 0,72
42 0,69 0,73
43 0,70 0,73
44 0,72 0,75
45 0,74 0,76
46 0,76 0,77
47 0,79 0,78
48 0,82 0,80
49 0,85 0,82
50 0,89 0,84

Fonte: Elaborada pela autora.
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Contribuicao - Modelo |
C

1,00
0,80 B /
0,60 -
0,40 -
0,20 -
0,00

N S I T MEEAZEN SEEN SC

—1(6) —1(12) Idade
Figura 20: Grafico da evolucao da contribuicdo inicial para as idades 30 a 50, dada pelo Modelo
1(6)el (12)

Fonte: Elaborada pela autora.

Observa-se que, para 17 das 21 idades de ingresso, o0 modelo com taxa de juro real de
6% ao ano apresenta uma contribuicdo menor. Dos 47 aos 50, o modelo com taxa de 12% ao
ano possui a menor contribuicdo. Apesar do rendimento superior aplicado ao fundo, no
segundo caso, nao hd uma compensacao por meio da diminui¢do da contribuigdo inicial, isto

se d4 em fungdo do alto valor da renda a ser gerada.

Os resultados para o Modelo II estdo apresentados nas tabelas 17 e 18, sendo que a
primeira considera a renda crescente e, a segunda, os casos onde a renda ¢ crescente e

limitada.



Tabela 17: Contribuic&o inicial para os modelos 11 ae Il b
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Idade a (6) a(12) b (6) b (12)
30 0,25 0,18 0,39 0,39
31 0,26 0,19 0,40 0,39
32 0,27 0,19 0,41 0,40
33 0,28 0,20 0,42 0,40
34 0,29 0,20 0,43 0,41
35 0,30 0,21 0,44 0,41
36 0,31 0,22 0,45 0,42
37 0,32 0,23 0,46 0,43
38 0,33 0,24 0,47 0,44
39 0,35 0,25 0,48 0,44
40 0,36 0,26 0,50 0,45
41 0,38 0,27 0,51 0,46
42 0,39 0,28 0,53 0,47
43 0,41 0,29 0,54 0,48
44 0,43 0,31 0,56 0,50
45 0,46 0,32 0,59 0,51
46 0,48 0,34 0,61 0,53
47 0,51 0,36 0,64 0,55
48 0,54 0,38 0,67 0,57
49 0,58 0,41 0,70 0,59
50 0,62 0,44 0,74 0,62

Fonte: Elaborada pela autora.

Contribuigao - Modelo II

0,80
0,60 - /
0,40 - 4
0,20 -
0,0 H—————7—+————— ‘

30 31 32 33 34 35 36 37 38 39 40 41 42 43 44 45 46 47 48 49 50

—a(6) —a(12) —b (6) b(12) |

Figura 21: Gréfico da evolucdo da contribuicdo inicial para as idades 30 a 50, dada pelo Modelo

Fonte: Elaborada pela autora.

Ilaeb.
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No Modelo II, a taxa de juro maior (12) gera uma contribuicdo menor em ambos 0s
casos, a ¢ b, para todas as idades de ingresso. O modelo com taxa de crescimento da
contribui¢@o inferior a taxa de juro do fundo, o Modelo b, apresenta contribui¢des sempre
maiores em comparagdo com o Modelo a. Na seqiiéncia deste estudo serdo analisados com
mais detalhe os Modelos a (6) e a (12) por apresentarem a menor contribui¢ao de acordo com

a taxa de juro escolhida.
Para o Modelo II com contribui¢do limitada, obteve-se os resultados a seguir.

Tabela 18: Contribuicédo inicial para os modelos 11 ce 11 d.

Idade ¢ (6) ¢ (12) d (6) d (12)
30 0,35 0,41 0,40 0,46
31 0,36 0,41 0,41 0,46
32 0,36 0,41 0,42 0,46
33 0,37 0,42 0,42 0,46
34 0,37 0,42 0,43 0,47
35 0,38 0,42 0,44 0,47
36 0,38 0,42 0,45 0,47
37 0,39 0,43 0,46 0,48
38 0,40 0,43 0,47 0,48
39 0,41 0,44 0,48 0,49
40 0,42 0,44 0,50 0,49
41 0,43 0,45 0,51 0,50
42 0,44 0,45 0,53 0,51
43 0,46 0,46 0,54 0,51
44 0,47 0,46 0,56 0,52
45 0,49 0,47 0,59 0,54
46 0,51 0,48 0,61 0,55
47 0,53 0,49 0,64 0,56
48 0,56 0,51 0,67 0,58
49 0,59 0,52 0,70 0,60
50 0,62 0,54 0,74 0,62

Fonte: Elaborada pela autora.
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Contribui¢do - Modelo II - limitado
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Figura 22: Grafico da evolucao da contribuicdo inicial para as idades 30 a 50, dada pelo Modelo
licelld.

Fonte: Elaborada pela autora.

No Modelo II, com contribui¢des limitadas a um determinado valor, a taxa de juro
menor gera uma contribuicdo menor até as idades 42 e 39, respectivamente, invertendo apos

isso. Os modelos que apresentam a menor contribui¢@o sdo os modelos ¢ (6) e ¢ (12).

O valor da contribuicao inicial para o Modelo III, onde a contribuicao e a renda sao

crescentes, estd mostrado na Tabela 19 e na Figura 23.

Tabela 19: Contribuicéo inicial para os modelos 111 a, b, c, d.

Idade a(6) a(l2) b b2 c® c(12 d@®)  d12)

30 0,42 0,42 0,50 0,56 0,65 0,90 0,32 0,26
31 0,43 0,43 0,51 0,57 0,66 0,91 0,33 0,27
32 0,44 0,44 0,52 0,58 0,67 0,92 0,34 0,28
33 0,46 0,46 0,53 0,58 0,69 0,94 0,35 0,29
34 0,47 0,47 0,54 0,59 0,70 0,95 0,36 0,30
35 0,49 0,49 0,55 0,60 0,72 0,96 0,38 0,31
36 0,51 0,51 0,56 0,61 0,73 0,98 0,39 0,32
37 0,53 0,53 0,58 0,62 0,75 0,99 0,40 0,33
38 0,55 0,55 0,59 0,63 0,77 1,01 0,42 0,34
39 0,57 0,57 0,61 0,64 0,79 1,03 0,44 0,35
40 0,59 0,59 0,62 0,65 0,81 1,05 0,46 0,37
41 0,62 0,62 0,64 0,67 0,84 1,07 0,47 0,39

Continua...
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Idade a(6) a(12) b b2 c(6) c(2) d@6)  d12)

Continuagdo.
42 0,65 0,65 0,66 0,68 0,87 1,10 0,50 0,40
43 0,68 0,68 0,69 0,70 0,90 1,12 0,52 0,42
44 0,71 0,71 0,71 0,72 0,93 1,15 0,55 0,44
45 0,75 0,75 0,74 0,74 0,96 1,19 0,57 0,47
46 0,79 0,79 0,77 0,76 1,00 1,23 0,61 0,49
47 0,84 0,84 0,81 0,79 1,05 1,27 0,64 0,52
48 0,89 0,89 0,84 0,82 1,10 1,32 0,68 0,55
49 0,95 0,95 0,89 0,85 1,16 1,37 0,73 0,59
50 1,01 1,01 0,94 0,89 1,22 1,43 0,78 0,63

Fonte: Elaborada pela autora.

Contribui¢ao - Modelo III

1,60
1,40 -
1,20 /
1,00 -

0,80 - /
0,60 %

0,40
0,20
0,00 ——m——F— 7T 7T T T T T T T T

30 31 32 33 34 35 36 37 38 39 40 41 42 43 44 45 46 47 48 49 50
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Figura 23: Grafico da evolucao da contribuicdo inicial para as idades 30 a 50, dada pelo Modelo
Ila b,cd.

Fonte: Elaborada pela autora.

Os modelos III a (6) e a (12) possuem o mesmo valor de contribuigdo para todas as
idades, devido a premissa de que as taxas I, « e £ sdo iguais entre si. Os modelos onde a taxa
alfa ¢ a metade da taxa r possuem contribuicdo menor quando r assume o valor de 6%, no
modelo b (6) a contribuigdo menor ocorre até a idade 44 e no c(6), este fato acontece sempre.

O modelo que apresenta uma contribuicdo menor para a taxa de juro maior ¢ o d. O modelo
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que gera as menores contribui¢des, independente da taxa de juro adotada, ¢ o d. Esse modelo

serd estudado com mais detalhe na seqiiéncia desse trabalho.

Os resultados para o Modelo III com contribui¢ao limitada podem ser vistos na Tabela

20 e na Figura 24.

Tabela 20: Contribuicéo inicial para os modelos Il1 g, f, g, h.

Idade e (6) e (12) f (6) f(12) g (6) g (12) h (6) h (12)
30 0,58 0,95 0,51 0,66 0,66 1,06 0,44 0,59
31 0,58 0,96 0,52 0,66 0,67 1,07 0,45 0,60
32 0,59 0,96 0,53 0,67 0,68 1,07 0,45 0,60
33 0,60 0,97 0,53 0,67 0,70 1,08 0,46 0,60
34 0,61 0,97 0,54 0,67 0,71 1,08 0,47 0,61
35 0,62 0,98 0,55 0,68 0,72 1,09 0,48 0,61
36 0,63 0,98 0,57 0,68 0,74 1,10 0,48 0,61
37 0,64 0,99 0,58 0,69 0,75 1,11 0,49 0,62
38 0,66 1,00 0,59 0,70 0,77 1,12 0,50 0,62
39 0,67 1,01 0,61 0,70 0,79 1,13 0,52 0,63
40 0,69 1,02 0,62 0,71 0,81 1,14 0,53 0,64
41 0,71 1,03 0,64 0,72 0,84 1,16 0,54 0,64
42 0,73 1,05 0,66 0,73 0,87 1,17 0,56 0,65
43 0,75 1,06 0,69 0,74 0,90 1,19 0,57 0,66
44 0,77 1,08 0,71 0,76 0,93 1,22 0,59 0,67
45 0,80 1,10 0,74 0,77 0,96 1,24 0,62 0,68
46 0,83 1,12 0,77 0,79 1,00 1,27 0,64 0,70
47 0,87 1,15 0,81 0,81 1,05 1,30 0,67 0,71
48 0,91 1,18 0,84 0,84 1,10 1,34 0,70 0,73
49 0,96 1,21 0,89 0,87 1,16 1,39 0,74 0,76
50 1,02 1,26 0,04 0,90 1,22 1,44 0,78 0,78

Fonte: Elaborada pela autora.
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Figura 24: Grafico da evolucao da contribuicdo inicial para as idades 30 a 50, dada pelo Modelo

e, f g h.

Fonte: Elaborada pela autora.

O Modelo IIT com contribui¢do limitada sempre gera a menor contribui¢ao quando a

taxa de juro adotada é 6% ao ano, para todas as idades, exceto o caso f (6) que gera uma

contribui¢do menor até os 46 anos, invertendo apods. O caso que serd analisado do decorrer

desse estudo sera o h, tanto para a taxa 6% quanto para a taxa 12%.

Para o Modelo IV, o valor da contribui¢ao inicial para as idades 30 a 50 estd mostrado

tanto na Tabela 21 quanto na Figura 25, a seguir.

Tabela 21: Contribuicéo inicial para o Modelo IV.

Idade a (6) a (12) b (6) b (12)
30 0,94 1,56 0,72 0,97
31 0,95 1,56 0,73 0,97
32 0,96 1,57 0,73 0,98
33 0,97 1,58 0,74 0,98
34 0,98 1,58 0,75 0,99
35 0,99 1,59 0,76 0,99
36 1,01 1,60 0,77 1,00
37 1,02 1,61 0,79 1,00
38 1,04 1,62 0,80 1,01
39 1,06 1,64 0,81 1,02

Continua...
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Idade a (6) a(12) b (6) b (12)
Continuacdo.
40 1,08 1,65 0,83 1,03
41 1,10 1,67 0,85 1,04
42 1,13 1,68 0,86 1,05
43 1,15 1,70 0,89 1,06
44 1,18 1,73 0,91 1,08
45 1,22 1,75 0,93 1,09
46 1,25 1,78 0,96 1,11
47 1,30 1,82 1,00 1,13
48 1,34 1,86 1,03 1,16
49 1,40 1,90 1,07 1,19
50 1,46 1,96 1,12 1,22
Fonte: Elaborada pela autora.
Contribui¢do - Modelo IV
2,50
2,00 - I —2a(6)
1,50 - - —a (12)
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Figura 25: Grafico da evolucao da contribuicdo inicial para as idades 30 a 50, dada pelo Modelo

V.

Fonte: Elaborada pela autora.

O Modelo IV gera contribuicdo inicial menor sempre que a taxa de juro adotada for de

6%, e o modelo com as menores contribui¢des, independentemente da taxa utilizada, ¢ o

modelo b.

Terminada a fase do calculo da contribuicdo inicial para todos os modelos, para a

idade de 30 a 50 anos, escolheu-se um individuo que ingressa no modelo aos 30 anos como

um exemplo para o calculo da contribuicdo inicial, da contribui¢do final, do fundo acumulado,

da renda inicial, da renda final e da idade de recebimento da tltima renda de aposentadoria.

Os resultados encontrados estdao apresentados tabelas 22, 23, 24 e 25 a seguir.
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Tabela 22: Modelos I, Il a, Il b, Il ce 1l d.

Ila Ila b b llc llc Ind Ind

Modelo 1@ 102 o @ ® @@ 6 (12 6 (12

Contribuicdo 657 067 025 018 039 039 035 041 040 046

inicial
C"ngg;‘;“?ao 057 067 185 850 1,08 28 071 08 082 092
Fundo

6734 32489 6848 33327 67,85 327,99 67.60 32546 67,71 325,76
acumulado

Renda inicial 6,67 4544 6,79 46,61 6,72 4587 6,70 45,52 6,71 45,56
Renda final 6,67 4544 6,79 46,61 6,72 4587 6,70 45,52 6,71 45,56

Idade ultima

78 76 78 76 78 76 78 76 78 76
renda

Fonte: Elaborada pela autora.

Tabela 23: Modelos 111 a, 11 b, 1l ce lll d.

Modelo I1a@®) Ila@2) Hib@®) HIb@2) Iic@®) Ilc(12) HId(@®) Hid(12)
Contribuigéo inicial 0,42 0,42 0,50 0,56 0,65 0,90 0,32 0,26
Contribuigao final 3,03 19,72 1,36 4,08 1,77 6,55 2,33 12,28

Fundo acumulado 112,50 772,84 85,55 47391 111,48 760,59 86,34 481,53

Renda inicial 6,79 46,61 6,72 45,87 6,72 45,87 6,79 46,61
Renda final 16,26 255,13 10,17 97,84 16,11 251,08 10,26 99,42
Idade ultima renda 80 80 79 78 80 80 79 78

Fonte: Elaborada pela autora.

Tabela 24: Modelas Ille, 111 f, 111 ge lll h.

Modelo Hle®) Hle(12) MIf®) NFEA2) 1HIg(E) g2 HIh(6) Ih(L2)
Contribuigdo inicial 0,58 0,95 0,51 0,66 0,66 1,06 044 0,59
Contribuigdo final 1,16 1,88 1,04 1,33 1,35 2,13 0,89 1,17

Fundo acumulado 111,06 754,73 85,38 470,69 111,26 755,44 85,22 470,25

Renda inicial 6,70 45,52 6,71 45,56 6,71 45,56 6,70 45,52
Renda final 16,05 249,15 10,15 97,18 16,08 249,38 10,13 97,09
Idade ultima renda 80 80 79 78 80 80 79 78

Fonte: Elaborada pela autora.
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Tabela 25: Modelos IV ae IV b.

Modelo 1V a (6) 1V a(12) 1V b (6) 1V b (12)
Contribui¢ao inicial 0,94 1,56 0,72 0,97
Contribui¢ao final 0,94 1,56 0,72 0,97
Fundo acumulado 110,64 753,41 84,92 469,43
Renda inicial 6,67 45,44 6,67 45,44
Renda final 15,99 248,71 10,09 96,92
Idade ultima renda 80 80 79 78

Fonte: Elaborada pela autora.

A renda inicial gerada para a idade 65 praticamente ndo varia para todos os modelos,
ficando em torno de 6,67 ou 45,44 reais, de acordo com a taxa escolhida, 6% ou 12%,
respectivamente. Isso ocorre porque ela ¢ calculada tendo em vista a obtengdo de uma renda
de 1 u. m. para a idade inicial, ou seja, o valor da renda gerada equivale a uma unidade
monetaria capitalizada a taxa de juro predeterminada na idade de ingresso no modelo, pelo

periodo de contribuigdo.

No entanto, os fundos acumulados apresentam diferengas grandes de um modelo para
o outro. O que define o valor do mesmo ¢ a possibilidade de se ter a renda crescendo
geometricamente, ou seja, quanto maior o crescimento previsto da renda, maior devera ser o
fundo gerado para a satisfagdo da mesma. Todos os modelos nos quais a renda cresce 12% ao
ano apresentam sempre um fundo gerado em torno de R$ 760,00, o menor fundo gerado ¢ de
cerca de R$ 67,00 e esta associado aos modelos onde a renda ¢ constante e a taxa de juro

utilizada é 6% ao ano.

Em todos os casos a renda se extingue por volta dos 78 anos, devido a tabua de
mortalidade utilizada ser comum a todos os modelos. O individuo que vier a falecer antes
desta idade deixard uma heranca e aquele que sobreviver a esta idade devera arcar com o seu
consumo sem a existéncia dessa renda, ou, entdo, ele podera adicionar um valor a
contribui¢do inicial proposta pelo modelo para suprir esse consumo futuro, se porventura vier

a existir.
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6.5 PROJECAO DA EVOLUCAO DO FUNDO

Ap6s escolhido um determinado plano de acumulagdo, resta ao individuo acompanhar
a evolucdo do fundo gerado pelas contribuicdes e estar atento a quaisquer mudangas na

economia que possam comprometer o valor futuro esperado.

Para avaliacdo antecipada da evolu¢ao do fundo, ou seja, uma proje¢ao do valor
futuro, foi realizada uma simulag¢do do plano escolhido considerando o crescimento da taxa de
juro real seguindo uma variagdo estocastica. Dos 30 planos possiveis, foram escolhidos
aqueles que possuem um valor de contribuicdo menor, dentro de cada modelo. Sdo eles:

Modelo I, Modelo II a, modelo II ¢, Modelo III d, Modelo III h e Modelo IV b.

A simulacdo foi realizada para dois cenarios distintos. No cendrio I a taxa média de
juro real é de 6% ao ano e no cenario II de 12% ao ano. Para os dois cendrios foram
considerados dois casos, no primeiro caso o fundo acumulado ¢ investido somente em ativos

livres de risco e no segundo caso, 37%'’ do valor do fundo ¢ aplicado em ativos de risco.

O cenario I estd baseado na distribuicdo dos dados passados e apresenta periodos de
inflagdo alta e periodos de inflagdo controlada. Ele foi gerado a partir do sorteio das taxas de
juro real para o periodo 70/03, tanto para a taxa livre de risco como para a taxa que remunera
os ativos com risco. Ele foi simulado 100 vezes numa planilha Excel, com a ferramenta
Macro. Para a geracdo aleatdria das taxas de juro, no Cenario II, foi utilizada a inversa da

distribuicdo normal com a média e o desvio-padrao obtidos para o periodo de 1995 a 2003.

Para exemplificar esse procedimento, a planilha de simula¢do para o Modelo I(6),

apresenta-se na Tabela 26 e o resultado de cada uma das rodadas na Tabela 27.

' Este percentual foi utilizado seguindo os resultados apontados no estudo de Purcal (1999).
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Tabela 26: Planilha de simulacéo da evolucdo do fundo pelo Modelo | (6) para a idade 30.

t coB  Alat N Contrib. 1BOV Aleat Al8  Risco  Fundo  Fundo  Fundo

fix fix real livre risco total
16,2232 26 33 -6,62 0,57 29,67 29 34 83,28 0,57 0,00 0,57
24,8158 29 19  -2,29 0,57 78,28 12 2 78,28 0,56 0,00 1,13
35,3378 34 19  -2,29 0,57 -51,98 21 1 29,67 1,10 0,00 1,67
4 5,1289 32 1 6,22 0,57 -9,28 9 5 1,54 1,78 0,00 2,35
5 -5,3788 18 35 12,00 0,57 1,54 11 29 -34,58 2,63 0,00 3,20
6 1,5819 17 11 -26,10 0,57 424 18 14 176,26 2,36 0,00 2,93
7 -7,2460 4 26 32,39 0,57 -15,21 14 24 97,18 3,88 0,00 445
8 3,9315 23 3 5,34 0,57 1,56 21 13 -17,94 4,69 0,00 5,26
9 3,6415 11 26 32,39 0,57 -25,81 17 3 -51,98 6,96 0,00 7,53
10 -14,7469 11 10 -14,75 0,57 -11,64 11 1 29,67 6,42 0,00 6,99
11 -26,1021 4 13 1,78 0,57 -31,41 9 17 -14,41 7,12 0,00 7,69
12 -0,6458 15 16 9,51 0,57 9,53 28 30 109,95 8,42 0,00 8,99
13 11,7808 19 11 -26,10 0,57 -17,94 21 26 -13,97 6,64 0,00 7,21
14 -18,8304 18 17 3,92 0,57 176,26 15 31 -18,69 7,49 0,00 8,06
15 14,0440 33 20 22,63 0,57 67,25 13 7 -15,21 9,89 0,00 10,46
16 9,5065 16 10 -14,75 0,57 49,65 15 33 -34,34 8,92 0,00 9,49
17 3,9199 7 16 9,51 0,57 -14,41 28 27 49,78 10,39 0,00 10,96
18 -1,9377 17 8 3,93 0,57 -73,86 24 20 -1,08 11,39 0,00 11,96
19 -2,2916 24 15 14,04 0,57 13292 16 4 -9,28 13,64 0,00 14,21
20 22,6281 2 6 1,58 0,57 -1,08 33 2 78,28 14,43 0,00 15,00

21 19,9078 19 13 1,78 0,57 -74,11 34 33 -34,34 15,27 0,00 15,84
22 10,3632 14 21 1991 0,57 316,38 14 15 67,25 18,99 0,00 19,56
23 34,9855 7 4 5,13 0,57 -11,30 16 10 -11,64 20,57 0,00 21,14
24 8,6729 19 29 2588 0,57 97,18 29 33 -34,34 26,61 0,00 27,18
25 4,3501 14 14 -18,83 0,57 -2,87 9 11 -31,41 22,06 0,00 22,63
26 32,3922 23 31 6,66 0,57 -13,97 21 8 1,56 24,14 0,00 24,71
27 15,6504 21 31 6,66 0,57 49,78 17 11 -31,41 26,35 0,00 26,92
28 14,2116 19 18 -1,94 0,57 34,75 4 22 316,38 26,40 0,00 26,97
29 25,8806 4 32 6,70 0,57 -3458 6 21 -74,11 28,78 0,00 29,35
30 4,4010 18 7 -71,25 0,57 109,95 32 4 -9,28 27,22 0,00 27,79
31 6,6595 1 3 5,34 0,57 -18,69 10 30 109,95 29,27 0,00 29,84
32 6,6950 9 25 435 0,57 -19,40 17 31 -18,69 31,14 0,00 31,71
33 -6,6241 12 12 -0,65 0,57 -3434 27 11 -31,41 31,51 0,00 32,08

34 10,9955 10 7 -725 0,57 83,28 10 6 4,24 29,75 0,00 30,32
35 11,9955 14 11 -26,10 0,57 13 26 -13,97 22,41 0,00 2298
Fonte: Elaborado pela autora.
Nota: Idade ingresso: 30 % ativos aplicados a taxa livre de risco: 100 1: 0,06

Idade aposentadoria: 65 % ativos aplicados a taxa com risco: 0 a: 0,00

Contribuigdo inicial: 0,57 B: 0,00

A partir da simulacdo da taxa de juro, para o periodo de 35 anos, foi possivel calcular
o valor do fundo ao final de cada periodo e o fundo total acumulado. Este calculo foi repetido
100 vezes e o fundo total utilizado como resultado final foi a média dos cem resultados
parciais do fundo final. O fundo gerado para cada uma das cem rodadas pode ser observado

na Tabela 27, a seguir.
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Tabela 27: Fundo encontrado por meio da simulacgéo para cem rodadas.

1-10 11-20 21-30 31-40 41-50 51-60 61-70 71-80 81-90 91-100
54,27 38,48 31,15 66,85 47,61 40,99 103,45 32,36 27,69 47,42

48,42 49,62 77,35 48,83 34,64 33,74 86,78 55,14 51,96 85,58

63,97 76,09 38,96 35,00 52,97 55,42 48,32 27,77 63,64 23,64

36,07 57,02 80,77 37,78 99,21 65,94 43,75 49,82 61,90 158,62
14,10 62,69 44,29 31,74 42,74 52,75 79,18 74,34 63,88 89,03
110,95 55,54 34,12 25,77 47,64 88,17 116,72 64,53 49,36 47,17

23,39 27,30 79,69 55,02 53,24 91,93 94,81 36,85 44,35 59,27

42,27 33,70 73,64 56,64 15,00 36,91 36,02 48,93 34,80 47,05

38,03 33,95 45,10 27,05 25,58 61,38 88,83 41,16 38,77 60,26
112,79 126,28 23,68 82,37 48,65 89,10 123,48 88,71 27,23 22,98

Fonte: Elaborado pela autora.

O fundo médio encontrado foi de 56,30'® reais. A distribuicdo dos valores obtidos foi

dividida em decis (10 décimos), de acordo com a propor¢do das freqiiéncias observadas. O

fundo médio estd no sétimo decil caracterizando uma probabilidade de ocorréncia de 30 a

40% ¢ o fundo esperado necessario para a geracao da renda (R$ 67,34) esta no oitavo decil,

ou seja, 20 a 30% de probabilidade de ocorréncia.

Tabela 28: Distribuicéo do fundo total gerado pela simulagéo organizada em decis.

Decil Valor do Fundo
0° 14,10
1° 27,30
2° 34,54
3° 38,69
40 46,27
5° 49,15
6° 55,25
7° 63,71
8° 79,28
9° 89,39
10° 158,62

Fonte: Elaborado pela autora.
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Analisando-se os decis, conclui-se que, quanto menor o decil no qual o valor esperado
do fundo se encontra, maior serd a probabilidade de alcanca-lo. A analise feita a seguir busca
identificar quais os planos que gerardo um fundo esperado com, no minimo, 70% de

probabilidade de ocorréncia, ou seja, aqueles que estdo, no maximo, no terceiro decil.

Apds a simulagdo realizada para os modelos escolhidos previamente, os quais
apresentavam as menores contribuicdes iniciais, os resultados obtidos estdo descritos nas
tabelas a seguir. Cada tabela apresenta o resultado do fundo médio obtido a partir da
simulacdo, o fundo esperado calculado de acordo com a taxa de juro do cendrio utilizado, ja
realizado anteriormente e o decil onde se encontra o fundo esperado na distribuicdo obtida

pela simulagao.

Para o Cenario I, com o fundo aplicado somente em ativos livres de risco, os modelos
com taxa de 6% ao ano apresentam o fundo esperado no sexto, sétimo ou oitavo decil, ou seja,
uma probabilidade de ocorréncia de 20 a 40%. Para os modelos com taxa de 12% ao ano, o
fundo esperado encontra-se no quinto ou no sexto decil (probabilidade de ocorréncia de 40 a
50%) e para os modelos Ila e IIId o fundo esperado estd no primeiro decil (probabilidade de
ocorréncia de 90%). Observa-se que os modelos que conseguem uma probabilidade superior a
70% sdo aqueles que propdem uma taxa de 12% ao ano, que vai de encontro a taxa proposta

no cenario e que prevéem uma contribui¢do crescente também a taxa de 12% ao ano.

Tabela 29: Decil do fundo esperado para o Cenario I, caso 1, para cada modelo simulado.

Modelo Fundo médio Fundo esperado Decil
1(6) 56,30 67,34 8°
1(12) 73,07 67,34 5°
ITa(6) 67,39 68,48 7°
Ma(12) 132,15 68,48 1°
I ¢ (6) 57,06 67,60 8°
I c(12) 76,48 67,60 6°
11 d (6) 80,13 86,34 7°
I1d (12) 195,25 86,34 1°
I h (6) 80,01 85,22 6°
11 h (12) 109,42 85,22 5
IV b (6) 74,06 84,92 8°
IVb(12) 110,21 84,92 5°

Fonte: Elaborado pela autora.

Ainda no Cenadrio I, mas considerando uma aplicacdo de 37% do valor do fundo em
ativos com risco, observa-se que os modelos com contribuicao inicial calculada para uma taxa

de 6% ao ano apresentam o fundo esperado no terceiro decil (probabilidade de ocorréncia de
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70%). Para os modelos com taxa de 12% ao ano, a probabilidade de ocorréncia esta entre 70 e

90%.

Tabela 30: Decil do fundo esperado para o Cenario I, caso 2, para cada modelo simulado.

Modelo Fundo médio Fundo esperado Decil
I(6) 192,17 67,34 3°
1(12) 271,43 67,34 2°
Il a (6) 162,21 68,48 3°
la(12) 282,17 68,48 1°
Il ¢ (6) 224,22 67,60 3°
Mc(12) 361,18 67,60 3°
111 d (6) 229,71 86,34 3°
11d(12) 516,97 86,34 1°
I h (6) 265,54 85,22 3°
I h (12) 447,66 85,22 2°
IV b (6) 261,74 84,92 3°
IVDb (12) 306,37 84,92 2°

Fonte: Elaborado pela autora.

O Cenario II foi constituido considerando a taxa de juro com uma distribui¢do normal,
sendo que, para a taxa livre de risco, utilizou-se a média de 12% ao ano e desvio padrao
também de 12% ao ano e, para a taxa com risco, a média utilizada foi de 17%a.a. e o desvio

padrdo de 54%a.a., conforme estudo apresentado no Capitulo 6.2.

Os resultados obtidos apontam que, para os modelos com taxa prevista de 6%, nenhum
consegue gerar o fundo esperado com uma probabilidade de, no minimo, 70%, eles obtém no
maximo 20% de probabilidade de ocorréncia. Para os modelos com taxa de 12%, a

probabilidade de gerar o fundo esperado esté entre 20 e 30%.

Tabela 31: Decil do fundo esperado para o Cenario |1, caso 1, para cada modelo simulado.

Modelo Fundo médio Fundo esperado Decil
1(6) 251,53 324,89 8°
1(12) 279,33 324,89 8°
ITa(6) 182,48 333,27 10°
Ma(12) 288,12 333,27 8°
Il ¢ (6) 229,33 325,46 9°
e (12) 283,91 325,46 8°
1 d (6) 236,00 481,53 10°
I1d (12) 414,76 481,53 8°
11T h (6) 268,21 470,25 10°
I h (12) 412,71 470,25 7°
IV b (6) 305,56 84,92 9°
IVb (12) 452,74 469,43 7°

Fonte: Elaborado pela autora.
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Considerando a aplicacdo em ativos com risco, os modelos com taxa 12% ao ano tém
entre 30 e 50% de probabilidade de gerar o fundo esperado, para os com taxa de 6%, todos

apresentam probabilidade de ocorréncia de 10 a 30%.

Tabela 32: Decil do fundo esperado para o Cenario |1, caso 2, para cada modelo simulado.

Modelo Fundo médio Fundo esperado Decil
I1(6) 353,19 324,89 7°
1(12) 377,30 324,89 6°
Il a(6) 239,37 333,27 9°
a(12) 372,53 333,27 7°
Il ¢ (6) 294,93 325,46 7°
IMc(12) 398,82 325,46 6°
111 d (6) 386,13 481,53 8°
I1d (12) 508,74 481,53 7°
III h (6) 394,95 470,25 8°
I h (12) 593,40 470,25 6°
IV b (6) 512,82 84,92 7°
IV b (12) 674,22 469,43 5°

Fonte: Elaborado pela autora.

Para visualizar os resultados encontrados, a Tabela 33 apresenta, para cada modelo, as
premissas adotadas, os resultados para o calculo da contribui¢do para um individuo com 30
anos e a probabilidade de ocorréncia do fundo esperado, obtida pela simulagdo do modelo

para os cenarios [ e II.
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Tabela 33: Probabilidade de ocorréncia do fundo esperado para os modelos simulados.

Cenério | Cenério Il

Modelo C R r v B Cc
1 2 1 2
I-(6) CT CT 6 0 0 0,57 20 70 20 30
1-(12) CT CT 12 0 0 067 50 80 20 40
II-a(6) CR CT 6 6 0 0,25 30 70 0 10
M-a(12) CR CT 12 12 0 0,18 90 90 20 30
II—c(6) CRL CT 6 6 0 0,35 20 70 10 30
M-c(12) CRL CT 12 12 0 0,41 40 70 20 40
I -d (6) CR CR 6 6 3 0,32 30 70 0 20
1r-d(12) CR CR 12 12 6 0,26 90 90 20 30
II1-h (6) CRL CR 6 6 3 0,44 40 70 0 20
I-h (12) CRL CR 12 12 6 0,59 50 80 30 40
IV->(6) CT CR 6 0 3 0,72 20 70 10 30
IV-b(12) CT CR 12 0 6 0,97 50 80 30 50

Fonte: Elaborada pela autora.

Legenda: C — contribuicdo, pode ser constante (CT), crescente (CR) ou crescente limitada (CRL);
R —renda, pode ser constante (CT) ou crescente (CR);
r — taxa de juro real dada percentualmente;
o - taxa de crescimento da contribui¢do dada percentualmente;
j - taxa de crescimento da renda dada percentualmente;
Cc — contribuigdo inicial calculada para um individuo com 30 anos, em reais;
Cenario I, caso 1 — apresenta a probabilidade de ocorréncia do fundo esperado, de acordo com a
distribui¢do do fundo calculado pela simulagdo em 100 rodadas.
Cenario I, caso 2 e Cenario II, casos 1 e 2 — idem ao anterior.

Apoés a andlise ¢ possivel constatar que o resultado da simulacdo ndo apresenta um
modelo que gere o fundo necessario para a renda pos-aposentadoria para todos os cendrios

utilizados simultaneamente.

O modelo atuarial tradicionalmente utilizado — contribuicdo constante gerando uma
renda constante — com taxa de 6% ao ano, nao obteve sucesso para o Cenario I, com 100% do
fundo aplicado em ativos livres de risco, que € o plano oferecido geralmente pelas empresas
de previdéncia. Este modelo passa a ter uma probabilidade de ocorréncia do fundo esperado
de 70% quando existe a possibilidade do investimento de uma parcela do fundo em ativos de

risco.

Os modelos que prevéem uma contribuicdo constante ndo conseguem atingir uma
probabilidade de ocorréncia de 70%, exceto quando a aplicagdo em ativos de risco ¢
considerada, mas somente para o cendrio I. Os modelos com contribui¢do crescente limitada

estdo na mesma situacdo dos modelos com contribui¢do constante. Os Unicos modelos que
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conseguem atingir o fundo esperado sdo aqueles que apresentam uma contribuicao crescente,
mas esse resultado satisfatorio s6 € conseguido quando a contribui¢do cresce a uma taxa de

12% ao ano e a economia apresenta uma taxa média de 6% ao ano.

Os resultados obtidos permitem confirmar que a obtencdo do fundo desejado, vai
depender, diretamente, da possibilidade de um rendimento maior, conseguido por meio da
aplicagcdo de uma parcela do fundo em ativos de risco. O comportamento de aversao ao risco
do poupador pode impedi-lo de assumir tais riscos dificultando a obtencdo de maiores

retornos.

Quanto a utilizacdo de taxas em diferentes niveis, sabe-se que a preferéncia dos
atuarios ¢ pela utilizagdo de taxas menores, pois implicam maior seguranca na obtencao do
resultado esperado. Este estudo vai ao encontro dessa conduta, pois todo o plano considerado,
projetado com uma taxa de 6% ao ano, tem um melhor desempenho no cendrio I (taxa de 6%

ao ano) do que os planos considerados com taxa de 12% no cenario II (12% ao ano).
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7 CONSIDERACOES FINAIS

Tudo o que se refere ao futuro do individuo, em geral, ¢ incerto. A busca por um
padrdao de vida que atenda as necessidades, sejam elas bésicas ou ndo, ¢ uma propulsora do
crescimento pessoal. Para o alcance desse padrio almejado uma condigdo bdasica ¢ o
planejamento financeiro pessoal, por meio dele ¢ possivel analisar conjuntamente as despesas
pessoais e as receitas que fardo frente as mesmas. Uma preocupagao dos individuos, em geral,
¢ com a renda pos-aposentadoria. Os fatores que influenciam a mesma estao presentes no dia-
a-dia por intermédio da renda do trabalho, do consumo presente e da possibilidade de uma
poupanca. O modelo do ciclo da vida apregoa que os individuos poupam para garantir o

consumo futuro.

Os modelos econdmicos enfatizam que o individuo ¢ o responsavel pelas decisdes
sobre quanto consumir hoje e quanto poupar. O modelo de Samuelson e Merton propde que,
para o individuo maximizar seu consumo ao longo da vida, ele necessita, além da decisao
sobre o proprio consumo, decidir quanto de sua riqueza ele investira, considerando que um

percentual da mesma devera ser aplicado em investimentos de risco.

O consumo depende da renda e das preferéncias de cada individuo. Estabelecer o valor
do consumo para um individuo ¢ uma tarefa complexa, pois depende das caracteristicas
individuais de cada um. Dessa forma, o objetivo desse estudo foi contribuir com uma anélise
sobre o valor a ser poupado para gerar uma renda de aposentadoria, que leve em consideragao
a renda atual do individuo e que ele possa escolher as caracteristicas desse plano de

acumulagdo conforme suas necessidades e possibilidades.

Para essa analise foram utilizados os resultados da matematica atuarial, que ¢ a
responsavel por apresentar as bases para o célculo, tanto de prémios de seguro, quanto de
contribui¢cdes para a renda pos-aposentadoria. A matemadtica atuarial apresenta modelos que
indicam os valores a serem poupados para a obtencdo da renda, mas a pratica atuarial
demonstra que esses modelos, algumas vezes, estdo distanciados da realidade. A abordagem
tradicional ¢ probabilistica, mas os parametros adotados sdo deterministicos. Os atudrios

buscam minimizar este distanciamento por meio de uma abordagem estocastica, dando lugar
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de destaque as incertezas quanto a taxa de juro e a taxa de mortalidade. A pratica desses
modelos parece estar ainda num estagio inicial dependendo de uma popularizagao dos

métodos computacionais.

Como apresentado na introducdo desse estudo, as instituigdes financeiras, que
operacionalizam planos de previdéncia privada, utilizam modelos tradicionais, onde a
contribuicdo e a renda sdo constantes e as taxas de juro real usadas variam de 6% a 12% ao
ano. Em geral, a aplicagcdo do fundo acumulado se d4 em ativos livres de risco, mas algumas
j& oferecem aos clientes a possibilidade de aplicar em fundos mais agressivos, com algum
percentual investido em ativos com risco. A partir da simulagdo realizada nesse estudo
constata-se que os planos tradicionais terdo dificuldade em gerar o fundo esperado. Para
contornar essa situacdo o individuo deve buscar alternativas, que vao desde o aumento do

valor poupado até a aplicacdo em investimentos com risco.

Algumas dessas alternativas foram consideradas na elaboracdo dos modelos, entre elas
a possibilidade de uma contribuicao crescente e, também, de uma renda crescente. Para todos
os modelos foi calculado o valor da contribuicdo inicial e do fundo esperado. Uma vez que o
resultado pretendido ¢ a geracdo de uma renda futura, ndo se tem como determinar a
ocorréncia da mesma, ou seja, o alcance do valor estipulado previamente, na data da
aposentadoria. Para verificar o desempenho do fundo no mercado financeiro, ao longo do
periodo de acumulagdo foi realizada uma simulagdao contemplando dois cendrios distintos e
considerando, em cada um, a possibilidade de se investir somente em ativos livres de risco ou

considerar algum percentual desse investimento em ativos de risco.

Este estudo procurou mostrar as dificuldades existentes em modelos que pressupdem o
longo prazo. Ficou evidenciado que num cenario de incertezas, como o caso brasileiro, ¢
prudente e preferivel utilizar pardmetros conservadores, ou seja, taxas de juro real menores.
Pdde-se constatar que os planos calculados com taxa de juro de 12% ao ano ficaram aquém do
resultado desejado e, também, que a aplicagdo em ativos de risco aumenta consideravelmente
o valor do fundo. Os modelos tradicionais apresentados aos poupadores, simulados nesse
estudo, demonstraram uma probabilidade de ocorréncia em torno de 20%, levando a
constatagdo de que ¢ de 80% a chance de que o fundo acumulado ndo consiga respaldar a

renda futura, nos moldes previstos inicialmente.

Todos os valores calculados nesse estudo tratam-se de valores puros, ou seja, valores

onde ndo estdo presentes parcelas referentes a taxas e/ ou impostos. Uma extensdo deste
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estudo seria a consideragdo do peso das taxas de administracao e carregamento e dos impostos
no valor da contribui¢do. Outra, a simulacdo dos modelos para outros cenarios possiveis.
Ainda, uma extensdo seria a formulagdo do modelo atuarial seguindo a abordagem

estocastica, de modo a aproxima-lo melhor da realidade.

Todo e qualquer estudo sobre a renda pods-aposentadoria ¢ relevante, pois atinge

diretamente cada individuo e, conseqiientemente, a economia de uma nagao.
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Tabua de Mortalidade elaborada por Beltr&o e Pinheiro (2002).

ANEXO A
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Prababilidade EBpedfica de Mone austada o intervalo de confianca para 95% para a populacio da
plana Presddénds Privada por sexo e dade indiideal — 1998
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ANEXO B

Serie do CDB nominal, IGP-DI e CDB real para o periodo 1970 a 2003.

Ano CDB nominal IGP DI inflagdo CDB real
70 26,6895 19,2672 6,2232
71 25,2329 19,4790 4,8158
72 21,9118 15,7342 5,3378
73 21,4601 15,5344 5,1289
74 27,3185 34,5560 -5,3788
75 31,3734 29,3276 1,5819
76 35,6744 46,2734 -7,2460
77 44,2461 38,7896 3,9315
78 45,9327 40,8053 3,6415
79 51,1069 77,2450 -14,7469
80 55,3553 110,2298 -26,1021
81 93,9376 95,1982 -0,6458
82 103,2828 99,7262 1,7808
83 152,4537 211,0200 -18,8304
84 269,2849 223,8090 14,0440
85 266,9868 235,1279 9,5065
86 71,5123 65,0428 3,9199
87 405,9572 415,9547 -1,9377
88 1011,4587 1037,5258 -2,2916
89 2208,9052 1782,8523 22,6281
90 1790,5976 1476,7089 19,9078
91 540,3565 480,2263 10,3632
92 1597,8968 1157,8363 34,9855
93 2951,7185 2708,1695 8,6729
94 1145,7883 1093,8543 4,3501
95 51,9515 14,7738 32,3922
96 26,4364 9,3264 15,6504
97 22,7593 7,4841 14,2116
98 28,0380 1,7139 25,8806
99 25,2689 19,9882 4,4010

2000 17,1128 9,8007 6,6595

2001 17,7937 10,4022 6,6950

2002 18,0381 26,4118 -6,6241

2003 19,5011 7,6630 10,9955
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ANEXO C

Série IBOVESPA nominal e real para o periodo 1970 a 2003.

Ano IBOVESPA nominal IBOVESPA real
70 54,6500 29,6668
71 113,0100 78,2824
72 -44,4200 -51,9762
73 4,8100 -9,2824
74 36,6300 1,5414
75 34,8100 4,2392
76 24,0300 -15,2067
77 40,9500 1,5566
78 4,4700 -25,8053
79 56,6100 -11,6421
80 44,1900 -31,4131
81 113,8100 9,5348
82 63,9000 -17,9377
33 759,2100 176,2555
84 441,5700 67,2498
85 401,5300 49,6533
86 41,2600 -14,4101
87 34,8700 -73,8601
38 2549,4900 132,9169
89 1762,5100 -1,0804
90 308,2700 -74,1062
91 2315,9600 316,3824
92 1015,6500 -11,3040
93 5437,2000 97,1818
94 1059,6500 -2,8650
95 -1,2600 -13,9699
96 63,7500 49,7808
97 44,8300 34,7455
98 -33,4600 -34,5812
99 151,9200 109,9540
0 -10,7200 -18,6890

1 -11,0200 -19,4038
2 -17,0000 -34,3416
3 97,3300 83,2849




Série do fator atuarial para a idade 30 anos

ANEXO D

126

X gx pXx Ix Soma t vt

20 0,000665 0,999335 999,335 57433,57174 0 1,0000
21 0,000749 0,999251 998,5864981  56434,23674 1 0,9434
22 0,000815 0,999185 997,7726501  55435,65024 2 0,8900
23 0,000863 0,999137 996,9115723  54437,87759 3 0,8396
24 0,000892 0,999108 996,0223272  53440,96602 4 0,7921
25 0,000906 0,999094 995,1199309  52444,94369 5 0,7473
26 0,000907 0,999093 994,2173572  51449,82376 6 0,7050
27 0,000897 0,999103 993,3255442  50455,60641 7 0,6651
28 0,00088 0,99912 992,4514177  49462,28086 8 0,6274
29 0,00086 0,99914 991,5979095  48469,82944 9 0,5919
30 0,000838 0,999162 990,7669504  47478,23154 10 0,5584
31 0,000817 0,999183 989,9574938  46487,46458 11 0,5268
32 0,000801 0,999199 989,1645379  45497,50709 12 0,4970
33 0,00079 0,99921 988,3830979  44508,34255 13 0,4688
34 0,000787 0,999213 987,6052404  43519,95946 14 0,4423
35 0,000793 0,999207 986,8220695  42532,35421 15 0,4173
36 0,000811 0,999189 986,0217568 41545,53215 16 0,3936
37 0,00084 0,99916 985,1934985  40559,51039 17 0,3714
38 0,000884 0,999116 984,3225874  39574,31689 18 0,3503
39 0,000942 0,999058 983,3953556  38589,9943 19 0,3305
40 0,001016 0,998984 982,3962259  37606,59895 20 0,3118
41 0,001108 0,998892 981,3077309  36624,20272 21 0,2942
42 0,001219 0,998781 980,1115167  35642,89499 22 0,2775
43 0,00135 0,99865 978,7883662  34662,78347 23 0,2618
44 0,001504 0,998496 977,3162685  33683,99511 24 0,2470
45 0,001683 0,998317 975,6714452  32706,67884 25 0,2330
46 0,001889 0,998111 973,8284018 31731,00739 26 0,2198
47 0,002124 0,997876 971,7599903  30757,17899 27 0,2074
48 0,002392 0,997608 969,4355404  29785,419 28 0,1956
49 0,002697 0,997303 966,8209728  28815,98346 29 0,1846
50 0,003041 0,996959 963,8808702  27849,16249 30 0,1741
51 0,003429 0,996571 960,5757227  26885,28162 31 0,1643
52 0,003866 0,996134 956,8621369  25924,7059 32 0,1550
53 0,004357 0,995643 952,6930886  24967,84376 33 0,1462
54 0,004908 0,995092 948,0172709  24015,15067 34 0,1379
55 0,005524 0,994476 942,7804235  23067,1334 35 0,1301
56 0,006214 0,993786 936,921986  22124,35298 36 0,1227
57 0,006985 0,993015 930,3775859  21187,43099 37 0,1158
58 0,007845 0,992155 923,0787737  20257,0534 38 0,1092

Continua...
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X gx pX Ix Soma t vt
Continuagio.

59 0,008802 0,991198 914,9538344  19333,97463 39 0,1031
60 0,009868 0,990132 905,9250699  18419,0208 40 0,0972
61 0,011051 0,988949 895,913692  17513,09573 41 0,0917
62 0,012363 0,987637 884,837511  16617,18203 42 0,0865
63 0,013815 0,986185 872,6134808 15732,34452 43 0,0816
64 0,01542 0,98458 859,1577809  14859,73104 44 0,0770
65 0,017189 0,982811 844,3897178  14000,57326 45 0,0727
66 0,019135 0,980865 828,2323206 13156,18354 46 0,0685
67 0,021271 0,978729 810,6149909  12327,95122 47 0,0647
68 0,023607 0,976393 791,4788028 11517,33623 48 0,0610
69 0,026157 0,973843 770,7760918  10725,85743 49 0,0575
70 0,02893 0,97107 748,4775394  9955,081337 50 0,0543
71 0,031935 0,968065 724,5749092  9206,603798 51 0,0512
72 0,03518 0,96482 699,0843639  8482,028889 52 0,0483
73 0,038668 0,961332 672,0521697  7782,944525 53 0,0456
74 0,042403 0,957597 643,5551416  7110,892355 54 0,0430
75 0,046382 0,953618 613,705767  6467,337213 55 0,0406
76 0,050601 0,949399 582,6516415 5853,631446 56 0,0383
77 0,05505 0,94495 550,5766686  5270,979805 57 0,0361
78 0,059715 0,940285 517,6989828 4720,403136 58 0,0341
79 0,064579 0,935421 484,2665002  4202,704153 59 0,0321
80 0,069618 0,930382 450,552835  3718,437653 60 0,0303
81 0,074807 0,925193 416,8483291 3267,884818 61 0,0286
82 0,080115 0,919885 383,4525252  2851,036489 62 0,0270
83 0,085508 0,914492 350,6642667 2467,583964 63 0,0255
84 0,090951 0,909049 318,771001  2116,919697 64 0,0240
85 0,096407 0,903593 288,0392451  1798,148696 65 0,0227
86 0,101839 0,898161 258,7056164 1510,109451 66 0,0214
87 0,107209 0,892791 230,970046  1251,403835 67 0,0202
88 0,112483 0,887517 204,9898423  1020,433789 68 0,0190
89 0,117629 0,882371 180,8770921  815,4439466 69 0,0179
90 0,122616 0,877384 158,6986666  634,5668545 70 0,0169
91 0,161474 0,838526 133,072881  475,8681879 71 0,0160
92 0,200333 0,799667 106,413995  342,7953069 72 0,0151
93 0,239191 0,760809 80,960677  236,3813115 73 0,0142
94 0,278050 0,721950 58,449565 155,4206348 74 0,0134
95 0,316908 0,683092 39,926405  96,97106965 75 0,0126
96 0,355767 0,644233 25,721911 57,04466433 76 0,0119
97 0,394625 0,605375 15,571392  31,32275304 77 0,0113
98 0,433484 0,566516 8,821444 15,75136129 78 0,0106
99 0,472342 0,527658 4,654702 6,929916944 79 0,0100
100 0,511201 0,488799 2,275215 2,275214543 80 0,0095
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t vt*I30 vtl65 vtl31 vtl32 vtl33 vtl34 vtl35 vtl36 vtI37
0 990,7670 | 844,3897 | 989,9575 | 989,1645 | 988,3831 | 987,6052 | 986,8221 | 986,0218 | 985,1935
1 933,9222 | 781,3512 | 933,1741 | 932,4369 | 931,7031 | 930,9642 | 930,2092 | 929,4278 | 928,6062
2 880,3529 | 721,4445 | 879,6574 | 878,9651 | 878,2681 | 877,5559 | 876,8187 | 876,0436 | 875,2184
3 829,8655 | 664,5409 | 829,2124 | 828,5548 | 827,8829 | 827,1875 | 826,4562 | 825,6777 | 824,8388
4 782,2759 | 610,5269 | 781,6555 | 781,0216 | 780,3655 | 779,6757 | 778,9412 | 778,1498 | 777,2876
5 737,4109 | 559,3060 | 736,8128 | 736,1939 | 735,5431 | 734,8502 | 734,1036 | 733,2902 | 732,3963
6 695,1064 | 510,7967 | 694,5225 | 693,9086 | 693,2549 | 692,5506 | 691,7832 | 690,9399 | 690,0072
7 655,2099 | 464,9310 | 654,6307 | 654,0141 | 653,3496 | 652,6257 | 651,8301 | 650,9502 | 649,9711
8 617,5762 | 421,6538 | 616,9944 | 616,3675 | 615,6846 | 614,9341 | 614,1039 | 613,1803 | 612,1483
9 582,0702 | 380,9193 | 581,4788 | 580,8345 | 580,1265 | 579,3433 | 578,4720 | 577,4984 | 576,4075
10 548,5649 | 342,6901 | 547,9571 | 547,2892 | 546,5503 | 545,7283 | 544,8098 | 543,7807 | 542,6257
11 516,9407 | 306,9336 | 516,3105 | 515,6135 | 514,8380 | 513,9715 | 513,0007 | 511,9110 | 510,6865
12 487,0854 | 273,6197 | 486,4278 | 485,6962 | 484,8788 | 483,9629 | 482,9349 | 481,7798 | 480,4804
13 458,8942 | 2427175 | 458,2040 | 457,4328 | 456,5688 | 455,5990 | 454,5092 | 453,2834 | 451,9050
14 4322679 | 214,1915 | 431,5404 | 430,7252 | 429,8104 | 428,7823 | 427,6258 | 426,3254 | 424,8636
15 407,1136 | 188,0000 | 406,3446 | 405,4815 | 404,5116 | 403,4206 | 402,1938 | 400,8147 | 399,2651
16 383,3439 | 164,0908 | 382,5297 | 381,6147 | 380,5855 | 379,4281 | 378,1271 | 376,6652 | 375,0241
17 360,8771 | 142,4006 | 360,0139 | 359,0429 | 357,9511 | 356,7236 | 355,3446 | 353,7963 | 352,0599
18 339,6357 | 122,8530 | 338,7197 | 337,6897 | 336,5317 | 335,2307 | 333,7701 | 332,1320 | 330,2973
19 319,5469 | 105,3580 | 318,5752 | 317,4828 | 316,2554 | 314,8775 | 313,3320 | 311,6012 | 309,6649
20 300,5426 | 89,8120 |299,5121 | 298,3541 | 297,0542 | 295,5963 | 293,9634 | 292,1367 | 290,0961
21 282,5585 | 76,0997 | 281,4662 | 280,2398 | 278,8644 | 277,3240 | 275,6007 | 273,6756 | 271,5286
22 265,5341 | 64,0954 | 264,3772 | 263,0796 | 261,6264 | 260,0006 | 258,1845 | 256,1591 | 253,9044
23 2494124 | 53,6658 | 248,1883 | 246,8173 | 245,2836 | 243,5703 | 241,6595 | 239,5324 | 237,1687
24 234,1399 | 44,6728 | 232,8465 | 231,3996 | 229,7833 | 227,9807 | 225,9740 | 223,7441 | 221,2715
25 219,6665 | 36,9766 | 2183015 | 216,7767 | 215,0761 | 213,1830 | 211,0793 | 208,7467 | 206,1659
26 205,9448 | 29,2508 | 204,5063 | 202,9020 | 201,1160 | 199,1314 | 196,9308 | 194,4962 | 191,8092
27 192,9305 | 22,0669 | 191,4170 | 189,7321 | 187,8598 | 185,7838 | 183,4869 | 180,9521 | 178,1618
28 180,5820 | 15,8383 | 178,9925 | 177,2263 | 175,2677 | 173,1009 | 170,7095 | 168,0772

29 168,8609 | 10,7873 | 167,1946 | 165,3469 | 163,3027 | 161,0467 | 158,5634

30 157,7307 | 6,9516 | 1559877 | 154,0592 | 151,9308 | 149,5881

31 147,1582 | 4,2249 | 145,3388 | 143,3310 | 141,1208

32 137,1121 | 2,4129 | 135,2179 | 133,1329

33 127,5641 | 1,2896 | 125,5970

34 118,4878 | 0,6419

35 0,2960
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vtl38 vtl39 vtl40 vtl4l vtl42 vtl43 vtl44 vtl45
984,3226 983,3954 982,3962 981,3077 980,1115 978,7884 977,3163 975,6714
927,7315 926,7889 925,7620 924,6335 923,3853 921,9965 920,4448 918,7060
874,3291 873,3604 872,2958 871,1182 869,8080 868,3441 866,7038 864,8629
823,9249 822,9205 821,8096 820,5736 819,1926 817,6451 815,9084 813,9568
776,3401 775,2921 774,1260 772,8232 771,3633 769,7249 767,8837 765,8128
731,4076 730,3076 729,0785 727,7012 726,1556 724,4186 722,4649 720,2679
688,9694 687,8099 686,5106 685,0524 683,4138 681,5706 679,4980 677,1680
648,8772 647,6515 646,2759 644,7300 642,9912 641,0358 638,8377 636,3680
610,9920 609,6942 608,2359 606,5954 604,7508 602,6771 600,3471 597,7314
575,1832 573,8074 572,2598 570,5196 568,5633 566,3652 563,8976 561,1300
541,3277 539,8678 538,2260 536,3805 534,3068 531,9788 529,3679 526,4437
509,3092 507,7604 506,0193 504,0630 501,8668 499,4037 496,6450 493,5588
479,0193 477,3767 475,5312 473,4593 471,1355 468,5330 465,6215 462,3692
450,3554 448,6143 446,6597 444,4675 442,0123 439,2656 436,1973 432,7753
423,2210 421,3771 419,3090 416,9927 414,4015 411,5069 408,2786 404,6850
397,5255 395,5745 393,3893 390,9448 388,2141 385,1685 381,7783 378,0109
373,1835 371,1220 368,8159 366,2397 363,3665 360,1682 356,6140 352,6731
350,1151 347,9395 345,5091 342,7986 339,7813 336,4283 332,7105 328,5972
328,2448 325,9520 323,3949 320,5484 317,3852 313,8778 309,9973 305,7147
307,5019 305,0895 302,4041 299,4200 296,1111 292,4503 288,4101 283,9628
287,8203 285,2869 282,4717 279,3501 275,8965 272,0850 267,8895
269,1386 266,4828 263,5379 260,2797 256,6840 252,7259
251,3988 248,6206 245,5469 242,1547 238,4207
234,5478 231,6480 228,4478 224,9252
218,5359 215,5168 212,1935
203,3177 200,1826
188,8515
vtl46 vtl47 vtl48 vtl49 vtl50
973,8284 971,7600 969,4355 966,8210 963,8809
916,7547 914,5618 912,0953 909,3216 906,2035
862,7942 860,4672 857,8505 854,9090 851,6039
811,7615 809,2930 806,5179 803,3999 799,8995
763,4839 760,8659 757,9244 754,6222 750,9185
717,7981 715,0231 711,9077 708,4137 704,5004
674,5500 671,6110 668,3148 664,6230 660,4930
633,5953 630,4856 627,0028 623,1066 618,7542
594,7978 591,5121 587,8364 583,7304 579,1510
558,0303 554,5627 550,6891 546,3689 541,5598
523,1723 519,5180 515,4424 510,9054 505,8638
490,1113 486,2664 481,9863 477,2300 471,9562
458,7419 454,7040 450,2170 4452417 439,7371
428,9661 424,7330 420,0393 414,8464 409,1153
400,6915 396,2635 391,3645 385,9578 380,0063
373,8335 369,2118 364,1111 358,4965
348,3130 343,5011 338,2043
324,0576 319,0606

301,0006
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Total
vtl30 14947,05
vtl31 14793,66
vtl32 14631,93
vtl33 14461,33
vtl34 14281,32
vtl35 14091,34
vtl36 13890,79
vtl37 13679,05
vtl38 13455,49
vtl39 13219,44
vtl40 12970,21
vtl41 12707,08
vtl42 1242932
vtl43 12136,16
vtl44 11826,81
vtl45 11500,47
vtl46 11156,28
vtl47 10793,4
vtl48 10410,94
vtl49 10007,99
vtl50 9583,643
vtl65 8521,797

Fator C Fator R
1,753978925 0,570132278
1,735979224 0,57604376
1,717000225 0,582411106
1,696981121 0,589281747
1,675858071 0,596709243
1,653564393 0,604754193
1,63003051 0,613485449
1,605184144 0,622981484
1,578950019 0,63333227
1,551250177 0,644641344
1,522003681 0,657028635
1,491126672 0,670633836
1,458532438 0,685620678
1,424131344 0,702182425
1,387830766 0,720548949
1,349535263 0,740995828
1,309146625 0,763856379
1,266563919 0,789537729
1,221683534 0,818542587
1,174399456 0,851499032
1,124603552 0,889202242




