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RESUMO

Apresenta-se, neste trabalho, uma técnica adaptativa de elementos finitos baseada somente
no movimento de nds, preservando a conectividade original dos elementos. S3o apresentadas
aplicagdes para simular escoamentos compressiveis com ondas de choque.

Este método ¢é caracterizado por uma estimativa de erro medida nas arestas dos elementos,
e a métrica de Riemann ¢ definida usando o tensor Hessiano, que contém derivadas segunda das
variaveis relevantes.

Os nos sdo movimentados mantendo, tanto quanto ¢ possivel, a suavidade da malha e
ortogonalidade local. O controle da malha realiza-se usando um método de otimizagdo nao
linear, onde a fun¢d@o objetivo a ser minimizada contém termos da medidas suavidade da malha,
ortogonalidade local e controle de volume da célula.

O sistema de equagdes diferenciais parciais € resolvido usando o método de elementos
finitos, empregando uma série de Taylor e o classico método de Bubnov-Galerkin para a
discretiza¢dao do tempo e do espaco, respectivamente.

Emprega-se um elemento isoparamétrico hexaédrico de oito nos e as correspondentes
matrizes do elemento sdo obtidas analiticamente empregando a integragdo numeérica reduzida.

Um algoritmo de movimento de malha ¢ incluido no contexto da descrigdo Arbitraria
Lagrangeana-Euleriana (ALE).

Finalmente, exemplos em duas e trés dimensdes para escoamentos transonicos e

supersonicos sdo analisados e os resultados sdo comparados com os obtidos por outros autores.



ABSTRACT

An adaptative finite element mesh technique based only in nodes motion, preserving the
original element connectivity, is described in this work. Applications to simulate high
compressible flows with strong shocks are also presented.

This method is characterized by an edge-based error estimate, and the Riemannian metric
is defined using the Hessian tensor, which contains second derivatives of a relevant variable.

The nodes are moved keeping, as much as possible, mesh smoothness and local
orthogonality. The mesh control is performed using a non-linear optimization method, where the
objective function to be minimized contains terms to measure grid smoothness, local
orthogonality and cell volume control.

The system of partial differential equations is solved using the finite element method,
employing a Taylor series and the classical Bubnov-Galerkin methods for time and space
discretization, respectively.

An isoparametric eight node hexahedrical element is used and the corresponding element
matrices are obtained analytically employing reduced numerical integration.

A mesh movement algorithm is included in the context of the Arbitrary Lagrangian-
Eulerian (ALE) description.

Examples for two and three-dimensional transonic and supersonic flows are investigated

and results are compared with those obtained by other authors.
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RESUMEN

Se presenta em este trabajo, una técnica adaptativa de elementos finitos basada solamente
en el movimento de nodos, preservando la conectividad original de los elementos. Son
presentadas aplicaciones para simular fluidos compresibles con ondas de choque.

Este método es caracterizado por una estimativa de error medida en las aristas de los
elementos y la métrica de Riemann es definida usando el tensor Hessiano, que contiene
derivadas segunda de las variables relevantes.

Los nodos son movidos manteniendo, tanto como es posible, la suavidad de la malla y la
ortogonalidad local. El control de la malla se realiza usando un método de optimizacién no
lineal, donde la funcion objetivo a ser minimizada contiene términos de las medidas de suavidad
de la malla, ortogonalidad local y control de volumen de la célula.

El sistema de ecuaciones diferenciales parciales es resuelto usando el método de
elementos finitos, empleando una serie de Taylor y el clasico método de Bubnov-Galerkin para
la discretizacion del tiempo y del espacio, respectivamente.

Se emplea un elemento isoparamétrico hexaédrico de ocho nodos y las correspondientes
matrices del elemento son obtenidas analiticamente empleando integracion numérica reducida.

Un algoritmo de movimiento de malla es incluido en el contexto de la descripcion
Arbitraria Lagrangeana-Euleriana (ALE).

Finalmente, ejemplos en dos y tres dimensiones para fluidos transdnicos e supersonicos

son analizados y los resultados son comparados con los obtenidos por otros autores.
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CAPITULO 1

Introducao

1.1 Os Métodos Adaptativos

Os métodos de adaptagdao de malha tém importante aplicabilidade em varios problemas
fisicos nas diversas areas da engenharia, tais como na mecénica dos so6lidos, a dindmica dos
fluidos, combustdo, transferéncia de calor e massa, ciéncia dos materiais, etc.. Os fendmenos
fisicos nestas areas desenvolvem algumas singularidades em determinadas regides localizadas,
podendo-se citar como exemplos: ondas de choques, camada limite, ondas de detonacao, etc..
Entre os casos tipicos de aplicagdo em algumas éareas de engenharia tem-se: o escoamento
reativo em um cilindro de motor, escoamento ao redor de um aerofélio ou corpo em movimento
na dindmica dos fluidos, ¢ crescimento de cristais ou mudanca de fases na fabricagdo de

semicondutores, entre outros.

A investigacdo numérica destes problemas fisicos pode levar a necessidade de utilizagao
de malhas extremamente refinadas para solucionar problemas de grandes variagdes de algumas
variaveis localizadas em pequenas regides do dominio fisico. A complexidade da solugdo deste
tipo de problema estd no fato de que, inicialmente, se desconhece onde estas regides estdo

situadas.

Os métodos adaptativos na mecanica computacional sdo geralmente baseados em uma
idéia simples: quando o erro na solugdo ¢ muito grande, o tipo de aproximagdo (tamanho de
malha, localizagdo dos nos, ordem de aproximacao, etc.) deve ser mudado com a finalidade de

diminuir o erro.

Apesar da implementagdo da adaptagdo se basear, principalmente, em métodos
convencionais, esta ainda tem muitas coisas a definir, como por exemplo: a idéia de tentar
reduzir o erro implica que este ¢ conhecido ou pode estimar-se de alguma maneira. Portanto, o

primeiro passo em adaptacdo ¢ gerar uma medida da qualidade da solugao, e esta medida pode



variar desde examinar ad hoc o gradiente da solucdo, at¢ uma estimativa rigorosa do erro a

posteriori.

A partir do momento que tem-se a estimativa do erro, necessita-se determinar como fazer
para reduzir sistematicamente este erro até¢ o nivel desejado. Em geral se pode adotar diferentes

estratégias [Oden et al., 1990b], das quais as principais sao:

. refinar o tamanho da malha (método de adaptagao 4);

. incrementar a densidade de n6s na malha por realocacdo dos mesmos (método
de adaptagao r);

. incrementar localmente a ordem da aproximagao (método de adaptacao p);

. ou uma combinagao destas técnicas (ex.: método de adaptacao /-p).

Cada uma destas técnicas requer demandas especificas no problema computacional.

Podemos ressaltar que uma boa implementagdo da estratégia de adaptacdo pode levar a um
consideravel aumento na exatiddo da aproximagdo numérica e também a uma diminui¢cdo no

custo computacional [Li ef al., 2002].

1.2 Estratégias dos Métodos Adaptativos

Neste item, detalha-se as diferentes estratégias usadas nos varios métodos adaptativos e as
principais vantagens e desvantagens de cada um deles.
1.2.1 Método h

Este método envolve refinamento do tamanho da malha, adicionando nés localmente em
regioes onde certos indicadores de erro sao maiores. O processo de refinamento pode basear-se

[George, 1991] em:
* um refinamento local ao redor de algums pontos;
= ouum refinamento por parti¢do de um elemento (bisecdo, trisecdo, etc.).

Este método se implementa facilmente no caso bidimensional, porém, surgem dificuldades

para a concep¢do e implementagdo nos casos tridimensionais. S3o métodos robustos que



permitem, por exemplo, atacar varias frentes de ondas ao mesmo tempo em problemas de
Mecénica dos Fluidos Computacional. Além da necessidade de interpolagdo entre a malha antiga
e a nova malha, estes métodos possuem a desvantagem de aparecem dispersdes numéricas
quando equagdes diferenciais parciais hiperbolicas (como as equagdes de Euler) sdo aproximadas

numericamente [Zegeling, 1999].

A geragao de novos ndés faz com que toda a estrutura de dados (nimero de nos,
conectividade, etc.) seja modificada e o tratamento das condi¢es internas entre as regides
refinadas e as ndo refinadas seja feita com cuidado. [Eiseman, 1987]. Sua utilizagdo em
problemas ndo estaciondrios torna-se custosa, apesar do desrefinamento (remog¢do de um ou
varios nos) solucionar isto. Para mais detalhes do método ver os trabalhos de Oden [Oden et al.,

1986, 1987] e Zegeling [1999], entre outros autores.

1.2.2 Método r

Neste método se realoca continua e automaticamente os vértices (ou nos) dos elementos
no dominio espaco-tempo de maneira a ter uma densidade da malha maior nas regides de
grandes gradientes, enquanto a malha retém a estrutura regular, tornando o processo

computacional mais simples.

Em décadas passadas, este método foi um dos menos populares na comunidade de
elementos finitos [Cao et al, 1999], devido principalmente ao fato de ndo existir um
procedimento seguro, eficaz e geral para a obtencdo do movimento da malha. Nao obstante, o
método 7 tem caracteristicas diferentes dos outros métodos de adaptagdo, por exemplo, a malha
pode mudar continuamente (problemas ndo estacionarios) e, principalmente, possui uma

estrutura de dados simples, sendo facilmente implementado.

O método usa uma quantidade fixa de nimeros de elementos e nos, portanto a exatidao
aumenta nas regides onde existem as concentra¢des de nos, diminuindo nas outras regioes.
Entretanto, a diminuig¢do desta exatiddo em algumas regides ¢ insignificante devido aos maiores
erros estarem concentrados nas regioes onde foram feitos os refinamentos [Eiseman, 1987].
Também, o numero fixo de nds pode originar problemas quando se tem varias frentes com

descontinuidades em diferentes regides do dominio espacial.



Esta classe de métodos é geralmente projetada para reduzir alguma medida de erro (L%
etc.) no residuo, ou equidistribuindo o mesmo [Diaz et al., 1983], mantendo a ortogonalidade e

suavidade da malha.

1.2.3 Método p

Este método leva em consideragdo o grau do polindmio usado na aproximagdo de
elementos finitos de cada elemento. A idéia ¢ incrementar a ordem de aproximagao nos

elementos com maior erro mantendo o tamanho da malha.

Este método foi extensamente desenvolvido em mecanica dos sélidos por alguns
pesquisadores [Szabo et at., 1976; Kikuchi, 1986]. No caso de mecanica dos fluidos foi aplicado

pela primeira vez nas equagdes de Navier-Stokes por Demkowicz et al. [1985].

1.2.4 Método hibridos

Geralmente, técnicas mais eficientes envolvem uma combinagdo de estratégias herouh e
p. Entretanto, a manipulacdo da estrutura de dados é bastante complexa em alguns métodos

adaptativos hibridos [Demkowicz et al.,1989].

A estratégia adaptativa h-r [Arney et al, 1990; Jens et al., 2003] ¢ considerada
primariamente como uma técnica de pré-processamento, onde os nos sdo posicionados numa
malha inicial, de maneira a ficar alinhados com as caracteristicas especificas do escoamento, tais
como: onda de choque, camada limite, singularidades, etc.. Portanto, superpondo a um esquema
r 0 esquema /, aproveita-se a vantagem de reduzir a dispersdo de erro do método » com a
vantagem de resolver estruturas de pequenas escala pelo método 4. Além disso, evita-se um
refinamento excessivo. E acontece 0 mesmo com o método 4-p [Oden et al., 1989, 1990a e 1994;

Patra et al., 1997; Rachowicz et al., 1997] que € o mais utilizado dos esquemas hibridos.

1.3 A Dinamica dos Fluidos Computacional em Escoamentos Compressiveis

Nas ultimas décadas, muitos esforgos foram dedicados a desenvolver técnicas eficientes e
precisas de solugdo numérica das equacdes governantes de varias areas de engenharia, entre as

quais destacam-se a Dindmica dos Fluidos Computacional, DFC.



Apesar dos Métodos das Diferengas Finitas, MDF, e dos Volumes Finitos, MVF serem
muito usados na dinamica dos fluidos, destaca-se o0 Método dos Elementos Finitos, MEF, como
um dos mais usados. Inicialmente, foi criado na década de 50 para o célculo de problemas
estruturais [Turner et al., 1956; Clough, 1960]. Na década de 70, a partir dos resultados teéricos
de problemas mistos [Babuska, 1973; Brezzi, 1974], passou a ter uma ampla utilizagdo na

mecanica dos fluidos.

Apenas a alguns anos atrds, utilizou-se o MEF para a solu¢do de problemas de
escoamentos de fluidos compressiveis a alta velocidade (advectivos-dominantes). Isto se deve, a
extensdo do método de alta ordem do tipo Lax-Wendroff [Lax e Wendroft, 1960] aplicado em
diferencas finitas. A partir desta expansdo, surgiram os métodos de Taylor-Galerkin [Donea,
1984; Zienkiewicz et al., 1984; Lohner et al., 1984] e de Galerkin com linhas caracteristicas
[Lohner et al., 1985; Zienkiewicz e Taylor, 1991]. Finalizando, deve destacar-se também o
método SUPG (do inglés, Streamline Upwind Petrov-Galerkin Method), introduzido por Hughes
[1986a].

Geralmente, o MEF ¢ obtido apds a aplicagdo do método dos residuos ponderados de
Galerkin ou da forma variacional fraca das equagdes governantes. Esta formulagdo ¢ equivalente
ao Principio dos Trabalhos Virtuais na Mecanica dos Sélidos e sua solugdo equivale a da forma
forte [Hughes, 1987a]. A aplicag¢do da técnica de Galerkin standard, ou também chamada de
Bubnov-Galerkin gera aproximagdes centrais para os operadores diferenciais (equivalente as
diferencgas centrais em diferengas finitas). Quando os termos advectivos sdo dominantes em
relacdo aos termos difusivos ou viscosos, os esquemas do tipo diferencas centrais sdo afetados
por oscilagdes espurias, as quais, por serem esquemas ndo dissipativos [Maliska, 1995],

invalidam a solu¢ao de elementos finitos.

Para eliminar as oscilagdes espurias das componentes de velocidade, comecou-se a
empregar os esquemas de tipo upwind (a montante) aplicados aos termos advectivos, onde a
informagdo que estd a montante ¢ tratada de forma preferencial em relagdo a informacdo que esta
a jusante do ponto considerado, ou seja, basicamente um elemento a montante de outro elemento
¢ ponderado mais fortemente do que um elemento a jusante desse elemento [Brooks e Hughes,

1982a].

Inicialmente, dentro destes esquemas foi introduzido o esquema conhecido como
formulacdo de Petrov-Galerkin [Christie e Griffiths, 1976], o qual mostrou-se adequado a

resolugdo de problemas unidimensionais, através da introdug¢do das fungdes de interpolacdo



modificadas. Mas sua extensdo a problemas multidimensionais ndo foi satisfatoria. Sao
chamados de Petrov-Galerkin [Hughes, 1987b] os métodos que usam uma ponderacao diferente

do método de Galerkin standard.

Finalmente, o método estabilizado de eclementos finitos mais conhecido, ¢ o método
SUPG, introduzido por Brooks e Hughes [1982a; 1982b], onde um termo de difusdo artificial
que atua apenas na dire¢do da linha de corrente ¢ adicionado para aumentar o controle sobre o
termo advectivo-difusivo das equagdes de Euler e Navier-Stokes [Hughes et al., 1986a e Hughes

e Mallet, 1986b].

O método de Taylor-Galerkin ¢ uma alternativa aos esquemas upwind e basicamente
consiste em uma expansdo em séries de Taylor no tempo e posteriormente ¢ aplicada uma
discretizagdo através do método de Galerkin standard sobre o dominio espacial [Youn and Park,
1995]. Esta formulacao tem-se mostrado satisfatéria na simulagdo de escoamentos altamente
compressiveis, mas os resultados decaem na sua qualidade a medida que o grau de

compressibilidade diminui.

O presente trabalho usa o método de Taylor-Galerkin para a solugdo das equagdes que

governam os escoamentos compressiveis.

Uma descri¢do Lagrangeana-Euleriana Arbitraria, ALE (do inglés, Arbitrary Lagrangian-
Eulerian) ¢ utilizada para permitir a solu¢do de problemas que envolvem movimentos relativos
de malha. Originalmente, o método foi empregado em problemas que envolvem grandes
movimentos relativos entre corpos e superficies, ou seja, problemas de interagao fluido-estrutura
[Hughes et al.,1981]. Esta descrigdao, que ¢ mais geral, possui as propriedades das descri¢coes
Lagrangeana e Euleriana [Donea ef al., 1982]. A descricdo Euleriana permite que o meio tenha
grandes distor¢des, no entanto, ndo consegue identificar os contornos méveis. Enquanto que na
descri¢do Lagrangeana, os contornos e interfaces sdo precisamente identificados, porém, ndo sao
adequados para meios com grandes distor¢des como acontece no caso de escoamento de fluidos.
Portanto, para contornar as dificuldades do movimento relativo de malha em regides de grandes

variagOes das variaveis, utiliza-se a formulagao ALE.

Algumas aplicagdes do MEF na solucao de escoamentos de fluidos compressiveis foram
realizadas, tais como as de Kessler [2002], Petry [2002] e Teixeira [2001] no ambito do
Programa de Poés-Graduagdo da Universidade Federal do Rio Grande do Sul (UFRGS). O

elemento isoparamétrico tridimensional de oito nds e a sua integracdo através de expressoes



analiticas, foram utilizados por Rossa [2000], no contexto da solu¢do de problemas de

escoamentos incompressiveis e por Kessler [2002] para problemas hipersonicos.

1.4 Objetivos e Conteudo do Trabalho

Este trabalho tem como objetivo desenvolver um algoritmo de adaptagdo via movimento
de malhas em escoamentos de fluidos compressiveis bidimensionais e tridimensionais, com

énfase na solucao de problemas com ondas de choque.

O texto estd desenvolvido em 10 capitulos que se tratam: O Capitulo 1 é constituido pela
presente introdugao. No Capitulo 2, apresenta-se a informacao sobre o método r (realocacao de
nods). No Capitulo 3, sdo apresentadas as equagdes que governam os escoamentos compressiveis
de fluidos. No Capitulo 4, descreve-se o modelo numérico de Taylor-Galerkin. O Capitulo 5,
aborda a integracdo explicita das matrizes de elementos hexaédricos trilinear de oito nds. O
Capitulo 6 apresenta a descri¢ado Lagrangeana-Euleriana Arbitraria, enquanto no Capitulo 7,
apresenta-se a implementagdo da estratégia de realocagdo de nds. No Capitulo 8, faz-se uma
breve apresentacdo dos aspectos computacionais. O Capitulo 9 mostra alguns exemplos e
aplicagdes. Por ultimo, no Capitulo 10 apresentam-se as conclusdes, além de sugestdes para

trabalhos futuros.



CAPITULO 2

Adaptaciao de Malhas Via Movimento de Nos

2.1 Vantagens do Método Adaptativo Via Movimento de Nos

Os métodos mais populares usados para a discretizagdo de equagdes diferenciais
parciais sdo: elementos finitos, volume finitos e diferengas finitas. Quando utilizam-se
malhas com nds uniformemente espagados, desperdica-se freqiientemente esforgo
computacional para obter um erro de truncamento aceitavel nas regioes de grande
variagdo da solucdo ou de seu gradiente. Nestas zonas deveriam se ter uma menor
separagdo entre os ndés em comparagdo com as outras regides que tem uma variagao
insignificante da solucdo. No caso de escoamento de fluidos contendo ondas de choque
em movimento, superficies de contato e camadas limites, somente uma pequena porgao
do dominio requer uma menor separagao entre os nos. Portanto, poderia-se conseguir
uma importante economia movendo os nds de maneira a concentrar 0S mesmos nas

areas de grande variagdo da solugdo.

Para determinar apropriadamente uma onda de choque, a separacdo dos nos ao
redor desta tem que ser algumas vezes menor que a espessura da onda. A espessura da
onda de choque estd associada com os valores dos coeficientes dos termos difusivos,
que sdo termos com a segunda derivada espacial da velocidade na equacdo da
conservagdo da quantidade de movimento, sendo freqiientemente da mesma ordem que
a magnitude dos coeficientes (representados pela viscosidade do fluido). Portanto, se os
coeficientes dos termos difusivos sdo reduzidos, a espessura da onda de choque também
¢ reduzida. Obviamente, coeficientes nulos dariam lugar a resultados fisicamente
incorretos. Fisicamente, os coeficientes verdadeiros sdo muito pequenos, € na pratica
sao substituidos por coeficientes maiores para permitir separagdes maiores entre 0s nos.
O uso de métodos adaptativos permite uma menor separagdo entre os nos e, portanto,
coeficientes menores e mais realistas fisicamente do que pode-se obter com os métodos

sem adaptagao.



Além disso, pode-se redistribuir os nos as regides de grande variacao da solugdo

com minimo custo computacional, maximizando assim a precisdo da solucao.

2.2 Revisao dos Métodos Adaptativos

Quando se consideram os algoritmos de movimento de malhas para a solucao de
equacdes em derivadas parciais (EDP) funcdes do tempo, as técnicas nas quais estdo
baseados os movimentos da malha sdo freqiientemente extraidas da literatura de geracao
de malhas adaptativas para problemas estaciondrios. Uma destas técnicas é a
equidistribui¢do, a qual envolve a localizagao dos no6s da malha de maneira que alguma
medida da solugdo ou o erro ¢ igualada sobre cada subintervalo. Outra técnica ¢
minimizagdo a que gera a malha a partir de um principio variacional, através de um

funcional [Brackbill ez al., 1982].

Estas técnicas podem ser utilizadas nos métodos de adaptacao de malha, devido a
que a Unica diferenga existente ¢ a malha, onde neste caso ela ¢ movida juntamente com
a aproximacdo numérica desenvolvida no tempo, de tal maneira que as motivagdes

fundamentais da estratégia usadas na geracdes de malha sdo preservadas.

Alguns dos principais métodos adaptativos transformam as EDP das variaveis
representadas pelo vetor 4 de coordenadas fisicas (x;, f) para um espago fisico n-
dimensional com coordenadas computacionais n-dimensionais (&; ¢) no qual os nos

estdao igualmente espagados.

Os métodos adaptativos podem ser classificados de acordo com a maneira em que

¢ feita a distribuicao dos nés, segundo Hawken ef al. [1991]:

= redistribuicdo para minimizar ou equidistribuir a integral de uma medida de

erro;
= redistribuicdo por uso de pseudofor¢as derivadas da medida de erro.

A classificagdo ¢ artificial, ja que as féormulas que se obtém no final de cada um

dos processos tem muito em comum.
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2.2.1 Método Baseado na Minimizacio ou Equidistribuicio da Integral da Medida

de Erro

Pierson e Kutler [1980] resolveu um problema unidimensional no qual as EDP
foram transformadas das coordenadas fisicas x; para as coordenas computacionais &
com os nos equidistribuidos. A medida de erro foi o quadrado da derivada terceira da
solucdo com relacdo a &,. As EDP foram reduzidas para equacdes diferenciais ordinarias
(EDO) para cada no, usando diferengas centrais. Os nds foram movimentados para

alguns passos de tempo, minimizando a integral da medida do erro.

A fim de resolver as EDP dependentes do tempo, Dwyer ef al. [1980] e Dwyer
[1984] usaram uma transformacao do sistema de coordenadas espaciais (x;, x>, f) para o
sistema de coordenadas (&, &, f), fazendo uma equidistribui¢do integral da medida do
erro. Os dois trabalhos foram baseados na solugdo adaptativa de valores de contorno de
dois pontos. Para a medida do erro, usou-se derivadas com relagdo ao comprimento do
arco entre as duas curvas de constantes &; ou & no espago fisico. Para manter a
transformagdo suave, usou-se a relagdo de separagdo entre n6s de elemento para

elemento. Os dados foram transferidos da malha antiga a malha nova por interpolacao.

Com a versao unidimensional do método se obtiveram bons resultados,
resultando em um erro de truncamento equivalente ao obtido por uma malha ndo
adaptada com dez vezes mais n6s. Porém, nos problemas bidimensionais [Dwyer et al.,
1980], obtiveram-se solucdes oscilatorias em algumas regides da malha que originaram
distor¢des. Também, Dwyer et al. [1980] relatou problemas quando a adaptagdo foi

permitida proximo ao contorno.

Brackbill et al. [1982] estendeu o método de geragdo automatica de malha
adaptativa usado por Winslow [1967], transformando as EDP bidimensionais das
variaveis fisicas A de coordenadas (x;, x, f) para as coordenadas numéricas (&;, &, ©).
Uma soma ponderada de trés medidas de erro (suavidade da malha, ortogonalidade e
truncamento do erro) foi usada para determinar a transformac¢do de coordenadas. O
sistema de EDO para as coordenadas espaciais foi obtido usando o célculo variacional
para minimizar a integral do volume do erro transformado para coordenadas numéricas.
O sistema de EDO para as coordenas espaciais foi resolvido usando o método iterativo

de Jacobi. Os dados da malha antiga para a malha nova foram transferidos por meio de
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uma fung¢ao de interpolagdo. Um excelente controle das caracteristicas da malha, como
também, a reducdo no erro da solu¢do foram obtidos com este método. Kreis et al.
[1986] mostraram que alterando a medida do truncamento do erro do método anterior
pode-se melhorar os resultados no caso de alguns problemas com variacdo espacial

grande (muita separagdo entre 0os nos).

Carcaillet et al. [1986a] desenvolveram um método que soma, para todos os nos,
as medidas da suavidade e ortogonalidade da malha, assim como também a da
suavidade da solugdo. O procedimento foi aplicado numa malha retangular e o método ¢
uma extensdo do trabalho de Hayes et al. [1986] e Kennon et al. [1986], os quais usam

somente as primeiras duas medidas inspiradas no método de Brackbill ez al. [1982].

Os valores das trés medidas sdo calculados para cada nd e estdo explicadas

sucintamente a seguir para o caso bidimensional.

A suavidade da malha ¢ monitorada pela soma dos quadrados das diferengas das
areas dos elementos com contornos em comum ¢ esta soma ¢ zero quando as areas sao

iguais.

Os quatro vetores posi¢do relativa com origem num dado ponto (que ¢ o n6 em
questdo) sdo usados para quatro produtos escalares, os quais sio elevados ao quadrado e
somados para monitorar a ortogonalidade dos nos. O produto escalar ¢ escolhido de

forma que a soma seja zero quando a malha ¢ localmente ortogonal.

Finalmente, para monitorar a suavidade da solugdo escolheram a seguinte medida
de erro: o produto da area dos quatro elementos conectados ao nd pelo gradiente das

componentes da solucao, apropriadamente acondicionado.

A soma de todos os nos ¢ feita para formar uma medida global da qualidade da
malha, a qual ¢ andloga a integral de volume de Brackbill et al. [1982]. O método
simplex ndo-linear é utilizado para achar a nova posi¢do dos nds até que o funcional
seja minimizado. O método demonstrou ser robusto ja que funciona corretamente com

elementos que tem jacobiano negativo.

O método de Carcaillet et al. [1986a] foi usado para a solu¢do de EDP simples,
reduzindo o erro na ordem de seis vezes em comparagdo com uma malha sem adaptacao

e igual nimero de nos.
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Kennon et al. [1986] e Carcaillet et al. [1986b] ampliaram as medidas de
qualidade da malha para o caso tridimensional. O ultimo trabalho utiliza uma medida de
suavidade da malha modificada para conseguir agrupar nos em linhas, superficies ou

regides tridimensionais especificas.

O método de movimento de elementos finitos ¢ uma técnica de solucao de EDP
desenvolvida por Miller e Miller [1981]. A medida do erro pode ser interpretada como
sendo o quadrado do residuo das EDP escritas na forma de elementos finitos. As EDO
para os valores nodais das variaveis fisicas e as coordenadas nodais sdo obtidas
minimizando a integral da medida do erro sobre as coordenadas espaciais. Herbst ef al.
[1982] baseado no trabalho anterior, substituiu as fungdes de forma por aproximagdes
ctubicas de Hermite, mas concluiu-se que ambos os métodos tendem a equidistribuir a
segunda derivada espacial da solugdo sobre a malha com insignificante redugdo do erro.
Este método foi facilmente aplicado em problemas unidimensionais, mas tem
associadas muitas dificuldades para sua aplicagdo em problemas bidimensionais ou

tridimensionais.

2.2.2 Método Baseado na Atracao e Repulsio de Pseudoforcas entre Nos

Em muitos métodos, um né atrai outros quando a medida de erro de truncamento
do no6 ¢ maior que uma medida média. Ao contrario, se a medida € menor que a média,

os nos sao repelidos.

Gnoffo [1983] baseou-se no trabalho de Dwyer et al. [1980] e usou como medida
do erro a for¢a das molas que une os nés de uma malha bidimensional. Os nds sdo
movimentados de maneira a equidistribuir as for¢as das molas ao longo de linhas de
coordenadas computacionais constantes. Este método foi aplicado com éxito no MVF

para a solugdo das equagdes de Navier-Stokes em corpos rombudos.

A constante de rigidez da mola estd associada a medida do erro, a qual ¢ uma
soma ponderada das derivadas espaciais de cada componente da solu¢do das variaveis
fisicas 4. O procedimento de adaptacdo foi somente aplicado ao longo das linhas de

coordenadas computacionais. Os nds foram movidos periodicamente durante alguns
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passos de tempo mediante um procedimento iterativo. Os dados da malha antiga a nova

malha foram transferidos por meio de uma funcao de interpolagao.

O método anterior foi estendido por Nakahaski e Deiwert [1987], ja que
adicionou-se efeitos de tor¢do aos efeitos axiais da mola. Isto ajusta a distribuicdo dos
no6s no dominio bidimensional, for¢ando a ortogonalidade na malha. O método foi
aplicado para a solugdo das equagdes de Navier-Stokes e de Euler para escoamentos

sobre aerofdlios em regimes subsonicos e supersonicos.

A constante de rigidez da mola aos efeitos axiais ¢ proporcional ao gradiente da
solugdo entre os ditos nds, enquanto que a constante de rigidez da mola a tor¢do ¢ uma
pequena fracdo da primeira, de forma que a ortogonalidade da malha esteja reforcada
nas regides de gradientes pequenos. Uma interpolacdo ¢ usada para transferir a
informag¢do desde a malha antiga & nova malha depois que todas a linhas forem

adaptadas.

O método também foi empregado em problemas tridimensionais por Nakahaski e
Deiwert [1986]. Eles sugeriram que o método pode ser aplicado a problemas de
escoamentos nao estacionarios, avaliando a velocidade na malha depois de cada

adaptacao.

Todos os métodos requerem constantes de ponderacdo especificas. Portanto, a
solu¢do do problema freqiientemente envolve um ciclo para escolher as constantes de
ponderagdo, e em fun¢do do comportamento da solugcdo determina-se se as constantes
devem ser alteradas. A redu¢dao do numero de constantes de ponderagdo ou sua escolha

automatica ¢ uma area a ser aprimorada em futuras técnicas de adaptacao.



CAPITULO 3

Equacoes que Governam o Escoamento de Fluidos

3.1 Introducao

As equagdes fundamentais que governam o escoamento de um fluido viscoso, transiente
sdo dadas pelas equagdes da continuidade, da quantidade de movimento ¢ da energia. Estas
equagdes sao apresentadas em forma conservativa, pois sao obtidas a partir de um volume
infinitesimal fixo no espag¢o [Anderson, 1991]. Todas elas estio em coordenadas cartesianas

tridimensionais e sdo aplicadas a todo o dominio considerado.

3.2 Equacdes Governantes

3.2.1 Equacoes de Conservacgio
As equagdes sdo dadas nas seguintes expressoes, segundo Schlichting [1979]:

= Equagdo de Conservagao da Massa:

ap, 2(pv)_, 3.1)
ot ox.

1

= Equagdes de Conservacao da Quantidade de Movimento:

(3.2)

é’(pvj)+0”(p vjv,,)_ﬁal.j b =0
ot ox; ox. J

1 1

= Equagdo de Conservagao de Energia:

lpe) Olpev) 0, 5y 21k, 9T ooy G3)
ot ox, ox, 7 ox Uaxj
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todas elas validas no dominio €, e sendo em todos os casos i,j = 1,2,3. As equagdes sao
apresentadas em notacdo indicial de Einsten, ou seja, ocorre somatorio nos termos com indices

repetidos (exceto quando indica-se o contrario).

Nestas expressdes, v, sdo as componentes do vetor velocidade segundo o eixo x;, p é a

massa especifica do fluido, e ¢ a energia total especifica, 7 ¢ a temperatura, K, sdo as
componentes do tensor de condutibilidade térmica, b, ¢ a componente da resultante de forcas de
volume segundo o €ixo x;, O ¢ uma fonte ou sumidouro de energia, o, sdo as componentes do

tensor de tensdes e ¢ € o tempo.

3.2.2 Equacgoes Constitutivas

As Equagoes Constitutivas relacionam as componentes do tensor de tensdes, as pressoes €

aos gradientes das componentes de velocidade, conforme as seguintes expressoes:

Oy =—pd,;+1, (3.4)
AT
_— ov, s +/1§vk 5, (3.5)
! ox, 0x, ox, '’

nas quais, p ¢ a pressio termodindmica, §; € o delta de Kronecker (6, =1, para i=j e 6, =0,
para i#j), 7, sdo as componentes do tensor de tensdes viscosas, 4 € o coeficiente de

viscosidade absoluta e A1 ¢é o coeficiente de viscosidade volumétrica (1=-2 u/3 para a

hipotese de Stokes).

3.3 Equacgoes de Navier-Stokes e de Conservacao de Massa e de Energia

Substituindo as Equacdes Constitutivas nas Equacdes de Conservacdo da Quantidade de
Movimento, obtém-se as Equacdes de Navier-Stokes, que governam o comportamento dos

escoamentos de fluidos viscosos. As Equagdes de Conservagao ficam:

= Equacao de Conservagao de Massa:

p, 2pv)_, (3.6)
ot ox;,
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= Equacdes de Conservacao da Quantidade de Movimento:

Alpv.) lpvv,
L) olevm) o opg (3.7)
ot ox, ox. ' ox. 7
= Equacdo de Conservagao de Energia:
o 0 : 2\ pv.
(pe) , Opev) o (v,5,)+ (» .;)51__ N P A (3.8)
Ot ox, ox, " ox, " oOx| Y Ox,
3.4 Equacoes de Euler e de Conservacao de Massa e de Energia
Desprezando nas equagdes (3.4) e (3.5) os efeitos viscosos, tem-se que:

y y

Com esta consideragdo podem ser obtidas algumas caracteristicas de escoamentos com
elevado nimero de Reynolds. Finalmente, as equagdes que governam o escoamento de fluidos

nao viscosos, ficam:

» Equagdo de Conservagao de Massa:

» 2pv)_, (3.10)
ot ox,

1

= Equagdes de Conservacao da Quantidade de Movimento:

2\lpv,) lpvyv,
(PJ)+ (P ‘/z)+ﬂp5i'_b:0 (3.11)
ot Ox, ox, ' 7
= Equagdo de Conservagao de Energia:
o o ) 2lpv,
(pe) , O(pev) o[ _,)51“_ il P P (3.12)
Ot Ox, ox, " Ox| 7 Ox,

3.5 Equac¢oes Complementares

3.5.1 Equacgao de Estado

No caso de escoamentos de gases compressiveis, em especial naqueles denominados gases
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perfeitos, ¢ utilizada a Equacao de Estado dos gases perfeitos que relaciona a pressao, a energia

interna especifica e a massa especifica da seguinte forma:
p=(r-1)pu (3.13)

Onde, u ¢ a energia interna especifica e y =c,/c, ¢ a relagdo entre os coeficientes de calor

especifico a pressdo constante ¢ a volume constante, respectivamente. Convém também

expressar as seguintes relagoes:

u=c,T (3.14)

Uu=e——vv, (3.15)

Onde, v, v,/2 ¢ a energia cinética especifica.

3.5.2 Lei de Viscosidade de Sutherland

Em escoamentos com altos gradientes de temperatura, como ¢ o caso dos escoamentos
compressiveis, a viscosidade ndo pode ser considerada constante, porém uma fun¢do da
temperatura. Existem algumas leis empiricas para representar a dependéncia da viscosidade com

a temperatura 7', entre as quais a Lei de Sutherland, que estabelece que:

S+T

,u:yf—’ef r ’ (3.16)
“ S+T \T,,

onde o subindice ref indica estado de referéncia, e S ¢ uma propriedade do gas em unidades de

temperatura. Por exemplo, para o ar tem-se [ White, 2002]:

§=110,4°K (3.17)
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3.6 Adimensionalizacio das Equacées

As Equagdes de Conservacdo sdo adimensionalizadas, de forma a trabalhar com
problemas adimensionalizados para facilitar a comparagdo com outros escoamentos semelhantes

e com exemplos da literatura existentes na area.

i L
Multiplicando as Equagdes de Conservagdo (3.6) e (3.10) por ( ’% a j, (3.7) e
ref “ref

(3.11) por (L% ; 2) e (3.8) e (3.12) por (L% ; 3j pode-se definir as seguintes
ref “ref ref “ref

grandezas adimensionais:

A,o . .
t=t tempo adimensional;
Lre,/'
X, D .
;= — coordenadas espaciais adimensionais;
- Lref
v, ) . :
v, =—— componentes adimensionais de velocidade;
-~
ef
p= £ massa especifica adimensional;
P ref
p= LZ pressao adimensional,
- prefa ref
e . , . .
e=— energia total especifica adimensional,
ref
c,T o , . .
u=— energia interna especifica adimensional.
a

Onde, L,, € um comprimento de referéncia, a,., ¢ p,, sdo a velocidade do som ¢ a massa

especifica da corrente ndo perturbada, respectivamente. As equacdes adimensionalizadas de
conservagao, desprezando os efeitos de condutibilidade térmica, as forgas de volume, e as fontes

ou sumidouros, resultam, para os fluidos viscosos:
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= Equacao de Conservagao de Massa:

op alov)
—+
ot 0x,

=0 (3.18)

= Equacdes de Conservacao da Quantidade de Movimento:

ot ox, ox|%

+ +tA—=05; |[+—=0
8xj 8& _ﬁx_k‘ ij

5( j) a(PVJ&) 0 (a& aﬁj OV op (3.19)

= Equacdo de Conservagdo de Energia:

o(pe) 2lpen) o ﬂ[ﬁvf ﬁvl} e s |, TP 0”[ 52}0 (3.20)

- z =+—=|+4 Gt - K
ot ox; ox, | = ox; Ox,| ~ox ' ox, Ox,| Ox

1

Considerando que M,.se Re,.rsdao o Numero de Mach e o Numero de Reynolds da corrente
ndo perturbada respectivamente, e Pr ¢ o Numero de Prandlt definido a partir do trago do tensor

K, as quantidades u,A ek ficam definidas através das seguintes expressoes:

a) Lei de Viscosidade de Sutherland adimensionalizada:

3
S+ 2
pM [ 270 | u 3.21)
T Re, | S+u )\u,
A=-2, (3.22)
3 -
5= (3.23)
Cref
onde,
Re = Pror Ver Ly (3.24)

luref
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M = Vref (3.25)
ref
aref

b) Lei de Sutherland adimensionalizada para o coeficiente de condutibilidade:

3
K = M, vy &—'_ui_ef u ? (3.26)
P}/':M . 7/:c_17 . K:K11+K22 +K33 . S :C\;S]( (3.27)
K ’ 3 5 Ok 5
' cref

Mais informagdes referida a Lei de Sutherland para a viscosidade ou para a

condutibilidade térmica, assim como os valores das constantes S e S, , encontram-se em White

[2002].

As equagOes adimensionalizadas para fluidos ndo viscosos, obtém-se simplesmente
eliminando os termos viscosos nas equacgdes de conservagdo de quantidade de movimento e de

energia, e os termos de condutibilidade térmica na equagdo de conservagdo de energia.

3.7 Forma Vetorial Compacta das Equacodes de Conservacio

A partir deste ponto, utilizam-se sempre as equagdes adimensionalizadas, independente
que seja para o caso dos fluidos viscosos, ou para o caso de escoamentos de fluidos ndo viscosos.
Assim, todas as variaveis sdo adimensionais, embora o trago utilizado na se¢do anterior nao

apareca para facilitar a notagao.

Empregando os seguintes arranjos:

0
P PVi .
PV pvv; + po, _Tl]
U=<pv,r; F=3pv,v,+pd,;; G, = _;2 (3.28)
PV3 pviv; + poy, ? A
pe Vi(pe+p) _Tijvj_KE

onde, i = 1,2,3 ,U ¢ o vetor de variaveis de campo, F, ¢ o vetor de variaveis de fluxoe G, ¢ o



21

vetor de termos viscosos € de condutibilidade térmica. Entdo, as equacdes de conservacao para
fluidos viscosos ficam resumidas na seguinte equacao vetorial:

AU OF &G,
+ + =

0 em Q
ot ox  ox, (3.29)

Entretanto, estas equagdes para o caso de fluidos ndo viscosos ficam expressas por:

U OF
+ =

2 T on 0 em (3.30)

Para definir totalmente o problema, deve-se adicionar ao sistema de equagdes, dado pelas

expressdes (3.29) e (3.30), as condicdes iniciais e de contorno para as variaveis. As condi¢des

iniciais, ¢ =0, vém dadas por:

Vi =V (3.31)
Pi = Po (3.32)
U =ty (3.33)

As condi¢des de contorno essenciais ou forgadas (também chamadas condi¢des de

contorno de Dirichlet) sdo as seguintes:

=y, em L (3.34)
p=p em [, (3.35)
u= 1/7 cm Fu (336)

onde, v,, p e u sdo os valores prescritos das variaveis v,, p e u nas partes I',, I' e I', do
contorno.

As condigdes de contorno naturais (ou condi¢des de contorno de Neumann) vém dadas

por:
(-psS,+1,)n, =1 em T, (3.37)
kL, =g em T (3.38)

Ox K

onde, n; sdo os cosenos diretores da normal num ponto de I', com o eixo x,, £, ¢ a componente
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de uma forca de superficie na dire¢do do eixo x, atuando na parte I'_ do contorno, n, ¢ a
componente da dire¢do normal do contorno I'_, segundo a diregdo do eixo x,, e g ¢ o fluxo de

calor que entra ou sai do volume €, através da superficie I, .

Eventualmente poderdo existir no contorno perdas de temperatura por radiacdo e

convecgdo, porém estas perdas ndo serdo incluidas no presente trabalho.



CAPITULO 4

O Modelo Numérico de Taylor—Galerkin

4.1 Introducao

O método de Taylor-Galerkin de um passo, introduzido por Donea [1984], ¢ aplicado
sobre as equagdes governantes. Em um primeiro momento, as varidveis de campo sao

expandidas no tempo segundo uma série discreta de Taylor. Isto permite obter os valores

daquelas em um determinado passo de tempo (n + 1) At , a partir do passo de tempo anterior

n At . Posteriormente, o método de Galerkin standard (ou Bubnov-Galerkin) ¢é aplicado para

obter-se a aproximagao espacial.

4.2 Discretizacdo Temporal das Equacées: Série de Taylor

Desenvolvendo as variaveis de campo das equagdes por uma expansao no tempo,

segundo uma série de Taylor [Yoon e Moon, 1998], obtém-se:

ot

n+s 2 ) n+s,
o (2] 422 a
t !

onde, o superindice # indica o passo de tempo. Além disso, define-se:

n+s, n n+l
al =§U +s]é,AU 0<s, <1 (4.2)
ot ot ot
N P - 2 n+l
i i N\ 0<s, <1 (4.3)

ot ot e
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onde, s, e s, sdo pardmetros que definem se o esquema & explicito (s, =s,=0), semi-
implicito ou implicito (s, =s, =1), como indica [Yoon ¢ Moon, 1998]. Adotando s, =1/2 ¢

s, =1/2, e substituindo na equagdo (4.1), resulta:

(4.4)

n n+1 2 2 n 2 n+l
AU Ar [5U ,1oau ]+At [aU 1 5°AU J

+_
ot 2 Ot 2 | o* 2 of

A equacdo (4.4) ¢ a expressao que define o esquema de avango no tempo, mas ainda ¢é
preciso substituir nela as derivadas primeira e segunda de U” ¢ AU""' com relagio ao tempo,

por expressoes obtidas a partir das equagdes de conservagao.

A equagdo vetorial (3.29), representando as Equagdes de Conservacgdo, ¢ expressa por:

oU"  OF" 4G,

il S : com i=1.23 4.5
ot ox,  Ox, (43)
Analogamente, para o incremento AU""" | tem-se:
aAUnH Of,AFI n+l1 é’AGl n+l1
- -~ (4.6)

Ot ox, ox.

1 1

Antes de substituir as expressdes (4.5) e (4.6) na equagdo (4.4), é preciso obter as

derivadas segunda de U” e AU""' com relagdo ao tempo.

Expandindo o vetor F,, como se mostra nas seguintes expressoes:

F. =C, +P,
(4.7)
yoan 0
PV Po,
Ci=qpvy, s Pi=qpd, (4.8)
PV3V; PO
pey, pv;




a equagao (4.5) pode ser expressa da seguinte forma:

ou" _ 8C," OP" G,"

ot ox, ox, ox,

1 1 1

Derivando em relagdo ao tempo a expressao (4.9), obtém-se:

of ot

o’v" o oc” or" 4G/
ox,  Ox, ox,

o’v" o ( oC" Jp" 4G,
ot ox,\ ot ot ot

Utilizando a regra da cadeia, tem-se:

o’'U" a8 ( 2C"2U" 8G,"2U" SP”
ot  ox,\ oU ot  oU ot ot

observando que:

=v"1
ou
1T 0 0 0 O]
01 0 0O
onde, 1=10 01 0 O
0 0010
100 0 0 1)
e denominando:
n_aGiﬂ
' U

tem-se:
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(4.9)

(4.10)

4.11)

(4.12)

(4.13)

(4.14)

(4.15)
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Substituindo a expressao (4.9) em (4.15), obtém-se:

21" n n n n
v _° —(v"1+b,") _0C Ok 0GR (4.16)
ot ox, ox,  0Ox, ox, ot

com ,k=1,2,3

Mas, considerando a expressao (4.7), e adotando a seguinte linearizagao:

&Pl-n ~ APin-H B Pin+1 —Pl-n

4.17
ot At At ( )
a equacao (4.16) transforma-se em:
2941 n n n+l
ou_ 2 —(v"1+b;") O _0G, ) AR, (4.18)
ot ox, ox,  Ox, At
Analogamente, obtém-se a seguinte expressdo para o incremento AU"*":
2 n+l n+l n+l A APl”H’l
ot ox, ox, ox, At

Agora, as expressoes (4.5), (4.6), (4.18) e (4.19) podem ser substituidas na equacao

(4.4). Se isto for feito considerando que as componentes da matriz b," sdo despreziveis
quando comparadas com v, a matriz (vl."1+bi") pode ser substituida pelo fator v.".
Desprezando os termos:

AP 8 0G, A 9 2AG,"  AcdA(AR)
2 ox, Ox, 4 ox, Ox, 4 Ox,

pelo fato do primeiro e segundo serem termos de ordem superior, dado que estes envolvem
derivadas terceiras da posicdo. Ja, o terceiro pode ser desprezado por conter a derivada do
incremento de um incremento, multiplicada por outro incremento. Obtém-se a seguinte

equacao para os incrementos das variaveis:
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ox, ox, ?é’_)ck ¢ ﬂ_xl

1

N L TR

(4.20)

2 ox, ox,  ox, 2 ox, ox,

At| OAE"™ GAP"™ OAG,"™ At 6 [ ,OAF"™
+—| - — + v,

Na equagdo (4.20), os incrementos das variaveis de campo AU devem ser obtidos
através de um processo iterativo, um vez que estao definidos para o mesmo tempo que os
termos incrementais do segundo termo do lado direito da equacdo. Finalmente, adotando a

seguinte nomenclatura:

PV
,DV1V,~+2p5il
F?, = F. +P, ={pv,v,+2p5, (4.21)
pv3vi+2p§i3

v,(pe+2p)

e adicionando um contador de numero de iteracdes /, o esquema de avango no tempo para o

caso de escoamentos de fluidos viscosos fica representado pela seguinte expressao:

AUE:At _0"F,- _0”G,- +ﬂ 0 ané’Fl_ N
ox. ox;, 2 Ox, Ox,

1

(4.22)

+£ _aAF‘;nH_aAGﬂnH-’_& 0,, vné’AFﬂnH
2 ox, ox, 2 ox, | ox

1

Para modelar escoamentos de fluidos ndo viscosos, simplesmente se eliminam os

termos que contém o vetor G, , resultando na seguinte expressao:

AU = At {_é’_F LAt 90 (v”aF" ﬂ+

ox, ?ﬁxk £ ox (4.23)
At| OAFT™ At 6 ,OAF,"
+—| - +— v
2 ox, 2 Ox, ox,

Deve-se observar que o esquema de avango no tempo das equagdes (4.22) e (4.23) ¢&,
em principio, um esquema semi-implicito, dado que o vetor de incdgnitas no tempo n+17 é

obtido a partir dos vetores F, ¢ G,, avaliados no tempo 7, € dos vetores dos incrementos de
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F e G,, avaliados no tempo n+/. No entanto, este esquema serd resolvido em forma

1
explicita, segundo serd oportunamente mostrado na secdo 4.3.1, conservando todas as

caracteristicas de um sistema explicito.

4.3 Discretizaciao Espacial das Equacoes: Aplicacio do Método de Galerkin

Nas expressoes (4.22) e (4.23), todas as fun¢des envolvidas ja foram discretizadas no
tempo, mas ndo no espago. Os vetores (U, F,,F’ e G,) e os incrementos temporais sdo ainda

fungdes continuas da posi¢ao, significando que:

U =U/"(x) com =123 (4.24)

Entretanto, os incrementos temporais que apareceram também sdao funcdes da posicao,

significando ter:

AU = AUM(x) = UM'(x) — U/ (x) (4.25)

Para discretizar no espago o dominio continuo utiliza-se o0 MEF, o qual consiste em
dividir o dominio em elementos e aproximar as variaveis de campo nos elementos através de
polindmios que interpolam os valores das variaveis a partir dos valores delas nos nos dos

elementos.

Neste trabalho, utilizam-se elementos tri-lineares hexaédricos de oito nods. Portanto,

tém-se oito fungdes de interpolacdo, ou fungdes de forma, constituindo na seguinte matriz:

[0]=[®, ®, ®, ®, &, O, O, O] (4.26)

Apbs a discretizagdo do dominio, as varidveis aproximadas, obtidas por interpolagdo,

ficam representadas pelas seguintes expressoes:

U =[@] {U}" (4.27)

Nestas expressoes, {U}" ¢ o vetor de valores nodais da variavel. Por exemplo, para o

vetor de variaveis de campo tem-se:
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——

S

—
B

—
——

(4.28)

=

G)
II=
R

v
——

¥

n , . )
onde, o vetor { P V1} contém os produtos dos valores de p e v, em cada um dos oito n6s do

elemento, ou seja:

v} =17, (4.29)

Aqui esta sendo representado apenas o vetor {U}", mas este procedimento ¢ estendido

a todas a variaveis.

. n ~ 4 .
Deve-se salientar o fato de que os vetores U",F,” e F' contém as varidveis

aproximadas, formadas pelos produtos das fungdes de interpolacdo constituidas por

polindmios conhecidos e os valores nodais das variaveis que sdo as incégnitas do problema a
serem determinadas. Entretanto, o vetor G," ndo aparece aqui, dado que estes termos

precisam de um tratamento especial.

Uma vez aplicado o MEF, ¢ necessario adotar um método que permita estabelecer
equacdes para determinar os valores nodais das varidveis, de forma que a diferenca entre os
valores das varidveis aproximadas por interpolacdo e os valores reais das varidveis que eram

as incdgnitas originais no modelo matemadtico continuo, seja minimizada.

No contexto do MEF, o método dos residuos ponderados consiste em tomar as fungdes
aproximadas num elemento, as quais introduzidas nas equagdes (4.22) e (4.23) ndo sdo
satisfeitas, ficando um residuo para cada equacdo devido ao fato de ndo serem as fungdes
aproximadas as solucdes exatas daquelas equagdes. Este residuo ¢ definido para um

escoamento de fluidos viscosos como:
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JoF" 0G," At 0 OF"
R=AU} -Af | ——L ——L +—— |y —* -
i ox, ox, 2 é’xk[ “ Ox, J:l (4.30)
_& B é’AF: n+l B é’AG[I n+l +£ a ; ) é’AEI n+l
2 ox;, ox, 2 Ox, | © Ox,

Este residuo ¢ ponderado de alguma forma e obrigado a satisfazer uma condigdo para
minimiza-lo. Entre os métodos de residuos ponderados que podem ser utilizados, o método de
Galerkin ¢ aquele no qual se pondera o residuo com relagdo as variagdes das variaveis do
problema, exigindo que o produto interno entre ambos seja nulo. Assim, definindo o produto
interno como a integral de volume no elemento finito do produto entre o residuo e a variagao

do vetor das variaveis, tem-se:

J-5UR aQ = 0 = {5U}T_[ [CI)]T R dQ = {0} (4.31-a)

QL’

portanto, j [CD]TR dQ = {0} (4.31-b)

Q

e

onde, R ¢ o residuo da equagdo e Q2, ¢ o dominio do elemento.

Desta forma, resolvendo a equagao (4.31-b) para os valores nodais das varidveis de
campo, obtém-se a solu¢cdo do problema discretizado, um vez que estes valores sdo, precisa-
mente aqueles que minimizam o residuo. O residuo, no caso de escoamento de fluidos nao

viscoso obtém-se da equagdo (4.23).

4.3.1 Modelo numérico para escoamentos nao difusivos

Dado que os termos viscosos € de condutibilidade térmica, que estdo presentes na
equacdo (4.22), requerem um tratamento especial [Burbridge, 1999], inicialmente,
desenvolve-se o método para o caso de fluidos ndo viscosos, adicionando depois os termos

correspondentes ao caso viscoso.

Introduzindo as variaveis aproximadas na equagdo (4.23), e aplicando o método de

Galerkin, tem-se, para cada elemento do dominio, a seguinte igualdade:
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[ [o] AUy do=as [—j [@]TaF dQ + ﬂj [@]Ti(v aFn}dQ}

o, a, Ox, 2. ox, ox,
Pn+l n+l
+£ _J- [®]T6AEI i0 + ﬂj‘ [(D]T 0 v,ZaAF” JO (4.32)
2 a, Ox, 2 a, ox, ox,

Aplicando o Teorema de Gauss-Green nas integrais contendo derivadas segundas, e
desprezando os termos de contorno resultantes da integral contendo o vetor AF, m

expressao (4.32) transforma-se em:

T n
[ [0] aurt ao=ar |- [ [@] <= OF . _ Aty 0[®] ,oF o |
Q, Q, ax 2 axk ax

QL’

%rj ( I]nkdr} +

P+l T n+l
+g{ [ o] 2B gq - A1 ofo] , ok dQ]

a, ox, 2,5 Ox “ o ox,

l

i

(4.33)

onde, a matriz [GD*] contém as fung¢des de interpolacdo avaliadas no contorno do elemento e

n, sdo as componentes do vetor normal ao contorno, e por convencdo apontando para fora do

dominio.

Agora, substituindo a expressao (4.27) e suas equivalentes na equacao (4.33), obtém-se:

{f [@]' [@] dQJ (AU} = At [_{ [ [0 ]T3[®] dQ] F)' - (4.34)

Q, axi
_% J([CD )a[()l;] a[x ]dQJ{ }n_’_%(f[[q)*]T ([q)]{Vk}n)nk [aa[jl)] {Fl}anF]]
5 _{j [o] % dQ]{AFf}?H— %[ I [@]{vk}”)agir%’] dQ]{AF}’”'}

Entao, definindo as seguintes matrizes e vetores:

3 (4.35)



8- ] ol S aa
ofo] ofo)

com Lk=1,2,3

a equacao (4.34) pode ser escrita em forma matricial da seguinte maneira:

At yn

R C G SRR

e SR G

Fazendo,

obtém-se:

M) vy = o (- [, 8+ S
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(4.36)

(4.37)

(4.38)

(4.39)

(4.40)

(4.41)

A equacdo (4.41) foi definida para um elemento genérico, portanto, para resolver as

equacdes € preciso primeiramente efetuar a montagem das equacdes de elemento para obter o

sistema completo. Se isto fosse feito utilizando a matriz [M], como foi definido, o resultado

seria um sistema de equagdes acopladas que nao poderiam ser resolvidas explicitamente. No

entanto, definindo a seguinte matriz diagonal:

[MD]:[mMN]

(4.42)
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onde,
aM,, S€ M =N
-
v { 0 Se€ Mz N (4.43)
8
ZMMN
o= (4.44)
Z MMN
N=1M=1
e M,,, sdo os elementos da matriz [M], entdo, obtém-se o seguinte esquema explicito:
n+l -1 C n At n
{AU}HI = At [MD] - [B } i {Ft} + T{g}
(4.45)

At

+ ] ( - (8], {ar}” - [B], {aF}”)
com (=123
Assim, a equacgdo (4.45) representa o modelo numérico de Taylor-Galerkin para

escoamentos compressiveis de fluidos ndo viscosos.

4.3.2 Modelo numérico para escoamentos difusivos

Os termos difusivos contidos no vetor G nao podem ser interpolados de forma direta,

como se mostra adiante:

G'=[®] {G,}" com =123 (4.46)

A expressao (4.46) ndo pode ser utilizada em forma direta porque isto implicaria dispor
dos valores nodais do vetor G, e, dado que os termos difusivos e de condutibilidade térmica

contém derivadas das varidveis de campo, esses valores nodais ndo podem ser obtidos quando
o elemento utilizado ¢ linear. Assim, torna-se necessario integrar por partes utilizando o
Teorema de Gauss-Green. Além disso, estes termos tém caracteristicas especiais para cada
equacao de conservacgdo e, por isso, a expansdo dos termos difusivos pode ser encontrada no

Anexo A.



Para simplificar a notagdo, considera-se:

E” = pyv,
E” =pvyv,+po, com ij=123
E” =
= pev,+ pv,

onde as equagdes ficam expressas da seguinte maneira:

= Equacdo de Conservagdo de Massa:

ol = el (- [ e + ) -

2

S - [ far))

= Equacdo de Conservagdo da Quantidade de Movimento:

{Ap"_/}:l = At [MD]_I(_ [Bcl {Fup}n - [D],-,- v+ {f.f}n+ %{g?v}”j +

S5 MT( - 18], fawe ) <[BY] {arr) - (0], {av)”)

= Equacdo de Conservagao de Energia:

{Mﬂﬁzmpm({WMWV—M$f—mwmﬂ®4£@ﬂj+

At

+ [MD]'I( - [B] {apv)’ -[B] {AFﬁE}f”—[E*l (A} - [K]{Au)
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(4.47)

(4.48)

(4.49)

(4.50)

(4.51)

(4.52)

Nestas equagdes, as matrizes [M, | ,[BC]. e [B];, e o vetor {g} ja foram definidos nas

expressoes (4.42), (4.40), (4.36) e (4.38), respectivamente, com o auxilio das expressoes

complementares (4.35), (4.37), (4.43) e (4.44). Entretanto, tem aparecido novas matrizes e

vetores de elemento que se definem a seguir:
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i=1>k=23
se i=j, e i=2—>k=13

i=3k=12 o

se i#]

onde, o paréntese no subindice i indica que nao ¢ aplicada a convengao da soma, mesmo que

os indices estejam repetidos.

T e L A P

ool oo O L, (4.55)
[E]’:gﬂ“ ([@]n)) gxk] ﬁ[xk] v u([o]n)) g)ﬁ] a[XkL
<4 (i) 2L ﬁa[jw /0
1= (o] (o[ Lpr e Loy ) 2L,
) | j ' (4.56)
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dQ (4.57)

4.4 Viscosidade Artificial e Estabilidade Numérica

4.4.1 Esquema de difusividade artificial

Em problemas envolvendo escoamentos compressiveis podem aparecer fortes
descontinuidades em forma de ondas de choque. A solugdo direta através do esquema de
Taylor-Galerkin para este tipo de problemas conduz a aparicdo de oscilagdes de alta
freqiiéncia nas proximidades dos choques, motivo pelo qual é necessaria a adocao de algum
método que permita capturar as descontinuidades. No presente trabalho, emprega-se o método

de difusividade artificial, descrito por Burbridge [1999].

. . 1 [ .
Uma vez obtidos os incrementos {AU}"+ , 0 valor das variaveis de campo para o tempo

(n+1) At, torna-se:

Uy =) + Aok (4.59)

O Me¢étodo de Viscosidade Artificial consiste em adicionar termos disipativos que

simulem a a¢do da viscosidade nas proximidades das descontinuidades, significando ter:

U™ ={u}™ + (M, " o}’ (4.60)

+1 1 . . .
sendo {U,}"" o vetor de variaveis de campo suavizadas e {D}" o vetor de amortecimento

numérico que fica definido da seguinte forma:
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{D}’ =Z{ C, Cyr S, ( [M]~[M,] ) {U}:} 4.61)

Deve-se observar que os vetores e matrizes das expressoes (4.59) e (4.60) que nao
levam o subindice e sdo vetores globais, ou seja, que foi efetuada a montagem das equagdes

de elemento.

Pelo contrario, na expressao (4.61), todas as magnitudes sdao de elemento e levam o
subindice e. Nesta tltima equagdo, o simbolo de somatorio indica o processo de montagem do
produto no interior da chave, C,r ¢ um coeficiente de amortecimento ficticio definido pelo

usudrio, € C, é o Numero de CFL (Courant-Friedrichs-Lewy) local que vem dado pela

seguinte expressao:

Co=——— (4.62)

onde, At ¢ o intervalo de tempo adaptado e Az, ¢ o intervalo de tempo do elemento e.

Finalmente, S, ¢ a média dos valores nodais do sensor de pressoes calculada da

seguinte forma:

Se=— 2.8, (4.63)

onde, os s, sdo os valores do sensor de pressdes em cada um dos nds do elemento, extraidos

n.,

a partir do vetor global {s}

(4.64)

Nesta expressdo, as barras indicam que deve ser calculado o valor absoluto dos
elementos dos vetores ou matrizes contidos entre elas. Na equagdo (4.63), n., € 0 nimero de

elementos que compartilham um determinado no.
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4.4.2 Condicao de estabilidade

Uma vez montadas as equacdes de elemento, o sistema resultante ¢ um sistema

explicito, ja que aquelas equacdes ndo ficam acopladas.

Os esquemas explicitos sdo condicionalmente estaveis, o qual significa dizer que
devem cumprir alguma condicao de estabilidade que limite o valor do incremento de tempo

utilizado.

No caso do esquema explicito de Taylor-Galerkin para escoamentos compressiveis, a

condi¢do de estabilidade ¢ a Condi¢ao de CFL, que pode ser expressa da seguinte forma:

At, =6 ———— (4.65)

onde, At, ¢ o incremento de tempo critico do elemento, 6 ¢ um coeficiente de seguranga, L,

¢ um comprimento caracteristico do elemento ¢ a ¢ a velocidade do som. Em forma

adimensionalizada, a expressao (4.65) resulta:

L

e

L .
At = 5% (4.66)
—+M
Ay

onde, M é o nimero de Mach local.

Finalmente, o incremento de tempo critico adotado ¢ o menor incremento escolhido

dentre todos os elementos.



CAPITULO 5

Integracao Explicita das Matrizes de Elemento

5.1 Elemento Isoparamétrico Hexaédrico de Oito Nos

Para a andlise do escoamento através do algoritmo desenvolvido no Capitulo 4, torna-se
necessario formar as matrizes e vetores a nivel de elemento. Neste trabalho ¢ utilizado o
elemento hexaédrico trilinear de oito nds, empregando-se as funcdes de interpolagao classicas

para expandir as componentes de Quantidade de Movimento, a Energia e a Massa Especifica.

Na Figura 5.1, mostra-se o elemento adotado no espago computacional segundo as
diregdes dos eixos locais, € um elemento genérico usado no espaco fisico, segundo as diregdes

dos eixos globais.

%

Figura 5.1- Espago computacional e fisico do elemento isoparamétrico de 8 nds

<7

As fungdes de interpolagdo sdao dadas através da seguinte expressao:

o, =live, allive, aliive, 8] 6.1

onde, o indice N indica o numero do n¢ local, que varia de 1 até 8. Portanto, &,,, §,, ¢ &,
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sdo as coordenadas naturais do n6 N e sdo valores conhecidos e fixos que podem ser agrupados

nos seguintes arranjos:

et ={-1 1 1 -1 -1 1 1 -1}

Gy ={-1 -1 1 1 -1 -1 1 1} (5.2)

Vale salientar que a expressao (5.1) vem dada em forma indicial e nao matricial. Assim, as
funcdes assim obtidas sdo as oito fun¢des que compdem a matriz linha descrita pela seguinte

expressao:

[q)]:[q)l e, ; O, P, D D, q)g] (53)

Como ja foi mencionado anteriormente, todas as varidveis de campo sdo interpoladas da

seguinte forma:

f=lo]{r} (5.4)
ou também:

S=2 @ty (5.5)

significando, o produto escalar da matriz de fung¢des de interpolacdo e o vetor que contém os
valores nodais de uma determinada varidvel de campo ou de um produto de variaveis de campo.
As expressoes (5.4) e (5.5) sao equivalentes, sendo que a primeira foi escrita em forma matricial
e a segunda em forma indicial. Como pode ser observado, para os subindices nodais a forma
indicial aqui adotada ndo segue a convencdo de Einstein, a qual continua sendo utilizada para os

subindices que indicam componentes espaciais.

Pelo fato de tratar-se de um elemento isoparamétrico, a geometria do elemento pode ser
interpolada da mesma forma a partir dos valores nodais das coordenadas espaciais, da seguinte

maneira;



X = [CD] {xi} (5.6)

8
=2 Dyx, (5.7)

N=

5.2 Transformacido do Dominio de Integracio

As matrizes a nivel de elemento, ja definidas anteriormente, vém dadas em termos das

funcdes de interpolagdo e suas derivadas. Genericamente tem-se:

o[®]

er F ([cp] o ] dQ (5.8)

X.

l

Entretanto, o dominio de integragdo sera transformado do espaco fisico para o espaco

computacional, transformando a expressdo genérica (5.8) na seguinte expressdo, também

j f f 1(8,,8,,8,) dt, dt, dt, (5:9)

Para isto, as derivadas das func¢des de interpolacdo com relagdo as coordenadas espaciais

genérica:

devem ser expressas em termos de derivadas com relagdo as coordenadas naturais.

Sabe-se, da expressao (5.1), que:

D, :q)N(al’azaéS) (5.10)

e da expressdo (5.7), que:

xi:xi(é1’§29é3) (5.11)

Entdo, pela regra da cadeia, para as fungdes de interpolacdo, tem-se:

8®N :a(I)N axi com iaj:13233 (512)
o, o, o, N=12,...8

ou, em forma matricial, fica a seguinte expressao:



42

o] o[@] ex,
08, o, 0,

(5.13)

Desenvolvendo para os subindices espaciais i e j , segundo a conven¢do da soma de Einstein,

pode-se expressar:

o[®] ox, Ox, Ox, |[o[@]

o€, | |08 0§ 0& || ox
ol@]| |ox, ox, ox, || @]

= (5.14)
0C dc, 0g, 0%, || Ox,
ol@]| |ax, ox, ox, ||o@]
0%, ) |08, 08 0&; || Ox
onde a matriz que contém as derivadas % ¢ a matriz jacobiana de transformagao:
J
ox, ox, Ox, |
g, 0§ 0K,
ox, Ox, Ox
J={I. |=| = 2 2 5.15
a g, 08, 0ag, 1)
Ox, Ox, Ox,
|08 0C; 0% |
Deve-se observar que J, = sg’ =f (&1,§2,§3), e considerando as expressdes (5.6),
J
obtém-se:
o[ ol o@], ]
Ay Ly 22l
1 1 1
o|D o|D o|®
(e n)-| Ly gy O 516
2 2 2
@], de], o]
— X X
) i) By

ou também:
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Ty :%{xj} (5.17)
: : . d :
Todavia, precisa-se expressar as derivadas ? em fun¢do das derivadas @ , portanto
X .

i J

€ necessario inverter o sistema das expressoes (5.12), (5.13) e (5.14), ficando entdo:

@ )
el ]:J;_l akd (5.18)
ox, " 0§
onde, a inversa da matriz jacobiana pode-se obter através da a seguinte expressao:
g3 (5.19)

sendo, J a transposta da matriz adjunta da matriz J, e |J | ¢ o determinante da matriz

jacobiana.

Desta forma s6 falta expressar apenas o diferencial de volume em termos das coordenadas
naturais para poder transformar as integrais da forma (5.8) em integrais da forma (5.9). Sabendo-

se que o diferencial de volume em termos das coordenadas naturais fica:

dQ=|J | de, de, dt, (5.20)

entdo, as expressoes (5.18) e (5.20) devem ser substituidas em (5.8) para obter as integrais da

forma (5.9), as quais devem ser integradas analiticamente ou numericamente.

5.3 Integracao Analitica das Matrizes de Elemento

As integrais do tipo (5.9) podem ser resolvidas numericamente, utilizando o método de
quadratura de Gauss—Legendre. Mas, para diminuir o tempo computacional e a area de memoria
necessaria para a simulagdo, serdo integradas analiticamente. Além do mais, para facilitar o
trabalho com as expressdes envolvidas, estas serdo simplificadas utilizando um ponto de

integracdo no centro do elemento (&1 =0,&, =0,&, :O), onde serdo calculados a matriz
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jacobiana e o seu determinante.

As formulas assim calculadas serdao exatas no caso de ter uma malha de hexaedros de
faces paralelas e resultardo uma boa aproximagdo quando os hexaedros estejam pouco

distorcidos.

o[®]

Segundo a expressao (5.17), calculando as derivadas —— no centro do elemento, obtém-

se a seguinte matriz Jacobiana:

J11(0) le(o) J13(0) 1 {§1}T {xl} {‘tol}T {xz} {§1}T {xz}
J(O): J21(O) Jzz(o) J23(O) :g {&2}T{x1} {gz}T{xz} {‘iz}T{)@} (5:21)
J31(O) I3 (O) I3 (0) {§3}T {xl} {‘23 }T {xz} {2’53}T {xz}
J'(0) = Gg—g;‘ (5.22)
onde a transposta da matriz adjunta ¢:
—_— [J22J33 _J23J32 ](0) [J13J32 _J12J33 ](0) [J12J23 _J13J22 ](0) (5'23)

J(O) = [J23J31 _J21J33 ](0) [J11J33 _J13J31](0) [J31J21 _J11J23 ](0)
[J21J32 _J22J31](0) [J12J31 _J11J32](0) [J11J22 _J12J21](0)

Desta maneira, tem-se tudo para integrar analiticamente as matrizes de elemento expressas

no capitulo anterior. Desta forma obtém-se:

e Matriz [M]:

111

M,y :J- ®, ©, dQ :J.J‘J. D, Dy ‘J(O)‘ dé, dég, dé, (5.24)

Q, —1-1-1

com MN=1,2,...8

e integrando:
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Q 1 1 1
M,y = 6; [l+§ S 51N:| [1+§ Sou sz} ‘:l+§ Sin §3N:| (5.25)
Q@

My = 3 5MN (5.26)

sendo, 0,,, o delta de Kronecker.

e Matrizes [B];:
- oD, i e 0Py

B = [ @u 5 a0 = [ [ [ @y o 3y 90) dé s, (5.27)

e, integrando:

B, .=

1 [ == 1 1 ]
i MN g {Jn(o)ﬁm[ﬂgﬁm QZN}{I—FE?;M észv +

ROERIFELIEN (XS S (5.28)

1 1 |
01 e e |13 e 2 |

e Matrizes [C];:

$ odb,, 00
C,v= D, v M_ N dQ =
iMN é'. (MZ:I M Vij ox, o,
|8 11 6w, ) (o0 (5.29)
= |= 4 J. Nyl 1I(0) dE dE,d
(8%“] X (8@- 1) (gt PON dadads

com ijkh=123; MN=12,...8

8
Nesta ultima expressdo o fator escalar entre paréntesis (Z D, v/ M) foi simplificado
M=l

tomando as fungdes de interpolagdo no centro do elemento. Isto equivale a tomar a média dos
valores nodais da varidvel, que por ser um valor definido para o elemento todo, pode sair da

integral, simplificando a integra¢do. A perda de exatiddo serd menor quanto menor for o

tamanho do elemento. Integrando (5.29), fica:
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1& ., 1
CiMN :(g Z Vij — Gimn (5.30)

onde,

Arivn :ka(o) Ja (0) AthN (5.31)
e com o fator A, definido da seguinte maneira:
MN
1
:éiM éjN 1+§£(k)M ékN
sei=le j=2 > k=3
.sei#j, sendo:<sei=2¢ j=3 > k=1
sei=3¢ j=1>k=2
A, =
Y MN (5.32)

1 |
=& Sy [”gi(w @kzvﬂ”gi(hm éh,v}

sei=j=1—>k=2¢e h=3
.sei=j, sendo:<se i=j=2 > k=1e h=3

sei=j=3 > k=1leh=2

onde o paréntese nos subindices k e 4 indicam que ndo ¢ aplicada a convencdo da soma, mesmo

que os indices estejam repetidos.

e Matrizes [D]y:

No caso de ser i# j, tem-se:

00, 00y do  + Jg&& dQ = (5.33)
ox, Ox, Ox, Ox,

Q, J

11 oo, oo,
J;.[ H L J”‘]( 85;, JM] ‘J(O)‘ dgl dé:z d§3 +

+Hj1 A {acDM J;;](ﬁaq; J;;j [(0) a& dé, dé,
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Deve-se notar que D, =D, ou, em forma matricial [D], =[D]’,. Entéo, integrando
Y MN JUNM ij Ji

a expressao (5.33) obtém-se:

1 1
DijMNzlu Q_ Ay T+ A Q_ Ajivn (5.34)

e e

Por outro lado, no caso de ser i= j, e considerando que:
sei=1—> k=23; sei=2— k=13; sei=3—>k=12; ¢ Lh=1,23

tem-se a seguinte expressao:

oo, 8(DN 0+ ﬂaq> od
ox, ax

jﬂ A (aaq;jd g }(aaq; <>j\ 0) d& de,dg, +

+m” (851 ]Laa? Jj pO) dadz.as

onde, novamente, os subindices entre parénteses ndo seguem a conven¢do da soma. Entdo,

—N dOo = (5.35)
ox, Ox,

Di(i)MN = J- (2 /1)

integrando a expressdo (5.35), obtém-se:

1 1
D(l‘)(l‘)MN: (2/14‘/1) Q_ i(i)MN + U Q—e Ay (536)
e Matriz [K]
KMN:J' K od, 0D 0 -
o ox, Ox,
111 (5.37)
= 1] K(a% J,J (aCDNJ,h] |3(0) d& dé, de,
-1-1-1 a§ 66
que integrada resulta:
1
Kw= K a (5.38)



e Matrizes [E];:

(o) o () e
+ J 2 (Mil o, V;Mj aaq;jl aaciN 0 =
< E) [T (G (Foen porsascas,
¢ (E) [0 (G (S pobesasas o 0
) () o

Uma vez integrado, a matriz fica:

8 M=l M=1

1& 1 1 18, 1
Ew=u (_ZviMj Q_aiiMN +u (8 ZVJMJ - zjzmv"'/1 (_]wz_llvaj - 4a; (5.40)

e Matrizes [E*} :

1

. S 0D, . & oD, , ) 0D
E v =B _[:u Z aN N ZaNViN] Mq)NdQ+
Q, Nl N=1 OX; Xj
8 0D oD
+ A Ayt Mp dQ =
i (NZ—:I Oox, kNJ ﬁxj N
1 8 L 3 L LLL o
= 3 [ZékNJi;v_/N+Z<§kNJ,Lv1Nj [[] =7 @5 p(0)] dgdgdg, + (54D
N=1 N=l 55 S
1 g L LLL A _
+ - (Z ékNJuilej [[] =2 @, 3, P(0) d&ds,ds + By,
8 \va 355 o0&,

1 .
i MN :EZMN g Zé:kN Jz/l Vin +Z§kN ij V j BjNM +
(5.42)

48
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Nesta Gltima expressio, a matriz [B], aparece com os seus subindices nodais invertidos,

indicando a transposi¢ao da matriz.

5.4 Tratamento das Integrais de Contorno

As integrais de contorno, apresentadas no capitulo anterior para fluidos ndo viscosos,

equacao (4.33), sdo dadas por:

X;

OF/
g = | [cD"]T [vf - . J n, dT com ij=123 (5.43)
Fe

e para fluidos viscosos, expandindo os termos viscosos e de condutibilidade térmica, obtém-se:

{fj}n - .[ [‘D*]T 7y dl (5.44)

r(‘

{q)" = j [@*]T(r;; V) m dl + j [CD*]T(Kaaunjni dr (5.45)

e x’

onde, n, sdo as componentes do vetor normal ao contorno, apontando para fora, e [q)} ¢ a

matriz de fung¢des de interpolagdo da face de contorno no elemento que pode ser expressa da

seguinte forma:

0 se N nao ¢ n6 de contorno

Q) = (5.46)

%[14_ m 771N] [1+ n, 772N] se N é n6 de contorno

onde, 7, € 17, sdo as coordenadas na face de contorno do elemento, e N=1,2,3....,8.

Nas expressoes (5.44) e (5.45), n, representa as componentes do vetor normal ao contorno

e o fator restante ¢ sempre uma acdo ou for¢a atuante na superficie de contorno. Assim, por
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exemplo, 7, € forga por unidade de area e (K ou" /6xi) ¢ um fluxo térmico através da superficie

do contorno.

No capitulo anterior foram expressos os vetores equivalentes as agdes de contorno, uma
vez que as variaveis foram substituidas pelas correspondentes varidveis aproximadas. Segundo

foi indicado naquele capitulo:

@' =[] ([} n (a[q)] {E}“j dr (5.47)

1

) =] [o7] {u (aa[f] )+ @{v{.}n]%— 2 (@{vk}”]@j] n, dT (5.48)

Y Xk

= T 100 )Ly o Ly oL o

(5.49)

com ijk=1,23

Entretanto, para simplificar a integracdo destes termos, tomam-se os valores médios das
acoOes atuantes no elemento, considerando esse valor médio de elemento como o valor atuante na
face de contorno. Como existem quatro nds pertencentes a face de contorno do elemento, aquela
acdo resulta distribuida uniformemente entre os quatro nés da face de contorno do elemento.
Desta forma, em cada n6 de contorno atua uma for¢a ou acao que € igual a quarta parte da média

daquela a¢@o no elemento.

Assim, obtém-se os respectivos vetores equivalentes as a¢des de contorno da seguinte

maneira:

g = % [(li VZNJ nk} ( % Y &, F,-”Nj {uy | ar (5.50)

8 Nl

olm {up | ar (5.51)
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| 1 1 13 n
= 5 (o) 0 o S (5 8 et o far s
r N=1 T,
onde:
n 1 : n
Tily = g (Z@N zkvjN + kaNijVzN) + A= (me lklej (5.53)

sdo as médias das tensdes viscosas no elemento, enquanto que as médias das componentes de

velocidade vém dadas por:

l 8
fg(Z V?N) (5.54)

Por ultimo:

1 5 no t
se N € nod de contorno (5.55)

0 se N ndo é n6 de contorno

sendo, I', a 4rea da face de contorno do elemento.



CAPITULO 6

A Formulaciao Lagrangeana-Euleriana Arbitraria

6.1 Introducio

Devido ao fato de que existe uma movimentacio da malha com relacdo ao fluido no
processo de adaptagdo a ser implementado neste trabalho, utiliza-se uma descricdo ALE,

evitando com isto a interpolacdo dos valores das varidveis da malha antiga a malha nova.

Existem dois pontos de vista classicos com relacao a esta movimentacao. O primeiro deles
¢ a descricdo Lagrangeana, na qual a malha utilizada para discretizar o dominio € solidaria com o
fluido e movimenta-se com ele. O segundo ponto de vista ¢ a descricdo Euleriana, na qual o

fluido se movimenta enquanto a malha permanece fixa em relagdo ao sistema de referéncia.

Considera-se uma particula representativa no ponto £, de um meio continuo C, conforme

Figura 6.1, numa configuracio inicial, # = 0, definida pelas coordenadas a, :

R(Y) -..

X, - R

Figura 6.1- Relagdes cinematicas na descri¢io ALE
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a; :(al,az,a3) (61)

As coordenadas a; sdo chamadas de coordenadas materiais. A configuracdo deformada da

particula, originalmente em F,, esta localizada agora no ponto P definido pelo vetor posi¢do x:

X, = (o, x5, X3) (6.2)

As coordenadas x;, as quais definem a posigdo atualizada da particula, sdo chamadas de
coordenadas espaciais. O vetor d, unindo os pontos F, ¢ P, ¢ o vetor deslocamento e pode ser

eXpresso por:

d=x —q 6.3)

Numa descrigdo Lagrangeana, o movimento do meio continuo ¢ representado em termo

das coordenadas materiais por equacdes do tipo:

x; =g;(a;,1) (6.4)

Estas equacdes podem ser interpretadas como o mapeamento da configuragdo inicial na

configuragdo atualizada.

Por outro lado, na descri¢do Euleriana, o movimento do meio continuo ¢ definido através

das relacdes inversas as equagoes (6.4) em termo das coordenadas espaciais, como segue:

a; = &,(x;,1) (6.5)

Em problemas com movimento de malha, nenhuma destas descricdes tornam-se
satisfatoria. Utiliza-se, entdo, a descricdo ALE, a qual representa uma generalizacdo das duas
anteriores. Nesta descri¢do, a malha movimenta-se segundo uma velocidade arbitraria de

componentes w, e, dependendo dos valores destas velocidades de malha, pode-se indicar o

seguinte:

* Se w, =0 para todo i, a malha esta fixa, correspondendo ao caso da descrigdo

Euleriana.
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= Se w,=v, para todo i, a malha se movimenta junto com o fluido,

correspondendo ao caso da descrigdo Lagrangeana.

= Se w,#v, e w, #0 para todo i, entdo a malha se movimenta segundo uma

velocidade arbitraria w, correspondendo ao caso da descricao ALE

Como observa-se na Figura 6.1, na descricdio ALE qualquer ponto da malha R ¢

identificado pelo vetor posi¢do € , que € expresso por equacdes do tipo:

L, =g (a,,a,,ay,1) (6.6)

A descricdo ALE pode ser vista como o mapeamento da configuracdo inicial do meio

continuo na configura¢do atualizada da malha.

6.2 Equacoes Modificadas

Utilizando a descrigdo ALE, as equagdes de Conservagao de Massa, da Quantidade de
Movimento e de Energia, indicadas nas expressoes (3.18) (3.19) e (3.20), resultam modificadas

da seguinte maneira:

Equacao de Conservagao de Massa:

op 0 ow,
R —W. i (6.7)
ot o (vi=w)l+ p=

1

Equagdes de Conservacao da Quantidade de Movimento:

olev,) o 8 g ow,
( j)+a[pvj(vi_wi)]_gz-{i +§l)l+p\}j$:0 (6.8)

i i J

Equacao de Conservagdo de Energia:

dlpe) . 0 2 oApv)) ol o], ow _ o 69
o et o) - = o | Vo | T, Y

i i j

com ij=1,273
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Expandindo as derivadas onde aparecem os fatores (vi —wi), reagrupando termos e

adotando a notagdo vetorial, obtém-se:

oU N JF, N oG, _Wé’_U_O
ot ox, ox, ! ox, (6.10)

1

A expressao (6.10) representa em forma vetorial as Equagdes de Conservagdo utilizando

uma descricdo ALE para fluidos viscosos.

Para fluidos ndo viscosos, os termos difusivos e de condutibilidade térmica sdo

desconsiderados, resultando na seguinte equagao vetorial:

oU  OF, ou

— + — =0 com ij=1,273
or | ox  ox W (6.11)

6.3 Modelo Numérico

Emprega-se para o esquema de avanco no tempo e discretizacdo no espago o método
descrito por Burbridge [1999]. Portanto, nas equagodes (4.22), (4.23), (4.46), (4.50), (4.51) e

(4.52) adicionam-se novos termos decorrentes da movimentacao da malha.



CAPITULO 7

Método de Adaptacao de Malhas Via Movimentos de Nos

7.1 Introducao

A precisdo de um esquema numérico pode aumentar notavelmente quando um numero
fixo de n6és da malha ¢ dinamicamente redistribuido apenas para melhorar a regido onde
acontecem grandes variagdes na solu¢do. Também, outra vantagem que pode ocorrer ¢ o
aumento da eficiéncia computacional quando se compara a solugdo da malha adaptada com uma

malha refinada.

A estabilidade na maioria dos esquemas numéricos depende da qualidade da malha, em
particular da sua suavidade, portanto, o processo de adaptagdo da malha ndo teria que resultar
numa excessiva e descontrolada distor¢do da malha inicial. Com o termo suavidade se pretende
indicar que a regularidade da malha, ou seja, o tamanho de um elemento com relagdo a seus

vizinhos ndo tem que variar bruscamente.

Existem duas maneiras de fazer adaptagdo, como foi visto no Capitulo 2. A primeira ¢é
equidistribuindo alguma medida de erro sobre o dominio e a outra possibilidade ¢ fazendo uso

dos principios variacionais.

Os primeiros métodos de adaptacdo de malha comegaram com a primeira categoria,
geralmente baseados em algoritmos de movimentos de ndés em uma dimensdo [Dwyer, 1984;
Eiseman, 1985]. Os métodos de aproximacao variacional ndo estdo condicionados e, portanto,
sdo mais promissores para a adaptacdo multidimensional de malhas. S3o baseados na
minimiza¢do de uma medida de ponderagdo da variacdo de alguma quantidade da solug¢do ou de

um erro numérico sobre o dominio computacional [Brackbill ef al., 1982].

O método desenvolvido neste trabalho utiliza a ultima aproximacdo com o objetivo de
alcancar o controle efetivo sobre os conflitantes requerimentos de malha regular, ortogonalidade

local e adaptacao.
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Neste sentido, procura-se uma boa qualidade da malha para evitar algumas dificuldades,

tais como:
= excessiva distor¢do da malha adaptada;

= falta de convergéncia do algoritmo que resulta freqiientemente no

comportamento oscilatorio durante o processo de adaptagdo da malha;

= excessivo agrupamento dos nds o que conduz ao colapso na malha localizada

nas regioes de grandes variagdes da solucao.

Tais inconvenientes foram relatados por Thompson [1984] para determinados métodos de
adaptacdo de malha aplicados a problemas bidimensionais, levantando assim sérias perguntas

sobre a confiabilidade dos métodos.

O presente método foi desenvolvido a partir do método variacional apresentado por
Brackbill et al. [1982], que abrange a parte de otimizagdo baseada nos trabalhos de Carcaillet et
al.[1986a] e Kennon ef al. [1986]. A analise de erro esta baseada no trabalho de Ait-Ali-Yahia
et al. [1996].

A formulagdo do método serd mostrada para um escoamento bidimensional devido ao fato
de poder enxergar mais facilmente o problema, mas o algoritmo foi desenvolvido para problemas
tridimensionais. Uma vez mostrado o desenvolvimento em escoamentos bidimensionais,

apresenta-se a mesma formulagdo, porém empregada em casos tridimensionais.

7.2 Analise

Devido as similaridades conceituais, discutiram-se primeiro o método variacional de
geracdo da malha de Brackbill er al. [1982]. Neste trabalho, conseguiu-se o controle da
qualidade e adaptacdo da malha fazendo um mapeamento, Figura 7.1, entre o espago fisico (x, y)
e o espaco computacional uniformemente discretizado (&, 77). As propriedades diferenciais do
mapeamento determinam as propriedades da malha computacional. A matriz jacobiana, J, da
transformagdo do espaco fisico para o espago computacional determina o volume da célula

computacional e a ortogonalidade da malha ¢ dada por o escalar, V& -V, que se anula quando

as linhas conjugadas da malha sdo ortogonais.
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Y

=
g

Figura 7.1 — Mapeamento entre o espaco fisico e o espago computacional

Pode-se escrever integrais que resultam em uma medida das propriedades do mapeamento
sobre a malha computacional. A suavidade global do mapeamento que € a variacdo no espaco da

malha ao longo das curvas de e 1 ¢ dada por uma integral:

1= 178l +(1v.l) v .

a ortogonalidade do mapeamento ¢ medido por:

1, =[[(v,&) (V. n) S dx dy (7.2)
e o controle de volume por:
I, = [[w(&n)J drdy (7.3)

onde w ¢ uma funcdo de monitoracdo. O operador gradiente e a matriz jacobiana sdo definidos
por:

Sendo x e y as coordenadas no espago fisico, &e 77 as coordenadas no espago computacional e

ie j sdo os versores nas dire¢des dos eixos x € y, respetivamente.
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As coordenadas dependentes (&, 77) e independentes (x, y) sdo transformadas através das

seguintes equacdes:

]S:J.j[x;+xj+y§+y;]Jd§d77 (7.4)
1, :H[xé X, + Ve yn}z d&dn (7.5)
1, = [[w(x,y)dédn (7.6)

1
onde, agora J=(x§ Y, =X, Vs )71 = @@_y_ﬁﬁ_yj

0F dn  on O&

|
VR

Este problema variacional se resolve empregando a equagao de Euler-Lagrange do célculo

variacional, onde a fung¢ao custo total a ser minimizada fica:

I=1(En)=13+A)0,+ A1, (7.7)
Apsdy 20

onde, 4, e A, sdo os multiplicadores de Lagrange.

O resultado da aplicagdo das equacgdes de Euler-Lagrange ¢ a obten¢ao de um sistema nao-
linear de equacdes diferenciais acopladas de segunda ordem em um espago de coordenadas
fisicas (x, y) que foram resolvidas por Brackbill et al. [1982] usando iteragdes e discretizando

em diferencas finitas.

A fim de melhorar a eficiéncia computacional e a confiabilidade, Carcaillet et al.[1986] e
Kennon et al. [1986] adotaram uma formulagcdo mais heuristica para o problema de adaptacao
local. O método desenvolvido difere do método variacional ja que em vez de usar diferencas
finitas diretas para a representacdo das derivadas parciais em (7.1) e (7.2), utilizam-se outras

aproximacoes para avaliar a suavidade local, ortogonalidade e controle de volume da malha.

Considera-se o problema local para otimizacdo de uma malha computacional a qual esta
descrita por quatro elementos vizinhos no caso bidimensional (ou oito elementos no caso
tridimensional). Utiliza-se uma célula tipo que ¢ definida por todos os elementos que concorrem

ao no6 P; = P(x;, y;5) que € o centro da célula, conforme Figura 7.2.
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Considera-se que os pontos da malha unem-se por segmentos de linha reta, os quais ficam

definidos por vetores posi¢do que unem o ponto P; com os vizinhos imediatos:

s = (5=, )+ (= 92) (78)
= (50 =3, ) (=9, ) 79)
o =(5 = )i+ (-3 ) (7.10)
R L RN A (7.11)

onde i e j sdo os vetores unitarios no sistema de coordenadas cartesianas nas diregdes x e y. A

célula tipo € suave se existem mudangas minimas de area (ou volume no caso tridimensional) de
uma célula elementar a outra vizinha. A medida que quantifica a suavidade local da malha,

SM;;, ¢ formada pela soma dos quadrados das diferencas de areas de um elemento para o
proximo:

SM,, =(4 - 4,) +(d—A4) +(4 - 4,) +(4,-4) (7.12)

onde A4; ¢ uma medida da area dos k elementos, que pode aproximar-se pelo modulo do produto
vetorial do vetores posi¢do local, ou seja:

4 = ‘(’?+1,j X ri,j+1)

(7.13)

:‘ Xivj Vit = Ve Xijn

i,j+1

Figura 7.2 — Célula tipo definida para o caso bidimensional
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A célula tipo € ortogonal se as linhas de coordenadas curvilineas £ =i = constante € 17 =j
= constante interceptam P; num angulo reto, conforme Figura 7.2. Portanto, a quantidade que
resulta em uma medida da ortogonalidade local da célula tipo ¢ determinada pelo produto escalar

dos vetores posi¢ao que estdo associados ao no central:
2 2 2 2 (7.14)
ORJ;,J' = (ri+1,j' ri,j+1) +(ri,j—1' 7;'+1,j) +(7§—1,j' r;‘,j—l) +(ri,j+1. ’;‘—l,j)

O funcional de controle do volume para a célula fipo € escrito pela formula geral:

40, (7.15)

o
I
S
S

Nesta equacdo 4 ¢ a area da célula tipo (ou volume para o caso tridimensional) e W;; €
um valor positivo de uma fun¢do de ponderagdo (ou fungdo de monitora¢do) apropriadamente
escolhida e avaliada em P;. Esta fungdo de peso sera discutida adiante com mais detalhes.
Facilmente pode-se observar na equacdo (7.15) que minimizar a soma de todas as células tipo do
funcional do volume de controle fardo que a célula tipo diminua sua area (ou volume no caso

tridimensional) quando W ¢ grande e aumente quando ¥ ¢ pequeno.

Uma formulacao simples, que ndo ¢ exata, porém mais eficiente computacionalmente foi
proposta por Carcaillet et al.[1986], para obter VOC;; considerando a célula fipo como um
sistema de molas conectadas entre os nds. A adaptagdo se produz minimizando a energia de este

sistema, ou seja:

Voc, ; =w ’:’+1,j‘ W, ‘ri,ﬁl +w, ‘K’—l,j‘ +w, "/;‘,j—l‘ ’ (7.16)
Onde, as constantes das molas seriam:
WIZ%(VV[J-’_VV[H,]') WZZ%(VVi,j_'_VV[,jH)
1 1
W =§(W,J+VVHJ) Wa ZE(W:‘JJFVV:/—I)

A fungdo objetivo global, F, obtém-se por uma combinac¢do linear ponderada das medidas
da qualidade local da malha e do funcional de controle de volume local para cada célula tipo, de

maneira que sobre todas as células tipo ficara:
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w o[ ORT, SM. (7.17)
F= o ——L+(l-a)—=2+ B-VOC. .
; J=1 ORTmax ( ) SMmax ﬂ "

onde, o e f sdo parametros de ponderagdo que permitem controlar a suavidade da malha e
ortogonalidade local no caso de otimizagdo estatica, =0, ou de adaptagdo, f#0. Este

pardmetros variam entre:

0<a<l e 0Lp<1

sendo: ORT, :maxijj[ORﬂ,j] e SMmaX:maxl.’j[SMijJ

max

na expressao (7.17).

No caso do parametro £ as melhores adaptacdes da malha sempre sdo conseguidas com

B =1.0. Normaliza-se SM;; e ORT;; por seu valor maximo para assegurar que cada medida seja

do mesmo ordem de magnitude na expressao de F em (7.17).

A funcdo objetivo global pode-se reescrever como fun¢do do vetor 7 contendo as

coordenadas fisicas de todos os nds da malha e ordenados naturalmente:
T={(x,.,):1<i<m, 1<j<n| (7.18)

onde, m e n sdo a quantidade de nds na direcao i e j, respectivamente. Desta forma, pode-se

escrever que na expressao (7.17), F=F(T).

A minimizagdo sem restricdes da fun¢do F(' T ), de 2 x m X n variaveis, realiza-se usando

o método de gradiente conjugado de Fletcher-Reeves [Press et al., 1992].

Empregou-se para caso tridimensional a medida de suavidade e ortogonalidade proposta
por Kennon et al. [1986]. A medida de suavidade local estd dada pela distancia relativa entre o

n6 da malha e seus vizinhos e apresentada pela seguinte expressao:

_ 7.19
SM, ;= (r;‘+1,j,k *litjik ) + (’;‘,j—l,k MUNEY: ) + (’;‘—l,j,k. UBEY: ) + ( )

+ (r;',jﬂ,k ek ) + (r;',j,kJrl ikl ) + (r},j,k—l * k- )

Enquanto que a medida de ortogonalidade local fica:
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ORT . = . g . 2 . 2, . 2, (7.20)
ik =\l ik ik Fjk® T jk Fijk® Tk Bk Tic ik

2 2 2 2
+ (’"i+1,_;,k * 1k ) + (’/;‘,j—l,k k- ) + (’?—1,_;,/( * 1k ) + (7;‘,_/'+1,k * 1k ) +

2 2 2 2
+ (}/;‘+1,j,k * 1k ) + (’:',j—l,k * 1k ) + (’?—1,,’,1{ * VL4 ) + (’"i,j+1,k Vil )

Na Figura 7.3 mostra-se a célula tipo para o caso tridimensional.

Figura 7.3 — Célula tipo definida para o caso tridimensional

7.3 Método de Gradiente Conjugado

Geralmente o método de gradiente conjugado ¢ usado para encontrar o minimo de fungdes

quadraticas de n varidveis em n iteragdes, porém pode ser usado também para funcdes gerais.

A funcdo objetivo, F, para o caso tridimensional ¢ uma fun¢do polinomial de ordem maior
que dois e, portanto, com a finalidade de otimizar o uso do método de minimizacgdo, pode ser

escrita da seguinte forma:
F( )=a,x,’ + tayz)+ + + +
XpsVpsZp) =G Xp Ty YVp TA3Zp TAyXp Yp T s XpZp T dg VpZp
+a, X, +ag yp+a,z,+ay,

onde, os coeficientes de F sdo fungdes do tipo:
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_ 2 2 2 ) _ .
a = f\Xp Ve 2 Zp s Xps Vs Zps Xy Vs 21 ) 5 Qg _f(xi’yi’zi)’

_ 2 2 2 . _ 2 2 .
a, _f(xp sYp »Zp ’xP’yP’ZP’xi’yi’Z[)7 a, _f(yp »Zp ’x[’y[’Zi)’

2 2 2 ) s _

a3:f(xp »Vp s Zp ’xP’yP’ZP’xi’yi’Zi)’ aSZf(xP >Zp ’xi,yi,zi)a

. 2 2 .

a, :f(xi’y[’zi)’ g :f(xp »Vp ’xi’yi’zi)’
a5:f(xl”yi’zi); alozf(xwyiszi);

sendo Xx,,yp,z, as coordenadas do né Py, € x;,¥,,z, as coordenadas do no 7, que varia de 1 até o

numero total de nés da malha.
Agora pode-se considerar o problema de minimizagdo de uma fun¢do quadratica, ou seja:

7.21
Minimizar ¢ (x)= %xTA x+c'x (7.21)

onde, A ¢ uma matriz simétrica e positiva definida. Define-se as dire¢cdes conjugadas, ou
dire¢des que sao mutuamente conjugadas com relagdo a matriz A, como vetores d que satisfazem

as condi¢des seguintes:
T . . . .
d'Ad; =0, i#J, 0<iej<n (7.22)

O método das dire¢des conjugadas funciona da seguinte maneira: inicia-se com o ponto
inicial xy € um conjunto de dire¢des principais dy, d; , ....... , d,.;. Minimiza-se g(x) ao longo de
dy para obter x;. Entdo com x;, minimiza-se ¢(x) ao longo de d; para obter x,. Finalmente,
minimiza-se g(x) ao longo de d,.; para obter x,. O ponto x, ¢ a solucdo minima. A convergéncia
obtém-se para n iteracdes quando se tem uma fungdo quadratica. No algoritmo, o gradiente de

q(x) ¢ empregado para gerar as diregdes conjugadas.

Denota-se com g o gradiente de g(x), com g, :Vq(xk):A-xk +c¢, sendo x; o0 ponto

corrente, com o sub-indice & indicando o niimero da iteragdo. A primeira direcdo dy determina-se
através da direcdo de descida mais pronunciada (steepest descent direction) - gy. Sendo assim,

para achar o novo ponto xj+; minimiza-se g(x) ao longo de d;. Deste modo, tem-se:
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x,=x+ta.d, (7.23)

onde o ¢ obtido através da busca em linha, minimizando f(a)=g(x, +ad,). Fazendo

dg(a)/da =0, tem-se:

B d'g, (7.24)

“TaT4d,
Também a condigdo exata de busca em linha dg(a)/da =0 ¢ dada por:
d’g =0 (7.25)
Uma etapa importante € escolher d;; da seguinte maneira:

d.,=-8.+b 4d, (7.26)

Isto representa um desvio na dire¢do de descida mais pronunciada (steepest descent
direction) —gi+; como ¢ mostrado na Figura 7.4. Exigindo que d;.; seja conjugado de d;, ou

d,_"Ad, =0, tem-se que satisfazer:

gk+1TA dk +ﬂk dkTA dk =0 (727)
e SRTENNE e _q"(]; _.\1
/ IR s \
X; 7l .
e \ .
' dy
e & Y
-V (x) Xo

Figura 7.4 — Dire¢des conjugas para uma equagao quadratica de 2 variaveis.

A partir da equagdo (7.23), d, =(x,, —x,)/a,, ¢ portanto, A-d, =(g,.,—&, )/ - A

equagao (7.27) agora fica:
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_ 8 (80-8) (7.28)

b ad Ad,

Usando a equacgao (7.25) e (7.26) com k substituido por (k-7) tem-se:
d'g =-8's, (7.29)
Portanto, a equacgao (7.24) fica:

" (730

“d'Ad,
Substituindo ¢ na condigdo prévia dada pela equagdo (7.28) tem-se:

_ g (ng_gk) (7.31)

B
‘ nggk

Considerando, que:
8 8 =8 (_dk + B dk—l) =B &' iy
=B (ng T, dkTA) d_ =0

obtém-se a versdo de Fletcher-Reeves, onde:

T
gl &1 (7.32)
B, = 2kt Skil

T
8 8
Como se trata de um processo iterativo tem-se dois critérios de convergéncia, os quais sdo:

= antes de comegar a busca em linha, verifica-se a condi¢cdo necessaria para o 6timo:

HVq(xk )H <eg, (7.33)

onde &; € a tolerancia do gradiente e ¢ dado pelo usudrio. Este critério satisfaz-se quando o

processo finaliza porque o gradiente desaparecera em um ponto de extremo local.

= também verificam-se as redugdes sucessivas em ¢g com o seguinte critério de

convergéncia:
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| q(xc)-a(x)| =2, +2 | a(x) (734)

onde &4 ¢ a tolerancia absoluta na mudanga do valor da fungao, ¢ & € a tolerancia relativa. Para
&4 adota-se 10, enquanto que para &g considera-se, 10, Somente quando a equacdo (7.34) é

satisfeita para duas iteragdes consecutivas se considera a finalizagdo do processo.

Nota-se que para ter-se um critério de finaliza¢do robusto, verifica-se o gradiente e a

fun¢do. Também impde-se um o limite no numero de iteragdes.

Os passos do processo computacional do gradiente conjugado de Fletcher-Reeves pode-se

resumir no fluxograma da Tabela 7.1

Tabela 7.1 — Fluxograma do método de gradiente conjugado de Fletcher-Reeves

Inicio

com k = 0 e ponto inicial x,

1. SE|Vg(x,)|< &, FACA:

2. compute-se d, = Vq(x;)

3. determina-se ¢ da equagdo (7.30) e com este x;; da equagdo (7.23)

4. determina-se [ da equacgdo (7.32) e a nova diregado d;.; com equagao (7.26)
5. SE a condi¢do (7.34) ndo se satisfaz: retorna-se ao passo 1

Fim

7.4 Determinaciao da Func¢ao de Peso ou de Monitoracao

O objetivo final do processo de adaptagdo ¢ predizer as caracteristicas da malha otima.
Esta pode ser definida como a malha na qual o nimero de graus de liberdade requeridos para
atingir um nivel especifico de exatiddo ¢ minimo. Portanto, a escolha da funcao de peso, W, do
funcional de controle de volume ¢ muito importante ja que este tem que indicar as regides onde
deve-se fazer a adaptagdo da malha. Ou seja, desta escolha dependerd a maior ou menor

eficiéncia do método.

Sabe-se do trabalho de Babuska e Rheinboldt [1978], que quando nos sdo adicionados na

malha original, o caminho para melhorar a exatiddo numérica ¢ adicionar os mesmos somente
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nas regioes de fortes gradientes. Finalmente, foi provado no caso unidimensional por Brackbill et

al. [1982], que aumentar a resolucao dos gradientes reduz o erro numérico.

Portanto, intuitivamente se pensaria que a funcdo de monitoragdo teria que responder ao
gradiente de alguma variavel que controle o fendmeno, podendo ser para um escoamento de
fluidos compressiveis o gradiente da massa especifica, e para um problema de camada limite, o

gradiente da velocidade; mas isto ndo garante que se aumente a exatidao na solugao.

Outro critério ¢ definir um tipo de erro e tomar este como fun¢do de peso, como ¢
apresentado no trabalho de Demkowicz e Oden [1986], o qual fez uma apropriada escolha de W
em termos da norma do erro, e o processo de adaptagdo variacional minimiza uma aproximagao

do erro local interpolado.

Porém, em situacdes praticas, existem alguns fatores que fazem com que atingir a malha

otima seja extremadamente dificil. Alguns destes fatores sdo:

= 0 conceito de 6timo esta intimamente ligado com a exatidao, ndo tendo uma unica definigao.
Por isso, para definir o 6timo de uma malha necessita-se estabelecer uma norma ou a uma

medida de erro.

* Finalmente, as estimativas de erro produzidas sdo baseadas na solu¢do computacional e

portanto dependerdo da mesma.

Em vista destas observagdes e limitagdes, desenvolveu-se uma estratégia heuristica de
adaptacdo, empregando o critério de erro. Estima-se o erro direcional para o esquema de
movimento de malha baseado nos trabalhos de Ait-Ali-Yahia et al. [1996, 1997], mas este nao
preserva a restricdo na ortogonalidade, ¢ portanto as malhas obtidas tém uma importante

anisotropia.

Esta estratégia usa uma estimativa de erro, a qual estd baseada em conceitos da teoria da
interpolacdo. As vantagens de usar indicadores de erro direcionais torna-se evidente quando se
considera a natureza da solu¢do em escoamentos com ondas de choques, de modo que estas
caracteristicas podem mais facilmente representar uma malha na qual existem alongamentos em
diregdes especificas. Embora que esta estimativa do erro ndo tenha uma deducdo matematica
rigorosa, atingiu-se sucessos consideraveis, fazendo uso da mesma em situagdes praticas

[Taghaddosi ef al., 1999; Ait-Ali-Yabhia et al., 2002; Dompierre et al., 2002].
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7.4.1 Estimativa do erro

As estimativas exatas do erro sdo freqiientemente dificeis de obter para problemas
complexos e/ou custosas de avaliar. Portanto, aceita-se uma estimativa menos precisa, mas
computacionalmente simples a fim de melhorar a adaptacdo. Devido a que a estimativa de erro
somente serve como um indicativo do erro relativo entre malhas sucessivas, ndo deve levar mais

que uma porcentagem pequena do tempo total da solucao.

Neste ponto, mostra-se um simples e eficiente método que estima o erro, 0 mesmo ¢
derivado da teoria de interpolagdo de elementos finitos. Para elementos lineares, se conhece
através da formula de erro de Lagrange que o termo do erro € proporcional a segunda derivada.
Por causa da simplicidade, a derivagdo da estimativa do erro se faz para o problema
unidimensional de uma variavel escalar (varidvel chave) e a partir destes resultados se generaliza

para os casos bidimensionais e tridimensionais.

Quando se resolve a equacao de Euler, a variavel chave ¢ identificada e entdo a adaptacio
da malha ¢ baseada na andlise de erro desta tinica varidvel. A escolha da melhor variavel para
usar como varidvel chave ¢ uma pergunta que tem resposta de acordo com o tipo de problema
que se estuda, podendo ser o nimero de Mach, M, a pressdo, p, ou a massa especifica, p, para um
problema de escoamento de fluidos compressiveis, enquanto que para a camada limite a melhor
escolha seria a velocidade, v. Como o foco de estudo neste trabalho sdo os problemas de
escoamentos compressiveis, escolhe-se a massa especifica devido ao fato de que ¢ uma variavel
primitiva. Além do mais, com a mesma pode-se determinar p, utilizando a equacao de estado dos
gases perfeitos. Finalmente, ndo se escolhe o numero de Mach, M, devido ao fato de resultar do
campo de velocidades. Além disso, a equacao de conservagdo de massa ndao tem termos
difusivos, portanto, para escoamentos compressiveis a massa especifica ¢ a variavel mais

adequada para o tratamento de ondas de choque.

Considera-se um problema unidimensional no qual a solu¢ao da variavel p ¢ aproximada
por py, usando uma fungdo de interpolacao lineal. O erro local E, define-se sobre um elemento

e, como:

E (&)=p(&)-p, (&) (7.35)
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Se a solucao exata ¢ uma fungao linear, entdo o erro seria nulo devido ao tipo de fungado de
interpolagdo empregada. Além disso, se a solucdo exata ¢ ndo linear, mas ¢ suave, entdo esta

pode representar-se para alguns ordem de precisao usando fung¢des de interpolagdo polinomiais.

Para uma aproximagdo de primeira ordem, o erro E, sobre um elemento pode-se obter
através da diferenca entre a solu¢do com um elemento finito usando fungdes de interpolagao
quadraticas e a solu¢ao computada usando fungdes de interpolagdo lineares. Para obter uma
aproximacdo quadratica teria obviamente que se resolver um novo problema com fungdes de
interpolacdo quadraticas. Este procedimento, embora possivel, ndo ¢ aconselhavel devido a que
se tem um maior custo computacional em comparagdo com o problema original. Uma alternativa
para estimar uma aproximac¢do quadratica a partir de elementos finitos lineares ¢ empregada.
Assume-se que os valores nodais das aproximagdes lineares e quadraticas coincidem, ou seja, o
valor nodal do erro ¢ nulo. Portanto, uma solucdo quadratica pode-se construir em cada
elemento, uma vez que o valor da segunda derivada ¢ conhecido. Expandindo a solucio p desde
a extremidade do elemento e e considerando que o erro nodal é zero, o erro E, sobre um

elemento com interpolacao linear pode-se escrever como:

1 (7.36)

d
Ee—Ef(he—f)

2,0/7
dx?

e

onde, 4, representa o comprimento do elemento e & € a coordenada local do elemento, conforme
Figura 7.5. Esta solu¢do aproximada ¢ exata para os nos. O erro total sobre o elemento no
intervalo [0, h.] determina-se através da raiz media quadratica (rms) e € definido por Peraire et
al. [1987], com sendo:
1
h 2 A 2
c E 1 d
Eerms — .[ e d é: — h 2 p h |

) h, J120 ¢ | ax |,

(7.37)

Portanto, o erro de interpolagdo deste problema unidimensional ¢ proporcional ao produto

da derivada segunda e ao quadrado do comprimento caracteristico do elemento #,.

Portanto, a malha 6tima ¢ definida como a malha na qual a rms é equidistribuida sobre

todo o elemento, isto €,
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d’p, (7.38)

dx? =C

hZ

e

onde, C denota uma tolerancia especificada pelo usuario (constante e positiva).

P

—  p=solugiio exata
2, = solugio aproximada

i
L

L ]
]

X

h

Figura 7.5 — Aproximacao do erro com caso unidimensional

A metodologia mostrada acima ¢ estendida para o caso de elementos multidimensionais,
devido a que o contorno de cada elemento bidimensional pode ser considerado como um
elemento unidimensional. A segunda derivada de p;, ¢ agora considerada com relagdo a uma

dire¢do definida pelo vetor unitario ¥, como segue:

2 7.39
0 Py HY (7.39)
oV
onde, H representa a matriz Hessiana de p, que tem a seguinte forma:

*p, p, (7.40)
B ox>  ox oy

’p,  p,

dyox oy

Devido a que p;, € linear, a derivada segunda ndo pode representar-se. Portanto, para
restaurar uma estimativa continua da derivada segunda emprega-se uma formulacao fraca [Ait-

Ali-Yahia et al., 1996], porém combinada com uma massa discreta ou diagonalizada, obtendo-se

os valores nodais, seguintes:
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og" op, . op, (7.41)
a0 ( o ¢]“’Q (2 {8, omar] 2

1 1

/|, IRZZ:)

com [=1,.,Nnos e ij=1273

onde, Nnos ¢ o nimero total de n6s da malha, ¢ ¢ um vetor contendo as func¢des de forma, ;¢ a
area (ou volume no caso tridimensional) dos elementos que compartilham o né /, sendo I'; os
contornos desses elementos. As derivadas dp,/0x, sdo os valores nodais da derivada primeira

nos elementos considerados, e obtidos através de um processo de suavizacao baseado no método

dos minimos quadrados.

A matriz H pode-se diagonalizar da seguinte maneira:
H=R(a)AR" (a) (7.42)

onde, A ¢ a matriz diagonal dos valores proprios de H, e R ¢ a matriz dos vetores proprios. A

transformagao |A| ¢ o valor absoluto das derivadas segundas na dire¢des dos eixos obtidos por

uma rotacdo de um angulo o com respeito aos eixos originais x; € x;, fazendo corresponder o

menor autovalor 4, com o eixo x;. Esta rotagdo se operacionaliza através da matriz de rotacdo

R(a), e elimina as derivadas segundas cruzadas.

Devido a que o erro deve ser positivo, a segunda derivada de p, em qualquer direcdo ¢

limitada por:

&p, (7.43)
2

- :\VTH V\SVTHV
X

onde, a matriz Hessiana modificada H ¢ uma matriz simétrica e positiva definida, que foi obtida

considerando os valores absolutos dos autovalores da matriz Hessiana H, ou seja, que H vem

dada por:

H =R(a) | AR («)=S(a)S" () (7.44)
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onde, S(a):R/ N |A , conforme Strange [1988]. A transforma¢do S de um circulo de raio

unitario seria uma elipse, girada em um angulo a e cujos eixo maior € eixo menor sao 0s

reciprocos da raiz quadrada dos autovalores |/11| e |/I2

, respetivamente, conforme indicado pela

Figura 7.6. Entdo, pode-se obter um movimento direcional da malha mapeando uma malha
uniforme através da transformacdo S(« ). No caso tridimensional, a esfera de raio unitario

transforma-se em um elipsoide.

A A

Figura 7.6 — Transformacao S(« ) no caso bidimensional

O critério de adaptacdo unidimensional dado em (7.38) pode ser reescrito para um

problema bidimensional ou tridimensional como:
WV HV =C (7.45)

No método desenvolvido, o erro ¢ equidistribuido sobre o contorno do elemento, onde

h, = Hx = x[H representa a medida Euclediana do comprimento de um elemento de extremidades
[xi, x]eV =(xj - X, )/he é o vetor de base unitario. O termo V' HV na equagio (7.45) é

definido como a métrica de Riemann.

Levando em conta as equagdes (7.44) e (7.45) tem-se:
(5 =x,) A (x,-x)=| (5=, ) R(@) || R (@) ()" |=c (49

Portanto, uma malha 6tima ¢ definida como aquela na qual o comprimento de todos os
contornos na métrica definida ¢ igual a Jc.o principio de equidistribuicdo ¢ aplicado para um

comprimento d na métrica de Riemann, lembrando que H ¢ funcdo das coordenadas espaciais, e

que entdo ¢ necessario integrar ao longo do comprimento do lado.
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Portanto, a estimativa baseada no erro ¢ computada avaliando numericamente a seguinte

formula para cada contorno da malha:
dz(xl.,xj)=(xi—xj)T}_Im(xl.—xj) (7.48)

sendo H, o valor médio, obtido através dos valores de H nos extremos do contorno

considerado.

Esta estimativa do erro baseado no contorno do elemento ¢ calculada em cada n6é somando
os valores de &’ que concorrem a esse n6 e ¢ valido para toda a célula tipo; como as mesmas tem
diferentes tamanhos, toma-se o valor de ¢ por unidade de volume. Isto faz com que a énfase da
medicao do erro seja maior nos elementos menores durante o processo de adaptacao, ja que isto ¢
consistente com o fato de que a distor¢do da malha devido ao termo correspondente ao volume
de controle (VOC) ¢ mais provavel de aparecer na regido de grandes variacdes da solucdo, ou
seja, em zonas onde os elementos serdo menores. Portanto, um controle de qualidade mais
cuidadoso ¢ requerido nestas regides. Além disso, isto impede que as regides com pouca

variagdo da solucdo fiquem sem nos. Tem que se notar que o escalar d(x;, x;) representa o erro na

dire¢cdo do contorno em que ¢ determinado.

Finalmente, neste trabalho, o funcional VOC a ser minimizado na fun¢do F, equacdo
(7.17), ¢é definido como & por unidade de volume em lugar da equagdo (7.16) proposta por

Carcaillet ef al.[1986)].



CAPITULO 8

Caracteristicas Gerais do Codigo

8.1 Introducio

Neste capitulo serdo apresentadas algumas das principais caracteristicas do codigo
computacional desenvolvido neste trabalho. Inicialmente, utilizou-se um codigo desenvolvido
por Burbridge [1999] para escoamentos compressiveis tridimensionais. O programa esta
codificado na linguagem FORTRAN e vetorizado para aproveitar as caracteristicas dos

supercomputadores vetoriais Cray.

No cédigo original, acrescentou-se a formulagdo necessaria para produzir a adaptagdo da

malha para problemas de escoamentos com ondas de choque.

8.2 Convergéncia do Processo Iterativo

A andlise de convergéncia do processo iterativo ¢ realizada considerando-se a
convergéncia na média das varidveis de campo U através das seguintes expressoes:

5 8.1
> |aa-Al &1

p _ Nnos

I+ —
|2 A
Nnos

NZ: |PVi1+1 - pViI| |pVi1+1 - /)Vi1| (8.2)
rf\/' — nos
" N z PVir PV
Nnos
(8.3)
NZ: |pel+1 - pe1|2

pe _
ha =

> pe’

Nnos

onde, Nnos é o nimero total de nds da malha.
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O processo iterativo atinge a convergéncia quando satisfaz-se as condi¢des 7, <TOL,

1 <TOL e rf, <TOL, sendo TOL uma certa tolerancia definida pelo usuario.

8.3 Residuo e Estado Estacionario

O encerramento do processo de solucao ocorre quando o tempo atinge um limite maximo
previamente estabelecido pelo usuario, ou quando o escoamento atinge o estado estaciondrio
antes de ser alcangado aquele tempo maximo. Considera-se que o estado estacionario ¢ atingido

quando o residuo temporal médio, definido segundo a expressao:

(8.3)

RM — z ‘Ion+l_pn2

Nnos

permanece abaixo de uma certa tolerancia definida pelo usuario, ou atinge um numero de passos

de tempo também definida pelo usuadrio.

8.4 Condicoes de Contorno Solido para Fluidos Nao Viscosos

Em escoamentos de fluidos nao viscosos, a condicao de nao deslizamento nos contornos
solidos ¢ desconsiderada, o que significa que nestes contornos a velocidade ndo ¢
necessariamente nula. Somente a componente normal ao contorno é for¢gosamente nula. Portanto,
nos nods de contorno sélido a velocidade ¢ calculada da mesma forma que no resto do dominio.
Posteriormente, decompde-se o vetor velocidade numa componente tangente ao contorno, € outra

componente normal ao mesmo. Finalmente, impde-se que esta ultima seja nula.

Supondo conhecidos os vetores normais aos contornos solidos, em cada um dos no6s destes
contornos tem-se conforme a Figura 8.1, o vetor V que ¢ o vetor velocidade antes de aplicar as
condi¢des de contorno no n6 de contorno sélido N, sendo 7 o plano tangente ao contorno no nd
N; V, € a componente normal da velocidade, V; ¢ a componente tangencial localizada no plano &

e n € o vetor normal ao contorno no n6 N.

Entao, uma vez calculada a velocidade V, deve-se forcar a seguinte condi¢do nos nds de

contorno solido:

V=0 = V=V, (8.4)
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A componente V. pode ser calculada definindo os vetores T, e 1T, através do seguinte

produto vetorial:

T, =Vxn (8.5)
T, =NXT, (8.6)

sendo estes vetores mostrados na Figura 8.1.

Figura 8.1: Componentes de velocidade nos contornos sélidos

Assim, sendo V; a proje¢ao tangencial do vetor V sobre 1,, resulta:

. 8.7
VT — n Tz T2 ( )
T, T,

onde, o simbolo (-) indica um produto escalar. Entdo, as condigdes de contorno (8.4) sdo

aplicadas substituindo o vetor V por sua componente tangencial.

8.5 Condicoes de Contorno Solido para Fluidos Viscosos

Em escoamentos envolvendo fluidos viscosos, considera-se que as particulas de fluido em
contato com os contornos sélidos sdo solidarias aos mesmos, sendo esta condi¢ao conhecida na
terminologia em inglés pelo nome de non slip condition. Em problemas nos quais os contornos

solidos nao se movimentam, esta condi¢ao resume-se na seguinte expressao:

V=0 (8.8)

usada nos nds de contorno solido.
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8.6 Aplicacdo do Método Adaptativo

No codigo de escoamentos compressiveis tridimensionais foi acoplado o método de

adaptacao, apresentado no Capitulo 7.

No codigo desenvolvido, o usudrio determina em que tempo (lagap) 0 método adaptativo
tem que ser empregado. Como se deduz, este critério € pratico, mas adiciona outro parametro no
processo. Uma boa alternativa para evitar o uso de lagqp seria usar o coeficiente de amortecimento
ficticio, ou seja, se adaptaria a malha sucessivamente até atingir o coeficiente de amortecimento

ficticio prescrito pelo usuario.

A adaptacdo sempre inicia-se quando o residuo tem pouca variagdo, € uma vez concluido

o processo de adaptagdo, continua-se aplicando o MEF até atingir a convergéncia final.

As novas coordenadas da malha obtém-se depois de aplicar um coeficiente de relaxagao
(6., 6, e 6.) nos incrementos Ax, Ay e Az, para cada uma das diregdes. Os coeficientes de
relaxagdo variam em um intervalo de 0 a 1 de maneira de evitar excessivos deslocamento dos
nos. Os incrementos sdo determinados pela diferenca das coordenadas novas e antigas, nas trés

dire¢des. Portanto, a nova posi¢do das coordenadas ¢ determinada pela seguinte expressao:

X" =x"+6, Ax, (8.9)
yim+1 :y[m +0y Ayl (8'10)
z"=z"+6, Az, (8.11)

onde, m indica o nimero de adaptagdo e i =1,...,Nnos.

A velocidade de atualizagdo da malha, w, para a formulacdo Lagrangeana-Euleriana
Arbitraria ¢ calculada a partir dos incrementos entre as posi¢des novas ¢ antigas das coordenadas
da malha e do incremento de tempo. Devido a utilizacdo desta formulacdo, ndo precisa-se

interpolagdo entre ambas as malhas.

Basicamente, o funcionamento do método de adaptagdo incluido dentro do método de

elementos finitos se pode resumir no fluxograma mostrado na Tabela 8.1.



vl

Tabela 8.1 — Fluxograma do método de adaptacao incorporado ao modelo

Inicio
= Leitura de dados e calculo de parametros independentes do tempo;
= K=0;

Inicio do Lago de Tempo

= K=K+

= (Calculo das matrizes de elemento e termos ndo iterativos;

» [Inicializagdo do Ax=0;

Inicio do Método Adaptativo

SE K = Lgap FACA:

1. Determinagdo da matriz hessiana modificada, pela equagio (7.44);
2. Otimizacdo da fungdo F(7) através da equacdo (7.17);

3. Calculo do vetor Ax = X" — x“"* .

4. Determinagdo do vetor x"™* = x"™ +0_Ax;

Fim Método Adaptativo

Inicio do Lacgo Iterativo

1. Célculo de termos iterativos;

2. Célculo dos incrementos AU""' e atualizagio das varidveis:
U™ =U" + AU™:

Fim Laco Iterativo

= Determinac¢io das velocidades w da formulagdo ALE em fungido de Ax e do
intervalo de tempo Af.

Fim Lago Tempo
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Exemplos de Aplicacio

CAPITULO 9

9.1 Analise de um dominio quadrado com uma fun¢io de monitorac¢io analitica

Neste exemplo, analisa-se como influenciam os parametros de controle da funcao objetivo

global, sobre um quadrado cujos lados tem dimensdes iguais a 1. A malha de elementos finitos ¢

formada por 882 nos e 400 elementos hexaédricos de 8 nds, com s6 uma camada de elementos

de dimensdo igual a 0.20 na direcdo z (20 x 20 x 1), por tratar-se de um problema

bidimensional.

A funcdo analitica que se impde ¢ dada por:

£, =1000exp{-20[(x* ~0.2)+ (* ~0.2) |} +

+800exp{—50[(x2—0.6)+(y2—0.7 +

+800exp{—50[(x2—0.8)+(y2—0.2

)}
)]

onde, x e y s@o as coordenadas espaciais. Na Figura 9.1, mostra-se como o campo de variacao

da funcao é suave.
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Figura 9.1 — Campo de variagdo da fun¢ao f{x,y)
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Deve-se lembrar que os parametros de controle da fung¢ao objetivo global, definidos na

equacao (7.17), sdo os seguintes:
= a ¢ o controle de ortogonalidade local e o controle de suavizagdo local;
= [ ¢ o controle da fun¢ao de monitoragao.

Na Figura 9.2 mostram-se as malhas para diferentes valores do pardmetro oo (o =0.0 e o =
0.5) com B fixo (B = 1.0). Pode-se concluir que considerando o coeficiente a diferente de zero,
o termo de controle de volume passa a ter uma maior importancia em comparagao com os termos
de controle de qualidade da malha, onde a maior concentracdo da malha surge para o caso em

que o =0.5, Figura 9.2, caso (B).

Deve-se notar que para este exemplo o efeito da ortogonalidade e suavizagdo ndo podem
ser corretamente analisados devido ao fato de que a malha inicial ¢ igualmente espacada e

ortogonal.

l —
F(A) E By [
02 | ] sk
»

L[

Figura 9.2 — Variacdo da malha em fun¢do do pardmetro oo com B=1,0. Caso

(A): 0=0.0, caso (B): a=0.50

O efeito do parametro B ¢ pouco significativo quando se tem valores maiores que 1,0.
Enquanto que valores do parametro a diferentes de 0.5 também afetam pouco o resultado final

da malha uma vez que partiu-se de uma malha uniforme e com ortogonalidade.

Conclui-se que os melhores valores dos parametros que controlam a funcdo objetivo

global sdo:
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= controle de ortogonalidade local: a=0.50
= controle de suavizagdo local: a=0.50
= controle da fun¢do monitor: B=1.0

Portanto, esses valores serdo tomados para todos os exemplos do capitulo.

9.2 Escoamento em um canal com um obstaculo em forma de rampa

Analisa-se o escoamento supersonico (M, = 3), estacionario e ndo difusivo, através de

uma rampa de 16 ° cuja geometria ¢ mostrada esquematicamente na Figura 9.3.

L.

onda de choque

Figura 9.3 — Esquema do escoamento supersonico sobre uma rampa

As condi¢des adimensionais da corrente-livre ndo perturbada no contorno de entrada sdo

as seguintes:

e, =6.2857; p,=1.0

Como condi¢des de contorno, empregou-se para o contorno sélido as condi¢des de

contorno solido descritas na se¢ao 8.4. Nos contornos laterais ¢ imposta a condicdo de
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velocidade transversal nula (v, =0.0). No contorno de saida, ndo ¢ necessario aplicar nenhuma

restricdo as componentes da velocidade.

As condigdes iniciais sdo impostas uniformemente em todo o dominio com exceg¢ao dos
nds pertencentes aos contornos. Nos nds que ndo pertencem ao contorno, as condi¢des iniciais

sdo as seguintes:

v'=30, v'=00 e 1,"=0.0;

e"=62857; u’=1.7857; p"=0.71428 e p"=1.0

Por se tratar de um problema bidimensional, a malha ¢ formada por apenas um elemento
na dire¢do z e considera-se que a dimensao nesta direcdo ¢ igual a 0,50. A malha ¢ formada por

2322 nés e 1092 elementos, conforme Figura 9.4 (A).

O processo de adaptagao foi constituido de 8 adaptacdes, as quais se fazem a cada 900
iteragdes. Define-se a malha inicial como malha (A) e a malha final como malha (I), sendo cada
adaptagdo intermedidria definida pela seqiiéncia das letras, como por exemplo: a malha (B)
obtém-se depois de uma adaptagdo e 900 iteracdes, a malha (C) obtém-se depois de duas
adaptagdes e 1800 iteragdes, e assim sucessivamente. Este procedimento sera utilizado em todos

os exemplos. Para os coeficientes de relaxagdo empregou-se 6 =0.12, 6 =1.0 ¢ 6, =0.0. Na

Figura 9.4 mostra-se a evolucdo da malha para alguns ciclos.

Nas Figuras 9.5, sdo apresentados os campos de distribuicdo do nimero de Mach para a
malha inicial (malha A) e para a malha final (malha I). Comparando-se ambas as figuras
comprova-se a importancia que tem a adaptacdo da malha no processo de capturar a onda de
choque de compressao com o angulo correto. A distribui¢do de massa especifica ¢ similar a de

numero de Mach, portanto, ndo ¢ mostrado.

Os graficos de distribuicdo do nimero de Mach e massa especifica ao longo da linha

y=0.60 e 0.0<x<1.20 sdo apresentados nas Figuras 9.6 ¢ 9.7, respectivamente. A origem do

sistema de eixos coordenados, localiza-se no inicio da rampa.

Estes resultados mostram um bom grau de semelhanca com os resultados obtidos por Ait-
Ali-Yahia et al. [1996], como pode ser visto nas Figuras 9.6 ¢ 9.8, embora o método utilizado

por Ait-Ali-Yahia et al. ndo preserva a ortogonalidade.
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Figura 9.4 — Evolucao da malha para alguns ciclos. Malha (A) ou malha inicial,
malha (C) depois de duas adaptacdes, malha (E) depois de quatro

adaptacdes e malha (I) ou malha final, depois de oito adaptacdes

Malha ( A ) Malha (1)

Figura 9.5 — Distribui¢ao do numero de Mach para a malha inicial (Malha A) e a

malha final (Malha I)
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Figura 9.6 — Distribui¢do do numero de Mach ao longo da linha y =0.60 e

0.0 < x <1.20 para a malha inicial (Malha A) e para a malha
final (Malha I)
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21F
2 —— Malha (&)
- - Malha (T
1.2
1.3
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Massa Especifica
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' o o1 02 03 04 05 06 07 08 0% 1 11 12
X

Figura 9.7 — Distribui¢ao da massa especifica ao longo da linha y=0.60 e

0.0 < x <1.20 para a malha inicial (Malha A) e para a malha
final (Malha I)
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Figura 9.8 — Distribui¢ao do nimero de Mach ao longo da linha y =0.50,
depois de 5 adaptagdes, segundo Ait-Ali-Yahia et al. [1996]

Fica demostrado, conforme a Figura 9.9, a vantagem de haver considerado na fun¢ao
objetivo global a ortogonalidade e suavizagdo, ou seja, manter o controle de qualidade da malha
durante todo o processo de adaptacdo. Nesta figura a distor¢do mostrada na malha obteve-se
depois das primeiras adaptacdes, notando a auséncia total de ortogonalidade e suaviza¢do em

determinadas regides.

No trabalho de Oden et al. [1986] também se analisou uma rampa, com as mesmas
condi¢cdes de escoamento simulado neste trabalho, com a diferenca de que a rampa tem uma
inclinacao de 20° e o dominio computacional ¢ menor, porém pode ser feita uma comparacao
com os resultados finais apenas para fins de uma andlise qualitativa das malhas, conforme as
Figuras 9.10 e 9.11. O método empregado por Oden et al. faz uma equidistribui¢do do erro,
embora ndo controla ortogonalidade nem a suavizagdo, obtém uma malha final com boa

qualidade.

Na Figura 9.11 mostra-se uma ampliagdo em uma zona da malha final com o objetivo de

verificar a boa qualidade da malha obtida com o método.
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Figura 9.10 — Malha final e distribui¢do da massa especifica, segundo Oden et al.,

[1986] para o caso da rampa com inclinagdo de 20 °

Finalmente, mostra-se a variagdo de residuo, na Figura 9.12. O processo de adaptacio
iniciou-se quando o residuo comega a ter pouca variagdo, ou seja, para o passo de tempo igual a
8000. Os picos no residuo sdo devido a nova malha obtida depois de cada adapta¢do. Uma vez

concluida a ultima adapta¢do, adaptacao (I), deixa-se finalmente convergir.

Adotou-se para os parametros do cddigo os seguintes valores: coeficiente de seguranca

para o intervalo de tempo, & =0.3, coeficiente de amortecimento ficticio, C,,. =0.2, limite de

residuo do processo iterativo igual a 10~ e finalmente, o limite de residuo do processo temporal

iguala 107,
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Figura 9.11 — Ampliagdo de uma zona da malha final (Malha I)
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Figura 9.12 — Residuo para o problema da rampa
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9.3 Escoamento em um canal com um obstaculo em forma de degrau

Este exemplo consiste na passagem de um escoamento supersonico (M, = 3), ndo
difusivo, por um canal que tem sua secdo transversal abruptamente reduzida por um degrau,

como mostra-se esquematicamente na Figura 9.13.

0.2

Figura 9.13 — Esquema do escoamento supersonico sobre um degrau
As condic¢des adimensionais da corrente-livre ndo perturbada sdo as seguintes:

V,=30 v, =00 v, =0.0

o0 , o0 e ;
e, =6.2857 . p. =10

Como condi¢des de contorno, empregou-se para o contorno sélido as condi¢des de

, .

contorno solido descritas na secdo 8.4. Nos contornos laterais ¢ imposta a condi¢do de

velocidade transversal nula (v, =0.0). No contorno de saida, ndo ¢ necessario aplicar nenhuma

restricdo as componentes da velocidade.

As condigdes iniciais sdo impostas uniformemente em todo o dominio com exceg¢ao dos
nds pertencentes aos contornos. Nos nds que ndo pertencem ao contorno, as condi¢des iniciais

sdo as seguintes:

v'=3.0, 1v,'=0.0 e v'=00;

" =6.2857; u’=1.7857; p"=0.71428 e p°=1.0
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Por ser um problema bidimensional, apenas um elemento na dire¢ao z ¢ empregado, com
uma dimensado igual a 0,50. A malha utiliza 8386 nos e 4032 elementos. Os elementos sdo

uniformemente distribuidos na dire¢do x e y, conforme Figura 9.14.

O processo de adaptacao foi constituido de 10 adaptagdes, as quais se fazem a cada 10

iteragdes, empregando-se 6, =0.80, 6,=0.80 ¢ 6.=0.0 como coeficientes de relaxagdo.

Utilizaram-se poucas iteragdes entre cada adaptacdo devido ao fato que o problema ¢ transiente,
adotando-se um tempo final adimensional igual a # = 4.0. O processo de adaptacdo iniciou-se em

t=3.94.

Na Figura 9.15, apresenta-se a malha final (Malha L) e nas Figuras 9.16 e 9.17 mostram-
se os campos de distribui¢cdo do nimero de Mach e massa especifica na malha inicial, Malha (A),
e na malha final. Novamente, comprova-se que, com a técnica de adaptacdo de malha, os

resultados melhoram consideravelmente.

Figura 9.14 — Malha inicial de elementos finitos, Malha (A)

1
|
T
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T
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Figura 9.15 — Malha final de elementos finitos, Malha (L)
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Malha ( A )

Figura 9.16 — Distribui¢do do numero de Mach para a malha inicial, Malha (A), e
a malha final, Malha (L)

Malha ( A)

Malha (L)

Figura 9.17 — Distribui¢cdo da massa especifica para a malha inicial, Malha (A), e

a malha final, Malha (L)

Também, mostra-se uma comparacdo da distribui¢do do numero de Mach e massa

especifica ao longo da linha y =0.40 ¢ —0.40 < x <0.40 para a malha inicial ¢ a malha final, nas

Figuras 9.18 € 9.19.
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& e — Malha (A)
212 'F Malha (L)

Figura 9.18 — Distribui¢do do nimero de Mach ao longo da linha y=0.40 ¢

—0.50 < x <0.50 para a malha inicial (Malha A) e para a malha
final (Malha L)
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Figura 9.19 — Distribui¢cdo da massa especifica ao longo da linha y =0.40 ¢

—0.50 < x <0.50 para a malha inicial (Malha A) e para a malha
final (Malha L)

Estes resultados apresentam um bom grau de semelhanga com os resultados obtidos por

Lohner et al. [1985], como pode ser visto comparando as Figuras 9.17 (Malha A) e 9.20, embora
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a malha utilizada por Lohner seja menos refinada que a utilizada neste trabalho. Os resultados
apresentados por Hansbo ef al. [1991] na Figura 9.21, obtidos utilizando um método de
adaptacdo de malha, refinam muito bem a onda de choque, porém concentram nessa regido um
maior numero de elementos. Deve-se notar que existe uma importante diferenga na regido de
interacdo com a parede superior, quando ¢ comparado com os resultados obtidos no presente

trabalho e em Lohner et al. [1985].

Figura 9.20 — Distribui¢cdo da massa especifica em ¢ = 4.0, segundo Lohner et al.

[1985]

Figura 9.21 — Distribuicdo da massa especifica e malha final em ¢ = 4.0, segundo

Hansbo et al. [1991]

Finalmente, na Figura 9.22, apresenta-se duas ampliacdes na malha final, a fim de

verificar a boa qualidade de malha obtida.
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Detalhe (a ) Detalhe (b)

Figura 9.22 — Ampliac¢des de zonas na malha final (Malha L)

Adota-se para os parametros do codigo os seguintes valores: coeficiente de seguranga para

o intervalo de tempo, & =0.3, coeficiente de amortecimento ficticio, C,. =0.2, limite de

residuo do processo iterativo igual a 107, e finalmente o limite de residuo do processo temporal

iguala 107,

9.4 Escoamento sobre um aerofélio

Este exemplo consiste na passagem de um escoamento transonico (M, = 0.8)
compressivel, ndo difusivo, sobre um aerofolio NACA 0012 com o angulo de ataque da corrente-

livre igual a o = 1,25 °, como ¢ mostrado esquematicamente na Figura 9.23.

O problema do escoamento que passa sobre um aerofolio NACA 0012 foi tratado por
varios pesquisadores. Entre eles, podem ser mencionados os trabalhos de Dannenhoffer [1991] e

Baumann ez al. [1992].
As condig¢des adimensionais da corrente-livre nao perturbada sdo as seguintes:

v, =0.79980, v, =0.01745 e v, =0.0;
e, =6.2857; p,=1.0

Como condi¢des de contorno, empregou-se para o contorno sélido as condi¢des de
contorno solido descritas na secdo 8.4. Nos contornos laterais ¢ imposta a condi¢do de

velocidade transversal nula (v, =0.0). No contorno de saida, ndo ¢ necessario aplicar nenhuma

restricdo as componentes da velocidade.
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As condigdes iniciais sdo impostas uniformemente em todo o dominio com exceg¢ao dos
nds pertencentes aos contornos. Nos nds que ndo pertencem ao contorno, as condi¢des iniciais

sdo as seguintes:

y?=0.7998, v,'=0.01745 ¢ v,°=0.0;

e"=62857; u’=1.7857; p’=1.11607 e p°"=1.0

A malha ¢ de tipo C e formada por apenas um elemento na dire¢cdo z com elementos que
tem um comprimento nessa direcao igual a 0.50, por se tratar de um problema bidimensional. A

malha utilizada neste exemplo possui 9940 nds e 4800 elementos, conforme a Figura 9.24.

O processo de adaptagao foi constituido de 4 adaptacdes, as quais se fazem a cada 300

iteragdes, empregando-se 6, =0.20, 6 =0.01 ¢ 6, =0.0 para os coeficiente de relaxagéo.

18.0

1é.0 |

Figura 9.23 — Esquema do escoamento transonico sobre o aerofélio
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Figura 9.24 — Malha inicial de elementos finitos, Malha (A)

Na Figura 9.25, mostra-se a malha obtida depois de 4 adaptagdes, Malha (E). A
distribuicao do nimero de Mach e massa especifica para as malha inicial (Malha A) e malha

final (Malha E) sdo apresentados nas Figuras 9.26 ¢ 9.27.

Figura 9.25 — Detalhe da malha final (Malha E)
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~
Malha (A) A Malha (E)

1250 [
1.204
1.129

Figura 9.26 — Distribui¢do do numero de Mach na malha inicial, Malha (A) e na

malha final, Malha (E)

1.8
1.72143
1.64286
1.56429
1.48571
1.40714
1.32857
1.25
1.17143
1.09286
1.01429

Figura 9.27 — Distribuicdo da massa especifica para a malha inicial, Malha (A) e

para a malha final, Malha (E)

A distribui¢do do nimero de Mach obtida por Baumann ef al. [1992] ¢ mostrada na Figura
9.28. Deve salientar que neste trabalho se fez um refinamento na regido onde esta localizada a
onda de choque. Comparando a Figura 9.26 com 9.28 verifica-se o bom grau de concordancia

nos resultados.

Finalmente, mostram-se para um analise qualitativo os resultados apresentados por
Dannenhoffer [1991], o qual fez um estudo comparativo dos métodos adaptativos (método » e /)

com o MVF. No trabalho se faz um analise em um aerofélio NACA 0012 com M _=0.80 e



98

o = 1 ° Existe uma leve diferenga de Aa =0.25 ° porém podem ser validos para comparar os
resultados das malhas finais. Apresenta-se a malha e distribuicio do nimero de Mach para o
caso da malha sem adaptacdo, conforme a Figura 9.29, para o caso de refinamento, conforme a

Figura 9.30 e para o caso de movimento de nos, conforme a Figura 9.31.
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Figura 9.28 — Distribui¢cdo do nimero de Mach, segundo Baumann et al. [1992]
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Figura 9.29 — Malha sem adaptacdo e distribui¢do do nimero de Mach para

M_=0.80 e a=1°, segundo Dannenhoffer [1991]
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Figura 9.30 — Malha com refinamento e distribuicdo do niumero de Mach para

M_ =0.80 e a=1°, segundo Dannenhoffer [1991]
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Figura 9.31 — Malha com redistribui¢ao de nos e distribui¢ao do nimero de Mach

para M _=0.80 e o =1 °, segundo Dannenhoffer [1991]

Convém mencionar que no processo de adaptagdo os nds sobre o contorno do aerofolio

foram deixados livres.

Adota-se para os parametros do codigo os seguintes valores: coeficiente de seguranga para

o intervalo de tempo, 6 =0.3, coeficiente de amortecimento ficticio, C,, =0.2, limite de

residuo do processo iterativo igual al0~ e finalmente, o limite de residuo do processo temporal

igual a10™.
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9.5 Escoamento ao redor de uma esfera

Neste item inicia-se a apresentacdo dos exemplos tridimensionais. Comega-se analizando
o escoamento supersonico (M_ = 3), estacionario e ndo difusivo, ao redor de meia esfera de raio
unitario (R = 1.0), como pode ser visto esquematicamente na Figura 9.32. Devido a simetria do

problema, estuda-se apenas um quarto do dominio. A malha empregada tem 9625 nos e 8424

elementos hexaédricos de oito nos, conforme a Figura 9.33.

Figura 9.32 — Esquema do escoamento supersdnico sobre meia esfera

As condi¢des adimensionais da corrente-livre ndo perturbada na superficie de entrada sdo

as seguintes:

e, =6.2857; p,=1.0

Como condi¢des de contorno, empregou-se para o contorno sélido as condi¢des de
contorno sé6lido descritas na se¢dao 8.4. Nos contornos de simetria ¢ imposta a condi¢ao de
velocidade transversal nula. No contorno de saida, ndo ¢ necessario aplicar nenhuma restricao as

componentes da velocidade.

As condigdes iniciais sdo impostas uniformemente em todo o dominio com exce¢do dos
nos pertencentes aos contornos. Nos nos que nao pertencem ao contorno, as condi¢des iniciais

sdo as seguintes:
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v'=0.7998, v,"=0.01745 ¢ v,'=0.0;

" =6.2857; u’=1.7857; p"=0.71428 e p°=1.0

O processo de adaptacdo foi constituido de quatro adaptacdes, as quais sdo feitas a cada
500 iteracdes, iniciando-se no passo de tempo 5500 e empregando-se para os coeficientes de

relaxagdo6, =080, 6 =0.80 ¢ 6, =0.80.

Mostra-se na Figura 9.34, a malha obtida depois do processo de adaptacao sobre a esfera.
Enquanto na Figura 9.35, apresenta-se o resultado para o nimero de Mach obtido na presente
simulagdo, uma vez que tem-se atingido o estado estacionario. Observa-se que este resultado esta
proximo a distribui¢do do nimero de Mach obtida por Molina e Huot [1992], apresentado na

Figura 9.36.

A distribuicdo de erro sobre um dos planos de simetria e a malha final sdo apresentados na
Figura 9.37. Note-se que os deslocamentos da malha sdo proporcionais a magnitude do erro, ou

seja, os maximos deslocamentos da malha se originam onde o erro é maximo.

Figura 9.33 — Malha inicial de elementos finitos, Malha (A)
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Figura 9.35 — Distribui¢cdo de nimero de Mach para a malha final, Malha (E)
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Figura 9.36 — Distribui¢do de nimero de Mach, segundo Molina e Huot [1992]

As distribuicdes do nimero de Mach para a malha inicial e a malha final sdo apresentadas
na Figura 9.38. Observa-se uma concentragdo das linhas de Mach para o caso da malha adaptada,
sendo esta concentragdo menos importante na regido de estagnacdo. A distribuicdo de massa
especifica ao longo da linha de y = 0.30 ¢ apresentada na Figura 9.39. Note-se que existe uma
melhora principalmente na regido frontal da onda de choque. Vale lembrar que a origem do

sistema de eixos coordenados acha-se no centro da esfera.

Finalmente, na Figura 9.40 apresenta-se a variacao do residuo. Neste exemplo, o processo
de adaptagdo iniciou-se quando o residuo atingiu um valor de 107, correspondendo isto a,

aproximadamente, 5500 passos de tempo.

Adota-se para os pardmetros do codigo os seguintes valores: coeficiente de seguranga para

o intervalo de tempo, & =0.3, coeficiente de amortecimento ficticio, C,. =0.2, limite de

, . . . 4 . ,
residuo do processo iterativo igual a 10™ e, finalmente, o limite de residuo do processo temporal

igual a 10,



Figura 9.37 — Distribui¢ao de erro e malha final (Malha E) em um dos planos de

simetria
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Figura 9.38 — Distribui¢cdo de nimero de Mach para a malha inicial Malha (A) e
para a malha final Malha (E)
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Figura 9.39 — Distribui¢do de nimero de Mach ao longo da linha y = 0.3 para a
malha inicial (Malha A) e para a malha final (Malha E)
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Figura 9.40 — Residuo para o problema da esfera
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9.6 Escoamento ao redor de um cone

Analisa-se o escoamento supersonico (M., = 3), estacionario e ndo difusivo, ao redor de
um cone com o angulo de ataque da corrente-livre igual a oo = 10 °, como pode ser visto
esquematicamente na Figura 9.41. Devido a simetria do problema com relagdo ao plano xy,
estuda-se apenas a metade do dominio. A malha empregada tem 14268 nos e 12528 elementos

hexaédricos de oito nos, conforme a Figura 9.42.

Figura 9.41 — Esquema do escoamento supersdnico sobre um cone

As condi¢des adimensionais da corrente-livre ndo perturbada sdo as seguintes:

y, =29544, v, =05209 e v, =0.0;

o0

1.0

e, =6.2857; P,

Como condi¢des de contorno, empregou-se para o contorno solido as condigdes de
contorno sdlido descritas na se¢do 8.4. No contorno de simetria ¢ imposta a condi¢do de
velocidade transversal nula. No contorno de saida, ndo é necessario aplicar nenhuma restri¢ao as

componentes da velocidade.

As condigdes iniciais sdo impostas uniformemente em todo o dominio com exce¢do dos
nds pertencentes aos contornos. Nos nds que nio pertencem ao contorno, as condi¢des iniciais

sdo as seguintes:
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y?=29544, 1,°=05209 e v,=00;

" =6.2857; u’=1.7857; p"=0.71428 e p°=1.0

O processo de adaptagdo foi constituido de trés adaptacgdes, as quais sdo feitas a cada 700
iteracdes, iniciando-se a 20700 passos de tempo e empregando-se para os coeficientes de

relaxagdo6, =0.20,60,=0.30 ¢ 6, =0.20.

A malha final (Malha D) e detalhe da mesma sdo apresentados nas Figuras 9.43 e 9.44. Na
Figura 9.45, mostra-se a distribuicdo de pressdo obtida na presente simulagdo. Observe-se que
este resultado estd proximo a distribuicdo de pressdo obtida por Cebral e Lohner [1998],

apresentado na Figura 9.46.

Nas Figuras 9.47 e 9.48, compara-se o campo de distribuicdo do nimero de Mach para a
malha inicial (Malha A) e a malha final (Malha D) nos planos yz e xy, respectivamente. Nota-se
que, devido ao angulo de ataque, existe uma assimetria no campo de distribui¢do do nimero de

Mach e por conseqiiéncia também no erro.
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Figura 9.42 — Malha inicial de elementos finitos, Malha (A)
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Figura 9.43 — Malha final de elementos finitos, Malha (D)

Figura 9.44 — Detalhe da malha final (Malha D)
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Figura 9.45 — Distribui¢do da pressao para a malha final, Malha (D)

Figura 9.46 — Distribuicao de pressdo, segundo Cebral e Lohner [1998]
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Malha (A)

Figura 9.47 — Distribui¢do de nimero de Mach para a malha inicial, Malha (A), e

a malha final, Malha (D), no plano yz

Malha (&) Malha (D)

Figura 9.48 — Distribui¢do de nimero de Mach para a malha inicial, Malha (A), e
a malha final, Malha (D), no plano xy
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Finalmente, mostra-se a variacdo de residuo na Figura 9.49. O processo de adaptagao
iniciou-se quando o residuo comega a ter pouca variagdo, considerando neste caso para o nimero

de passos de tempo igual a 20700.

Adota-se para os parametros do codigo os seguintes valores: coeficiente de seguranga para

o intervalo de tempo, & =0.3, coeficiente de amortecimento ficticio, C,. =0.2, limite de

, . . . 4 .. ,
residuo do processo iterativo igual a 10™ e, finalmente, o limite de residuo do processo temporal

igual a 10~
107 -
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Figura 9.49 — Residuo para o problema do cone



CAPITULO 10

Conclusoes e Sugestoes

10.1 Conclusoes

O presente trabalho descreve a adaptacdo via movimento de malhas (método ) em
escoamentos de fluidos compressiveis ndo difusivos, fazendo uso da estimativa de erro a
posteriori ¢ da métrica de Riemann definida por meio do tensor Hessiano. O movimento da

malha foi feito mantendo no maximo possivel a suavidade e ortogonalidade local.

Esta dissertacdo inicia-se com o Capitulo 1, sendo apresentadas as diferentes estratégias
usadas nos varios métodos adaptativos. No Capitulo 2, apresentaram-se as principais vantagens
do método adaptativo via movimento de nos e as técnicas nas quais estdo baseadas. No Capitulo
3, foram apresentadas as equagdes que governam os escoamentos compressiveis de fluidos. Ja no
Capitulo 4, descreveu-se como o sistema de equagdes diferenciais parciais € resolvido com o
método de elementos finitos, empregando uma série de Taylor e o0 método de Bubnov-Galerkin
para a discretizacdo do tempo e do espago, respectivamente. A integragdo numérica reduzida das
matrizes de elemento isoparamétrico hexaédrico de oito nods foi abordada no Capitulo 5. O
Capitulo 6 apresentou a descri¢do Lagrangeana-Euleriana Arbitraria empregada no movimento
da malha. No Capitulo 7, apresentou-se a teoria ¢ formulacdo empregada no método de
adaptagdo de malhas via movimentos de nos. No Capitulo 8, dedicou-se a apresentar os

principais aspectos computacionais do codigo desenvolvido neste trabalho.

E finalmente, no Capitulo 9, apresentam-se varios exemplos que foram utilizados para
testar o cddigo numérico. Observa-se que foram obtidos bons resultados com a técnica de

adaptacdo empregada.

Inicialmente, apresenta-se um problema tedrico, onde ¢ prescrita uma fungdo de
monitoragdo, a fim de estudar o efeito dos pardmetros de controle da fungdo objetivo global.
Neste exemplo, conclui-se que os pardmetro de controle de ortogonalidade e de suavizagdo, a,
potencializam o termo de controle de volume, quando os mesmos sao diferentes de zero devido

ao fato que mais elementos sdo concentrados em regides de grande erro.
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Assim, os problemas do canal com um obstaculo em rampa e do canal com um obstaculo
em degrau tém mostrado que a implementagdo do método de adaptacao melhora notavelmente os
resultados nas regides com fortes gradientes em comparagao com os resultados obtidos no caso

da malha fixa.

Para escoamentos em regime transonico, a utilizacdo de adaptacdo da malha também ¢
vantajosa, porém poderia concentrar mais elementos na onda de choque que estd no intradés do
aerofdlio. Isto pode acontecer devido ao fato de que a intensidade de ambas ondas de choque

serem bem diferentes e, portanto, os erros associados a estas também sdo bem diferentes.

Finalmente, nos exemplos da esfera ¢ do cone mostra-se a aplicagdo do método para trés
dimensdes. Nestes casos, obtiveram-se melhores resultados com relacao a malha sem adaptacao,

porém a melhora ¢ substancialmente menor em comparagdo com os casos bidimensionais.

Concluindo, pode-se dizer que o objetivo principal deste trabalho foi atingido, a saber:
desenvolver um cédigo computacional de adaptacdo de malha via o método » para problemas em
duas e trés dimensdes. E os resultados dos exemplos apresentados s@o muito bons quando sao
comparados aos da malha original da qual iniciou o processo, principalmente para os casos

bidimensionais.

10.1 Sugestoes para Trabalhos Futuros

No presente trabalho desenvolveu-se um cédigo completo para adaptacdo de malha via
movimento dos nos. Algumas sugestdes que poderiam ser adicionadas futuramente sdo citadas a

seguir:
= Deve-se testar o algoritmo em problemas de escoamentos de fluidos difusivos.
= Reduzir o numero de parametros que sao especificados para o processo de adaptacao.

= Analisar se ¢ possivel a adaptagdo de malhas com diferentes critérios de adaptagao,

simultaneamente, como por exemplo para o caso de camada limite e ondas de choques.

* Implementar no cédigo o método de refinamento de malha, método 4, para conseguir
aumentar a precisao na solugdo. Inicialmente, se utilizaria o método » de adaptacdo de
malha e depois 0 método de refinamento, uma vez que as regides de maior gradiente ja

foram detectadas.
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Termos Difusivos

A.1 Expansao dos Termos Difusivos

ANEXO A

Os termos difusivos sdo expandidos para sua inclusdo na formulacdo completa das

equagoes de Navier-Stokes, segundo Burbridge [1999].

O vetor de termos difusivos foi definido pelas seguintes equacdes:

n
0
—Ti
n_ _112
G/ =

T3

ou

-1V, —K—

OX,

(A.1)

(A.2)

com ij=1,2,3

Como pode observar-se nas equacdes acima, os termos correspondentes ao vetor G/

envolvem derivadas primeiras das varidveis v, e u. Levando em consideragdo que nas

equagdes de conservagio aparece o termo G /0x, , verifica-se que os termos difusivos contém

derivadas segunda das variaveis. Portanto, para relaxar as condi¢des de continuidade impostas as

fungdes de interpolagcdo quando ¢ aplicado o método de Galerkin, convém trabalhar com a forma

fraca da equacdo integral. Integrando por partes os termos difusivos e de condutibilidade térmica,

obtém-se:
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[ [o] aaj? a0 = [ [0 ] GIn ar - |

Q, i r, Q, i

G’ dQ (A.3)

Assim, pode-se observar que no lado direito desta ultima expressdo, ficam integrais

contendo apenas derivadas primeira das varidveis de campo.

A primeira integral do lado direito da expressdo (A.3) corresponde aos termos de
contorno. Estes termos ja foram desenvolvidos no Capitulo 4 e, portanto, ndo serdo tratados aqui.

Interessa, entdo, estudar a segunda integral do lado direito da expressao anterior.

Expandindo o vetor G nesta ultima integral, observa-se que a mesma ndo agrega

nenhuma contribui¢ao na Equacao de Conservagdo de Massa, enquanto que as suas respectivas
contribui¢cdes nas Equagdes de Conservacdo de Quantidade de Movimento e de Energia sdo as

seguintes:

= Equacdo de Conservagao da Quantidade de Movimento:

-f % G do = - | ole] (<)) d@ = | ole] ' dQ (A4)

= Equacdo de Conservagao da Energia:

T T T
- o[@] G dQ - _ja[(D] (=2 v) do I_KM_“ dQ =
o, ox, 5 Ox : a ox, Ox, (A.5)
T T
= oLe] vl dQ + IKa[q)] X o
S Ox * a, ox,  Ox,

Unicamente para mostrar o procedimento, expande-se a integral correspondente a Equagao
de Conservagao da Quantidade de Movimento. Introduzindo a expressao (A.2) em (A.4), obtém-

S€:

T T "
| ol - g - | oLl u ov, O, +xavf8,.j dQ (A.6)
35 S dx; 0x, ox;
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Substituem-se, entdo, as variaveis aproximadas v," pelas suas correspondentes expressdes

interpoladas que se mostram abaixo:
v =[o] ) (A7)

obtendo-se a seguinte expressao:

ja[q)]T 1 dQ = (ju o] 2[0] dQ]{v,.}" +[Iu oLo] 2[0] dQ}{vj}n+

ox, ox,  0x, ox,  0x,
' A8
+ [jx ole] olo] dQ]{vk}" (A5
a, ox; Ox,

Esta expressdo poderia ser utilizada diretamente mas, ainda pode-se efetuar uma

transformagdo que permite reduzir a quantidade de termos necessarios.

Se a expressdo anterior ¢ expandida para os subindices i,j,k = 1,2,3, obtém-se trés
equagoes contendo nove termos cada uma. Se sobre estas equacdes ¢ efetuado um agrupamento
dos termos, extraindo as componentes de velocidade como fator comum, e logo apds se levam as
equacdes novamente a forma compacta, pode-se provar que a equacdo (A.8) ¢ equivalente a

seguinte expressao:

| ool ) dQ =[D] {v}' (A.9)
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onde,

24— U ;
a, 1) 8x(i) Gx(l) ] ox, 0Ox,
i=1>k=23
sei=j, e <i=2—>k=13
i=3->k=12

(A.10)

e o paréntese no subindice i indica que ndo ¢ aplicada a convencdo da soma, mesmo que os

indices estejam repetidos.

Para os termos iterativos, as matrizes sdo as mesmas, isto é:

T T !
-f Lo s aa- —Ja[q)] (-ac)™) do= IMM?H ae (1D
J ax[ e axi y a, ax[ y
sendo,
T
J‘ ﬂAT.ﬁH dQ: [D] {AV.}nH (Alz)
P ij ij !
Q i

Um processo similar ao efetuado acima deve ser realizado para expandir os termos
difusivos correspondentes a Equacao de Conservagdao de Energia. Porém, deve-se observar que

os termos difusivos da Equacdo de Conservagdo de Energia contém um produto de fungdes, isto

¢, o produto t; v," que aparece na expressdo (A.7). Isto conduz a apari¢do de matrizes adicionais

. . . . . n+1
unicamente para os termos iterativos, devido a que o incremento temporal A(rij vl.) tem que

ser desenvolvido através da regra da derivada de um produto, ou seja:
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Ale, v, )™ = v Al ol Ay (A.13)

i

No capitulo 4, aquelas matrizes adicionais tém sido denominadas [E*] .

i
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