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RESUMO

SCHULZ, S.L. Metodologia para a alocagao 6tima discreta de sensores e atuadores
piezoelétricos na simulacio do controle de vibracoes em estruturas de materiais
compositos laminados. 2012. Tese (Doutorado em Engenharia) — Programa de Poés-
Graduacao em Engenharia Civil, UFRGS, Porto Alegre.

O principal objetivo do controle de vibragoes é a sua reducgdo ou minimizagao, através da
modificacdo automatica da resposta estrutural. Em muitas situacbes isto é necessario
para promover a estabilidade estrutural, e para alcancar o alto desempenho mecanico
necessario em diversas areas técnicas, tais como a engenharia aeroespacial, civil e
mecéanica, bem como a biotecnologia, inclusive em escala micro e nano mecanica. Uma
alternativa é o uso de estruturas inteligentes, que sdo o resultado da combinacio de
sensores e atuadores integrados em uma estrutura mecanica, e um método de controle
adequado. O principal objetivo deste trabalho é o desenvolvimento de rotinas
computacionais para a simulagdo, via método dos elementos finitos, do controle ativo de
estruturas inteligentes de cascas, placas e vigas delgadas de material compdsito
laminado com camadas de material piezoelétrico como sensores efou atuadores.
Caracterizam esta pesquisa a utilizacdo do elemento GPL-T9 de trés nds e seis graus de
liberdade mecanicos por nd, mais um grau de liberdade elétrico por camada piezoelétrica,
assim como a avaliagdo de dois métodos de controle, o Proporcional-Integral-Derivativo
(PID) e o Regulador Quadratico Linear ou Linear Quadratic Regulator (LQR), incluindo o
LQR Modal, e a otimizacido da localizacdo de pastilhas piezoelétricas através de um
Algoritmo Genético (AG). Varias aplicagoes s@o apresentadas e os resultados obtidos séo

comparados aos disponiveis na literatura especializada.

Palavras-chave: elementos finitos, estruturas inteligentes; atuadores e sensores
piezoelétricos, controle ativo de vibragées, algoritmos genéticos.



ABSTRACT

SCHULZ, S.L. Metodologia para a alocagao 6tima discreta de sensores e atuadores
piezoelétricos na simulacio do controle de vibracoes em estruturas de materiais
compositos laminados. 2012. Tese (Doutorado em Engenharia) — Programa de Poés-
Graduacao em Engenharia Civil, UFRGS, Porto Alegre.

The main objective of vibration control is its reduction or even its minimization by the
automatic modification of the structural response. Sometimes this is necessary to
increase structural stability and to attain a high mechanical behavior in several areas
such as aerospace, civil and mechanical engineering, biotechnology, including macro,
micro and nanomechanical scales. An alternative is to use a smart structure, which
results of the combinations of integrated sensors and actuators in a mechanical structure
and a suitable control method. Development of a computational code to simulate, using
finite elements, the active control in smart structures such as slender shells, plates and
beams of composite materials with embedded piezoelectric layers acting as actuators and
sensors is the main objective of this work. This research is characterized by the use of
the GPL-T9 element with three nodes and six mechanical degrees of freedom and one
electrical degree of freedom per piezoelectric layer, by the evaluation of two control
methods, the Proportional Integral Derivative (PID) and the Linear Quadratic Regulator
(LQR), including the Modal LQR, and, finally by the optimization of piezoelectric patches
placement using a Genetic Algorithm (GA). Several examples are presented and

compared with those obtained by other authors.

Key-words: finite elements; smart structures, piezoelectric sensors and actuators; active
vibration control; genetic algorithms.
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1 INTRODUCAO

As vibracdes mecanicas ocorrem em amplitudes que variam de metros, na engenharia
civil, a nanometros, em estruturas de precisdo. Sua limitacdo, minimizacio ou controle é

Importante nos seguintes casos, dentre varios:

a) para evitar o colapso em edificios na ocasido de terremotos, instabilidade
em pontes sob acdo de ventos fortes ou fadiga estrutural em partes de

maquinas e mecanismos;

b) para proporcionar conforto a usuarios de edificios sob acdo de ventos fortes,
e de automoveis e aeronaves, atuando na suspensao mecéanica e na reducio

de ruidos;

¢) para permitir a operacionabilidade de dispositivos técnicos ou cientificos de

precisio, tais como leitores éticos em computadores e telescopios.

Algumas maneiras de reduzir as vibracées mecanicas sfo: o enrijecimento, o

amortecimento e o isolamento.

Enrijecimento consiste em deslocar a frequéncia de ressonincia da estrutura
além da banda de frequéncia da excitacdo. Amortecimento consiste da reducgio dos
picos da resonancia dissipando a energia de vibragdo. Isolamento consiste em
impedir a propagacao dos disttirbios a partes sensiveis dos sistemas.

O amortecimento pode ser alcangado passivamente, com fluidos amortecedores,
correntes parasitas ou de Foucault, elastomeros ou elementos histeréticos, ou por
transferéncia da energia cinética para absorvedores dindmicos de vibragdo. Pode-
se ainda utilizar transdutores como conversores de energia, para transformar
energia de vibragdo em energia elétrica que é dissipada em redes elétricas, ou
armazenada (colheita de energia). Recentemente, dispositivos semi-ativos
(também chamados semi-passivos) tém se tornado disponiveis; eles consistem de
dispositivos passivos com propriedades controlaveis. O fluido amortecedor
magneto-reolégico é um exemplo famoso; transdutores piezoelétricos com redes
elétricas comutaveis sio outros. Quando alta precisido é necessdaria, controle ativo
pode ser utilizado; isto envolve um conjunto de sensores (de deformacio,
aceleracéo, velocidade, forga,...), um conjunto de atuadores (de forga, inércia,
deformacéo,...) e um algoritmo de controle (do tipo malha fechada ou do tipo
retro-alimentado) (PREUMONT; SETO, 2008, p. 2, grifos do autor, tradugéo
nossa).
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Portanto, para o controle ativo da vibracdo em estruturas é necessaria a sua integracio
com dispositivos transdutores. Para melhor compreensdo do assunto é util, entretanto,

fazer as seguintes distingées.

“Estruturas adaptativas ou adaptaveis” (adaptive structures) e “estruturas sensoras”
(sensory structures) sao aquelas que possuem atuadores e sensores nelas distribuidos,
respectivamente; a integracdo de estruturas adaptaveis e também sensoras com um
sistema de controle do tipo malha fechada resulta em “estruturas controladas”

(controlled structures).

Se nas estruturas controladas os componentes servem também de suporte ao

carregamento, elas sdo chamadas de “estruturas ativas” (active structures).

O termo “estruturas inteligentes” (intelligent structures) teria sido empregado pela
primeira vez por Crawley e De Luis (1987), e é reservado aquelas “que incorporam
atuadores e sensores que sdo altamente integrados na estrutura e tém funcgao estrutural,
e também controle 16gico, condicionamento de sinais e dispositivos eletronicos para
amplificagdo de forca altamente integrados” (WADA; FANSON; CRAWLEY, 1990,

traducéo nossa).

Esta relagdo de termos descritivos “ndo é de modo algum exaustiva e demonstra o
sempre crescente volume de vocabulario necessario para descrever a fusio de materiais
ativos, controles e estruturas em sistemas compostos” (CLARK; SAUNDERS; GIBBS,
1998, traducio nossa).

Paralelamente ao desenvolvimento dos dispositivos transdutores e das técnicas de
controle ao longo do século XX, houve também o desenvolvimento de materiais
estruturais que atendem as propriedades desejadas na industria automobilistica e
aeroespacial, na engenharia civil e mesmo nas aplica¢ées médicas. Em décadas recentes,
o acoplamento dos novos materiais estruturais as estruturas inteligentes possibilitou

diversas aplicacoes de alto desempenho nessas areas.

Materiais compdsitos sdo amplamente usados em uma variedade de estruturas,
incluindo veiculos militares e aeroespaciais, aplica¢bes em infraestrutura civil
bem como em equipamentos esportivos. Estruturas de laminados compdsitos
consistem de varias camadas de diferentes laminas refor¢cadas por fibras, unidas
para obter propriedades estruturais desejadas. As propriedades estruturais
desejadas sdo alcancadas pela variagcdo da espessura e das propriedades do
material das laminas, e da sequéncia de empilhamento. Com a disponibilidade de
materiais funcionais e a exequibilidade de incorpora-los ou uni-los em compoésitos

Metodologia para a alocagéo 6tima discreta de sensores e atuadores piezoelétricos na simulagio do controle
de vibragdes em estruturas de materiais compdésitos laminados
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estruturais, novos conceitos de estruturas inteligentes tém emergido para
aplicagbes estruturais potencialmente de alto desempenho. Aplicagées desta
classe de estruturas podem ser encontradas no monitoramento da integridade
estrutural, isolamento e controle de vibragoes, aplica¢cbes médicas, deteccdo de
danos, controle de ruido e forma (LEE; REDDY; ROSTAM-ABADI, 2006,
tradugao nossa).

A crescente necessidade de estruturas mais leves requer desenvolvimento de
novos tipos de materiais. Um grande nimero de aplicacdes, como estruturas
espaciais [...] requer propriedades mecanicas altamente especificas, isto é, razao
entre propriedades mecanicas e densidade. Laminados refor¢cados por fibras, que
tém alta resisténcia e rigidez em dire¢bes desejadas e baixas resisténcias em
outras direcbes oferecem tal combinagdo superior de caracteristicas. O material
pode também alcancar as exigéncias especificas das estruturas pois suas
propriedades podem ser adaptadas pelo ajuste da natureza dos constituintes,
suas proporgoes, orientacio das fibras, sequéncia de camadas etc., e este fato faz
com que este material seja um dos mais avancados materiais estruturais na
atualidade. [...] O comportamento de estruturas feitas de compdsitos laminados
pode ser ainda aperfeicoado. Uma das caracteristicas inerente a sistemas
naturais evidente ao observador é que eles sdo capazes de reconhecer o carater e
intensidade de estimulos externos, e de reagir apropriadamente a fim de
apresentar o melhor desempenho ou proteger sua integridade. Para um sistema
artificial exibir um comportamento similar é necessario que seja provido com um
material inteligente — uma estrutura inteligente é obtida desta maneira. Em anos
recentes o estudo de estruturas inteligentes tem atraido muitos projetos de
pesquisa, devido ao seu beneficio em potencial a uma vasta gama de aplicacdes,
como controle de forma, supressdo de vibracées, atenuacgido de ruido, detecgdo de
danos etc. MARINKOVIC; KOPPE; GABBERT, 2004, traducéo nossa).

Fica evidente o carater interdisciplinar da pesquisa e do desenvolvimento de estruturas
inteligentes, pois envolvem ciéncia dos materiais, controle, eletronica, mecanica
estrutural e processamento de sinais. Destacam-se na literatura as seguintes
referéncias, dentre muitas, tratando de aspectos introdutérios e/ou avancados acerca dos

materiais piezoelétricos, estruturas inteligentes e suas aplicacoes.

O histérico do desenvolvimento e a abordagem dos aspectos fisicos dos materiais
piezoelétricos, incluindo anilise termodinamica e cristalografica, sdo apresentados por
Cady (1946) e Ikeda (1990). Gautschi (2002) trata com profundidade as propriedades,
caracteristicas e aplicagoes de sensores piezoelétricos, em particular. Chopra (2002) faz
uma revisdo do estado da arte das estruturas inteligentes e sistemas integrados,
incluindo uma longa bibliografia. Leo (2007) apresenta fundamentos para a andlise e
projeto de sistemas de engenharia que incorporam materiais inteligentes, incluindo
materiais piezoelétricos, ligas com memoria de forma (shape memory alloys) e polimeros
eletroativos (electroactive polymers). Gaudenzi (2009) apresenta uma introducio as
estruturas inteligentes e aplicagdes: sensores e atuadores; monitoragao da integridade
estrutural; mudanca de forma; controle de vibracoes; e conversio de energia de vibracio
disponivel no ambiente em energia elétrica (vibration based energy harvesting).

Preumont e Seto (2008) tratam do amortecimento ativo (active damping) de estruturas,
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com énfase em aplicagoes do controle ativo de vibragdes na engenharia civil. Uma
extensa revisdo da literatura sobre controle de estruturas, incluindo aplica¢ées na

engenharia aeroespacial e civil, é feita por Meirovitch (1990).

A determinacdo das matrizes-peso [Q] e [R] do método LQR, de modo a minimizar o

custo mantendo ainda a estabilidade e desempenho do controle, constitui por si prépria
um amplo campo de pesquisas. Ang, Wang e Quek (2002) desenvolvem um método em

que a matriz [R] ¢é funcao das propriedades do material piezoelétrico, e [Q] ¢é funcdo da

matriz de massa, de rigidez e dos autovetores do sistema, constituindo uma matriz
diagonal. Ning (2004) emprega um algoritmo genético para otimizar o posicionamento e
também o numero de pastilhas piezoelétricas. Roy e Chakraborty (2009a) otimizam os
valores das matrizes-peso empregando um algoritmo genético. Os mesmos autores, em
trabalho posterior, apresentam o numero e a localizacdo 6tima de pastilhas
piezoelétricas, em aplicacées de casca esférica e de casca cilindrica, como sendo funcao do

indice de controlabilidade (ROY; CHAKRABORTY, 2009b). No presente trabalho tais

matrizes [Q] e [R] foram arbitradas como diagonais, e o seu preenchimento recebeu um

estudo parametrizado.

O Método dos Elementos Finitos (MEF) tem se consolidado como uma ferramenta
eficiente na modelagem de sistemas complexos. No presente trabalho, foi empregado o
elemento finito GPL-T9 (QUN; MU; WENQI, 1998), plano e triangular, com trés nés e
seis graus de liberdade mecanicos por nd (trés componentes de deslocamentos e trés
componentes de rotacdo), desenvolvido para a andlise ndo linear geométrica de
estruturas de cascas. Acrescentou-se ao elemento GPL-T9 mais um grau de liberdade
elétrico por camada piezoelétrica, possibilitando a analise do acoplamento eletro-
mecanico (BALAMURUGAN; NARAYANAN, 2001; GAO; SHEN, 2003; ISOLDI et al.,
2008).

Assim, o desenvolvimento de rotinas computacionais para a simulacido do controle ativo
de estruturas inteligentes de cascas, placas e vigas delgadas de material compdsito
laminado com camadas de material piezoelétrico como sensores e/ou atuadores, bem
como a otimizac¢do do posicionamento de um numero discreto de pastilhas piezoelétricas,

sd0 os principais objetivo deste trabalho. Caracterizam esta pesquisa:
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a) a discretizacdo espacial é feita via Método dos Elementos Finitos,
utilizando o elemento GPL-T9 de trés nds e seis graus de liberdade
mecanicos por nd, mais um grau de liberdade elétrico por camada

piezoelétrica;

b) a solucdo do sistema de equacdes lineares é feita pelo Método dos

Gradientes Conjugados com pré-condicionamento diagonal;

c) a andlise estatica ndo linear geométrica é feita com o Método dos

Deslocamentos Generalizados;

d) sdo avaliados dois métodos de controle: o Proporcional-Integral-Derivativo
(PID) e o Regulador Quadratico Linear ou Linear Quadratic Regulator

(LQR), bem como seu método derivado, o LQR Modal;

e) a discretizacdo temporal é feita pelo esquema implicito de Newmark,
exceto no controle LQR e LQR Modal, onde é empregado o Método da
Matriz de Transicdo de Estado com o Retentor de Amostras de Ordem
Zero, o qual ndo exige a solug¢ido de um sistema linear de equacbes a cada

intervalo de tempo;

f) no controle LQR e LQR Modal a solucdo da Equacédo de Ricatti é obtida a
partir dos autovetores complexos da Equacdo Hamiltoniana; para
considerar o efeito das forcas mecéanicas externas nio controladas o ganho
é calculado pela estratégia conhecida como “rejeicdo das perturbacgdes”; e
tensoes elétricas, aplicadas em elementos atuadores piezoelétricos, sao

tomadas como acéo de controle;

g) a otimizacdo do posicionamento de pastilhas piezoelétricas é feita

utilizando um algoritmo genético;

h) as rotinas sao escritas em Fortran 90 e executadas em computadores

padrao IBM-PC com sistema operacional Windows®.

Como principais contribui¢oes desta pesquisa podem ser destacados:

a) o desenvolvimento de ferramenta computacional que possibilita estudos

voltados ao controle de estruturas inteligentes com geometrias complexas,
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e visando o desempenho do controle com a diminui¢do da energia gasta e

do uso de material piezoelétrico, através da sua alocacao 6tima;

b) problemas que apresentam forgas mecanicas externas de longa duracgio, e
nao apenas perturbacgoes iniciais, sdo enfrentados empregando a estratégia

da “rejei¢ao das perturbagoes”.

O texto desta tese é composto por oito capitulos. Nos Capitulos 2, 3 e 4 sdo tratados os
materials compodsitos, os materiais piezoelétricos e a formulacdo através do método dos
elementos finitos, respectivamente. A teoria de controle é detalhada no Capitulo 5, e o
Capitulo 6 versa sobre a otimizacéo via algoritmo genético. No Capitulo 7 sdo discutidas
aplicacbes, cujos resultados obtidos sdo comparados com os disponiveis na literatura
especializada. Finalmente, no Capitulo 8 sdo apresentadas conclusdes e sugestdes para

proximos trabalhos.

Nesta Tese pretende-se fazer um trabalho autocontido para facilitar sua leitura. Por
conseguinte, os Capitulos 2, 3, 4 e 5 contém uma revisio dos textos de Mendonca (2005) e
Jones (1999); Leo (2007); Bathe (1996) e Isoldi (2008); Bazanella e Silva (2005) e Kwon e

Bang (2000), respectivamente. Deve ainda ser salientado que:

a) no ambito das pesquisas realizadas previamente pelo PPGEC/UFRGS, o
elemento finito GPL-T9 foi adotado por Teixeira (2001) e Isoldi (2008);

b) todos os cédigos computacionais — para a andalise modal, estatica e
dinamica, com e sem linearidade geométrica, com e sem acoplamento
eletromecéanico; para o controle PID, LQR e LQR Modal; para a otimizacéo
via algoritmo genético — foram desenvolvidos pelo autor, aproveitando as
partes cedidas por Isoldi (2008) dos codigos que ele gerou no seu
doutoramento, de forma que o presente trabalho diferencia-se do dele por
terem sido incluidas a teoria do controle e a otimizacdo, bem como suas

aplicacoes.
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2 MATERIAIS COMPOSITOS

Um material compédsito, de acordo com Mendoncga (2005), “é um conjunto de dois ou mais
materiais diferentes, combinados em escala macroscédpica, para funcionarem como uma
unidade, visando obter um conjunto de propriedades que nenhum dos componentes

individualmente apresenta”.

A criteriosa combinacido dos materiais componentes possibilita aperfeicoar o desempenho
do compésito quanto, dentre muitas propriedades, a reducdo de peso; a resisténcia a
corrosio e a abrasfo; a resisténcia estatica e a fadiga; a rigidez; ao isolamento térmico,

elétrico ou acustico.

A incorporacao de fibras para melhorar as propriedades dos materiais ja era utilizada na
antiguidade (MOURA; MORAIS; MAGALHAES, 2005). O desenvolvimento dos materiais
compositos possibilitou conquistas tecnoldgicas recentes em areas tao diversas quanto a

aeroespacial, a bioengenharia e a construcao civil.

2.1 CLASSIFICACOES DOS MATERIAIS COMPOSITOS

Jones (1999) apresenta quatro tipos de materiais compdsitos:

a) materiais compoésitos fibrosos, que consistem de fibras em uma matriz;

b) materiais compésitos laminados, que consistem de camadas de varios

materiais;
¢) materiais compdsitos com particulas distribuidas em uma matriz;

d) materiais compdsitos que consistem em uma combinacdo de alguns ou

todos os tipos anteriores.

Simplificadamente, os materiais compdsitos podem ser classificados como compdsitos

reforcados com fibras e como compoésitos reforcados com particulas.

Sérgio Luiz Schulz (slschulz@uepg.br) — Tese de Doutorado — Porto Alegre, PPGEC/UFRGS, 2012




37

Na Figura 1 (a) é mostrada uma lamina composta por uma matriz reforcada com fibras
em uma direcido. Como tais laminas geralmente apresentam boas propriedades
mecanicas apenas na direcdo das fibras é conveniente combinar laminas de diferentes
orientacbes em laminados, tal como mostrado na Figura 1 (b), possibilitando assim

melhor resposta as solicitagoes.

Nos compostos refor¢cados com fibras, elas podem ser continuas, longas ou curtas; e
quanto a sua disposicdo, paralelas, unidirecionais ou bidirecionais, ou ainda

aleatoriamente orientadas.

Nos compostos reforcados com particulas, elas ndo possuem dimensées predominantes

tal como as fibras (MENDONCA, 2005).

(2)

Figura 1: compostos reforcados com fibras; laminados (baseada em
MENDONCA, 2005)

Os compésitos podem ainda ser classificados, em funcio da sua origem, como naturais

(origem vegetal ou animal) e sintéticos (industrializados).

Levy Neto e Pardini (2006) apresentam a classificacdo dos materiais compésitos,

mostrada na Figura 2.

As matrizes sintéticas usualmente sdo poliméricas, ceramicas ou metalicas. Os reforcos
fibrosos podem ser sintéticos (fibras de carbono, poliméricas, ceramicas) ou naturais

(fibras de sisal, coco, juta) (LEVY NETO E PARDINI, 2006).
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[ |
Compésitos refor¢ados Compositos refor¢ados
com fibras com particulas

[
Multicamadas

I

Fibra continua | Fibras curtas | | Laminas | | Hibridos |

|Unidireci0na1| | Bidirecional | | Aleatérias | | Orientadas |

| Laminas || Hibridos |

Figura 2: classificacdo hierarquica de materiais compdsitos
(baseada em LEVY NETO E PARDINI, 2006)

2.2 COMPORTAMENTO MECANICO DOS MATERIAIS COMPOSITOS

Enquanto a maioria dos materiais comuns da engenharia sdo homogéneos e isotropicos,
os materiais compositos sdo frequentemente ndo homogéneos (ou heterogéneos) e nao
1sotropicos (ortotrépicos; anisotréopicos). Devido a heterogeneidade dos materiais
compositos, eles sdo estudados a partir de dois pontos de vista: micromecanico e

macromecanico.

A abordagem micromecanica considera a interacdo dos materiais constituintes na escala
microscépica, objetivando determinar seu efeito nas propriedades do material compésito;
na abordagem macromecanica pressupde-se que o material é homogéneo e os efeitos dos
materiais constituintes sio detectados apenas como propriedades macroscopicas
aparentes médias do material composito (JONES, 1999). Estas propriedades sdo obtidas
diretamente de ensaios com corpos de prova ou, de modo aproximado, a partir das
propriedades termomecanicas dos componentes da lamina, as fibras e a matriz

(MENDONCA, 2005).

Neste trabalho é adotada a abordagem macromecanica, devido a sua imediata aplicacéo

ao estudo da mecanica estrutural.

2.2.1 Relacao tensao-deformacdo em materiais compositos

A relacdo tensdo-deformacio para um material eldstico linear é dada por MENDONCA,

2005)
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0, ¢, G, (G C, C; C4lleg

Oy Cp Cy G Gy Cy|le&

O3 | _ Cyy Gy Gy Cp g @2.1)
Tos Cu Cu  Cu |7 ,

Ts1 Css  Cs ||V

T,] | sim. Css |72

ou, em forma compacta,

(o} =[e e, 22
onde o; e 7; (com i, j =1, 2, 3) sdo as tensdes normais e cisalhantes, respectivamente;
C; (comi,j=1, 2,3, 4, 5, 6) sdo os elementos da matriz constitutiva do material [Cl]; e

g e y; (com i, j=1, 2, 3) sdo as deformagdes normais e as distorgdes, respectivamente,

definidas por

ox oy oz oz oy 0z oOx 0Jdy Ox

G G ou, )"
{gl}z{aux u, ow uy+8w ou, ow 8ux+&}’ 2.3)

sendo u,, u, e w os deslocamentos nas direcées x, y e z (ou diregdes 1, 2 e 3),

respectivamente. O sobrescrito 7 indica a forma transposta do vetor; o sobrescrito “1”
refere-se ao sistema de coordenadas definido pelos eixos 1-2-3, tal como ilustrado na

Figura 1 (a); e “sim.” indica a simetria da matriz.

A matriz [ClJ possul vinte e uma constantes independentes e é nao-singular, podendo

ser invertida, resultando a seguinte relacio deformacio-tenséo:

(#)=[0T )= () =[], @

ou

& 'S, S, Sy Su Ss Sy |[a

& Sy, Sy S Sy Sy || 0w

& | _ Sy Sy S Sy |) oy (2.5)
Va3 Sy Sy S || ,

Va1 S5z Ss || T

Y12 _Sim' Ses 1 T2
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Ocorrendo dois planos ortogonais de simetria de propriedades do material, existira

necessariamente simetria relativa ao terceiro plano mutuamente ortogonal aos outros

dois; um material com essa caracteristica de simetria é dito ortotrépico e sua relacio

tensdo-deformacao apresenta nove constantes independentes,

Cll CIZ Cl3 0
C22 C23 O
C,, 0
C44
sim.

nesse caso a relacio deformacio-tensio é dada por

Sl 1 SlZ SIS 0
822 823 0
S,, 0
S44
sim.

o O O O

S O O O

ot
oy

S O O O O

S O O O O

(=23
[e2]

; (2.6)

2.7

A matriz de flexibilidade de um material ortotrdpico, empregando constantes de

engenharia, é dada por

5]

L v Ve
E, E, E,

Ve 1 Ve
E, E, E,
Vis Vs 1
E, E, E,
0 0 0
0 0 0
0 0 0

)

2|~
:

en)

(2.8)
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onde E,, E, e E, sdo os médulos de elasticidade longitudinais ou médulos de Young,
nas diregdes principais 1, 2 e 3, respectivamente; G,,, G,, e G, s@o os moédulos de
elasticidade transversal nos planos 1-2, 2-3 e 3-1, respectivamente; e v, =—¢; /gi 880 os

sels valores de coeficientes de Poisson.

Apesar de terem sido definidas doze constantes de engenharia para o material

ortotrépico, devido a simetria da matriz de flexibilidade (Sij = Sji) existem apenas nove

constantes independentes, pois

<

L (G,j=1,2, 3ei#)). (2.9)

Dj

E

Sendo a matriz de rigidez a inversa da matriz de flexibilidade, suas componentes podem

ser encontradas através da algebra matricial, resultando em

C - S%S&; - Sy c, = SiSu ;smsgg ., = SeSy ;813822 ;
C, - 33331;—333 ¢, =SS ;523311 c, - SHSZZ - S ©.10)
C,, =SL44; Cs; :SL%; Ces :SL%,
com
s§=S5,,5,,S;; —S,;S% — S,,SE, — SySh +2S,,S,.S, 5 - (2.11)

Os coeficientes ndo nulos da matriz de rigidez de um material ortotrépico, a partir das

constantes de engenharia, sio

_l-vyvg, 1wy _1-v 2V21 .
n= 1 Loy = 1 Lgg =
E,EA, E EA, EIEZAC
Vo, + Vs, V. Vi + VooV Vo TV V. Vo TV, V.
21 T V31Vos 12 T Va3 . 31 T Vo1Vs0 13 T V12Ves .
= = ;Cy = = : (2.12)

2TUEEN,  EEN, EEA:.  EBEA
Voo + ViV Vog T VorV,

C. = Vs 12V31 _ Vo3 2113;0 G,C G,C =G,

2R EN, E EA, 23 N ?

onde
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_ 1505 —VosUsy — Vi Us — 20 VgV

Ac
El E2 EB

(2.13)

2.2.2 Material ortotrépico sob estado plano de tensoées

Seja a lamina apresentada na Figura 3, submetida a um estado plano de tensées no

Plano 1-2 tal como esquematizado na Figura 4. Desta forma tem-se que

0,=0,7,=0er7, =0, (2.14)

0,#20,0,#0 e 7, #0 (2.15)

nas relagoes tensao-deformacio definidas anteriormente.

.3 Diregdo

normal

Diregdo
L transversal
Diregdo
longitudinal

Figura 3: diregdes principais de propriedades mecédnicas em uma
lamina (MENDONCA, 2005)

13

1< g

Figura 4: tensdes em um elemento (JONES, 1999)

Impondo as condi¢dées dadas pelas equacbes (2.14) e (2.15) na Equacio (2.5), para

materiais ortotrépicos as deformacées fora do Plano 1-2 ficam definidas por
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&, =80, +8,,0,, 753=0 e y,;, =0, (2.16)
e as demalis resultam
v
E E
81 Sll SlZ 0 O-l Viz 1 2 01
Ey (= 821 822 0 O, = —E E 0 Oy () (217)
Y12 0 0 C66 Ty ' ? 1 Tio
0 0 —
L G, |
ou, em forma matricial condensada,
(2.18)

onde [S] ¢ a matriz de flexibilidade reduzida da lamina ortotrépica sob estado plano de

tensoes, em relacio aos eixos principais.

A partir da inversido da Equacio (2.17) obtém-se a relacio tensdo-deformacéo reduzida,

O-l Qll QIZ 0 81
Oy (= Q21 sz 0 €y (s (2.19)
Tig 0 0 Q|70
ou
{c'}=[Q]{'}, (2.20)
onde os termos @; da matriz de rigidez reduzida [Q] s@o dados por
S22 Sll Sl2 1
== , =, = e - ) 2.2 1
Qn SnSzz - S122 Q22 SuSzz - 8122 Q12 811822 - 8122 Q66 CGG ( )
ou ainda, em constantes de engenharia,
b S els _ velh o g (@29

El _ 2

o9 = > Wip = =
1-vvy 1-vpvy  1-vvy,

Qu =

- - >
1-vipvy
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Verifica-se que o comportamento de uma lamina ortotrépica sob estado plano de tensées

depende de apenas quatro constantes elasticas: E,, E,, G, e v,,, além da relagdo de

reciprocidade

Vi Y (2.23)
El 2

S

S|

No caso particular do material isotrépico ocorrem as seguintes simplificacbes:

E=E,=E,v,=v,,=veG,=G; (2.24)
logo,
1 14 1
Sll =S22 ZE, 812 Z—E e 866:2(811_812)257 (225)
e os elementos da matriz de rigidez reduzida ficam
E vE E
U =@y Q=i ¢ Qo6 =0

2.2.3 Rotacao da relacao tensao-deformacao

Os laminados sdo compostos pelo empilhamento de diversas laminas, cada qual com uma
orientacdo das fibras diferente das demais. A analise do laminado deve ser feita a partir
de um sistema de coordenadas que, no caso mais geral, ndo coincide com o sistema
principal de nenhuma das laminas. Por isso, devem ser considerados dois sistemas de
coordenadas: um global, 0-x-y-z; e um local, para cada lamina, 0-1-2-3, orientado nas
suas direcdes principais. Em laminas reforcadas por fibras unidirecionais, o Eixo 1 é
orientado ao longo das fibras, e o Eixo 3, na dire¢do normal a lamina. Na Figura 5 sdo

mostrados, no plano de uma lamina, os sistemas de eixos global 0-x-y e local 0-1-2.

As relacoes tensdo-deformacio mostradas anteriormente foram obtidas em relacdo ao
eixo principal da lamina; para um sistema qualquer de eixos de referéncia, as seguintes

consideracoes devem ser feitas.
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P \ Fibras Ponto genérico

Lémina
Figura 5: sistemas de eixos, global e local, e tensbes coplanares em

um ponto P genérico de uma lamina (MENDONCA, 2005)

Seja a matriz de transformacio ou rotacio [Tr] definida como a matriz que exprime a

rotacdo plana de componentes do sistema de eixos 0-x-y-z para o sistema 0-1-2-3, através

de um angulo # em torno do eixo z, conforme a Figura 5:

; (2.27)
send cos

71|

cosf —sen H}

- .. . T
um vetor-posicdo em um ponto P qualquer da lamina, com componentes {v } = {vx vy}
nas diregcoes 0-x-y-z, tem suas componentes {vl} = {v1 02}T nas diregoes 0-1-2-3
calculadas por

h=[1] (v, (2.28)

onde os indices x e 1 referem-se aos sistemas de eixos 0-x-y-z (ou x-y) e 0-1-2-3 (ou 1-2),

respectivamente.

Verifica-se que as componentes de tensées planas se transformam em uma rotacdo em

torno do eixo z por

O, Ty | | cosf@ —senb| o, 7,| cosf send (2.29)
T, O, | sen®  cos@ T, O, ||—sen@ cos@ '
ou
[o*]=1z][s']IT.] (2.30)
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e que a expressdo da transformacio plana das tensoes fica

o, cos” 0 sen” 0 —-2senfcosb |[o,
o, = sen® @ cos® 6 2senfcosf |40, (2.31)
- sen @ cos 6 —sen@cosf cos’O—sen’ O ||z,
ou
O-x O-l
o, t=[T] " {o, ¢, (2.32)
Txy Tl2
ou ainda
[o*]=[T]"["]. (2.33)

A matriz [T] ¢ a matriz de transformacio,

cos® @ sen” @ —2sen @ cos b
[T] = sen® @ cos® @ 2senfcosf |, (2.34)
sen dcos @ —senfcosf cos®O—sen’d

cuja inversa € obtida facilmente substituindo 6 por —6.

Para a transformacido das deformacdes procede-se da mesma maneira, porém a

deformacdo de cisalhamento y/2 deve ser empregada no lugar de y ; entao

x 81
L =TT e (2.35)
7xy/2 Y12 /2
ou
{e7} = [T]" {7}, (2.36)

onde os indices x/2 e 1/2 sdo usados para destacar o uso da metade da deformacéo de

cisalhamento (MENDONCA, 2005, p. 91).
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Definindo a matriz [R] por

1 00
[R]=]0 1 0, (2.37)
0 0 2
de modo que
& & €y Ey
& (=[R] & (eq& = [R £y, ¢ (2.38)
7/12 7/12/2 yxy 7/xy/2
conclui-se que
(e} =[R]{e"} e (e} =[R]{e™}; (2.39)

tal matriz é util para se encontrar as seguintes relacées:
(o'} =[Qle'} =[QI[R]{"”} =[QI[R][T{e* | =[QIR][T][R] {¢}.  (240)

Transformando {01} obtém-se:

(7)o} =[QURITIRT e} = o} =[7T [QURITIET {e}s @D
entretanto verifica-se que
[RIT)R] =[] (2.42)
portanto
o} =[17" (@I (e} =[@){+") (243)

ou

O, é:21 1 {912 é:216 &y
Oy (= Qzl @22 @26 &y - (2.44)
Ty Qs Qe Qs | |7
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As componentes da matriz [Q]z[T]f1 [Q][T]fT, chamada de matriz de rigidez

transformada, sdo:

@, =Q,, cos’ 0+2(Q, +2Q;;)sen” O cos’ 6 + Q,, sen” 6;
@, =(Q, +@,, —4Q,)sen” Ocos* 0+ Q, (sen4 0 + cos* 0);

Q= (@, — @, —2Q; )sen 6 cos® 0 + (@ — Q,y +2Q, ) sen® O cos6; (©.45)
@y, =@, sen’ 0 +2(Q,, + 2@, )sen” Ocos® 0 + @,, cos” 6; '
@y = (@, — Q, —2Q; )sen’ Ocos O +(Q,, — Q,, + 2@, ) sen b cos’ b;

Qus = (@), + @, —2Q,, — 2Q,; ) sen” O cos” 0 + @, (sen4 6 + cos* 9).

A Equacéo (2.42) é util para as seguintes consideracoes, a partir das equacdes (2.36) e
(2.37):

e} =[]

! -1 1 (2.46)
[B] (o'} =[][R] e} = = (RITRT (o)
portanto, as deformacdes se transformam por
€'} =[11" "} (2.47)

A relacido deformacao-tensio pode ser obtida a partir da inversido da Equacéo (2.43):
e =[] [Q]"[T){e"}: (2.48)
definindo a matriz de flexibilidade reduzida por [S] , de modo que

[S]=[Q] . (2.49)

conclui-se que
{e}=[1] [S][T){e*} =[S |{c*}, (2.50)

onde [g ] ¢ a matriz de flexibilidade reduzida transformada, cujas componentes sdo

Sérgio Luiz Schulz (slschulz@uepg.br) — Tese de Doutorado — Porto Alegre, PPGEC/UFRGS, 2012




49

S,, =8, cos* 0+(28,, + Sy )sen® Gcos® 0+ S,, sen” 6;
S, =(S,, +8S,, — Sy )sen® @cos® 0+ S, (sen4 0 + cos* 0);
S,s =(28,, —28,, - Sy )sen@cos’ O +(-2S,, +28,, — S, )sen’ Ocos b;
S,, =S, sen’ 0 +(2S,, + S, )sen” Gcos® 6 + S, cos” 6
S,s =(28,, —28S,, - S, )sen® Ocos 0 + (-28,, +28,, — S, )sen Ocos’ ;

Ses =(28,, +28S,, —48,, — S, )sen’ O cos® 0 + S, (sen4 0 + cos’ 0).

(2.51)

2.2.4 Teoria classica de laminacao

O conjunto de hipdteses de tensbes e deformacdes que definem o comportamento
mecanico de um laminado é chamado de teoria classica de laminacdo, onde as teorias de
Kirchhoff do estudo de placas, e de Kirchhoff-Love do estudo de cascas, tém papel

preponderante. Conforme Mendonga (2005), estas hipdteses sdo:

a) o laminado consiste de laminas perfeitamente coladas, sem deslizamento
ou descolamento, e a camada de resina que é usada para unir as laminas é
infinitesimalmente fina e nio deforméavel por cisalhamento, de modo que

os deslocamentos sido continuos através das laminas;

b) o laminado é considerado delgado, ou seja, é uma placa ou casca de parede
relativamente fina em relacdo a uma das dimensoes da superficie e pode
ser utilizada a hipdtese das secbes planas, segundo a qual uma linha
originalmente reta e perpendicular a superficie que define a geometria da
estrutura, a chamada superficie de referéncia, permanece reta e
perpendicular a essa superficie quando o laminado for estendido e
flexionado. Os segmentos normais a superficie de referéncia sio

considerados inextensiveis, isto é, tém comprimentos constantes.

A partir destas hipdteses podem ser deduzidas as seguintes relacbes entre as

componentes de deslocamento u,_, u, e w de um ponto qualquer C, e as componentes u?
e u, de um ponto situado sobre a superficie de referéncia, como indicado na Figura 6. A

hipétese das se¢oes planas implica que os deslocamentos nas diregées x e y do ponto C

sejam, respectivamente,

u, (x,5,2)=ul (x,y)+2y, (x,5) e u,(x,5,2)=u (x, y)+2yw,(x,y), (2.52)
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onde v, (x,y) e y,(x,y) séo as inclinagdes da reta normal & superficie média nas

diregdes x e y no ponto (x, y) da superficie de referéncia.

A
B A
Ze o X WP
D
Wx
D
z Vx
se¢ao se¢do
indeformada deformada

Figura 6: geometria de deformacido de uma placa no plano x-z
(MENDONCA, 2005)

Como superficies planas e perpendiculares a superficie de referéncia permanecem planas

apoés a deformacéo e sofrem apenas uma rotacao, tem-se que

ow(x,y)
ox

ow(x,y)

; 2.53
& (2.53)

v, (x,y)=- ey, (x,y)=-
portanto, as trés componentes de deslocamento se relacionam com os deslocamentos e

rotagées da superficie de referéncia por

0
u, (x,v,2)=u, (x,y)- 2M u(x,y,2)=u) (x,y)— ZM , (2.54)
ox oy
e, como consequéncia da inextensividade do segmento normal,
w(x,y,z)=w(x,y). (2.55)

As relacbes deformacido-deslocamento na hipdtese de pequenas deformacbes e rotacées

sao

au ou, ou, ou,
& e, =—2,y. = +—2

T T oy T oy o

ee =y.=7,=0; (2.66)

substituindo os deslocamentos da Equacao (2.54) obtém-se
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ou? (x, y *w(x, y
& (x,v,2)= ;x )—2 GECZ );

ouy (x,y) o'w(x,y).
-z ;
oy oy*
0] o] 2
ou? (x, y) . ou; (x, y) o ow(x, y).
oy ox ox0y

&, (x,y, z)z (2.67)

Ve (2,9, 2) =

Cada uma destas equacdes pode ser desmembrada em dois termos com significados

fisicos: as deformacdes de membrana {g°} , relacionadas aos deslocamentos resultantes

do comportamento de membrana (ufj, u;, w) ,

ou,
20 ox
X auo
et =48% b= 4 ; 2.68
{ } g ay ( )
Vs
! ou! ou
oy Ox

e as curvaturas da superficie de referéncia {K} , decorrentes do comportamento de flexio,

o*w
P ox?®
* o*w
{K} = K, (=~ o [ (2.70)
Fo o*w
2
0x0y

Alternativamente, a Equacéio (2.67) pode ser representada por

&, £ K,
g, (=16 p+2zi K, »ou {&} = {g"} +z{x}. (2.71)
Vo) 7o Ky

Seja um laminado de espessura H com N laminas (lamina /i, lamina ls, ... , lamina In),

cada qual com espessura h e orientacdo 6 dos eixos principais, tal como mostrado na
Figura 7. Substituindo a equacgédo da variacdo de deformacio através da espessura em
um laminado, Equacio (2.71), na relacido tensdo-deformacio de uma lamina, Equacéo

(2.43), as tensdes na k-ésima lamina (lamina /,) sdo dadas por
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O-x Ql 1 Q12 Q16 ga(c) Kx
O, = Q21 sz Q% 8; t24K, (2.72)
Ty Qs Qe Qe e :c)y Ky

ou

o] =[Q] {{e°}+2 ). (2.73)

Lamina / y / hy Oy /
Lamina /,, ‘\ hy 6 (
Laminal; \ hy 05 ’ e
Lamina /, L hy 0, [01 [01" \
Lamina/, | h1 01 [0 [ ] r

Figura 7: laminado de N laminas (MENDONCA, 2005)

Observa-se que os valores de {50} e {K} sao constantes ao longo da espessura do
laminado, sendo, portanto, independentes do nimero k de ordem da lamina; porém cada
lamina apresenta propriedades elasticas proprias [QL]; ] e desenvolve tensdes proprias
{O'xlk} de acordo com suas propriedades e também sua cota z. Embora as deformacoes

variem de forma continua e linear ao longo de z, as tensbes podem apresentar perfil
descontinuo em func¢ido da mudanca das propriedades elasticas de cada lamina. Isto é
exemplificado, na Figura 8, para um laminado com 4 camadas.

Os esforgos internos no laminado, forgas por unidade de comprimento

{N}= { N, N, N, }T e  momentos por unidade de  comprimento

{M}:{Mx M, Mxy}T, sao obtidos pela integracao das tensbes em cada lamina

através da espessura do laminado:

N, o,
H/2 Hf2

N, =, .10, (dz ou {N}=[ {o}dz (2.74)

ny Txy
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Mx Gx
M, =" o, tzdz ou (M}=["" (o) 2de. (2.75)
M

_H/2

2

3

s e

Laminado Distribuigao das Distribuicao das
deformacdes tensdes

o

Figura 8: variacao de tensoes e deformacoes ao longo da espessura
de um laminado (baseada em JONES, 1999)

Na Figura 9 é mostrada a convencio de sinais (positivos) para os esforcos e, na Figura

10, as notagdes para as N laminas de um laminado, onde z, é a distancia da face

superior da lamina k a superficie média do laminado.

Figura 9: convencdo de sinais para os esforcos normais e de
momento (MENDONCA, 2005)

Numero de lamina

X i
Superficie T T | 2y
midia ——+— |4
AN
I =l
L
z ‘ \
Zo IAL \ ~ \
L1 ]

Figura 10: notagées para as laminas de um laminado

(MENDONCA, 2005)
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As integrais das equacgoes (2.74) e (2.75) podem ser substituidas por um somatério de

integrais ao longo da espessura de cada lamina:

b

N, N o,
N, ;= I o, dz;
y 2 y
N k=1 k-1
xy xy
I
M, v o,
M, = ZI o,r zdz.
’ r=Rl
M, T,

Empregando as relaces tensdo-deformacéo dadas pela Equacéo (2.72) obtém-se

— — — k
N, N R, Q. Qg ga? Ky
N A A 2k Zp
Ny - z QZl sz Qze L 8; dz + L K, zdz
k=1| ~ =~ = k-1 k-1
N xy Qﬁl Q62 QG(S 7/ a(c)y ny
Mx N Qll QIZ QIG gx Kx
= = — z zp
M, t=>1Q, @, Q4 I "le radz+ j ‘K, t2dz .
k=1| & = — Z k-1 Zp1
M xy Qﬁl Q62 Q66 }/ ;y ny

ou, desenvolvendo,

N, A, A, A, B, B, Byl||g
N y A, Ay Ay B, B, Byl||¢ ;
N w | _ Ay Ay Ay By By By || ;Jy .
M, B, B, By D, D, Dgl||x,
My B, B, By D, D, D, K,
Mxy _BGI B62 B66 D61 D62 ‘D66 | xy
ou ainda
N, A, A, Al|e B, B, By||x,
N y (= A, A, Ay \eE ; +| B,y B,, By y
ny AGI A62 AGG ;c)y B 61 B(SZ B 66 xy
e
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M, B, B, Bj||¢ D, D, Dgl||x,
M, =B, B, By g;’ +| Dy, Dy, Dy |\ K, ¢s (2.82)
M xy By, By, Bg|l|r a(c)y Dy, Dy, Dy Ky

onde

3 e (-2 2 1& =L{ 3 3

ZQij (Zk _qu) e D; = gZQU (Zk _Zk—l)' (2.83)
Porém, como a espessura do k-ésimo laminado, A, , é dada por

h,=z,-2,,, (2.84)

verifica-se que

M=

N _ N _ _ _ _ h3
A, =Y Qh,, B,=YQ@'nz, e D,=> Q" (hkz,f +§j (2.85)
k=1 k=1

bl
Il

1

onde z, é a distancia da superficie média da lamina k até a superficie de média do

laminado, dada por

= _ZatE

zZ, 5 (2.86)

A Equacéo (2.80) pode ainda ser escrita em forma compacta, como

(- 2)eaf)

A matriz [C] é a matriz de rigidez completa do laminado; [A] é chamada de matriz de
rigidez extensional; [D] é a matriz de rigidez a flexao; e [B] é a matriz de acoplamento

entre flexdo e extensdo. As matrizes [A] , [B] e [D] sdo simétricas.

No caso particular de um laminado simétrico, ou seja, em que laminas sdo empilhadas de
tal forma que ocorra simetria de propriedades mecanicas (material constituinte) e
geométricas (orientacées, espessuras, cotas) em relacdo a superficie de referéncia, ocorre

a auséncia do acoplamento membrana-flexdo. Citando Mendonca (2005):
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Considere os dois tipos possiveis de laminados simétricos: os laminados
simétricos com numero impar e os com numero par de laminas, ilustrados na
figura 6.5 [Figura 11 do presente trabalho]. A simetria do laminado (a) significa

que [QI‘J = [G_)l“‘}, h, =h,, o que implica z, =-z, e z,=0. No laminado (b), tem-
se [Q’l] = [Q”J, h=h,, hy=h,, z,=-2, e z,=-2,. Em ambos os casos essas

relagdes implicam [B] =0.

. 3 . Superficie
' média

— N W] B

(@) (b)

Figura 11: laminados simétricos com numero impar e par de

laminas (MENDONCA, 2005)

No Sistema Internacional de Unidades, as componentes da Equacao (2.87) sdo dadas em:
{N} e [A], N/m; {M} e [B], Nm/m; {¢°}, m/m; {«}, 1/m; e [D], Nm.
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3 PIEZOELETRICIDADE E MATERIAIS PIEZOELETRICOS

3.1 0 EFEITO PIEZOELETRICO

Historicamente, o efeito piezoelétrico foi descoberto por Pierre e Jacques Curie em 1880.
O efeito piezoelétrico direto consiste na habilidade de certos materiais cristalinos em
gerar uma carga elétrica ou polarizacdo proporcional a uma forca mecanica externa
aplicada, ou mais especificamente, a uma pressio. Ja no efeito piezoelétrico indireto ou
inverso, um campo elétrico paralelo a direcdo da polarizacdo pode induzir uma expansio
do material (PREUMONT, 2006). Se o sinal da pressio se inverte, ou seja, se ao invés de
uma compressio ocorre um estiramento do material, o sinal da polarizacdo também se

inverte (CADY, 1946).

O efeito piezoelétrico é anisotrdpico e s6 pode ser exibido por materiais cuja estrutura
cristalina ndo tem centro de simetria; essa assimetria pode ser natural ou uma

propriedade resultante da fabricacao.

Seja um arranjo simétrico de uma estrutura cristalina, tal como mostrado na Figura 12
(a). Se o seu centro é deslocado, o arranjo assim formado, Figura 12 (b), passa a ter
carater piezoelétrico. Nesta figura, Ba, Ti e O correspondem aos elementos bario, titanio

e oxigénio, respectivamente; 7' é a temperatura; e Tc é a temperatura de Curie.

T>T, T<T

a,

o Ba” oTi"
(a) (b)

Figura 12: estrutura cristalina (a) centrossimétrica e (b) nao
centrossimétrica (KALTEMBACHER, 2007, p. 246)
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Segundo Gaudenzi (2009), apenas vinte das trinta e duas classes de cristais podem ser
piezoelétricas; e na maioria dos casos os materiais piezoelétricos sdo também
ferroelétricos, pelo que a altas temperaturas uma transformacdo ocorre da fase
piezoelétrica para uma fase ndo-piezoelétrica com alta simetria. A temperatura abaixo

da qual a fase piezoelétrica é presente é conhecida como temperatura de Curie 7.

Segundo Kaltembacher (2007), materiais piezoelétricos podem ser subdividos nas
seguintes trés categorias: cristais isolados, como quartz; ceramicas piezoelétricas como
titanato de bario (BaTiOs) ou titanato zirconato de chumbo (PZT); e polimeros como
PVDF (fluoreto de polivinilideno). Os cristais e as ceramicas mostram fraco efeito

piezoelétrico, e sdo principalmente utilizados em aplicagdes como sensores.

Esses materiais exibem uma estrutura cristalina e a sua propriedade-chave é a
ferroeletricidade [...]. Um material piezoelétrico ceramico é subdividido em graos
consistindo de células unitarias com diferentes orientacées da estrutura
cristalina. As células unitdarias consistem de ions carregados positiva e
negativamente, e a posi¢io dos seus centros de carga relativamente entre si é de
principal importancia para as propriedades eletromecanicas. Chamaremos este
material de polarizdvel, se uma carga externa, por exemplo um campo elétrico,
pode deslocar esses centros em relagdo uns aos outros. Consideremos BaTiOs ou
PZT, que tem uma estrutura policristalina com grios tendo diferentes estruturas
cristalinas. Acima da temperatura de Curie 7T — para BaTiOs T¢ ~ 120 °C - 130 °C
e para PZT T. = 250 °C - 350 °C, esses materiais tém estrutura perovskita. A
forma cibica de uma célula unitaria tem lado ao e os centros das cargas positivas
e negativas coincidem (veja figura 9.3) [Figura 12 no presente trabalho].
Entretanto, abaixo de 7c¢ a célula unitaria se deforma para a estrutura
paralelepipédica mostrada na figura 9.3 [Figura 12 no presente trabalho]; por
exemplo, BaTiOs a temperatura ambiente muda sua dimensdo por
(co — ao)lao = 1 %. Nessa fase ferroelétrica, os centros das cargas positivas e
negativas diferem e a célula unitdria tem uma polariza¢do espontdnea. Como os
dipolos unitarios estdo distribuidos aleatoriamente, chamamos isto de estado de
depolarizagao térmica ou estado virgem. Esse estado pode ser modificado por um
carregamento elétrico ou mecanico com amplitude significativa. Na pratica, um
campo elétrico forte £ ~ 2 kV/mm ird comutar as células unitarias de modo que
uma polarizagdo espontanea vai ser mais ou menos orientada na diregido do
campo elétrico externamente aplicado como mostrado na figura 9.4 [Figura 13 no
presente trabalho]. Quando o campo elétrico externo é desligado a ceramica vai
exibir ainda polarizacdo residual remanescente no sentido macroscopico (ver
figura 9.4) [Figura 13 no presente trabalho]. Chamamos isto de polarizag¢do
irreversivel ou residual e o processo de polarizagdo (KALTEMBACHER, 2007, p.
245-247, grifos do autor, traducio nossa).

>
NYEROUENON
w RN
ted Y od e
(a) (b) (c)
Figura 13: orientagbes da polarizagao da célula unitaria: (a) no

estado inicial; (b) devida a um campo elétrico forte; (c) apds a
remocio do campo elétrico (KALTEMBACHER, 2007, p. 246)
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O 6xido de calcio e titanio (CaTiOs) é chamado de perovskita e apresenta, tal como o
titanato de bario (BaTiOs), uma estrutura cristalina do tipo ABOs, também conhecida
como “estrutura perovskita”. Tal estrutura é um caso particular dos materiais do tipo

AnB:Xp, com dois cations aqui representados por A e B (CALLISTER, 2007).

Valores tipicos de constantes mecanicas e piezoelétricas para piezoceramicas (PZT) e

piezopolimeros (PVDF), bem como as suas unidades no S.I., sdo mostrados na Tabela 1.

Tabela 1: propriedades tipicas de materiais piezoelétricos

. . Material
Propriedade Unidade no S.I. AT PVDF
Densidade kg/m? 7600 1800
Médulo de Young, 1/s” GPa 50 2,5
Constante dielétrica & /¢, adimensional 1800 10
€31 = 31/SE C/m? -7,5 0,025
dys 102 C/Noum/V 300 - 25
uniaxial: 15
Constantes piezoelétricas iy 102 C/Noum/V. —150 biaxial: 3
d 12 uniaxial: 3
» 107 C/N ou m/V biaxial: 3
dy; 102 C/Noum/V 500 0

Fonte: PREUMONT (2006), p. 120.

Materiais inteligentes (smart materials) convertem energia entre multiplos dominios
fisicos. Um dominio é uma quantidade fisica que pode ser descrita por um conjunto de
duas variaveis de estado (LEO, 2007), tal como o dominio mecénico, cujas variaveis de
estado sdo as tensbes e as deformacées em um material. Outros exemplos de dominios

fisicos sdo mostrados na Tabela 2.

Tabela 2: exemplos de dominios fisicos e de variaveis de estados

associadas
Dominio Elétrico Térmico Magnético Quimico
Varidveis Campo elétrico Temperatura Campo magnético Concentragéo
de estado Deslocamento elétrico Entropia Fluxo magnético  Fluxo volumétrico

Fonte: Leo (2007), p. 2.

Quando uma mudanca em uma variavel de estado em um dominio fisico causa mudanca
em uma variavel de estado de outro dominio fisico, diz-se que ocorre um acoplamento

entre esses dois dominios distintos. Uma representacao visual do acoplamento entre trés
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dominios fisicos é mostrada na Figura 14. Materiais piezoelétricos, portanto, convertem

energia entre os dominios elétrico e mecanico.

MECANICO

tensao

constantes elasticas

efeito I _ coeficiente de
piezelétrico deformagao expansio
direto térmica
efeito
piezelétrico
inverso
campo elétrico efeito piroelétrico temperatura
| <€
constantes dielétricas )
| efeito Joule
deslocamento elétrico entropia

ELETRICO | | TERMICO

Figura 14: acoplamento entre dominios fisicos (baseada em LEO,
2007)

Quando um campo elétrico E é aplicado a um material, ha trés possibilidades de
respostas, determinadas pelas suas propriedades elétricas (CHEE, 2000); a corrente

elétrica pode fluir:

a) livremente no material, devido a presenca de particulas carregadas livres —
elétrons livres, no caso dos metais — que se movem facilmente sob

influéncia do campo elétrico;

b) somente sob certas condigdes, quando alguns elétrons dentro do material
recebem energia suficiente para se libertar da energia de ligacdo local. Eo

caso dos semicondutores;

¢) sob nenhuma hipétese, pois ndo ha particulas carregadas livres dentro do

material. E o caso dos isolantes ou dielétricos.

Embora os materiais dielétricos nao conduzam corrente, eles podem ser
polarizados sob a influéncia de um campo elétrico externo aplicado. [...] Alguns
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dielétricos sdo feitos de moléculas polares em que, devido a geometria, uma
extremidade tem carga ligeiramente mais positiva enquanto a outra tem carga
ligeiramente mais negativa, embora a molécula como um todo seja neutra. Tais
moléculas possuem um momento de dipolo e sdo também conhecidas como dipolos
elétricos. Entretanto, como as moléculas estdo orientadas aleatoriamente,
macroscopicamente o material é também neutro. Mas quando um campo elétrico
externo é aplicado, todas as moléculas polares irdo se alinhar na direcdo do
campo e o material é dito estar polarizado. Para dielétricos que sdo compostos por
moléculas nao polares, ndo hd momentos de dipolo intrinsecos. Mas a aplicacio
de um campo elétrico externo modifica a distribui¢io de cargas em cada molécula
de modo que momentos de dipolo sdo induzidos. Em outras palavras, quer as
moléculas sejam ou néo polares, a presenca de um campo externo ira polarizar o
material ao alinhar os dipolos elétricos (CHEE, 2000, p. 2-3, tradugéo nossa).

Define-se o vetor de polarizacio {P} como a densidade volumétrica dos momentos de

dipolo elétricos {p} :

(P} = i 2z P} (3.1)

onde nd é o numero de dipolos elétricos e v é o volume.

Quando um material dielétrico é polarizado, os dipolos elétricos alinhados produzem

uma densidade de mudanga de volume p,, que afeta o campo elétrico e esta relacionada

a polarizagao por
p :_B,i (L = 1a 27 3) (32)

O teorema da divergéncia de Gauss precisa ser modificado para incorporar p, (CHEE,

2000) e define-se o deslocamento elétrico D, como segue:

Ei,i :%(p_"po) (l = 17 27 3)’ (33)

Di.i =P Di = SOEL‘ +Z)i (L = 1> 2’ 3)’ (34)
onde p é a densidade de mudanca de volume livre, e &, é a permissividade elétrica no

vacuo,

F 2
=8,854x10"% — ou o ) (3.5)
§0 > 2
m Nm
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A relacio entre o campo elétrico e a polarizacio é tomada como linear e envolve o tensor

de suscetibilidade elétrica y:
Pi zé:oZijEj @G,j=1,2,3). (3.6)

O tensor de suscetibilidade elétrica é simétrico e para um material anisotrépico tem no

maximo seis valores independentes.

O deslocamento elétrico é funcdo do campo elétrico e depende também de uma

propriedade do material, a permissividade elétrica absoluta &. A partir da Equacao (3.5)

chega-se a

D, =&(1+,)E; =¢E; (,j= 1,2, 3). (3.7)

)

3.2 EQUACOES CONSTITUTIVAS PIEZOELETRICAS

As equacbes constitutivas de um material piezoelétrico genérico sido, empregando a

notacdo ANSI/IEEE Std 176-1987 (1988),

T, =c3Su—euE, (i,J,k1=1,2,3) (3.8)
e
D =e, S, +&,E, (i,j,k 1=1,2,3; (3.9)

entretanto, é usual encontrar-se na literatura o emprego de outras variaveis para

descrever estas equacoes constitutivas, alternativamente dadas como

S; = Ciutu —ewEy (G J, R 1=1,2,3) (3.10)

D =e, e, +EE, (,,k 1=1,2,3), (3.11)

onde T} (ou S;) sdo as componentes dos tensores mecanicos de tenséo; e S,, (ou ¢, ) sdo

as componentes dos tensores mecanicos de deformacio; cfkl (ou Cifkl) sdo as constantes
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elasticas sob campo elétrico constante; e,, sdo constantes piezoelétricas; &, (ou &) sdo
as constantes dielétricas (permissividade) sob deformacdo mecanica constante; D, é o
deslocamento elétrico (carga por unidade de area); e E, é o campo elétrico (tensao

elétrica por unidade de comprimento).

As equacoes (3.8) e (3.9) podem ser ainda escritas como

S, =8t Ty +dyE, G, j, k, 1=1,2, 3); (3.12)
D =d, T, +'E, G,j k 1=1,2,3), (3.13)

onde sfkl é o tensor de flexibilidade (compliance tensor) sob campo elétrico constante,

-1
. £t E E _(.E\'. =
relacionado com as constantes elasticas c;,, por sijkl—(cijkl) ; d,, sdo constantes

piezoelétricas; e ¢, é a constante dielétrica sob tensdio mecanica constante.

Para a representacdo vetorial dos tensores apresentados anteriormente devem ser

utilizados os seguintes vetores de tensdo mecénica, {T'}, e deformacéo, {S},

7—711 Sll
T22 822
T. S
{Th=1,"1el{St=4.8 1 (3.14)
T23 2823
T31 2831
7”12 2812

dessa maneira, as equacdes (3.8), (3.9), (3.12) e (3.13) podem ser escritas na forma

matricial como

{T}=[c"]{S}-[e]{E}; (3.15)

{D}=[e] {S}+["|{E}: (3.16)
{S}=[s" |{T}+[d]{E}; (3.17)
{D}=[d] (T} +[" {E}, (3.18)
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observando-se ainda que
[e] =|:CEi|[d] e [53} =[5T]—[d]T [CE][d] (3.19)

Adicionalmente as seguintes relacées constitutivas podem ser empregadas (LEO, 2007):

(S} =[s" {7} +[2]{D}; {E} =~[2] (T} +[ £" {D};

T ’ (3.20)
{Ty=[c"] {S}-[n){D}: (E} =~[n] {S}+[5° |{D}.
onde as matrizes auxiliares sdo definidas por
(-LeL" ) [+ J-laL o J 21
[(n)=[elgl:[°]=[£" ]+ [e] ["]&):

3.3 LAMINADO PIEZOELETRICO

Seja uma lamina piezoelétrica de pequena espessura tp e area de superficie Ap, onde as

direcbes 1 e 2 estdo no seu plano médio, tal como ilustrado na Figura 15.

—

Figura 15: lamina piezoelétrica (baseada em LEO, 2007)

Submetendo esta lamina a um campo elétrico na direcédo 3 (da sua espessura), as tensoes
e deformacgbes que ocorrem no plano 1-2 sdo usadas para gerar extensio e flexdo. Em
uma das aplicacbes praticas, tais laminas piezoelétricas sdo empregadas em estruturas
de materiais compdsitos multilaminares, como mostrado nas figuras 16 e 17 (a), como
atuadores que geram flexdo tal como ilustrado na Figura 17 (b), e podem entéo intervir
no comportamento do substrato, ou mesmo, pelo efeito direto, serem usados como
sensores de modo que a energia captada possa ser utilizada para monitoramento e agoes

de controle realimentado.
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elemento piezelétrico

t T E TP camada k

Figura 16: elemento estrutural laminado com camada
piezoelétrica fixada a sua superficie (ISOLDI, 2008)

(a) (b)

Figura 17: flexdo provocada por duas camadas de atuadores
piezoelétricos laminares fixadas em um substrato, submetidas a
polaridades opostas (baseada em LEO, 2007)

Seja a porc¢do de uma estrutura laminada e delgada do tipo placa, casca ou viga, com um
elemento piezoelétrico fixado a sua superficie (Figura 16). Conjuntamente com as
hipéteses da Teoria Classica de Laminagdo, apresentadas anteriormente, é necessario

considerar que:

a) por hipdtese, o campo elétrico e o deslocamento elétrico sdo uniformes
através da espessura, paralelos entre si e normais ao plano médio do

elemento piezoelétrico:

{E}=40 t; (3.22)

{D} =40 ¢; (3.23)
D,

3

b) a piezoeletricidade ¢é linear na camada piezoelétrica k e os eixos

piezoelétricos principais sio paralelos aos eixos de ortotropia estrutural,;
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¢) a direcdo da polarizacao é a direcdo 3.

Desta maneira, as formas explicitas das equacgodes (3.17) e (3.18) sdo

11 811 812 813 0 0 O 7-711 0 0 d31
822 812 822 323 0 0 0 f1122 0 O d32 E
Sy _|Si3 S Sy 0 0 0]]T " 0 0 dy E; ; (3.24)
2S,, 0 0 0 s, 0 O0||T, 0 dy 0|
2S., 0 0 0 0 s, O||T,| |ds O O 7
28,] [0 0 0 0 0 s4||T) [0 0 0]
T,
D, 0 0 0 0 d, O = &g, 0 O0](E,
D,t=l0 0 0 d, O ©0 ;133 +| 0 &, 0\E,;, (3.25)
D, |d, d, d, 0 0 0 || 0 0 &,llE,
T,
T,

e as equacoes constitutivas para a camada piezoelétrica k, a partir da Equacéo (2.19) e

das equacodes alternativas (3.10) e (3.11), ficam

o, Q, &, O & €y
(S1=[Q] {s'} ~{e }(E), =1{0u =| R @ 0 | {5 (—qen(E),; (3.26)

Tig 0 0 Qs e V12 €36

&
(D3 )k - {el}z {81} + (9533 )k (ES )k = (D3 )k = {631 €39 e36}k & ¢t (‘533 )k (E3 )k ’ (3-27)
V12

onde [Q]k ¢é a matriz dos coeficientes elasticos da camada k.

As propriedades mecanicas da lamina piezoelétrica deve ser adicionado o acoplamento

elétrico. O campo elétrico E, esta relacionado a tensdo elétrica ¢, através da espessura

da camada h,,
(), =E, = b (3.28)

Substituindo as equacoes (2.33), (2.35) e (2.38) na equacéo constitutiva (3.26) obtém-se as

tensbes na camada piezoelétrica k referenciada aos eixos globais x-y,
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(s} =[1] (s} =[], [}, [T)," {&} - (7], {e'}, B, (3.29)

a qual, se for considerada ainda a Equagao (2.44), transforma-se em

(s} =[@), fer) 1), e}, 2 (3.50

(3

Como as forcas e momentos resultantes que atuam no laminado sio obtidas pela
Iintegracio das tensdes através da espessura, aplicando a Equacéo (3.30) nas equacées

(2.76) e (2.77) obtém-se

{J]\\;}:E gHi} kszL[[ ]J[ ]:{el}zz—id% (3.31)

onde np é o numero de camadas piezoelétricas; z, e z, , sdo coordenadas da camada &

como ilustrado na Figura 18; e a matriz [13] ¢ uma matriz identidade que pode ser

definida a partir da matriz de constantes dielétricas [gi] como segue:

[Is] z[gi][gii]il- (3.32)

camada k

Zr |z ‘[f-"k-J

plano-médio

Figura 18: coordenadas da camada piezoelétrica £ (ISOLDI, 2008)

Se todos os termos constantes forem colocados fora da integral, a Equacao (3.31) fica

M T e [
M S RN oNEe

onde z,,, também mostrado na Figura 18, é a distancia entre o plano médio da lamina

(3.33)

piezoelétrica k e o plano médio do laminado.
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A Equacéo constitutiva (3.27), sendo trabalhada de modo semelhante, conduz a

NG B e NG NIEA IR EA I TS CEY

que deve ser integrada ao longo da espessura:

Zp-1

" Ddz=[" e}, [T [[1] =[L, ]]{ }d - Gt % dz (3.35)

Como o deslocamento elétrico é considerado uniforme através da espessura, pode ser

utilizado um valor médio; entéo,

D ~{eh 1) (18] =B |- 8 6.56

Portanto, as equagbes constitutivas integradas sobre a espessura de uma estrutura

laminada com camadas piezoelétricas sdo

R RN P

36 J 1

Dk = {331 €39 ege}k [T];T [[13] 2ok [13 ]:' {i} - é:k Z_k . (3.38)
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4 FORMULACAO VIA ELEMENTOS FINITOS

4.1 FORMULACAO INCREMENTAL LAGRANGEANA DO MOVIMENTO

Objetivando a abordagem de problemas que envolvam nao linearidade geométrica,
aquela onde nao podem ser desprezadas as modificagées da geometria do corpo quando

carregado, as seguintes consideracoes devem ser feitas.

Seja a analise do movimento de um corpo em relacdo a um sistema de eixos de
referéncia, com o intuito de determinar as configuragbes por ele assumidas para
diferentes tempos e cargas, desde uma configuracéo inicial °C, correspondente ao tempo
¢t = 0, até uma configuracdo final 'C, correspondente ao tempo ¢ = #.. Por hipétese, sdo
conhecidas todas as variaveis do problema em cada instante genérico ¢, e sdo requeridos
os valores destas variaveis no tempo ¢+ Af. Assim, diferentes configuracdes sio
determinadas sucessivamente; tal descricio do movimento é conhecida como descricdo

Lagrangeana.

A descricdo Lagrangeana pode ser do tipo Lagrangeana total e Lagrangeana atualizada.
Na descricdo Lagrangeana total todas as variaveis sdo referidas a configuracio inicial,
correspondente ao tempo ¢ = 0; na descricio Lagrangeana atualizada adota-se como
referéncia a ultima configuracio determinada: a configuracdo no tempo ¢+ At é obtida

tendo como referéncia a configuracido no tempo ¢.

4.1.1 Principio dos trabalhos virtuais (PTV)

Seja um corpo em equilibrio, em um sistema (estacionario) de coordenadas cartesianas
x,, X, € x,, tal como mostrado na Figura 19 em trés sucessivas posic¢des, nos instantes 0,
t (qualquer) e ¢+ Af, sofrendo deslocamentos finitos, podendo ocorrer grandes
deslocamentos, rotacdes e/ou deformacdes. Na configuracdo °C, por exemplo, o corpo
apresenta area superficial A e volume °V; um ponto P genérico, a ele pertencente, tem

coordenadas (Oxl, ’x,, Oxs); sofre forcas de superficie °£° (i = 1, 2, 3) (ndo mostradas); etc.
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Nas demais configuracées, observa-se que o0s sobrescritos esquerdos dessas

caracteristicas sao alterados para t e ¢+ At .

Adotando-se a abordagem Lagrangena, é necessario identificar qual é a configuracio de
referéncia, que é mostrada como um subscrito esquerdo no seguinte equacionamento

(caso seja diferente da configuracéo atual).

.. .. THAL
X,, X,, X,

oc (oA OV)
0 r At
Ky Wiy X

Figura 19: movimento de um corpo em um sistema de coordenadas
estacionario (ISOLDI, 2008)

A equacéo basica do principio dos trabalhos virtuais aplicado ao corpo na configuracio

correspondente ao tempo ¢+ At, quando ele sofre um deslocamento virtual Su , é

t+AtTij5t+Ateij t+Ath — t+Atm (l,] - 1’ 2, 3)’ (41)

t+AtV

onde 7; é o tensor de Cauchy; Je; é o tensor de deformagdes correspondente aos

deslocamentos virtuais, dado por

t+At _
0" e = 2

) oou.
1[ Oou; ook, j i,j=1,2,3) 4.2)

+
a t+Atxj a t+Atxi

e R é o trabalho virtual das cargas mecanicas externas atuantes sobre o corpo,

tratgy J‘ t+AtﬂB§ui LAV 4 J‘ t+AtfiS5u£9 AL A (i=1,2,9), (4.3)

l+AtV t+AtA

onde £ sdo forgas por unidade de volume, e Su’ = Ju, calculado na superficie A .
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Como a configuracio referente ao tempo ¢+ A¢ é inicialmente desconhecida, a Equacio
(4.1) precisa ser reescrita de modo que as grandezas envolvidas sejam referenciadas a
uma configuracio conhecida, o que é feito substituindo o tensor de Cauchy pelo segundo

tensor de Piola-Kirchhoff, S;, cujas componentes no instante ¢ referenciadas a

configuracio O relacionam-se com as componentes do tensor de Cauchy por

'8, =f %%, 7 0%, Gy By 1= 1,2, 8), (4.4)
onde
0°x,
(t)xi,k = atxk (4.5)

e ‘p e 'p sdo as massas especificas do corpo nas configuracdes O e .

Sendo o tensor gradiente de deformacéao ,F; definido como

[ At t to |
o'x, 0'x;, 0'x
0%, 0°x, 0°x, .
o'x. o'x. o'x 0%11  oXi2 0%
2 2 2 || ¢ ¢ ¢
2% o'z o'z | 0%51  0X2s oXas |, (4.6)
1 2 3 t t t
5 5 5 0¥31  o0¥s2 0%33
X X X
3 3 3

0 0 0
| 0°x, O0'x, 0 x|

¢

i 0'X;
ol =

y an]

G,j=1,2,3)=[ F]|=

demonstra-se que ‘p e ‘p estdo relacionadas por

t t t
0'x, O0'x, O0'x,
0 0 0
0o'x, 0x, 0x

0 t t t
Yo, : o'x, 0'x, O0x, : : :
——=det| F |= = x X Xoal. 4.7
tp [0 :' aoxl aoxz 80363 ) 2,1 ) 2,2 ) 2.3 (4.7)

t t t
0'x, O0'x, O0'x,
0°x, 0°x, 0°x,

O tensor de deformacgdes utilizado conjuntamente com o segundo tensor de tensées de
Piola-Kirchhoff é o tensor de deformacées de Green-Lagrange, sendo suas componentes

cartesianas no tempo ¢ referenciadas a configuracgio inicial 0 dadas por
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1
t _ t t t t .. _
o€, ——(Oui,j + ol + Ouk’ioukyj) @ j, k=1,2,3).

=5 (4.8)

Para empregar a formulacdo Lagrangeana atualizada, a Equagao (4.1) precisa ser

reescrita como

J. H—Att‘s'ijéwmg' th = HAtﬁR (7’7 j7 k = 17 2a 3) (49)

t<ij
v

onde o segundo tensor de tensdes de Piola-Kirchhoff %S, é relacionado ao tensor de

tensor de tensdes de Cauchy por

t

HA;:tSij = pr t+Attxi,k HAtTkl t+Attxj,l G J, k1=1,2,3), (4.10)
onde
‘P
+A
—— =det[ "YF], (4.11)

sendo o tensor gradiente de deformacio na descri¢do Lagrangeana atualizada dado por

oty otMx, 9"y, | 14 0'Au,  0'Ay, o' Au,
o'x, o'x, o'x, 0'x, o'x, 0'x,
t+At t+At t+At t t t
Qo L N R T PR VRl
0'x, 0'x, 0'x, 0'x, 0'x, 0'x,
at+Atx3 at+Atx3 at+Atx3 atAuB atAu3 1 . atAuB
| 0'x, 0'x, 0'x; | 0'x, 0'x, o'x, |

O tensor de deformacido de Green-Lagrange correspondente aos deslocamentos virtuais,
na descrigao Lagrangeana atualizada, é

1
t+AE t+At t+At t+At t+At L —
o e —5—( u u Uy tuk,j) (G4,j,k=1,2,3).

ty — 9 t i,j+ t j,i+ (4~13)

Numa anélise dinamica é necessario incluir um termo adicional a esquerda da Equacao

(4.9), referente as forgas de inércia, dado por

j LA G S MY (D=1, 2, B), (4.14)

!+AtV
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sendo as aceleracdes i, definidas como

2
i =0 (1=1,9,39) (4.15)

oo

4.1.2 Equacao incremental do principio dos trabalhos virtuais

Para obter-se a equagdo incremental dos trabalhos virtuais de um dominio continuo, as

tensées ”AfSij devem ser expressas da seguinte maneira (QUN; MU; WENQI, 1998;

BATHE, 1996):

“hS; ="t +,AS; (1,j=1,2,3), (4.16)

7y

onde ‘z; =/S; e ,AS; é a tensdo incremental referenciada a configuragao ¢.

As deformacées devem ser definidas por

e, = &, + As; = Ae; = Ney + An, (L), R, 1=1, 2, 3), (4.17)

]

sendo ‘¢

:&; =0 e Ae; a deformacéo incremental linear referenciada a configuragao ¢, dada

por
Ae, =%(tAuw +Auy,) G k=1,2,9). (4.18)

A parcela ndo linear da deformagao incremental, ,A7,, referenciada a configuragéo ¢, é
An; =%tAuk,”AukJ. G,j, k=1, 2, 3). (4.19)

Substituindo as equacdes (4.16) e (4.17) na Equacao (4.9), a equacido incremental do

principio dos trabalhos virtuais fica

[ AS;5,Ae,'dV + [ ‘1,6, A, 'dV = "R - [ '2,6,Ae;'dV (i, j, k=1,2,3). (4.20)
‘v v %

Admitindo a aproximacédo &,Ag; =9 ,Ae;, a relagio constitutiva

AS, =C,

ijrs t

Ne. (,j,r,8=1,2,3) (4.21)
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pode ser estabelecida, onde ‘C. é o tensor de propriedades do material na configuracio

ijrs

t; dessa maneira, a equacao do PTV pode ser expressa por

[1Cyi e, 8 Ney'dV + [ 17,5, An,'dV = "R [ '7,5,Ae;'dV (4.22)
lV tV

‘v
com (i, j, r, s =1, 2, 3), ou de forma compacta,

I +1,=1,-1,, sendo

I =[Cy, A, 8,0e,'dV; I, = [ '2,5,An,'dV; (4.23)
ty ty
I ="%R I, = j '7,6,0e,'dV.
‘v

4.1.3 Consideracao do material piezoelétrico

O campo elétrico pode ser definido como

0

t

t —
tEi__

Y =123, (4.24)
X.

12

onde ¢ é o potencial elétrico e o gradiente é avaliado na configuragdo deformada.

Multiplicando a Equacao (4.24) por OtFLJ e utilizando a regra da cadeia, obtém-se o campo

z . t
elétrico Lagrangeano ,E, ,

OtEk =_6 2 xi = ttEk otEk’ (4.25)

cuja relagdo inversa é
-1
ttEk = otEk(otE'k) : (4.26)
Seja um corpo dielétrico em sua configuracdo deformada ‘C sob uma distribuicdo
superficial de cargas elétricas g. Definindo-se a densidade superficial de cargas /¢ como

t

. dq
L. _
o= limran @20

os deslocamentos elétricos podem ser expressos por
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D,'n, =—/¢, (4.28)

onde n, é o vetor das normais a superficie. Esta medida é definida na configuracao

deformada; para a obtencdo de uma medida Lagrangeana, o seguinte procedimento deve

ser feito.
Multiplicando ambos os lados da igualdade da Equacio (4.28) por ‘dA,
/D.'n.'dA=-c'dA, (4.29)

e empregando a formula de Nanson (HOLZAPFEL, 2000), que relaciona um elemento de
area diferencial na configuragio corrente com um elemento de area diferencial na

configuragao de referéncia de modo que

'n,'dA = (det| /F ) Ziik "n, dA =(det[ (F])(sF,) " °n,dA, (4.30)
chega-se a
—ic'dA=(det[ ;F|)(sF,) " (D,°n,"dA; (4.31)

portanto, a medida Lagrangeana de deslocamentos elétricos é
-1
oD, =(det[ ;F])(sF) (D, (4.32)

de modo que
~-lc'dA=!D,"n,dA. (4.33)

Para aplicar o principio dos deslocamentos virtuais a materiais piezoelétricos

(CARDOSO, 2005; GAO E SHEN, 2003; ISOLDI, 2008; MARINKOVIC, KOPPE E

GABBERT, 2005; YI, LING E YING, 2000), é necessario incluir termos elétricos a

Equacao (4.9):

[ 48,0 e, AV — [ “4DS"NE, AV = "3 (,)j, k=1,2, 3. (4.34)
v

t™~y t <y
v
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Aqui sdo tratados os vetores deslocamento elétrico “*D, e campo elétrico ""“E,, ambos

na descri¢io Lagrangeana atualizada; e o trabalho "3 realizado pelas cargas externas,

dado por
t+AtS — t+Atm+ J‘ t+Atgi5¢i t+AtdA (l — 1, 2, 3), (4.35)
t+AtA
onde ““g, é a densidade de carga elétrica na superficie A no instante ¢ +At e 54, é o

potencial elétrico virtual na configuragao t + At .

Para obter a formulagao incremental do PTV, o deslocamento elétrico e o campo elétrico

devem ser tomados como sendo

“4D, =D, +,AD, (i=1,2,3); (4.36)
“Mp '+ AE, = AE, = ,AEY + AE™ (=1, 2, 3), (4.37)

onde /D, é o deslocamento elétrico no instante ¢ referenciado a configuragdo ¢; ,AD, é o

deslocamento elétrico incremental em relagdo a configuragdo t; ,E, =0; tAEi(l) e tAEi("l)

sdo as parcelas linear e ndo-linear dos incrementos de campo elétrico, respectivamente.
Considerando apenas a piezoeletricidade linear, a Equacéo (4.37) fica

“ME = AE" = AE, = -Ag, =—%, (i=1,2,3). (4.38)

l

Substituindo as equacdes (4.16), (4.17), (4.36) e (4.38) na (4.34), a equacio incremental do

principio dos trabalhos virtuais de um continuo piezoelétrico fica

[ /AS;5,As,'dV — [ AD.S AE,'dV + [ 'z;8,An;'dV =
tV tV lV

(4.39)
“N3+ [ DS AE'AV - [ ‘1,6 ey 'dV,
tV gV

com (i,j, k=1, 2, 3).

As equagbes constitutivas incrementais do continuo piezoelétrico, considerando-se as

equacoes (4.11), (3.10) e (3.11), ficam
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AS, =C,

yrst

Ae_ —'e. AE. (i,j,r,s=1,2,3); (4.40)
rs Jit i

AD, ="e; A, +'&, AE, (i,j=1,2, 3), (4.41)

t [2 iyt

as quais, quando substituidas na Equacdo (4.39), fornecem a equacido incremental

linearizada do PTV:

[ 1Cyi e, 5 Ney'dV — [ ‘e, AES Aey'dV —

vy v

[ ‘e; . Ne;8 AE,'AV — [ '&; AES,AE,‘dV + [ ‘1,5, An;'dV = (4.42)
% v ty

“M3+ [ DS ,AE'AV - [ ‘1,6 ey 'dV,
tV gV

com (i,j,r,s=1,2,3).

4.2 ELEMENTO FINITO GPL-T9 PARA PLACAS E CASCAS DELGADAS

4.2.1 Deslocamentos e deformacées incrementais dos elementos finitos

Em placas e cascas delgadas a espessura do sélido é pequena em relacdo as demais

dimensdes, e as seguintes consideracoes sio feitas:

a) o plano médio da placa nao sofre deformacées devidas a acéo de flexdo;
b) a componente de tensdo normal ao plano médio da placa é nula;

¢) as particulas do material que originalmente pertencem a uma reta
perpendicular a superficie média da placa continuam pertencendo a esta
reta, mesmo com a deformacio da placa; as deformacées de cisalhamento
sdo despreziveis e a referida reta mantém-se perpendicular a superficie

média da placa durante a deformagcao;

d) os esforcos de membrana e os esforcos de flexdo, atuando
simultaneamente, no regime linear produzem deformagoes independentes

que podem ser tratadas com o principio da superposi¢io dos efeitos.

Seja o elemento finito triangular de 3 nds de placas e cascas, plano e delgado, mostrado

na Figura 20, em um sistema de coordenadas local.
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L Ga— Y

Figura 20: elemento finito triangular, plano e delgado, de trés nés
(QUN; MU; WENQI, 1998)

Os incrementos de deslocamentos a qualquer tempo neste elemento podem ser expressos

por (QUN; MU; WENQI, 1998):

Au; =Au; —Aw,z; (4.43)

Aw =Aw, (4.44)

onde Au, e Aw s@o os incrementos de deslocamento no plano neutro do elemento; z é a

coordenada na direcdo z; e i = 1, 2 representam as diregées x e y, respectivamente.

Substituindo tais incrementos nas deformacées incrementais dadas nas equacodes (4.18) e

(4.19), tem-se

Aeizj = %(Aulj + Auj,i ) - Aw,ijz (La.] = ]-, 2)9 (445)

o1 .
An; = E(Auk’iAukJ + Aw’iAwJ)—Aw,ijz G,j=1,2). (4.46)
A Figura 21 mostra os graus de liberdade nodais de membrana e de flexdo (apenas no nd

3) do elemento finito triangular.

- L .

(a) membrana (b) flexao

Figura 21: graus de liberdade nodais (a) de membrana e (b) de
flexdo do elemento finito triangular (baseada em QUN; MU;
WENQI, 1998)
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e . . . -
} , considerando inclusive a rotacéo

mi

O vetor de deslocamentos nodais de membrana {u

no plano da superficie média do elemento (drilling), é
{umi}e = {uxi uyi ezi }T (l = 17 27 3)7 (447)

onde u, =u; e u,=v, sdo os dois graus de translagdo e 6, é o grau de liberdade de

rotacao.

Os deslocamentos de membrana, em func¢io de seus valores nodais, sdo dados por

{Z} =[H, {u.} (4.48)

y

onde [Hm] ¢é a funcéo de interpolacdo de membrana no elemento,

Li O ub;

H
[Hmi]:|: 0 I H

i v,

(]

} (i=1,29) (4.49)

sendo

H, =

ut,

L(b,L;-bL,) (i —>j—>m);

H:

v0;

N N~

L(c,L; —¢L,) (i—> j>m); (4.50)

b=y, -y,ec=x,-x;jm=1,23),

com L, representando as coordenadas de area, e x;, e y, as coordenadas nodais e a

notacio “1 — j —m” se refere a ordem a ser seguida da permutacéo dos indices.
O vetor de deslocamentos nodais de flexdo de cada elemento, {u,}", é
e T,
{uy} ={w, 0, 0,} (=123, (4.51)

onde w; sdo os deslocamentos transversais, e 6, e 6, sdo as rotacoes nodais em torno

dos eixos x e y, respectivamente.

Os deslocamentos transversais sdo dados por
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w=[H,]{u,}", (4.52)

onde a funcdo de interpolacio de flex3o, [H b], é

[H,]=[H H, H,|(=1,23), (4.53)
sendo
H, =L -2F +(1—rj)Fj +(1+7,)F,;
H, :%[meiLj b L, L +(b,~b, ), +(rd, +b,)F, +(r,b, +b) F, ]:
H,=[e,LL =L, +(¢, =6, ) F (e, +6,)F, + (e, +¢)) F, | (4.54)
F=-L (Li —%)(Li 1) :zf%(liz'" ~12,) G, j,m=1,2,9),
com

L =,fxi2_j +yl L x=x-x ey =y, -y (,j=1,2,3), (4.55)

onde /,_; é o comprimento do lado i —.

Os incrementos de deformagao linear da Equacédo (4.34) devem ser desmembrados em

incrementos de deformacéo linear de membrana, {Aem}, e de flexdo (curvaturas), {Aeb} ,

dados por

{Ae,}=1Ae, ¢ = Au ; (4.56)

Ak, Aw.,,
{Ae,} =< Ak, t=—3 Aw, |. (4.57)
Ax,, 2Aw

Substituindo a Equacéo (4.38) em (4.46) obtém-se o vetor de incrementos de deformacoes

de membrana em funcio dos deslocamentos nodais de membrana:
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Ae

X

{Ae,} =1 Ae, t=[B,]{Au,}", (4.58)
Ay,,

onde [Bm] ¢é a matriz relagdo deformacgao-deslocamento de membrana, definida por

i m-—J
(B, ]= ﬁ 0 2 ¢ (e,L, —c,L,) G,jym=1,2,3), (459
2¢; 2b (cb, +bc, )L, —(cb; +be;)L,

12

26, 0 b (b,L; -b,L,)

e A é a area do elemento.

De modo anéalogo, substituindo a Equacio (4.51) na Equacio (4.57) determina-se o vetor

de incrementos de deformacdes de flexdo em funcio dos deslocamentos nodais de flex&o:

Ax

{Ae,) =1 Axc, b= [B,]{Au, ', (4.60)
Ax

xy

onde [Bb] ¢é a matriz relacdo deformacéo-deslocamento de flex&o,

Hi,xx Hxi,xx Hyi XX
|B,|]=-| H,, H,, H,, |(i=123). (4.61)
2Hi,xy 2Hxi,xy 2Hyi,xy

A equacio incremental dos trabalhos virtuais (4.23) pode ser desenvolvida como segue.

Il = .[ tCijrstAersétAeij th
‘v

I, = [5{he,} [D,]{Ae,} 'dA+ [ 5{Ae,} [D,,]{Ae,} ‘dA+ (4.62)
‘A ‘A

[ 5{Ae,} [D,,]{Ae, } ‘dA + L 5{Ae,)" [D,]{Ae,} 'dA,

‘A
com

[D,1=[T,] [ANT,]. [D]=[T,) [DIT,]. e [D,]=[D,, =T, [BIT,].  (4.63)
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onde [D,], [D,] e [D,,] séo as matrizes constitutivas incrementais de membrana;
flexdo e acoplamento membrana-flexdo, respectivamente; as matrizes [A], [B] e [D] séo
componentes da matriz de rigidez completa [C] do compésito laminado, estabelecidas na
Equacao (2.87); e [Tg] é a matriz de transformacao do sistema de coordenadas global
para o local, definida por

cos” 6 sen” 6 sen@cos @

[Tg] = sen”® @ cos” 6 —senfcosf |. (4.64)
—2senfcosf 2senfcosf cos’O—sen’

Nesta matriz, 6 é o angulo entre o eixo x, do sistema de coordenadas global 0-x-y-z, e o
eixo 1, do sistema de coordenadas local do compdsito laminado, definido pelas suas

direcdes principais, tal como ilustrado na Figura 5.

O termo néo-linear da Equacio (4.23) fica

I,= [ 'r;6,An;'dV = [ 5{An}"['N [{An}‘dA, (4.65)
‘A

‘v

onde [tN ] sdo as forcas internas de membrana, dadas por

[tN] :[Dm][Bm]{tum} +[Dmb][‘Bb]{tub} :{i]]zz :xz} , (4.66)

e os incrementos de deformagao nao linear {An} séo

()= (e wen

Y

sendo [G;] a matriz geométrica do elemento:

CAE (69

O trabalho virtual das forcas externas, no tempo ¢+ At, e o trabalho virtual das forcas

Iinternas no tempo ¢ valem, respectivamente, a partir da Equacéo (4.23):
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13 _ t+Atm — J' t+AtfiBé‘ui t+Ath + I t+At}(;Sé‘u£S t+AtdA : (469)

i+AtV t+AlA

I, = [ ‘2,8 Ac;'dV = [ 5{he,} {'N}'dA+ [ 5{Ae,}" {'NM}'dA +

v . 4 4.70
[ o{Ae,}" {'MN} 'dA + [ 5{he,}" {' M} dA, @0

‘A

com

(N} =[D,[B){u.}={'N. ‘N, N}
{'NM}=[D,,1[B,){'u,) ={'NM,, ‘NM, ‘NM,)}; W
{'MN}=[D,,][B,]{'u,}= {tMNxx ‘MN,, ‘MN,};

(‘M) =[D)[B){'w}={M, ‘M, ‘M,

onde {tN}, {tNM}, {tMN} e {tM} sdo os vetores correspondentes, respectivamente, as

forcas internas de membrana, ao acoplamento dos efeitos de membrana e de flexao/flexao

e membrana, e aos momentos de flexdo no elemento.

4.2.2 Discretizacao espacial pelo método dos elementos finitos

Para o caso dos problemas estaticos considerando a n&o linearidade geométrica, as
equacbes incrementais de equilibrio sdo discretizadas pelo método dos elementos finitos

como
['K [{Au} ={""R}-{'F|, (4.72)
onde {Au} ¢é o vetor de incremento de deslocamentos nodais, dado por

{Aul}
(Auy={Au,) s {Aw) = {Au, Au, Aw, A6, A6, A6}, (4.73)

{Au,}
com (1 =1, 2, 3); {”NR} é o vetor de forcas nodais externas; {tF } é o vetor de forcas
internas; e [‘K ] é a matriz de rigidez total corresponde a soma da matriz de rigidez
linear, [K L], com a matriz de rigidez nao linear geométrica, [tK NL] :
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['K]=[K,]+] 'Ky, ] (4.74)

Para a determinacdo da matriz de rigidez linear considerando ambos os efeitos de

membrana e flexdo, em elementos de placas e cascas delgadas laminadas tem-se o

sistema acoplado (JEYACHANDRABOSE; KIRKHOPE, 1985)

(K] (K] ffw,)] [ BB @75)
[l R

(K] [K,] |[{Aw) {”AtRb}—{tE)}

sendo as matrizes de rigidez devidas aos esfor¢cos de membrana [Km], de acoplamento

membrana-flexdo [K,, ] e [K,, ]|, e de flexdo [K, ], definidas por

[K.]= I [B.]' [D,][B,]'dA;

[K,.]= f [B,]'[D,,][B,]'dA;
: (4.76)

T

[Kbm] = I[Bb]T [Dbm][Bm]tdA = [Kmb] 5

‘A

T
[K,]= _[ [B,] [D,][B,]'dA.
‘A
Isoldi (2008) apresenta, em seu anexo B, a forma explicita das matrizes de rigidez do

elemento finito.

Os vetores de forgas nodais externas referentes aos esfor¢cos de membrana, {”AtRm} , e de

flexdo, {”AtRb} , ficam

{*“R,) L[Hm] {{HNRy} aA; (4.77)
R} [[L] (R} as

onde {”A‘Rx}, {”AtRy} e {”A‘RZ} sd@o os vetores das forgas nodais externas nas diregdes x,
y e z, respectivamente; e os vetores de forcas internas de membrana {‘Fm} e de flexado

{‘Fb} , ho tempo ¢, sdo dados por
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(E)= (BT (N} aas ] (B {0 an
{th}=f[Bb]T{‘M}tdA+t£[Bb]T{tMN}tdA. (4.78)

‘A

Deve ser observado que, para o calculo dos vetores das forcas internas de membrana

{tN } e do acoplamento dos efeitos de flexdo e de membrana {tMN }, da Equacio (4.71),

sdo empregados os deslocamentos totais de membrana em um instante de tempo ¢

(BATHE; HO, 1981); porém, o calculo dos vetores correspondentes aos momentos de

flexdo, {'M}, precisa ser feito por incrementos,
(M ={""M}+{,,AM}, 4.79)
onde os momentos de flexdio incrementais {, ,,AM} sio definidos por
{aAM} =[D, ][ B, [{ -0 Att, |, (4.80)

sendo {, ,,Au,} o vetor de deslocamentos incrementais de flexdo na configuracéo ¢—At.

Isto se estende, evidentemente, também ao vetor de acoplamento dos efeitos de

membrana e de flexdo {tNM }

A matriz de rigidez néo linear geométrica é dada por

(‘K |= [[Go] ['N][G,]'dA. (4.81)

‘A

Para a analise dindmica é necessario incluir o efeito das forcas de inércia e, para uma

abordagem mais realista, também o efeito das forcas de amortecimento:
[M]{ i+ [e]{“a) +[ 'K |{Au} = {{““R} - {F}}. (4.82)

A matriz de massa [M ] pode ser calculada a partir das funcées de interpolacdo do

elemento finito:

[M]= }ihkpk [[H]' [H]da. (4.83)
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Na Equacao (4.83), n é o numero total de laminas que compdem o compoésito laminado;

h, e p, sdo a espessura e a massa especifica da k-ésima lamina, respectivamente; e a

matriz de interpolacdo completa [H ] ¢é dada por

L 0 H, 0 0 0
[H]=|0 L H, 0 0 0 |G=123) (4.84)
0O 0 0O H H, H,

Neste trabalho a matriz de massa foi calculada através da regra de quadratura

gaussiana, empregando trés pontos de integracao.

A matriz de amortecimento [c] pode ser determinada a partir das matrizes de massa e

de rigidez,
[c]=ar[M]+ B:[K], (4.85)

onde as constantes de Rayleigh a, e S, sédo calculadas a partir dos autovalores do

sistema e das razdes de amortecimento (adimensionais) de cada modo de vibragao, as
quails sdo arbitradas ou definidas pelo usuario (BATHE, 1996; CLOUGH; PENZIEN,
1993; GROEHS, 2001).

Para a andlise estatica ou dinamica linear, as seguintes simplificacées sdo feitas:

[‘K]E[KL], {tF}z{O},e {Au} ={u} =<{u,}, (4.86)

ou seja, a matriz de rigidez nido linear geométrica e o vetor de forcas internas nao sio

utilizados; e as incégnitas do problema séo os deslocamentos nodais totais {u}, e néo

malis os incrementos de deslocamentos nodais.

Todas as equacbes de equilibrio incrementais apresentadas anteriormente foram
referidas ao sistema local de coordenadas do elemento. Para a montagem de todas as
matrizes e vetores € necessaria uma transformagdo para o sistema global de

coordenadas, como segue.
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Seja o elemento finito plano triangular da Figura 22, com trés nés (i, j e k), num sistema

de eixos local x-yl-z!, e um sistema de eixos global x2-ys-zz.

"4

Figura 22: sistemas de eixos, local e global, do elemento finito
triangular de trés nés (baseada em ZIENKIEWICZ, 2000)

Organizando a matriz [/1] dos cossenos dos angulos entre os eixos locais e globais

A’ XX ﬂ’xy ﬂ’xz
[A]=]4. 4, 4./ (4.87)
ﬂ“zx zy ﬂ‘zz
onde
G YW A AL % Ve, _E
XX ll ) 1 T xy ll_z 1 xz ll_z 1 Tzx 2A’ zy 2A’ 2z 2A’
ﬂ’ /,l’zyﬂ’xz - ﬂ’xy/lzz’ ﬂ’ ﬂ’xxﬂ’zz - ﬂ’zxﬂ’xz’ /1 ﬂ’zx//{’xy /lxx/lzy’

b= (s ) (o o) (= -2

x, = (o5 - i) (25 -2 ) - (25 -2 ) (o5 - o%); (4.88)
2=t ot ettt <t ot 1)
2, = (x§ —xf ) (o8 — 8 ) = (o5 — o8 ) (5 —x);

24 =[x +y! +22,

sendo A_ o cosseno do angulo formado entre o eixo x! e x2, e assim sucessivamente, a

matriz de transformacgao global-local [Tg,] fica
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(4.89)

7] [ [o]
20| o] (2] [o] |eom [r)-| o] F01

[o] [o] [7.]

Definida deste modo, a matriz de transformacéo global-local deve ser utilizada como nos

seguintes exemplos:
{w}e Z[Tgl]{ug}e; {Rg _Fg}e :[Tgl]T {Rz _Fl}e; [Kg]e Z[Tgl]T [Kl]e [ng] (4.90)

4.2.3 Consideragao do material piezoelétrico

Incorporando até duas laminas de material piezoelétrico ao elemento finito descrito
anteriormente, podendo ser utilizadas como atuadores e/ou sensores e entdo aplicadas ao
monitoramento e controle de vibragoes, tal elemento passa a ter adicionalmente um grau

de liberdade elétrico por camada piezoelétrica (¢), além dos seis graus de liberdade

mecanicos (u u,w,0,.,0, eHZ). Por hipédtese, o potencial elétrico é tomado como

x s Pyos W Yy

constante sobre o elemento (BALAMURUGAN; NARAYANAN, 2001).

Sendo a formulacio Lagrangeana total dos deslocamentos elétricos dada por
“lp=lp+ A, (4.91)

considerando a Equacao (4.25) é possivel avaliar o incremento de campo elétrico, como

segue:

o Jjp+A ¢
(0¢0 ¢) == 800¢ - aoA¢ = OtEl —Cps (4.92)
0'x, o'x, 0x,

t+At _
OEk -

onde (E, é o gradiente linear de campo elétrico e “c, é linear com respeito ao incremento

de campo elétrico. Como o gradiente é linear com respeito ao potencial elétrico, existe

apenas uma componente linear de incremento” (ISOLDI, 2008, p. 174).

Considerando as equacdes (3.22), (4.37) e (4.92), o campo elétrico incremental é dado por
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g 0
AE))  (Ag, an
(AE}={AE, | =—1Ap, | =- ‘38—‘” —lot=-to! (4.93)
| y

AE.| A
z ¢,2 (3A_¢ @ A¢

oz 0z h

e 0 campo elétrico no elemento finito é

A¢pi
{%}, @99

onde [BJ ¢ a matriz das derivadas das fun¢des de interpolagédo elétricas; h, e h, sdo
as espessuras das laminas piezoelétricas inferior e superior, respectivamente; e Ag, e
Ag, s@o os valores incrementais dos potenciais elétricos nas laminas inferior e superior,

respectivamente.

Dessa maneira, a equacéo incremental de equilibrio dinamico no seu caso mais geral,
empregando a analise ndo linear geométrica, considerando amortecimento e possuindo

camadas piezoelétricas, fica, discretizada pela técnica dos elementos finitos,

{[MW] 0] } U {[cw] [01} e, R ] (R {{Au}}:
OF L] )] Lol [oLJ[{g}] | [K.] [Ke]]UiAd)
{HAtRu}_{tFu}

{t+AtR¢}_{tF¢} ’

(4.95)

onde:

a) as matrizes de massa, amortecimento e de rigidez, [M,, ], [c.] e [‘Kuu]

respectivamente, devem ser calculadas levando em consideracdo as

camadas piezoelétricas que estiverem presentes em cada elemento;
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b) a matriz de rigidez elétrica [K ¢¢] é definida por

Ai§33
0
__rgrlal Ol rg | M
[K,]=[['5] {[O] [a]}[ Jav— " | (4.96

S

onde A sdo as areas da superficie, h s@o as espessuras e &, s@o as

constantes dielétricas dos elementos piezoelétricos, e os subscritos i e s

referem-se as camadas piezoelétricas inferior e superior, respectivamente;

¢) a matriz de acoplamento elastico-elétrico ou de rigidez eletromecéanica

[szﬁ:l = [Ku¢ ]T é dada por

R ORI T
EO0 o [ U o
o [ T[] o7, |

;';,Z |:tBb:| [tBb:|_ _[0] I:el]s_ [B¢] dV,

sendo z a coordenada cartesiana normal ao elemento e [el} é a matriz de

acoplamento piezoelétrico no sistema local de coordenadas,

[¢']={0}|=]|0 0 O] (4.98)

d) a determinagdo do vetor de forgcas mecanicas internas {tFu} precisa

considerar o efeito das camadas piezoelétricas a partir das equacoes (4.78)

e (3.37);

e) o vetor de cargas elétricas nodais externas {”NR¢}, de acordo com

Marinkovic, Képpe e Gabbert (2004), é calculado por
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t+At _ q; | tine
{ R*’}_HL{QS} dA, (4.99)

sendo g, e ¢, as cargas elétricas no elemento piezoelétrico inferior e

superior, respectivamente;

f) o vetor de forcas elétricas internas {‘F¢} é dado por (MARINKOVIC;

KOPPE; GABBERT, 2005; YI; LING; YING, 2000):

U} A% (4.100)
(D} |

{%}ZLVPBJ

onde os vetores deslocamento elétrico {tD}' e {tD} das camadas

piezoelétricas inferior e superior, respectivamente, sdo dados em uma

formulacdo Lagrangeana atualizada, segundo ISOLDI (2008), por

{'D} =det[ "¥F|[*F] " {!D}, (4.101)

t

onde { tD} é calculado a partir da Equacéao (3.38), como sendo

{{D}= 0 . (4.102)

t 0 t
{931 €35 e3s}k [T];T [[13] 2ok [13]]{ t&‘ }_ &, %
K k
No caso de uma andlise sem amortecimento, a Equacio (4.82) pode ser desmembrada em
[M,){ "} +] 'K, [{duf+[ K, |{Ag)={""R,} -{'F,}; (4.103)
[ K, [{Au}+[ K, J{Ag) ={""R,} -{'F,}. (4.104)

Isolando {A¢} em (4.104), obtém-se a partir de (4.103),
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(M, )+ [ Ko ][R ) K] (K] ) =
e A L LI AR oS

(4.105)

Ainda no caso de uma analise ndo amortecida, se ndo ha atuador — e portanto a carga
elétrica externa aplicada é nula — a tensao elétrica no sensor pode ser calculada, a partir

da Equacéo (4.104), por

Mg, ==K, ] {{'B )+ (K] ol ] (4.106)

onde o subscrito s refere-se ao emprego exclusivo de elemento(s) piezoelétrico(s)

sensor(es).

Ja no caso da analise linear ndo amortecida, as equacées (4.103) a (4.106) ficam

[M,, )4} +[K.,, ) + [ K, )19} = (R,}; (4.107)
[ K, J{u}+[ Ky {8} ={R,}: (4.108)
[0, )i} +| [K,)-[K, K] (K] = (R -[K K] R @109

o, =Ky ] [K.] 4, (4.110)
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5 TEORIA DE CONTROLE

5.1 SISTEMAS DE CONTROLE

Um sistema de controle, conforme Bazanella e Silva Jr. (2005), pode ser representado

esquematicamente como mostrado na Figura 23.

entrada(s)
de perturbacgoes

|

Processo

—_— —
entrada(s) [ (Planta) saida(s)
de controle

Figura 23: sistema de controle (baseada em BAZANELLA E
SILVA JR., 2005)

O termo sistema é usado para descrever uma série de componentes que interagem
em torno de uma condi¢édo limite imaginaria, e somente a entrada e a saida sdo
de interesse, ou seja, ndo ha a necessidade de explorar as interac¢oes detalhadas
entre os componentes (BOLTON, 1995, grifo do autor).

O sistema a ser controlado é chamado de processo ou planta; o sinal aplicado na(s)
entrada(s) de controle é chamado de sinal de controle; e o sinal de saida do processo é
chamado de variavel controlada (variavel cujo comportamento deseja-se controlar). O
sistema controlado estd geralmente sujeito ainda a sinais externos chamados de

perturbacoes, que sao sinais de entrada cujos valores ndo podem ser controlados.

O objetivo de um sistema de controle é, através da aplicacdo de sinais adequados a
entrada de controle, fazer com que o sinal de saida apresente um comportamento

preestabelecido, e que seja minimizado o efeito das perturbacées.

As estratégias de controle podem ser controle em malha aberta e controle em malha

fechada.

No controle em malha aberta aplica-se um sinal de controle predeterminado esperando-

se que, ao final de certo periodo de tempo, a variavel controlada atinja determinado valor
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ou comportamento. O sinal de entrada é geralmente escolhido ou adotado com base em

experiéncias anteriores.

Sao subsistemas de um sistema de controle de malha aberta:

a) elemento de controle: determina a acdo que deve ser tomada;

b) elemento de correcdo: age de forma a levar o sinal de saida ao valor

determinado;

¢) processo ou planta: sistema no qual uma variavel é controlada.

Os subsistemas elemento de controle e elemento de corre¢cdo sao geralmente

componentes de um sistema chamado de controlador.

Na Figura 24 é mostrado o diagrama basico de um controle em malha aberta.

Controlador

Entrada Elemento Elemento Saida

- > - > Processo —
sinal de | de controle de corre¢ido variavel

entrada para controlada
provocar a

saida

desejada

Figura 24: controle em malha aberta (baseada em BOLTON, 1995)

No controle em malha fechada, as informacées sobre o comportamento da saida do
processo sao utilizadas para determinar o sinal de controle que esta sendo aplicado a
cada intervalo de tempo. Para tornar o sistema mais preciso e fazer com que ele reaja as
perturbagoes externas, o sinal de saida é comparado com um sinal de referéncia chamado
de set-point; a diferenca entre esses dois sinais, chamada de sinal de erro, é utilizada
para determinar o sinal de controle. Tal procedimento sobre o sistema é chamado de

realimentacao.

Sao subsistemas de um sistema de controle de malha fechada:

a) elemento de comparacio: determina o sinal de erro, efetuando a diferenca

ou soma entre o sinal de referéncia e o sinal de saida;
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b) elemento de controle: decide qual acdo tomar quando recebe um sinal de

erro. Geralmente é chamado de atuador;

¢) elemento de correcdo: provoca uma mudanca no processo de forma a

COTTIgIY O erro;

d) processo ou planta: sistema no qual uma variavel é controlada;

e) elemento de medida: gera um sinal a partir da variavel controlada e

fornece um sinal realimentando o elemento de comparacio.

Os elementos de controle e de correcdo sio frequentemente chamados de controlador.
Quando ocorre diferenca entre o sinal de referéncia e o sinal de saida, a realimentacio é

chamada de negativa; caso contrario, é chamada de realimentacio positiva.

Na Figura 25 é mostrado o diagrama basico de um controle em malha fechada.

r(t) e(t) u(t) y(t)
+ Controlador Atuador Planta >
sinal de referéncia \(->/sinal sinal de sinal de
de erro controle saida

medida

do sinal

de saida Sensor

realimentagao

Figura 25: controle em malha fechada (BAZANELLA E SILVA
JR., 2005)

5.2 DESEMPENHO DE SISTEMAS REALIMENTADOS

O desempenho de um sistema de controle pode ser analisado em funcido da resposta
temporal a uma dada entrada. Para possibilitar a comparacido do desempenho de dois

sistemas distintos, empregam-se geralmente entradas padrao do tipo salto ou rampa.

A resposta de um sistema estavel a aplicacdo de uma dada entrada pode ser dividida em
duas partes: a resposta transitéria e a resposta em regime permanente. Conforme

Bazanella e Silva Jr. (2005):

A resposta transitéria é um periodo de tempo que decorre logo apds a aplicacao de
uma nova entrada ao sistema em que se dido grandes varia¢ées na saida do
processo. Eo tempo que o sistema demora para se acomodar (ou reagir) a nova
entrada. Por outro lado, a resposta em regime permanente caracteriza o
comportamento da saida do sistema um longo tempo apds a aplicacdo de um dado
sinal de entrada.
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O desempenho em regime transitério de sistemas realimentados é avaliado geralmente
pela resposta temporal a uma entrada do tipo degrau. Uma resposta tipica a um degrau

unitario, conforme Bazanella e Silva Jr. (2005), é mostrada na Figura 26.

y(t) regime transitorio {  regime permanente

SO &l W S

tempo

ts

Figura 26: desempenho em regime transitério (Bazanella e Silva
Jr., 2005)

Para medir o desempenho do sistema em regime transitorio sdo empregadas as seguintes

grandezas:

a) maximo sobrepasso (MO): é a maxima diferenca entre a saida e o seu valor
no regime permanente, y(oo) , durante o periodo transitério. Geralmente é

dado em porcentagem:

Mo%sz’_—y(w)mo. (5.1)
()

No caso em que a saida nio ultrapassa o valor de regime permanente, o
maximo sobrepasso é, por defini¢do, igual a zero. Sobrepassos muito
grandes sio geralmente inaceitaveis e, além disso, quanto maior seu valor,
menor é a estabilidade relativa, ou seja, o sistema esta sujeito a apresentar

comportamento instavel,;

b) tempo de subida (¢,): é o tempo transcorrido para a resposta ir de 10% a

90% do seu valor final. E um indicativo da rapidez da reacao do sistema a
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aplicacdo de uma funcio salto em sua entrada. A reducdo excessiva do
tempo de subida de um sistema durante a sintonia dos parametros de um

controlador pode ocasionar um alto sobrepasso;

¢) tempo de acomodacio (ts): é o tempo necessario para que a resposta entre

e permaneca dentro de uma faixa percentual (2% a 5%) em torno do valor

de regime permanente;

d) atraso de transporte (L,): é o tempo decorrente para que uma variagéo no

sinal de entrada seja efetivamente observado na variavel controlada.
Geralmente, quanto maior o atraso de transporte, mais dificil é o controle
do processo. Sido causas de ocorréncia do atraso de transporte: atraso na

operacao do atuador; atraso na medida da variavel de processo.

5.3 ACOES BASICAS DE CONTROLE; CONTROLE PID

O controlador realiza operacbes matematicas sobre um sinal de erro e(t) com a

finalidade de produzir um sinal de controle u(t) . Estas operagoes sdo chamadas de agoes

de controle. As acbes basicas de controle sdo a acdo proporcional, a acdo integral e a acéo

derivativa.

a) agdo de controle proporcional: Corresponde ao caso em que o sinal de
controle aplicado a cada instante a planta é proporcional & amplitude do

valor do sinal de erro,
u(t)=K,e(t). (5.2)

Deste modo, se em um instante o valor de saida do processo é menor que o

valor de referéncia, ou seja, e(t) >0, o controle a ser aplicado sera positivo e
proporcional ao médulo de e(t). K, é uma constante chamada de ganho

proporcional. “O controlador é apenas um amplificador com ganho
constante. Um grande erro em algum instante de tempo acarreta um valor

alto na saida do controlador nesse instante de tempo” (BOLTON, 1995).
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b) acdo de controle integral: consiste em aplicar um controle u(t)
proporcional a integral do sinal e(t),
t
u(t)=K, [ e(r)dr. (5.3)
K, é uma constante chamada de ganho integral e tem unidade do inverso
do tempo (s no S.I.).

¢) acdo de controle derivativa: consiste na aplicacdo de um sinal de controle

u(t) proporcional a derivada do sinal de erro,

(5.4)

K, é uma constante chamada de ganho derivativo e tem a unidade de

tempo (s no S.I.). “O controle derivativo é insensivel a sinais de erro
constantes ou de variacao lenta, e consequentemente nédo é usado sozinho,

mas combinado com outras formas de controle” (BOLTON, 1995).

A combinacio das acées basicas de controle proporcional, integral e derivativa para gerar
um sinal de controle origina o controlador proporcional-integral-derivativo — PID.

Citando Bazanella e Silva Jr. (2005):

O controlador PID é capaz de eliminar erros de regime permanente, através da
a¢do integral, bem como antecipar o comportamento do processo, gragas a acio
derivativa. A agéo proporcional, por sua vez, faz com que o sistema reaja ao erro
presente, conferindo ao sistema uma reagdo imediata e, portanto, rapida a agéo
de perturbagdes ou variagoes de referéncia de magnitudes significativas.

O sinal de controle gerado pelo controlador PID pode ser expresso por

u(t)=K,e(t)+K,[ e(r)dr + K, d‘;(tt) : (5.5)

“Apesar de sua estrutura relativamente simples, os controladores PID tém-se revelado
suficientes para o controle adequado de uma grande gama de processos” (BAZANELLA E

SILVA JR., 2005).
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Dependendo da aplicacdo, entretanto, ndo é necessaria a utilizacdo de uma ou mais
dessas agoes de controle. A partir de uma estrutura PID quatro configuracées de
controles sdo geralmente empregadas: apenas o controle proporcional (P); o proporcional-
integral (PI); o proporcional-derivativo (PD); e o préprio proporcional-integral-derivativo

(PID).

“A reducgao de estabilidade relativa resultante do controle integral pode ser resolvida, até

certo ponto, pela acao do controle PI” (BOLTON, 1995).

5.4 MODELO DE ESPACO DE ESTADOS
Seja o sistema dinamico de segunda ordem
[MNG}+[c{a} +[K]{a} =[Fu}, (5.6)

onde [M], [c] e [K] sdo as matrizes de massa, amortecimento e rigidez,
respectivamente; [F ] é a matriz de influéncia das ac¢bes de controle; {q} é o vetor de
deslocamentos e {g} e {G} sfo os vetores de velocidades e aceleragdes, respectivamente;

e {u} é o vetor de acdes de controle.

Com o objetivo de escrever a equagao anterior em primeira ordem introduz-se o seguinte

vetor, chamado de vetor de variaveis de estado,

{x} = {‘?}, (5.7)

e calcula-se a sua derivada:

{“:%ﬁ}{ﬂZLMWWMQ4Mf@M@4MFU%w}

L [0] [1] a(, [0]
{}_%MFMJ%MTMMJ hmﬁﬂ
{e} =[Al{x} +[B,]{u}.

{u} (5.8)

A equacio de saida do sistema pode ser colocada na forma
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(o} =[Clix} + [DNuf (5.9

onde {y} ¢é o vetor das varidveis observaveis, obtido através da combinacéo das varidveis
de estado e das ac¢des de controle. As matrizes [C] e [D], no sistema full state feedback,

valem, respectivamente, a matriz identidade e a matriz nula; nesse caso,

)= {?}. (5.10)

q

Se ndio héd perturbacdes externas ou agdo de controle, a Equagcéo (5.8) fica reduzida a
@ =[ANa}, (5.11)
cuja solugdo {x(t)} pode ser encontrada assumindo que é do tipo
{x(t)} = ce™ {4} (5.12)
onde ¢ 6 uma constante; substituindo a Equacdo (5.12) na (5.11) tem-se
c(A[Z]-[A] " {¢} = {0} ou (A[Z]-[A])i4} = {0} (5.13)

Para que exista uma solucio nio trivial é necessario que
[A[1]-[A] ={0}, (5.14)

cujas solugdoes A sdo chamadas de autovalores e os correspondentes vetores {¢} sdo os

autovetores. Para um i-ésimo autovalor 4., a Equacgao (5.13) pode ser reescrita como

e} =[Als}, (5.15)

ou ainda

(5.16)
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onde [U] é uma matriz cujas colunas consistem de autovetores e [/1] ¢ uma matriz

diagonal em que cada termo é um autovalor:

A
O)=[a}dahdalelal=] = (517

n

Se os autovalores sdo distintos, pode ser estabelecida a seguinte relagio:

[A]=[U]"[4][U)- (5.18)

5.5 REGULADOR QUADRATICO LINEAR

5.5.1 Teoria da estabilidade de Lyapunov

Seja um sistema néo linear do tipo
e = £ (f) 0)s e )} = {0} (5.19)

onde {x} é um vetor e f({x},t) representa a funcio ndo linear. Tal sistema é

considerado estavel na teoria da estabilidade de Lyapunov, com relacio ao estado de

equilibrio, se para qualquer valor 7 >0 existe um nimero & (77, to) >0 para o qual
H{x(t)}” <n paratodo ¢t >, e H{x(to )}H <. (5.20)

“A condigao acima implica que a magnitude de {x(t)} se mantém dentro de um valor

finito e pequeno na presenca de uma perturbacio inicial pequena. Esta defini¢do inclui
também movimentos oscilatérios puros ndo amortecidos” (KWON; BANG, 2000, traducio

nossa).

Um sistema é estavel assintoticamente se, além de satisfazer a condicdo de estabilidade,

lim|{x (¢)}| =0 . (5.21)

t—o0
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Para este tipo de sistema, o vetor de estados converge para o ponto de equilibrio,
assumido aqui como zero. Na Figura 27 (a) é mostrada a resposta no tempo de um
sistema estavel;, na Figura 27 (b), a resposta no tempo de um sistema estavel

assintoticamente.

=0 =0 \/ \/f\

(a) (b)

Figura 27: resposta no tempo de um sistema (a) estavel e (b)
assintoticamente estavel (KWON; BANG, 2000)

A segunda teoria da estabilidade de Lyapunov utiliza uma funcido de energia néo
negativa para um dado sistema. Se a func¢io de energia diminui, entdo o sistema é

estavel na dire¢do de um ponto de equilibrio.

Seja um sistema linear de primeira ordem dado por
) =[A]{x}, (5.22)
onde {x} é um vetor de dimenséo n x 1. Escolhendo a fungéo de Lyapunov
U={x}"[P]{x} (5.23)

para estabelecer a condi¢cdo de estabilidade do sistema, e derivando-a com relagiao ao

tempo, encontra-se

O =20~ ()" [P ) + ' [P )

U= (=} [[a] [P]+[P][A]]{x).

(5.24)

Fazendo
-[Q]=[A] [P]+[P][4], (5.25)
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de modo que [Q] seja uma matriz positivo-definida que satisfaca as propriedades

{x}T [Q]{x} >0 para {x} {0} e [Q]= [Q]T , (5.26)
a partir da Equacéo (5.24) verifica-se que
U=—{x}"[Q]{x} <0. (5.27)

Portanto, o sistema linear da Equacio (5.22) é estavel se e somente se existe uma matriz

positivo-definida [P] que satisfaca a condicdo da Equacao (5.25) para uma dada matriz

positivo-definida [Q].

Considere-se agora a analise da estabilidade de um sistema linearizado de varios graus

de liberdade, ndo amortecido, descrito por
[M]{g}+[K]{a} =[F]{u}. (5.28)

Se n&o ha forcas externas, a solucéo do problema das vibracdes livres ndo amortecidas é

{q(t)} = ch {¢k}eiwkt ) (5.29)

onde ¢, sdo constantes a serem determinadas a partir das condic¢des iniciais.

Para analisar a estabilidade deste sistema é necessario considerar o fato que a energia
total, soma da energia cinética com a potencial, é um indicador da estabilidade; portanto

sugere-se que a funcio de Lyapunov seja

U= {a} [M){d}+3 fa)" [K] o). (5.30)

Observa-se nas analises tipicas do método dos elementos finitos que U >0, pois as
matrizes de massa e de rigidez sdo simétricas e positivo-definidas. Derivando a funcéo de

Lyapunov encontra-se
U={g} [[M]{d} +[K]{a}]=1d} [F]{u}: (5.31)
sem forcas externas,
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U =0ou U = constante . (5.32)
A analise do sistema amortecido, dado pela Equacéo (5.6), conduz ao seguinte resultado:
O ={a)" {~[e]{a}+[F] {u)} (5.3
se ndo ocorrem perturbagdes externas, entdo
U=-{a} []{g}- (5.34)

Se a matriz de amortecimento [c] for positivo-definida, entdo o sistema é estavel

assintoticamente.

5.5.2 Teoria do regulador quadratico linear (linear quadratic regulator) —

LQR

A teoria do regulador quadratico linear origina-se da teoria do controle 6timo (ATHANS;

FALB, 1966; KWON; BANG, 2000), e consiste em encontrar-se a entrada de controle

u(t) que minimiza o funcional J dado por

= [ (1) (@) + ) [R] ), (5.35)

associado ao sistema dinamico da Equacgdo (5.8) com condi¢Ges iniciais {x(O)}, onde a
matriz-peso [Q] é positivo-definida ou semipositivo-definida; a matriz-peso [R] é

positivo-definida; e o limite superior infinito do funcional significa que interessa o

comportamento estacionario do sistema.

Pode ser demonstrado que o sinal de controle 6timo é funcdo do multiplicador de

Lagrange A:
fu}=—[&]"[B] (2. (5.36

Como os valores de {/1} sdo conhecidos somente na fase estacionaria, pois {/1(00)} =0, seu

calculo ndo é imediato; uma alternativa é considerar

{4} =[S]{x}, (5.37)
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onde [S] é chamada matriz de Ricatti. Desta maneira, a entrada de controle 6tima pode

ser escrita como
{u} =—[G]{x}, (5.38)

onde [G] é a matriz de ganho
[G]=|[R]"[B.]'[S]] (5.39)

Portanto, uma vez encontrada a matriz de Ricatti o ganho é automaticamente calculado.

A matriz de Ricatti é a solugdo da equacgio algébrica de Ricatti (algebric Ricatti equation

— ARE) (BITTANTI; LAUB; WILLEMS, 1991; DATTA, 2004; POTTER, 1966),
[S][A]+[A] [S]-[S][B.][R] ' [B.]" [S]+[Q]=10]. (5.40)

solucdo esta que pode ser calculada a partir dos autovalores complexos da matriz

Hamiltoniana [H ] definida por

(14 s

= e ar

(5.41)

Também pode ser demonstrado que ha dois conjuntos de autovalores de [H ]: um com

partes reals negativas e outro com partes reais positivas. Se os autovetores

correspondentes forem arranjados na forma

(2! ][ @)

(@ ].[@r]]

(5.42)

[o]-

de modo que [[dilf ],[@1’; ] sejam os autovetores com partes reais positivas e

[[@; ], [(ng ] os autovetores com partes reais negativas, a solucdo da equacao algébrica

de Ricatti é

[S]=[as][a@:]". (5.43)
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5.5.3 Consideracao de forcas mecanicas externas nao controladas e das

tensoes elétricas como acao de controle

Para o caso da presenca de for¢cas mecéanicas externas nao controladas {w} , a equacgao do

movimento em variaveis de estado fica reescrita como

NN R R )
=y ) —[M]‘l[c]}{é} LM]*[F]
(i) = (AT} + [B, 1)+ [B ) ),

[0]

[M]"[F]

w}

(5.44)

{u}+[

onde [E] é a matriz de influéncia que indica a incidéncia das forcas externas mecanicas

nao controladas nos graus de liberdade da estrutura.

Grande parte dos problemas praticos da engenharia envolve for¢cas mecanicas externas
que niao sdo controladas. Para tratar do efeito dessas forcas, pode-se calcular o ganho

pela estratégia “disturbance rejection” (CLARK; SAUNDERS; GIBBS, 1998) fazendo
[B,]{w}+[B {w} =0 (5.45)

e utilizar o conceito de pseudo-inversa, chegando ao resultado
, T -1 T
fw)=-|[B][B]] [B.J [B{w}=-[G, J{w}, (5.46)

sendo [G, ] a matriz de ganho para anular os efeitos das forgas mecanicas externas.

Somando os dois efeitos (minimizac¢ido da vibracido da estrutura e anulacido das forcas

mecanicas externas), tem-se a acio de controle dada por
(W'} ={u} +{w} =-[G]{x} - [G, ] {w}. (5.47)

Para o caso da analise numérica de uma estrutura de materiais compédsitos, com tensio
elétrica controlada e sendo aplicada a alguns ou todos os elementos da estrutura através

de atuadores piezoelétricos, tem-se, a partir da Equacéo (5.8),
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A | [0l [1] ql , [0] )
{ }_[—[M]l (K] -[M] [C]]{‘?} [[M]1 [F][K,][Ky] [F,] v

+{ [0] {w} (5.48)
[M]7[F]
(e} =[A]{x} + ] B |{v} +[B]{w},

onde [Fp] ¢ a matriz de influéncia, na qual sdo especificados os elementos piezoelétricos

que recebem as tensoes elétricas; e {v} é o vetor de tensoes elétricas controladas (canais

independentes em Volts), aplicadas a algumas regiées contiguas ou nao de elementos

piezoelétricos, dado por
{o}=-[G" J{x}-[ G, [}, (5.49)

onde [G] é a matriz de ganho

(& )-|[’' BT[] (5.50)
[S*] ¢é solucao da Equacéo de Ricatti
(s [Al+[A]'[s ]-[s [B IR '[B.] [S']+[Q]=[0]; (5.51)
e [G;r] é a matriz de ganho para anular os efeitos das for¢cas mecéanicas externas,

(6] |[[e] (2] (2] 121 652

5.6 CONTROLE LQR MODAL

Para o caso do controle modal parte-se da aproximacio
{a} =[2]{n} (5.53)

de modo que
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{g}: [[i]] [[;]]H%} (5.54)

onde {xm} é o vetor de variaveis de estado modal composto pelos vetores de variaveis
modais {77}={771,772,...,77n}T e das suas derivadas {ﬁ}z{ﬁl,ﬁz,...,ﬁn}T. [@] ¢ a matriz

cujas colunas s@o os autovetores obtidos através da solucao do problema de autovalores e

autovetores
[[&]-[M][@][2])[#]=[0] (5.55)

sendo [.Q] uma matriz diagonal

[Q]= o , (5.56)

cujas componentes {a)12,w22,a)§,...,a)2} sdo os quadrados dos autovalores do sistema. A

n

matriz [@] ¢é organizada na forma [@]z[{@},{@}z,m,{@nﬂ de modo que

T
{Q}:{¢1,,¢2_,...,¢n,} é o autovetor correspondente ao autovalor ®’. Ao aplicar a

transformacio de variaveis (5.53) a equacio do movimento, chega-se a
[M][@]{ii} + [c][@]{n} + [K][@]{n} =[F]{u}. (5.57)

Levando em conta a propriedade de ortogonalidade da matriz [<D] e assumindo que haja

amortecimento proporcional, pré-multiplicando a equacgéo anterior por [@] " tem-se

[o] [M][@]{ii} +[@] [][@]{n} +[@] [K][@]{n} =[] [F]{u}, (5.58)

e entao

(115} + [} + [2) ) <[ [@] [M][@]] [@] [Fia), (5.59)
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sendo [I] uma matriz identidade e [4] uma matriz diagonal cujas componentes séo

{2510)1, 28,w,,2¢,,, ..., 2§na)n} R

250,
26,0,
[/1] = 2,0, , (5.60)

2¢ o

n"n_|

onde & € a razdo de amortecimento do i-ésimo modo de vibracdo. O sistema fica

desacoplado e, desta forma, as equacgdes no espaco de estados (5.8) e (5.9) ficam

(i) =14, Yo} (B, i) .
ot =[G, (=} +[ D, ]{u)
onde as matrizes [4,,], [Bum], [C.] e [D,] assumem a forma
4 ]{ [0] [1] }[B ]- [0] i |
"] A | [[e) [M[@]] [ [F] (5.62)

(C.]=[-1a] ~{AIk{D.)=|[[o] (ve]] o] (7]

Para o caso de controle 6timo, define-se o funcional linear o qual se deseja minimizar

para obter o controle do sistema como
1 ©
J, =§L ({xm}T (@, ]4x, ) +{u)" [Rm]{u})dt; (5.63)

comparando-o com o funcional (5.35) e levando em conta a inversa da relacdo (5.54), de

Bt ol

modo que
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conclui-se que as matrizes-peso modais [Qm] e [Rm] se relacionam a matrizes-peso [Q] e

[R], respectivamente, por

[@.]=[[]" [@lle]" |e[R.]=[[#]" [R][*]"] 6.69)

As forcas de atuacio ficam definidas pela relacéo
n
=[G =L {1 669
onde [Gm] é a matriz de ganho no espacgo modal,

[G,]= [[Rm I'[B.] 8. ]} : (5.67)

obtida resolvendo-se a Equacido de Ricatti com as matrizes no espaco modal [Am] e

[Bu ] dadas anteriormente:

8,141+ (4, [S.]-[S.[B. R [B.] [S.]+][Q.]=[0]. (5.68)

Quando se leva em consideracdo a presenca das forcas mecanicas externas nio

controladas {w} , a equacao do movimento em variaveis de estado modais fica

{uf

o] [1 [0]
=)o —[[A]]HZHU@]T orlfo]] (o] 7]
[0]

] [M)[2]] [o] [F]
(.} =[4,] (.} +[B, () +[ B, J{w},

N (w) (5.69)

devendo as forcas de atuacéo ser calculadas por
{u} =[G, l{x,.} - [Gd,m ]{w} , (5.70)

onde a matriz de ganho modal referente ao método da rejeicdo das perturbacées, [Gd,m ],

é dada por
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(6., )-|[[#.] [5.] [2.][5.]] 61

Para se obter as aceleracoes modais como saida do sistema, deve ser acrescida a Equacao

(5.61) a parcela referente as forcas ndo controladas,
) =[C. 1%} +[D, J{u} +[E, [{w}, (5.72)

sendo a matriz [E, | dada por

[£.)-|[[o ][] (o] (7] (579)

Adicionalmente, ao se considerar as tensdes elétricas como forca de controle, a equacao

do movimento em variaveis de estado modais fica

0 I
)= Hf]z] —[[A]J{Z}
]
(o] (][] o] [FI[K.][K]'[7,]
: 0]
(w)

([ [m][@]] [ [F]
(£,) =[A,){x} +[ B, Jio} +[B, J{w}.

vl

(5.74)

com a acdo de controle dada indiretamente pela transformacio das forcas de controle {u}

em tensdes elétricas {v} aplicadas

AR} 679

a partir das matrizes de ganho calculadas por

e[t [ T e Jels, <[ T[] [T () oo

sendo [S;] a solucao da Equacao de Ricatti
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(s, ][A )+ (AT [s.]-[s. B R [B, ] [S.]+[Q.]=[0]- (5.77)

Assumindo que no sistema a ser controlado haja modos predominantes ou mais
Importantes, situacdo comum em diversos problemas praticos da Engenharia, a solucéo
podera ser truncada utilizando apenas estes modos principais, bastando tomar apenas as

primeiras colunas de [@] correspondentes a estes modos. Gera-se assim uma

aproximacao com uma matriz nio mais quadrada, [@] , de modo que

—~—
=
N
Il
—
>

@, |{n;} ou (g} =[ & (), (5.79)

onde nmode é o numero de modos retidos. Novamente, assumindo controle full state

feedback as matrizes [C’m} e [ﬁm] ficam definidas da mesma forma que [C,] e [D,],

sendo as dimensoes das matrizes [Am} e [Bm} reduzidas na proporcao da quantidade de

modos considerados.
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6 ALGORITMOS GENETICOS

Algoritmos genéticos sao algoritmos de busca baseados nos principios da genética
populacional, onde sistemas de individuos interagindo com um ambiente evoluem
através de reproducio, selecdo e mutacdo. Conceitos da mecanica da selecdo natural, tais
como a sobrevivéncia do mais apto, tiveram importante papel no desenvolvimento destes
algoritmos. Historicamente, foram desenvolvidos por John Holland e equipe na
Universidade de Michigan (1975) e posteriormente popularizados por David Goldberg da
mesma Universidade (GOLDBERG, 1989; HOLLAND, 1975).

Os algoritmos genéticos podem também ser entendidos como técnicas de otimizagao de
problemas e diferenciam-se de outros métodos de otimizacio porque trabalham com um
conjunto de parametros codificados e ndo diretamente com estes parametros; fazem uma
busca sobre um conjunto de individuos numa populac¢do e nao sobre simples individuos;
usam uma funcio objetivo a ser maximizada ou minimizada, e ndo gradientes como
outros métodos, como fonte de informacéo para procura; e usam regras de transicdo que

sdo probabilisticas e ndo deterministicas.

6.1 FUNDAMENTACAO E TERMINOLOGIA BIOLOGICA

Um dos principais conceitos bioldgicos aplicado aos algoritmos genéticos é o da
hereditariedade, pelo qual as caracteristicas de adaptacdo ao meio sdo passadas de pais

para filhos.

Jean Baptiste Lamarck (1844) acreditava que as caracteristicas de adaptacdo de um
individuo eram adquiridas durante a sua vida e depois passadas aos seus filhos. Charles
Darwin, com a publicacdo do tratado “A Origem das Espécies” (1858), acreditava que a
evolugdo de determinada populagdo ocorre devido a selegdo natural, a qual escolhe
individuos melhores adaptados ao ambiente. A diversidade de individuos provém do fato
de haver mutacbes e recombinacgoes. Gregor Mendel (1866) acredita que cada
caracteristica de um individuo é condicionada por dois fatores que se separam na
reproducio, passando-se apenas um fator por gameta para os filhos. Weismann, em
1893, constatou que organismos superiores possuem dois tipos de células: as
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germinativas e as somaticas. Nao é possivel que informacées adquiridas pelas células
somaticas sejam passadas aos descendentes através das células germinativas. As
informacées podem ser passadas através dos materiais genéticos contidos nos DNAs na
reproducio, os quais transcrevem informacoes aos RNAs para a producio de proteinas

para funcionamento das células; jamais um RNA ir4d transcrever uma informacio para o

DNA.

Os cromossomos sio estruturas nucleoprotéicas formadas por uma cadeia de DNA. Cada
espécie possul um numero caracteristico de cromossomos; quando sdo arranjados aos
pares, provenientes de cada um dos pais, os individuos sdo chamados de diploides (o ser
humano possui 23 pares de cromossomos). Os cromossomos que néo se apresentam desta

forma sdo chamados de haploides.

Os genes sao blocos funcionais de DNA, que sdo responsaveis pela codificacdo de uma
proteina em especifico (G,T,C,A). Cada gene esta localizado em uma posicido em
particular de um cromossomo. Em organismos diploides, o correspondente par genético
no mesmo locus recebe o nome de “alelo”. E possivel pensar o gene como o definidor das
caracteristicas do individuo, por exemplo, cor dos olhos (1* Lei de Mendel para genes

recessivos e dominantes).

O genotipo caracteriza um conjunto de genes de um individuo. Dois organismos de uma
mesma espécie podem ter o mesmo gendtipo, mas ndo a mesma carga genética (problema
dos gémeos univitelinos e/ou atualmente dos clones); ja o fenétipo é a representacio final
do potencial do gendétipo de certo individuo que lhe somara um conjunto de aptidoes

unicas.

Nos processos de cépia do material genético dos pais para filhos ha chances de haver
erros de uma forma aleatéria quando em um ambiente de entropia positiva (exemplos,
raios solares, radicais livres etc.). Tal fendmeno é chamado mutacdo. Taxas de mutacio
ocorrem em maior frequéncia em individuos nao adaptados ao ambiente e em menor

frequéncia em individuos em harmonia (adaptados) com o ambiente.

Selecao é o processo pelo qual individuos de uma populacéao sdo selecionados de acordo
com seu grau de adaptacio ao meio; recombinacio é forma pela qual o material genético
de individuos sdo misturados a fim de produzirem filhos com caracteristicas mistas de

ambos os pais.
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6.2 TERMINOLOGIA COMPUTACIONAL

a) cromossomo (haploide): geralmente corresponde a uma cadeia de bits que
representa um candidato a solu¢do de um problema e os alelos sdo iguais
posicoes em duas cadeias de bits (se sao cadeias de nimero binarios podem

assumir os valores 0 ou 1);

b) gene: corresponde a um unico bit, ou entdo a um pequeno bloco de bits
adjacentes que codificam um elemento particular da solugdo candidata.
Para a grande parte das aplicacbes empregam-se organismos haplédides
com apenas um cromossomo e considera-se genes referentes a apenas 1 bit,
sendo assim, o numero de individuos candidatos possiveis a determinado

“ »

problema é da ordem de 2n sendo “n” o nimero de genes que contém um

Cromossomo,

¢) gendétipo: equivale a solucdo potencial para um problema que esta

codificada na forma de um ou mais cromossomos;
d) fenétipo: decodificagdo de um ou mais cromossomos no espaco de solugio;

e) mutacio: processo, sujeito a uma probabilidade, em que ocorre modificacio

dos genes de um individuo que vai compor a préoxima geracio;

f) selecdo: processo de escolha dos individuos que servirdo como pais para a

proxima geracio.

6.3 OPERADORES GENETICOS E DEMAIS COMPONENTES DE UM
ALGORITMO

a) codificacdo: forma de transformar a variavel de interesse em cdédigos
manipulaveis. Pode-se empregar numeros binarios para representar
niveis. Quanto mais nimeros mais niveis podem ser definidos. Consiste na
digitalizacdo das variaveis de interesse. Os numeros binarios sdo os
cromossomos haploides. Como se trabalha geralmente com diversas
variaveis de interesse, é comum concatenar cromossomos de cada uma das

variavels num so cromossomo;
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b) selecdo: mecanismo para selecio de individuos (cromossomos) para
reproducdo de acordo com sua adaptacdo (valor da funcio objetivo). Pode-
se empregar a selecdo por probabilidade de sobrevivéncia do melhor

adaptado, ou seja, quem possui maior funcéo objetivo associada (Roulette

Wheel);

¢) recombinacdo (crossover): método pelo qual o material genético de dois
individuos serdo misturados para originar os filhos. Pode-se empregar a
recombinacdo de todos os individuos aos pares para criar os filhos por

recombinacio. Ela pode se dar em mais de um ponto;

d) mutacdo: mecanismo pelo qual o material genético de um individuo sofre
modificacées aleatdrias (mudanca de cédigos bindrios de 1 para O e vice-
versa) com uma certa probabilidade de forma a preservar a diversidade
(evitar o alcance de maximos/minimos locais). Pode-se fazer a mutacéo bit
a bit do cromossomo ou a mutacdo por inversdo dos bits de todo o

Cromossomo,

e) amostragem: critérios de formacio de novas populacbes a partir dos pais e

filhos sob certos critérios;

f) funcao objetivo: geralmente sera dada em funcio das variaveis de interesse
ainda nfo codificadas de forma que cada individuo serda composto pelas
variaveis correspondentes codificadas (cromossomos) e associada a ele

havera uma funcéo objetivo;

g) elitismo: processo pelo qual individuos de maior desempenho séo
automaticamente selecionados. Evita-se que modificagdoes sejam feitas
neste individuo pelos operadores genéticos. E utilizado quando se quer que
os melhores individuos nio desaparecam da populacdo pela manipulacéo
dos operadores genéticos. Geralmente escolhe-se aleatoriamente um
individuo da geracéo formada e troca-se pelo melhor individuo da geracéo

anterior;

h) escalonamento da funcdo de aptiddo: nas primeiras geracbes havera
individuos com funcio de aptiddo bem maiores que outros, de forma que

sua “linhagem” dominara as futuras geracgoes. Nas geracgoes futuras havera
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pequena variabilidade em torno da aptidio média, de forma que
praticamente todos terdo mesma aptiddo e iguais chances de gerar

descendentes;

1) critério de parada para o algoritmo: pode ser pelo tempo de execugio;
numero de geragoes; valor de aptiddo minimo e/ou médio; verificagao se a
diversidade atingiu valor estacionario; verificacdo se as ultimas iteragoes

nao apresentaram melhoria nas aptidoes.

6.4 IMPLEMENTACAO COMPUTACIONAL

A implementacio segue o pseudo-codigo apresentado na Tabela 3. Como se trata de um

problema de minimizacdo, a funcio de custo foi adotada como

func¢io de custo = o (6.1)
1+

m

a partir da métrica </, , ou seja, a partir do funcional que se deseja minimizar na analise

modal, tal como definido na Equacao (5.63).

Tabela 3: pseudocédigo para o algoritmo genético bindrio

Inicialize a contagem das geragoes
Inicialize o tamanho da populagdo m, probabilidade de mutacido pm, probabilidade de recombinacio pc,
numero de cromossomos individuais nc, e limites permitidos para cada cromossomo, Pmax(nc) e Pmin(nc)
Inicialize randomicamente a primeira populagio
Laco sobre o numero de geracoes
Enquanto a condi¢io de parada nio for satisfeita (diversidade da populac¢ido e nimero maximo iteragoes)
Calcule a funcio de custo para cada individuo a partir da métrica J» (dada pelo programa que
executa o controle LQR Modal)
Selecione individuos para reproducio baseando-se na fun¢do de custo (método da roleta)
Execute a recombinacédo com probabilidade pc
Execute mutagdes com probabilidade pm
Execute o elitismo do individuo que apresenta melhor fungédo de custo
Atualize a populacédo
Escreva a ultima populacio
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7 APLICACOES

7.1 ANALISE ESTATICA LINEAR E NAO LINEAR GEOMETRICA DE
PLACA LAMINADA ENGASTADA SOB CARGA DISTRIBUIDA EM
TODA A SUA SUPERFICIE

Seja uma placa quadrada laminada, com laminacio simétrica 0/90/90/0, engastada em

todas as bordas e submetida a uma carga distribuida g =2 psi =13,79 kPa em toda a sua
superficie, de lado [=12"=304,8mm e espessura h=0,096"=2,438 mm. Suas
propriedades mecanicas sao: moédulos de elasticidade longitudinal
E, =1,8282x10° psi =12,61 GPa; E,=1,8315x10° psi=12,63 GPa; moédulos de
elasticidade transversal G, =G,, =3,125x10° psi =2,155GPa; coeficiente de Poisson

v, =0,23949 .

Apenas % da placa foi discretizada, em duas simulagoes: com 32 elementos e 25 noés, e

com 200 elementos e 121 nés. Os valores encontrados da deflexdo vertical w, do né

central da placa, na andlise estatica linear, sdo mostrados na Tabela 4, juntamente com
o resultado obtido por Liao e Reddy (1987), que utilizaram quatro elementos de casca de

9 noés.

Tabela 4: deflexdo vertical w, do né central da placa quadrada

laminada engastada sob carga distribuida — analise estatica linear

Autor w, (mm)

Liao e Reddy (1987) 10,43
Presente trabalho, 32 elementos 10,37
Presente trabalho, 200 elementos 10,40

Embora se perceba na Tabela 4 boa concordancia entre os resultados do presente
trabalho e os resultados dos autores Liao e Reddy (1987), verifica-se que tais deflexées
verticais nio podem ser consideradas infinitesimais e, portanto, a placa com estas

propriedades fisicas, geométricas e de carregamento exigem uma analise ndo linear.

Para a andlise estatica nao linear foi utilizado o Método dos Deslocamentos

Generalizados (YANG; SHIEH, 1990) com incremento de carga inicial AA=0,01, e o
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comportamento da deflexdo vertical do mesmo né é mostrado na Figura 28, onde é
possivel fazer uma comparagio com os resultados de Liao e Reddy (1987) e observar uma
boa concordancia. A solucdo dos sistemas de equacées lineares foi feita com o método dos

gradientes conjugados com pré-condicionamento diagonal (SAAD, 2003; ISOLDI, 2008).

14000 .
13000 <P‘£A
12000 O
11000 $
10000
9000 .
5888 o : O Liao e Reddy (1987)
6000
5000
4000 kg»*
3000 (fi
2000 g2
1000 gatt ‘

e
>

=

q (Pa)

Y
:?‘ 2 Presente trabalho, 200
elementos

»>

0,0 0,5 1,0 1,5 2,0 2,5 3,0 3,5 4,0 4,5
w, (mm)

Figura 28: diagrama forca distribuida q X deflexao vertical w, do

né central da placa quadrada laminada engastada sob carga
distribuida — andlise estatica n&o linear

7.2 ANALISE ESTATICA NAO LINEAR GEOMETRICA DE CASCA
CILINDRICA LAMINADA SOB CARGA CONCENTRADA

Seja uma casca cilindrica laminada de raio R=2,54m, comprimento L=0,254m,
espessura total t=12,6 mm e angulo #=0,2rad, conforme a Figura 29, sob carga
concentrada aplicada no seu centro. Suas propriedades fisicas sdo FE, =32,99 GPa;
E, =11GPa; moédulos de elasticidade transversal G, =G,, =6,6 GPa; coeficiente de
Poisson v,, =0,25. A casca foi discretizada com 128 elementos e 81 nés. Duas condigdes
de contorno das bordas longitudinais e carregamento foram considerados: engaste com
P=88960N, e apoio (ux =u,=w=0,=0,= 0) com P=26690N. Também tres

esquemas de laminacdo foram empregados: (a) 0/90/0; (b) 90/0/90; (c) 45/-45. Como
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incremento de carga inicial foi usado AA=0,01. Os resultados das andalises (deflexdo
transversal w, do né central da casca) sdo mostrados nas figuras 30, 31 e 32, podendo
ser comparados com os apresentados por Yeom e Lee (1989), que usaram elementos de

casca degenerados de 9 nés. Nestas figuras observa-se boa concordancia entre os

resultados, exceto no caso 45/-45, onde foi necessario refinar a malha, utilizando 512

elementos, para que os resultados ficassem mais condizentes.

Figura 29: casca cilindrica laminada (baseada em YEOM,; LEE,

2008)
90000
80000 /V
70000
60000 Jf * Yeom e Lee (1989),
50000 engaste

g 40000 — Presente trabalho,

30000 engaste
20000 // ® Yeom e Lee (1989),
10000 . ° apoio

0 ¢ = r Presente trabalho,
-10000 T | apoio

0 5 10 15 20 25 30 35 40
we (mm)

Figura 30: diagrama forca concentrada P X deflexdo vertical w, do

né central da casca cilindrica laminada (0/90/0) sob carga
concentrada — analise ndo linear geométrica
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90000 }‘
80000 ;
70000
® Yeom e Lee (1989),
60000 engaste
g 50000 / — Presente trabalho,
A, 40000 g engaste
30000 / ® Yeom e Lee (1989),
Vd o '
20000 Ve ° apolo
10000 7/ . " _ Presente trabalho,
0 & apoio
0O 5 10 15 20 25 30 35 40
wc (mm)

Figura 31: diagrama forca concentrada P X deflexdo vertical w, do

n6é central da casca cilindrica laminada (90/0/90) sob carga
concentrada — analise nio linear geométrica

90000 f ‘
80000
70000 j = Yeom e Lee (1989), engaste
60000
/ n —Presente trabalho, engaste

Z 50000 /

R 40000 ot T Presente trabalho, engaste
30000 i (malha com 512 elementos)
20000 — / ® Yeom e Lee (1989), apoio
10000 | gy /T/

0 ; Y \r | =——Presente trabalho, apoio
0 5 10 15 20 25 30 35 40
wc (mm)

Figura 32: diagrama forca concentrada P X deflexdo vertical w, do
né central da casca cilindrica laminada (45/ —45) sob carga

concentrada — analise ndo linear geométrica
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7.3 ANALISE DINAMICA NAO LINEAR GEOMETRICA DE PLACA
LAMINADA SOB CARGA DISTRIBUIDA EM TODA A SUA SUPERFICIE

Seja uma placa quadrada laminada com duas camadas de mesma espessura

h=6,35mm e esquema de laminacdo 45/-45, de lado [=2,438m, e sob carga
distribuida sobre toda a sua superficie q =490,5Pa, atuando durante todo o tempo da
andlise (func@o degrau). Suas propriedades sdo: médulos de Young E, =1724,35GPa;

E, =68,97 GPa; moédulos de elasticidade transversal G,, =G,; =34,49 GPa; coeficiente

de Poisson v,, = 0,25; massa especifica p =2498,61 kg/m”’ .

Apenas % da estrutura foi modelado, com 50 elementos e 36 nds; e como condices de

contorno foram considerados u, =6, =6, =0 no lado AB, u, =w=6_=60.=0 na borda
BC, u,=w=60,=60,=0 na borda CD, e u, =6,=0,=0 no lado AD, tal como

esquematizado na Figura 33. A discretizacdo temporal foi feita com o esquema implicito
de Newmark (BATHE, 1996), com intervalo de tempo Af=0,001s, e o resultado da
deflex@o vertical w, do né central (ponto A da Figura 33) é mostrado na Figura 34,

podendo ser comparado com o obtido por To e Wang (1999), que usaram 32 elementos
triangulares hibridos de casca laminada. Pode ser observada uma boa concordancia entre

os resultados do presente trabalho e aquele reportado por To e Wang (1999).

Ay

X
rd

Figura 33: esquema da discretizacdo de % da placa quadrada
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7,0
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5,0 - &
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2,0 v . * Presente trabalho
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0’0 Epe®’ .I"-L.o’.
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o
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Figura 34: deflexdo vertical w,, ao longo do tempo, do né central

da placa quadrada laminada sob carga distribuida — anélise
dinamica nao linear

7.4 ANALISE ESTATICA ELETROMECANICA DE VIGA BIMORPH
ENGASTADA-LIVRE

Seja a viga engastada-livre composta por duas camadas idénticas de PVDF (viga
bimorph), cada qual com comprimento L = 10 cm, largura & = 5 mm e espessura

h = 0,5 mm, dispostas tal como ilustrado na Figura 35 (a).

5 mm
(a) propriedades geométricas (b) discretizacio espacial
Figura 35: viga piezoelétrica de PVDF (baseada em SZE; YAO,
2000)

As suas propriedades sdo: médulos de elasticidade longitudinais E, =E, =2GPa;

coeficiente de Poisson v, =0,29 (implicando mddulo de elasticidade transversal
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G, =0,7752GPa); massa especifica p=1800 kg/m®; constantes piezoelétricas
e, =e,, =0,046 C/m* e e, =0; constante dielétrica &, =106,2x10"* F/m (SZE; YAO,

2000).

A discretizagdo da viga foi feita com 10 elementos finitos triangulares, como
representado na Figura 35 (b), totalizando 12 nés. Como condig¢bes de contorno, além do
engaste em uma das extremidades, forgcou-se a simetria nos contornos longitudinais,

definindo 6, =6, =0.

A analise estatica eletromecéanica, via método dos elementos finitos, foi feita a partir da

Equacéao (4.109),
161K ] [T =R (K] (R @

Foi aplicado como tnico carregamento externo uma tensao elétrica de 0,5 V em cada
camada (porém com sinais contrarios para gerar a flexdo), obtendo-se w=3,138x10" m

para a deflexdo vertical de cada n6é da extremidade livre. Na Tabela 5 sdo mostrados
também os resultados de outros autores: Lima Jr. (1999) analisou esta viga empregando
10 elementos de viga de Euler-Bernoulli, 10 elementos de viga de Timoshenko e 20
elementos trilineares de 8 nés; Piefort (2001) utilizou 10 elementos retangulares de

casca; Sze e Yao (2000) utilizaram 10 elementos piezoelétricos de membrana com 4 nés.

Tabela 5: deflexdo vertical w de um dos nds da extremidade livre
da viga bimorph sob carregamento elétrico

Autor w (><10’7 m)
Lima Jr. (1999) (Euler-Bernoulli) 3,45
Lima Jr. (1999) (Timoshenko) 3,7
Lima Jr. (1999) (Trilinear) 3,34
Piefort (2001) 3,3
Sze e Yao (2000) 3,45
Presente trabalho 3,138

7.5 VIGA BIMORPH ENGASTADA-LIVRE COM CONTROLE PID

Seja a viga engastada-livre bimorph da secdo 7.4. Atenuando sua vibragdo pelo

controlador PID, definindo como setpoint a deflexdo de um dos nds da sua extremidade
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livre com o valor conhecido de w =-3,138x10" m, deseja-se verificar se a tensfo elétrica

fornecida é de 0,5 V. Para tal foram consideradas:
a) as constantes K, =10 e K, = K, =0,1 (arbitradas) para a Equacéo (5.5);

b) a equacdo de equilibrio dindmico no caso linear, a partir das Equagoes

(4.82) e (4.86), como
[M]{a}+[c]{a} +[K]{u} = {R}, (7.2)

com discretizacdo temporal feita pelo esquema implicito de Newmark com

intervalo de tempo At =0,01s;

c) as razdes de amortecimento ¢, =1x10" e ¢, =2x10" para determinar a

matriz de amortecimento a partir dos autovalores da estrutura, calculados

com uma biblioteca de rotinas do Fortran (dgvcsp).

A Figura 36 mostra a deflexdo vertical de um dos nés da extremidade livre da viga ao
longo de 3 s, verificando-se que o valor desejado (setpoint) é atingido, o que é confirmado
na Figura 37, onde é mostrado o grafico ao longo do tempo da diferenca entre o setpoint e
a deflexdo vertical, sendo que tal diferenca tende a zero. Na Figura 38 é mostrada a
variacdo da tensdo elétrica desenvolvida na viga ao longo do tempo, sendo que é
alcancada a tensdo esperada de 0,5 V quando ocorre a deflexio vertical definida no

setpoint.

0 1 2 3 4 5 6 7 8

0,0E+00

-5,0E-08 \

-1,0E-07 \
g -1,5E-07 \
3 -2,0E-07

-2,5E-07
\“‘\%,...

-3,0B-07 T PPy PP PP
-3,5B-07

t(s)

Figura 36: deflexdo vertical w, ao longo do tempo, de um dos nds
da extremidade da viga controlada pelo PID
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5,0E-08

0,0E+00 M”L‘ AN

-5,0E-08 //!'"
J

i -1,0E-07 /

§ -1,5E-07 /

§, -2,0E-07 /
-2,5E-07
-3,0E-07
-3,5E-07

t(s)

Figura 37: diferenca, ao longo do tempo, entre o setpoint e a
deflexao vertical w de um dos nés da extremidade da viga,
controlada pelo PID

0,0

01\
\

-0,2 \
% 0,3
g \
-0,4 \\
-0,5 i
-0,6
t(s)

Figura 38: sinal de controle (tensio elétrica) desenvolvido ao longo
do tempo na viga bimorph

Nas figuras 36 e 37 observam-se componentes de alta frequéncia nido amortecidas.

Presume-se que uma melhor sintonia dos parametros K,, K, e K, possa suavizar a

resposta. Tal comportamento ndo se faz presente no sinal de controle, dado na Figura 38,

concluindo-se que o ganho derivativo deve ser baixo.
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7.6 VIGA BIMORPH ENGASTADA-LIVRE CONTROLADA PELO LQR E
PELO LQR MODAL

Seja a viga bimorph engastada-livre da secdo 7.4. Desejando fazer o controle LQR e o
controle LQR Modal considerando o efeito de forgas mecanicas externas nio controladas
pelo método da rejeicdo das perturbagoes, foram adicionadas a viga forgas concentradas

transversais aplicadas em cada né da extremidade livre, de médulo P=5x10"° N cada,

com sentido para baixo, atuando durante todo o tempo da andalise (funcio degrau).

Também caracterizam a analise:

a) foram utilizadas razdes de amortecimento ¢, =1x107 e ¢, =2x107;
intervalo de tempo At=0,001s; tempo inicial ¢, e final ¢, iguais a,

respectivamente, O e 8 s;

b) a solucdo da matriz de Ricatti foi obtida a partir dos autovetores complexos

da matriz Hamiltoniana [H ] (Equacéo 5.42) e sua inversao (Equacao 5.43),

os quais foram calculados empregando bibliotecas de rotinas do Fortran

(deverg e dlincg), respectivamente;

¢) a discretizacdo temporal foi feita pelo método da Matriz de Transicdo de
Estado (State Transition Matrix) com o Retentor de Amostras de Ordem

Zero (Zero Order Hold), descrito no Apéndice A.

d) como acdo de controle, foi considerada uma tunica tensdo elétrica que é
distribuida igualmente em toda a camada atuadora superior da viga e, com

sinal trocado, em toda a camada atuadora inferior.

As seis primeiras frequéncias naturais de vibracgdo da viga sdo apresentadas na Tabela 6.

Tabela 6: primeiras frequéncias naturais da viga bimorph

i ¢i(rad/s) ¢ (Hz)
1 112,5 17,90
2 718,0 114,3
3 2074  330,1
4 2445 389,1
5 4267  679,1
6 7516 1196
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7.6.1 Controle LQR

Para o controle LQR, as matrizes [@] e [R] do funcional (5.35) foram arbitradas como

diagonais e preenchidas, respectivamente, com valores xq = 1 e xr assumindo valores 0,1,
0,01 e 0,001, objetivando estudar suas influéncias no desempenho do controlador
projetado. Na Figura 39 é mostrado um grafico com o resultado obtido da deflexdo
vertical de um dos nés da extremidade livre da viga ao longo do tempo, w(t), para os
diversos valores de xr; as correspondentes acées de controle v(f) sdo mostradas na Figura
40. Na Figura 39 ainda é sobreposto o resultado da andalise dindmica amortecida nao

controlada.

Observa-se na Figura 39 que, a medida que é empregado um valor menor para xr, o
controle é mais rapido, porém a intensidade da acdo de controle pode aumentar
consideravelmente, ainda que por breve intervalo de tempo. Valores menores que 0,001

testados para xr (0,0001; 0,00001 etc.) causaram instabilidade numérica.

-0,001 — A — —— ] — h—

o LU e LR !
-0,003 : 2 ” n r\

AL 1 Wi ]
0,004 - H | HV ‘Jv 7V*U*V~U7va,

-0,006 -+

w(?) (m)

-0,007 H————— l

‘ néo controlada

Xr = 0,01 +weeeeees xr = 0,001

-0,008
0,0 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0 1,2 1,4 1,6 1,8 2,0

t(s)
Figura 39: deflexdo vertical, ao longo do tempo, de um dos nés da

extremidade da viga bimorph — comportamento nao controlado e
com controle LQR, com diferentes valores de xr
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Figura 40: variacido da acdo de controle, ao longo do tempo, no
controle LQR da viga bimorph com diferentes valores de xr

2,0

Na Figura 41 é mostrada a atenuacao da densidade espectral de poténcia (power spectral

density, PSD) do mesmo né6 e grau de liberdade (deflexao vertical de um dos nés da

extremidade livre), onde é sobreposto o resultado do comportamento amortecido nio

controlado ao do controlado pelo LQR; na Figura 42 é mostrada a correspondente

atenuacéo da PSD da acdo de controle.

-20

néo controlada
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R
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Figura 41: atenuacio da PSD da deflexdo w(t) de um dos nés da
extremidade da viga bimorph — nao controlada e controlada pelo

LQR, com diferentes valores de xr
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Figura 42: atenuacgoes da PSD da acéo de controle u(f), no controle
LQR da viga bimorph com diferentes valores de xr

As trés primeiras frequéncias naturais da viga sfo, conforme a Tabela 6, 112,5 rad/s
(17,90 Hz); 718 rad/s (114,3 Hz); e 2074 rad/s (330,1 Hz). Na Figura 41, na posicao da
primeira frequéncia natural verificam-se atenuagoes da PSD da deflexdo, com relagao ao
comportamento nio controlado, de aproximadamente 25 dB, 45 dB e 65 dB, em funcéo

dos valores arbitrados para xr como 0,1, 0,01 e 0,001, respectivamente.

Para melhor capacitar uma analise do desempenho do controlador, podem ser

consideradas como métricas o valor quadratico médio (root mean square — RMS) das

v
rms?

variaveis de estado, x? , e o valor RMS das agdes de controle, x! , definidos por

rms?

= e S e O = [ S o000 72

npts npts 5

Nesta equagao npts é o numero discreto de analises feitas ao longo do tempo, dado por

i (7.3)
npts = ; .
P At

e {q(L)} e {v(z)} sdo, respectivamente, os vetores das variaveis de estado e das acdes de

controle, calculados na i-ésima analise. Adicionalmente, pode servir como métrica o

proéprio valor do funcional J (Equacio 5.35).
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v

Os valores encontrados de J, x? e x’ sao mostrados na Tabela 7, e corroboram a

rms rms
observacao feita anteriormente: para que a atenuacdo da vibragdo aconteca de maneira

mais rapida, é demandado um valor maior de tensio elétrica.

Tabela 7: métricas no controle LQR da viga bimorph

Valores de xq e xr Xl X J
le0,1 0,02030 19,30 23787
1e0,01 0,01148 36,65 4680

1e 0,001 0,00653 66,43 1240

7.6.2 Controle LQR Modal

Para o controle modal truncado, as matrizes-peso [Qm] e [l%m} a serem utilizadas no

funcional (5.63) foram arbitradas como diagonais e preenchidas com valores xqm =1 e
xrm variando com valores 0,01, 0,0001 e 0,000001. Foram controlados: o primeiro modo
de vibracdo (nmode = 1); os dois primeiros modos de vibragdo (nmode = 2); e os trés
primeiros modos de vibracao (nmode = 3). Como razdes de amortecimento (Equagao 5.60)
foram consideradas & =¢, =1x107 e & =&, =¢,=2x10". Na Figura 43 é mostrado o
resultado das deflexées verticais de um dos nés da extremidade livre da viga, ao longo do
tempo, para trés casos de xrm e nmode = 2 e, adicionalmente, o comportamento nao
controlado amortecido; na Figura 44 estdo as correspondentes variagbes da acio de

controle u(f).

2 primeiros modos controlados (nmode = 2)

''''''''' nio controlada xrm = 0,01 xrm = 0,0001 — xrm = 0,000001

0,001
-5E-18
-0,001 n
-0,002
-0,003
-0,004
-0,005
-0,006
-0,007
-0,008

w(t) (m)

t(s)

Figura 43: deflexdo vertical, ao longo do tempo, de um dos nés da
extremidade da viga bimorph com os dois primeiros modos
controlados pelo LQR Modal, com diferentes valores de xrm
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Figura 44: variacao da ac¢ao de controle, ao longo do tempo, no
controle LQR Modal dos dois primeiros modos de vibracdo da viga
bimorph com diferentes valores de xrm

Nas figuras 45 e 46 sdo mostradas as curvas da deflexdo de um dos nés da extremidade

livre da viga e da correspondente acdo de controle, respectivamente, sendo sobrepostos os

resultados da andalise com nmode = 1, nmode = 2 e nmode = 3, somente para o caso

xrm = 0,000001. Na Figura 45 é sobreposto, ainda, o resultado da analise amortecida e

nao controlada.
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Figura 45: deflexdo vertical, ao longo do tempo, de um dos nés da
extremidade da viga bimorph com os dois e com os quatro
primeiros modos controlados pelo LQR Modal, com xrm = 0,000001
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Figura 46: variacio da acdo de controle, ao longo do tempo, no
controle LQR Modal da viga com xrm = 0,000001 e diferentes
valores de nmode

Observa-se nestes dois ultimos graficos uma proximidade entre as curvas referentes a
andalise com os dois e com os trés primeiros modos controlados. Nesse caso o diagrama da
atenuacio da PSD é util para verificar se o aumento do nimero de modos controlados
estd produzindo efetivamente melhores resultados. As figuras 47 e 48 apresentam os
graficos da atenuacao da PSD da deflexdo vertical de um dos nés da extremidade livre da
viga e da correspondente acao de controle, respectivamente, sobrepondo-se em cada um
deles os resultados da andlise com os dois e com os trés primeiros modos controlados,

somente para o caso xrm = 0,000001.
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Figura 47: atenuacgoes da PSD da deflexdo vertical de um dos nés
da extremidade da viga bimorph, controlada pelo LQR com
xrm = 0,000001

xrm = 0,000001

200 T T
e nmode =2
—— nmode =3
S 150
—
Il
3
£ 100
<2 l
Be]
[}
=
o
T 50 N
3 §
9) N\
& o i e ————————
-50

0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500

Frequéncia (Hz)

Figura 48: atenuagoes da PSD da acdo de controle, no controle
LQR da viga bimorph com xrm = 0,000001
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7.7 PLACA QUADRADA APOIADA, CONTROLADA PELO LQR E PELO
LQR MODAL

Seja uma placa quadrada de lado 0,1 m, apoiada nas quatro bordas, constituida de
quatro camadas laminares de grafite-epoxi na sequéncia 0/90/90/0, cada qual com
espessura 1,5 mm. Dezesseis pastilhas piezoelétricas atuadoras de espessura 0,5 mm,
sdo distribuidas simetricamente, ocupando as mesmas posi¢oes da superficie superior e
inferior da placa; como esquematizado na Figura 49 (a), as pastilhas ficam nas posi¢oes
“127; “197; “45”; “46”; “b5”; “b6”; “82”; “89”. O carregamento é impulsivo, consistindo de
uma carga concentrada de 10 N aplicada no né central da placa durante os primeiros
14,04 ps do tempo total de analise, 0,01053 s. Como intervalo de tempo foi considerado

3,61 us e as propriedades do compésito sdo E, =172,5GPa; E,=6,9GPa;
G, =G,,=3,45GPa; v,=0,25; p=1600kg/m’. Os elementos piezoelétricos tém
propriedades  E, =E,=63GPa; G, =24,6GPa; v,=0,28; p=7600kg/m’;

e, =e, =10,62C/m*; &, =0,1555x10" F/m.

91 1 92 [ 93| 94| 95 (96| 97 | 98 | 99 | 100

81 [ 82| 83| 84| 8 |8 | 87| 8 | 89 [ 90

71| 72 | 737475 76| 77|78 (79| 80

61 | 62 | 63| 64 | 65| 66 | 67| 68| 69 [ 70

51 52| 53 [ 54 | 85 | 86 | 57 | 58 | 59 | 60

41 | 42 | 43 | 44 | 45 | 46 | 47 | 48 | 49 | 50

3132|3334 (3536|3738 (39| 40

21122 (23] 2425|2627 (28] 29| 30

11 | 12 | 13 | 14 | 15| 16 | 17 | 18 | 19 | 20

1 2 3 4 5 6 7 8 9 | 10

(a) posicionamento das pastilhas (b) malha de elementos finitos
piezoelétricas

Figura 49: vista de topo da placa quadrada apoiada

A placa foi discretizada com 200 elementos e 121 nds, como representado na Figura 49
(b), totalizando 522 graus de liberdade. Roy e Chakraborty (2009a) resolveram este
problema empregando cem elementos finitos de oito nds, o mesmo intervalo de tempo e

um algoritmo genético para otimizar as matrizes [Q] e [R] no controle LQR Modal.
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Nagquele trabalho, oito pastilhas foram aplicadas na superficie superior como elementos
sensores e oito na superficie inferior como elementos atuadores, e os autores justificam

tal posicionamento como sendo “determinado baseando-se nos modos de vibracido” (ROY;

CHAKRABORTY, 2009a, p. 1397).

Foi necessario encontrar, por tentativas, as razoes de amortecimento. Na Figura 50 é
mostrado o comportamento amortecido e ndo controlado, ao longo do tempo, da deflexdo

vertical do né central da placa, w,, sendo superpostos os resultados de Roy e
Chakraborty (2009a) e do presente trabalho com razdes de amortecimento ¢, =0,009 e

¢, =0,0049.
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Figura 50: comportamento amortecido e nao controlado, ao longo

do tempo, da deflexdo vertical do né central da placa

As dez primeiras frequéncias naturais da placa sido apresentadas na Tabela 8.

Tabela 8: primeiras frequéncias naturais da placa apoiada

i ¢i(rad/s) ¢ (Hz)
1 18887 3006
2 35671 5677
3 68037 10828
4 72470 11534
5 78344 12469
6 103358 16450
7 124179 19764
8 148970 23709
9 151627 24132
10 157934 25136
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7.7.1 Controle LQR

Para o controle LQR da placa, as matrizes [@] e [R] do funcional (5.35) foram arbitradas

como diagonais e preenchidas, respectivamente, com valores xqg = 1 e xr assumindo
valores 0,001 e também 0,0001. A Figura 51 mostra a deflexdo vertical do n6 central da
placa, ao longo do tempo, controlada pelo LQR, sendo sobreposto o resultado obtido por
Roy e Chakraborty (2009a) e também o comportamento nao controlado e amortecido; e a
Figura 52 apresenta as correspondentes ac¢oes de controle. As figuras 53 e 54 mostram as

atenuacdes da PSD, e na Tabela 9 sdo apresentadas as métricas calculadas.
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Figura 51: deflexdo vertical do n6 central da placa, ao longo do
tempo, controlada pelo LQR
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Figura 52: acbes de controle, ao longo do tempo, no controle LQR

da placa apoiada
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Tabela 9: métricas no controle LQR da placa apoiada

Valores de xq e xr Xl X J
1e 0,001 1,245 x 105 0,8553 27,67
1 e 0,0001 0,8871 X 10 1,684 37,44

7.7.2 Controle LQR Modal

Para o controle modal truncado, as matrizes-peso [Qm] e [l?m} a serem utilizadas no

funcional (5.63) foram arbitradas como diagonais e preenchidas com valores xgm =1, e
xrm assumindo valores 0,01 e também 0,0001. Como razdes de amortecimento (Equacéo

5.60), foram consideradas: & =¢, =0,009; &, =¢,=0,0049; & =&, =& =5=6 =5 =¢,.

Na Figura 55 é mostrada a deflexdo vertical do né central da placa, ao longo do tempo,
tendo sido controlados os oito primeiros modos de vibragio (nmode = 8); na Figura 56

estdo as correspondentes variacoes da acido de controle u(z).
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Figura 55: deflexdo vertical do né central da placa, ao longo do
tempo, controlada pelo LQR Modal
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Figura 56: acgbes de controle, ao longo do tempo, na placa
controlada pelo LQR Modal

Pode ser observado em ambas as figuras 52 e 56 que sio desenvolvidas tensdes elétricas

deve

significativamente maiores que as reportadas por Roy e Chakraborty (2009a), porém

ser ressaltado que elas sdo funcio dos valores atribuidos as matrizes-peso. Para

uma melhor visualizacdo do comportamento das acoes de controle, nas figuras 57 e 58

sdo apresentados os resultados nos intervalos 0 — 0,0001 s e 0,0001 — 0,01 s,

respectivamente. As métricas calculadas sdo fornecidas na Tabela 10, e as figuras 59 e

60 apresentam, respectivamente, os graficos da atenuacgio da PSD da deflexo vertical do
né central da placa e da correspondente acio de controle.

100

80

= = = xrm = 0,01

60

xrm = 0,0001

S w0
= \
\
\
20 .
\
‘L_/\ . / \
\ L]
0 0 \ _fr==—===- >_\ P P il i, S
-20
0,00000 0,00001 0,00002 0,00003 0,00004 0,00005 0,00006 0,00007 0,00008 0,00009
t(s)

0,00010

Figura 57: acbes de controle, no intervalo 0 — 0,0001 s, na placa
controlada pelo LQR Modal
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Tabela 10: métricas no controle LQR Modal da placa apoiada
Valores de xgm e xrm x? X Im
1e0,01 3,128 x 105> 3,095 5,416 x 10
1e 0,0001 3,064 x 105 3,511 8,86 x 105
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Figura 59: atenuagoes da PSD da deflexado vertical do né central
da placa, controlada pelo LQR Modal
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7.8 CASCA ESFERICA APOIADA CONTROLADA PELO LQR E PELO
LQR MODAL

Seja uma casca esférica, apoiada nas quatro bordas, de raio R = 0,12 m e cuja proje¢ao no

plano x-y é um quadrado de lado a = 0,04 m, tal como representado na Figura 61.

Figura 61: geometria da casca esférica
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A casca é constituida de quatro camadas laminares com sequéncia 0/90/90/0, cada qual
com espessura 0,75 mm. Dezesseis pastilhas piezoelétricas atuadoras, de espessura
0,5 mm, sdo distribuidas simetricamente, ocupando as mesmas posicoes da superficie
superior e inferior da casca; tal distribuicao é idéntica a da placa tratada na aplicacao da
Secao 7.7, Figura 49 (a). O carregamento é impulsivo, consistindo numa carga
concentrada de 20 N aplicada no né central da casca durante os primeiros 4,65751 us do
tempo total de analise, 0,0034929 s. Como intervalo de tempo foi tomado 1,1643 pus, e as
propriedades do compoésito sdo E, =172,5GPa; E,=6,9GPa; G, =G, =3,45GPa;

v, =0,25; p=1600kg/m’. Para os elementos piezoelétricos, E, =E,=63GPa;
G, =24,6 GPa; v, =0,28; p=1600kg/m*; e, =e,, =10,62 C/m*;

£, =0,1555%x10" F/m.

Tal como a placa apoiada da Secdo 7.7, a casca esférica foi discretizada com 200
elementos e 121 noés, apresentando 522 graus de liberdade. Roy e Chakraborty (2009b)
resolveram este problema empregando o mesmo intervalo de tempo, cem elementos
finitos de oito nés e um algoritmo genético para otimizar as matrizes [Q] e [R] no
controle LQR Modal, controlando os oito primeiros modos de vibragdo. Na Tabela 11 séo

apresentadas as primeiras frequéncias naturais de vibracao da casca.

Tabela 11: primeiras frequéncias naturais da casca apoiada

i ¢i(rad/s) ¢ (Hz)
1 92513 14724
2 124073 19747
3 215005 34219
4 237282 37765
5 246295 39199
6 323197 51438
7 389377 61971
8 459505 73132
9 481824 76685
10 482120 76732

Foi necessario encontrar, por tentativas, as razées de amortecimento da casca. Na Figura
62 é mostrado o comportamento amortecido e nao controlado, ao longo do tempo, da
deflex@o vertical do n6 central da casca, w,, sendo sobreposto o resultado de Roy e

Chakraborty (2009b) ao do presente trabalho com razoes de amortecimento &, =0,006 e
¢, =0,3.

Metodologia para a alocagéo 6tima discreta de sensores e atuadores piezoelétricos na simulagio do controle
de vibragdes em estruturas de materiais compdésitos laminados
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Figura 62: comportamento amortecido e nao controlado, ao longo do tempo, da deflexdo
vertical do n6 central da casca esférica

7.8.1 Controle LQR

Para o controle LQR da casca, as matrizes [Q] e [R] do Funcional (5.35) foram

arbitradas como diagonais e preenchidas, respectivamente, com valores xq = 100 e xr

assumindo valores 1 e também 0,1. A Figura 63 mostra a deflexdo vertical do né central

da casca, ao longo do tempo, controlada pelo LQR, sendo sobrepostos ainda os resultados

de Roy e Chakraborty (2009b) e o comportamento amortecido e ndo controlado; e a

Figura 64 apresenta as correspondentes acbes de controle. As figuras 65 e 66 apresentam

os graficos da atenuacdo da PSD da deflexdo vertical do n6é central da casca e da

correspondente acdo de controle, respectivamente; e na Tabela 12 sido apresentadas as

métricas calculadas.
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Tabela 12: métricas no controle LQR da casca esférica apoiada

v

Valores de xq e xr x! x J

100e1 4,867 x 10> 2,070 2147
100 e 0,1 2,837 x10% 4,617 567,8

0 : x
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Figura 65: atenuagoes da PSD da deflexdo vertical do né central
da casca esférica, controlada pelo LQR

Metodologia para a alocagéo 6tima discreta de sensores e atuadores piezoelétricos na simulagio do controle
de vibragdes em estruturas de materiais compoésitos laminados



146

100

50 1+
25 +

.25 e ———

—
S 50 \\ —

- N\ ™NU

L -T5 \
-2 100

=] | |
© 125 \
2 |
® 150

g 175

= -200

3

A 225

wn

Al 250

=275
-300
-325
350 + ==——xr=1

=375 ] xr= 0,1
-400 §

0 50000 100000 150000 200000 250000 300000 350000 400000 450000
Frequéncia (Hz)

Figura 66: atenuacoes das ag¢bes de controle, no controle LQR da

casca esférica

7.8.2 Controle LQR Modal

Para o controle modal truncado, as matrizes-peso [Qm} e [I%m] a serem utilizadas no

funcional (5.63) foram arbitradas como diagonais e preenchidas com valores xgm =1, e
xrm assumindo valores 0,1 e também 0,01. Foram consideradas como razdes de
amortecimento & =¢, =0,006, &, =¢,=0,3 e & =&, =& =& =&, =& =0,001. Na Figura
67 é mostrada a deflexdo vertical do né central da casca, ao longo do tempo, tendo sido
controlados os oito primeiros modos de vibracdo (nmode = 8); na Figura 68 estido as

correspondentes variacoes da acao de controle u(z).
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Figura 67: deflexao vertical do n6 central da casca esférica, ao
longo do tempo, controlada pelo LQR Modal
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Figura 68: acoes de controle, ao longo do tempo, no controle LQR
Modal da casca esférica

Em relacdo aos valores reportados por Roy e Chakraborty (2009b), a ordem de grandeza
das acdes de controle obtidas no presente trabalho é elevada; para melhor visualizar o
seu comportamento, as figuras 69 e 70 apresentam os resultados nos intervalos
0 — 0,0001 s e 0,0001 s — 0,0035 s, respectivamente. As figuras 71 e 72 mostram as
atenuacées da PSD do deslocamento e das acdes de controle, e as métricas calculadas sdo

fornecidas na Tabela 13.
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Figura 69: acées de controle, no intervalo 0 — 0,0001 s, no controle
LQR Modal da casca esférica
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Tabela 13: métricas no controle LQR Modal da casca esférica

Valores de xqm e xrm Xl Xy Jn
le0,1 3,483 X 10° 12,25 2,628 X 102
1e0,01 2,498 X 105 12,69 2,856 x 103

7.9 OTIMIZACAO, VIA ALGORITMO GENETICO E CONTROLE LQR
MODAL, DA ATIVACAO DE DUAS PASTILHAS PIEZOELETRICAS EM
VIGA BIMORPH ENGASTADA-LIVRE SOB CARGA CONCENTRADA

O programa para andalise estrutural via elementos finitos desenvolvido neste trabalho
permite a discretizacdo espacial utilizando elementos triangulares de material
composito, onde foi acrescentada a possibilidade de haver camadas piezoelétricas
(superior e inferior) que podem atuar como sensores e atuadores, ou ambas como
atuadores, ou ainda apenas contribuir para a massa e a rigidez da estrutura, em funcéo

de estarem ou nio presentes, e ativadas ou nao eletricamente.

Um problema tipico de otimizagdo consiste em distribuir ou ativar um determinado
numero “n” de pastilhas piezoelétricas sobre a estrutura de modo que promovam
criteriosamente o melhor controle de vibrac¢ées. Como na pratica tais pastilhas séo
retangulares, neste trabalho o programa de otimizacdo via algoritmo genético foi
preparado a ativar pares contiguos de elementos triangulares que contém camada
piezoelétrica. Adicionalmente, a tensdo elétrica é aplicada com sinais contrarios aos

elementos piezoelétricos superiores e inferiores, de modo a promover flexdo na estrutura.

Para testar o desempenho do programa de otimizacdo na ativagao de duas pastilhas
piezoelétricas na viga engastada-livre bimorph apresentada na Secdo 7.6, as seguintes

consideracoes foram feitas:

a) a viga é composta por 10 elementos triangulares, portanto das 5 pastilhas

possiveis apenas 2 sdo ativaveis;

b) devido ao tipo estrutural (viga) e condi¢bes de apoio (engaste em uma
extremidade, livre na outra), o controle de vibracoes é sabidamente mais
eficaz quanto mais proximo do engaste as duas pastilhas ativadas
estiverem, o que corresponde, na Figura 73, que assumam as posi¢ées “1” e
“2”. O programa impede automaticamente a superposicdo de pastilhas em

qualquer posic¢ao;
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¢) o numero de variaveis é 2 (correspondente ao numero de pastilhas), cada
uma com limites inferior e superior iguais a 1 e 8, respectivamente, sendo o
numero de bits por variavel igual a 3, pois 23 > 5 (numero de posi¢oes
possiveis). Quando as posigoes “67, “77 ou “8 sdo arbitradas
aleatoriamente, o programa as substitui pela posi¢ao “5” antes de seguir a

analise;

d) as probabilidades de crossover e de mutacio foram tomadas como 90% e
1%, respectivamente, e a tolerancia do desvio padrio foi considerada

0,5 x 10

/ “ \ \ N N
\ \ . \ \
\ . \ S \

. N S \ \
. \ 0y \ \
\ S \ \ N
\ \ \ \ \
\ . \ \ \
\ \ S \ \
\ “ \ \ 0y
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\ . \ \ \
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\ \ \ \ .

) 1 2 3 4 5

Figura 73: vista superior das possiveis posicbes de pastilhas
piezoelétricas ativaveis na viga bimorph

Na simulacio, feita com nimero de individuos e nimero de geracées iguais a 20 e 10,
respectivamente, obteve-se o resultado esperado na 2% geracido: as pastilhas “1” e “2”
foram ativadas, utilizando-se o controle LQR Modal com os quatro primeiros modos

controlados, e como funcio de custo o valor da métrica Jm.

Nas figuras 74 e 75 sdo mostradas, respectivamente, a deflexdo vertical ao longo do
tempo de um dos nés da extremidade livre da viga bimorph e a correspondente variacao
da acédo de controle, sendo sobrepostos, em cada uma delas, os resultados do controle
LQR com todas as pastilhas ativadas e do controle com apenas duas das cinco pastilhas

ativadas nas posigoes “1” e “2”, definidas na otimizagao.
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Figura 74: deflexdo vertical, ao longo do tempo, de um dos nés da
extremidade da viga bimorph, controlada pelo LQR com todas as
pastilhas ativadas e com apenas duas pastilhas ativadas nas
posigoes “1” e “2” definidas na otimizacao
2500
2000

1500 A
M A

INVATAYS s

v(@®) (V)
’
g

500

/ \“V —
0 -

/ \/

-500 v = todos os patches

== 2 patches (posigdes '1' e '2')
-1000
0 0,05 0,1 0,15 0,2 0,25 0,3 0,35 0,4 0,45 0,5

t(s)

Figura 75: acédo de controle, ao longo do tempo, no controle LQR da
viga com todas as pastilhas ativadas e com apenas duas pastilhas
ativadas nas posigoes “1” e “2” definidas na otimizagao
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7.10 OTIMIZACAO, VIA ALGORITMO GENETICO E CONTROLE LQR
MODAL, DO  POSICIONAMENTO DE  OITO  PASTILHAS
PIEZOELETRICAS EM PLACA APOIADA

Para a otimizacdo do posicionamento de oito pastilhas piezoelétricas na placa da
aplicacéo tratada na Secdo 7.7, levando em consideracio a sua geometria e as condigoes
de apoio e de carregamento, foi imposta uma condi¢do de simetria na distribuicao das
pastilhas; tal como esquematizado na Figura 76, a otimizacdo é feita a partir da escolha
de pares de pastilhas que estdo no 1° quadrante (pastilhas “1” a “25”). Por exemplo,
selecionar as pastilhas “7” e “25”, destacados na Figura 76 (b), equivale a selecionar as
pastilhas “127, “19”, “45”, “46”, “55”, “56”, “82” e “89”, tal como mostrado na Figura 49 (a).
Desta maneira, o nimero de variaveis é 2 (correspondente ao nimero de pastilhas), cada
uma com limites inferior e superior iguais a 1 e 8, respectivamente; e o nimero de bits
por variavel é a 5, uma vez que 25 > 25 (nimero de posi¢bes possiveis). Tal como na
otimizacio da viga bimorph (aplicacdo da Secdo 7.6), quando as pastilhas “26”, ... , “32”
sdo selecionadas, o programa as substitui pela pastilha “25” antes de seguir a analise;
também as probabilidades de crossover e de mutacdo foram tomadas como 90% e 1%,

respectivamente, e a tolerancia do desvio padréao foi considerada 0,5 X 10,

21| 22| 23| 24|25
y
3 | 4 16 | 17 | 18 | 19 | 20
1] e 1112|1314 15

(a) 6 7 8 9 | 10

1|23 |4]5
(b)

Figura 76: (a) esquematizagao dos quadrantes; (b) numeragao das
pastilhas no primeiro quadrante

Na simulagao, empregando o controle LQR Modal dos oito primeiros modos de vibragao,
com xqgm = 1 e xrm = 0,01, e feita com 20 individuos e 10 geracgdes, obteve-se como
resultado o par de pastilhas “24” e “25” apresentando menor funcio de custo (métrica

Jm = 8,368 X 10-?, como pode ser observado na Tabela 11), ja na 1% geracio.
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Nas figuras 77 e 78 sdo mostradas, respectivamente, a deflexdo vertical ao longo do
tempo do né central da placa, e a correspondente variacdo da acio de controle, sendo
sobrepostos, em cada uma delas, os resultados do controle LQR Modal com xqgm = 1 e
diversos valores de xrm; e o resultado de Roy e Chakraborty, embora este seja referente
as pastilhas ocupando as posicdes “7” e “25”. As figuras 79 e 80 mostram as atenuacoes

da PSD, e na Tabela 14 sdo apresentadas as métricas calculadas.
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Figura 77: deflexdo vertical do n6 central da placa, ao longo do
tempo, controlada pelo LQR Modal — posicionamento otimizado
pelo algoritmo genético
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Figura 78: acgbes de controle, ao longo do tempo, na placa
controlada pelo LQR Modal — posicionamento otimizado pelo
algoritmo genético
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Figura 79: atenuacgées da PSD da deflexdo vertical do né central
da placa, ao longo do tempo, controlada pelo LQR Modal —
posicionamento otimizado pelo algoritmo genético
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Figura 80: atenuagoes da PSD das agdes de controle, ao longo do
tempo, na placa controlada pelo LQR Modal — posicionamento

otimizado pelo algoritmo genético
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Tabela 14: métricas na alocacdo 6tima de pastilhas piezoelétricas
na placa apoiada

Posi¢io Valores de xgm e xrm Xl Xy Jm
Roy e Chakraborty (2009a) (7 e 25) 1e0,01 3,128 X 105 3,095 5,416 X 10
Otimizada pelo AG (24 e 25) 1e0,01 1,488 x 105 1,020 8,368 x 10-®
Otimizada pelo AG (24 e 25) 1e 0,001 1,271 x 10> 1,031 7,004 X 10->

7.11 OTIMIZACAO, VIA ALGORITMO GENETICO E CONTROLE LQR
MODAL, DO POSICIONAMENTO DE OITO PASTILHAS
PIEZOELETRICAS EM CASCA ESFERICA APOIADA

Para a otimizagao do posicionamento de oito pastilhas piezoelétricas na casca esférica
apoiada da aplicacdo apresentada na Sec¢do 7.8, foi empregado esquema semelhante ao
da aplicacido da Sec¢édo 7.10. Foi feito o controle LQR Modal dos oito primeiros modos de
vibracdo, tendo sido arbitrados xgm = 1 e xrm = 0,01. Com 20 individuos e 10 geracoes,
obteve-se como resultado o par de pastilhas “24” e “25” apresentando menor funcio de
custo (métrica Jn = 3,839 X 104 ja na 1* geracdo. Uma analise posterior, feita com 30
individuos e 10 geracées, confirmou o resultado, ao custo de 50% a mais de tempo de

processamento.

Roy e Chakraborty (2009b) apresentam o resultado de um estudo do indice de
controlabilidade da estrutura (WANG; WANG, 2001), que conduz a um numero de doze
pastilhas a serem posicionadas assimetricamente tal como ilustrado na Figura 81, sendo
seis como atuadoras na camada inferior e seis como sensoras na mesma posicao da
camada superior. Na Figura 82 sio confrontados os resultados de Roy e Chakraborty
(2009b) com os do presente trabalho levando em consideracéo as pastilhas alocadas nas

posicoes:
a) otimizadas pelo algoritmo genético (“24” e “25”, do 1° quadrante);
b) alegadas como sendo de melhor controlabilidade (conforme Figura 81);

¢) Iniciais e n&o otimizadas (“77 e “25”, do 1° quadrante), para efeito de

comparacoes.

Nesses trés casos foram empregados os mesmos parametros, xgm = 1 e xrm = 0,01. Na

Tabela 15 sdo mostradas as métricas calculadas.
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Figura 81: pastilhas piezoelétricas posicionadas conforme melhor
indice de controlabilidade, segundo Roy e Chakraborty (2009b)
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Figura 82: deflexao vertical do n6 central da casca esférica, ao
longo do tempo, controlada pelo LQR Modal — posicionamentos
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Tabela 15: métricas na alocacdo 6tima de pastilhas piezoelétricas
na casca apoiada

Posigao x?! X Im
Roy e Chakraborty (2009b) (7 e 25) 2,498 x 10® 12,69 2,856 x 103
Melhor indice de controlabilidade s 4
(ROY; CHAKRABORTY, 2009p)  »403* 107 15,07 4,213 10

Otimizada pelo AG (24 e 25) 1,321 x 105 4,155 3,839 x 10
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8 CONCLUSOES

Neste trabalho foram desenvolvidas ferramentas computacionais para a simulacdo do
controle ativo de estruturas inteligentes de cascas, placas e vigas delgadas de material
compésito laminado, com camadas de material piezoelétrico como sensores e/ou
atuadores. Também foi tratado o problema da otimizac¢do discreta combinatorial do

posicionamento de pastilhas piezoelétricas.

A discretizacdo espacial foi feita pelo Método dos Elementos Finitos, utilizando o
elemento GPL-T9 de trés nds e seis graus de liberdade mecanicos por né, mais um grau
de liberdade elétrico por camada piezoelétrica. Para a solucdo do sistema de equacées
lineares fol1 empregado o método dos gradientes conjugados com pré-condicionamento
diagonal. A analise estatica ndo linear geométrica foi feita com o método dos

deslocamentos generalizados.

Foram empregados dois métodos de controle: o Proporcional-Integral-Derivativo (PID) e
o Regulador Quadratico Linear (LQR), bem como seu método derivado, o LQR Modal. A
discretizagio temporal foi feita pelo esquema implicito de Newmark, exceto no controle
LQR e LQR Modal, onde foi utilizado o Método da Matriz de Transicdo de Estado com o
Retentor de Amostras de Ordem Zero. No controle LQR e LQR Modal a solucdo da
Equacdo de Ricatti foi obtida a partir dos autovetores complexos da Equacgio
Hamiltoniana. As tensfes elétricas aplicadas nos elementos atuadores piezoelétricos
foram consideradas diretamente como acgdes de controle, através de modificagdoes no
algoritmo LQR. Para considerar o efeito das forcas mecanicas externas nao controladas,
acrescentou-se ao algoritmo de controle a estratégia conhecida como “Rejeicdo das
Perturbacgoes”; tal estratégia permitiu a formulag¢ido de um termo adicional a matriz de
ganho, de forma a levar em conta forcas externas (perturbacées) aplicadas na estrutura,
além das condi¢des iniciais de contorno do problema (valores iniciais das variaveis de

estado).

Em termos das simula¢bées numéricas estaticas e dinamicas, sem ou com controle, das
estruturas de cascas, placas e vigas delgadas de material compédsito laminado, com ou
sem camadas de material piezoelétrico, estas apresentaram resultados condizentes com

aqueles reportados na literatura referenciada. Isto indica a validade do modelo aqui
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implementado, ainda que nfo sejam ressaltadas as suas grandes potencialidades em
aplicacbes mais complexas em termos de geometria e configuracbes de alocacio das

pastilhas piezoelétricas.

Fez-se um estudo da influéncia que os parametros que definem as matrizes [Q] e [R]

tém sobre a efetividade do controlador projetado, obtendo-se o comportamento esperado
de que um controle mais rapido acontece as custas de um dispéndio maior de energia

elétrica.

A otimizacdo do posicionamento de uma quantidade fixa de pastilhas piezoelétricas,
visando minimizar as variaveis de estado e a energia gasta no controle, foi feita
utilizando um algoritmo genético, o qual mostrou comportamento adequado: diminuicéao
das analises para encontrar posicionamentos Otimos em poucas geracbes e também
tratamento em codificacido binaria do problema de otimizacido combinatorial discreta do
posicionamento. A métrica baseada no valor do funcional quadratico de Lyapunov, Jn,
mostrou-se eficiente como componente da func¢io objetivo a ser utilizada na procura da

alocagdo das pastilhas.

Ao final, trés exemplos foram apresentados relacionados a alocacido 6tima das pastilhas
de material piezoelétrico. O primeiro foi relacionado a validagdo da metodologia e do
algoritmo desenvolvido, onde se utilizou o conhecido problema da otimizacdo do
posicionamento de uma quantidade discreta de pastilhas piezoelétricas numa viga
bimorph engastada-livre. Como esperado, os resultados obtidos mostraram o
posicionamento préximo ao engaste como sendo o melhor, resultado este também

verificado por outros autores.

O segundo exemplo tratou do posicionamento também de uma quantidade discreta de
pastilhas de material piezoelétrico numa placa de material laminado. Neste caso, foi
obtida uma solucdo 6tima que diferia daquela indicada na literatura. A solucio
encontrada indicou o posicionamento 6timo como sendo o centro da placa. Um dltimo
exemplo, bem semelhante ao anterior, s6 que aplicado a uma casca esférica, também fo1
investigado, levando a resultados similares aos anteriores (melhor posicionamento com

pastilhas préximas ao centro da casca).
Graficos das variaveis de estado e tensdes elétricas aplicadas ao longo do tempo

claramente indicam a superioridade destas solucées obtidas em relacdo aquelas
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indicadas pela literatura. Graficos da atenuacio/amplificacdo das densidades espectrais
de poténcia dos deslocamentos e das tensdes elétricas aplicadas corroboraram as
conclusbes anteriores. Isto possibilitou a avaliacdo do ganho em termos da atenuacao da
vibracdo e quéo efetivo fol o controle individualmente para cada um dos modos de
vibracdo das estruturas. Em particular, estes ultimos graficos possibilitaram a
demonstracdo da adequacado do posicionamento encontrado neste trabalho com respeito

aqueles indicados na literatura através da confrontacéo das solucdes apresentadas.

A experiéncia até aqui obtida com o controle ativo de vibracdes em estruturas com o LQR
nos motiva a estender a teoria de controle a estruturas com nfo linearidade geométrica,
e, concomitantemente, investigar métodos para definir os valores iniciais que compdem

as matrizes [Q] e [R], bem como a pertinéncia da avaliagéo do indice de controlabilidade

para a distribuicdo das pastilhas piezoelétricas. Sao ainda sugestoes para trabalhos

futuros:

a) diminuir o tempo da andlise no controle LQR e LQR Modal, otimizando as
rotinas que operam com numeros complexos no Método da Matriz de
Transicido de Estado, ou mesmo estudar a substituicio deste método por

outro mais eficiente;

b) investigar aplicagdes de atenuagdo actstica com a ferramenta

desenvolvida;

¢) investigar e implementar o regulador quadratico linear gaussiano (linear

quadratic gaussian — LQG);

d) investigar e implementar outras teorias de laminagao diferentes das daqui
utilizadas, de forma a incluir efeitos higrotérmicos, falhas dos materiais
compositos (funcio de estado limite de Tsai Wu) e perda de aderéncia entre

camadas (delaminacao);

e) investigar e 1implementar a resposta ndo linear dos materiais
piezoelétricos, bem como a consideragao dos limites maximos de tensao

elétrica que lhes é aplicavel (breakdown voltage);
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investigar técnicas que permitam a otimizacgdo continua da alocacgdo das
f) tigar t t t t da al d
pastilhas  piezoelétricas, possibilitando formatos de  pastilhas

independentes da malha de elementos finitos;

g) investigar técnicas que permitam processos de coleta de energia;

h) investigar e implementar técnicas de controle robusto.
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Pode ser demonstrado que a solucao da Equacao (5.8) é
{x(t)} =€ {x(0)} + [ N [B,]{u(z)} dr,
sendo que el pode ser determinado pela expansio em série de Taylor

[ATe [Ale

Al =[I]+[A]¢ o1 3

ou ainda a partir da Equacao (5.18),
M Z[UT U],

onde

Assumindo que a solucéo {x (t)} é do tipo

{0 =[o@Eo)]){=(2)},

170

(A1)

(A.2)

(A.3)

(A.4)

(A.5)

onde [@(t,r)] é a matriz de transicdo de estado que relaciona as variaveis de estado em

diferentes instantes de modo que {x (t)} > {x(r)} para t > 7, e substituindo-a na Equacao

(5.11), tom-se
[6(,7)]=[4][0(t)].
com condigo inicial
(o) =[Oz () = [6(e)] =[1].

Se a matriz [A] é constante, entéo

[@(t,f)] _ e[A](t—r),
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e a Equacéo (A.1) fica

(@)} =[0@n) [t () + [[[0@)][B.]{u(¢)}dz (A.9)

“A matriz de transi¢do de estado é uma ferramenta til para compreender um sistema
linear de primeira ordem. Ela também representa a propagacio da condi¢ido inicial que
pode ser a perturbacdo devida a um disturbio externo” (KWON; BANG, 2000, p. 447,

grifo do autor, tradugdo nossa).

Para resolver numericamente a Equacdo (A.9) uma opcao é utilizar o método retentor de
amostras de ordem zero (zero order hold), em que a variavel de controle é considerada

constante durante um intervalo de tempo ou periodo de amostragem T+

ET <t <(k+1)T = u(t)=u(k)=constante, (A.10)

onde u(k) é a magnitude ou amplitude do sinal de controle entre os passos k e (k+1),

tal como 1lustrado na Figura 86.

u(t) T u(t)=u(k)
‘—i }_— e N

<7

d

Y t

kT (k+1)T

Figura 86: representacdo grafica do método retentor de amostras
de ordem zero (KWON; BANG, 2000)

Se a resposta é conhecida no passo k, para o passo (k+1) deve ser empregada a

Equacao (A.9):
{x((k+1)T)} =[ @((k+1)T,kT)|{x(T)} + j;[@(g,o)][Bu]{u(k)} dé. (A1)

A integral da Equacéo (A.11) pode ser escrita como
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J{ [o(& 0 JIB. 1 u(h)dz =[A]* [ ~[1]){u(k); (a.12)
além disso,
[((k+1)T,kT)] = (a13)
portanto, a Equacéo (A.11) fica
(ke 1))} = (e (R} (AT [ (1], (), (19
fre (1)) = () AT [ -], YRy =[] () + [ ()] 15)
onde foi feita a notagio simplificada (k+1)T =k+1 e kT =k.

Chega-se assim a uma relagao de recorréncia para a determinagao da resposta temporal:

{e ()= [ ]{x(0)f + [ {u(0)}
fe (@)} =[N O+ [P Ru)f =[] {x(0)f + ][ T{w(0)f + [FHu ()}
@)=l P+ [T [ {u(0)f+ ][ F]fu()} + [ e (2)) (A.16)

[17]=e" e[r]=[A]" [ ~[1][B,]=[A] "[[77]-[1])[B.] (A.17)

Melhores resultados sao obtidos quando se emprega pequenos intervalos de tempos
(KWON; BANG, 2000); portanto, juntamente como o fato de que nao é necessario
resolver um sistema de equagdes a cada intervalo de tempo, este método apresenta

caracteristicas tipicas de esquemas explicitos de discretizacao temporal (BATHE, 1996).
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APENDICE B - Fatores tuteis de conversio de unidades
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Devido ao fato de ser comum encontrar-se na bibliografia exemplos e aplicacbes em

unidades inglesas, foi elaborada uma lista de fatores de conversdo de unidades uteis,

apresentada na Tabela 16.

Tabela 16: fatores de conversao de unidades

Grandeza Unidade Equivaléncia
no S.I.
Forca 1 kip =1000 1b 4,448 kN
Massa 1slug =32,171b-s? 14,59 kg
2
lslugzllbfs 515,241{7%
. ft* ft* m
Massa especifica " bf & .
15U ;28 10684 -2
in* in* m'
Momento de uma forca 11b-ft 1,356 N-m
Pressio 1 ksi =1000 psi 6,895 MPa
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