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RESUMO

O presente trabalho é um estudo dos principios Aditivo, Multiplicativo, Inclusdo e Excluséao e
Gavetas de Dirichlet, com duas turmas de estudantes do Ensino Médio do Colégio de
Aplicacdo da UFRGS, que foram confrontados com questdes sobre os principios
combinatorios, antes de estes serem formalizados. Utilizando como referencial a teoria da
Epistemologia Genética de Jean Piaget, as respostas obtidas foram submetidas a uma anélise
estatistica, a partir da qual foi selecionada, por conveniéncia, uma amostra para realizar um

estudo de caso de 9 alunos a partir de uma entrevista semi-estruturada.

PALAVRAS CHAVES: Andlise Combinatoria. Epistemologia Genética. Ensino Médio.

Cognicéo.



ABSTRACT

This paper is a study of the Cardinal addition, Counting Generalized Principle, Inclusion-
Exclusion Principle and Dirichlet's Box Principle, with two classes of high school students of
the Colégio de Aplicagio da UFRGS, who were confronted with questions about
Combinatorics, before this content are formalized. Using as reference the theory of Genetic
Epistemology of Jean Piaget, the answers obtained were subjected to statistical analysis, from
which was selected, by convenience, a sample to conduct a case study of nine students from a
semi-structured interview.

KEY WORDS: Combinatorics. Genetic Epistemology. High school. Cognition.
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1. INTRODUCAO

Visando analisar como 0s estudantes adolescentes do Ensino Médio resolvem
problemas envolvendo os Principios Aditivo, Multiplicativo, Gavetas de Dirichlet e Inclusdo
e Exclusdo antes de estes serem formalizados, foi realizada esta pesquisa empirico-analitica,
sob uma visdo Piagetiana, na qual propomos um experimento com alunos do primeiro ano do
Ensino Médio do Colégio de Aplicacdo (CAp) da UFRGS. Essa pesquisa tem como objetivo
verificar e analisar como o0s alunos tentam resolver problemas de contagem antes de Ihe serem
apresentados os conceitos combinatérios formais. Portanto, durante essa pesquisa, teremos
como questdo norteadora: Analisar como os estudantes de duas turmas do segundo ano do
Ensino Médio do CAp da UFRGS resolvem problemas envolvendo os principios
combinatorios antes de estes serem formalizados.

Serd necessario situar cognitivamente o adolescente, analisando 0s mecanismos e
estratégias utilizados por eles para resolver problemas envolvendo os principios
combinatérios. Para isso, adotaremos como suporte tedrico a Epistemologia Genética de Jean
Piaget, que trara subsidios que possibilitem a compreensdo e analise dos processos cognitivos
do adolescente envolvidos no experimento.

O experimento realizado consiste, primeiramente, na aplicagdo, em duas turmas do
segundo ano do ensino médio, num total de 60 alunos, de uma selecdo de problemas
envolvendo os principios combinatérios’, muito embora esses conceitos ndo tenham sido
formalizados durante o processo de ensino-aprendizagem do CAp até essa fase de
escolaridade. A seguir realizamos uma entrevista semiestruturada com uma amostra,
escolhida por conveniéncia, dos alunos que responderam ao questionario.

A motivacdo dessa pesquisa vem, além da importancia do estudo da Anélise
Combinatodria, de experiéncias vividas com alunos de ensino médio, colegas de graduacéo e

professores e por certa afei¢cdo ao conteudo.
Os problemas de contagem, resolvidos pelo principio multiplicativo, permitem o
desenvolvimento do raciocinio combinatério. Vivéncias do aleatério e do acaso
possibilitam o reconhecimento das ideias de chance e de possibilidade que levam ao
calculo de probabilidades. Pesquisas que possibilitam & coleta, a organizacdo, a
interpretagdo e a andlise dos dados coletados levam ao estudo da Estatistica. Ao

concluir o ensino médio, etapa final da educacdo basica, é esperado que o aluno

! A partir de agora identificaremos os Principios Aditivo, Multiplicativo, Gavetas de Dirichlet e Inclusdo e
Excluséo por principios combinatdrios.
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tenha construido conhecimentos que Ihe permitam ler e interpretar a realidade,
desenvolvendo habilidades e competéncias para atuar na sociedade e na sua vida
profissional, estando, ainda, apto para continuar seus estudos. (RIO GRANDE DO
SUL, 2009, p. 194)

Os referenciais curriculares do Rio Grande do Sul, denominados de Ligdes do Rio
Grande, abordam a importancia do estudo da Analise Combinatéria. Podemos também
salientar a importancia da Analise Combinatdria em outros campos de estudos como o da
Ciéncia da Computacdo, que a utiliza em projetos de algoritmos, otimizagédo, sistemas
distribuidos, etc.

Em diversas oportunidades, pude ouvir reclamacdes de alunos alegando que o
conteddo de Analise Combinatdria era muito complicado, que ndo entendiam e ndo sabiam
qual “férmula” deveriam utilizar para resolver cada questdo. Alguns alegavam que nada fazia
sentido, outros inclusive diziam ndo ter capacidade intelectual para conseguir compreender o
conteddo. Outro fator importante foi o fato que, ao trabalhar como professor particular, pude
reparar que boa parte dos professores ndo formaliza os principios combinatorios
matematicamente em aula, tendo em vista que, sempre que indagados, os alunos respondiam
nunca terem visto algo parecido. Posso incluir ai minha formacéo do Ensino Médio na qual,
durante o ensino da Analise Combinatdria, nenhum principio foi formalizado
matematicamente. Surge entdo uma série de inquietacfes sobre 0 assunto que veio dar origem

a essa pesquisa.
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2. REFERENCIAL TEORICO

Bidlogo, psicologo e epistemologo, Jean Piaget (1896-1980), procurou encontrar e
definir um modelo para estrutura cognitiva humana para assim tornar possivel a formacéo e
construcdo do conhecimento. Piaget definiu quatro estagios, ou periodos, da formagdo da
estrutura cognitiva humana, séo elas: sensério-motor, pré-operatdrio, operatorio concreto e
operatério formal. A palavra periodo, ou estagio, € entendida como uma sucessdao de
comportamentos que, embora guardem relacdo com a idade, ndo sdo precisamente
determinados por ela.

Sensorio-motor é o periodo que acontece logo ap6s 0 nascimento e como sugere 0
préprio nome, € caracterizado pelas sensacOes e atividades motoras, como 0 movimento de
succdo, das maos e dos olhos. Nesse periodo o bebé possui uma inteligéncia pratica para
comecar a constituir a nogdo de objeto, tempo e espaco. De um modo geral, essa fase ocorre
no periodo compreendido entre o nascimento até os 2 anos.

Apds o sensorio-motor, vem 0 pré-operatério, nessa etapa a crianca possui uma
inteligéncia intuitiva, baseando sua logica basicamente em sua percepcdo. A principal
caracteristica € a capacidade de substituir um objeto ou acontecimento por uma representagdo
denominada de funcdo simbdlica. Duas manifestacdes da funcdo simbdlica sdo: o surgimento
da fala e o brinquedo simbdlico, quando a crianga passa imaginar brincadeiras e interage com
elas. Esse estagio ocorre, geralmente, entre 0s 2 e 7 anos. Aproximadamente entre 7 e 12 anos
a crianca passa pelo estagio do operatério concreto.

O estagio operatorio concreto € marcado basicamente pela capacidade da crianca de

realizar operagdes concretas.

Esta capacidade tem sua constituicdo fundamentada a partir do agrupamento das
relagdes intuitivas (proprias do periodo anterior) em sistemas de conjunto e que
transformam as intuigdes em operagcdes de todos os tipos. A nocdo de operacdo
aplica-se a realidades diversas, mas bem definidas. Existem as operacgdes logicas, as
aritméticas, as geométricas, as temporais, as mecanicas, as fisicas, etc. (RIZZI;
COSTA, 2004, p. 32).

Essas operacdes, ou agOes, sdo todas de origem perceptiva, motora ou intuitiva.
Gradativamente a crianga comega a utilizar um raciocinio logico ao invés da intuigdo ou
percepcao, conseguindo assim estabelecer relacGes entre os elementos que compdem uma
situacdo e a considera-la como um todo. Posteriormente vem o estagio operatorio formal, esse
seria 0 estagio final a estrutura cognitiva. Esse estagio € o que possui maior interesse nessa

pesquisa sendo a ele dedicada a secéo seguinte.
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2.1 Operatdrio formal

Ocorrendo na a adolescéncia (dos onze ou doze anos em diante), etapa onde ocorre a

passagem do pensamento concreto para o pensamento formal.

O pensamento formal é, na realidade, essencialmente hipotético-dedutivo:
a deducdo ndo mais se refere diretamente a realidades percebidas, mas a enunciados
hipotéticos, isto é, a proposices que se referem a hipoteses ou apresentam dados
apenas como simples dados, independentemente de seu carater real: a deducdo
consiste, entdo, em ligar entre essas suposicdes, e delas deduzir suas consequéncias
necessarias, mesmo quando sua verdade experimental ndo ultrapassa o possivel.
(INHELDER; PIAGET, 1976, p.189)

Diferentemente do periodo operatdrio concreto, em que 0 pensamento e as
conclusbes viam de observacdes através de uma observacdo do real, no operatério formal ha
uma libertacdo do real, o sujeito gera conclusdes de puras hipdteses, as conclusbes geradas
independem da realidade do fato.

Assim o adolescente precisa “considerar o possivel como um conjunto de hipdteses
que devem ser confirmadas ou rejeitadas.” (SILVA, 2010).

Nesse periodo surge uma combinatdria proposicional para lidar com essas hipoteses
ou proposicdes. No periodo operatério concreto, dados p e q duas proposi¢des, a crianca
alcanca apenas as quatro associacdes: pAq, pA~Q, ~pAg, ~pA~(. J& no operatdério formal o
adolescente:

Realiza combina¢Bes nan, ou seja, 1 a 1, 2 a 2, etc., resultando 16 combinacBes no
total. Em outras palavras, a partir das quatro classes iniciais, 0 pensamento é capaz
de realizar todas as combinagdes possiveis. (RIZZI; COSTA, p. 36 2004)

Piaget e Inhelder em sua obra intitulada “A Origem da ideia do acaso na crianga”, de
1951, constataram que € nessa mesma etapa ocorre 0 aparecimento das operagdes

combinatdrias matematicas.

As operagbes combinatérias ndo participam do conjunto de operadores
proposicionais e ndo derivam deles. Constituem, ao contrario, a condigdo preliminar
de sua estruturacdo, o que é muito diferente, e de outro lado sdo generalizaveis para
novas situacOes, a partir do momento que servem para esta estruturacdo. Essas
diversas caracteristicas psicolégicas mostram, assim, que as operacoes
combinatérias tém suas raizes numa realidade mais profunda, que é a estrutura de
conjunto de que decorrem tais operadores proposicionais, [...] (INHELDER;
PIAGET, 1976, p. 234)
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Assim vemos que 0 surgimento dessas duas combinatérias ndo ocorre por

coincidéncia, mas sim pelo fato de ambas possuirem a origem na estrutura de conjunto.

2.2 Analise Combinatoria

Anélise Combinatoria € uma area do estudo da matematica chamada Matematica
Discreta. Segundo Tavares (2005), ha noticias que Arquimedes (287 a.C - 212 a.C), ja havia
trabalhado com as questBes de Analise Combinatoria envolvendo o jogo Stomachion. Houve
muitas descobertas tanto pelo ocidente quanto pelo oriente, entre elas a descoberta de Newton
(1646-1727) que mostrou como calcular diretamente (1 + x)" sem precisar calcular (1 + x)"*.

O matematico arabe Al-Karaji (fins do século X), ja sabia a lei de formacao dos elementos do

triangulo de Pascal:CPY} = ™ + ¢?.0 matematico Abraham De Moivre (1667 - 1754)
mostrou como achar os nimeros de Fibonacci, sem precisar calcular todos os anteriores.

Grandes matematicos como: Euler, Gauss, Pascal, Fermat, Cardano, Tartaglia e
Lapacle trabalharam em questdo envolvendo analise combinatéria e na Teoria das
Probabilidades.

Existem dois tipos de problemas frequentes na Analise Combinatoria.
1) Demonstrar a existéncia de subconjuntos de elementos de um conjunto finito
dado e que satisfazem certas condigdes.
2) Contar ou classificar os subconjuntos de um conjunto finito dado, e que
satisfazem certas condicbes dadas. (MORGADO; PITOMBEIRA; PINTO;
FERNANDEZ, 2006, p. 2)

Para tentar resolver esses problemas, utilizam-se, entre outros, 0S seguintes
principios que estdo enunciados em “Analise Combinatdria ¢ Probabilidade” (MORGADO;
PITOMBEIRA; PINTO; FERNANDEZ, 2006).

Principio Aditivo:
Se A e B séo conjuntos disjuntos, com p e g elementos respectivamente, entdo AUB
possui p + g elementos.

Principio Multiplicativo:
Se uma decisdo d; pode ser tomada de x maneiras e se uma vez tomada a decisdo di, a
decisdo d, puder ser tomada de y maneiras entdo o nimero de maneira de se tomarem

dy e d; é xy.
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Principio da Inclusdo e Exclus&o®:
#(AUB) = #A + #B — #(A NB)
Principio das Gavetas de Dirichlet:
Se n objetos forem colocados em no maximo, n — 1 gavetas entdo pelo menos uma

delas conteré pelo menos dois objetos.

Com esses principios é possivel resolver praticamente todos os problemas de Analise
Combinatoria trabalhados no ensino médio. Por exemplo, € possivel descobrir de quantas
maneiras diferentes de se locomover da primeira casa (figura abaixo) até a ultima, passando

por cada casa apenas uma vez.

Figura 1 - Mapa entre casas

Podemos utilizar o principio multiplicativo para resolver essa questdo, pois devemos
tomar duas decisGes, a primeira é qual rua utilizar para ir da primeira casa até a segunda casa,
a segunda € qual rua utilizar para ir da segunda casa até a terceira. Como existem duas
maneiras de tomar a primeira decisdo e quatro maneiras de tomar a segunda decisdo, 0
Principio Multiplicativo nos diz que existem ao todo 8 maneiras. Utilizando o Principio das
Gavetas de Dirichlet podemos afirmar, por exemplo, que em um grupo com treze pessoas
duas fazem aniversario no mesmo més,. Basta tomar os meses como gavetas e o dia do
aniversario das pessoas como objetos, assim, como temos 13 objetos para 12 gavetas, uma
gaveta terd pelo menos dois objetos, isto é, pelo menos duas pessoas fazem aniversario no
mesmo més. E possivel utilizar o Principio da Inclusdo e Exclusdo para descobrir quantos
alunos praticam futebol ou basquete, sabendo que um total de 27 praticam futebol, 23
praticam basquete e 9 praticam ambos o0s esportes. O Principio da Inclusdo e Exclusfes afirma

que o numero de alunos que praticam futebol ou basquete € dado por 41 alunos.

2 Dado um conjunto finito M, definimos #M como a quantidade de elementos de M. Mais precisamente, #M=
cardinal de M.



15

3. METODOLOGIA

Para poder efetuar essa pesquisa o experimento realizado foi divido em duas partes

denominadas Experimento Pratico | e Experimento Pratico Il.

3.1 O Experimento Pratico |

O experimento consiste em propor aos alunos de duas turmas de segundo ano do
ensino médio do Colégio de Aplicacdo da UFRGS para resolver oito questdes envolvendo 0s
principios combinatérios. As questbes apresentadas aos alunos podem ser encontradas no
apéndice A. As questbes 1, 2, 3 e 4 sdo referentes aos principios Aditivo e Multiplicativo

(figura abaixo):

1 Laura é uma colecionadora de DVD, e para organiza-los, ela colocou para cada DVD apenas
uma categoria. As categorias foram: Drama, Comédia, Ficcdo, Documentario e Outros. Ela
gostaria de coloca-los em sua estante, porém esta indecisa sobre a posicdo que cada
categoria ocupara.

a) De gquantas maneiras ela pode organizar as categorias de DVD’s em sua estante?
b) Laura ndo deseja que as categorias de Documentdrio e Outros estejam nas trés
primeiras posi¢Ges. De quantas maneiras ela pode fazer isso?

2 Cinco amigos disputaram uma corrida de kart, sabendo que o pédio sera formado pelo 19,
29, 32 colocados. Quantas sdo as possibilidades de pédios?

3 Um professor de educagdo fisica quer formar um grupos de 5 pessoas. Sabendo que sua
turma tem 15 alunos de quantas maneiras diferentes ele pode formar o grupo?
4 De quantas maneiras podemos chegar da primeira casa até a Ultima casa, passando por

todas as casas apenas uma vez?

Figura 2 - Questdes 1 a 4
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As questBes 5 e 6 sdo referentes ao principio das Gavetas de Dirichlet e as questdes 7

e 8 sdo referentes ao principio da Inclusdo e Exclusdo. Cada resposta deveria conter uma
justificativa. O experimento foi aplicado durante uma aula de matematica, de dois periodos,
na qual os alunos poderiam optar entre realizar as questdes propostas por mim ou realizar
outra atividade. Ao todo 60 alunos optaram por realizar o experimento I. Embora inicialmente
tenha sido avisado que o trabalho a ser realizado era individual, ndo é possivel garantir tal
fato, e, portanto, é possivel que alguns alunos tenham discutido certas questdes, porém esses
casos certamente foram excecdes. Depois de aplicado o experimento, realizamos uma
categorizacao de cada resposta e uma andlise estatistica. As categorias possiveis sao:

* Em Branco:

Foi destinada a classificacdo “Em Branco” para as questbes as quais ndo foi

apresentada uma resposta.

« Sem Compreensao

Foi destinada a classificacdo “Sem Compreensdo” para as questdes nas quais a

resposta apresentada ndo é condizente com a pergunta, como, por exemplo, essa

resposta a questdo 3:

b) ()&Aw 0 docuarJwr o PN PRY MM&M%

.

A acaa. Aaon
‘\\“___h'_'“. e A s
A e S sNervers LR e e
k(’?’ TOIR LA e SR P o
) S A 5‘,};:_5\,
A e sy ey cico e
(;') s P e N Wa ¢ e,
= R BT R a e TN s
3
EoPE,, ST
L A
A , S,
R T S i T \'L-Q'YYK{:):S‘\_,Q

! —K SSVCERATS T

Len)

Figura 3 - Exemplo de duas respostas do tipo "Sem compreensao”

Além disso, as respostas das questdes 1, 2, 3 e 4 poderiam ser classificadas como:
» Contagem Bruta
Foi destinada a classificacdo de Contagem Bruta para as questdes nas quais 0 método
de resolucéo foi enumerar ou tentar enumerar todos os elementos. Como, por exemplo,

essa resposta a questdo 1:
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Figura 4 - Exemplo de respostas do tipo "Contagem Bruta"

» Manipulacdo Algébrica

Foi destinada a classificacdo “Manipulacdo Algébrica” as respostas nas quais O
método de resolucdo envolveu alguma manipulagdo algébrica com as informacdes
mencionadas, porém sem haver uma justificativa condizente. Como, por exemplo, essa
resposta a questdo 2:

Z
- i o 25
%) Drama . Comédia ,/\:c?ao Dogumentarios, 0ul os x5

. P
5 COJCj.n.'a( 5x5 mﬁ 2)’7‘,5:;g(5 ) 1S {ZS
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3 posices zS”’\w.,c;es Com Uty mp Cemeo EK v ‘;C'\_;?

27 5.3 215 Qo%ib(\ﬂdcd(‘b

4 \
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do Pcdi O

Figura 5 - Exemplo de duas respostas do tipo "Manipulacdo Algébricas"

* Estratagemas
Foi destinada a classificacdo “Estratagemas” as respostas nas quais 0 método de
resolucéo envolveu alguma estratégia, sem contar todos os elementos, utilizando uma

justificativa condizente. Observamos a seguinte resposta da questéo 1:

dnram sorinhos & VeEeS-
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Figura 6 - Exemplo de uma resposta do tipo "Estratagema”
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Figura 7 - Exemplo de uma resposta do tipo "Estratagema"

As respostas as questdes 5 e 6 (figura abaixo) foram, também, classificadas como:

5 Em uma gaveta ha 12 meias brancas e 12 meias pretas, ao retirarmos meias ao acaso.

Quantas meias retiradas serdo necessarias para que se tenha certeza que duas da mesma
cor foram retiradas?

Numa turma de 10 alunos, certamente duas pessoas fazem aniversario no mesmo més.
Essa frase é verdadeira? Se sim, justifique. Se ndo, quantas pessoas sdo necessdrias para

termos certeza que duas delas fazem aniversdrio no mesmo més?

Figura 8 - Questbes 6 e 7

e Exato

Foi destinada a classificacdo “Exato” a resposta 3 na questdo 5 e a resposta 13 na

questéo 6.

e Além do necesséario

Foi destinada a classificacdo “Além do necessario” para as respostas cujo valor era

maior que 3 na questdo 5 e as resposta cujo valor era maior que 13 na questéo 6.

As respostas as questdes 7 e 8(figura abaixo) foram, também, classificadas como:

Numa turma, sabendo que o total de alunos que praticam futebol é 27 e que o total de
alunos que praticam basquete é 23, sabendo também que 9 praticam os dois esportes,
quantos alunos tem na turma, sabendo que todos os alunos praticam futebol ou praticam
basquete.

Numa cidade foram vacinadas contra a poliomielite 2560 criancas e contra o tétano, 1210.

Sabendo-se que 460 criangas receberam as duas vacinas. Obtenha o nimero total de

criangas vacinadas.

Figura 9 - Questdes 7 e 8

e Sem exclusdo

Foi destinada a classifica¢ao “Sem exclusdo” para as respostas que ndo excluiram

a intersecgdo dos conjuntos.
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Figura 10 - Exemplo de uma resposta do tipo "Sem exclusdo"

e Exclusdo
Foi destinada a classificacdo “Exclusdo” para as respostas que excluiram a

interseccdo dos conjuntos.
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Figura 11 - Exemplo de uma resposta do tipo "Excluséo”

3.2 O Experimento Pratico 11

Inspirado no método clinico de Piaget, foi selecionada uma amostra por conveniéncia
de oito alunos para realizar entrevistas semiestruturadas e individuais com esses alunos, apds
realizar um estudo de caso de cada um. Os alunos foram selecionados a partir de suas
respostas e se estavam presentes no dia da realizacdo da entrevista. Cada entrevista foi feita
individualmente, e o aluno poderia olhar seu questionario contendo a resolugdo das questdes
durante a entrevista. As entrevistas ndo serdo transcritas na integra para que a leitura se torne

mais aprazivel.
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4. ANALISE DOS DADOS

4.1 Analise do Experimento |

4.1.1 Analise das Questbes 1 a 4

Essas questdes envolviam basicamente os principios Aditivo e Multiplicativo. A
moda das respostas foi a realizacdo de uma multiplicacdo entre os numeros envolvidos, como,
por exemplo, na questdo 1, que teve como resposta mais frequente cinco vezes cinco, tendo
como justificativa usual o fato de serem cinco categorias que podem ocupar cinco posicgoes.
Claramente esses alunos nédo realizaram uma reflexdo mais profunda sobre a questao, apenas
utilizaram os numeros envolvidos realizando alguma operacao entre eles. O motivo pelo qual
esses alunos apresentaram essa resposta nao serd tratado, por mim, nesse presente trabalho.

Entretanto dentre as respostas que se classificaram como estratagemas, a principal
estratégia adotada para resolver o problema, ao meu entender, foi fixar uma determinada
categoria ou na primeira ou na Ultima posicdo, realizar a contagem bruta de todos os
elementos e apds utilizar o Principio Aditivo, pois 0 nimero de elementos é 0 mesmo,
independendo da categoria colocada primeira ou na ultima posi¢do. Logo, como havia cinco
categorias, bastaria multiplicar o resultado por cinco. Podemos exemplificar com a figura 6,
onde vemos gue a categoria Drama foi fixada na primeira posicéo e realizada a contagem de
24 elementos desse tipo, logo a resposta seria dada por 24+24+24+24+24 = 5x24, pois
poderiamos trocar Drama por qualquer outra categoria e 0 nimero de elementos seria o
mesmao.

Ainda que a Questdo 3 fosse a questdo que exigiria um raciocinio um pouco mais
sofisticado é interessante ver que nenhum aluno conseguiu apresentar alguma estratégia para
essa questao.

A seguir apresento os graficos que relacionam, para cada questdo, o nimero de

respostas presentes em cada categoria.
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Figura 12 - Grafico referente as questdes 1 a 4

Nesse grafico vemos que em todas as questdes houve uma predominancia da
categoria “Manipulacdo Algébrica”, seguido da categoria “Contagem Bruta”. Vemos,

também, a baixa ocorréncia da categoria estratagemas.

4.1.2 Analise da Questdes 5 e 6
Essas questdes envolviam basicamente utilizar o Principio das Gavetas de Dirichlet.
Nas respostas da categoria “Exato”, a justificativa mais comum foi considerar a “pior

situa¢d0”, como na imagem abaixo:
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Figura 13 - Figura 4 - Exemplo de uma resposta do tipo "Exato™

As respostas da Questdo 6 da categoria “Além do necessario” tiveram como moda 24

pessoas e, na Questdo 5, quatro meias. Segue abaixo o grafico dessas questdes.

Questdo5e b

40
30
20 B Questdo 5
10
0 M Questao 6
Branco Sem Exato Além do
Compreensdo necessario

Figura 14 - Gréfico referente as questdes 5 e 6
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Nesse grafico vemos que cinquenta por cento das respostas da Questdo 6 foram
categorizadas como “Exato”. Observamos também que um numero razoavelmente pequeno de

respostas foi categorizado como “Além do necessario”.

4.1.3 Analise das Questbes 7 e 8

Nessas duas questdes, todos os alunos que responderam utilizaram o mesmo método
de resolucdo. Uma grande parte dos alunos percebeu que, se apenas somasse 0 numero de
elementos de cada conjunto, haveria elementos a mais. Com isso alguns calcularam

separadamente, o valor de cada conjunto sem a interseccdo como na figura abaixo.

Figura 15 - Exemplo de uma resposta do tipo "Exata"

Outros apenas subtrairam o numero de elementos da interseccdo do total, pois
perceberam que os elementos da intersec¢do haviam sido contados duas vezes. Alguns poucos
alunos ndo se deram conta que ao somar os elementos de cada conjunto, os elementos da
interseccdo haviam sido contados duas vezes.

Segue abaixo o grafico dessas questdes.

Questoes 7 e 8
38
40
20 15 .
0 - : : [
Branco Exclusdo Sem exclusdo

Figura 16 - Gréfico referente as questéo 7 e 8

VVemos que um pequeno numero de alunos ndo excluiu a interseccdo dos conjuntos e

maior parte realizou a exclusédo da intersec¢do dos conjuntos.
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4.2 Analise do Experimento 11

4.2.1 Andlise da entrevista do Sujeito I.

Algumas respostas do Sujeito | que motivaram essa entrevista.
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Figura 17 - Respostas do Sujeito | do Experimento |

(.);Mgu. X

Eu - O que tu achaste das questdes?

S1 - Achei féceis.

Eu - Como tu fizeste a primeira (questio)?

S1 - Eu ndo lembro. “Deixa eu ver”. Podia ter certo ou errado aqui, para me ajudar! Entdo, eu
multipliquei a quantidade de categorias pelo nimero de posi¢des, porque muito tempo atrds eu acho
gue era isso. Dai deu 25, porque 5 vezes 5 = 25. Entédo eu tive 25 possibilidades porque, por exemplo,
eu posso pegar o DVD 1 e botar em 5 posicdes diferentes, 2 em 5 posi¢des diferentes, 3 em 5 posigdes
diferentes, 4 em 5 posicdes diferentes e 5 em 5 posi¢oes diferentes.

Eu - Ok. E se fossem 3 categorias?

S1-5x3

Eu - E se fossem 3 categorias e 3 lugares?

S1-9. 3vezes 3.

Eu - E se fossem 2 categorias e 2 lugares?

S1-4

Eu - Mas, por exemplo, se eu pegar a categoria terror e drama. Eu posso colocar primeiro terror e
depois drama e...

S1 - Bah, verdade! N&o sei, estou totalmente perdida... Tu me confundiste agora! Péssimo... Entdo séo
duas...
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Eu - E por que tu achas que deu diferente?

S1 - Por que, vai ver 2 € um caso especial.

Eu - Ok. Entdo lista pra todos 0s casos com trés categorias e trés lugares...

S1 - Eu s achei 6, deve ter que diminuir... Ha... Pode ser tipo assim, multiplica um pelo outro e
diminui seu valor por... (pausa) tipo aqui, 6 é claramente 3x3-3, 2 é 2x2-2.

[..]

Eu - E na questdo 4, por que colocaste um ponto de interrogagdo?

S1 - Porque eu ndo entendi...

[..]

Eu - E entdo quantos caminhos diferentes eu posso fazer?

S1 - Muitos

Eu — Muitos? Quantos?

S1 - E que deu muita preguica de contar e eu sei que dava para fazer isso matematicamente, que seria
bem mais fécil...

Eu - O que seria fazer matematicamente?

S1 - Usando contas... S6 que ndo tenho nog¢éo de como se faz isso... Nenhuma...

Eu - E da onde surgem essas coisas?

S1 - Sei l4... Deus quis assim...

Eu - E como as pessoas descobrem essas coisas?

S1 - Ah... Tentando...

Aqui podemos notar, claramente, que embora sua resposta tenha um carater
hipotético-dedutivo, o sujeito ndo sente a necessidade de testar e validar suas hipdteses,
mesmo apds de confrontado com outra resposta, ele passa a fazer novas hipoteses e deducgoes,
mas ainda sem valida-las. Observamos também que o sujeito percebe que poderia ter feito
uma contagem bruta dos elementos, porém acredita que existe uma maneira de descobrir o
nimero de possibilidades utilizando algumas operacdes algébricas. E interessante notar que o
sujeito responde que a o surgimento de descobertas matematicas surgem de tentativas.

Eu - E na questdo 5, como tu fizeste?

S1 - Ah! A5 e 6 sdo iguais. Eu tenho que tirar 3, porque se eu tirar uma, ela é preta, por exemplo. Se
eu tirar outra pode ser branca, na proxima que eu retirar ela ndo vai ser incolor. Entdo na terceira,
obviamente, vai ser repetida.

Eu - E a questéo 7?

S1 - Eu fiz assim: eu somei 27 com 23, que é numero de matriculas, sé que entdo eu retirei 9
matriculas, porque j& existiam matriculas dessas pessoas.

Eu - E na questéo 8?

S1 - Fiz a mesma coisa, S0 que invés de matriculas eram vacinas.

Agora conseguimos perceber claramente, que 0 sujeito ja consegue trabalhar

utilizando hipoteses e deducdes sem ter dificuldades em realizar as questes.

4.2.2 Analise da entrevista do Sujeito 2.

Eu - O que tu achaste das questdes?
S2 - Achei meio assim, cansativo de calcular.
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Eu - Como tu fizeste & primeira?

[...]

S2 - Fiz s6 para o Drama, como se 0 Drama fosse o primeiro, dai um multipliquei por 5, que era o
namero de categorias. Entdo eu fiz 8x5.

Eu - Por que tu fizeste oito?

S2 - Porque eram 8 possibilidades com Drama na primeira posicao.

Eu - E como tu fizeste a letra b(da questéo 1)?

S2 - Eu s6 tirei as 2 e multipliquei por 3. 8x3. Aqui tem 5 e pediu para deixar 2 de lados, ai como se
tivesse tirado essas 2 aqui e multiplicado por 3. Eu multipliquei por 3, pois eram somente 3 categorias
de filme. Entdo 3x8, 8 possibilidades para 3 categorias de filme.

Eu - Como tu fizeste a 3? A dos pddios, como tu chegaste a 60 podios?

S2 - Eu fiz os mesmos pensamentos. Eu botei como se 0 amigo um fosse sempre o primeiro e 0s outros
amigos fossem nas outras posicoes, entdo eu cheguei a um nimero e multipliquei ele pelo numero de
amigos eu fiz o mesmo pensamento da um e multipliquei por 5.

Eu - E a 4 como tu pensou em fazer?

S2 - E 0 mesmo pensamento, mas nessa eu fui olhando e contando. Eu contei todos. Depois que contei
para o al eu multipliquei por 2, pois tem mais um caminho séo 2 caminhos!

Aqui vemos que, embora haja erro de contagem na questao, o sujeito deduz que para
resolver o problema, basta fixar a primeira posicdo e variar o resto. Essa opera¢do é um tipo
de operacdo formal, pois no operatorio concreto o sujeito conseguiria variar apenas um

elemento, fixando os demais.

Eu - Como tu fizeste a 5?

S2 - Eu fui tirando uma de cada uma para ver quantas iriam ter.

Eu - Eu tinha que tirar 6 meias para ter certeza que 2 eram da mesma cor isso?

S2 - E tirar a metade.

Eu - Por que a metade?

S2 - Para saber quantas faltavam para ter 12 pares.

Eu - Mas qual é o menor numero de meias que eu preciso tirar para ter certeza que eu tirei 2 da mesma
cor?

S2 - 6.

Eu - Eu tirei uma meia ela é ou preta ou branca eu tirei mais uma meia ou ela é da mesma cor gque a
anterior ou ndo, certo? Caso ela ndo for e eu tirar uma terceira meia ela tem como ser diferente de
alguma daquelas cores?

S2 - Néo.

Eu - Quantas meias eu tirei?

S2-3.

Eu - E com essas 3 tem como garantir que 2 serdo da mesma cor?

S2 - Sim.

Eu - Entdo por que tu disseste que tem que ser 6?

S2 - Néo sei...

Eu - Explica-me a questdo 6, entdo?

S2 - Eu pensei nos meses que sao 12 e ndo teria como fazer no més diferente assim... Sé se for como...
Que ndo seria possivel que cada uma poderia nascer em um més diferente que sdo 12, mas para ter
certeza que 2 podem fazer tem colocar uma pessoa a mais no numero de meses no caso 13 ai uma
nasceria N0 mesmo més que a outra.

Eu - E a questdo 7 como tu fez?

S2 - Eu somei 0 nimero de esportes e subtrai por 9 eu acho. Eu subtrai, pois 9 praticam 0 mesmo e ndo
conta... A essa dai eu nao sei...
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Nesse momento 0 sujeito aparenta estar desconfortavel, por isso a entrevista foi
encerrada. Vemos que na questdo 6, ele utiliza o pensamento hipotético-dedutivo, outra
caracteristica do pensamento formal. Entretanto, o sujeito ndo consegue realizar a questao 5, o

que pode indicar que ele ndo foi capaz de realizar uma generalizacao.

4.2.3 Andlise da entrevista do Sujeito 3.

Eu - O que tu achaste das questdes?

S3 - Dificeis, tinha umas muito dificeis. E que eu sabia responder, mas ndo tinha certeza se estava
certo.

Eu - Como tu fizeste a primeira questdo?

S3 - Eu respondi 5. Porque cada categoria tinha 5 grupos.

Eu - E na 2 como tu fizeste?

S3 - Eu somei cada possibilidade que os candidatos tinham de chegar em primeiro lugar cada
candidato tinha 12 e se eram 5 deu 60. Cada concorrente ele tinha a possibilidade de chegar em
primeiro, segundo e terceiro lugar... Eu ndo lembro como cheguei no 60.

Eu - E se tu fizesses agora como, tu farias?

S3 - O nimero um tem primeiro, segundo e terceiro e ia fazendo assim (enumera todos 0s casos com 0
1 em primeiro lugar). Eu botei cada vez como se cada um fosse campe&o. Ai eu cheguei em 12.

[..]

Eu - Na questdo 4 o que tu fizeste?

S3 - O a; tinha a possibilidade de ser aj, by, C,... Entdo eu fui fazendo assim a; com cada rua diferente.
Entdo, para o a2 seria 13 possibilidades. Entdo eu somei as 13 possibilidades do a; mais as 13
possibilidades do a, e deu 26 maneiras.

Eu - E se o problema fosse diferente se fosse partindo dessa casa aqui (segunda casa) até essa aqui
(Ultima casa) como tu farias?

S3 - Eu faria a mesma coisa, eu pegaria o b, faria com os trés e assim consecutivamente.

Eu - N&o daria para juntar essas ideias?

S3 - Mas foi que nem eu fiz antes peguei as 13 possibilidades de cada um e somei.

Eu - E na questéo 3?

S3 - S6 pode ter uma possibilidade, pois se ele quer formar um grupo de 5 e tem 10 ele terd que
eliminar os 10 alunos.

Eu - Mas digamos que tem 10 alunos, 15 alunos cada um receba 0 home de um grupo eu posso ter o
grupo 1, 2, 3, 4, 5 esse € um grupo e eu nao posso ter um grupo formado por 3, 4,5e 6 isso ndo é outro
grupo?

S3 - Sim, mas ele teria uma possibilidade, pois ele teria que eliminar as outras 10 pessoas.

Eu - Mas e se eu quisesse saber quantos grupos diferentes ele pode montar?

S3 - Eu botava 1, 2, 3, 4, e 5 ai 0 um ja foi depois 2, 3, 4,5 ai botava 3, 4, 5, 6,7 ai eu iria eliminando e
formando um novo. Contando cada um dos casos.

Eu - E teria como fazer sem ser contando?

S3 — Nao sei.

Aqui vemos 0 mesmo raciocinio anterior, em que € fixada a primeira posi¢édo e sdo
variadas as outras, como, por exemplo, na Questdo 4, em que o numero de ruas seria duas
vezes 0 numero de possibilidades comegando com aj;, porém o sujeito ndo percebe que

poderia aplicar o raciocinio novamente, chegando a generalizacédo de arranjos.

4.2.4 Andlise da entrevista do Sujeito 4.
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Tendo em vista tentar compreender a maneira como o0 sujeito realizou a Questéo 1,

foi realizada essa entrevista.
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Figufa 18 - Resolucéo da Questéc;miwﬁgio édjeito 4

Eu - O que tu achaste das questdes?

S4 - Muito complicadas.

Eu - Ja tinhas visto alguma questdo parecida?

S4 - Néao

Eu - Como tu fizeste a primeira questdo?

S4 - A primeira eu comecei da forma mais dificil, eu comecei contando, e eu vi que todas iam passar
por lugares diferentes...

Eu - Como assim passar por lugares diferentes?

S4 - Fizemos uma tabela, tem 5 espagos e 5 grupos e todos iam passar pelo mesmo espago nédo
importado a ordem, mas todos iam passar por aquele lugar... O Drama poderia passar por cinco lugares
diferentes... E todos passariam por espacos cinco diferentes, eu multipliquei 5 por 5.

Eu - Mas por que tu multiplicaste?

S4 - Porgue se somasse ndo dar certo, pelas tabelas eu vi que seriam s6 diagonais e ndo dariam 50 ou
30.

Eu - E como tu elaboraste essas tabelas?

S4 - S&0 0s grupos e os lugares o 1 ia passando no 1 0 1 no 2 e assim por diante. Diagonais crescentes
e depois decrescentes.

Eu - E se o problema fosse um pouco diferente, se tivessem apenas 3 categorias e trés lugares, como
tu farias?

S4 - E s6 pegar 3 lugares e multiplicamos por 3 grupos e deu 9, entdo faz a tabela (ento ele desenha a

tabela abaixo).

Figura 19 - Tabela feita pelo sujeito 4 para resolver a questdo 1

Eu - O que € cada risco que tu faz?
S4 - Eaordem, o um passariano 1,02 no 2 0 3 no 3, depois o0 2 passaria no 3 e assim por diante...

Eu - Entdo por que tu fizeste 3 x 3?
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S4 - Pois deu 9 diagonais. Eu contei uma por uma, mas por cima. Eu sei que eu cheguei no 9. E
multiplicar o nimero de lugares pelo nimero de grupos. So 3 grupos e 3 lugares.

Eu - Lista cada um dos casos, faz um por um.

(realiza os desenhos abaixo)

Figura 20 - Tabelas feitas pelo sujeito 4 para resolver a questao 1

S4 - Eu ndo sei se pode fazer, pois um grupo passaria por 3 lugar ao mesmo tempo ndo tem como e um
lugar passar em 3 lugares ao mesmo tempo nao tem como. (fazendo o desenho abaixo)

Figura 21 - Tabela feita pelo sujeito 4 para resolver a questdo 1

S4 - Deu 6 agora, deu algum erro.

Eu — Agora, ou antes?

S4 — Em algum dos dois, mas néo sei qual.
Eu - Como tu farias a 2?

S4 — E o numero de competidores pelo numero de lugares ai via quantos podios podiam formar. 3
vezes 5.

Eu - Mas na um como tu chegou nessa multiplicacéo?
S4 — Como assim?
Eu — Na quest&o de cima como tu chegou nesse 3x3?

S4 — E que iriam ser 3 lugares para 3 grupos e eu multipliquei, pois todos iriam passar por 3 lugares
diferentes.

Aqui vemos que o sujeito utilizou uma estratégia de contagem interessante. Primeiro
identificou cada categoria e cada lugar por um nimero. Apds montou uma tabela e tracou o

que ele denominou de diagonal. Por exemplo:

1=Drama ; 2 = Comédia ; 3 = Humor

1 2 |3 1 2 |3
1 1
2 2
3 3

Figura 22 - Exemplificacdo da estratégia usada pelo Sujeito 4
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A primeira tabela acima representaria a situacdo em que Drama estd na primeira
posicdo, Comédia na segunda e Humor na terceira, sendo essa uma diagonal decrescente. A
segunda tabela representaria a situacdo em que Drama esta na segunda posicdo, Comédia esta
na primeira posi¢cdo e Humor na terceira, sendo essa uma diagonal crescente, que ao “sair”
pela parte de cima da tabela volta por baixo e na coluna seguinte, de maneira a manter sua
declividade. Observando que ndo pode haver diagonais horizontais, nem verticais, pois
indicariam, respectivamente, que todas as categorias estariam numa mesma posi¢do ou que
uma mesma categoria estaria em posicdes diferentes. O sujeito tentou utilizar essa bijecéo®
entre as tabelas e as posicOes de cada categoria, para tentar validar suas hipoteses e deducdo,
porém, talvez pela ansia de conseguir essa validacdo, acabou gerando alguma confusdo e

obtendo uma validag&o forjada.
4.2.5 Analise da entrevista do Sujeito 5.

Eu - O que tu achaste das questdes?

S5 - Ndo achei dificil para falar verdade. Eu devo ter errado alguma coisa, por pouca coisa.

Eu - Como tu fizeste a primeira questdo?

S5 - Sédo 5 categorias diferentes, eu sei que o 5... Dai é sé achar uma formula que ndo existe, por
exemplo, 5 = x, s6 para ndo se perder, sendo assim tem 5 vezes 5 d4 25 maneiras. Foi o jeito mais
rapido que eu achei para fazer.

Eu - E como tu sabes que chegaste a resposta certa?

S5 - Para falar a verdade, eu ndo sei. Dava para fazer um por um, mas dai ia ser muito complicado.

Eu - E na questdo 4?

S5 - Sdo 2 caminhos aqui sdo aqui sdo 4 aqui sdo 3 eu fiz os 2 caminhos, vezes 4, vezes 6 que deu 24.
Eu - E por que tu fizeste “vezes™?

S5 - Porque mais ndo ia dar “certinho”.

Eu - E por que “vezes” da certo?

S5 - Porque “vezes” chega mais perto de estar certo, ndo que esteja. Mas ficou mais certo do que se
tivesse feito mais ou menos.

Aqui temos uma situacdo diferente da esperada, na qual o sujeito sabe que a resposta
deve derivar das informagdes contidas nas questdes entdo realiza a operagdo de multiplicagéo,
simplesmente porque parece ser a mais adequada para a situacdo. De certa forma existe uma
necessidade de responder a questdo, de nao deixa-la em branco. O motivo pelo qual o sujeito

agiu dessa maneira, ndo sera discutido neste trabalho.

Eu - E na questdo 5?

¥ Observe que esta bijecdo ndo existe sempre, caso fossem 4 categorias, haveriam casos que ndo poderiam ser
representados por diagonais.
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S5 - Eu tiraria 13 meias, se no maximo tem 12 de uma cor as cores que ficaram la pelo menos uma
tera que ser da mesma cor, tem que ser acima de 12.

Eu - Por exemplo, se eu tirar 10 meias?

S5 - Dai tu pode ter tirado 10 pretas, e se tu querias branca, ndo ia dar.

Eu - Mas e se eu quero 2 da mesma cor ndo importa d preta ou branca?

S5 - Tu tiras 2, se ndo der, tu continua tirando até dar certo.

Eu - Qual 0 menor nimero que eu preciso tirar?

S5 - 3, eu acho. E que na verdade eu tenho sorte, tipo, se eu pegar uma meia branca a proxima vai ser
branca, pois eu tenho sorte.

Eu - E se for um dia de azar?

S5 - Dai eu acho que com 3 deve dar.

Eu - Por qué?

S5 - Porque se eu tiver azar, tiro duas uma preta e uma branca, dai a proxima que vier vai ser ou preta
ou branca.

O sujeito parece responde primeiramente a questdo como se fosse uma situagdo
ocorrida com ele, sendo assim, bastaria ir tirando as meias até que elas fossem iguais. Apos
ele trabalha com a pior situacdo possivel, ou seja, se retirarmos duas meias de cores
diferentes. As operacOes que estdo aplicadas a uma realidade bem definida sé&o do tipo

concreta.

Eu - Na questdo 7 como tu farias?
S5 - Eu peguei 0 nimero de alunos do futebol mais o numero dos de basquete somei e como 9 desses
alunos fazem o mesmo esporte eu diminui ai deu 41, e na 8 eu pensei a mesma coisa.

O sujeito conseguiu perceber que alunos que faziam os dois esportes foram contados
duas vezes e com isso bastava realizar a subtracdo da da interseccdo, chegando assim na
resposta correta.

4.2.6 Andlise da entrevista do Sujeito 6.

Eu - O que tu achaste das questdes?

S6 - E... Algumas delas eram faceis.

Eu - Quais foram faceis?

S6 - Acho que todas.

Eu - Como tu fizeste a primeira (questio)?

S6 - Eu dividia cada um botei primeiro segundo terceiro quarto e o quinto dai assim eu ia botando
conforme eles pediam... Eu ndo tenho certeza se esta certo

Eu - Esta bem, mas o que é esse 24 aqui (aponto para o0 24 localizado mais a esquerda da figura
abaixo) gue eu ndo entendi?

"J)aDeomo. | ComéQion, Fieaso DR OLa (O 2, oD
5?

A: Z: 5: 4_4_
l\l|314'5 Z)645 :qu 245:120
117—'73)5'% Z E
A|Z\5I-b‘+ 24—
l‘1|l‘\’|6'5

I;igura 23 - Resposta do Sujeito 6 da questdo 1
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S6 - E a soma de tudo.

Eu - Soma de tudo o que?

S6 - De todas as opgOes que tem para por.

Eu - O que € esse 24 aqui (apontando para o 24 mais a direita)?

S6 - E que somo isso, isso e isso. O 24 ¢ para estar ai junto.

Eu - E por que tu somaste esses 24?

S6 - Por que eu somei 0s nimeros para depois multiplicar por 5, que é o nimero de filmes.
Eu - E por que tu fixaste essa categoria 1 na primeira posicao?

S6 - Sei |4, comecei assim.

Eu - E depois tu fixou a categoria dois na primeira posicao

S6 - Sim, s6 que dai ndo contei todas, porque vi que era igual a do 1.
Eu - Esse 5 aqui entdo é o nimero de filmes?

S6 - E sdo 5 modalidades de filmes.

Eu - Entdo aqui no caso sao os filmes que comecam com drama?
S6 — Isso!

Eu - Aqui os gue comegam com comedia?

S6 — E. Tem 24 de cada um, dai é s6 somar todos,

Eu - Esta bem e se eu tivesse somente 4 filmes como tu irias fazer?
S6 - Iria fazer 4 desses e o resultado por 4.

Eu - E se fossem 3 tu irias fazer do mesmo jeito?

S6 - Isso. N&o é assim?

Aqgui vemos que 0 sujeito apos contar todos as possibilidades com a categoria 1
fixada na primeira posicao, percebeu que ao trocar a categoria 1 por outro categoria resultaria
no mesmo numero de possibilidades, entdo bastaria realizar 24 vezes 5.

[.]

Eu - E 0 que tu respondeste (na questdo 5)?

S6 - Séo 5 amigos dividido por 3. 3 lugares no pédio.

Eu - Entéo tem 0,6 possibilidades?

S6 - 0,6 por cento de possibilidades.

Eu - Por cento? Por que por cento?

S6 - Néo sei.

Eu - E se fossem 3 amigos e tu quisesse montar um padio de primeiro segundo e terceiro quantos
poédios possiveis iria ter?

S6-3

Eu - 3?

S6 - Como assim? Eu ndo te entendi!

Eu - Tem eu tu e o Luiz. Quais as possibilidades de podio para mim. Tem uma que eu sou primeiro, tu
és a segunda e o Luiz o terceiro.

S6 - 3 possibilidades.

Eu - Tem uma que eu sou primeiro tu és a segunda o Luiz o terceiro tem uma que tu é a primeira 0 em
Luiz o segundo e eu o terceiro. Tem outra que o Luiz é o primeiro tu és o segundo e eu o terceiro. E
ndo tem outra que o Luiz é primeiro tu és a segunda e eu o terceiro? Ai tem j& tem 4.

S6 - E verdade.

S6 - E que eu contei cada um por primeiro uma vez.

Eu - Cada um por primeiro uma vez.

S6 - Isso.

Eu - Mas olha s6 vamos supor que fossem apenas 2 amigos e 2 podios. Quantos pddios iriam ter?
S6-2

Eu - 2? Isso? Vamos supor que eu sei ja que o Luiz ganhou, quantas possibilidades tém?

S6 - Uma.



32

Eu - Ok. E se 0 Luiz ganhou e ainda tem eu e tu concorrendo quantas possibilidades tém?

S6 - Sabendo que ele ja estd em primeiro

Eu - Isso.

S6 - SO tem uma. Néo, 2.

Eu - Quais?

S6 - Eu em segundo tu em terceiro, tu em segundo e eu em terceiro.

Eu - Voltando agora ao problema original, sem saber que o Luiz ganhou quantas possibilidades tém?
S6 - E bem diferente.

Vemos primeiro que o sujeito parece confundir possibilidades com probabilidades,
depois de explicada a questdo, vemos é a principal ferramenta para resolver os problemas é a
intuicéo.
[...]
Eu - Vamos ver a questdo 3.
S6 — Eu contei mais de 11, porém ndo continuei contando.
Eu — Tu paraste entdo?
S6 - E.
Eu - Ai tu disse provavelmente mais de 11. Mas como tu contaste?
S6 - Eu ndo lembro.
Eu - E como tu farias agora?
S6 - la botar 15 alunos e ia puxar um de cada vez 5 depois 5 depois 5 e ir contando.
Eu - Mas assim ndo da muito trabalho?
S6 - D4&. Mas eu ndo sei que conta eu faria melhor.
Eu - Como tu fizeste 4?
S6 — Fiz o primeiro caminho, depois o segundo e fui somando.
Eu - Vocés contaram um por um?
S6 - Sim. E somei todos os 24.
Eu - E na questdo 5?
S6 - Tira 10. E sobram as 2 e tu tem certeza.
Eu - Se eu retirar 10 sobra 2 que 2?
S6 - As duas que poderiam ser iguais.
Eu - Quantas meias tém na gaveta?
S6 - 24.
Eu - E se eu retirar 10 ficam quantas?
S6 - Ah tem esse problema... Eu contei como 12.
Eu - Mas vamos supor entdo que fossem 12 meias, 6 pretas e 6 brancas quantas eu preciso retirar para
saber que na minha mao tem 2 da mesma cor?
S6 - 10.
Eu - 10? E olhando ali as 2 cores eu tenho certeza que é a mesma cor?
S6 - Deveria ter certeza. Pois s&o muitas meias.
Eu - Mas entdo qual 0 menos nimero de meias que eu preciso tirar para ter certeza? Se eu tirar 9
meias ainda tenho certeza que tem 2 da mesma cor?
S6 - Sim.
Eu - Entdo qual o menos numero de meias que eu preciso tirar?
S6 - 4.
Eu - 4? Se eu tirar 4 meias eu tenho certeza que dali 2 sdo da mesma cor?
S6 - Acho que sim.
Eu - Por que tu achas que sim? E ndo tem certeza?
S6 - N&o tem como adivinhar quantas meias eu iria tirar para ter um par.
Eu - Se eu tirar uma meia, ndo tem nem 2 para serem da mesma cor, se eu tirar 2 meias eu tenho
certeza gque as 2 sdo da mesma cor?
S6 — Certeza? Néo.
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Eu - Entdo qual o menor nimero que preciso tirar para ter certeza?

S6 - Ai eu néo sei mais.

Eu - Néo sabe? Mas entdo com 10 meias eu tenho certeza que eu ...

S6 - E que mudou por causa dos valores... Certeza ndo tem como ter. S6 olhando. Acho que tirando
2...

Eu - Ter certeza que as 2 sdo da mesma cor?

S6 - Ai tu confundi... Acho que sim 2.

Eu - E a 6 como tu fez?

S6 - Em uma turma de 10 alunos certamente 2 pessoas fazem aniversario no mesmo més. Essa frase é
verdadeira se sim justifique, se ndo quantas pessoas sao necessarias para que 2 delas fagam aniversario
no mesmo més. E que eu botei que teria que ter mais de 10 no minimo 15... 14 ou 15 alunos.

Eu - 14 ou 15 alunos? Que dai eu tenho certeza que dois fazem aniversario no mesmo més? E no
minimo 14 ou é no minimo 15?

S6 - Entre 14 e 15. E que sdo muitos dias.

Eu - E no mesmo més ndo precisa ser no mesmo dia.

S6 - Mas é o ano inteiro.

Eu - E na questdo 7, o que tu fez?

S6 - Eu somei 27 dos que jogam futebol com os que jogam basquete, que sdo 23, dai somando daria 50
alunos.

Eu - Por que tu somaste 0 esses nimeros?

S6 - Para dar o total de alunos.

Eu - E se a questdo fosse diferente. Se 5 pessoas jogassem futebol, 4 jogassem basquete e 3 delas
jogam os 2 esportes quantos alunos iam ter ao todo?

S6 - 9? As 5 que jogam futebol e as 3 que jogam basquete elas jogam somente isso ou isso fora as 3?
Eu - Tem 5 que se inscreveram para o futebol e 4 para o basquete e um estagiéario fez as contas e 3
pessoas se matricularam tanto para futebol quanto para basquete.

S6 - Foras dessas 9 ou dentro das 9?

Eu - Se fosse dentro das 9 como tu irias fazer?

S6 - Iria somar apenas. Pois esta dentro ja esta tudo somado.

Eu - E daria quantos alunos?

S6 - Ai iria dar 9 alunos.

Aqui o sujeito acaba ndo excluindo a intersec¢do dos conjuntos, ndao percebendo que

0s elementos da intersecgdo foram contados duas vezes.

4.2.7 Andlise da entrevista do Sujeito 7.
Antes de entrevistar esse sujeito € importante salientar que na resolucdo esse sujeito

utilizou uma teoria chamada Teoria da Caixa de Leite como pode ser visto abaixo:
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Figura 24 — Resposta do Sujeito 7 para a questdo 1
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Visando descobrir que teoria seria essa, segue a entrevista abaixo:

Eu - O que tu achaste das questdes?

S7 - Achei dificil... Ndo achei dificil, achei complicado...

Eu - Ja tinha visto alguma questao parecida?

S7 - Ndo. Nenhuma parecida

Eu - Qual questao tu achou mais dificil?

S7 - Aquestdo 1.

Eu - Como tu fizeste a questdo 1?

S7 - Eu usei a Teoria da Caixa de Leite. (risos)

Eu - Que teoria é essa?

S7 - Inventei essa teoria, tipo, tu multiplica o numero de posic¢Bes pelo nimero de coisas (DVDs) e dai
deu 25, vezes 5 da 125. Que era a caixa de leite mudando de lugar. N&o tem como explicar, mas eu sei
que eu entendi. Como eram 25 espagos, ndo sei direito. Cada uma ia variar 25 vezes.

Eu - E como tu fizeste o item b?

S7 - Na segunda, como eu fiz a mao, um por um, ia dar essas variag@es. la dar, tipo assim, 6 vezes
com 5 e 4 e mais 6 vezes com 4 e 5 no final, pois mudando os dois Gltimos ia mudar tudo também.

Eu - No item b ent&o, tu ndo usaste a Teoria da Caixa de Leite?

S7 - Nao, so na “a”.

Eu - E na questdo 2?

S7 - Na 2 eu coloquei que era igual aquilo, mas ndo acho que esta certo.

Eu - E a 3, entdo?

S7 - Eu usei a Teoria da Caixa de Leite. Multipliquei 15 vezes 15, eu cheguei que cada aluno vai
trocar de lugar 225, porque para eu escolher os 5 alunos eu preciso saber que 0s outros vao mudar de
lugar 225 vezes. E cada aluno pode estar em 1 primeiro, segundo, terceiro, quarto, quinto, sexto e ai
vai indo... E que eu nunca sei explicar direito o que eu faco, s6 sei que eu faco direto.

Eu - Ok. Imagina que uma situagdo um pouco diferente. Imagina que eu tivesse 3 pessoas e quisesse
saber de quantas maneiras eu posso formar um pédio com trés lugares? Eu posso utilizar a Teoria da
Caixa de Leite?

S7 - Pode.

Eu - Daria quanto?

S7 - Deixa-me fazer aqui. (comeca a refletir) Teoria da Caixa de Leite diz que ele vai mudando de
lugar.

Eu - O que muda de lugar?

S7 - A pessoa. E como a caixinha de leite mudando de lugar na caixa de leite. (Risos)

Eu - Me explica entéo, como tu farias utilizando a Teoria da Caixa de Leite?

S7 - Tu pegarias 3 e faria (pausa), daria 9, ndo... Aqui tu conta cada caso daria 6.

Eu - Estd bem, mas e se fossem 10 pessoas com 10 lugares?

Figura 25 - Esquema criado pelo sujeito 7 para resolver a questdo 1
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(ele faz o desenho acima)

S7 - Teria 100 lugares que cada pessoa pode variar, como sdo 10 pessoas, dariam 1000 variagOes, que
é 0 nimero de possibilidades.

Eu - E se eu aplicasse esse raciocinio com 3 pessoas?

pe N
.\'2‘{2
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Figura 26 - Esquema criado pelo sujeito 7 para resolver a questdo 1

(fazendo o desenho acima)

S7 - Daria 3 vezes 3 que € igual a 9, depois faz novamente vezes 3 que daria 27 (pausa). Mas esta
errado, sdo 6 possibilidades(entdo ela lista todos os casos). E sdo seis possibilidades, sei 14, agora me
confundi. Quer dizer que esse aqui esta errado (apontando para a Figura 23) entdo esse aqui também
esta. (apontando para a Figura 22).

Eu - Entdo ndo sdo 1000 possibilidades?

S7 - N&o. E que a ideia surgiu quando eu comecei a fazer esses graficos (fazendo o desenho abaixo).

Figura 27 - Tabela criado pelo sujeito 7

S7 - Por exemplo, aqui seria o gréafico o 1 estaria no primeiro lugar, o 2 no segundo lugar e 3 no quarto
lugar e 0 4 no terceiro. Dai cada um dessas pessoas pode ir em 4 lugares diferentes.

Eu - E pode acontecer de um x ficar embaixo do outro?

S7 - Néo, pois isso ia significar que a pessoa 1 ficou em primeiro e segundo a0 mesmo tempo.

Eu - E 0 que cada gréafico desses representa?

S7 - Cada um representa uma possibilidade.

Eu - E quantos graficos desses existem?

S7 - Foi isso que eu ndo consegui fazer, dai para ndo ter que fazer um por um, eu usei a Teoria da
Caixa de Leite.

O sujeito aqui inventou a Teoria da Caixa de Leite, que ao meu entender, funciona da
seguinte maneira, se estivermos trabalhando com uma permutacdo de n elemenos, a0 montar
essa tabela de n por n, cada “x” tem n? possibilidades, como séo necessarios marcar n “x”, o

nGmero total de gréficos seria n®. Como existiria uma bijecdo entre cada possibilidade e cada
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gréfico, esse seria 0 niumero de possibilidades. Embora haja realmente uma bijecéo entre cada
gréafico e possibilidades, o argumento para calcular o nimero de graficos ndo é valido.

Neste caso € possivel ver que ndo ha problemas para o sujeito trabalhar com hipoteses
e dedugdes, para realizar o item “a” da questdo 1 o sujeito inclusive criou uma teoria, fazendo
analogias. Trabalhar com sistemas e hipéteses € caracteristica tipica do periodo operatdrio

formal.
4.2.8 Analise da entrevista do Sujeito 8.

Eu - O que tu achaste das questdes?

S8 - No comeco achei um pouco complicado, mas depois que tu “forga a cabega”, sai

Eu - O que é forgar a cabega?

S8 - E forcar um raciocinio, porque quando eu descobri as maneiras (na questdo 1). Eu fique
pensando, eu comecei DCFDO, dai alguma coisa “bateu” e se eu colocar assim (apontado para a
resolucdo da questdo 1) talvez dé certo. Dai eu botei DCFDO assim (na horizontal) e DCFDO assim
(na vertical), eu vi entdo que se eu fizesse assim seria mais facil de fazer a conta.
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Figura 28 - Resposta do Sujeito 8 da questéo 1

Eu - E isso te daria 0 nimero de possibilidades?

S8 - Sim e seria mais facil do que contar todas as possibilidades.

Eu - E o item b?

S8 - Foi a mesma maneira. Eu s6 tirei aquelas que ele ndo queria mais.

Eu - E na questdo 2?

S8 - Eu usei o raciocinio da primeira questdo duas vezes e somei.

Eu - O que tu somaste?

S8 - Primeiro eu ia ter as 3 colocagdes que dariam 9 combinagdes e depois 0s amigos que dariam 25.
Entdo eu diminui, na verdade, 25 de 9, dando as 16 possibilidades.

Eu - E por que tu diminuiste?

S8 - N&o sei, foi uma coisa de raciocinio, é que é dificil de explicar o que acontece na cabega. E que eu
pensei assim, se eu diminuir talvez de... Porque se eu diminuisse as posi¢des do nimero de amigo
daria 2, e 2 ao quadrado séo 4. N&o sei explicar.

Eu - E na questdo 3?
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S8 - Eu fiz do mesmo jeito da questdo 2. Daria 15 vezes 15 que é 225 menos 5 vezes 5. Que € 0
mesmo raciocinio das anteriores. O porqué da subtracdo eu ndo sei explicar, parece que eu vou
descobrir as possibilidades, é muito estranho.

Eu - E a questdo 4?

S8 - Quando eu fiz a conta deu 29 e contando deu 24.

Eu - Que conta tu fizeste?

S8 - Eu fiz 2 vezes 2 que da 4, depois eu fiz 4 vezes 4 que é 16 e depois 3 vezes 3 que da 9. Dai eu
somei e deu 29. Depois eu contei um por um e de 24.

Eu - E qual gue tu acha que esté certo?

S8 - Acho que o 29, ndo confio muito na minha cabeca. As vezes eu me confundo com a cabega.

Eu - Como assim?

S8 - Porque quando tu faz a conta, parece que fica mais explicito no papel. Se tu faz de cabeca pode
guebrar o raciocinio.

Eu - Quebrar o raciocinio?

S8 - E quando, tipo assim, tu comega a pensar em uma coisa e acaba esquecendo a outra porque estava
pensando na outra. Por isso eu confio mais quando eu faco a conta.

Intuitivamente o sujeito criou uma maneira de resolver a questdo. Nesta maneira,
bastava dispor todas as possibilidades elevar ao quadrado. De maneira similar na Questao 4,
cada rua seria um conjunto de possibilidades entdo o numero total seria dado pela soma dos
quadrados do numero de caminhos entre cada casa.

Eu - E na questdo 5?

S8 - Essa eu achei muito abstrato, ndo consegui fazer direito, dai usei 0 mesmo jeito das questdes
anteriores.

Eu - E a questdo 6 entdo como tu fez?

S8 - Essa aqui é outra que eu figuei pensando, porque ndo parece ter haver com matematica. Eu pensei
que cada uma delas faz aniversario em cada més, até outubro. Depois eu considerei que eu tivesse uma
em cada més até dezembro, dai ia precisar de 13 pessoas.

O sujeito apresentou certa dificuldade em trabalhar com a situacdo hipotética da
Questdo 5, entretanto na Questao 6 trabalhou com a “pior” situagdo possivel, ou seja, que

cada pessoa fizesse aniversario em um més diferente.

Eu - E a questéo 7?

S8 - Nessa aqui eu usei numeros. Primeiro eu fiz a conta, depois eu confirmei as coisas.

Eu - Como tu confirmaste?

S8 - Euescrevi 1, 2, 3, 4,5, 6, 7, 8, até 27e depois 0s 23 e juntei 0s 9 que eram iguais. Dai eu contos
todos os que sobraram do 27, todos os que sobraram do 23 e somei 9.
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Eu - E a (questao) 8?
S8 - E a mesma coisa. S6 que sem contar cada um, porque eu ja tinha confirmado na questdo de cima.

Aqui vemos que o sujeito age de uma maneira diferente das demais, ele cria hipoteses

e as confirmas.

4.2.9 Analise da entrevista do Sujeito 9.

Eu - O que tu achaste das questdes?

S9 - Néo sei, ndo sdo umas questdes muitos normais, ndo sé fazer uma conta e deu, é mais raciocinio,
tu tens que ir pensando, por exemplo, nessa aqui que falava de gquantas maneiras pode organizar os
DVDs, existem muitas maneiras, eu fui contando.

Eu - E tu achas que existe outro jeito de fazer?

S9 - Se tem eu ndo sei.

Eu - E tu ja tinhas visto esse tipo de questdo antes?

S9 - Desse jeito, nunca.

Eu - E aqui na questdo 1 como tu chegaste no 16?

S9 - Eu fui escrevendo, uma por uma.

Eu - E tu contaste todos?

S9 - Acho que sim. Talvez tenha me perdido um pouco.

Eu - E a questdo 3?

S9 - Essa ai eu comecei a contar, mas ia dar muito grande.

Eu - E na quest&o 4 com tu fizeste?

S9 - Como tem 2 ruas aqui, 4 aqui e 3 aqui, da 2 vezes 4 vezes 3.

Eu - E por que deu essa multiplicagdo?

S9 - Porque quando eu saio da primeira casa, posso usar 2 caminhos, quando eu saio da segunda casa
tenho 4 e na terceira tenho 3. E isso?

Eu - E isso o que?

S9 - Essa é a resposta?

Eu - O que tu achas?

S9 - Quando eu fiz deu certo.

Eu - E tu tens certeza?

S9 - E que depois eu contei 0s caminhos e deu 24 também.

Embora ainda haja uma predominancia em realizar a contagem na questdo 4 o sujeito

cria uma hipétese, que coincide com a resposta da questao e apés as confirma.

Eu - E na questdo 5?

S9 - E assim, se tu tirar uma preta a proxima pode ser preta ou branca e dai se vier uma branca a
préxima serd, com certeza, igual a uma das duas.

Eu - E na questdo 6?

S9 - Se tu tiveres 12 pessoas, cada uma pode fazer em um més diferente, mas se tu tiveres 13, ndo tem
como.
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Aqui o sujeito imagina a pior situacdo possivel seja na questdo 5 ou na questdo 6,
resolvendo assim ambas as questdes. O sujeito ndo tinha realizado as questfes 8 e 9 e quando

indagado sobre elas, ele demonstrou que ndo queria resolvé-las naquele momento.
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5. CONSIDERACOES FINAIS

A partir do Experimento Prético I, pude concluir que esse grupo de alunos apresentou
dificuldade para resolver as questdes envolvendo o principio Multiplicativo, pois um nimero
pequeno de alunos tentou elaborar alguma estratégia para nao ser necessaria a contagem bruta
de todos os elementos. Muito embora ja fosse esperado que alguns alunos utilizassem alguma
manipulacdo algébrica para obter uma resposta, esse nimero de alunos foi maior do que o
esperado. O motivo pelo qual surgiram essas respostas ndo foi aqui analisado, porém esse fato
me motivou a realizar novas pesquisas visando descobrir o motivo pelo qual uma grande
quantidade de alunos efetuou a multiplicacdo na Questdo 1. Um fato interessante € que todos
os alunos identificaram DVDs ou pessoas por nimeros ou letras, como na Figura 2, e essa é
uma operagao concreta.

Ainda em relacdo ao Experimento Préatico I, podemos concluir que o grupo de alunos
ndo apresentou dificuldade em resolver as questdes envolvendo o principio da Inclusdo e
Excluséo, pois, em dentre os 45 alunos que realizaram as duas questdes, apenas 7 deles ndo
excluiram a interseccdo dos conjuntos. Ainda que o principio das Gavetas de Dirichlet tenha
apresentado uma dificuldade maior que o principio da Inclusdo e Exclusdo, a maior parte do
grupo de alunos conseguiu realizar as questdes, principalmente a questdo 6, com facilidade,
mesmo sem que algum desses dois principio tenha sido trabalhado durante o periodo letivo
desse grupo.

O Experimento Pratico Il confirma os dados obtidos pelo Experimento Prético |, boa
parte dos entrevistados conseguir trabalhar tranquilamente com os principios de Inclusdo e
Exclusdo e Gavetas de Dirichlet, porém ao serem confrontados com o principio
Multiplicativo, todos tiveram certa dificuldade para resolvé-lo, certamente esse principio € o
mais sofisticado de todos, porém ao realizar uma reflexdo sobre as questdo que envolviam
esse principio, podemos reparar que a resolucdo dessas questdes ndo provinha de uma
aplicacdo direta do Principio Multiplicacdo, diferentemente das outras questdes que bastava
aplicar diretamente cada principio. Isso pode, ou ndo, ter sido um dos motivos dessas
dificuldades, porém seria necessario realizar uma nova pesquisa para descobrir se de fato isso
pode influenciar as respostas obtidas.

Com esse estudo, percebi que o Principio Multiplicativo, ndo € intuitivo, tdo pouco
trivial para esse grupo de alunos. Isso ndo significa, é claro, que este principio deva ser
ignorado, pelo contrério, acredito que a tarefa de docente é justamente auxiliar os alunos no

processo de aprendizagem fazendo com que estes desenvolvam suas estruturas cognitivas.
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Com isso é possivel dizer que a auséncia da formalizacdo desse conceito pode ser um gerador
de dificuldades, ainda mais quando o ensino de combinatéria se resume, basicamente, a
ensinar formulas e quando as utilizar. Esse tipo de ensino reforca a ideia de que a matematica
€ uma coisa pronta e dada, que é feita apenas por descobertas como sugeriu o primeiro
entrevistado. Isso mostra a importancia do estudo de propostas de ensino que auxiliem o
ensino e aprendizagem do principio Multiplicativo. Também foi possivel perceber que 0s
principios de Inclusdo e Exclusdo e Gavetas de Dirichlet sdo bastante claros e intuitivos para
esses estudantes, pois mesmos sem estes serem formalizados, uma boa parte dos alunos

conseguiu realizar as questdes que envolviam estes principios.
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APENDICE A - Experimento Pratico |

Universidade Federal do Rio Grande do Sul
Colégio de Aplicagdo —Instituto de Matematica
Trabalho de Conclusdo de Curso — Rafael da Costa Pereira

Experimento Pratico |

Idade: Turma:

Instrugdes:
e Leia atentamente cada questdo antes de responder.
e Explique como vocé chegou em cada resposta.
e Em caso de duvida, ou término, levante a mao e aguarde.

1 Laura é uma colecionadora de DVD, e para organiza-los, ela colocou para cada DVD apenas

uma categoria. As categorias foram: Drama, Comédia, Ficcdo, Documentario e Outros. Ela
gostaria de coloca-los em sua estante, porém estd indecisa sobre a posi¢cdo que cada
categoria ocupara.
a) De quantas maneiras ela pode organizar as categorias de DVD’s em sua estante?
b) Laura ndo deseja que as categorias de Documentdrio e Outros estejam nas trés
primeiras posi¢gdes. De quantas maneiras ela pode fazer isso?

Cinco amigos disputaram uma corrida de kart, sabendo que o pédio serd formado pelo 12,
29, 392 colocados. Quantas sdo as possibilidades de pédios?

Um professor de educacdo fisica quer formar um grupos de 5 pessoas. Sabendo que sua
turma tem 15 alunos de quantas maneiras diferentes ele pode formar o grupo?
De quantas maneiras podemos chegar da primeira casa até a ultima casa, passando por

todas as casas apenas uma vez?

5 Em uma gaveta ha 12 meias brancas e 12 meias pretas, ao retirarmos meias ao acaso.
Quantas meias retiradas serdo necessarias para que se tenha certeza que duas da mesma
cor foram retiradas?

Numa turma de 10 alunos, certamente duas pessoas fazem aniversario no mesmo més.
Essa frase é verdadeira? Se sim, justifique. Se ndo, quantas pessoas sdo necessarias para
termos certeza que duas delas fazem aniversdrio no mesmo més?
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7 Numa turma, sabendo que o total de alunos que praticam futebol é 27 e que o total de
alunos que praticam basquete é 23, sabendo também que 9 praticam os dois esportes,
quantos alunos tem na turma, sabendo que todos os alunos praticam futebol ou praticam
basquete.

8 Numa cidade foram vacinadas contra a poliomielite 2560 criangas e contra o tétano, 1210.
Sabendo-se que 460 criangas receberam as duas vacinas. Obtenha o nimero total de
criangas vacinadas.



