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RESUMO

Considerando uma viga uniforme do tipo Timoshenko com condigoes de
contorno livre-livre, Geist e McLaughlin em [8] apresentam uma condigao necesséria
e suficiente que garante a existéncia de freqiiéncias naturais duplas. Esta condicao foi
obtida usando a formulacao espectral, método cldssico encontrado na literatura, para
as equacoes de quarta ordem desacopladas do modelo de Timoshenko. O método
classico requer a obtencao de um vetor constante com oito componentes para que
a solucao deste modelo seja conhecida. Segundo Claeyssen [2], [3], [4], [5], [6], a
solugao do modelo de Timoshenko pode ser obtida usando a base dinamica gerada
por uma resposta impulso-matricial fundamental. Este método permite encontrar a
solucao do modelo de Timoshenko usando as equacoes de segunda ordem acopladas.
Além disso, para que a solugao seja conhecida é necessdrio obter um vetor constante
com quatro componentes. O objetivo deste trabalho é estudar a condicao necessaria
e suficiente que garante a existéncia de freqiiéncias naturais duplas, apresentada por
Geist e McLaughlin, para uma viga uniforme do tipo timoshenko com condicoes de
contorno livre-livre e verificar se é possivel obter esta mesma condicao quando é

utilizada a base dinamica para obter a solucao deste modelo.
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ABSTRACT

Considering a uniform beam of the Timoshenko type with free-free
boundary conditions, Geist and McLaughlin in [8] present a necessary and suffi-
cient condition that guarantees the existence of double natural frequencies. This
condition was gotten by using the spectral formulation, a classic method found in
literature, for the equations of fourth order that are obtained by decoupling the
Timoshenko model. The classic method requires the obtention of a constant vector
with eight components so that the solution of this model is known. According to
Claeyssen [2], [3], [4], [5], [6], the solution of the Timoshenko model of Timoshenko
can be obtained by using the dynamical basis generated by a fundamental matrix
impulse response. This method allows to find the solution of the Timoshenko model
by using the coupled equations of second order. Moreover, in order that the solution
be known is necessary to get a constant vector with four components. The objective
of this work is to study the necessary and sufficient condition that guarantees the
existence of double natural frequencies, presented for Geist and McLaughlin, for a
uniform beam of the Timoshenko type with free-free boundary conditions and to
verify if it is possible to obtain this same condition when the dynamical basis is

employed to get the solution of this model.



1 INTRODUCAO

Na industria aeronautica existe interesse pelos efeitos da flexibilidade
de cisalhamento e da inércia rotacional no calculo das freqiiéncias naturais nas vi-
bragoes laterais de vigas. E necessario incluir altas freqiiéncias naturais no estudo de
vibragoes em aeronaves e componentes aeronduticos como asas, fuselagem e turbinas.
Isto é impulsionado pelas tendéncias atuais no desenho com alta velocidade, mate-

riais compostos e dimensoes geométricas.

A teoria classica de Euler-Bernoulli para vigas considera apenas os
efeitos de deslocamento lateral e momento. Por volta de 1920, Timoshenko de-
senvolveu um modelo matematico que descreve as vibragoes transversais em vigas.
Este modelo adiciona os efeitos de cisalhamento e inércia rotacional ao modelo de
Euler-Bernoulli. Um dos primeiros trabalhos que fornece um tratamento tedrico
completo com resultados experimentais é dado por Traill-Nash e Collar em [16].
Han, Benaroya e Wei [10] discutem as quatro teorias cldssicas para vigas de uso na
engenharia: Fuler-Bernoulli, Rayleigh, Shear e Timoshenko. Na sua discussao sobre
o segundo espectro da equacao de Timoshenko, concluem que os estudos prévios
na literatura tem desprezado o fato que a forma dos modos deve incluir tanto o
deslocamento quanto o angulo de rotacao. Pois, nesta forma pode ser mostrado que
para duas freqiiéncias naturais distintas do modelo de Timoshenko correspondem
autofuncoes diferentes. Mais ainda, que o momento fletor e o cisalhamento estao em

fase no primeiro espectro e fora de fase no segundo.

Na literatura, na maioria das vezes, o estudo espectral, que procura
solucoes oscilatérias nao-nulas do modelo de Timoshenko, tem sido realizado con-
siderando as equacoes homogéneas de quarta ordem que decorrem ao desacoplar o
sistema de duas equacoes de segunda ordem que governam o movimento no modelo
de Timoshenko. Além disso, para obter a equacao de freqiiéncia e as autofuncoes ou

modos associados ¢é utilizada a formulacao espectral. Esta tltima fundamenta-se no
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uso da base de solucoes de Euler, aqui chamada “base classica”, cuja forma depende

das raizes do polinomio caracteristico associado com a equacao de quarta ordem.

O estado de uma viga ¢ conhecido quando sao conhecidos o desloca-
mento transversal, rotacao total ou giro, momento e cisalhamento. As condicoes de
contorno cléssicas nos extremos de uma viga podem ser geométricas ou naturais; e se
classificam como fiza, quando deslocamento e giro sao nulos; apoiado, quando deslo-
camento e momento nao sao considerados; livre, quando momento e cisalhamento

sao nulos; e deslizante, quando cisalhamento e giro nao sao considerados.

As freqiiéncias experimentais de excitacao para as quais a resposta ¢
maximizada sao chamadas fregiiéncias naturais. Para freqiiéncias suficientemente
altas, Traill-Nash e Collar em [16] levantaram a possibilidade da existéncia de um
novo espectro, quando sao considerados os efeitos flexibilidade de cisalhamento e
inércia rotatoéria, a partir de uma certa freqiiéncia denominada freqiiéncia critica.
Para este mesmo tipo de freqiiéncias, Geist e McLaughlin em [8] estudaram a ex-
isténcia de autovalores duplos numa viga com condigoes livres nos extremos, isto é,
que para uma mesma freqiiéncia estejam associadas duas autofuncoes linearmente
independentes. Para caracterizar estes autovalores é formulado um sistema de qua-
tro equacoes algébricas lineares e oito incognitas que decorrem de substituicoes nas
condigoes de contorno. Com o uso desta formulacao espectral obtiveram uma con-
dicao necessaria e suficiente que garante a existéncia de um autovalor duplo para

uma viga uniforme com condic¢oes de contorno do tipo livre-livre.

Neste trabalho, o estudo espectral de uma viga com extremidades livres
descrita pelo modelo de Timoshenko é realizado de maneira direta segundo Claeyssen
2], [3], [4], [5], [6]. As autofuncoes sao escritas em termos de seus valores iniciais
referentes a uma base dinamica que é gerada por uma resposta matricial fundamen-
tal e permite abordar o problema sem a necessidade de desacopla-lo. Com isto a
dimensao do sistema algébrico linear que resulta das condi¢oes de contorno é qua-
tro. Por outro lado, a nao-singularidade de um dos coeficientes das condicoes de

contorno, escritas na forma matricial, permite diminuir a dimensao do sistema para
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dois. Assim, o estudo espectral depende essencialmente do comportamento de uma
solugao caracteristica associada a base dinamica que aparece no sistema algébrico

linear.
Este trabalho estd estruturado como descrito a abaixo.

No capitulo 2 é o equacionamento do modelo de Timoshenko através de
dois métodos: balanceamento de forcas, também chamado de método de Newton, e o
principio de Hamailton. O método do balanceamento de forgas utiliza a segunda lei de
Newton para equacionar o equilibrio das for¢as que atuam sobre cada elemento de vi-
ga de uma seccao transversal infinitesimal. O principio de Hamilton primeiro define
uma integral da equagao de Lagrange e, em seguida, considera o estado estaciondrio
desta integral em uma dada perturbagao. O modelo de Timoshenko pode ser de-
scrito por um sistema de equacoes diferencias parciais de segunda ordem acopladas,
ou ainda, por um sistema desacoplado de quarta ordem. No final deste capitulo,
apresentamos as condicoes de contorno classicas obtidas naturalmente durante o
processo da formulacao hamiltoniana e dois exemplos que envolvem condicoes de

contorno nao-classicas.

No capitulo 3 é estudado o modelo de Timoshenko na forma matricial.
Antes de encontrar a solucao deste modelo é feita uma revisao bibliografica da teoria
utilizada por Claeyssen na obtencao de uma féormula fechada chamada de solucdo
dinamica do sistema. Tal abordagem generaliza a forma cléssica de aplicacao do
método espectral encontrada na literatura. Além disso, distingue-se por usa as

condicoes de contorno apenas na obtencao da equacao caracteristica.

O capitulo 4 centra seu estudo em uma viga uniforme com condicoes de
contorno do tipo livre-livre. Inicialmente obtém-se a soluc¢ao usando a formulacao es-
pectral. Em seguida, é apresentado um resultado obtido por Geist e McLaughlin, em
[8], de uma condicao necesséria e suficiente que garante a existéncia de autovalores
duplos. A equagao caracteristica é calculada tanto para o método espectral como

com uso da base dinamica, sendo que para este tultimo método foi levado em con-
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sidercao a freqiiéncia critica. Aqui, o resultado apresentado por Geist e McLaughlin
foi derivado com o uso da base dinamica. Para encerrar o capitulo os autovalores
duplos de uma vigacom condigoes de contorno livre-livre sao obtidos aplicando o

resultado de Geist e McLaughlin.

Para finalizar, sao apresentadas algumas conclusoes e comentarios deste

estudo.



2 MODELO DE TIMOSHENKO

A teoria classica de Euler-Bernoulli para o estudo de vigas considera
apenas os efeitos do deslocamento lateral e o momento [10]. A equag¢ao do movimento
de Euler-Bernoulli é dada por

0*V v
ET =
ot? + or?t

m 0 (2.1)

onde m é a massa do elemento da viga, ET a rigidez flexural (ambas consideradas
constantes), V(¢,z) o deslocamento lateral da viga, ¢ o tempo e z a posi¢ao longi-

tudinal.

O modelo de Timoshenko adiciona ao modelo de Euler-Bernoulli os
efeitos de cisalhamento e inércia rotacional. A seguir, serao deduzidas as equagoes
de movimento deste modelo, utilizando-se dois métodos: balanceamento de forcas

ou formulagdo newtoniana [16] e principio de Hamilton [10].

Neste capitulo, além da modelagem matematica, veremos as condicoes
de contornos classicas, necessarias para resolver um problema de equacoes diferenci-
ais, e a formulagao matricial do modelo de Timoshenko. Para finalizar, tem-se dois

exemplos de condicoes de contorno nao-classicas.

2.1 Formulacao Newtoniana

Seja uma viga uniforme, inicialmente plana na direcao longitudinal x.
Considere um elemento dx da seccao transversal, como mostra a Figura 2.1, onde
V(t,z) é o deslocamento lateral total da sec¢do, Z(t,z) a componente desse deslo-
camento devido a curvatura, Q a forca de cisalhamento, M o momento, k¥ GA a
rigidez de cisalhamento e /K GA o angulo de cisalhamento. Adicionando a incli-
nacao devido a curvatura 07/0x = 1 ao angulo de cisalhamento, tem-se o angulo

total
oV B

5 =Vt T (2.2)
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Figura 2.1: Efeitos de cisalhamento e inércia rotacional. (a) Cargas sobre um ele-
mento; (b) Deslocamento de um elemento.

Se FI é a rigidez flexural, a férmula da curvatura de Euler-Bernoulli é

o M
= o (2.3)

Suponha que o cisalhamento e o momento surgem de cargas normais

f(t,x) e F(t,z) aplicadas, respectivamente. As consideracoes de equilibrio sobre um
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elemento resultam

Q  z
=0, (2.4)
oM

Q—F%-FF = 0. (2.5)

Derivando com respeito a = a equagao (2.2) e usando (2.4) tem-se

o’V 0 1
i

92 " or Twaal = (2:6)

Usando (2.2) e (2.3) em (2.5) obtém-se

k’GA(aa—‘; - zp) + %(Elg—ﬁ) L F=0. (2.7)

Quando a forca aplicada e a distribuicao do momento sao inversamente

proporcionais a massa de aceleracao, entao

fltr) = —pA% + f(t0), 28)
F(t,z) = —plaa—tg). (2.9)

Substituindo (2.8) em (2.6) decorre

] git? ) 82052:1:)) — (7). (2.10)

9°V (¢, )

pA . k;’GA(

Usando (2.9) em (2.7) obtemos que

0% (t, ) 0*Y(t, x) , oV (t,x) B
1=555 — Bl o — GA(T . w(t,x)) —0. (2.11)

As equacgoes que governam o movimento do modelo de Timoshenko sao

dadas por (2.10) e (2.11). Estas equagoes estao sujeitas a condigoes iniciais

V(0,2) = wve(x) (2.12)

oV
Zr(0.2) = v) (2.13)
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e a condicoes de contorno nos extremos da viga
BV (t,0) = bo(t). (2.15)

Uma discussao sobre a natureza destas condicoes By e B, sera dada apos a derivacao

do modelo de Timoshenko utilizando o principio de Hamilton.

2.2 Formulacao Hamiltoniana

A energia potencial devido ao momento E,,, de viga uniforme devido

a curvatura é dada por

2 x

onde (¢, x) é o angulo de rotacdo da sec¢io transversal, £ médulo de elasticidade,

By = 1/L El(awg’ x))de, (2.16)
0

I inércia rotacional e L o comprimento da viga.

A energia potencial devido ao cisalhamento E,. ¢ dada por

1 oV (t, )

Bpo=3 /OL k’GA(a—x —(t, z))gdac, (2.17)

onde k' é o coeficiente de cisalhamento.

A energia cinética devido ao deslocamento lateral da seccao transversal

E., é dada por

2 ot

onde A é a area da seccao transversal.

B = l/L pA(M)2dx, (2.18)

A energia cinética devido a inércia rotacional da seccao transversal .,

¢ dada por
1 (Y 102V (t,2)\2
E.,=- I ———= . 2.1
2/0p<8t8x)dx (2.19)

O trabalho W de uma forca nao-conservativa f(¢,x) por unidade de

comprimento é dada por

W = /OLf(t,yc)V(t,x)dx. (2.20)
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O lagrangeano inclui os efeitos de momento (2.16), deslocamento lateral
(2.18), inércia rotacional (2.19) e a distor¢ao do cisalhamento (2.17). Assuma que
nao existe energia cinética associado com a distor¢ao de cisalhamento, mas somente
com a rotacao devido a curvatura. A equacao (2.19) pode ser modificada para incluir

somente o angulo de rotacao devido a curvatura, ou seja, substituimos %—‘; por 1.

Combinando-se a equagao modificada de (2.19) com as equagoes (2.16),

(2.17), (2.18) e (2.20), o lagrangeano é dado por

[ (P (P - (Y

- KaA( _— x))2 ~ {2V (1, 2)|

oV (t,z) (2.21)

ox

Defina-se

to
J= / Ldt. (2.22)
t1

O principio de Hamilton estabelece que a integral J deve assumir um
valor estaciondario quando V' e v correspondem ao movimento que realiza o sistema
entre os tempos t; e ty. Assim, dada uma pertubacio V + £V, ¢ + £1), deve-se ter
que

aJ ~ ~
—(V+eV,yp+ev) = 0. (2.23)

85 e—0

Substituindo (2.21) em (2.22) e ainda adicionando os incrementos eV e £¢) nas

direcoes das varidveis V' e v, respectivamente, segue que

J = %/: /OL [pA(V—l—a%V)Z +pl(¢+5%@)2 — EI(;@'%%;&)Z

—KGA((v +5§—$V> — (¢ +s¢3))2 — [(V +eV)) | daat

(2.24)

!/

Por - denotamos a derivada no tempo e por ' a derivada no espaco.

Usando (2.23) em (2.24) obtemos que

/tz/L[Avgfu 20— ry 2
oSy P e TP gy Oz
)

_EHGAV' — ) (%V _ z;) — ff/] drdt = 0

(2.25)
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Note que

d - .- .
E(pAVV) = pAVV + pAV

d .- - L0 -
Z(pIdD) = pIdd + plib

v, (2.26)

SIS

Usando (2.26) em (2.25) e integrando por partes, tem-se que

(—HGAWV' =)V — ')

j + /t2 /L (—pAV +EGA(V — o) — f) Vdo+
t1 0
(—phz} +EGA(V =) + Ew”) ﬂjdt =0

(2.27)

Para que a igualdade seja satisfeita é necessario que o integrando de

(2.27) seja nulo. Como V e ¢ sdo arbitrérios, segue que

o?Vi(t,x) PV(t,x) op(t,x)\
pA—— 2 —kGA( S~ ) — f(t,2),
P(t, x) Pt x) oV (t, x) _
pI =5 — BIZ1 —kGA( - —w(t,x)) — 0.

Note que estas sao as equagoes de movimento do modelo de Timoshenko
sao as mesmas equagoes de (2.10) e (2.11). Observe que com o principio hamiltoniano
as condicoes de contorno surgem naturalmente na integragdo por partes. Assim

sendo, as condicoes de contorno sao dadas por

—k’GA(a—V . ¢)V

L o ~|L
ox ¢ o

=0

= 0. 2.2
0 oz "o 0 (2.28)

2.3 Formulacao Matricial

O modelo de Timoshenko pode ser escrito numa forma evolutiva com-
pacta de maneira analoga a de um oscilador harmonico, introduzindo como varidvel

0 vetor

v(t,z) = . (2.29)
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Usando (2.29), o sistema de equagoes dado pelas equagoes (2.10) e (2.11) pode ser

reescrito como uma equacao evolutiva de segunda ordem

MV + Kv = F, (2.30)
em que
A 0 —KGAL EGAL t,
M= | " , K= "’;2 ;’; , F(t,z) = J(t,2) (2.31)
! !

Tem-se que M ¢ descrito por uma matriz real constante nao-singular 2 x 2 e K é uma
matriz cujas componentes sao operadores diferenciais espaciais de segunda ordem
com coeficientes constantes, pois estamos supondo que a viga é uniforme. Aqui v e

F sao vetores 2 x 1.

Na forma algébrica, o modelo de Timoshenko pode ser escrito como
L(D)v =F, (2.32)
onde o operador L é definido como sendo

pAL — KGAZ; KGAZ
L(D) = (2.33)

—KGAL  pIZ +KGA-EIZ;
Aqui as componentes de L(D) sdo operadores que incluem derivacio temporal ou

espacial. O simbolo D simplesmente indica que existe derivacao parcial no tempo

Oou no espaco.

2.4 A Equacao de Timoshenko

Na literatura é comum referir-se a equa¢ao de Timoshenko como sendo
uma equacao evolutiva de quarta ordem no tempo para o deslocamento V ou para o
giro 1, a qual é obtida do modelo de Timoshenko a partir de (2.10) e (2.11), supondo
coeficientes constantes. Porém, isto nao é muito 1til uma vez que o giro aparece nas

condigoes de contorno. Mais informacdes podem ser obtidas em [9].



2 Modelo de Timoshenko 12

A obtencao é como segue. Derivando com respeito a x as equagoes

(2.10) e (2.11) tem-se que

2 (VN ., [PV o\ of
52 (o N S AN

Derivando com respeito a = as equagoes (2.34) e (2.35) vem

82 [0°V , v Y\ |
P50 (%) - kaAa <87 - aT) = gz (236)
82 (0% oy PV o\

Para eliminar 9% /0z3 em (2.36) usa a equacao (2.10) em (2.35). Assim,

obtém-se que

2 4 2 2 4
p- OV 1pA [ p p\ 0210°V o'V
EKG 0t [EI (k'G + EI) ax2] 5z T g = b (2.38)

onde

IR B W U
YT KGAE 012 T EI’ T KGAOx?

(2.39)

De maneira andloga, para eliminar 9*V /023 em (2.37) usa a equagao

(2.11) em (2.34). Sendo assim,

2 9 2 2 4
p- 0y 1pA p . p\ 0P10% O
oY . (PA P ¢ .
EE'G ot [E[ (k’G + E[) 8372] ot? + Ort 2 (2.40)
onde,
1 0
=275, (2.41)

O processo anterior, para a obtencao da equacao de Timoshenko de
quarta ordem torna-se mais claro e geral, usando a identidade de Cramer em (2.32).
Tem-se que

adj(L)Lv = adj(L)F
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ou seja,
det(L)v = adj(L)F. (2.42)
onde
12 + KGA - EIZ, ~KGAL
adj(L) = P 6t ; % 7
KGAZ pAatz +KGA— (%2
e
ot 0? 1 9 0? ot
det(L) = KGABI—— = pA(BI + K'GI) (5 ) + pA(KGAz — o).
Assim, por (2.32) tem-se que
oV 0? 10?V 02V oV
KGABIS— = pA(EI + KGI) 5 (5 2) pA( GAW — oI5 ) — P,
' 0 (0% 1y 4 P 0"
KGABIS S = pA(BI +KGI) o (55 ) +pA(KGATS = pl 50 ) = B,
onde
o f o f
F IW—I—kGAf Ela 5>
F2 = leAg
ox
As equacgoOes anteriores podem ser reescritas como
2 o 2 . a2 4
POV A (g gy POV 9V
ERG o [EI (k’G EI) axJ oe "ot
GG SR (R 2k
EKGott " LEI  \kG " EI) 0zl o T axt P
onde f; e f; foram definidos em (2.39) e (2.41).

Deve ser observado que na equacgao de Timoshenko para o giro aparece o

termo f5, que envolve derivacao da forca externa f . Isto nao é o caso com modelo de

Timoskenko. Ou seja, um desacoplamento das equacoes do modelo for¢cado envolve

uma modificacao dos termos nao-homogéneos.

Para o modelo nao-forcado nao é

necessario fazer tal modificacao.
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2.4.1 Forma Evolutiva

Com a introducao das constantes

o = pA P

KAG  kK'G’

A
# o= L (2.43)
2 _ AL _p

EIA FE’

a equacao de Timoshenko (2.38) escreve-se

022 oV (t,x)

0* \O*V(t,z) OV (t,x)
ot ) *

2 (2, 2
+(5 (@ +7)55)ap Ot

—f.  (2.44)

Definindo os operadores diferenciais espaciais

R = a272|,
2 2 2 0
= 52— hall
Io} (" + 7 )8:702’
84
Q - @7

que atuam sobre funcoes que satisfazem as condigoes de contorno do problema e
onde | denota o operador identidade, tem-se a equacao de Timoshenko na forma

evolutiva

o'V PV
R +S757 +QV =1, (2.45)

onde f; é dado em (2.39).

2.5 Condicoes de Contorno

O estado de uma viga é conhecido se especificamos o deslocamento
transversal V', a rotagao total ou giro ¢, o momento M e o cisalhamento (). No caso
de uma viga de Euler-Bernoulli, em que nao se considera o cisalhamento a rotagao

total vem a ser V. As condigoes de contorno nos extremos da viga sao de dois
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tipos: essenciais ou geométricas em que V ou v sao conhecidos ou cinemdlicas e
nao-essenciais ou naturais as quais devem satisfazer as forcas internas resultantes M
e () e consideradas quando conhecidas apriori. Na Mecanica, os valores das varidveis
principais V' e 1 ou o valor das forcas associadas M e () podem ser especificados,

porém nao ambos.

Normalmente, se a derivada espacial de maior ordem sobre as varidveis
principais que aparecem nas equacoes do movimento é um nimero par 2m, entao,
as condicoes geométricas envolvem derivadas de ordem zero até m — 1 nas varidveis
principais. Como o modelo de Timoshenko possui derivadas espaciais até ordem
dois, ¢ suposto, em geral, que somente a varidvel principal, constituida pelo deslo-
camento e o angulo de rotagao, é fornecida num extremo da viga [15]. As condigbes

geométricas sao ditas homogéneas quando
V=0 ou Y =0, (2.46)

proibem deslocamento ou giro. Condicoes dependentes do tempo podem ser im-

postas por grandes maquinas ou através de servomecanismos.

Quando dispositivos como massas ou osciladores, entre outros, sao
acoplados nos extremos da viga, as condi¢oes de contorno naturais podem ser de-
pendentes do tempo. As forgas internas devem equilibrar ou acoplar as forcas exter-
nas. Devido a inércia ou mesmo amortecimento, as forcas externas podem envolver
derivadas com respeito do tempo. Por exemplo, se um oscilador harmonico é colo-
cado no extremo x = L da viga, entao, a condicao espacial de contorno equilibra-se
com uma forca que inclui aceleracao inercial e rigidez eldstica, isto é, uma segunda

derivada no tempo.

As condicoes de contorno bdsicas ou cldssicas sao vigas com extremi-
dades do tipo fiza, se o giro e o deslocamento sao nulos; do tipo apoiada, quando o
deslocamento e momento sao nulos; livre em que o momento fletor e o cisalhamento
sao nulos; e deslizante, quando a rotacao e o cisalhamento sao nulos. Neste trabalho

somente sao consideradas condigoes classicas e homogéneas.
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Durante o processo da formulacao hamiltoniana, das condicoes nos ex-

tremos da viga (2.28), obtém-se, também, os tipos enunciados acima

(i) fixa (clamped): sem deslocamento nem giro
V=0, =0, (2.47)

(i1) apoiada (hinged): sem deslocamento nem momento

oy _

V= —
0, ox

0, (2.48)
(111) livre (free): sem cisalhamento nem momento

Y% - o
k GA(% — 1/1) =0, =0, (2.49)

(iv) deslizante (sliding): sem cisalhamento nem giro

1~ OV _
HGAZ- =0, =0, (2.50)

Na Figura 2.2, tem-se a respresentacao esquematica de cada uma das

condicoes de contorno classicas.

Figura 2.2: Condigoes de contorno cldssicas: (a) livre; (b) apoiada; (c) deslizante;
(d) fixa
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2.5.1 Derivacao das Condigcoes de Contorno Classicas pelo Método de
Newton

Substituindo (2.3) em (2.6) e usando (2.8) considerando f(t,z) = 0,

segue que , )
M=FEI (‘Zx‘; . kf’G %;;) . (2.51)
Usando (2.9) e (2.2) em (2.5) tem-se que
Q:—%¥+mgggg—kgA>. (2.52)
Derivando (2.51) com respeito a = e substituindo em (2.52) obtém-se
ane 2 3 2
(1 + kfé;%) Q= —E[%TZ + <’;fé + pI> % (%‘;) . (2.53)

Numa viga com extremidade fixa nao hé deslocamento nem giro. Entao,
considerando giro nulo em (2.2), obtemos uma equagao para o cisalhamento e usando

esta em (2.53) segue que
PV

EI% = + (KGA -
o <k GA

pEI 0%\ oV

Se uma viga tem extremidade apoiada, deslocamento e momento sao

nulos. Assim, em (2.51) obtém-se que
o*vV.  p 0?V

027 WG o (2:55)

Quando a extremidade de uma viga é livre, cisalhamento e momento

nao sao considerados. Considerando cisalhamento nulo em (2.53) resulta que

3 2
prdY <1+ E) 0 (av> - 0. (2.56)

03 kG ) ot \ 0x
Supondo solugoes oscilatérias do tipo V(t,z) = e“'u(x), tem-se que,
quando
(1) giro nulo (¢ = 0):
d3u

pET L\ du
EI% 1 (raa ey, 2.57
da;3+<G+k'G“>dx 0 (2:57)
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(i1) momento nulo (M = 0):

d*u P 2
s + el 0; (2.58)
(111) cisalhamento nulo (Q = 0):
d3u E du
El— +pI (1 — =0. 2.
iy <+k,G>de 0 (2.59)

2.6 Exemplos de Condigcoes de Contorno Nao-Classicas

Considere um cubo de massa m e lado com dimensao b soldado na
extremidade de uma viga e uma mola de rigidez k é presa no cubo, como ilustrado

na Figura 2.3.

Figura 2.3: Viga uniforme com condicoes de contorno nao-classicas

As condigoes de contorno nao-classicas podem ser obtidas utilizando
tanto a formulagao newtoniana quanto a hamiltoniana. Ginsberg em [9], utilizando
o método de Newton, obtém que as condi¢oes de contorno, incluindo os efeitos de

translacao e inércia rotacional, sao dadas por

¥(t,0) = 0,
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kG A <%v— ¢> (t,L) +k <v+ gd)) (t,L) +m <V+ g¢> (t,L) = 0,

Note que essas condicoes de contorno contém as variaveis de desloca-
mento e suas primeiras derivadas com respeito a z, enquanto que as condicoes de
B3V

contorno classicas envolvem %—.

Neste proximo exemplo, massa, mola e oscilador também exercem forcas
e se acoplam na viga, como ilustrado na Figura 2.4. Esses efeitos sao descritos
em termos de energia cinética E, e energia potencial E,, respectivamente. Uma
forca transversal é associada com o movimento de translacao de uma massa e um
acoplamento é associado com a rotacao. Além disso, a menos que a massa seja muito
grande, os efeitos da inércia rotacional sao desprezados. Como resultado, a massa
atachada ¢ tratada como particula m localizada na posicao x,, e movendo-se com
velocidade V(t, T;,) em unido com a viga. A energia cinética total que corresponde

a0 sistema é

Figura 2.4: Viga uniforme com condigoes de contorno nao-classicas

1 L o 1 ) )
E.= 5/0 VE2pAds + - > mV(t,xm)*. (2.60)

Molas e amortecedores podem sofrer torsao ou extensao. A energia

potencial total é obtida pela adicao da energia de tensao armazenada em cada mola
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¢ dada por

2

1 L 82‘/ 2 1 2 1 oV

As condicoes de contorno nao-classicas para este sistema podem ser
obtidas usando o método de Hamilton, j& que sao conhecidas as energias potencial
e cinética. Note que as equacoes que governam o movimento deste exemplo nao
correspondem ao modelo de Timoshenko, pois nao estd considerando os efeitos de

inércia rotacional e cisalhamento.
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3 VIBRACOES MODAIS

Neste capitulo é considerada a forma matricial do modelo de Timo-
shenko e solucoes oscilatérias sao supostas. E feita uma revisao bibliogréafica da
teoria utilizada por Claeyssen [2], [3], [4], [5], [6], para obtencao de uma férmula
fechada, chamada de resposta impulso-matricial fundamental, que gera a solucao
dinamica do problema. No final deste capitulo, é introduzida a adimensionalizacao
sugerida por Huang em [11] para obter a solu¢do do modelo de Timoshenko. Para

tanto, a freqiiéncia critica foi considerada.

Considere o modelo de Timoshenko na forma matricial (2.30). Solu¢oes

do tipo oscilatério sao da forma

v(t,z) = ™' ®(2), (3.1)
onde
) = | "@ (3.2)
U ()

Substituindo (3.1) em (2.30), considerando F nula, obtemos que
—~Mw*®(x) + K®(z) =0 (3.3)

com M e K definidos em (2.31). Esta equagao pode ser reescrita como uma equagao

diferencial matricial de segunda ordem com respeito a x, isto é,

M®" (z) + CO'(z) + K®(z) = 0, (3.4)
com
—kK'GA 0 0 k'GA
= s (C - ) (35)
0 —FEI —k'GA 0
—w?pA 0
K= wp
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onde M, C e K sao chamadas matrizes de massa ou inércia, amortecimento e rigidez,

respectivamente. Em [1] e [10] mostra-se que este problema ¢ autoadjunto.

Junto com esta equacao sao consideradas condigoes de contorno. As

condicoes cldssicas homogéneas,

(1) fiza
w=0, U=0. (3.6)
(i1) apoiada
dv
u=0, =0, (3.7)
(i13) livre
du dv
Skl T = :
dx 0 dx 0 (38)
(iv) deslizante
du
— = U =0. .
— =0, 0 (3.9)

Estas condi¢oes podem ser consideradas de forma genérica para a am-

plitude ®(x). Para tanto, nos extremos da viga x = 0 e x = L, assume-se que

Bi® = A®(0) + BY'(0) = 0, (3.10)
By® = CO(L) + DY'(L) = 0. (3.11)

onde A, B,C e D sao matrizes constantes 2x2.

Por exemplo, para uma viga fixa-livre tem-se

1
.A: ] B: )
01 0 0
0 -1 0
C: s D:
0 O 01
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3.1 Resposta Dinamica

Para calcular a equacao caracteristica é necessdrio calcular a solugao
matricial fundamental h(z). Isto pode ser feito através de métodos espectrais, nao-

espectrais e numéricos.

Formalmente, a solucao da equacao diferencial

My"(x) + Cy'(z) + Ky(z) = f(x),
(3.12)
y(0)=yo, ¥'(0)=w
onde M, C' e K sao matrizes arbitrarias n x n e yq, y; valores iniciais arbitrarios.

A solucao pode ser obtida pelo método operacional da transformada de Laplace.

Considerando Y (s) como sendo a transformada da fungao y(z), obtém-se
M(s*Y (s) —y'(0) — sy(0)) + C(sY(s) — y(0)) + KY(s) = F(s).
Através de simplificacoes, decorre a equacao operacional
A(s)Y (s) = My'(0) + (sM + C)y(0) + F(s), (3.13)

onde
A(s) = "M + sC + K,
e Y(s), F(s) sao as transformadas de Laplace de y(z) e de f(x), respectivamente.

Defina-se a solu¢ao matricial fundamental ou resposta-impulso matri-

cial, ou a solugao dindmica, h(x) como sendo a solugao do problema

Mh"(z) + Ch'(z) + Kh(z) =0,

(3.14)
h(0) =0, Mh(0) =1

ou, equivalentemente,

Mh"(z) + Ch'(z) + Kh(z) = §(x)I,

(3.15)
h(0) =0,  Mh'(0) =0,

onde 6(z) é a fungao delta de Dirac. Da equacao operacional para h(z), decorre

A(s)H(s) =1, (3.16)
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ou seja, H(s) é a transformada de Laplace de h(x) e serd denominada de matriz de

transferéncia do sistema (3.12).

Observe-se que uma matriz nao-singular comuta com sua inversa. Entao,
a rigor, tem-se que a matriz de transferéncia comuta com o polinémio matricial A(s),

isto é,

decorre
Y(s) = H(s)My'(0) + (sH(s)M + H(s)C)y(0) + H(s)F(s).

Agora, com a transformada inversa de Laplace, obtém-se uma férmula para as

solugoes de (3.12), em termos da solugao matricial fundamental h(x) é dada por
y(z) = h(z)My'(0) + (h'(z)M + h(z)C) y(0) +/ h(z — 7)f(7)dr. (3.17)
0

Definindo

hy(z) = h'(2)M + h(z)C
hy(z) = h(z)M.

a solucao acima escreve-se
y(z) = ho(x)y(0) + hy(2)y'(0) + /90 hy(x — )M~ f(7)dr. (3.18)
0

Estas relagoes mostram que, para conhecer a solu¢do do sistema (3.12), é suficiente

determinar a base dinamica h, h’ ou a base fundamental normalizada hg, h;.

A resposta-impulso h(z) pode, em principio, ser descrita por uma série
de Taylor e aproximada de maneira polinomial. Isto é, escrevendo
h(z) = h; (3.19)

TR
=



3 Vibragoes Modais 25

onde h; = h)(0), e substituindo em (3.14), obtém-se a equagao recursiva

Mh; 5+ Chjyy + Kh; =0,
Mh1 = I, ho = 0.

(3.20)

Porém, sob o ponto de vista numérico, o truncamento da série pode acarretar erros
numéricos, como foi discutido por Moler e Van Loan [14], para o caso da resposta-

impulso associa-da a um sistema de primeira ordem (exponencial de uma matriz).

Por outro lado, o método espectral, isto é, a determinacao de solucoes

do tipo exponencial y(z) = e’v(z) para o sistema nao forcado

My" +Cy' + Ky =0,
conduz a resolucao do problema de autovalor
(PM+AXC+K)v=0, v#0. (3.21)

Este procedimento equivale a determinar as raizes (autovalores de (3.21)) do polinémio

caracteristico

2n
P(N) =det (MM +AC+ K) =Y bA*"" (3.22)
i=0
e, posteriormente, achar os autovetores ou modos v.

Como
adj A(s)
P(s) ~

os pblos de H(s) sao os autovalores de (3.21), portanto, em nimero finito. Segue-

H(s)=A(s) ' =

se que a integral de Bromwich para a transformada inversa de Laplace, pode ser

reduzida a uma integral de contorno limitado
h(z) = = 7{ H(s)e*"ds (3.23)
21 Jp ’ ‘
onde I' é uma circunferéncia que encerra os autovalores de (3.21).

Entretanto, as formulas (3.23) e (3.19) ndo sdo muito adequadas para a

obtencao das propriedades analiticas da resposta-impulso; tao pouco sao apropriadas
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numericamente. Pois, o caso da aplicacao de (3.23) requer o conhecimento da matriz
de transferéncia H(s), e, para o caso de (3.19), a dificuldade consiste em gerar as

matrizes h; para j muito grande.

Aqui serd utilizada a férmula nao-espectral obtida por Claeyssen [3],

[4], [5]. Uma simples derivagao da mesma é dada a seguir.

Teorema 3.1. Sejam M, C, I matrizes n X n e M nao-singular. Considere-se o

polinémio P(s) = det[s> M + sC + K] = 2", bps®*. Entao,

2n j-—
::j{jj{j A=Y (2)hy,_;, (3.24)
j=1 i=0
onde 0s b; sdo o0s coeficientes do polinomio caracteristico P(s), h(x) € a solu¢do que
satisfaz um problema de valor inicial

boh(2n) (z) + b1h(2n_1) () + -+ bap1 I () + baph(z) = 0, (3.25)

h(0) =0, W'(0) =0, -+, h®"2(0) =0, bh®*V(0) = 1.
eh, = h(k)(O) satisfaz o problema matricial em diferencas

th+2 + Ch]’+1 —|— ,Ch] - 0,
Mhl == ], h() = 0.

(3.26)

Demonstragdo. Seja R(s) = s*M + sC + K. Segue que, a matriz adjunta de R(s)
dada por B(s) = adj (R(s)) é um polinémio matricial em s de ordem menor que

2n — 1. Entdo, para By, = B%*)(0), tem-se
BQn_l - Bgn = 0 (327)

Considere-se

P(s) = det (R Zbks k (3.28)

o polinomio caracteristico do problema (3.21).

Tem-se

B(s)R(s) = R(s)B(s) = det (R(s))I = P(s)L (3.29)
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Como B(s) e R(s) comutam, bem como suas derivadas, é possivel escrever

i A - ,
- — (@) U-1(¢) = pU)
T [R(s)B(s)] = ; <2>R (s)B (s) = PY(s)L. (3.30)
Substituindo )
K, i =0,
‘ , =1,
RD(0) = < (3.31)
IM, i=2,
\0, P> 2,
e
‘ oo, i, 7 =0:2n,
JEOI0) P S (3.32)
0, j > 2n.

em (3.30), para s = 0, e utilizando as condigoes (3.27), obtém-se

KBj+ jCBj_1 + j(j —1)MBj_5 = jlbo,_;I,  j=2:2n,
B2n—1 — B2n =0.

(3.33)

Fazendo uma substituicao de variavel,

B?nfj
(2n —j)V’

tem-se que B; = j! Ay,_;. Substituindo este resultado em (3.33), decorre o problema

A= (3.34)

matricial em diferencas

MAj+2 + CAj+1 + K:AJ = bjI, j =0:2n— 2,
AO - Al - O

(3.35)
A seguir, definindo .
A= ]2_: bh;_; 1, (3.36)
i=0
onde hy = h®)(0), de (3.35), obtém-se
KA; +CAj + MAj o = b1

Portanto, A; definido em (3.36) é solucao de (3.35).
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Agora, como B®)(0) = 0, para k > 2n, a série de Taylor de B(s) é

dada por
2n 2n
B(S) _ Z B2n—k 2n—k _ ZAkS2n—lc
k=1 (2n — k)! k=1
2n k—1 2n j—1
= bis™ Py =) > b’ hy,_;. (3.37)
k=1 i=0 j=1 i=0

Deste modo, a matriz de transferéncia é caracterizada como

o honn (3.38)

A resposta-impulso h(z) é obtida, a seguir, com a utilizacao da integral

de Bromwich para determinar a transformada inversa de Laplace de H(s). Mais

precisamente,
h(g;):if () gt Zib ]fﬂ“e ds ) ho_j.  (3.39)
2mi Jr P(s) == omi P(s) e '
A expressao
1 ) est
_— j d
omi )17 P(s)

corresponde a j-ésima derivada da funcao

1 €SI
W)= — ¢ <4
() = 5m ff P

que ¢ a solucao do problema de valor inicial

boh ™ () + by hP D () 4« - - + gy 1 1 () + boph(x) = 0, (3.40)
h(0) =0, '(0) =0, -+, h®"2(0) =0, byh®*V(0) = 1.
Assim,
2n j—1
h(z) =) > bk (g, (3.41)
j=1 =0
onde:
b; sao os coeficientes do polindomio caracteristico (3.22);

h(z) é a funcdo que satisfaz o problema de valor inicial (3.40);

h;,  satisfaz o problema matricial em diferengas (3.26).
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Conclui-se que, para o cdalculo da resposta-impulso matricial, € necessdrio
considerar trés equagoes caracteristicas: uma algébrica (polindmio caracteristico),
uma analitica (equagdo diferencial para h(x)) e uma discreta (equagio em difer-

encas para hy, que corresponde a k-ésima derivada de h(x) na origem).

3.1.1 O Caso de Raizes Simples

Quando todas as raizes sy de p(s) forem distintas, a férmula para

h(z) pode ser simplificada. Aqui, h(z) é obtida de

2n
eskx
h(z) =
2/
e, com a introducao dos polinomios
j—1
q](S) = Zbisjilii’ j = ]-7 27 e ,2’”, (342)
=0
decorre
2n j—l 2n 3‘7 1 leskxh2
h(z) = bz n
€)= 225 "0
J=1 = k=0
Deste modo,
2n n Ek
h(x) = Ee’ = .
(v) = D Bue™, H(s) =) ———. (3.43)
k=o k=0
onde ,
1 n
B = q;i(sg)ho,_:. 3.44

Para o caso de raizes simples, a derivada de h(z) em = = 0 conduz a resposta-impulso

discreta

2n
h; =Y Ejs]. (3.45)
k=o0

Note que para a obtencao dessa resposta é necessario considerar trés
equacoes caracteristicas: uma algébrica, polinomio caracteristico; uma analitica,
equagao diferencial para h(z); e uma discreta, equagao de diferencas para hy, que

corresponde a k-ésima derivada de h(z) na origem.
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3.2 Equacao Caracteristica

Na literatura, a obtencao de solucoes nao nulas do problema de contorno
(3.4), (3.5), (3.10) e (3.11) tem sido realizada na maioria das vezes com a forma
desacoplada da equacao de Timoshenko de quarta ordem homogénea e com o uso do
método espectral de Euler. Este processo tem limitado a abrangéncia das condi¢oes
de contorno e obrigado a realizar uma andlise em funcao da natureza das raizes do
polinémio caracteristico do sistema. Com o uso de uma base matricial fundamental

ou dinamica, descrita em [2] e [6] o estudo torna-se mais geral e sistematico.

Seja h(x) a solugao do problema de valor inicial
Mh"(z) + Ch'(z) + Kh(z) = 0, (3.46)

h(0) =0, Mh'(0) =1, (3.47)

onde 0 é a matriz nula 2 x 2, M é uma matriz nao-singular e I é a matriz identidade.

Entao, a solucao geral de (3.4) é da forma
®(z) =h(z)e; + h'(z)eo (3.48)

onde ¢; e ¢y sao vetores constantes. No caso de utilizar valores iniciais, a seguinte

forma para as solucoes resulta mais conveniente

®(z) = ho(z)®(0) + hy(2)P(0), (3.49)

onde
ho(z) = h'(z)M + h(z)C, (3.50)
h;(z) = h(z)M. (3.51)

ho(0) =1, hi(0) =0 (3.52)
h,(0) =0, h,(0)=L (3.53)
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Considerando a solu¢ao na forma (3.49), para satisfazer as condigées de contorno

(3.10) e (3.11) devemos ter que
A[ho(0)®(0) + hy (0)@(0)] + B[hy(0)®(0) + h}(0)®(0)] = 0, (3.54)

C[ho(L)®(0) + hy (L)@ (0)] + D[h{(L)(0) + h}(L)®(0)] =0, (3.55)

Utilizando os valores iniciais (3.52) e (3.53), decorre

A®(0) + BS(0) = 0, (3.56)

[Dhy(L) + Chy(L)]®(0) + [Dh}(L) + Chy(L)]$(0) = 0, (3.57)
Matricialmente,

Gd =0 (3.58)

onde G é uma matriz 2 X 2 com blocos de ordem 2 x 2 e d o vetor 2 x 1 com linhas

sendo blocos de ordem 2 x 1

A B o(0)
G = e d=| . (3.59)
Dhl(L) + Cho(L) Dh(L) + Ch,(L) b(0)

Para obter solucoes nao-nulas da equacdo (3.58) é necessario e suficiente que o

determinante
A = det(G) (3.60)
seja nulo. A equacao que resulta de A = 0 é chamada de equacao caracteristica.

Supondo que A é uma matriz nao-singular, a equacgao caracteristica
pode ser simplificada. Pois, de (3.56) segue que ®(0) pode ser escrito em fungao de
®(0), ou seja,

®(0) = —ABD(0). (3.61)

Utilizando (3.52), (3.53) e (3.61) em (3.57), temos que

[C(hi(L) — ho(L)A'B) + D(h}(L) — hy(L)A™'B)](0) = 0 (3.62)
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Portanto a equacao caracteristica é dada por
A(L) = det(D) = 0, (3.63)
onde D é a matriz 2 x 2 definida por
D = [C(hi(L) — ho(L)A™'B) + D(h} (L) — hy(L)A'B)]. (3.64)

Por um raciocinio andlogo, discute-se o caso em que a matriz B seja nao-singular.

3.3 Calculo de h na Forma Adimensional

Para facilitar o estudo do modelo de Timoshenko nao forcado, considere

a adimensionalizacdo sugerida por Huang em [11],

b2 _ ﬁl‘}w? 82

x _ EI 9
L’  EI ’ - KGAL?

er (3.65)

T ALY

onde b é um ntimero proporcional as freqiiéncias de vibracoes, s? ¢ inversamente
proporcional a rigidez de cisalhamento, a qual tende a zero com a flexibilidade de

cisalhamento, e 72 é proporcional a inércia rotacional.

Utilizando (3.65), a equacao matricial (3.4) na forma adimensional é

dado por
M (&) + CP' (&) + KD () =0, (3.66)
onde
1 0 0 —L b?s? 0
M — , C — e }C = . (3.67)
0 Ls? 1 0 0 —L(1—b*?s?

Para determinar h(z) devemos encontrar o seu polinémio caracteristico

(3.22). Como n = 2, tem-se que

4
P(X) =det [ M+ AC+ K] =) A *. (3.68)
k=0



3 Vibragées Modais 33

Resolvendo (3.68), obtém-se que os coeficientes o do polinomio carac-

teristico de (3.66) sao

bo=Ls*, b =0, by=Lbs*(r*+5s%), b3=0, by=—Lb’s*(1—b*r’s%).

(3.69)
Assim, o polinomio caracteristico é dado por
P(A) = L2+ 12 (12 + 2) A2 — 12(1 — 12r2s?) ). (3.70)
Seja hy a solucao da equagao matricial de diferencas dada por
Mhyjio+Chyyy +Kh, =0, k=1,2 (3.71)
hy, =0, Mh, =1 (3.72)

Assim, de forma recursiva, usando as condigoes iniciais dada em (3.72)

e a equacgao de diferencas (3.71), tem-se que

1 0
hj=M1!=
0 7o
0 3
hy = -M7'CM™! = 1 o (3.73)
I 0
_1+b2234 0
hy = M~ [(CMil)Q - ICM_I} - 05 b2y
T s

Com o auxilio do software simbélico Maple, substituindo (3.69) e (3.73)

em (3.24), segue que a resposta impulso-matricial para o caso geral é

P L e U

— 2 (©) Zerh(€) + b5*h(€)
3.3.1 Cilculo de h({) com Raizes do Polinémio Caracteristico

Considere o problema de valor inicial (3.40) quando n = 2,

Ls*h™) 4 L2 s (r2 4+ s2)W" (&) — Lb*s*(1 — b*r?s®)h(€) = 0, (3.75)
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h(0) = K'(0) = h"(0) =0, Ls*h"(0) =1, (3.76)

onde by, sao os coeficientes do polinémio caracterisco de (3.68).

A solucao h(§) pode ser obtida usando a base de Euler ou a trans-
formada de Laplace. Neste trabalho, serd usado o método operacional, isto é, a

transformada de Laplace.

Pela propriedade da derivada da transformada de Laplace

LM [h(€)] = S"H(S) — zn: S"=IBi(0), (3.77)

=1

onde H(S) é a transformada de Laplace de h(&).

Substituindo (3.77) em (3.75) e usando as condicoOes iniciais (3.76),
temos que

(3.78)

onde P(S) é igual ao polinémio caracteristico dado em (3.68) com S = A, que pode

ser reescrito como

P(\) =Ls* (\*+¢*) — RY), (3.79)
onde
g = bV(r*+s?), (3.80)
R = b*(1 —b*%s?). (3.81)
As quatro raizes do polinomio caracteristico (3.79) sao
Mao=xte e Ay =0, (3.82)
com

€ = %\/—2g2+2\/g4+4R4, (3.83)
d = Vg*+é. (3.84)
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De (3.83) e (3.84), seguem as seguintes relagoes
6% — e = b’ (r* + 5%, (3.85)

0% = b*(1 — b*r?s?). (3.86)

Deve ser observado que as raizes A3, sao sempre imagindrias puras,
pois 0 é sempre positivo. As raizes A; o podem ser reais ou imagindrias conforme o
do valor de €. Observe que € é real se e somente se \/g* +4R* > ¢?, se e somente
se b?r?s? < 1, se e somente se a freqiiéncia w é menor que a freqiiéncia critica w,.
Analogamente, tem-se que € é imaginéario puro se e somente se /g% + 4R* < g%, se
e somente se b’r?s? > 1, se e somente se a freqiiéncia w é maior que a freqiiéncia

critica w,.

OBSERVACAO

A freqiiéncia critica w, é definida por \/W . Esta expressao é obtida fazendo
b?r?s2 = 1 e usando a definicio de cada um dos parametros envolvidos, dada em
(3.65), onde considera-se w = w,. E ainda, o termo freqiiéncia critica w, é uma

abuso de linguagem, pois nem sempre w, pertence ao espectro de freqiiéncia.

3.3.1.1 Sew < w,

Substituindo-se as raizes A\; 2 = € e A\34 = £Ji em (3.78) tem-se que

1 1

H(S) = = . (3.87
S 7T (S WY GRS W T (B WY (IS W Rl T c )T (B Rl
Usando fracoes parciais, segue que
1 1 1
H(S) (3.88)

T L2102 |[S2—e S2+0°

Aplicando a transformada inversa de Laplace, tem-se que a solugdo de (3.75) é

_ 0sinh(ef) — esin(6¢)
he) = Ls?(e +6%)ed

(3.89)
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Substituindo (3.89) em (3.74), segue que a resposta impulso-matricial

Ay sin(d€)+As sin(ef) cosh(e&)—cos(d€)
h(f) _ s2(e2+62)ed s2(e2+62)
— cosh(e€)+cos(d€) _ Azsin(d€)+Aq sinh(ef) ’
Ls2(e2+62) Ls?(e2+62)ed
onde:
Ay = —e — s%€(0% + b*r?); Az = e(b?*s* — §?);
Ay =0 — §s%(e2 + b*r?); Ay = —0(b%s* + €%).

3.3.1.2 Sew > w,

(3.90)

As raizes de (3.79) sao A2 = %ei e A\34 = £6i. Substituindo-se ¢ por

i em (4.61) tem-se que

_ 0sinh(ei) — esin(6¢)
he) = Ls?((ei)? + 62)dei

Pelas relacoes trigonométricas

cosh(zi) = cos(x),

sinh(zi) = isin(z).

Usando essas relacoes (3.91) segue que

_ esin(d6&) — dsin(ef)
he) = Ls?(e? — 0%)ed

Substituindo (3.94) em (3.74), tem-se que a resposta impulso-matricial é

B sin(e€)+Ba sin(d€) __cos(e§)—cos(d€)
h(f) _ s2(e2—62)ed s2(e2—62)
cos(€§)—cos(0€) Bs sin(e€)+By sin(d¢) ’
Ls?(e2—62) Ls?(e2—62)ed
onde
By = § + s20(e* — b*r?); B3 = 6(e2 — 1?s?);

By = —¢ — es%(62 — b*r?); B, = —€(6% — b%s?).

(3.91)

(3.92)
(3.93)

(3.94)

(3.95)
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3.3.1.8 Sew=uw,

37

As raizes de (3.79) sdo A2 = 0 e A34 = +0i. Substituindo € = 0 em

(3.89), tem-se uma indeterminacao, fazendo o limite de € — 0 tem-se que

0& — sin(o
hle) = 550,

Substituindo (3.96) em (3.74), tem-se que a resposta impulso-matricial ¢

Cy sin(6¢)+Ca€ 1—cos(d¢)
MO =1 s cosmin
38in(0¢)+Ca
02Ls2 03 Ls2
onde
01:1+82((52—52T2); 03:(52—13282;

Cy = —6(1 — b*r?s?); Cy = b*s%0.

(3.96)

(3.97)
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4 VIGA LIVRE-LIVRE

4.1 Introducao

Nas industrias aerondutica e metal-mecanica existe interesse no estudo
de freqiiéncias naturais de estruturas elasticas e no calculo de parametros estrutu-
rais, este ultimo sao os chamados problemas inversos, considerando os efeitos da

flexibilidade de cisalhamento e da inércia rotacional.

Um primeiro tratamento tedrico bastante completo e com resultados
experimentais sobre o assunto foi dado por Traill-Nash and Collar para vigas uni-
formes em [16]. O estudo foi realizado com a equacao de Timoshenko e variadas
condigoes cldssicas de contorno. Determinaram a equagao caracteristica do proble-
ma de contorno tanto para baixas como para altas freqiiéncias, introduzindo uma
frequéncia de corte. A forma das autofuncoes ou modos associados foi obtida em
termos da natureza das raizes do polindmio caracteristico da equacao diferencial
modal associada. Foi levantado por Traill-Nash e Collar a possibilidade que para
certo tipo de vigas (apoiada e livre) existam dois espectros de freqiiéncias separa-
dos acima de uma certa freqiiéncia critica. Ou seja, podem existir duas freqiiéncias
diferentes que possuam a mesma autofuncao. Isto tem sido denominado o segundo

espectro de freqiiéncias da equacao de Timoshenko.

Han, Benaroya e Wei [10] discutem as quatro teorias cldssicas para
vigas de uso na engenharia: Fuler-Bernoulli, Rayleigh, Shear e Timoshenko. Na
sua discussao sobre o segundo espectro da equacao de Timoshenko, concluem que
os estudos prévios na literatura tem desprezado o fato que a forma dos modos deve
incluir tanto o deslocamento quanto o angulo de rotagao. Pois, nesta forma pode
ser mostrado que para duas freqiiéncias naturais distintas do modelo de Timoshenko
correspondem autofuncoes diferentes. Mais ainda, o momento fletor e o cisalhamento

estao em fase no primeiro espectro e fora de fase no segundo.
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Quando uma viga estrutural é excitada por uma forca lateral harmonica,
a resposta da viga depende da freqiiéncia da forca. As freqiiéncias experimentais
para as quais esta resposta é maximizada ou apresenta ”um pico”’sao denominadas
as freqiiéncias naturais da viga [12] e [13]. Conhecidas estas freqiiéncias, considera-
se a determinacao da rigidez ou densidade de massa da viga. A capacidade de
decidir quando uma freqiiéncia é simples é importante em argumentos de natureza
perturbativa, pois, duas freqiiéncias muito préoximas podem acarretar um defeito
ou mal condicionamento no problema no sentido de poder determinar somente uma
autofungao. Geist e McLaughlin [8] tem discutido este problema e obtido con-
di¢oes para que os autovalores associados com freqiiéncias sejam simples, isto é, tem
caracterizado em termos dos parametros estruturais os autovalores duplos, isto é,
quando possuem duas autofuncoes linearmente independente associadas a um au-
tovalor. Neste trabalho, as condicoes necessdrias e suficientes obtidas por Geist e

McLaughlin serao derivadas com o uso da base dinamica.

4.2 Formulacao Espectral

Considere-se o modelo de Timoshenko

0?V(t, ) , ?V(t,x) oY(t, x) B
pA—g —KCA(—gr— - =) = St ()

it x) Pi(t,x) oV (t, ) _
pl 5 — EI 52 —kGA(a—x—q/J(t,w)> = 0. (4.2)

para uma viga livre-livre em que as forcas de cisalhamento e os momentos sao nulos

nos extremos, isto é,

Ve(t,0) = 4(t,0) = 0, ,(0) =0, (4.3)
Vo(t,L) —(t,L) =0, (L) =0.

As freqiiencias de oscilacao e autofuncoes

Vit,z) = e“u(r), (4.4)
O(t,r) = “'(z),
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para o sistema nao-forcado associado com o modelo de Timoshenko, sao obtidas

resolvendo o sistema de equacoes

pAw?u(z) — k’GA(dZ;(f) _ d‘fif)) _— (4.5)
plw? W (x) + El% + k'GA(dZ—(;) — \D(x)> = 0,
sujeito as condicoes de contorno
Z—Z(O) _w(0)=0, () =0, (4.6)
Z—;‘(L) _W(L)=0, “(L)=o.

Usando a adimensionaliacao dada em (3.65), obtém-se o problema espacial de con-

torno
u" +b*s*u— Ly = 0, (4.7)
Ls*)" — L(1 — 0*r*s*)¥ +u' = 0, (4.8)
(§]
W' (0) — LU(0) =0, ¥(0) =0, (4.9)
u'(1) — LU(1) =0, ¥(1)=0. (4.10)

Este problema apresenta acoplamento para as variaveis u e ¥ tanto nas equagoes

(4.7) e (4.8) quanto nas condicoes de contorno (4.9) e (4.10). Por simples derivagao e

substituicao, as equacoes podem ser desacopladas para a amplitude de deslocamento
u e para o giro ¥

Ls*u™ + Layu" — Lafu = 0, (4.11)

Ls?0) 4 Lay®" — LaB¥ = 0, (4.12)

onde a = b?s%, § = (1 — b*r?s?) e v = r? + s*. Porém, o acoplamento entre u e ¥

continua através das condigoes de contorno (4.9) e (4.10).

Se ¢1(&), ¢2(E), d3(§) e p4(€) denotam uma base de solugoes de (4.11)

e (4.12), entao
uw(§) = ca¢i(§) + 202(8) + c395(8) + cada(§), (4.13)
V(&) = digi(§) + d2g2(§) + dsgs(§) + daga(§). (4.14)
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As oito constantes devem ser obtidas utilizando as equacoes (4.7) e (4.8) e as con-
digoes de contorno do problema (4.9) e (4.10). Para satisfazer as condicoes de

contorno, deve-se ter

Cl(ﬁll (0) + CQQSIQ(O) + Cs(ﬁé (0) + C4¢£1 (0) - dqubl (O) — d2L¢2(O) — dngbg (0) — d4L¢4(0) = 0,
d1 ¢ (0) + dag(0) + ds3(0) + dupy (0) = 0,
a1y (1) + cody (1) + eagy (1) + cagy (1) — diLep1 (1) — daLpa(1) — d3Lps(1) — daLps(1) = 0,
dig (1) + dadpy (1) + dsy(1) + dadpy (1) = 0,
(4.15)
Matricialmente,
_ . - _ | -
Co 0
$1(0)  ¢5(0) @5(0) #4(0) —Lp1(0) —Lg2(0) —Lgs3(0) —Leps(0) c3 0
0 0 0 0 1(0) 5(0) 5(0) 1(0) ca | _ |0
(1) ¢5(1) @5(1) #4(1) —Lpi(1) —Lga(l) —Lgs(1) —Lea(1) dy 0
| 0 0 0 0 1(1) 5(1) 5(1) 4 (1) dy 0
ds 0
dy 0
T T a6
Substituindo as solugoes u e ¥ de (4.13) e (4.14) em (4.7), decorre
c1 (91(8) + 675 B1(8)) + o (¢5() + 0°5°P2(€)) + ez (#5(6) + b2 s7¢3(6)) + @1

+cq (B1(8) + 075°Ba(€)) — di L) (€) — doLph (&) — d3Ly(€) + du L (€) = 0,

O método de Euler consiste em escolher a base de solugoes em termos das raizes do
polinoémio caracteristico das equagoes de (4.11) e (4.12) que sao equagoes de quarta

ordem do tipo

P(X) = Ls* (\* + ¢*\* — RY) |
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onde

9> = U+ %),

RY = b*(1—b*%s%).

As quatro raizes desse polinémio caracteristico sao A2 e A3 4 definidas
em (3.82). Duas dessas raizes A3, sdo sempre imagindrias puras, pois J é sempre
positivo. As outras duas raizes A, o podem ser reais ou imagindrias conforme o do
valor de €; sao reais quando freqiiéncia w é menor que a freqiiéncia critica w, e

imagindrias quando a freqiiéncia é maior que a freqiiéncia critica.

Considere o caso em que todas as raizes sao imagindrias, isto é, A\j o =

+ei e \34 = £0i, que ocorre quando a b*r?s* > 1, e a base de Euler tal que

$1(§) = cos(€€), ¢a(§) = sin(e),
$3(&) = cos(68),  ¢a(§) = sin(dE).

(4.18)

Substituindo (4.18) em (4.13) e (4.14) tem-se que a solugao através da

formulacao espectral é

u(§) = c1cos(ef) + cosin(ef) + c3 cos(6€) + ¢4 sin(6€), (4.19)

V(&) = dyicos(ef) + dosin(ef) 4 ds cos(0&) + dysin(dE). (4.20)

Pela independéncia linear das funcoes base e observando que a segunda
derivada de cada fungao base é uma fungao do mesmo tipo, substituindo (4.18) na
equagao (4.17), tem-se que os coeficientes do deslocamento em fungao dos coeficientes

do giro sao dados por

Le Le
A= aypel 2T aiga™h
(4.21)
Ls LS

d47 Cy =

R PRy Y e e
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Substituindo essas constantes em (4.15) tem-se um sistema que depende

somente das constants dj. Matricialmente, vem Cd = 0 onde

0 € 0 0
C= p2s2 b2s2 . b2s2 b2s2 . : (422)
21252 COS(G) 2252 SIH(G) 20252 COS((S) 20252 Sln(é)
—esin(e) € cos(€) —dsin(0) d cos(9)

Cuja equacao caracteristica é dada por

det(C) = 2(1 — cos(e) cos(0) )+

b(?ﬂ"2 — 52 4 b*r? (r2 — 52)2)
(B2r2s? — 1)1/2

(4.23)
+

sin(e€) sin(d) = 0.

OBSERVAGAO
Para o caso em que b’r%s%2 < 1 a base de Euler contém as funcoes hiperbdélicas cosh e

e sinhe. O argumento para obter as constantes ¢; em funcao das d; ¢ o mesmo.

4.3 Condicao Necessaria e Suficiente para a Existéncia de

Autovalores Duplos

No artigo [8], Geist e McLaughlin apresentam o seguinte resultado que

garante a existéncia de autovalores duplos:

Teorema 4.1. Supondo que p = % = j—i ex = (11‘;)2.

Entao uma dada viga tem
um autovalor duplo diferente de zero se e somente se existem inteiros positivos ki e

ko tais que
2

r? = Lt - (4.24)
2\ ? :
(k1 + k2)? + K3) (x _ (tark-i3) )

(k)2 +43)”

um autovalor duplo ocorre quando o parametro de autovalor escalar b* = (pAL4/E])w2
satisfaz

B = [X((kl Fha)? + k2) = (ke + k)2 — k%)z] . (4.25)
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Demonstracao. O problema de autovalor descrito pelas equagoes (4.7), (4.8), (4.9)
e (4.10), equivale a resolver o problema algébrico Cd = 0 com C dada em (4.22).
Realizando varias operacoes sobre as linhas da matriz C, obtém-se uma matriz

equivalente a esta dada por

10 -1 0
0
01 0 %
, (4.26)
00 % (cos(e) — cos(d)) —% sin(e) — %sin(é)
0 0 ¢ (—% sin(e) — %sin(d)) § (— cos(€) + cos(9))
onde
_ s e
0T T p 8

Essa matriz pode ser escrita da seguinte forma

B G

(4.27)
0o F
onde
G —% 0 CoFe é(cos(e) — cos(0)) —%sin(e) - %sin(é)
0 % € (—% sin(e) — %sin(é)) d (— cos(e) + cos(0))

Afirmamos existe um autovalor duplo se e somente se a dimensao do

nucleo de C é 2.

Como as duas primeiras linhas de (4.26) sao linearmente independentes
segue que a dimensao do ntcleo de C é 2 se e somente se as iltimas duas linhas sao

nulas. Isto ocorre quando

COS€ = Cosd, (4.28)

osine = —(sind. (4.29)
Note que
B 6—5+e+6 B €—90 e+06 . e—0\ . [e+0
cos e = cos | — 5 = cos | —— | cos | — sin | —— | sin | — ,
((5—6 (5+6> ((5—6) <5+6> . ((5—6) . (5+e>
cosd = cos + = cos cos — sin sin :
2 2 2 2 2 2
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Usando a relacao (4.28) e o fato de que coseno é uma fungao par e seno impar, segue

) (6—5) . <6+6>
sin sin = 0.
2 2

Portanto, devem existir inteiros ko e ¢ tais que E;—‘s = kom ou 6’5—5 = qm. Assim,

que

¢ = 2kom + 0. Substituindo e na relagao (4.29), segue que sind = 0, pois, ¢ # —C.

Portanto, deve existir um inteiro k; tal que 6 = ky7.

Conclui-se que a dimensao do espaco nulo da matriz C é 2 se, e somente

se, existem inteiros ki e ko tais que

d=km e €=2kym+0. (4.30)

Supondo que a dimensao do nicleo de C é 2, ou seja, € e § sao escolhido
como em (4.30). Existem d; = (1,0,0,0)T e dy = (0,1,0, —7)7 tais que Cd; =
0, com ¢ = 1,2. Os autovetores d; e dy sao linearmente independentes e estao

associados a b. Logo, b é um autovalor duplo.

Reciprocamente, se b é um autovalor duplo, existem d; e dy # 0 € R?
linearmente independentes tais que Cd; = 0, com ¢ = 1, 2. Isso ocorre se e somente

se a dimensao do nicleo de C é 2 se e somente se € e  sao como em (4.30).

Como w > w,, as raizes do polindmio caracteristico sao +ei e =£di.

Substituindo € por e em (3.85) e (3.86), segue que

S+ = b(r’+s%), (4.31)

62 = b (b°r’s® —1). (4.32)
Escolhendo € e § como em (4.30), tem-se que

0 +€ = 21 ((k1 + ko)* + £3) (4.33)
0% = 7t ((k + k)? — k2)*. (4.34)

De (4.31), usando a defini¢do de p e a equagao (4.33), segue que

"= ﬁ (k1 + ko)* + K3) . (4.35)
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Usando a definicao de x e (4.31), tem-se que
Tty 2
r?s? = or (k1 + k2)* + K3)". (4.36)
Substituindo (4.36) em (4.32) resulta (4.25). Usando (4.25) em (4.35) obtém-se

(4.24).

Assumindo € e 6 como em (4.30), obtemos que (4.24) e (4.25) sao equiv-

alentes, pois de (4.24) temos que
2
w2r2(1+ p)

Substituindo-se a definicdo de p dada no enunciado do teorema e (4.30) no lado

X((ky + ko) + k2) = ((ky + ko)? — k2)% = ((ky + ko) + ks)®. (4.37)

direito de (4.37), temos que

2 212 2 2\2 _ 0* + ¢
Usando (4.31) em (4.38), obtém-se (4.25).
Reciprocamente, de (4.25) tem-se que
k + k 2 _ k2 2 b2
Y — (k1 + k2) :) — (4.39)

((kl + k2)2 + k%)Q 7T4((k1 + k2)2 + k%)2
Usando (4.30) e (4.31) em (4.39) obtém-se

R A v\ 1
' ((kl + kg)? + k‘%)Q a ((/ﬁ + ka)? + k%) <7r2(7“2 + 52)> r2 (4.40)

Utilizando-se p, definido no teorema, em (4.40) tem-se que

_((k1+k2)2—k§)2_< 1 )( 2 )_
X ((ky+ ko) + £2)° (ki + k)2 + 83 ) \m2(1+p) ) r?
Isolando-se r? nesta equagio, obtém-se (4.24).

Portanto, as equagoes (4.24) e (4.25) sao equivalentes. O
4.4 Formulacao Dinamica Matricial
Considere o modelo de Timoshenko (4.1) e (4.2) na forma matricial

evolutiva

MV + Kv =TF,
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onde M e K sao matrizes reais 2 x 2, com coeficientes constantes, pois estamos
supondo que a viga é uniforme; M é nao-singular; v e F sao vetores 2 x 1, dados
em (2.31). As condigbes de contorno do tipo livre-livre dada em (4.3), na forma

matricial podem ser escritas como

AB(0) + BY'(0) = 0,

(4.41)
AD(L) + B@'(L) =0,
onde
0 -1 10
A= e B= ) (4.42)
0 0 0 1

Introduzindo solugoes oscilatérias, definida em (4.4), na forma matricial
(3.1) obtém-se (3.3) que pode ser reescrita como em (3.4). Usando a adimension-
alizagao introduzida em (3.65), tem-se que o modelo de Timoshenko, na sua forma

adimensional, ¢ dado por
MD"(&) + CP' (&) + KD (&) =0, (4.43)

onde M,C e K foram definidas em (3.67), cujas condigbes de contorno livre-livre

Sao
B1® = AP(0) + B@’(O) =0, (4.44)
By® = AP(1) + Bd'(1) =0, (4.45)
onde
0 —L 10
A= e B=
0O O 0 1

A solugao geral de (4.43) na forma normal é dada em (3.49). Como para
uma viga uniforme com condigoes de contorno livre-livre tem-se que as matrizes C e
D de (3.11) sao iguais a A e B, respectivamente, usando as equacoes (3.56) e (3.57)
obtém-se

Ad(0) + BS(0) = 0, (4.46)

[Bhy)(1) + Ahy(1)]®(0) + [Bh}(1) + .Ah(1)]$(0) = 0, (4.47)
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Matricialmente,
gd =0 (4.48)
onde
A B d(0
G=1| _ |, d= .() (4.49)
B A ®(0)
e

A = Bh\(1)+ Ah(1),
B = Bh)(1) + Ahy(1),

Tem-se que b é um autovalor duplo se, e somente se, para esse valor o sistema (4.48)
possui duas solucoes d;, dy € R? que sao linearmente independentes. Como as con-
digdes de contorno (4.44) e (4.45) implicam que G possui duas linhas independentes,

segue que a dimensao do nicleo de G deve ser igual a 2.

Por outro lado, o sistema (4.70) pode ser simplificado uma vez que B é

uma matriz nao-singular. De (4.46) segue que
®(0) = —B~LAD(0). (4.50)
Substituindo (4.50) em (4.47), temos que
[A(ho(1) — hy(1)B~'A) + B(hj(1) — hi(1)B~'A4)]®(0) =0 (4.51)

Note que para condicoes de contorno livre-livre a matriz B é igual a matriz identi-

dade. Assim, o sistema (4.51) fica

[Ahg(1) — Ah;(1)A + hy(1) — b (1).A]®(0) = 0. (4.52)
Decorre
D®(0) =0, (4.53)
onde
D = [Ahy(1) — Ah;(1)A + hy(1) — hi(1)A], (4.54)

¢ a matriz 2x2.
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Para determinar a matriz D, utilizamos a representacao obtida em

(3.74) para h(§), ou seja

by — | L€ — LU= rahhe) LK (€)
' (€) HI(E) + BPsPh(E) |
Sendo
b | BERIO LA RO ) ]
—h"(€) W) + b2 h(€)
obtém-se que
ho(6) = W(EM+h()C
| BRI (©)  LA((E) — b2 s h(E) (4.55)
b2 5% h(€) Ls2h"(€) + L2s* + 1)K'(€) |
hi(§) = hEM
| L) — L - 802 )R(E) L?s*H(€) (456)
— R (€) Ls? (h"(€) + s2h(&)
hj(§) = M (C'(€) ~ Kh() M +1'(€)
| PSL( - Br)h(E) — s A1) L2(1— b2 1% s2)H(€)
wmo L= 112 52) (W'() + ¥ 52 h(©)) |
(4.57)
b () = WM
| LA =B SR + LsTR(E) L?s*h"(¢) (4.58)
—h"(¢) L 82 (h"(€) +b* S H'(€))

Substituindo-se em (4.54) segue que

— LB (R"(1) — r2h(1)) — L2054 (1)

D= .
(1) LE2S2 (1 — WPr2st)h(1) — r2h (1)) ]
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O determinante de D ¢
det(D) = L*r%%s%(—1 4 b?s*r?)h(1)? — L*b*s5(1—b%s%r* — b*r*)R" (1)h(1)+
+ b4SGL2T2h”(1)2 + b4SGL2hI(1)2.
O sistema (4.53) possuira solugoes nao-nulas quando o determinante de
D for nulo para as freqiiéncias w que estao embutidas no parametro b e na funcao
h(§) que é solucao do problema de valor inicial
Ls* A (€) + L2 s (r? + s2)h"(€) — Lb*s*(1 — b*r2s?)h(€) = 0,
h(0) = B'(0) = h"(0) =0, Ls*n"(0) = 1.

Simplificando o determinante acima, obtém-se a equacao caracteristica

reduzida
A1) =0 (4.59)
onde
AW = 1P + (P24 = 5 ) B - B+ B0 + S
(4.60)

O valor b serd um autovalor duplo, se e somente se, a dimensao do

espaco nulo da matriz G é igual a 2, ou seja, D deve ser a matriz nula.

4.4.1 Calculo da Equagao Caracteristica

Para determinar a equagao caracteristica (4.59), é substituida a solugao
h(§) na forma espectral, obtida na se¢ao (4.3), do capitulo anterior. Para tanto, sao

considerados trés casos.
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4.4.1.1 Para w < w,

Substituindo

h(e) = d sinh(ef) — esin(d€)
- Ls2(e2+02)es

(4.61)

na equagao caracteristica reduzida (4.60), segue que

A(1) = —2cosh(e) cos(8) + ¢; cosh®(€) + & cos?(8) + ésinh(e) sin(6) + ¢4 (4.62)

onde

o r2 (€4+b2s2€2+b27"262—b2+b47"282>

€ = — 2 )

N r2 (6125202 —b2r262—b2+br2s?)

Co = — 52 )

9 (02r(e2—02)+b2r25% (2 —0%) — (2 —62) —2r2 (b2 b 5212 +€202))

C3 = — P )

o (7262524»252621)27'2824»52b47‘482+52647‘271)2621"2762b4T452+2(52b21"462762547‘2+b27"262)

C4 = — 252 .
€20

Com a finalidade de simplificar estes coeficientes, lembre que o polinomio
caracteristico do modelo de Timoshenko é dado em (3.79). As raizes desse polinémio
para o caso em que b*r?s®> < 1 sdo +e e +40i dadas em (3.82). Substituindo estas

raizes no polinomio caracteristico, tem-se que
et 022 + P r?e? — b7 4 blr?s? = 0, (4.63)
6 — 025262 — b2r26% — b + br?s? = 0. (4.64)

Usando (4.63) em ¢q; (4.64) em ¢o; (3.85) e (3.86) em ¢3; (4.63) e (4.64)

em ¢4, para b # %, decorre

= 0, Gy = 0,
o b(3r2752+b2r2(r27s2)2) o
C3 = (1—b2r2s2)1/2 ) Gy =2

Logo a equagao caracteristica (4.62) é igual a

b(3r2 — s + b?r?(r? — %))
(1 — b2r2s2)1/2

A(1) =2(1 — cosh ecosd) + sinh € sin 4. (4.65)
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4.4.1.2 Para w > w,

Substituindo € por €i na equagao caracteristica (4.62), obtém-se que
b(3r? — % + b?r2(r? — s%)?)
(1 — b2r2s2)1/2

A(1) = 2(1 — cosh(ei) cos ) + sinh(ei) sind.  (4.66)
Usando as relagoes trigonométricas (3.92) e (3.93) tem-se que a equagao
caracteristica é dada por
b(3r2 — % + b?r2(r? — s%)?)
(621252 — 1)1/2

A(1) =2(1 — cosecosd) + sin € sin 4. (4.67)

Observe que estd equagao caracteristica é mesma que (4.23), obtida

usando a formulacao espectral.

4.4.1.8 Para w = w,

Quando b?r?s* = 1, as raizes do polindmio caracteristica (3.79) sao
A2 = 0 e A3y = +0i. Substituindo € = 0 em (4.65) tem-se uma indeterminacao.
Deve-se fazer o limite de (4.65) quando € — 0. Para isso, observe que por (3.83)
tem-se que
1—b*r%s* = —e*(* + ¢%).
Usando a defini¢ao de g* dada em (4.18) decorre

V1 — 027252 = jey/€2 + b2(r? + 52). (4.68)

Substituindo (4.68) em (4.65) tem-se
b(3r? — s> + b?r?(r? — s?)?) sinhe

A(1) =2(1 — coshecosd) + (@ T R0 1 )12 - sin J.
Pelas relagoes trigonométricas
b(3r? — 2+ 02r2(r — s%)?) .
A(1) =2(1 — coshecosd) + (@ T R0 5 7)) sin € sin 0.
Fazendo o limite de A(1) ao € — 0, obtém-se que
302 g2 L 202 (r? — 2)2
Ay = Z s ) s (4.69)

(r2 + s2)1/2
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4.4.2 Prova do Teorema com uso da Base Dinamica

Note que, na se¢ao (4.3), na demostragao do Teorema 4.1 foi utilizado

o método espectral. Vejamos o que ocorre utilizando a base dinamica.

Considerando a base dinamica, capitulo anterior, vimos que existe uma
solugao diferente de zero para o modelo de Timoshenko se e somente se det(D) =0

em (3.63), onde D é uma matriz 2 x 2.

Agora em vez de utilizar D definida em (4.54), considere a matriz G

definida em (4.49), ou seja,

A B
G=1|" "1, (4.70)
B A
onde
A = Bh|(1)+ Ah(1),
B = Bhj(1) + Ahy(1),

Substituindo a solu¢ao dinamica (3.94) em (4.55), (4.57), (4.56) e (4.57)

com & = 1, segue que as matrizes A e B sao

. l;lcose+132cos5 l;gsine+134sin5
bssine + bgsind by cose + bg cosd

com
T bPr2-e, T € .
bl — T T2 b5 = T Ls%(e2-52)
7 b*r2-62, 7 ) .
b2 — Te2_52 b6 - —L52(52752)’
7 _Lb%s% . 7 e2-b3%s2,
b3 T e(e2=82)” b? — T2
i) _ L%b%s? . 6 _ 52_p2s?
4 5(e2—52)° 8 — €2—-4§2 -
[§]

R apsine + aosind Gz cose + @y cos o

B = ,

(7 COS€ — a7cO0Sd  assine + agsind

com
. b2s2(2—b2r2) | A L= (24?467,

a1 = — g5 a4 = 252 )
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b0 = _ bs?(b?r?2—42%) e — — —€2(1-b2r252)4-b2s2 —bsr?
2 T8(e2=62) 5 s2e(e2—62) ’
s _ L4 —€, A 82(1-b2r2s2)—b2s2+bishr?

a3 = =— - g = — 25(2—57) ;
~ b2

ir = ~ o)

Afirmamos que existe um autovalor duplo se e somente a dimensao do

espaco nulo de G é 2.

Se existirem k; e ko € N tais que € e § sdo escolhidos como em (4.30),

assumindo estes valores e usando as relagoes trigonométricas em (4.70), tem-se que

0 —L 1 0
0 0 0 1
: (4.71)
0 —Lcos(kim) cos(kim) 0
0 0 0 cos(kym)

que é uma matriz equivalente por linhas a matriz (4.70).

Como B ¢ nao-singular e ainda é igual a matriz identidade, o sistema

(4.48) pode ser simplificado. De (4.46) segue que
$(0) = —AD(0). (4.72)

Decorre

Dd(0) = 0, (4.73)

onde a matriz D é definida em (4.54). Sustituindo a solu¢ao dinamica (3.94) nesta

matriz tem-se que

b252[(€62+b%r2€) sin §—(5e2—b2r2§) sin €] Lb%s2(cos §—cos )
D= o eb(e2—02) o €2—42
b2 (cos §—cos €) b2[(—e—12€624+b27252¢) sin 6—(5+126€2 —b%1r2526) sin €]
L(e2—-42) o €d(e2—62)

Note que escolhendo € e 6 como em (4.30) e usando as relagoes trigonométricas segue

que D é uma matriz nula. Logo a matriz G tem posto 2.
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Seja d = (®(0), ®(0))", com ®(0) = (dy,ds)” e ®(0) = (ds,dy)”. Pela
quarta linha de (4.71), tem-se que

cos(kym)dy =0 =dy = 0.
Pela primeira linha de (4.71) tem-se que d; é qualquer. Assim, d = (dy, do, d3,0)7.

Como ®(0) = (ds, 0)7, por (4.72) tem-se

ds B 0 L dy
0 dy |
decorre
d
d2 - fg

Logo, d = (dy,ds/L,d3,0)". Se d; # 0 e d3 = 0 tem-se que d; = (d1,0,0,0)T. Se
dy = 0 e ds # 0 segue que dy = (0,ds/L,ds,0)T. Note que d; e dy sdo dois vetores
linearmente independentes que satisfazem o sistem Gd; = 0, com 7 = 1, 2. Portanto,

b é um autovalor duplo.

Reciprocamente, se b é um autovalor duplo, existem d; e dy € R*
linearmente independentes tais que Gd; = 0, com 7 = 1, 2. Como d;, ds sao diferentes
de zero e pertencem ao nicleo de G tem-se que a dimensao de G é 2. Isso ocorre se
e somente se escolher € e 6 como em (4.30), pois, dessa forma, a matriz G se reduz
a (4.71). Como cos(k,m) é sempre diferente de zero e a terceira e quarta linha de
(4.71) sao multiplas da primeira e segunda linha, respectivamente, entao (4.71) é

equivalente por linhas a

0 —-L 1 0
0 0 01
; (4.74)
0 0 00
0 0 00
ou ainda,
A B
(4.75)

00
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Com a escolha de € e § como em (4.30), segue que (4.24) e (4.25) sao

equivalentes através do mesmo processo descrito na secao anterior.

Portanto, é possivel aplicar o Teorema 4.1 usando a base dinamica para
resolver o problema de vibragoes em uma viga uniforme com condigoes de contorno

livre-livre.

4.5 Exemplo de como Encontrar Autovalores Duplos

Nesta secao sera calculado um conjunto de parametros que resultam
uma viga com autovalores duplos. As féormulas aqui utilizadas para o calculo dos

parametros encontram-se no artigo [8] de Geist e McLaughlin .

Suponha que a seccao transversal de uma viga tem raio « e a espessura
[, como mostrado na Figura 4.1. Suponha também que a viga é construida com um

material isotrépico cujo coeficiente de Poisson v é 1/3.

Figura 4.1: Seccao transversal da viga.

O momento de inércia é

a+L/2 p27 3
I= / / (zsin0)* 2dzdf = = <a3l + az> . (4.76)
a 0

/2

Como os raios maior e menor da seccao transversal sao a+1/2 e a—1/2,

respectivamente, tem-se que a area é

A = rmal. (4.77)
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O coeficiente de cisalhamento &’ (ver [10]), que depende da forma do

tubo, e a propor¢ao E/G podem ser expressos em termos do coeficiente de Poisson

por
2(1+v) 8
K= ——~=— 4.
4+ 3v 15’ (4.78)
E 8
— = 2(1 = —. 4.
== 24y = (1.79)
No teorema 4.1, p e x foram definidos como
E §
pr— = — = 4.
4 )
= = - 4.81
X (YK (4.81)

Usando (4.76) e (4.77) na definicao de r* dada em (3.65) segue
2 __ 1 — i Oz_2 —+ E
"TTar T2 ')

Supondo que a espessura da viga é /50, r? pode ser escrito somente

em termos « e L, isto é,

, 10001 o

_ e 4.82
" T 20000 12 (4.82)

A propor¢ao a/L pode ser obtida escolhendo inteiros k; e ks, pois pelo
teorema 4.1 tem que r? ¢ dado pela equacao (4.24). Escolhendo k1 = 1 e ky = 3,
tem-se que

, 7

= % ~0.00283125. 4.
= eeims ~ 0.00283125 (4.83)

De (4.82) e (4.83) segue que

5
a_ 2000075 07594580071, (4.84)
i3 10001 268472

Pelo teorema 4.1, usando (4.25) resulta que um autovalor duplo é

4
b = 2684% ~ 170.4393018. (4.85)
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Por (4.80) tem-se que

s? = ur? ~ 0.01415627. (4.86)

Note que as raizes +ei e £Ji do polindomio caracteristico (3.79) podem

ser escritas em funcao do parametro da freqiiéncia b. Para isto ficar mais claro,

defina
2 = 7"2_;32—\/<T2;82>2+bl2, (4.87)
B - ‘g+\/(;)+bl (4.88)
Assim,

e=ba e 0=0B. (4.89)

Essas relacoes podem ser facilmente obtidas usando as definicoes de g2
e R' dadas em (3.80) e (3.81), respectivamente, em (3.83) e (3.84). Substituindo
(4.89) na equacao caracteristica (4.67) segue que

b(3r? — s + b?r?(r? — s%)?)

A(1) = 2(1—cos(ba) cos(bB))+ (Pr257 —1)12

sin(ba) sin(bB). (4.90)

Os zeros de A(1), com possivel excessao de b = 1/rs, sdo proporcionais
as freqiiéncias da viga. A figura (4.4) mostra que b = 1/rs nao é uma freqiiéncia
natural da viga, pois o ) lin} A(1) existe. Por esta figura tem-se que o autovalor

—1/rs

definido pela equagao (4.84) corresponde a sétima freqiiéncia natural. Denotamos

1/rs por b,.

No exemplo anterior, foi usado o teorema (4.1) assumindo k1 = 1 e
ks = 3. Na tabela 4.1, encontram-se os resultados obtidos fazendo a mesma consid-
eracao do exemplo anterior para outros valor de k;, © = 1,2. As figuras 4.2 a 4.7

referem-se as valores da tabela 4.1. Denotamos por I' =

lim A(l)‘. O sinal de - na
b—>be
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Tabela 4.1: Viga com espessura [ = & e diametro % ~ 0.1505 para p = 5.
ky | ko r? 52 b? b b, r
1| 1 ]0.034541 | 0.172706 | 476.22222 | 21.822516 | 12.947209 -
1|2 | 0.00637 | 0.178513 | 6710.4041 | 81.917056 | 70.168441 | 3.441812
1 | 3 ]0.002831 | 0.014156 | 29049.556 | 170.43930 | 157.95595 | 8.333568
2 | 2 |0.008635 | 0.043177 | 7619.5556 | 87.290066 | 51.788836 | 2.419172
5 | 11 | 0.000210 | 0.001048 | 5916195.3 | 2432.3230 | 2133.2299 -
7 19 |0.000351 | 0.001753 | 3162764.9 | 1778.4164 | 1275.7733 | 22.505793

tabela indica que I' ¢ uma indeterminacao. Nestes casos, a equacao caracteristica ¢

dada pela equagao (4.69).

OBSERVACAO

Nas figuras (4.2) a (4.13) sao plotadas as componentes h;;(§), i, j = 1, 2, da resposta

impulso-matricial fundamental, dada em (3.95), versus £ e também a equagao de

freqiiéncias (4.90) versus a freqiiéncia b; também é feito um zoom na regiao préxima

ao autovalor duplo previsto pelo teorema, pois graficamente um autovalor duplo é

caracterizado por tangenciar o eixo das freqiiéncias; e, ainda, com a finalidade de

verifcar se quando a frequiéncia assume o valor b, o limite da equacao de caracteristica

(4.90) existe é feito um zoom na regiao em que se encontra a freqiiéncia b,.
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Figura 4.2: Gréficos das componentes da solucao dinamica e equacao de freqiiéncia
para ki =1e ky=1.



4 Viga Livre-Livre 61

Figura 4.3: Graficos das componentes da solucao dinamica e equacao de freqiiéncia
para ki =1e ky = 2.
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Figura 4.4: Gréficos das componentes da solucao dinamica e equacao de freqiiéncia
para ki =1e ky = 3.
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Figura 4.5: Gréficos das componentes da solucao dinamica e equacao de freqiiéncia
para ki =2 e ky = 2.
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Figura 4.6: Graficos das componentes da solucao dinamica e equacao de freqiiéncia
para ki1 =5 e ky = 11.
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Figura 4.7: Graficos das componentes da solucao dinamica e equacao de freqiiéncia
para ki =7 e ky=0.
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Tabela 4.2: Viga com espessura [ = 5 e diametro % ~ 0.1505 para p = % + % 65.

ky | ke r? 52 b? b be r
111 10.025925 | 0.277452 | 959.10490 | 30.969419 | 22.384892 | 2.064782
1| 2 ]0.006481 | 0.019245 | 9974.6909 | 99.873374 | 89.539567 -
1| 3 10.003023 | 0.008977 | 41121.622 | 202.78467 | 191.95045 | 19.531007
2 | 2 ]0.006481 | 0.019245 | 15345.678 | 123.87767 | 89.539567 -
5 | 11 | 0.000216 | 0.000643 | 8661460.5 | 2943.0359 | 2681.0732 -
7 19 |0.000313 | 0.000929 | 5356385.1 | 2314.3865 | 1854.8158 -

O teorema 4.1 mostra que uma viga tem uma autovalor duplo se e
somente se existem inteiros positivos ki e ko tal que (4.24) vale. Se ki e ko sao
fixos, entao r, que pode ser obtido em fun¢ao do raio pela equacao (4.82), e b que
é o parametro da frequéncia, sao fixos. Podemos nos perguntar se uma viga pode
ter dois autovalores duplos. Isso é equivalente a perguntar se é possivel selecionar
dois pares distintos de inteiros que geram o mesmo r? quando substituido em (4.24).

Geist e McLaughlin em [8] supbem que

81 8
n=15t 15V (4.91)

49
Para este valor de p usando a definicao de x dada no teorema 4.1 tem-se que xy =
49/65. Geist e Joyce escolhem (ki,k2) = (1,2) e (k1,k2) = (2,2) que resultam o
mesmo valor de r? e citam que um esquema para encontrar dois autovalores duplos

é apresentado em [7].

A tabela 4.5, mostra os resultados obtidos assumindo g como (4.91).
As figuras de 4.8 a 4.13 ilustram os graficos das componentes da solugao dinamica

e da equagdo caracteristica para os k;’s da tabela (4.5).
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Figura 4.8: Graficos das componentes da solucao dinamica e equacao de freqiencia
para ki =1e ky=1.
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Figura 4.9: Gréficos das componentes da solucao dinamica e equacao de freqiencia
para ki =1e ky = 2.
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Figura 4.10: Graficos das componentes da solucao dinamica e equacao de freqiencia
para ki =1e ky = 3.
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Figura 4.11: Graficos das componentes da solucao dinamica e equacao de freqiencia
para ki1 =2 e ky = 2.
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Figura 4.12: Graficos das componentes da solucao dinamica e equacao de freqiencia
para k1 =5 e ky = 11.
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Figura 4.13: Graficos das componentes da solucao dinamica e equacao de freqiencia
para ki =T7e ky =9.
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Supondo que a viga do primeiro exemplo, para k; = 1 e ky = 3, tenha
comprimento L igual a 1 m e seja de ago, cujo moédulo de Young E é 206 GPa e
densidade p é 7,85 g/cm®. Assumindo estes valores e usando as expressoes (4.79),
(4.84), (4.76) e (4.77) célcula-se G, «, I e A, respectivamente. Com estes valores
obtém-se a freqiiéncia critica w, e o valor do parametro b associado. Com estas
informagoes, usando as equacoes (3.89), (3.96) e (3.94) que sd@o para os casos em
que w < We, W = W, € W > W, respectivamente, graficamente, temos que a solucao

dinamica esta ilustrada na figuras 4.14.

Figura 4.14: Solugao dindmica para: (a) w < we; () w = we; (¢) w > we;
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Note que na figura 4.14 aparece uma falha no grafico. Fazendo um
zoom na regiao em que se apresenta a falha, podemos observar melhor na figura

4.15 que a solugao diamica nao estd definida nesta regiao.

Figura 4.15: Solucao dinamica para w > w,;

Observe que a solugdo dinamica no caso em que w > w., dada pela
equagao (3.94), matemdticamente nao tem motivo para se apresentar esta falha.
Como isso ocorreu devido a overflow do Maple, um maneira resolver este problema
¢ usar a expensao em série de Taylor. Considerando apenas os trés primeiros termos
da expansao em série de Taylor, graficamente o resultado estd ilustrado na figura

4.16.

Figura 4.16: Solucao dinamica usando expensao em série de Taylor para w > w,;
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5 CONCLUSOES

Neste trabalho foi utilizada a base dinamica na derivagao de uma con-
dicao necessdria e suficiente para que uma viga uniforme de Timoshenko com con-
digoes de contorno do tipo livre-livre possua um autovalor duplo. Esta base é definida
a partir de condicoes iniciais e portanto ¢ evitado o uso de expressoes cuja validade
depende da natureza das raizes e e +i0 do polindomio caracteristico associado a
equacao de quarta ordem que provém do desacoplamento das equagoes que gover-

nam o modelo de Timoshenko para o calculo das autofuncoes.

Com o uso da base de Euler, construida em termos das raizes do
polinémio caracteristico, a determinacao das autofuncoes ou modos para esse tipo
de viga requer a resolucao de um sistema algébrico linear homogéneo com quatro
equacoes algébricas. A introducao da base dinamica e uso direto das condigoes de

contorno permite reduzir o problema a resolugao de um sistema de ordem dois.

As componentes do sistema sao nao-lineares com respeito da freqiiéncia
e sua obtencao requer o calculo das raizes de uma equacao trascendente no caso do
uso da base de Euler. Com o uso da base dinamica tem-se o estudo alternativo dos

zeros da derivada de uma solucao fundamental que depende da freqiiéncia.

Uma vantagem de usar a base dinamica é que quando o parametro e
igual a zero é raiz do polinémio caracteristico nao é preciso resolver novamente o
problema escolhendo uma nova base para que haja solucao nao-nula, basta tomar o
limite da solucao dinamica quando € tende a zero. O mesmo procedimento é usado

para obter a equacao caracteristica.

A equacao de freqiiéncia obtida pelas formulagoes espectral e dinamica

coincidem no caso em que a freqiiéncia é maior que a freqiiéncia critica.

A mesma condicao necessdria e suficiente que garante a existéncia de

um autovalor duplo numa viga livre-livre obtida por Geist e Joyce em [8] com o uso
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da base de Euler, foi derivada de maneira mais simples com o uso da base dinamica.
As simulacoes realizadas com vigas que obedecem esta condicao apresentam variagao
no calculo da resposta que gera a base dinamica, o que serd objeto de um posterior

estudo.
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