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Resumo
A presente dissertação versa sobre a sinronização idêntia em redes de osiladoresaótios. Uma perspetiva razoavelmente história sobre a literatura da área é apresen-tada. O oneito de aos é introduzido junto om outras idéias da dinâmia não-linear:sistemas dinâmios, exemplos de sistemas, atratores, expoentes de Liapunov, et. A in-tegração numéria de equações difereniais é largamente utilizada, prinipalmente para oálulo de expoentes e o desenho do diagrama de fases.A sinronização idêntia é de�nida iniialmente em redes que não passam de um parde osiladores. A variedade de sinronização (onjunto de pontos no espaço de fases noqual a solução do sistema é enontrada se há sinronização) é determinada. Diferentesvariantes de aoplamentos lineares são enfoadas: aoplamento interno, externo, do tipomestre-esravo e bidireional, entre outras. Para detetar sinronização, usa-se o oneitode expoente de Liapunov transversal, uma extensão do oneito lássio de expoente deLiapunov que arateriza a sinronização omo a existênia de um atrator na variedadede sinronização. A exposição é ompletada om exemplos e atinge relativo detalhe sobreo assunto, sem deixar de ser sintétia om relação à ampla literatura existente. Um asode sinronização em antifase que usa a mesma análise é inluído.A sinronização idêntia também é estudada em redes de osiladores idêntios ommais de dois osiladores. As possibilidades de sinronização ompleta e parial são ex-planadas. As ténias usadas para um par de osiladores são expandidas para obrir estenovo tipo de redes. A existênia de variedades de sinronização invariantes é onsideradaomo fator determinante para a sinronização. A sinronização parial gera estruturasespaiais, analisadas sob a denominação de padrões. Algumas relações importantes entreas sinronizações são expliitadas, prinipalmente as degeneresênias e a relação entre asinronização parial e a sinronização ompleta do respetivo estado sinronizado paraalguns tipos de aoplamento.Ainda são objetos de interesse as redes formadas por grupos de osiladores idêntiosque são diferentes dos osiladores dos outros grupos. A sinronização parial na qual to-dos os grupos de osiladores têm seus elementos sinronizados é hamada de sinronizaçãoprimária. A sinronização seundária é qualquer outro tipo de sinronização parial. Am-bas são exempli�adas e analisadas por meio dos expoentes transversais e novamente pormeio da existênia de invariantes de sinronização. Obtém-se então uma araterizaçãosu�ientemente ampla, ompletada por asos espeí�os.



Abstrat
The present thesis is onerned with idential synhronization in networks of haotiosillators. A reasonably historial perspetive on the literature on the subjet is presen-ted. The onept of haos is introdued along with other ideas of nonlinear dynamis:dynamial systems, examples of systems, attrators, Lyapunov exponents, et. Numerialintegration of di�erential equations is largely used, mainly for the alulation of exponentsand the drawing of the phase portrait.Idential synhronization is initially de�ned in networks omposed of a single pairof osillators. The synhronization manifold (set of points in the phase spae in whihthe solution of the system is found if there is synhronization) is determined. Di�erentvariants of linear oupling are foused: internal, external, master-slave, and bidiretionaloupling, among others. To detet synhronization, the onept of transversal Lyapunovexponent�an extension of the lassial onept of Lyapunov exponent that haraterizesthe synhronization as the existene of an attrator on the synhronization manifold�is used. The presentation is omplemented by examples and explains the subjet inrelative detail, while summarizing the large available literature. A ase of antiphasesynhronization that uses the same analysis is inluded.Idential synhronization is also studied in networks of idential osillators with morethan two osillators. The possibilities of omplete and partial synhronization are on-sidered. The tehniques used for a pair of osillators are expanded to enompass thisnew kind of network. The existene of invariant synhronization manifolds is onsidereda determinant fator for synhronization. Partial synhronization generates spatial stru-tures, analyzed under the denomination of patterns. Some important relations betweenthe synhronizations are made expliit, mainly the degeneraies and the relation betweenpartial synhronization and omplete synhronization of the respetive synhronized statefor some kinds of oupling.Furthermore, networks omposed of groups of idential osillators whih are di�erentfrom the osillators of the other groups are objets of interest. The partial synhroniza-tion in whih all groups of osillators have their elements synhronized is alled primarysynhronization. Seondary synhronization is any other type of partial synhronization.Both are exempli�ed and analyzed with transversal exponents and again with the exis-tene of invariant synhronization manifolds. A su�iently broad haraterization is thenobtained, omplemented by spei� ases.
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1 Introdução

O estudo de sistemas dinâmios tem reebido grande atenção da omunidade ientí�areentemente (1). Isto deve-se a vários motivos, entre eles, o grande avanço omputai-onal registrado no séulo passado. Este avanço aumentou as possibilidades de pesquisa,pois álulos que antes eram feitos morosamente e om baixa preisão agora são feitos demaneira e�ientíssima. O uso de grandes omputadores no iníio e depois de omputa-dores pessoais om ou sem proessamento paralelo permitiu o estudo de problemas antespreteridos. Além disso, a popularização do omputador tornou o álulo numério aes-sível a um usto baixo. Re�exos disto podem ser vistos no resimento de investigaçõesnumérias, em ontraponto às teórias e às experimentais.Outro motivo foi o despontar do interesse pela omplexidade e pela não-linearidade.As ténias omputaionais possibilitaram aos ientistas a pesquisa de sistemas omplexose não-lineares, os quais antes só poderiam ser estudados mediante alguma aproximação.Evidentemente, quando se quer estudar modelos omplexos, fazer aproximações geral-mente signi�a des�gurar de tal maneira o sistema a ponto de anular sua omplexidade.Dentre estes sistemas que agora estão em foo, uma grande parte vem de modelos biológi-os. Isto não é espantoso, já que a biologia pode ser onsiderada o estudo da omplexidadeorganizada (2). Entretanto, muitos sistemas podem ter sua origem na físia, prinipal-mente na área de meânia estatístia.O último motivo a ser listado aqui será o avanço teório do estudo qualitativo ou to-pológio de sistemas dinâmios. Estes avanços proporionaram uma grande ompreensãodos fen�menos omplexos. Com erteza, as ténias qualitativas permitiram o enten-dimento dos prinipais oneitos do estudo de sistemas dinâmios, regulando em quaissituações o esforço numério deve ser investido. Nesse enfoque não se proura obter a so-lução ompleta dos problemas, porém o objetivo torna-se entender as propriedades geraisda solução: será estátia? será osilante? ou será aótia?Os primeiros sistemas dinâmios estudados neste ontexto foram aqueles om pouas



1 Introdução 10dimensões, às vezes resultados de simpli�ações de sistemas maiores. Apesar destas li-mitações, eles mostraram que a natureza ainda guardava uma surpresa, um novo tipo defen�meno, um tema pródigo de estudo para os ientistas assoiado à não-linearidade e àomplexidade. Hoje generiamente se hama o que foi desoberto de aos. Isto teve umgrande impato, pois mostrou pratiamente que sistemas dinâmios om pouas dimensõespodem apresentar algum tipo de omportamento omplexo. Os sistemas de Lorenz (3) eRössler (4), entre outros, são exemplos om três variáveis dinâmias que já apresentamatratores fratais. Além disto, o sistema de Lorenz é uma simpli�ação de um sistemamais omplexo (5) e o sistema de Rössler origina-se em uma tentativa de obter-se umsistema ainda mais simples que apresente aos.Logo após, sistemas om muitas dimensões omeçaram a ser onsiderados e mostraramuma grande riqueza de omportamentos. Dentre esses sistemas, os que eram ompostos devários subsistemas (simples) aoplados tinham uma relevânia natural. De alguma formaeles eram uma ligação entre sistemas om muitas e pouas dimensões. Haveria algumarelação entre as variáveis destes subsistemas? Mesmo se estes fossem aótios quandoisolados? Neste paradigma, surge o oneito de sinronização (6, 7) entre os subsistemas.A sinronização pode ser entendida omo o iníio do estudo da omplexidade espaço-temporal, uma vez que onsidera sistemas que são ompostos de vários subsistemas. Estes,freqüentemente, são os que já foram itados, de pouas dimensões. A sinronização podeser de�nida omo sendo a existênia de alguma relação entre os omportamentos dossubsistemas. Variando a relação, muda-se o tipo de sinronização. A literatura da áreade�ne muitos tipos de sinronização.O sistema omo um todo pode ser pensado omo uma rede. Cada subsistema (ou osi-lador) pode ser pensado omo um sítio nesta rede. Geralmente, primeiro a rede (em outraspalavras, o sistema) é de�nida. Comumente, as redes estudadas em sinronização são om-postas de osiladores não-lineares idêntios, em que idêntio signi�a om a mesma regradinâmia, mas não neessariamente om a mesma ondição iniial e subseqüente evoluçãotemporal. Estes subsistemas, na maioria dos asos, são aoplados linearmente. Após ade�nição da rede, os tipos de sinronização que podem existir nela são estudados. Estestipos são de�nidos a partir da relação exigida entre os omportamentos dos subsistemas(entre os estados dos sítios).Em um sistema que possua dois subsistemas iguais, a forma mais simples de relaionaros estados dos mesmos é igualando-os, ou seja, os subsistemas estão sinronizados quandoas variáveis de ambos são as mesmas. Isto é hamado de sinronização idêntia. Esta



1 Introdução 11dissertação �ará restrita a tipos derivados desta sinronização. Estes tipos pratiamentesó podem ser obtidos quando os osiladores são idêntios.Em uma rede omposta por N osiladores iguais, é interessante desobrir quando asvariáveis de todos os sistemas apresentam a mesma evolução temporal. Em outras pala-vras, desobrir quando todo o par de osiladores esolhido na rede apresenta sinronizaçãoidêntia. Este tipo de sinronização é hamado de sinronização ompleta. Os primeirostrabalhos sobre sinronização em sistemas dinâmios (8, 9) tratam justamente deste tipode sinronização. Um fato urioso da sinronização ompleta é que todos os subsistemasagem omo sendo apenas um, ou seja, em se onheendo as variáveis de um osilador, asvariáveis de todos os outros são onheidas.Uma rede omposta por mais de dois osiladores iguais pode apresentar mais um tipode sinronização muito importante: a sinronização parial (10�13). Esta sinronizaçãoé atingida quando ao menos um par de subsistemas apresenta sinronização idêntia,mas ao menos um par de osiladores não apresenta. Neste tipo de sinronização nãohá um omportamento global a seguir, mas sim de dois a N − 1 omportamentos. Nasredes submetidas a esta ondição, há a formação de estruturas espaiais, maradas peladisposição dos grupos de osiladores que possuem a mesma evolução temporal. Essasestruturas espaiais são hamadas de padrões. Novamente, o aoplamento é um dosfatores determinantes. Com uma de�nição mais ampla de sinronização parial pode-seinluir, omo asos espeiais desta, a sinronização ompleta e a dessinronização.Pode-se também querer estudar sistemas um pouo diferentes: os formados por dife-rentes lasses (ou espéies) de subsistemas idêntios. Por exemplo, uma rede om quatroosiladores, na qual o primeiro e o segundo são idêntios e o tereiro e o quarto também.No entanto, o primeiro e o segundo não são iguais ao tereiro e ao quarto. Dessa maneira,diz-se que há duas lasses distintas de osiladores na rede. Di�ilmente, tais sistemasapresentarão sinronização ompleta, ontudo a sinronização parial ainda é possível.Um tipo destaado de sinronização parial existe quando todos os pares de osiladoresidêntios possíveis estão sinronizados identiamente. No nosso exemplo, seria o aso desinronização idêntia entre o primeiro e o segundo e entre o tereiro e o quarto. Esteaso de sinronização parial será hamado de sinronização primária. Sinronização se-undária será então qualquer outro aso de sinronização parial na rede. No exemplo,quando o primeiro e o segundo osilador estão sinronizados, mas o tereiro e o quartonão, ou vie-versa. Os sistemas apresentados neste parágrafo são menos restritivos do queos anteriores, nos quais todos os osiladores eram idêntios.



1 Introdução 12Talvez a primeira sinronização estudada tenha sido a sinronização em antifase. Sea sinronização idêntia arateriza-se pela igualdade entre as variáveis dos subsistemas, aem antifase é araterizada pela igualdade entre as variáveis de um sistema e as variáveisdo outro om o sinal oposto. O aso foi reportado por C. Huygens em 16731: ele observouque dois relógios de pêndulo idêntios, a�xados em uma mesma barra (�exível), em umurto espaço de tempo osilavam de forma sinronizada, em antifase.Reentemente (14), em 2000, omeçou-se a explorar a possibilidade de sinronizaçãoidêntia entre as variáveis de um subsistema no tempo t e as variáveis de outro subsistemano tempo t + τ . Surpreendentemente, mesmo osiladores aótios, que possuem sensibili-dade exponenial para pequenas diferenças de ondições iniiais, podem apresentar estetipo de sinronização para tempos de anteipação arbitrariamente longos. Evidentemente,om este tipo de sinronização, pode-se prever o omportamento de algum sistema de in-teresse. Isso mostra que o estudo sobre sinronização é um ampo om vigor na pesquisa.A organização da presente dissertação entrou-se na sinronização idêntia e na formadas redes. No apítulo 2, as ferramentas neessárias da teoria são apresentadas, juntoom a nomenlatura adequada. No apítulo 3, redes om dois sistemas idêntios e asinronização idêntia entre ambos são estudadas. No apítulo 4, redes om mais sub-sistemas são investigadas e o oneito de sinronização idêntia é usado para de�nir asinronização ompleta e a parial. O apítulo 5 introduz um tema relativamente novona literatura: as possibilidades de sinronização parial em redes por diferentes lasses deosiladores idêntios. Finalmente, o apítulo 6 ontém uma breve onlusão. Muito doque é mostrado na dissertação é explorado em trabalhos anteriores (15�20) e o materialdo apítulo 5 om pequenas modi�ações está sendo onsiderado para publiação em umarevista internaional da área.

1HUYGENS, C. Horologium osilatorium. Paris: [s.n.℄, 1673.
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2 Sistemas dinâmios

O presente apítulo apresenta um pouo da teoria de sistemas dinâmios, sob umenfoque subordinado aos objetivos da dissertação. São introduzidas algumas noções, omoos oneitos de atrator e de espaço de fases. Um deles muito importante é o de expoentede Liapunov, sempre presente no estudo a ser realizado. O método de integração numériatambém é disutido e exemplos são dados.2.1 Primeiras noçõesUm sistema dinâmio é uma regra matemátia e determinístia para a evolução tem-poral do estado de um sistema (21), ou seja, do estado de um objeto de estudo. Estaevolução temporal pode ser ontínua ou disreta. Nesta dissertação, dar-se-á preferêniaa ertos tipos de sistemas dinâmios, espei�ados neste apítulo. O tempo, representadopela letra t, será sempre uma variável ontínua e real. As variáveis reais, ontínuas edependentes do tempo xi(t) para i = 1, 2, . . . , n araterizarão o estado do sistema. Aregra para a evolução de xi não dependerá expliitamente de t, ou seja, os sistemas serãoaut�nomos. O inteiro positivo n é a dimensão do sistema. Todas as variáveis serão adi-mensionais, exeto se espei�ado o ontrário. Em forma vetorial, a regra será desritapela equação:
ẋ(t,x0) = f(x(t,x0)), (2.1)na qual o ponto india a derivada temporal e x = col(x1, x2, . . . , xn), om efeito, x é ovetor oluna om omponente i igual a xi. A função f é difereniável e pode depender deparâmetros, isto é, variáveis que não dependem do tempo a prinípio. A solução x(t,x0)de um sistema é uma função do tempo e depende do estado iniial do sistema, ou seja,das ondições iniiais x0 = x(t0,x0) (geralmente, t0 = 0). Por simpliidade, de agora emdiante �arão implíitas estas dependênias:

ẋ = f(x). (2.2)



2.2 Exemplos de sistemas dinâmios 14Sistemas não-aut�nomos também podem ser representados desta maneira; basta que otempo seja onsiderado a variável xn+1 do sistema. Além disso, sistemas a tempo disretopodem ser vistos omo simpli�ações de sistemas a tempo ontínuo. Aresenta-se quesistemas que possuam regras de evolução que dependam da segunda derivada temporaldas variáveis (ou de derivadas de ordens mais elevadas) podem ser transformados na formaaima mediante o arésimo de uma ou mais variáveis.O sistema também deverá ser dissipativo, o que signi�a que a seguinte relação valerá� pelo menos para alguns valores de x (21):
∇ · f < 0. (2.3)Adiionalmente, a função será não-linear nos asos de interesse (o sistema será dito não-linear). Isto é equivalente a garantir que a função não obedee à seguinte relação:

f(px + p′x′) = pf(x) + p′f(x′). (2.4)A tarefa de resolver um sistema não-linear, a saber, determinar xi omo função de t, namaioria das vezes, não é fáil e nem sempre é possível usando apenas funções simples(omo senos e o-senos).Espaço de fases do sistema 2.2 é o domínio das variáveis xi e, omumente, o domínioé o Rn. Cada ondição iniial ou estado atual do sistema x(t) é um ponto no espaço defases. A solução do sistema é representada no espaço de fases om uma trajetória (ouórbita), uma urva que iniia na ondição iniial e, onforme o tempo avança, passa pelospontos orrespondentes à solução. A representação de todas as trajetórias possíveis noespaço de fases é hamada de diagrama ou retrato de fases (5, 22). Devido às di�ulda-des em representar in�nitas trajetórias e em expressar �guras geométrias de um espaçoom dimensão n, geralmente apenas as trajetórias mais relevantes são apresentadas nodiagrama e apenas uma projeção ou um orte do mesmo é mostrado.2.2 Exemplos de sistemas dinâmiosOs sistemas dinâmios serão estudados om exemplos, esolhidos por suas proprieda-des úteis relaionadas ao tema do orrente texto.
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Figura 1: Trajetórias típias de sistemas dinâmios om n = 3 em projeção no plano
x3 = 0. a) Sistema de Lorenz. É interessante observar a simetria (x1, x2) → (−x1,−x2).b) Sistema de Rössler, om apenas um rolo.2.2.1 Sistema de LorenzEm 1963 um sistema dinâmio foi introduzido por Lorenz (3). O sistema era umatentativa de modelagem de um problema de impliações atmosférias. As equações eram:

ẋ1 = σL(x2 − x1) (2.5a)
ẋ2 = rLx1 − x2 − x1x3 (2.5b)
ẋ3 = x1x2 − bLx3. (2.5)Os parâmetros esolhidos são geralmente: σL = 10, rL = 28 e bL = 8/3. O diagrama defases apresenta uma �gura om dois rolos (ver �gura 1).2.2.2 Sistema de RösslerEm 1976 um sistema dinâmio foi introduzido por Rössler (4) omo uma tentativa desimpli�ar o sistema de Lorenz. Enquanto este ontinha duas não-linearidades, aquele,apenas uma. Além disso, o sistema de Rössler apresentava um atrator aótio maissimples, omposto de apenas um rolo. As equações eram:
ẋ1 = −x2 − x3 (2.6a)
ẋ2 = x1 + aRx2 (2.6b)
ẋ3 = bR + x3(x1 − cR). (2.6)
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Tamanho do passoFigura 2: Distribuição dos passos pelo tamanho em um álulo para o sistema de Rösslerom os parâmetros aR = bR = 0, 2 e cR = 5, 7 e tolerânia 10−10, om trajetória mostradana �gura 1. A grande variação do tamanho do passo justi�a o uso de um método depasso variável.Os parâmetros iniiais propostos por Rössler eram: aR = bR = 0, 2 e cR = 5, 7. Na �gura 1há uma trajetória típia no espaço de fases.2.3 Integração numériaUma ferramenta muito importante para os estudos de sistemas dinâmios é a inte-gração numéria. Se a equação 2.2 e as ondições iniiais são onheidas, o sistema ésujeito à integração numéria. Geralmente, os métodos numérios alulam valores apro-ximados x′(ti) da solução real x(ti) para alguns valores resentes de t, indiados por ti(i = 0, 1, . . . , np; ti > tj se i > j). Cada valor aproximado apresenta um desvio (ou erro)om relação à solução original dado por x′(ti)−x(ti). Um bom método de integração nu-méria faz om que este desvio seja desprezível e om que a solução aproximada apresentetodas as araterístias importantes da solução exata.Muitos métodos utilizam uma diferença entre ti e ti+1 onstante. Esses métodos são



2.3 Integração numéria 17hamados de métodos de passo �xo. Os outros são hamados métodos de passo variável.Se o álulo do valor x′(ti+1) depende apenas de x′(ti) e ti, o método é dito de passosimples. Se o álulo de x′(ti+1) depende também de x′(ti−1) e ti−1 ou qualquer outrovalor x′, o método é dito de passo múltiplo.Métodos omumente usados são os métodos de Runge-Kutta. São métodos de passosimples e �xo. Um método de Runge-Kutta de quarta ordem (abreviado por RK4 ),por exemplo, tem erro que varia om a quarta potênia do passo. Então o erro podeser diminuído muito rapidamente om a diminuição do passo. Entretanto, o passo �xotraz uma desvantagem: a ada passo dado, há um erro loal que não neessariamente semantém onstante. Um sistema não-linear pode apresentar grandes variações deste erro.Ademais, durante uma integração numéria, um parâmetro do sistema pode ser alterado,o que ausa grande variação do erro loal. Se este não é onstante, alguns passos podemintroduzir muita impreisão na solução aproximada e a únia maneira de resolver issoé diminuir todos os passos, o que adiiona mais tempo de integração em passos que jásofriam de erro aeitável.Os métodos de passo variável ontornam essas di�uldades: ao invés de haver um passoaraterístio, uma tolerânia é �xada, ou seja, o quanto de erro é admitido por tempo (t)é estabeleido. Dessa maneira, o passo será ajustado para manter o erro onstante. Napresente dissertação é utilizado um método deste tipo, o Runge-Kutta-Fehlberg de quartae quinta ordens (23), abreviado por RKF45. Para um passo dado, o método alula deduas maneiras o valor seguinte x′: uma usando um método de Runge-Kutta de quartaordem e outra usando um de quinta ordem. O último valor é guardado omo a soluçãonuméria da equação. O método, outrossim, estima o erro loal om base nas diferençasentre os dois resultados. Com esta estimativa de erro, o passo é otimizado para que atolerânia seja atingida na mara ou, em outras palavras, para que o erro por tempo (t)seja sempre o mesmo. Esrito dessa maneira, abe lembrar que o método faz tudo isso demaneira ótima, sem seguir os passos que foram usados aqui para expliá-lo. Conlui-seque o RKF45 é um método de quinta ordem om um pouo mais de demora no álulodo que um método RK5, mas om a signi�ativa vantagem do passo variável.Métodos de Runge-Kutta de ordens mais altas exigem mais ompliações numériaspor passo. Assim, tornam-se menos e�ientes do que um método de ordem menor omum passo (tolerânia) menor. Métodos que não são do tipo Runge-Kutta geralmente exi-gem a derivação da função do sistema, o que muitas vezes aarreta problemas. Por �m,métodos de passo múltiplo não são failmente transformáveis em métodos de passo variá-



2.4 Forma das soluções e atratores 18vel. Usualmente esta transformação exige mais álulos numérios e interpolações (23),novamente omprometendo a e�iênia da integração numéria. Todas as ompliaçõesdesritas neste parágrafo são, adiionalmente, fontes de erro na exeução propriamentedita do álulo numério. Considerado tudo isso, o método RKF45 surge omo a melhoropção.A implementação do método numério será feita no omputador om a linguagem deprogramação C++ (24), uma linguagem om a e�iênia adequada e orientada a objetos.Todos os dados usados nos grá�os foram obtidos dessa maneira, om programas omo omostrado no apêndie. Contudo, o omputador é limitado: não pode armazenar todo oontínuo dos números reais. A disretização de x provoa o erro de arredondamento. Comtantos erros, pode-se perguntar se a solução numéria tem alguma hane de aproximar-sede uma solução exata do sistema dinâmio. Nas palavras de Ott (21), há boas razões paraareditar que sim, mesmo para os asos mais problemátios. Isto é devido às propriedadesde sombreamento de sistemas dinâmios, um estudo interessante, mas que foge ao presenteesopo.Na �gura 2, é mostrada a distribuição do tamanho de passo para o método RKF45usado no álulo da trajetória do sistema de Rössler mostrada na �gura 1. É importantepereber que o passo varia em até dez vezes o seu tamanho. Métodos de passo �xo perdemmuita e�iênia por não possuírem esta �exibilidade. A �gura não inlui variações dosparâmetros e exlui possíveis in�uênias no tamanho do passo oriundas desta ausa.2.4 Forma das soluções e atratoresJá foi dito que as soluções dos sistemas dinâmios não-lineares não são de fáil de-terminação. Também já foi estabeleido que a integração numéria permite o áluloaproximado de soluções partiulares (isto é, om uma ondição iniial determinada). Pa-ree que a tarefa de entender as soluções de um sistema dinâmio não-linear é muitodifíil ou muito trabalhosa. A pergunta que surge é a seguinte: será possível entender asaraterístias importantes das soluções?O estudo qualitativo de sistemas dinâmios é a resposta a essa pergunta. Este estudogeralmente não estará preoupado em resolver o sistema. O enfoque é obter qualitati-vamente informações importantes sobre as soluções. O estudo qualitativo oloa omoprioridade o onheimento das propriedades assintótias das trajetórias (5, 25). Em sis-temas dissipativos, um onjunto esolhido de soluções irá progressivamente abandonar
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Figura 3: a) Evolução da variável x1 do sistema de Rössler om os parâmetros aR = bR =
0, 2 e cR = 5, 3. O transiente foi eliminado e o sistema onvergiu para um ilo-limite. Operíodo é de aproximadamente 17. Este tipo de evolução é hamado de período-três, poishá três máximos para ada período. b) O mesmo para cR = 5, 7. Neste aso, observa-seuma órbita aótia. O sistema pode até se aproximar de órbitas periódias instáveis (omoperto de t = 480 ou t = 600), mas depois assume novamente sua natureza aperiódia.regiões do espaço e assintotiamente se aproximar de um onjunto de pontos (21, 26),devido à ontração do volume no espaço de fases. Assintotiamente, o volume deveráanular-se.Assim, sistemas dissipativos são araterizados pela existênia de atratores no espaçode fases. Um atrator é um onjunto indeomponível e invariante de pontos para os quaistrajetórias iniiadas em um onjunto experimental de ondições iniiais onvergem (27,28). Um onjunto experimental é aquele que tem algum volume. Isto signi�a que, paraondições iniiais esolhidas aleatoriamente no espaço de fases, há alguma probabilidadede que órbitas iniiadas nestas ondições se aproximem assintotiamente do atrator. Dizerque o atrator é invariante é o mesmo que dizer que pontos no atrator devem evoluir parapontos no atrator. Um atrator indeomponível é aquele que não pode ser deomposto emdois ou mais atratores.As trajetórias, em t = 0, podem partir de qualquer lugar no espaço de fases, isto é,
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tFigura 4: Duas trajetórias iniialmente próximas em um sistema de Rössler om parâ-metros aR = bR = 0, 2 e cR = 5, 7. Órbitas aótias possuem esta propriedade: pontosno espaço de fase próximos afastam-se exponenialmente rápido à medida que o sistemaevolui. É a hamada dependênia sensitiva das ondições iniiais.podem ter qualquer ondição iniial. O período iniial de evolução temporal da trajetóriaou solução é hamado de transiente. Neste período, a forma da solução depende muito daondição iniial, mas, felizmente, as órbitas estarão su�ientemente próximas de algumatrator do sistema passado o transiente. Então, para tempos su�ientemente longos, oque importa realmente é o atrator e as araterístias deste é que dão a forma geral paraas soluções. Finalmente, onlui-se que a informação importante sobre as trajetórias noespaço de fases está em sua maioria relaionada aos atratores.Podem existir vários tipos de atratores. No presente texto, três serão de�nidos eestudados; identi�ados por suas representações no espaço de fases. O primeiro deles éo ponto �xo. Um ponto �xo é um atrator que é apenas um ponto (x∗), no qual vale aequação:
0 = f(x∗). (2.7)As variáveis do sistema deixam de ser dinâmias e tornam-se estátias. Cabe lembrar quepontos �xos não são soluções osilantes, ao ontrário dos dois outros tipos de atratores
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0, 2 de cR = 1, 0 até cR = 10, 0. Várias zonas periódias e outras tantas aótias sãomostradas.apresentados. Um bom exemplo de ponto �xo oorre quando existe um pêndulo que sofreatrito om o ar. Pode-se soltá-lo de qualquer posição: ele irá osilar, gastando sua energiaom o atrito. Quando aabar a energia, ele estará parado na parte mais baixa, ou seja,o atrator do tipo ponto �xo do problema. A dimensão deste atrator é zero, a dimensãode um ponto. O ponto �xo é laramente indeomponível e pode oorrer em sistemasdinâmios de qualquer dimensão.O próximo tipo de atrator é o ilo-limite. Este atrator é periódio, possui um períodomínimo T (para o qual vale x(t) = x(t+T )) e uma freqüênia ω. Diferentemente do ponto�xo, que pode apareer em sistemas om qualquer número de variáveis, usualmente, oilo-limite só se manifesta em sistemas om dimensão maior do que um. Ao ompassoque as órbitas se aproximam deste atrator, elas vão assumindo o período do mesmo. Adimensão do atrator é igual a um, ele nada mais é do que uma linha que se feha em umilo. Se o ilo apresenta nmáx máximos, diz-se que ele é um ilo de período-nmáx. Na�gura 3a, está representada a evolução de uma das variáveis de uma órbita periódia de



2.5 Expoentes de Liapunov 22período-três de um sistema de Rössler.O último tipo aqui apresentado orresponde aos atratores simultaneamente estranhose aótios. Atratores estranhos são atratores om dimensão e estrutura fratal (a dimen-são do atrator é não-inteira). Atratores aótios apresentam sensibilidade exponenial àsondições iniiais, ao ontrário dos outros. A diferença entre duas órbitas (no atrator)muito próximas rese exponenialmente rápido. Atratores estranhos e aótios podemser vistos omo uma linha traçada no espaço de fases que nuna se feha, mas visita erevisita ontinuamente vizinhanças dos pontos pelos quais já passou, apenas para diver-gir exponenialmente das órbitas próximas de passagens anteriores. Neste proesso, umemaranhado fratal de órbitas é riado. Para que um invariante deste tipo apareça, adimensão do sistema deve ser maior do que dois.Paree ser laro que um atrator omo o que foi desrito é de representação extre-mamente ompliada no diagrama de fases. O que se faz é representar órbitas aótiaspartiulares om o transiente retirado, omo na �gura 1. Na �gura 3b, está representadaa evolução de uma das variáveis de uma órbita aótia. Por �m, na �gura 4 a evoluçãode duas trajetórias que iniiaram muito próximas é mostrada.Uma maneira inteligente de não representar o atrator diretamente e mesmo assimsaber qual o seu tipo é fazer um diagrama de bifuração. Tal diagrama onsiste, porexemplo, na representação dos máximos de uma trajetória do atrator omo função de al-gum parâmetro do sistema. Conforme o parâmetro varia, os atratores também mudam nodiagrama de fases. Um ponto �xo ou um ilo-limite de período-um são representados porum ponto. Cilos limites de período-nmáx são representados por nmáx pontos. Um atratoraótio é representado por um onjunto fratal de pontos e, novamente, sua representaçãoé limitada. Na �gura 5, é mostrado um diagrama de bifuração para o sistema de Rössler,em que várias transições entre órbitas periódias e aótias apareem.2.5 Expoentes de LiapunovOs expoentes de Liapunov são quantidades importantes no estudo de sistemas dinâ-mios e amplamente utilizados no ontexto de sinronização. Eles são uma medida médiada divergênia ou onvergênia exponenial de órbitas do atrator próximas. Para umatrajetória x(t) do atrator, uma órbita muito próxima x(t) + δx(t)1 é onsiderada. A di-1Cuidado om a notação é neessário. O símbolo δ não representa uma nova variável, mas junta-seom o símbolo seguinte para formar uma nova quantidade. Então, δx(t) representa um vetor (δx) quedepende do tempo e não o produto da multipliação entre δ e x(t).
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|δx(t)| ≈ exp(λ(t − t1))|δx(t1)|. (2.8)Na �gura 6, a evolução do módulo da pequena diferença da �gura 4 é mostrada. Clara-mente, o módulo rese exponenialmente (om λ = 0, 08), representando a sensibilidadeàs ondições iniiais que um atrator aótio mostra.Uma de�nição geométria dos expoentes de Liapunov é dada por Ferrara (5). Aqui,a expliação é feita simpli�adamente om n = 3. Para uma órbita no espaço de fases

x(t), existem órbitas próximas em todas as direções. Para t = t1, órbitas próximas oma mesma distânia |δxi(t1)| de x(t) são esolhidas, de modo a ompor uma superfíieesféria em torno da órbita prinipal. Para t2 > t1, a superfíie esféria terá evoluído paraum elipsóide. Cada eixo do elipsóide é assoiado a uma pequena diferença δxi(t2). Então,os expoentes de Liapunov são simplesmente a taxa exponenial de resimento dos eixos
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Figura 7: Maior expoente de Liapunov omo função do tempo alulado numeriamentepara diferentes tolerânias para um sistema de Rössler. Apesar de uma grande �utuaçãopara tempos pequenos, para t = 106 o expoente atinge uma preisão onsiderável e atolerânia não é mais um fator importante, desde que seja menor do que 10−6.do elipsóide:
λi = lim

t2→∞
lim

δxi(t1)→0

1

t2 − t1
ln

|δxi(t2)|

|δxi(t1)|
(2.9)O número de expoentes de Liapunov é igual à dimensão do sistema (na equação aima,

i pode ser 1, 2, . . . , n) e são oloados em ordem deresente: λ1 ≥ λ2 ≥ . . . ≥ λn. Osexpoentes também não dependem da órbita x(t) esolhida, mas sim do atrator em questão.As pequenas diferenças que não são eixos do elipsóide devem ser deompostas emomponentes nas direções dos eixos. Cada omponente rese om o expoente de Liapunovorrespondente ao eixo om o qual se alinha. É fáil de pereber que, para tempos muitograndes, a omponente do eixo om o maior expoente de Liapunov é que será a dominante,pois rese om uma taxa exponenial maior. Então, om probabilidade um, pequenasdiferenças da órbita resem om o maior expoente de Liapunov do atrator (λ1). Essapreponderânia do maior expoente de Liapunov permite que a sua referênia seja feita



2.5 Expoentes de Liapunov 25

0,1 1 10

9,04

9,05

9,06

Tolerância
 1E-2  1E-4
 1E-5  1E-6
 1E-7  1E-8

 

 

Ex
po

en
te

 d
e 

Li
ap

un
ov

 (1
0-1

)

Tempo (106)Figura 8: Maior expoente de Liapunov omo função do tempo alulado numeriamentepara diferentes tolerânias para um sistema de Lorenz. Este sistema paree aeitar umatolerânia maior (10−4) do que o sistema de Rössler para o álulo do expoente.simplesmente omo o expoente de Liapunov do sistema.Algumas oloações sobre o valor dos expoentes de Liapunov podem ser feitas a prin-ípio. Um ponto �xo terá todos os expoentes de Liapunov negativos. O ponto �xo éum atrator omposto de apenas um ponto, então órbitas que estão um pouo afastadasdeste ponto devem tender para ele assintotiamente, araterizando os expoentes negati-vos. Todos os outros atratores devem ter um expoente de Liapunov nulo. Este expoenteorresponde às diferenças entre duas órbitas que são essenialmente a mesma, diferentesapenas por ausa de uma defasagem no tempo. A distânia entre estas duas órbitas nãovaria na média.O ilo-limite tem um expoente nulo e os outros negativos. O expoente nulo orres-ponde à direção do movimento e os outros orrespondem às direções perpendiulares quedevem ser atraídas pelo ilo-limite. Atratores aótios têm no mínimo um expoente deLiapunov positivo, no mínimo um nulo e no mínimo um negativo. O positivo é o que



2.5 Expoentes de Liapunov 26dá a sensibilidade exponenial às ondições iniiais. O nulo é novamente o da direção datrajetória. O negativo é relaionado om a ontração do volume, onforme expliado aseguir.O volume do elipsóide utilizado na de�nição dos expoentes de Liapunov δV (t2) obedeeà seguinte relação de proporionalidade:
δV (t2) ∝

n
∏

i=1

|δxi(t2)|. (2.10)Conseqüentemente, o resimento do volume é dado por:
δV (t2)

δV (t1)
= exp

(

n
∑

i=1

λi(t2 − t1)

)

. (2.11)O sistema é dissipativo, então ∑n

i=1 λi < 0 e λn deve ser negativo. Isso vale para todosos atratores.Para �nalizar a disussão sobre os expoentes de Liapunov, falta entender omo elessão alulados numeriamente. O primeiro passo é determinar omo evolui a órbita x+δx.A equação 2.2 transforma-se em:
ẋ + ˙δx = f(x + δx). (2.12)A função do sistema dinâmio pode ser expandida em sua série de Taylor: f(x + δx) =

f(x) + J(x(t))δx + O2(δx), na qual J é a matriz jaobiana do sistema:
Jij(x(t)) =

d fi

d xj

∣

∣

∣

∣

x(t)

. (2.13)O primeiro termo da série anela om ẋ no lado esquerdo. Ademais, a variável δx émuito pequena quando omparada om x, ou seja, o limite δx → 0 é tomado. Com isso,a variável δx é apenas dependente da parte linear da série de Taylor:
˙δx = J(x(t))δx. (2.14)O proesso expliado neste parágrafo é hamado de linearização do sistema. Com ele, avariável δx é entendida omo uma diferença in�nitesimal de órbitas (no aso, x e x + δx)que rese om a aproximação linear da função do sistema, exatamente o que se prourapara determinar o expoente de Liapunov.O trabalho numério é alular uma órbita x(t), eliminar o transiente e alular então

δx para um intervalo de tempo muito grande, de maneira a fazer a média sobre quase



2.5 Expoentes de Liapunov 27todo o atrator e imitar o limite assintótio na de�nição de expoente de Liapunov. Comojá foi disutido, não importa qual a orientação de δx, desde que tenha uma omponentena direção do maior expoente de Liapunov, o que aontee om probabilidade um. Adi-ionalmente, o proesso é sujeito a erros que provoam a reorientação de δx de modoa ter alguma omponente em tal direção (novamente om probabilidade um). Os errosno álulo numério são minimizados por um outro fator. Se os erros são su�ientementepequenos de modo a desviar a trajetória, mas sem tirá-la ompletamente do atrator, entãoestes erros não in�ueniam o álulo do expoente de Liapunov, uma vez que o expoenteé uma propriedade do atrator e não de alguma órbita em partiular.O expoente é de�nido operaionalmente omo:
λ =

1

t2 − t1
ln

|δx(t2)|

|δx(t1)|
(2.15)para um t2 su�ientemente grande, dependente do sistema a ser integrado. Salienta-seque, omo a equação de evolução de δx é linear e o que interessa é a razão do resimentodesta variável, esta não preisa ser pequena durante o álulo numério. Um problemaque pode oorrer é que o tempo seja muito longo e a variável δx exeda a apaidade doomputador. Para evitar este efeito, a variável δx é renormalizada periodiamente. Istoé possível pois, se o tempo de integração será de t1 até t2, para qualquer t3 intermediáriovale a equação:

ln
|δx(t2)|

|δx(t1)|
= ln

(

|δx(t2)|

|δx(t3)|

|δx(t3)|

|δx(t1)|

)

= ln
|δx(t2)/r|

|δx(t3)/r|
+ ln

|δx(t3)|

|δx(t1)|
. (2.16)Assim, pode-se a qualquer tempo durante a integração renormalizar a variável δx por umfator r. O que basta para a determinação do expoente de Liapunov é aumular quanto omódulo da variável reseu a ada período entre as renormalizações.Na �gura 7, o expoente de Liapunov é alulado para um sistema de Rössler omofunção do tempo. Apesar de uma grande �utuação para tempos pequenos, para t = 106o expoente estabiliza-se e a tolerânia deixa de ser um fator importante, desde que sejamenor do que algum valor. Isso on�rma que os erros pequenos no álulo da trajetória nãosão de grande in�uênia no resultado �nal. Nessa dissertação, quando forem aluladosexpoentes de Liapunov de osiladores de Rössler, a tolerânia será igual a 10−6 e o tempode integração, igual a 106. O resultado de aproximadamente 0, 0714 (na maior preisão)é muito próximo ao enontrado na �gura 6. O último apresenta algum erro, já que foiintegrado durante pouo tempo. A �gura 8 é a �gura equivalente para osiladores deLorenz. A tolerânia e o tempo de integração usados para osiladores de Lorenz serão os



2.5 Expoentes de Liapunov 28mesmos, apesar da estabilização mais rápida do expoente para este sistema. Na maiorpreisão, o expoente alulado vale 0, 906 aproximadamente.
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3 Pares de osiladores aótiosidêntios

Neste apítulo será estudada a sinronização idêntia de um par de osiladores aótiosidêntios aoplados. De�nir-se-ão os sistemas a serem estudados e as ténias utilizadaspara identi�ar a sinronização. Maior ênfase será direionada aos osiladores aótios,pois apresentam mais possibilidades de estudo. Vários exemplos ilustrarão o tema.3.1 O parO sistema a ser estudado nesta seção é omposto por um par de osiladores idêntios.Para evitar onfusões, ada um dos dois osiladores será hamado de subsistema. Os doissubsistemas (aoplados ou não) formam o sistema em questão. A equação dinâmia deada subsistema é:
ẋ(i) = f(x(i)), (3.1)na qual se difereniam as variáveis de ada osilador pelo índie i. O primeiro dos osi-ladores é referido quando i for ímpar e o segundo quando i for par. Nota-se que no asode osiladores idêntios a função f(x(i)) é a mesma para ambos, exeto pela alteração doargumento. O expoente de Liapunov de ada osilador será indiado por λ1 e a dimensãode ada subsistema por m. A dimensão do sistema é n, o dobro de m.Introduzidos os subsistemas, torna-se importante onheer a maneira pela qual estesestão aoplados para formar o sistema. Para simpli�ar a notação, de�ne-se a variável

X = col(x(1),x(2)). Dois tipos de aoplamentos são possíveis: o aoplamento externo
ẋ(i) = f(x(i)) + g(i)(X) (3.2)e o aoplamento interno
ẋ(i) = f(x(i) + g(i)(X)). (3.3)Nas equações aima, g(i)(x, t) são funções de aoplamento genérias. Na maioria dos asos



3.2 De�nição de sinronização idêntia 30estudados na literatura, elas são lineares e expressas da seguinte forma:
g(i)(X) = cE(i)(x(i) − x(i+1)). (3.4)Dessa maneira, c é hamado de parâmetro de aoplamento, geralmente é positivo e de�nea intensidade om a qual os subsistemas estão aoplados. As duas matrizes E(1) e E(2),na maioria das on�gurações usadas, apenas de�nem quais variáveis se aoplam e seuselementos são positivos.Um aso espeial de aoplamento (tanto interno omo externo) de�nido pela forma dasmatrizes E(1) e E(2) é o aoplamento do tipo mestre-esravo, araterizado por E(1) = 0.Para dois subsistemas aoplados desta maneira, apenas um reebe o termo adiional eo outro mantém a sua dinâmia de osilador independente. Caso o aoplamento sejaexterno, as equações são as seguintes:

ẋ(1) = f(x(1)) (3.5a)
ẋ(2) = f(x(2)) + cE(2)(x(1) − x(2)). (3.5b)O subsistema 1 não é in�ueniado pelo subsistema 2 e é hamado de mestre. Já o sub-sistema 2 é in�ueniado pelo subsistema 1 e é hamado de esravo. Perguntar se os doissubsistemas vão sinronizar é o mesmo que dizer: o esravo seguirá seu mestre?Outro aso espeial importante é o aoplamento bidireional, dado pela igualdade

E(1) = E(2) e pelas equações (aoplamento externo):
ẋ(1) = f(x(1)) + cE(1)(x(2) − x(1)) (3.6a)
ẋ(2) = f(x(2)) + cE(1)(x(1) − x(2)). (3.6b)Neste aoplamento, os dois subsistemas interagem mutuamente om a mesma intensidade.Os asos intermediários de aoplamento entre os dois asos aima oorrem quando E(1) éproporional a E(2), ou seja, quando os dois subsistemas reebem o aoplamento, mas umom maior intensidade do que o outro.3.2 De�nição de sinronização idêntiaQuando dois osiladores idêntios são onsiderados, pode-se perguntar: em quais a-sos os osiladores apresentarão a mesma evolução dinâmia? Ou seja, quando os doisosiladores seguirão a mesma trajetória? Uma resposta trivial é failmente formulada



3.2 De�nição de sinronização idêntia 31quando não há aoplamento. Como os osiladores são idêntios, bastará oloá-los namesma ondição iniial para que eles sigam a mesma trajetória para todos os temposposteriores. Isto é apenas o re�exo de que o sistema sem aoplamento possui um invari-ante: o invariante de sinronização. Mais laramente, o invariante é dado por todos ospontos do espaço de fases que obedeem à ondição x(1) = x(2). Desta forma, o invariantede sinronização é também uma variedade linear, a variedade de sinronização, de�nidapela relação anterior. Órbitas que iniiam na variedade de sinronização lá permaneeminde�nidamente.Pode-se dizer que o sistema está identiamente sinronizado quando as variáveis domesmo obedeem a relação que de�ne a variedade de sinronização. É interessante ob-servar que a dinâmia dentro da variedade de sinronização (a dinâmia do sistema iden-tiamente sinronizado) é igual à de um subsistema isolado. Se esta é osilante, aquelatambém será. Então, existem na variedade de sinronização os atratores (onsiderandoapenas as ondições iniiais na variedade) que existem em um simples osilador.A sinronização trivial expliada aima não aonteerá se as ondições iniiais foremdiferentes. Pode-se pensar que dois subsistemas idêntios om diferentes ondições inii-ais são equivalentes a um subsistema integrado duas vezes para duas ondições iniiaisdiferentes. Claramente, o ritmo de resimento de uma diferença muito pequena entre osdois subsistemas será dado pelo maior expoente de Liapunov de um subsistema isolado.Com sistemas aótios, mesmo que esta diferença seja muito pequena, ela irá semprereser exponenialmente. Este fato revela que o problema é mais interessante quando ososiladores são aótios.Em um sistema experimental, por exemplo, seria muito difíil igualar as duas on-dições iniiais. Experimentos também são sujeitos a ruídos que failmente podem gerarpequenas diferenças nas variáveis. Além disso, na natureza, é muito improvável a exis-tênia de dois subsistemas exatamente iguais, mas de dois subsistemas muito pareidosnão. A este ponto, é neessário de�nir o que se exige do aoplamento e qual a sua fun-ção: o aoplamento deverá fazer om que pequenas diferenças entre os osiladores tendama zero para tempos muito grandes. Assim, mesmo om ruído, a sinronização idêntiaassintótia (29) torna-se possível. (Por lareza, este aso será referido simplesmente porsinronização idêntia.) Em outras palavras, quer-se que os atratores dentro da variedadede sinronização também sejam atratores no espaço de fases ompleto do sistema, ou quepelo menos um deles seja. Como estão sendo onsiderados osiladores, geralmente haveráapenas um atrator na variedade de sinronização, ou pelo menos um atrator para as on-



3.3 Aoplamento externo 32dições iniias que estejam na região de estudo do espaço de fases. O método utilizado paraveri�ar a sinronização idêntia é o dos expoentes de Liapunov transversais. É muitopresente na literatura (6, 8, 9, 12, 30) e será expliado om exemplos nas próximas seções.3.3 Aoplamento externoSe o aoplamento é externo e também da forma exposta na equação 3.4, o sistemadinâmio é dado por:
ẋ(1) = f(x(1)) + cE(1)(x(2) − x(1)) (3.7a)
ẋ(2) = f(x(2)) + cE(2)(x(1) − x(2)). (3.7b)Busa-se o estado sinronizado, dado por s = x(1) = x(2). Quando o sistema estáneste estado, ambas equações aima são reduzidas a:

ṡ = f(s). (3.8)Na equação aima, perebe-se que o movimento na variedade de sinronização não éalterado pela variação de c. Conseqüentemente, o estado sinronizado apresenta todas asaraterístias de um osilador desaoplado.O vetor X (que india o estado do sistema) pode ser deomposto em duas omponen-tes. A primeira é a omponente na variedade de sinronização:
X‖ = col

(

x(1) + x(2)

2
,
x(1) + x(2)

2

)

. (3.9)A segunda é a omponente transversal, ou ortogonal, à variedade de sinronização:
X⊥ = X − X‖ = col

(

x(1) − x(2)

2
,
−x(1) + x(2)

2

)

. (3.10)O sistema sinroniza identiamente (assintotiamente) se:
lim
t→∞

|X⊥| = 0. (3.11)Isso oorre se e somente se:
lim
t→∞

|x(1) − x(2)| = 0. (3.12)A ondição aima será atendida para ondições iniiais esolhidas aleatoriamente noespaço de fases quando houver um atrator na variedade de sinronização. Conseqüente-



3.3 Aoplamento externo 33mente, ao menos um atrator do sistema 3.8 deverá ser também um atrator do sistema 3.7.Isto equivale a dizer que as pequenas diferenças entre os dois subsistemas deverão tendera zero, já que o atrator atrai órbitas vizinhas. O proedimento para veri�ar a existêniado atrator omeça om a linearização do sistema 3.7 em torno do estado sinronizadoom a substituição das variáveis x(i) pelas variáveis s + δx(i), que são ompostas pelasnovas quantidades in�nitesimais δx(i). É fáil notar que o aoplamento permaneerá omesmo, já que é linear. A parte que ontém a função do subsistema (o primeiro termo dolado direito das equações 3.7) é a que deve ser efetivamente linearizada, o que irá gerara matriz jaobiana (de dimensões m × m) J. O resultado, ou seja, o sistema de equaçõespara as variáveis δx(i), é:
˙δx

(1)
= Jδx(1) + cE(1)(δx(2) − δx(1)) (3.13a)

˙δx
(2)

= Jδx(2) + cE(2)(δx(1) − δx(2)). (3.13b)As variáveis δx(i) não informam diretamente oisa alguma sobre a sinronização. Ointeresse é direionado para a diferença entre as duas equações aima, isto é, a evoluçãotemporal de δy = δx(1) − δx(2) :̇
δy = Jδy − c

[

E
(1) + E

(2)
]

δy, (3.14)ou, simplesmente:
˙δy =

(

J − c
[

E
(1) + E

(2)
])

δy. (3.15)É interessante observar que a diferença in�nitesimal δy é exatamente a mesma utilizadapara alular o expoente de Liapunov de um sistema hipotétio omo este:
ż = f(z) − c

[

E
(1) + E

(2)
]

z. (3.16)Quando o aoplamento não existe (c = 0), já se onluiu que a pequena diferença entreos dois subsistemas varia exponenialmente om expoente λ1. Com a ajuda desta últimaequação, têm-se bons motivos para rer que esta diferença resça ou deresça exponen-ialmente para todo c, justi�ando a de�nição do expoente de Liapunov transversal dosistema 3.7:
λ⊥ = lim

t→∞

1

t
ln

|δy(t)|

|δy(0)|
. (3.17)O adjetivo transversal é dado pela relação entre a diferença in�nitesimal e o vetor X⊥(por meio da equação 3.12). O expoente transversal é uma propriedade de ada atratorna variedade de sinronização � de ada atrator do sistema 3.8 � por meio de sua depen-dênia da órbita esolhida s(t). Se ele é negativo, o atrator da variedade de sinronização



3.3 Aoplamento externo 34na média atrai as trajetórias do espaço de fases fora da variedade (mas su�ientementepróximas) e há sinronização. Se ele é positivo, o invariante na variedade de sinronização(por vezes hamado de atrator da variedade de sinronização ou do sistema 3.8) na médiarepele as trajetórias do espaço de fases fora da variedade (mas su�ientemente próximas)e não há sinronização.O proedimento geral ulterior para o álulo numério do expoente transversal seráo seguinte: alular numeriamente uma órbita s, esperar que ela atinja um atrator davariedade de sinronização e eliminar este transiente. Logo após, alular a ontinuaçãoda órbita ao mesmo tempo que é alulado o expoente transversal assoiado. Isto seráfeito para alguns asos-have, que permitirão o entendimento amplo das possibilidadesexistentes. O que mudará entre os asos é a forma da matriz E(1) + E(2). Os subsistemasutilizados serão os de Rössler, om os parâmetros ostumeiros.Caso 1: E(1)+E(2) = Im, onde Im é a matriz de identidade de ordem m. Este aso poderepresentar vários tipos de aoplamento, pois qualquer matriz E(1) é possível, bastandoque E(2) = Im−E(2). Se a soma E(1) +E(2) é um múltiplo da unidade, c pode ser rede�nidopara absorver esta multipliidade e novamente E(1) + E(2) = Im. O trabalho resume-se aalular o expoente transversal a partir da diferença in�nitesimal (da equação 3.14):
˙δy = (J − c) δy. (3.18)Antes de alulá-lo, a transformação de variáveis que substitua δy por exp(−ct)δy′ podeser tentada:

−c exp(−ct)δy′ + exp(−ct) ˙δy′ = (J − c) exp(−ct)δy′ (3.19)
˙δy′ = Jδy′. (3.20)A equação para o expoente transversal também pode sofrer esta substituição:

λ⊥ = lim
t→∞

1

t
ln

| exp(−ct)δy′(t)|

|δy′(0)|
= −c + lim

t→∞

1

t
ln

|δy′(t)|

|δy′(0)|
. (3.21)O segundo termo do lado direito da equação anterior nada mais é do que o expoente deLiapunov do subsistema isolado, o que leva à relação:

λ⊥ = −c + λ1. (3.22)Considerando osiladores aótios (λ1 > 0), o sistema sinroniza para c > λ1. Para c < λ1,não há sinronização. Os resultados de um álulo numério ilustram essa situação na�gura 9.
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Parâmetro de acoplamento (c)Figura 9: Expoente de Liapunov transversal omo função do parâmetro de aoplamentoalulado numeriamente para dois sistemas de Rössler aoplados tal que E(1) +E(2) = Im.Em inza uma reta ajustada, om oe�iente angular 1, 0000 ± 1, 8E − 4 e oe�ientelinear 0, 07143 ± 2, 1E − 5. A orrespondênia entre o oe�iente linear e o expoente deLiapunov do subsistema isolado alulado diretamente india a oerênia entre os álulosnumérios.Na �gura 10, o efeito de um aoplamento mestre-esravo entre dois osiladores deRössler é mostrado. As variáveis do esravo seguem as do mestre, pois o parâmetro deaoplamento é igual a 0, 08, su�iente para assegurar que o estado sinronizado é umatrator. Na �gura 11, a diferença entre as mesmas variáveis mostra seu deresimentoexponenial, justi�ando a de�nição do expoente transversal. No aso dessa diferença,pelo ajuste linear, o expoente paree ser aproximadamente 0, 01 e ontém algum errodevido ao pequeno intervalo de tempo para o qual a diferença é aompanhada.A �gura 12 on�rma os álulos dos expoentes transversais. Nessa �gura, a distâniamédia do invariante de sinronização |X⊥| para dois osiladores de Rössler om aopla-mento do tipo mestre-esravo é mostrada. A diferença anula-se em algum valor de c entre
0, 071 e 0, 072. A quase exata orrespondênia entre essa �gura e a �gura 9 mostra a
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 Figura 10: Variáveis de dois sistemas de Rössler aoplados sinronizando. Em azul, as domestre e, em vermelho, as do esravo. O parâmetro de aoplamento é igual a 0, 08.adequação dos álulos dos expoentes transversais. Já para o aoplamento bidireional,há uma oexistênia de dois atratores, um na variedade de sinronização e outro fora, para
c entre os valores aproximados de 0, 072 e 0, 085. O expoente de Liapunov transversalé alulado para o atrator na variedade sinronização. Quando ele é negativo, o atratorexiste, mas isso não garante que não existam outros atratores, apenas garante que háalguma possibilidade (dependente das ondições iniiais) de que o sistema sinronize.Caso 2: Neste aso a soma E(1) + E(2) é uma matriz ujos elementos diagonais são0 ou 1 e os não-diagonais são nulos. Novamente, isto pode representar vários tipos deaoplamento omo, por exemplo, o que é utilizado para aoplar os dois subsistemas usandouma variável apenas. Este tipo de aoplamento é de muita relevânia para sistemasexperimentais, quando nem todas as variáveis podem estar disponíveis para o aoplamentoou apenas é mais simples ou eon�mio aoplar somente uma. Infelizmente, nenhumasubstituição pode ser feita a prinípio na equação 3.14.Verbi gratia, dois osiladores de Rössler (m = 3) podem ser aoplados na formamestre-esravo (E(1) = 0) om o termo de aoplamento somado apenas à equação da
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E

(2) =









1 0 0

0 0 0

0 0 0









. (3.23)Também se pode pensar em aoplar a segunda variável: neste aso, (E(2))ij = δi2δj2. Osexpoentes de Liapunov transversais são mostrados na �gura 13 para os aoplamentos naprimeira, segunda e tereira variáveis.Para melhor entender o que aontee no grá�o, deve-se estudar o limite de λ⊥ quando
c → ∞. Se é onsiderado um aoplamento na primeira variável e dois osiladores deRössler, a equação para as pequenas diferenças transversais (equação 3.14) é dada por:

δ̇y1 = −δy2 − δy3 − cδy1 (3.24a)
δ̇y2 = δy1 + aRδy2 (3.24b)
δ̇y3 = s3δy1 + δy3(s1 − cR). (3.24)Quando c → ∞, a primeira variável tende a zero (δy1 → 0), pois o termo dominante na
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Parâmetro de acoplamento (c)Figura 12: Distânia média do invariante de sinronização |X⊥| para dois osiladores deRössler om aoplamento do tipo mestre-esravo (em azul) e bidireional (em vermelho).No primeiro, a distânia anula-se quando o expoente transversal é negativo (de c ≈ 0, 072em diante) e o sistema sinroniza. Para o segundo, há uma oexistênia de dois atratores,um na variedade de sinronização e outro fora, para c entre os valores aproximados de
0, 072 e 0, 085.sua equação de derivada temporal é −cδy1. Então, pode-se dizer que δy1 = 0 e, a partirdisso, de�nir o expoente transversal om as duas equações restantes apenas:

δ̇y2 = aRδy2 (3.25a)
δ̇y3 = δy3(s1 − cR). (3.25b)A prinipal onlusão é que o expoente transversal não depende do aoplamento paravalores de c muito grandes. O valor assintótio do expoente será representado por λ⊥(c →

∞).Existem três possibilidades para a existênia ou não de sinronização. A primeira delasaontee quando λ⊥(c → ∞) < 0. Obviamente, o sistema om este limite sinroniza. Paravalores de c muito pequenos, λ⊥ ≈ λ1 > 0, ontudo, bastará aumentar c su�ientementepara obter sinronização. A segunda e a tereira possibilidades dividem algo em omum:
λ⊥(c → ∞) > 0. Os dois limites interessantes de c (c = 0 e c → ∞) são positivos. Na
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Parâmetro de acoplamento (c)Figura 13: Expoente transversal para dois osiladores de Rössler om aoplamento mestre-esravo em uma equação apenas. As linhas verde, vermelha e azul representam o ao-plamento na primeira, segunda e tereira variável, respetivamente. Para aoplamentona primeira e na tereira variável a sinronização omeça om c ≈ 0, 15 e c ≈ 5, 7 etermina em c ≈ 4, 3 e c ≈ 6, 5 respetivamente. Para aoplamento na segunda variável asinronização omeça om c ≈ 0, 15.segunda, para algum valor intermediário de c há sinronização. Neste aso, o valor de cpode ser variado em busa desta situação. Na tereira, λ⊥(c) > 0 para todo o c e não hásinronização.Casualmente, o sistema esolhido apresenta apenas as situações om sinronização,onforme a �gura 13 india. Para aoplamento na primeira e na tereira variável oorrea segunda situação. A sinronização omeça om c ≈ 0, 15 e termina om c ≈ 4, 3para aoplamento na primeira variável e omeça om c ≈ 5, 7 e termina om c ≈ 6, 5para aoplamento na tereira. Para aoplamento na segunda variável, oorre a primeirasituação e a sinronização omeça om c ≈ 0, 15.Outros asos. Para asos que não os anteriores, ainda se pode obter sinronização.Um exemplo om aoplamento do tipo mestre-esravo para dois osiladores de Rössler é
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Parâmetro de acoplamento (c)Figura 14: Expoente transversal para dois osiladores de Rössler om aoplamento mestre-esravo om a matriz 3.26. A �gura mostra três regiões de c entre 0, 0 e 1, 5 nas quais hásinronização.apresentado:
E

(2) =









0 0 1

0 1 0

1 0 0









. (3.26)Esta matriz aopla a primeira variável do mestre na tereira equação do esravo, a se-gunda variável do mestre na segunda equação do esravo e a tereira variável do mestrena primeira equação do esravo. Apesar de estranho, este aoplamento pode gerar sinro-nização, omo mostra a �gura 14.3.4 Aoplamento internoO aoplamento externo nem sempre é possível para dois osiladores na natureza.Entretanto, algumas vezes um aoplamento interno pode ser feito ou é mais adequado.A evolução das pequenas diferenças transversais pode ser estudada de maneira similar ao



3.4 Aoplamento interno 41

0,0 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0

-0,05

0,00

0,05

0,10

 

 

Ex
po

en
te

 tr
an

sv
er

sa
l

Parâmetro de acoplamento (c)Figura 15: Expoente de Liapunov transversal omo função do parâmetro de aoplamentoalulado numeriamente para dois sistemas de Rössler om aoplamento interno tal que
E(1) + E(2) = Im. A sinronização é atingida para duas regiões de c.aoplamento externo. De primeiro, o sistema é esrito omo:

ẋ(1) = f(x(1) + cE(1)(x(2) − x(1))) (3.27a)
ẋ(2) = f(x(2) + cE(2)(x(1) − x(2))). (3.27b)Quando os subsistemas estiverem sinronizados, a evolução dos dois é idêntia e étambém a mesma do aso de aoplamento externo:

ṡ = f(s). (3.28)De�nido o movimento na variedade de sinronização, o sistema é linearizado:
˙δx

(1)
= J

(

δx(1) + cE(1)(δx(2) − δx(1))
) (3.29a)

˙δx
(2)

= J
(

δx(2) + cE(2)(δx(1) − δx(2))
)

, (3.29b)para que as diferenças transversais in�nitesimais δy = δx(1)−δx(2) possam ter sua evolução
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˙δy = J

(

1 − c
[

E
(1) + E

(2)
])

δy. (3.30)A equação 3.14 � equação equivalente do aso de aoplamento externo � apresenta dife-renças om relação à equação aima. Enquanto aquela apresenta o termo de aoplamentoomo uma soma ao termo jaobiano, esta apresenta omo uma multipliação. Todavia,nenhuma di�uldade adiional há para a de�nição do expoente de Liapunov transversalbaseada na diferença δy.Dada a similaridade entre os asos de aoplamento externo e interno, apenas umexemplo será apresentado nesta seção, om E(1) + E(2) = Im. Desta maneira:
˙δy = J(s(t))(1 − c)δy. (3.31)Infelizmente, não há substituição alguma que possa simpli�ar esta equação, ao ontráriodo aso anterior de aoplamento externo. Contudo, pode ser onjeturado o que aonteequando c = 1. Claramente, o lado direito da última equação anula-se e, om isto, adiferença não rese, nem diminui: permanee onstante. Este é um indíio de que oexpoente transversal neste aso é nulo. Na �gura 15, o expoente é alulado para 0, 0 ≤

c ≤ 1, 0, mostrando sinronização para alguns valores de c.3.5 Sinronização em antifaseCom dois subsistemas pode-se de�nir uma sinronização em antifase, que seria dadapela relação x(1) = −x(2) ou pela relação x
(1)
i = −x

(2)
i para alguns valores de i. Umexemplo deste aso foi o reportado por C. Huygens em 16731: ele observou que doisrelógios de pêndulo idêntios, a�xados em uma mesma barra (�exível), em um urtoespaço de tempo osilavam de forma sinronizada, em antifase. Este oneito de antifasepode, om o devido uidado, ser visto omo uma expansão do aso de sinronizaçãoidêntia. Isso oorre quando os osiladores possuem alguma simetria do tipo:

f(Kx(1)) = Kf(x(1)). (3.32)A matriz K pode ser a identidade om o sinal troado (−Im), porém ela também pode seruma matriz om os elementos da diagonal iguais ou a um ou a menos um.Se existe a simetria, para ada sistema idêntio omposto por dois osiladores aopla-1HUYGENS, C. Horologium osilatorium. Paris: [s.n.℄, 1673.
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 Figura 16: Variáveis de dois sistemas de Lorenz sinronizando. As duas primeiras (x1 e
x2) sinronizam em antifase, enquanto que a tereira, em fase. Para estudar este sistema,pratiamente nada é adiionado ao método desenvolvido para a sinronização idêntia.dos:

ẋ′(1) = f(x′(1)) (3.33a)
ẋ(2) = f(x(2)) + c(x′(1) − x(2)), (3.33b)existe um sistema análogo da forma:
ẋ(1) = f(x(1)) (3.34a)
ẋ(2) = f(x(2)) + c(Kx(1) − x(2)), (3.34b)obtido a partir da transformação x′(1) = Kx(1). O primeiro sistema tem um invariante desinronização dado por x′(1) = x(2), enquanto que o segundo, Kx(1) = x(2), justamente umasinronização que iguala as variáveis de um osilador om as variáveis om o sinal invertidode outro. Se um sistema sinronizar, o outro também sinronizará. Deorre disso que aanálise de sinronização pode ser feita para o sistema mais onveniente. Expliitamente, osdois sistemas sinronizam quando o parâmetro de aoplamento é maior do que o expoentede Liapunov do subsistema isolado, omo já foi visto nas seções anteriores.



3.5 Sinronização em antifase 44Para exempli�ar, dois osiladores de Lorenz são esolhidos e a matriz K orrespon-dente é:
E

(2) =









−1 0 0

0 −1 0

0 0 1









. (3.35)O expoente de Liapunov de um osilador de Lorenz é aproximadamente igual a 0, 9 ea sinronização deve oorrer para c maior que este valor. Na �gura 16, a evolução e asinronização das variáveis dos subsistemas om c = 1, 1 são mostradas. As duas primeirasvariáveis dos osiladores tornam-se espelhadas, ou seja, são simétrias e, portanto, x
(1)
1 =

−x
(2)
1 e x

(1)
2 = −x

(2)
2 . A tereira variável sinroniza da maneira usual, isto é, x

(1)
3 = x

(2)
3 .
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4 Redes de osiladores aótiosidêntios

Neste apítulo, serão estudadas as redes ompostas por osiladores idêntios, isto é,todos os subsistemas da rede terão a mesma dinâmia; o que mudará de sítio para sítioserão as ondições iniiais. As possibilidades de sinronização para este tipo de sistemasão mais amplas do que as tratadas no apítulo anterior. Com dois subsistemas, ou ha-via sinronização idêntia ou não. Com mais osiladores, pode ser que todos estejamsinronizados identiamente. Igualmente possível é que não se possa enontrar um parde osiladores na rede que apresentem a mesma evolução temporal, que é o aso de des-sinronização. A novidade é uma possibilidade intermediária: nem todos os osiladoresse omportam igualmente, nem ada um à sua maneira. Nas próximas seções estas pos-sibilidades de sinronização serão estudadas e detalhadas. O método será baseado nasferramentas desenvolvidas no apítulo anterior.4.1 A redeEm analogia ao par de osiladores do apítulo anterior, a rede de N subsistemas seráde�nida da seguinte maneira (para aoplamento externo; para aoplamento interno, ade�nição é análoga):
ẋ(i) = f(x(i)) + g(i)(X), (4.1)para i = 1, 2, . . . , N . Quando for usado um i que esteja fora destes valores estabeleidos(omo i = N + 3), deve-se entender que o número é na verdade i mod N (no exemplo,

i = 3). A dimensão do sistema n é igual ao produto Nm entre o número de subsistemas
N e a dimensão de ada um m.Novamente, para os asos estudados, o aoplamento será linear. A grande diferença éque as possibilidades ditas espaiais aumentaram bastante. Como uma rede é estudada,a ligação entre os seus sítios é que de�ne o que se hama de estrutura espaial. Com



4.1 A rede 46dois osiladores, a únia diferença que podia ser feita era entre aoplamento do tipomestre-esravo e bidireional. Com um N maior, os sítios podem estar dispostos emvárias on�gurações. Todas estas possibilidades estão expressas no sistema (aoplamentoexterno):
ẋ(i) = f(x(i)) + c

∑

j

GijEx(j), (4.2)no qual i, j = 1, 2, 3, . . . , N ; c é o parâmetro de aoplamento; E é uma matriz quadradade ordem m e G é uma matriz quadrada de ordem N . Este não é o aoplamento maisgeral, mas mantém todas as araterístias desejáveis que se manifestarão adiante. Oparâmetro de aoplamento e a matriz E umprem funções análogas às do aso de um parde osiladores. Aquele dá a força do aoplamento e esta serve para deidir quais variáveisse aoplam om quais equações. Já a matriz G é aquela que de�ne e evidenia a estruturaespaial do aoplamento; ela determina quais osiladores se aoplam.Outra forma de esrever a equação 4.2 também é possível om a de�nição do vetor
X = col(x(1),x(2), . . . ,x(N)) e da função F(X) = col(f(x(1)), f(x(2)), . . . , f(x(N))). É fáilpereber que:

Ẋ = F(X) + c(G ⊗ E)X, (4.3)em que ⊗ representa o produto direto de duas matrizes. As equações equivalentes paraaoplamento interno são:
ẋ(i) = f(x(i) + c

∑

j

GijEx(j)) (4.4)e
Ẋ = F(X + c(G ⊗ E)X). (4.5)Uma maneira muito omum om a qual o sistema é aoplado é om Gii = −

∑

j 6=i Gij.Assim;
ẋ(i) = f(x(i)) + c

∑

j

GijE(x(j) − x(i)) (4.6)e o aoplamento �a mais pareido om os usados entre dois osiladores. Se os elementosdiagonais de G são negativos, o aoplamento é hamado de dissipativo. Além disso, doistipos de aoplamento são tradiionais: o global e o em anel. No aso do primeiro, todos



4.2 Sinronização ompleta 47os sistemas são aoplados entre si e a matriz G é dada por:
G =





















−(N − 1) 1 1 · · · 1

1 −(N − 1) 1 · · · 1

1 1 −(N − 1) · · · 1... ... ... . . . ...
1 1 1 · · · −(N − 1)





















. (4.7)
No aso do aoplamento em anel, o aoplamento se dá entre os vizinhos, ou seja:

ẋ(i) = f(x(i)) + cE(x(i+1) + x(i−1) − 2x(i)). (4.8)A matriz que representa este aoplamento é a seguinte:
G =

























−2 1 0 · · · 0 0 1

1 −2 1 · · · 0 0 0

0 1 −2 · · · 0 0 0... ... ... . . . ... ... ...
0 0 0 · · · 1 −2 1

1 0 0 · · · 0 1 −2

























. (4.9)
4.2 Sinronização ompletaUma rede om diversos osiladores idêntios pode mostrar uma on�guração ara-terizada pela sinronização idêntia entre todos os osiladores. Para representar esteaso, de�nir-se a sinronização ompleta, dada pelas igualdades x(i) = x(j) para todo ie j (8, 9). Um fato urioso da sinronização ompleta é que todos os subsistemas agemomo sendo apenas um, ou seja, o onheimento das variáveis de um subsistema deter-mina as variáveis de todos os outros. Matematiamente falando, x(i) = s para todo i.Se o aoplamento desaparee quando há sinronização ompleta, as equações da rede 4.1tornam-se simplesmente:

ṡ(i) = f(s). (4.10)A ondição para a existênia de sinronização ompleta será a existênia de algumatrator do sistema na variedade de�nida pelas equações x(i) = x(j) para todo i e j, ou seja,a variedade de sinronização ompleta. Para isso, é requerido que esta variedade seja uminvariante do sistema. Para o aoplamento de�nido na equação 4.2, isso oorre quando
∑

j Gij = 0, ou seja, a soma dos elementos de uma linha da matriz G é sempre nula.
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Parâmetro de acoplamento (c)Figura 17: Expoentes de Liapunov transversais para seis osiladores de Rössler aopladosem anel. O expoente para o maior Gi determina a sinronização.Nesse aso, obviamente, se x(i)(t0) = x(j)(t0) para todo i e j, os subsistemas apresentarãosinronização ompleta para todo t pois, omo eles são idêntios e o aoplamento se anulapara todo t, eles irão apresentar a mesma evolução a partir da mesma ondição iniial. Oexpoente de Liapunov λ do estado sinronizado será onstante e igual ao de um osiladordesaoplado.Contudo, para que exista um atrator na variedade de sinronização, órbitas muitopróximas do atrator (mas fora da variedade) devem aproximar-se do mesmo quando t →

∞. Isto é equivalente a dizer que todos os osiladores devem sinronizar identiamentepois todas as pequenas diferenças entre eles se anulam assintotiamente. O trabalho a serrealizado é expandir as ténias usadas om um par de osiladores para uma rede om
N subsistemas. O primeiro passo é linearizar o sistema em torno do estado sinronizado:
x(i) = s + δx(i). É simples busar as equações às quais estão sujeitas as diferenças δx(i) a
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Parâmetro de acoplamento (c)Figura 18: Expoentes de Liapunov transversais para seis osiladores de Rössler aopladosem anel apenas na primeira equação. Há uma janela de sinronização, om iníio e �m. Oexpoente para o maior |Gi| (�m) e o para o menor |Gi| (iníio) determinam a sinronização.partir da equação 4.6:
˙δx

(i)
= Jδx(i) + c

∑

j

GijE(δx(j) − δx(i)) (4.11)ou
˙δX = (IN ⊗ J + c(G ⊗ E)) δX. (4.12)Depois, de�nem-se as pequenas diferenças transversais. Para dois osiladores, haviaapenas uma diferença vetorial de dimensão m. Para N osiladores, existirão N(N − 1)/2:

δy(i,j) = δx(i) − δx(j) = δ(x(i) − x(j)). (4.13)A sinronização ompleta oorre se δy(i,j) → 0 para todo i e j diferentes quando t → ∞.Todavia, estudar tantas diferenças assim é um desperdíio: algumas diferenças podem seresritas omo ombinações lineares das outras. Por exemplo, δy(i,j) = δy(i,k) +δy(k,j) para



4.2 Sinronização ompleta 50qualquer k. Na verdade, om N − 1 diferenças todas as outras podem ser esritas. Porexemplo, basta esolher δy(1,2), δy(2,3), . . ., δy(N−1,N) e qualquer outra pode ser obtidapor meio da relação anterior.Com a liberdade que foi permitida, pode-se esolher o onjunto de N − 1 pequenasdiferenças transversais mais onveniente. Os elementos deste onjunto são esritos daseguinte maneira (i = 1, 2, . . . , N − 1):
δy(i) =

∑

j

Lijδx
(j), (4.14)om ∑

j Lij = 0. A evolução das quantidades vetoriais δy(i) é dada por:
˙δy

(i)
= Jδy(i) + c

∑

j

Lij

∑

k

GjkEδx(k). (4.15)A melhor esolha é a que desaopla as equações aima. Isso oorre quando ada Li éum autovetor à esquerda de G. Um autovetor à direita já é onheido: omo as linhasde G têm soma nula, qualquer vetor om todas as omponentes iguais é um autovetor deautovalor zero. Todos os Li são perpendiulares a este vetor à direita. Isso implia que amatriz G possui N − 1 autovetores à esquerda (Li) linearmente independentes que podemrepresentar qualquer das diferenças. A equação desaopla-se:
˙δy

(i)
= Jδy(i) + cGiEδy(i), (4.16)na qual Gi para i = 1, 2, 3, . . . , N − 1 são todos os autovalores da matriz G, exeto o nuloproveniente do fato de que as linhas possuem soma nula. Esta equação é essenialmentea mesma que se ahou para dois sistemas aoplados, apenas om cGi no lugar de −c,o que gera N − 1 equações. Deve-se mostrar que ada uma dessas diferenças tendeassintotiamente a zero quando t tende a in�nito.Por uma questão de onveniênia, são de�nidos da maneira usual N − 1 expoentes deLiapunov transversais λ⊥i, um para ada δy(i):

λ⊥i = lim
t→∞

1

t
ln

|δy(i)(t)|

|δy(i)(0)|
. (4.17)A relação mais interessante (que vem direto da equação 4.16) entre os expoentes transver-sais é que λ⊥i(cGi) = λ⊥j(cGj) para qualquer i ou j. Então, dado um aoplamento, bastaalular um destes expoentes omo função de c e os outros são obtidos om mudanças naesala de c. Quando todos forem negativos, a sinronização ompleta é possível.



4.2 Sinronização ompleta 51O primeiro aso a ser estudado arateriza-se por E = Im. A equação 4.16 será:
˙δy

(i)
= Jδy(i) + cGiδy

(i). (4.18)Deve-se notar que, se um dos λ⊥i for positivo, a sinronização torna-se impossível. Destamaneira, o sistema sinronizará quando λ + cGi < 0 para todo i, onforme foi vistono apítulo anterior (equação 3.22). Para um aoplamento global, Gi = −N para
i = 1, 2, . . . , (N − 1) e todos os expoentes transversais são negativos ou positivos si-multaneamente. Assim, haverá sinronização para c > λ/N . Para um aoplamento emanel, os autovalores são mais variados. Além do nulo, existem os dados pela fórmulaseguinte (8):

Gi = −4 (sen(iπ/N))2 , i = 1, 2, . . . , (N − 1), (4.19)Seqüênias destes autovalores são −3 e −3 para N = 3; −2,−4 e −2 para N = 4;
−1,−3,−4,−3 e −1 para N = 6; et. Se as diferentes equações λ + cGi < 0 (ou c >

λ/ |Gi|) são onsideradas, perebe-se que o autovalor Gi determinante é o G1, ou seja, omaior (menor em módulo). O sistema sinronizará se:
c >

4λ

(sen(π/N))2 . (4.20)O limiar de sinronização em c se tornará ada vez mais alto onforme N aumenta. Osexpoentes transversais alulados para n = 6 são mostrados na �gura 17.Se a matriz E não é a identidade, já foi visto no apítulo anterior que as pequenasdiferenças om evolução dada pela equação 4.16 podem apresentar três possibilidades. Naprimeira, o expoente transversal λ⊥i não se torna negativo para valor algum de c. Nesteaso, não há sinronização. Na segunda, o expoente �a negativo a partir de um valorespeí�o. Isto é muito pareido om a situação anterior, quando E = Im: há um valor de
cGi para o qual o expoente transversal i anula-se. O menor autovalor em módulo (G1)será o determinante, pois exigirá um c maior do que o exigido pelos outros autovalorespara tornar negativo o expoente transversal assoiado.A tereira possibilidade é a mais omplexa: o expoente de Liapunov transversal λ⊥ié negativo para uma faixa de valores de c. Neste aso, ada λ⊥i terá um intervalo noqual será negativo, expliitamente, quando c1 < c|Gi| < c2. A sinronização existirá nainterseção de todos esses intervalos. Para c aumentando, o valor de iníio da interseção éo mesmo do iníio do último intervalo a omeçar e o valor �nal da interseção é o mesmodo �nal do primeiro intervalo a terminar. Pela relação c1 < c|Gi| < c2, observa-se que osintervalos omeçam em valores maiores de c quando Gi for menor em módulo e aabam



4.3 Sinronização parial 52em valores menores de c quando Gi for maior em módulo. Logo, apenas interessam osexpoentes transversais orrespondentes quando Gi é máximo em valor absoluto (o �m dasinronização) e quando Gi é mínimo em valor absoluto (o iníio da sinronização).Quando o aoplamento é global, todos os Gi são iguais e a interseção de todos osintervalos é exatamente igual a ada intervalo. Já quando o aoplamento é em anel, asituação é um pouo mais ompliada e está representada na �gura 18 para N = 6 e para:
E =









1 0 0

0 0 0

0 0 0









. (4.21)Para haver sinronização, deverá valer a relação 0, 15 < c|Gi| < 0, 43 para todo i (osvalores numérios são extraídos da �gura 18). O maior autovalor é −1 e o menor, −4e então a sinronização existe quando 0, 15/1 < c < 4, 3/4. Se N pode variar, quantomaior o N , menor a faixa de valores na qual há sinronização. A partir de um número deosiladores limite, não há mais sinronização, pois não há interseção entre os intervalosde c de�nidos por algum expoente transversal negativo. Para o aso estudado (e N par),isso oorre quando 0, 15/|Gi| < 4, 3/4 ou sen(π/N) > 0, 19. O valor limite de N então éaproximadamente 16. Para N = 18, há ao menos um expoente transversal positivo paraqualquer valor de c om erteza.4.3 Sinronização parialA sinronização ompleta é muito restritiva, pois exige que todos os osiladores apre-sentem a mesma evolução. O passo seguinte mais lógio é estudar quando alguns osila-dores sinronizam identiamente, mas outros não. Esta é a sinronização parial, de�nidaomo a sinronização na qual para apenas alguns i e j om i 6= j vale (ao menos assin-totiamente) a relação x(i) = x(j) (10, 11, 13). Ao ontrário da sinronização idêntia,existem vários tipos de sinronização parial para ada rede, dependendo de quais valoresde i e j fazem x(i) = x(j). Conseguintemente, torna-se neessária uma maneira mais rá-pida de esrever quais variáveis são iguais, ou seja, quais osiladores estão sinronizados.A maneira usual é om padrões: letras idêntias são atribuídas para subsistemas que sin-ronizam identiamente. Para um sistema om apenas um osilador (N = 1), há apenasum padrão, hamado de padrão A. Poderia ser usada equivalentemente qualquer letra,mas, por onvenção, a ordem alfabétia é usada na esolha. Com N = 2, existem doispadrões: AA e AB. O primeiro nada mais é que a sinronização ompleta da rede, quando



4.3 Sinronização parial 53o primeiro subsistema está sinronizado identiamente om o segundo. O segundo padrãoé o estado dessinronizado. Este ainda poderia ser esrito omo BA, mas a onvenção étal que as letras devem apareer da esquerda para a direita em ordem alfabétia.Com N = 3, os padrões são AAA, AAB, ABA, ABB e ABC. Estes ino padrõesobrem todas as possibilidades: sinronização ompleta, sinronização parial entre osdois primeiros osiladores, entre o primeiro e o tereiro, entre os dois últimos e dessinro-nização. Então, sinronização parial só é possível para N > 2. Para N = 4, o número depadrões já é bem maior: AAAA, AAAB, AABA, AABB, AABC, ABAA, ABAB, ABAC,ABBA, ABBB, ABBC, ABCA, ABCB, ABCC e ABCD. A forma de onstruir os pa-drões é simples. Se são onheidos todos os padrões para uma rede om N subsistemas,pode-se desobrir os padrões para uma rede om N + 1. As primeiras N letras de umpadrão de N + 1 letras devem ompor um dos padrões de N letras, já que são onhe-idos todos. Dado este padrão, a letra N + 1 poderá ser igual a uma letra existenteneste padrão ou uma nova letra. Por exemplo, o padrão ABA gera os padrões ABAA,ABAB e ABAC. Outra maneira de representar estes padrões é usando a variável X. Opadrão AAAA já foi representado omo X = col(s, s, s, s); o padrão ABAB é representadoomo X = col(s(1), s(2), s(1), s(2)); o padrão ABAC, omo X = col(s(1), s(2), s(1), s(3)); et.Aproveita-se para de�nir o número inteiro NL, igual ao número de diferentes letras nopadrão.A primeira ondição para a existênia de sinronização parial é a existênia de umavariedade linear que seja um invariante do sistema. Para haver o padrão ABAC, porexemplo, a variedade de�nida por x(1) = x(3) deve ser invariante. Esta variedade seráhamada de variedade de sinronização parial. Um sistema om uma porção destesinvariantes poderá apresentar a porção orrespondente de padrões. A veri�ação destaondição é relativamente simples: no mínimo uma variável do estado sinronizado (s(i))será repetida e haverá duas equações para sua evolução temporal. O que se pede é que osistema não mostre equações diferentes para o mesmo s(i).A segunda ondição é novamente relaionada om as pequenas diferenças δy(i) e oexpoente transversal. O estado sinronizado deve de alguma forma atrair pontos na suavizinhança. A maneira de de�nir estas diferenças segue os moldes estabeleidos para asinronização ompleta. É interessante saber quantas diferenças existirão, ou seja, quantasdiferenças são neessárias para gerar todas as diferenças que devem ir a zero. A regrageral é que um padrão om NL letras terá N − NL diferenças. Não haverá utilidade emde�nir diversos expoentes transversais, um para ada diferença, em ontraste om o aso



4.3 Sinronização parial 54de sinronização ompleta. Apenas um expoente transversal será de�nido:
λ⊥ = lim

t→∞

1

t
ln

√

∑N−NL

i=0 |δy(i)(t)|
2

√

∑N−NL

i=0 |δy(i)(0)|
2
. (4.22)Este expoente transversal deve ser negativo para a existênia de sinronização parialassintótia. Entretanto, mesmo se o expoente é negativo, a sinronização que se estáprourando pode não existir. Para que ela exista, também é neessário que as variáveisrepresentadas por letras diferentes sejam diferentes. Se isso não aontee, diz-se que opadrão degenerou-se em outro padrão (10). Por exemplo, se o padrão ABAB tem expo-ente transversal negativo, o padrão ABAC também poderá ter, ou seja, o padrão ABACpoderá ter degenerado-se no padrão ABAB. A análise posterior dos dados deve exluirestes padrões degenerados identi�ando quando as letras diferentes representam variáveisverdadeiramente diferentes. Uma maneira de garantir isto é alulando o expoente deLiapunov do estado sinronizado. Se o expoente é diferente para os dois padrões, os doisrealmente oorrem, em regiões distintas do espaço de fase.Depois da introdução das propriedades omuns às diversas sinronizações pariaispossíveis, o estudo de um exemplo de um aoplamento em anel om N = 4 é apresentado.Expliitamente, as equações dinâmias de tal sistema são:

ẋ(i) = f(x(i)) + c(x(i+1) + x(i−1) − 2x(i)). (4.23)Para este aoplamento, os padrões AAAB, AABA, ABAA e ABBB são essenialmente osmesmos: araterizam-se por um dos sistemas evoluir de maneira diferente om relaçãoaos outros. O sistema disposto em uma estrutura de anel não sente diferença entre estespadrões. Se um deles aparee para algumas ondições iniiais, pode-se mudar as ondiçõesiniiais de modo que os outros também apareçam. Por isto, o padrão AAAB representatodos os outros, sem a neessidade de estudá-los separadamente, e o mesmo vale paraalguns outros grupos de padrões. A onlusão é que onsiderar os padrões AAAA, AAAB,AABB, AABC, ABAB, ABAC e ABCD é estudar todos os outros também.Os padrões de sinronização parial são os de interesse aqui. Começando pelo ABAB,o movimento na variedade de sinronização será:
ṡ(1) = f(s(1)) + 2c(s(2) − s(1)) (4.24a)
ṡ(2) = f(s(2)) + 2c(s(1) − s(2)). (4.24b)Conforme a equação aima, o movimento na variedade de sinronização depende de c,



4.3 Sinronização parial 55ao ontrário das outras possibilidades de sinronização já estudadas. Esta araterístiaprovoa onseqüênias que difereniam o estudo de sinronização parial. Uma delas, porexemplo, é que o estado sinronizado terá um expoente de Liapunov λ dependente de
c. Para referir-se ao expoente de Liapunov de um osilador isolado, usa-se o símbolo λ1,equivalente a λ(c = 0).O sistema linearizado em torno da variedade de sinronização é:

˙δx
(1)

= J(s(1))δx(1) + c(δx(4) + δx(2) − 2δx(1)) (4.25a)
˙δx

(2)
= J(s(2))δx(2) + c(δx(1) + δx(3) − 2δx(2)) (4.25b)

˙δx
(3)

= J(s(1))δx(3) + c(δx(2) + δx(4) − 2δx(3)) (4.25)
˙δx

(4)
= J(s(2))δx(4) + c(δx(3) + δx(1) − 2δx(4)). (4.25d)As diferenças transversais são duas, dadas por ˙δy

(1)
= ˙δx

(1)
− ˙δx

(3) e ˙δy
(2)

= ˙δx
(2)

− ˙δx
(4),e obedeem às seguintes equações:

˙δy
(1)

= J(s(1))δy(1) − 2cδy(1) (4.26a)
˙δy

(2)
= J(s(2))δy(2) − 2cδy(2). (4.26b)O próximo padrão a ser onsiderado é o ABAC. Na variedade de sinronização, adinâmia é:

ṡ(1) = f(s(1)) + c(s(2) + s(3) − 2s(1)) (4.27a)
ṡ(2) = f(s(2)) + 2c(s(1) − s(2)) (4.27b)
ṡ(3) = f(s(3)) + 2c(s(1) − s(3)). (4.27)A linearização em torno do estado sinronizado gera:

˙δx
(1)

= J(s(1))δx(1) + c(δx(4) + δx(2) − 2δx(1)) (4.28a)
˙δx

(2)
= J(s(2))δx(2) + c(δx(1) + δx(3) − 2δx(2)) (4.28b)

˙δx
(3)

= J(s(1))δx(3) + c(δx(2) + δx(4) − 2δx(3)) (4.28)
˙δx

(4)
= J(s(3))δx(4) + c(δx(3) + δx(1) − 2δx(4)). (4.28d)A únia mudança em relação ao padrão anterior foram os pontos onde são aluladas asmatrizes jaobianas. Haverá apenas uma diferença transversal, dada por ˙δy

(1)
= ˙δx

(1)
−

˙δx
(3), de equação:

˙δy
(1)

= J(s(1))δy(1) − 2cδy(1). (4.29)
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Figura 19: Expoentes de Liapunov (λ � em preto) e transversais (λ⊥ � em vermelho) paraos diversos padrões para quatro osiladores de Rössler aoplados em anel.Outro padrão é o AABB, que, resumidamente, tem movimento na variedade de sin-ronização regido por:
ṡ(1) = f(s(1)) + c(s(2) − s(1)) (4.30a)
ṡ(2) = f(s(2)) + c(s(1) − s(2)) (4.30b)e diferenças in�nitesimais transversais regidas por:
˙δy

(1)
= J(s(1))δy(1) − cδy(1) (4.31a)

˙δy
(2)

= J(s(2))δy(2) − cδy(2). (4.31b)Este padrão tem os mesmos expoentes transversais para c = 2c′ que o padrão ABAB para
c = c′, dada a forma das equações aima.Sobram os padrões AAAB e AABC. Ambos não são possíveis para o aoplamento em
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Figura 20: Distânia média entre as variáveis e as variedades de sinronização dos padrõespara quatro osiladores de Rössler aoplados em anel. Quando são nulas, há sinronização,talvez degenerada.anel, pois não existe no sistema um invariante adequado. Uma maneira de mostrar istopara o padrão AAAB, por exemplo, é supor que x(4) já é igual a s(2) e que as variáveis
x(1), x(2) e x(3) são as mesmas por um momento. Então as equações para x(1), x(2) e x(3)seriam (neste momento):

ẋ(1) = f(x(1)) + c(s(2) − x(1)) (4.32a)
ẋ(2) = f(x(2)) (4.32b)
ẋ(3) = f(x(3)) + c(s(2) − x(2)). (4.32)A menos que c seja nulo (situação desinteressante), x(2) está om derivada diferente de x(1)e x(3). É possível ver que esta igualdade entre as variáveis é momentânea, pois elas estão
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Figura 21: Expoentes de Liapunov e transversais para os diversos padrões para seis osi-ladores de Rössler aoplados em anel.neste instante regendo-se por equações diferentes e deverão variar de maneira desigual.Então, a variedade de sinronização não é um invariante: uma vez que o movimentohegue nela, ele irá para a região fora dela. Pelos mesmos argumentos, o padrão AABCé exluído também.Para enerrar a análise teória, ressalta-se uma partiularidade importante da sin-



4.3 Sinronização parial 59ronização parial: a possibilidade de sinronização das variáveis s(i). Esta sinronizaçãopode signi�ar duas oisas: uma degeneresênia ou a impossibilidade da sinronizaçãoparial. No aso do padrão ABAB, s(1) pode sinronizar om s(2). Quando as equa-ções 4.24 são observadas, identi�a-se um aoplamento bidireional, idêntio ao realizadona �gura 12, exeto por um fator de 4 na esala de c. Com base na �gura, s(1) e s(2) nãosinronizam c < 0, 018 e podem sinronizar para c > 0, 018, ao menos para um onjuntoonsiderável de ondições iniiais, dada a oexistênia de dois atratores: um sinronizadoe outro não. Se a sinronização ompleta da rede é possível, a sinronização das variáveis
s(1) e s(2) signi�a apenas que ABAB se degenera em AAAA. Entretanto, da análise desinronização ompleta, o padrão AAAA não pode oorrer quando c < λ/2 ≈ 0, 036.Isto elimina a possibilidade de uma degeneresênia de ABAB em AAAA e, onseqüen-temente, a sinronização idêntia das variáveis s(i). Conluindo, a sinronização parialsó pode oorrer enquanto existir o outro atrator da dinâmia das equações 4.24, ou seja,enquanto a dinâmia de s(1) e s(2) permitir que estas variáveis não sinronizem. Contudo,esta possibilidade desaparee om c maior do que um limiar e, quando isso aonteer, asinronização parial om o padrão ABAB deixará de existir, pois as variáveis s(i) sempresinronizarão. Esse limiar, junto om o de sinronização ompleta da rede, determinauma região de c para a qual o padrão ABAB não pode oorrer sem degenerar-se, isto é,o padrão ABAB só voltará a apareer de maneira degenerada no padrão AAAA, quando�nalmente houver a sinronização ompleta da rede.Esta análise só é vantajosa quando é onsiderada a sinronização ompleta das va-riáveis s(i), pois é fáil de determinar em que região não pode oorrer a sinronizaçãoompleta das variáveis x(i). Infelizmente, para os padrões AABB e ABAC, as variáveis
s(i) sinronizam identiamente para os mesmos parâmetros de aoplamento que as variá-veis x(i). No entanto, para redes maiores, essa análise pode se tornar mais proveitosa.A obtenção dos expoentes transversais está ilustrada na �gura 19. A distânia médiaentre o estado da rede e os invariantes de sinronização alulada por meio de integraçãonuméria do sistema está representada na �gura 20. O sistema sinroniza ompletamente(ao menos para um onjunto de ondições iniiais onsiderável) para c > λ1/2 e, nestaregião, a sinronização parial é mais difíil de ser ahada (os padrões geralmente sãodegenerados). O únio padrão enontrado é o AABB. Por isso, nas �guras, está enfatizadaa região omplementar c < λ1/2. Várias janelas de sinronização são observadas, nas quaishá o predomínio de movimento sinronizado periódio. Para valores de c baixos, há apenasintervalos de c muito pequenos nos quais oorrem os padrões ABAB e ABAC.



4.3 Sinronização parial 60A primeira grande janela de sinronização é a do padrão ABAB, om estado sinro-nizado periódio e que vai de c ≈ 0, 007 até c ≈ 0, 009, mostrada pelos expoentes deLiapunov transversais. O padrão AABB pode oorrer entre c ≈ 0, 014 e c ≈ 0, 016, sebem que para c > 0, 015, o padrão ABAB também pode. A distânia média india queo sistema tem uma preferênia pelo segundo, que omeça a oorrer nessa região e vaiaté c ≈ 0, 026, quando ede seu lugar ao primeiro, que permaneerá omo um padrãopossível até a sinronização ompleta. Na região de oorrênia do padrão ABAB na qualvale c > 0, 018, o expoente transversal é alulado muitas vezes sobre as trajetórias quesinronizam as variáveis s(i), om pequenas esapadas ao verdadeiro atrator do anel (queé periódio e para o qual s(1) 6= s(2), on�rmado omo verdadeiro por meio do álulo dadistânia média). As esapadas são as osilações no expoente transversal e do estado sin-ronizado em c ≈ 0, 019 e c ≈ 0, 021. No �nal, há uma pequena osilação entre os padrõesAABB e AAAA, nada mais que um re�exo da oexistênia dos atratores mostrada já na�gura 12.A título ilustrativo, em um sistema em anel om n = 6, os padrões que podem oorrersão: AAAAAA, AABAAB, ABABAB, AABCCB, ABCABC, ABCBAD e ABCDEF. Aanálise é muito pareida e os expoentes estão alulados na �gura 21, om várias regiõesde sinronização. Digna de nota é a relação entre o padrão ABABAB e o padrão (para
N = 4) ABAB, que possuem a mesma dinâmia sinronizada. Então, para o padrãoABABAB pode ser feita a mesma análise, ou seja, também existe uma região na qual nãohá sinronização por ausa da total sinronização das variáveis s(i). Esta região é maiordo que a apresentada pelo padrão ABAB, o que dá mais vantagens a esta análise, poisexlui um região maior para a proura da sinronização parial. Além disso, os padrõesABCABC e AABAAB também são sujeitos a esta investigação.



61
5 Redes de diferentes lasses deosiladores aótios

No apítulo anterior, foram estudadas redes ompostas por osiladores idêntios, asquais são um pouo restritas. Neste apítulo, as redes estudadas não possuem todos ososiladores idêntios, o que é um tipo de sistema mais geral. No entanto, os subsistemastambém não são todos diferentes. A rede é onstruída om grupos de osiladores idêntiosentre si, mas diferentes dos outros pertenentes a outros grupos. As possibilidades desinronização e suas análises por meio de expoentes transversais serão estudadas.5.1 A redeUma rede om diversos osiladores om aoplamento externo e linear sempre poderáser esrita omo (i = 1, 2, . . . , N):
ẋ(i) = f (i)(x(i)) + c

N
∑

j=1

GijE
(i,j)x(j). (5.1)Na equação aima, os vetores x(i) não possuem neessariamente a mesma dimensão. Seada vetor tem a dimensão mi, então E(i,j) é uma matriz mi×mj. A dimensão do sistema

n é a soma das dimensões mi dos subsistemas i. O parâmetro de aoplamento c e amatriz G podem ser desartados pela rede�nição das matrizes E(i,j), mas são úteis pelossigni�ados que já tinham nas redes om osiladores idêntios. Cada osilador i, quandodesaoplado, apresenta a dinâmia ẋ(i) = f (i)(x(i)).As redes estudadas neste apítulo apresentam uma restrição: deve existir algumarelação f (i)(·) = f (j)(·) om i 6= j. Dois subsistemas são da mesma lasse se a relaçãoanterior vale entre suas funções f (i), ou seja, se apresentam a mesma dinâmia quandodesaoplados. Desta maneira, uma lasse de osiladores é um modelo de osilador quepoderá ser reproduzido em vários sítios da rede. Em resumo, a rede possui N osiladores,
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Nk osiladores na lasse k, para k = 1, 2, . . . , NC, om NC (NC < N) igual ao número dediferentes lasses de osiladores na rede. Essa rede é dita omposta por diferentes lassesde osiladores.5.2 Sinronização5.2.1 Considerações geraisO interesse é observar a sinronização idêntia entre os osiladores da rede. Devidoao fato de que os osiladores possuem dinâmias desaopladas diferentes, a sinroniza-ção ompleta é impossível, exeto quando o aoplamento ompensa a diferença entre ossubsistemas. A probabilidade disso aonteer, já que os sistemas são não-lineares e oaoplamento é linear, é muito baixa e, em geral, a variedade de sinronização ompletanão é um invariante. Sobram então apenas as sinronizações pariais para o estudo desteapítulo.A oorrênia de padrões de sinronização parial é mais restrita do que no aso de umarede omposta por osiladores idêntios. A restrição adiional é ausada pela difereniaçãoentre osiladores que não existia antes. Em uma rede de osiladores idêntios, o queimpede a existênia de algum tipo de sinronização é apenas o aoplamento. Em uma redeom osiladores diferentes, tanto o aoplamento quanto a disposição dos osiladores sãofatores determinantes. Normalmente, não existirão padrões que atribuam letras idêntiasa subsistemas diferentes. Outra questão é a imposição de que o estado sinronizado deveser osilatório. Subsistemas diferentes aoplados têm maior probabilidade de deixarem deser osilantes do que subsistemas idêntios.Claramente, podem ser difereniados dois tipos de sinronização parial. Sinroni-zação primária é a sinronização idêntia entre todos os possíveis pares de osiladoresidêntios da rede. É a sinronização parial que mais se aproxima da sinronização idên-tia, pois é a que apresenta mais pares de osiladores sinronizados. Já sinronizaçãoseundária é qualquer outra sinronização parial da rede que não seja a primária. Aanálise destas sinronizações pariais é exatamente análoga à realizada para redes omosiladores idêntios, exeto pelas ompliações adiionais introduzidas por onsiderardiferentes lasses de osiladores. Isso será tratado nos exemplos da próxima seção.



5.2 Sinronização 635.2.2 ApliaçõesA diferença entre as lasses de osiladores pode ser relativamente pequena, ou seja,apenas uma mudança que não hama muito a atenção, para que as lasses já sejamonsideradas diferentes. Diga-se, apenas um parâmetro om valores diferentes já trazinteressantes onsiderações. Um aso que se enaixa na desrição aima é o de quatroosiladores de Rössler aoplados em anel, om diferença apenas no parâmetro cR. Para ossubsistemas um e três, cR = 5, 7; para o segundo e quarto, cR = 10, 0. O sistema dinâmioreesrito é:
ẋ(i) = f (i)(x(i)) + c(x(i+1) + x(i−1) − 2x(i)), (5.2)om x(j) = x(j+N) e f (1)(·) = f (3)(·) 6= f (2)(·) = f (4)(·). Os expoentes de Liapunov de adaosilador são estimados em λ1 ≈ 0, 0714 e λ2 ≈ 0, 110. Esta diferença nos expoentes deLiapunov aliada à diferença no parâmetro cR já garante que os subsistemas são realmentede lasses diferentes.A sinronização parial e a ompleta estão relaionadas à existênia de variedadeslineares invariantes (10). O sistema aima não possui um invariante dado por x(i) = x(j)para todos i e j. Isto signi�a que este sistema não pode apresentar o padrão AAAA. Sefosse suposto que este padrão é possível, s deveria obedeer a duas equações distintas:

ṡ = f (1)(s) (5.3)
ṡ = f (2)(s), (5.4)o que é, em geral, impossível. Em outras palavras, se x(i)(t0) = x(j)(t0) para todo i e j epara algum t0, perebe-se que para algum t > t0 e alguns i e j 6= i, x(i)(t) 6= x(j)(t) e oestado de sinronização ompleta é perdido.Sobram os padrões de sinronização parial. Para uma rede de subsistemas idêntiosaoplados em anel, já foi mostrado que os padrões AAAB, AABA, AABC, ABAA, ABBB,ABBC, ABCA e ABCC não podem oorrer, pois o aoplamento em anel determina equa-ções diferentes para osiladores representados por letras iguais. Como o aoplamento nãomudou, é justo dizer que estes padrões não existirão na rede reém-de�nida. Os padrõesAABB e ABBA também não podem oorrer no sistema, pois assoiam letras iguais paraosiladores om dinâmia diferente e já foi estabeleido que o aoplamento não poderáompensar esta diferença. Sobram os padrões:

• O padrão de sinronização primária ABAB, om o invariante dado por x(1) = x(3) e
x(2) = x(4). Este padrão é o de sinronização primária, pois nele todos os osiladores



5.2 Sinronização 64om a mesma dinâmia desaoplada sinronizam.
• O padrão de sinronização seundária ABAC, om o invariante dado por x(1) = x(3);
• O padrão de sinronização seundária ABCB, om o invariante dado por x(2) = x(4).Enquanto os padrões ABAC e ABCB eram o mesmo para uma rede de sistemasidêntios, para uma rede om diferentes lasses eles são padrões distintos. O primeiro dizque os subsistemas da primeira lasse sinronizam. O segundo diz que há sinronizaçãoidêntia entre os osiladores da segunda lasse. Constata-se, outrossim, que apenas háduas maneiras om as quais um padrão se degenera em outro: ABAC ou ABCB degenerar-se em ABAB pela sinronização entre B e C ou A e C ; isto é, os asos de sinronizaçõesseundárias podem reduzir-se à sinronização primária.Tanto a sinronização primária quanto a rede permaneem as mesmas se os osiladores1 e 3, 2 e 4 ou ambos pares são troados de posição. Isso representa que o padrão ABABpreserva as simetrias do sistema. Os padrões ABCB e ABAC quebram de alguma formaessa simetria (31). Ambos atribuem evoluções diferentes para dois osiladores idêntios.Por meio da ondição iniial, o sistema esolhe qual subsistema será representado porB e qual será por C (no aso do padrão ABAC ). Um exemplo de omo essa quebra desimetria pode manifestar-se de maneira espontânea é o seguinte: o expoente transversaldo padrão ABAB é positivo, mas as ondições iniiais estão no invariante deste padrãoe o sistema apresenta simetria om relação aos osiladores idêntios. Contudo, bastaráuma pequena perturbação para que o sistema deixe esse invariante e sinronize om opadrão ABAC. Assim, o estado do sistema deixou de ser simétrio e houve uma quebrade simetria espontânea.A análise dos expoentes transversais irá omeçar pela sinronização primária. Omovimento na variedade de sinronização é dado pelas equações:

ṡ(1) = f (1)(s(1)) + 2c(s(2) − s(1)) (5.5a)
ṡ(2) = f (2)(s(2)) + 2c(s(1) − s(2)), (5.5b)nas quais s(1) = x(1) = x(3) e s(2) = x(2) = x(4). Estas equações mostram que o estadosinronizado e seu expoente de Liapunov λ dependem de c. Para a sinronização seronsiderada, o sistema deve ser osilante, isto é, λ ≥ 0. Se o movimento na variedade desinronização deixa de ser osilante e tudo onverge para um ponto �xo, não existe maissinronização e sim supressão das osilações (6).



5.2 Sinronização 65Como em todo estudo de sinronização idêntia, devem ser de�nidos pequenos desviosdo estado sinronizado: para i = 1, 2, 3, 4, x(i) = s(ηi) + δx(i), om ηi = 1 se i = 1, 3 e
ηi = 2 se i = 2, 4. As equações difereniais para as quantidades δx(i) são:

˙δx(i) = Jηi
(s(ηi))δx(i) + c(δx(i+1) + δx(i−1) − 2δx(i)), (5.6)nas quais Ji é a matriz jaobiana de f (i). A evolução das pequenas diferenças entre ososiladores que devem sinronizar para o padrão ABAB é o foo aqui. São apenas duasestas diferenças: δy(1) = δx(1) − δx(3) e δy(2) = δx(2) − δx(4). Se δy(1) e δy(2) desapareemexponenialmente rápido om t → ∞, a rede atinge a sinronização primária. Isso dependedas equações para ˙δy(i) (i = 1, 2):

˙δy(i) = Jηi
(s(ηi))δy(i) − 2cδy(i) (5.7)e do expoente transversal de�nido omo

λ⊥ = lim
t→∞

1

t
ln

δ(t)

δ(0)
, (5.8)om δ(t) =

√

∑

i(δy
(i)(t))2. Se λ⊥ < 0, as pequenas diferenças entre os osiladores 1 e3 � δy(1)(t) � e entre os osiladores 2 e 4 � δy(2)(t) � diminuem exponenialmente e asondições iniiais próximas à variedade de sinronização aproximam-se dela.A de�nição de expoente transversal e as equações (5.5) e (5.7) levam à a�rmaçãode que, se c = 0, o expoente transversal é o expoente de Liapunov do sistema (5.5), ousimplesmente λ2 (já que λ2 > λ1). Para o melhor entendimento da sinronização, podeser tentada a substituição:

δy(i) = e−2ctδy(i)′, (5.9)que leva à equação modi�ada:
˙δy(i)′ = Jηi

(s(ηi))δy(i)′, (5.10)e o orrespondente expoente transversal:
λ⊥ = −2c + lim

t→∞

1

t
ln

δ′(t)

δ′(0)
= −2c + λ′

⊥, (5.11)om δ′(t) =
√

∑

i(δy
(i)′(t))2. Infelizmente, λ′

⊥ não é de simples determinação, ao ontráriodo aso de sinronização ompleta em uma rede de osiladores idêntios. Contudo, se λ′
⊥(c)é limitado para c → ∞, pode ser onluído que o sistema irá sinronizar para valores de caima de um limiar. Isto aontee quando a dinâmia expressa pela equação (5.5) possui



5.2 Sinronização 66um atrator limite para c → ∞. Se os osiladores que pertenem a diferentes lasses são dealguma maneira pareidos e o aoplamento faz om que a evolução de todos se torne maispareida, então se pode esperar que o limite para c in�nito produz um atrator limitadono espaço de fases.Para o padrão ABAC, a dinâmia na variedade de sinronização é dada por:
ṡ(1) = f (1)(s(1)) + c(s(2) + s(3) − 2s(1)) (5.12a)

ṡ(2) = f (2)(s(2)) + 2c(s(1) − s(2)) (5.12b)
ṡ(3) = f (2)(s(3)) + 2c(s(1) − s(3)), (5.12)om s(1) = x(1) = x(3), s(2) = x(2) e s(3) = x(4). A evolução de δy(1) = δx(1) − δx(3) é dadapor:

˙δy(1) = J1(s
(1))δy(1) − 2cδy(1) (5.13)e o expoente transversal é simplesmente:

λ⊥ = lim
t→∞

1

t
ln

|δy(1)(t)|

|δy(1)(0)|
. (5.14)O padrão ABCB possui dinâmia sinronizada dada por:

ṡ(1) = f (1)(s(1)) + 2c(s(2) − s(1)) (5.15a)
ṡ(2) = f (2)(s(2)) + c(s(1) + s(3) − s(2)) (5.15b)

ṡ(3) = f (1)(s(3)) + 2c(s(2) − s(3)), (5.15)na qual s(1) = x(1), s(2) = x(2) = x(4) e s(3) = x(3). A diferença entre um estado próximoao invariante de sinronização e o próprio é proporional a δy(1) = δx(2)−δx(4), que evoluiom a equação:
˙δy(1) = J2(s

(2))δy(1) − 2cδy(1). (5.16)O expoente de Liapunov transversal pode ser failmente de�nido omo no aso do padrãoABCB.Na �gura 22, estão alulados numeriamente os expoentes de Liapunov do sistemae os expoentes transversais dos três padrões para 0 ≤ c ≤ 0, 1. Os expoentes do sistemamantêm-se sempre positivos ou nulos, o que india que a solução nuna deixa de serosilante. Para o padrão ABAB, o expoente transversal derese aproximadamente demaneira linear om c, on�rmando que λ′
⊥(c) é também aproximadamente onstante. Oexpoente transversal torna-se negativo a partir de c ≈ 0, 055 e o movimento sinronizado
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Figura 22: Expoentes de Liapunov do sistema sinronizados e transversais para os trêspadrões de quatro osiladores de Rössler aoplados em anel de aordo om as equações 5.2.A existênia dos padrões é detetada por meio dos expoentes transversais, enquanto queo expoente de Liapunov do sistema sinronizado informa qual é o tipo de atrator domovimento na variedade de sinronização.pode ser aótio ou osilatório, dependendo do c. Este é o primeiro indíio de que redesom osiladores de lasses diferentes podem sinronizar.Os expoentes de Liapunov dos subsistemas 1 e 3 são menores do que os dos subsistemas2 e 4. Esperar-se-ia inadvertidamente que os osiladores om expoente de Liapunovmenor sinronizassem om aoplamento mais frao do que o aoplamento neessário parasinronizar os osiladores om expoentes mais altos. Com o parâmetro c aumentandoe a garantia de que o sistema atingirá sinronização primária, o padrão ABAC deveriasupostamente ser enontrado antes do padrão ABCB. Todavia, a �gura 22 mostra que essaexpetativa é inválida. Além disso, os padrões ABAC e ABAB têm expoentes transversais
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Figura 23: Distânias médias entre as variáveis do sistema e as variedades de sinronização.O sistema e seus padrões possíveis são os mesmos da �gura 22. Quando a distânia seanula, há sinronização.sempre om o mesmo sinal e isso india que os dois padrões podem oorrer ou não paraos mesmos valores de c. Assim, o padrão ABAC provavelmente será sempre degeneradoem ABAB, pois, quando o expoente transversal é negativo, não há diferença entre osexpoentes de Liapunov dos sistemas sinronizados, o que é indíio de que se está tratandodo mesmo atrator.Finalmente, om o padrão ABCB, é enontrada sinronização seundária para 0, 042 <

c < 0, 055. A erteza nessa a�rmação é que nesta região apenas se pode enontrar estepadrão e isso garante que ele é não-degenerado. Contudo, para c > 0, 055, o padrãode sinronização primária também pode oorrer. Para c ≈ 0, 06, essa oexistênia deatratores é bem visível, om o padrão ABAB apresentando evolução aótia e o ABCB,periódia. Assim, o expoente de Liapunov do estado sinronizado é a medida que garantea existênia de dois atratores diferentes.A �gura 23 ilustra tudo que foi dito anteriormente. Na �gura, estão aluladas asdistânias médias entre as variáveis do sistema e as variedades de sinronização. O padrão



5.2 Sinronização 69ABAC não é enontrado em sua forma não-degenerada. O padrão ABCB oorre a partirde c ≈ 0.042, até se degenerar no padrão ABAB. Este passa a oorrer om c ≈ 0.06,oexistindo om aquele.
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6 Conlusão

No presente trabalho foi estudada a sinronização idêntia em redes de osiladoresaótios. Diversas redes foram onsideradas e, om elas, muitas possibilidades de sinro-nização. Estas sempre se assoiavam a um invariante, a variedade de sinronização, ujaexistênia era a primeira oisa a ser veri�ada. Após, a integração numéria de siste-mas dinâmios guiava o estudo, prinipalmente om o álulo dos expoentes de Liapunovtransversais.Para um par de osiladores, vários tipos de aoplamento foram onsiderados. O ao-plamento em todas as variáveis mostrou-se omo uma maneira simples de gerar sinroni-zação. Neste aso, onluiu-se que o álulo numério nem é neessário; a sinronizaçãoidêntia é determinada por meio de uma simples relação entre o parâmetro de aopla-mento e o expoente de Liapunov do osilador. Aoplamentos em uma variável apenasmereeram uma análise mais uidadosa e detalhada e o uso de expoentes transversaisfoi justi�ado. Quase todos os aoplamentos mostrados podiam resultar em sinroniza-ção para algum valor dos parâmetros. Um sistema que apresentava sinronização emantifase foi onsiderado a partir de uma relação om um outro sistema que sinronizavaidentiamente.Em redes de osiladores idêntios, as possibilidades de sinronização � as variedadesde sinronização que são invariantes � mostraram-se mais numerosas. As oorrênias desinronizações ompleta e parial foram registradas e a análise de um par de osiladoresfoi expandida para esse novo aso. As estruturas espaiais (padrões) e seus métodosde obtenção foram revelados para um exemplo. As relações de degeneresênia tambémforam estudadas e veri�adas na rede.A sinronização idêntia de osiladores idêntios em redes om diferentes lasses de os-iladores também foi onsiderada. A rede, omposta por Ni subsistemas da lasse i, p�demostrar diversos tipos de sinronização parial, inluindo o aso no qual ada lasse tinhatodos os seus osiladores sinronizados identiamente, hamado de sinronização primá-



6 Conlusão 71ria. A sinronização seundária (sinronização parial que não fosse primária) tambémfoi enontrada.Importantes relações entre os diversos tipos de sinronização (até mesmo para redesdiferentes) foram estabeleidas. Os sistemas em geral mostraram uma grande riqueza deomportamentos. No entanto, esta riqueza é ompletamente ompreensível, indiandoque a sinronização é uma ligação bem estabeleida entre sistemas om pouas e sistemasom muitas dimensões e também entre oneitos simples e fen�menos omplexos.
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APÊNDICE A -- Exemplo de programa para aintegração numéria

Este apêndie introduz um exemplo de programa para a integração numéria. Alinguagem de programação utilizada é a linguagem C++. O programa apresentado integraum sistema de Rössler om o método RKF45. O arquivo par.dat é lido pelo programano iníio da exeução e ontém os parâmetros para a integração: tempo iniial, tempo�nal, passo iniial, erro por passo (tolerânia), parâmetros do sistema e ondições iniiais.Segue um exemplo.Arquivo par.dat:0.01000.01e-201e-60.2 0.2 5.70.0 0.0 0.0O programa esreve sua saída no arquivo saida.dat. Ele grava os parâmetros utilizadose depois as variáveis ti, x′
1(ti), x′

2(ti) e x′
3(ti). Segue um exemplo de saída.Arquivo saida.dat:Integrador de sistemas.Tempo iniial: 0Tempo de integração: 1000Passo iniial: 1e-020Erro por passo: 1e-006



Apêndie A -- Exemplo de programa para a integração numéria 76Parâmetro 1: 0.2Parâmetro 2: 0.2Parâmetro 3: 5.7Condição iniial 1: 0Condição iniial 2: 0Condição iniial 3: 08.43971e-013 -7.12286e-026 -2.00383e-038 1.68794e-0139.08119e-010 -8.24681e-020 -2.49636e-029 1.81624e-0109.72413e-007 -9.45585e-014 -3.065e-020 1.94482e-0070.00183476 -3.35464e-007 -2.05363e-010 0.000365040.0385392 -0.000138205 -1.81115e-006 0.00691995... O programa é esrito em um arquivo integrador.pp para ser ompilado. O ódigofaz uso de objetos para simpli�ar as de�nições de sistemas dinâmios e integradores.Na verdade, as lasses �am em um arquivo separado que serve de bibliotea para váriosprogramas. Assim, para mudar o sistema sendo integrado ou o próprio integrador, bastamudar uma ou pouas linhas do programa. Desta maneira, o ódigo é reaproveitado aomáximo e erros são evitados, pois o integrador ou sistema é esrito uma vez, testado eguardado. Além disso, a riação de novos programas é simpli�ada.Arquivo integrador.pp://------------------------------------------------------------------------------// Inlusões.//------------------------------------------------------------------------------using namespae std;#inlude <iostream>#inlude <fstream>//------------------------------------------------------------------------------// Classe geral de sistemas.//------------------------------------------------------------------------------lass Sistema{proteted:int i, n_var, n_par;double *var, *par, *var0, temp;publi:virtual void Derivada(double * deriv, double y[℄, double t) = 0;



Apêndie A -- Exemplo de programa para a integração numéria 77__inline void Sistema::setVar(double * destino){ var = destino;for (i=0;i<n_var;i++) var[i℄ = var0[i℄;};__inline double * Sistema::Var(int xi) {return &var[xi℄;};__inline double * Sistema::Par(int xi) {return &par[xi℄;};__inline int N_var() {return n_var;};__inline int N_par() {return n_par;};};//------------------------------------------------------------------------------// Classe do sistema de Rössler.//------------------------------------------------------------------------------lass Rossler: publi Sistema{proteted:enum {A,B,C};enum {X,Y,Z};publi:// derivadas__inline void Derivada(double deriv[℄, double * variavel, double t){ deriv[X℄ = -variavel[Y℄ - variavel[Z℄;deriv[Y℄ = variavel[X℄ + par[A℄ * variavel[Y℄;deriv[Z℄ = par[B℄ + variavel[Z℄*(variavel[X℄ - par[C℄);};// onstrutorRossler( double a = 0.2, double b = 0.2, double  = 8.0,double x = 0 , double y = 0 , double z = 0 ){ n_var=3;n_par=3;var0 = new double [n_var℄;par = new double [n_par℄;var0[X℄=x; var0[Y℄=y; var0[Z℄=z;par[A℄=a; par[B℄=b; par[C℄=;};};



Apêndie A -- Exemplo de programa para a integração numéria 78//------------------------------------------------------------------------------// Classe geral de integradores.//------------------------------------------------------------------------------lass Integrador{proteted:int i,n;double h;Sistema * sis;publi:double t, *x;__inline double passo() {return h;};__inline virtual void Integra() = 0;};//------------------------------------------------------------------------------// Classe do integrador RKF45.//------------------------------------------------------------------------------lass RungeKuttaFehlberg45 : publi Integrador{private:double *k1, *k2, *k3, *k4, *k5, *k6, *temp;double erro, fator_h;publi:int n_erro;// ontrutorRungeKuttaFehlberg45(double passo_iniial, double erro_m, Sistema * sistema){ sis=sistema;h=passo_iniial;n=sis->N_var();n_erro=n;erro=erro_m;fator_h = exp(0.25*(log(erro/2)));t=0;x = new double[n℄;



Apêndie A -- Exemplo de programa para a integração numéria 79k1 = new double[n℄;k2 = new double[n℄;k3 = new double[n℄;k4 = new double[n℄;k5 = new double[n℄;k6 = new double[n℄;temp = new double[n℄;for (int j = 0; j<n; j++) x[j℄ = 0.0;sis->setVar(x);};// integração__inline void Integra(){// Cálulo dos oefiientessis->Derivada(k1, x, t);for (i=0;i<n;i++) temp[i℄ = x[i℄ + 0.25*k1[i℄*h;sis->Derivada(k2, temp, t + 0.25*h);for (i=0;i<n;i++) temp[i℄ = x[i℄ + (3*k1[i℄/32 + 9*k2[i℄/32)*h;sis->Derivada(k3, temp, t + 0.375*h);for (i=0;i<n;i++) temp[i℄ = x[i℄ +(1932*k1[i℄/2197 - 7200*k2[i℄/2197 + 7296*k3[i℄/2197)*h;sis->Derivada(k4, temp, t + 12*h/13);for (i=0;i<n;i++) temp[i℄ = x[i℄ +(439*k1[i℄/216 - 8*k2[i℄ + 3680*k3[i℄/513 - 845*k4[i℄/4104)*h;sis->Derivada(k5, temp, t + h);for (i=0;i<n;i++) temp[i℄ = x[i℄ + (- 8*k1[i℄/27 + 2*k2[i℄ -3544*k3[i℄/2565 + 1859*k4[i℄/4104 - 11*k5[i℄/40)*h;sis->Derivada(k6, temp, t + 0.5*h);// inremento das variáveist+=h;for (i=0;i<n;i++) x[i℄ += h*(16*k1[i℄/135 + 6656*k3[i℄/12825 +28561*k4[i℄/56430 - 9*k5[i℄/50 + 2*k6[i℄/55);



Apêndie A -- Exemplo de programa para a integração numéria 80// Cálulo do erro e do próximo passofor (i=0;i<n_erro;i++) temp[i℄ = (k1[i℄/360 - 128*k3[i℄/4275- 2197*k4[i℄/75240 + k5[i℄/50 + 2*k6[i℄/55);temp[0℄ *= temp[0℄;for (i=1;i<n_erro;i++) temp[0℄ += temp[i℄*temp[i℄;h = h * fator_h * exp(-0.125*log(temp[0℄));};};//------------------------------------------------------------------------------// Rotina prinipal.//------------------------------------------------------------------------------int main(int arg, har *argv[℄) {//------------------------------------------------------------------------------// Definição de variáveis.//------------------------------------------------------------------------------register int i,j;// Variáveis do integradordouble tempo_iniial, tempo_de_int;double passo_iniial, erro_por_passo;// Variáveis do sistemasdouble par1, par2, par3;double ond_ini1, ond_ini2, ond_ini3;// Arquivosifstream input;ofstream output;//------------------------------------------------------------------------------// Leitura do arquivo de parâmetros.//------------------------------------------------------------------------------input.open("par.dat");if (! input.is_open()) {out << "Erro abrindo arquivo 'entrada.dat'."; exit (1);}input >> tempo_iniial;input >> tempo_de_int;



Apêndie A -- Exemplo de programa para a integração numéria 81input >> passo_iniial;input >> erro_por_passo;input >> par1;input >> par2;input >> par3;input >> ond_ini1;input >> ond_ini2;input >> ond_ini3;input.lose();//------------------------------------------------------------------------------// Esrevendo parâmetros nas saída.//------------------------------------------------------------------------------output.open("saida.dat");if (! output.is_open()) {out << "Erro abrindo arquivo 'saida.dat'."; exit (1);}output << "Integrador de sistemas.\n";output << "Tempo iniial: " << tempo_iniial << endl;output << "Tempo de integração: " << tempo_de_int << endl;output << "Passo iniial: " << passo_iniial << endl;output << "Erro por passo: " << erro_por_passo << endl;output << "Parâmetro 1: " << par1 << endl;output << "Parâmetro 2: " << par2 << endl;output << "Parâmetro 3: " << par3 << endl;output << "Condição iniial 1: " << ond_ini1 << endl;output << "Condição iniial 2: " << ond_ini2 << endl;output << "Condição iniial 3: " << ond_ini3 << endl;//------------------------------------------------------------------------------// Montando o sistema e o integrador.//------------------------------------------------------------------------------Rossler * sis = new Rossler(par1, par2, par3,ond_ini1, ond_ini2, ond_ini3);RungeKuttaFehlberg45 * integrador= new RungeKuttaFehlberg45(passo_iniial, erro_por_passo, sis);



Apêndie A -- Exemplo de programa para a integração numéria 82//------------------------------------------------------------------------------// Preparando a integração.//------------------------------------------------------------------------------out << "O programa está pronto para integrar...\n";i=1;//------------------------------------------------------------------------------// Integração.//------------------------------------------------------------------------------for (integrador->t = tempo_iniial; integrador->t < tempo_de_int;) {integrador->Integra();if (i==0) {output << integrador->t << " ";for (j=0; j<sis->N_var(); j++)output << (* sis->Var(j)) << " ";output << endl;i=1;}i-=1;}//------------------------------------------------------------------------------// Finalizando a integração.//------------------------------------------------------------------------------output.lose();out << endl << endl << endl << "Fim!";return 0;}


