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por
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Às minhas amigas Ângela, Maria e Elis, sei que torceram muito por mim.

Valeu meninas!

Aos professores Jaime Ripoll, pelo excelente curso de Geometria Riemanni-
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Resumo

Seja C uma co-álgebra. Consideremos o anel de convolução C∗, que é a

álgebra dual de C. Dado um co-módulo à direita (resp. à esquerda) sobre C

é posśıvel definir um C∗-módulo à esquerda (resp. à direita) racional.

Nesta tese, estudamos as noções correspondentes dos conceitos de primos,

fortemente primos, semiprimos e fortemente semiprimos, que são encontrados

na literatura em [2], [3], [4], [13] e [17], para co-módulos. A noção do conceito

de primo é obtida também para co-álgebras. Mostramos que uma co-álgebra

C é prima se, e somente se, C é uma co-álgebra simples.

Abstract

Let C be a coalgebra. We consider the convolution ring C∗, which is the

dual algebra of C. Given a right C-comodule (resp. a left C-comodule) is

possible to show that it is a left (resp. right) rational C∗-module.

In this thesis, we study the correspondent notions of prime, strongly prime,

semiprime and strongly semiprime that are given in [2], [3], [4], [13] e [17] to

comodules. A notion of prime is given to coalgebras too. We show that a

coalgebra C is prime if and only if C is a simple coalgebra.
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1.5 Módulos racionais . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19

1.6 A categoria σ[M ]c . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23

1.7 Resultados complementares . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 24
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Introdução

Módulos primos, fortemente primos, semiprimos e fortemente semiprimos

têm sido muito estudados, como podemos encontrar nas referências [2], [3],

[4] e [17].

Co-módulos também foram muito considerados ultimamente. Dada uma

co-álgebra C e um co-módulo à direita (resp. à esquerda) sobre C, consi-

derando o anel de convolução C∗, que é a álgebra dual de C, definem-se os

C∗-módulos à esquerda (resp. à direita) racionais.

Um resultado conhecido e que usamos neste trabalho é o isomorfismo exis-

tente entre a categoria dos C∗-módulos à esquerda racionais e a categoria dos

co-módulos à direita, ([1], Th. 2.2.5). Aproveitamos para dizer que trabalha-

mos sempre com co-módulos à direita, quando nada for dito ao contrário.

O objetivo desta tese é estudar noções correspondentes dos conceitos de

primos, fortemente primos, semiprimos e fortemente semiprimos para co-

módulos, usando o isomorfismo mencionado acima. Também estudamos a

noção correspondente do conceito de primo para co-álgebras.

Feito este estudo, percebemos que é posśıvel definir uma categoria na

qual os resultados anteriores feitos para co-módulos são obtidos como um

caso particular. Este estudo originou o segundo caṕıtulo da tese. No que

segue, apresentamos uma noção de cada caṕıtulo.

O Caṕıtulo 1 apresenta os pré-requisitos necessários ao desenvolvimento

dos resultados deste trabalho.

No Caṕıtulo 2, dado um anel R, definimos uma subcategoria de R-Mod,
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que denotamos DR, onde todo M ∈ Obj (DR) possui a propriedade que

R/AnR(M) é artiniano à esquerda. Estudamos então módulos primos, forte-

mente primos, semiprimos e fortemente semiprimos em DR.

Um dos principais resultados deste caṕıtulo diz que um módulo M ∈ DR

é primo se, e somente se, M =
∑

i∈Ω

⊕
Mi, onde os Mi

′
s são R-submódulos

simples de M , isomorfos dois a dois. Provamos também que um módulo em

DR é primo (resp. semiprimo) se, e somente se, é fortemente primo (resp.

fortemente semiprimo).

Obtivemos também uma caracterização para módulos semiprimos em DR

em termos de módulos primos, isto é, um módulo é semiprimo se, e somente

se, é uma soma direta de módulos primos.

Em ([2], Prop. 1.20) Dauns prova que para um anel R e um R-módulo

M , se
⋂ {N : N é um submódulo de M primo em M} = (0) então M é semi-

primo. Em ([3] e [4]), ele questiona a reciprocidade desta proposição. Mos-

tramos neste trabalho que esta rećıproca é verdadeira para qualquer módulo

semiprimo em DR.

No Caṕıtulo 3, definimos co-módulos primos, fortemente primos, semipri-

mos e fortemente semiprimos. Dizemos que um co-módulo à direita M sobre

C é primo se M é primo como um C∗-módulo à esquerda racional. De maneira

semelhante damos as definições de co-módulos fortemente primos, semiprimos

e fortemente semiprimos.

Os resultados referentes à co-módulos primos são obtidos como um caso

particular do Caṕıtulo 2, usando além do isomorfismo entre a categoria dos

C∗-módulos à esquerda racionais e a categoria dos co-módulos à direita, o fato

de que C∗/AnC∗(M) é artiniano à esquerda, para todo C∗-módulo à esquerda

racional primo M . Conseqüentemente, os resultados obtidos são semelhantes

aos do Caṕıtulo 2.

Para os co-módulos semiprimos, os resultados não são obtidos como um

caso particular do Caṕıtulo 2, pois em geral, não é verdade que todos os

C∗-módulos à esquerda racionais semiprimos estejam em DC∗ . Apresentamos

um exemplo que mostra este fato. Mesmo assim, conseguimos provas diretas
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para os resultados correspondentes.

No caṕıtulo 4, considerando o fato que C é um co-módulo à direita e à

esquerda sobre si mesma, definimos e caracterizamos as co-álgebras primas.

Mostramos que as co-álgebras primas são apenas as co-álgebras simples.

Ao considerarmos C como um co-módulo à direita sobre si mesma, C é

primo (isto é, C∗C é um módulo primo) se, e somente se, C é uma co-álgebra

simples. O mesmo resultado vale se considerarmos C como um co-módulo à

esquerda sobre si mesma.
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Caṕıtulo 1

Pré-Requisitos

Neste caṕıtulo, R é um anel não necessariamente comutativo com unidade

e R-Mod, a categoria dos R-módulos à esquerda. Em todo o texto, estamos

trabalhando com módulos à esquerda quando nada for dito ao contrário.

O objetivo deste caṕıtulo é lembrar definições e resultados que são usa-

dos nos caṕıtulos posteriores, permitindo assim um melhor entendimento do

trabalho.

1.1 Conceitos básicos

Nesta seção, lembramos as definições de anéis primos, semiprimos, primi-

tivos (à esquerda) e semi-simples assim como alguns resultados relativos aos

mesmos. Vemos também as definições e algumas propriedades importantes

dos módulos semi-simples, primos e semiprimos. Sobre estes temas, a litera-

tura é muito ampla, destacamos [2], [3], [4], [8] e [13].

Um ideal I de R é dito primo se I 6= R e para quaisquer ideais U, V em

R tais que UV ⊆ I então U ⊆ I ou V ⊆ I.

Um ideal J de R é dito semiprimo se para qualquer ideal U em R tal que

U2 ⊆ J então U ⊆ J .

Definição 1.1. Um anel R é dito primo (resp. semiprimo) se (0) é um ideal

primo (resp. semiprimo).

Segue imediatamente de suas definições que todo anel primo é semiprimo.
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Exemplos: Anéis simples são primos e portanto, semiprimos. Anéis redu-

zidos (isto é, anéis que não possuem elementos nilpotentes não-nulos) são

semiprimos.

Definição 1.2. Um anel R é dito primitivo à esquerda se R possui um R-

módulo à esquerda simples e fiel.

Um R-módulo M é fiel se seu anulador em R é zero, isto é, AnR(M) =

{r ∈ R : rm = 0, para todo m ∈ M} = 0.

Exemplo: Sejam D um anel de divisão e V um D-espaço vetorial à direita.

Então o anel End(VD) operando à esquerda sobre V é um anel primitivo à

esquerda.

Definição 1.3. Um R-módulo M é chamado semi-simples se M é a soma

direta de uma famı́lia de submódulos simples.

Exemplo: Os módulos simples são semisimples.

Definição 1.4. Um anel R é chamado semi-simples à esquerda (à direita) se

R visto como um módulo à esquerda (à direita) sobre si mesmo é um módulo

semi-simples.

É bem conhecido que R é um anel semi-simples à esquerda se, e somente

se, R é um anel semi-simples à direita, este é um corolário do famoso Teorema

de Wedderburn-Artin.

Enunciamos dois resultados que são usados no Caṕıtulo 2.

Proposição 1.5. ([8], Ch. 4, Prop. 11.7) Seja R um anel artiniano à esquerda.

Então:

(i) R é semi-simples ⇔ R é semiprimo.

(ii) R é simples ⇔ R é primitivo à esquerda ⇔ R é primo.

Proposição 1.6. ([8], Ch. 1, Th. 3.10) Seja R um anel simples. Então as

seguintes afirmações são equivalentes:

(i) R é artiniano à esquerda.

(ii) R é semi-simples.

(iii) R possui um ideal à esquerda minimal.

(iv) R 'Mn(D), para algum inteiro positivo n e algum anel de divisão D.
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Por último, recordamos a definição de módulos primos e semiprimos que

é de fundamental importância no desenvolvimento deste trabalho.

Definição 1.7. ([2], Def. 1.2) Seja M um R-módulo. Dizemos que um submó-

dulo N de M é primo em M se rRm ⊆ N , para r ∈ R, m ∈ M , implica

rM/N = 0 (isto é, r ∈ AnR(M/N)).

O módulo M é dito primo se (0) é um submódulo primo em M .

Vemos que um submódulo N de M é primo em M se o quociente M/N é

um módulo primo.

Chamamos a atenção para o fato de que quando o submódulo N de M

for primo como um módulo, isto é, (0) é submódulo primo em N , diremos N

um módulo primo.

Uma das equivalências imediatas desta definição, diz que um R-módulo M

é primo se, e somente se, AnR(M) = AnR(N) para todo submódulo não-nulo

N de M , veja ([2], Cor. 1.5).

Definição 1.8. ([3], Def. 1.4) Seja M um R-módulo. Dizemos que um submó-

dulo N de M é semiprimo se rRrm ⊆ N , para r ∈ R, m ∈ M , implica que

rm ∈ N .

O módulo M é dito semiprimo se (0) é um submódulo semiprimo de M .

Observamos que todo módulo primo é semiprimo.

Proposição 1.9. Seja M um R-módulo semi-simples. Então M é um módulo

semiprimo.

Demonstração: Sejam m ∈ M e a ∈ R tais que aRam = 0. Podemos

escrever M =
∑

i∈I

⊕
Mi, onde os Mi

′
s são simples. Logo, m =

∑
i∈F mi,

onde mi ∈ Mi para um conjunto finito de ı́ndices F ⊆ I, dáı am =
∑

i∈F ami.

Se ami = 0 para todo i ∈ F , então am = 0 e o resultado segue. Suponha

que ami 6= 0 para algum i ∈ F . Como Mi é simples, temos que Rami = Mi.

Sendo que a ∈ AnR(Ram), segue que aRami = 0 e então aMi = 0. Logo,

ami = 0 o que é uma contradição.
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1.2 A categoria σ[M ]

Nesta seção, apresentamos a categoria σ[M ] e suas principais propriedades.

Esta categoria é bem estudada em [17] e [18].

Primeiramente recordamos as definições de geradores e subgeradores de

um R-módulo.

Definição 1.10. ([18], Ch. 3, Sec. 13.3) Seja R um anel e sejam M e P dois

R-módulos à esquerda. Dizemos que P é M-gerado se existem um conjunto

de ı́ndices ω e um epimorfismo ψ : M (ω) → P . Dizemos que M é gerador

para P .

Definição 1.11. ([18], Ch. 3, Sec. 15) Seja R um anel e sejam M e P dois R-

módulos à esquerda. Dizemos que P é M-subgerado se existem um conjunto

de ı́ndices Ω e um epimorfismo ϕ : M (Ω) → P
′
, para algum R-módulo P

′ ⊇ P .

Dizemos que M é subgerador para P .

Dado um R-módulo M , a categoria de todos os R-módulos que são M -

subgerados é denotada por σ[M ]. Logo, dizer que um R-módulo P é M -

subgerado é equivalente a dizer que P ∈ σ[M ]. É claro que todo módulo

M -gerado é também M -subgerado.

A categoria σ[M ] é a menor subcategoria de R-Mod que contém M e

que é fechada para submódulos, módulos quocientes e somas diretas. Além

disso, σ[M ] é uma subcategoria plena de R-Mod, isto é, Homσ[M ](N,P ) =

HomR-Mod(N,P ), para quaisquer R-módulos N e P em σ[M ].

Fazemos um comentário a respeito de envoltória injetiva e para isso, lem-

bremos algumas definições.

Definição 1.12. Um R-módulo P é dito M-injetivo, ou injetivo em σ[M ],

se para todo submódulo N de M e todo homomorfismo f : N → P , existe um

homomorfismo g : M → P tal que g|N = f , isto é, o diagrama abaixo comuta

0 // N
i //

f
²²

M

g
~~|

|
|

|

P

onde i é a inclusão.
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Um módulo P diz-se injetivo se P é M -injetivo para todo R-módulo M .

Definição 1.13. Seja M um R-módulo. Um submódulo N de M diz-se

essencial em M se N ∩ P 6= 0, para todo submódulo não-nulo P de M .

Usamos a notação N ⊆e M para um submódulo N essencial em M .

Seja N um R-módulo. O Lema de Zorn garante a existência de um R-

módulo E que é uma extensão essencial maximal de N , isto é, N é um

submódulo essencial de E e se existir um outro R-módulo B tal que N seja

um submódulo essencial em B, então a inclusão N ↪→ E estende-se a um

monomorfismo B → E. Além disso, E é também um R-módulo injetivo. O

R-módulo E é então chamado a envoltória injetiva do R-módulo N . Para

maiores detalhes, veja ([6], Th. 1.10 e Prop. 1.11). O Teorema 1.10 de [6]

mostra que E é uma extensão injetiva minimal de N se, e somente se, E é

uma extensão essencial maximal de N e a Proposição 1.11 garante que, a

menos de isomorfismo, existe apenas uma envoltória injetiva.

Analogamente, para todo módulo N ∈ σ[M ], existe a envoltória M -

injetiva de N em σ[M ] que denotamos por N̂ , isto é, N̂ é uma extensão M -

injetiva minimal de N em σ[M ]. Para maiores detalhes, veja ([18], Sec. 17.9).

Observação 1.14. Todo módulo M -injetivo P em σ[M ] é gerado por todo

subgerador dele em σ[M ]. De fato, seja K ∈ σ[M ] um subgerador de P .

Então existem um conjunto de ı́ndices Ω e um epimorfismo ϕ : K(Ω) → P
′
,

para algum P
′ ⊇ P .

Temos que P
′ ' K(Ω)/Ker(ϕ) ∈ σ[M ]. A seqüência exata curta

0 −→ P
i−→ P

′ −→ P
′
/P −→ 0

em σ[M ] cinde, pois P é injetivo em σ[M ]. Então existe ψ : P
′ → P tal que

ψ ◦ i = idP . Assim, a função ψ ◦ϕ : K(Ω) → P é um epimorfismo e portanto,

P é K-gerado.

1.3 Teoria de torsão em σ[M ], módulos forte-

mente primos e fortemente semiprimos

Seja M um R-módulo. A teoria de torsão em σ[M ] é apresentada de

maneira detalhada em ([17], Ch. 3, Sec. 9). Vamos apresentar aqui apenas o

essencial ao desenvolvimento de temas posteriores deste trabalho.
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Nesta seção também lembramos as definições e principais resultados sobre

módulos fortemente primos e fortemente semiprimos, pois ambos estão bem

relacionados com a teoria de torsão em σ[M ].

Uma classe T de módulos em σ[M ] é dita:

(i) Uma classe de pretorsão se T é fechada para módulos quocientes e somas

diretas.

(ii) Uma classe de pretorsão hereditária se T é fechada para submódulos,

módulos quocientes e somas diretas.

(iii) Uma classe de torsão hereditária se T é fechada para submódulos, módulos

quocientes, somas diretas e extensões em σ[M ] (isto é, dada uma seqüência

exata curta 0 → U → N → V → 0 tal que U, V ∈ T então N ∈ T ).

Sejam T uma classe de pretorsão em σ[M ] e N um R-módulo. O seguinte

conjunto é um submódulo de N :

T (N) := Tr(T , N) =
∑

{U ⊆ N : U ∈ T },

a soma de todos os submódulos de N que pertencem a T .

T (N) é chamado o submódulo de T -torsão de N . Se T (N) = N , então

N é dito um módulo de T -torsão e se T (N) = 0, N é dito um módulo livre

de T -torsão.

Seguem algumas propriedades de T (N).

Proposição 1.15. Sejam T uma classe de pretorsão em σ[M ] e N ∈ R-Mod.

Então as seguintes afirmações são válidas:

(i) T (N) ∈ T .

(ii) T (N) =
∑{Imh, h ∈ HomR(U,N), U ∈ T } é o maior submódulo de N

que pertence a T .

(iii) Para todo R-homomorfismo f : N → L, onde N e L são R-módulos

quaisquer, temos que f(T (N)) ⊆ T (L). Além disso, se T é uma classe de

pretorsão hereditária então, para todo submódulo L de N , temos que T (L) =

L ∩ T (N).

Demonstração: (i) Consideramos {Ui}i a famı́lia de todos os submódulos de

N que pertencem à T , as inclusões canônicas {qj : Uj →
⊕
i

Ui} e as inclusões

{hj : Uj → N}, então existe um único R-homomorfismo g :
⊕
i

Ui → N tal que

9



g ◦ qj = hj. É claro que Img =
∑

Ui e portanto a aplicação g :
⊕
i

Ui →
∑

Ui

é sobrejetora e isto implica que
⊕
i

Ui/Kerg ' ∑
Ui. Sendo que T é fechada

para somas diretas e módulos quocientes, segue que T (N) =
∑

Ui ∈ T .

(ii) A igualdade é clara. Por outro lado, se N
′
é um submódulo de N tal

que N
′ ∈ T , então é claro que N

′ ⊆ ∑{U ⊆ N ; U ∈ T }.
(iii) O primeiro fato é evidente. Suponhamos T uma classe de pretorsão

hereditária. É óbvio que T (L) ⊆ L ∩ T (N), basta tomarmos a inclusão

i : L ↪→ N . Temos que L∩ T (N) é um submódulo de T (N), o qual pertence

a T , e como T é fechada para submódulos, segue que L ∩ T (N) ∈ T . Logo,

L ∩ T (N) ⊆ T (L).

Quando T é gerada por um único R-módulo, digamos U , temos que

T (U,N) := Tr(U,N) = {∑n
i=1 fi(ui) : ui ∈ U, fi ∈ HomR(U,N), n ∈ N}

é o maior submódulo de N que é U -gerado. Chamamos Tr(U,N) o traço de

U em N . Claramente Tr(U,N) = N se, e somente se, N é U -gerado.

Definição 1.16. ([17], Ch. 3, Sec. 13) Um R-módulo à esquerda M é dito

fortemente primo se M ∈ σ[N ] para todo submódulo não-nulo N de M .

Teorema 1.17. ([17], Ch. 3, Sec. 13.3) Sejam M um R-módulo e M̂ sua

envoltória injetiva em σ[M ]. Então as seguintes condições são equivalentes:

(i) M é fortemente primo.

(ii) Para quaisquer 0 6= x, y ∈ M , existem t = t(x, y) e r1, r2, · · · , rt ∈ R tais

que
t⋂

i=1

AnR(rix) ⊆ AnR(y).

(iii) M̂ é fortemente primo.

(iv) M̂ é gerado por cada um de seus submódulos não-nulos.

(v) M̂ não possui submódulos completamente invariantes não-triviais (isto é,

se N ⊆ M̂ é tal que f(N) ⊆ N, ∀f ∈ EndR(M̂), então N = 0 ou N = M̂).

(vi) Para toda classe de pretorsão (resp. pretorsão hereditária) T em σ[M ],

T (M̂) = M̂ ou T (M̂) = 0 (resp. T (M) = M ou T (M) = 0).

Embora seja bem conhecido na literatura, vamos dar uma breve prova de

que módulos fortemente primos são primos.

Proposição 1.18. Seja M um R-módulo fortemente primo. Então M é

primo.

10



Demonstração: Sejam N um submódulo não-nulo de M e 0 6= n ∈ N .

Então por (ii) do teorema acima, para cada y ∈ M , existem s = s(n, y)

e r1, · · · , rs ∈ R tais que AnR(r1n, · · · , rsn) ⊆ AnR(y). Mas AnR(N) ⊆
AnR(r1n, · · · , rsn) ⊆ AnR(y). Logo, AnR(N) ⊆ AnR(M) e dáı AnR(N) =

AnR(M). Portanto, M é primo.

Para definir os módulos fortemente semiprimos precisamos de mais alguns

fatos da teoria de torsão.

Sejam M ∈ R-Mod, M̂ sua envoltória injetiva em σ[M ] e T = EndR(M̂).

Sejam K um submódulo de M̂ e L ∈ σ[M ]. Denotamos por T K(L) o traço

de σ[K] em L, dado por

T K(L) =
∑

{U ⊆ L : U ∈ σ[K]}.

Por TK denotamos a classe de torsão hereditária em σ[M ] determinada por

T̂K ⊆ M̂ , isto é, um módulo U ∈ TK se, e somente se, HomR(U, T̂K) = 0.

Então o correspondente submódulo de TK-torsão de L, TK(L), é dado por

TK(L) =
∑

{U ⊆ L : HomR(U, T̂K) = 0}.

Apresentamos algumas propriedades relativas a estas noções. A pro-

posição apresentada abaixo, encontra-se em sua totalidade em ([17], Ch. 3,

Sec. 11.10), enunciamos apenas as propriedades que nos são úteis.

Proposição 1.19. Sejam M um R-módulo, K um submódulo de M e T =

EndR(M̂). Então, temos que:

(i) T K(M̂) = TK (é um módulo K-injetivo).

(ii) T K(L) ∩ TK(L) = 0, para todo submódulo L de M̂ .

A definição de módulos fortemente semiprimos encontra-se em ([17], Ch. 3,

Sec. 14.3), dada por uma série de equivalências. Por objetividade, apresenta-

mos somente as que são usadas no trabalho.

Definição 1.20. Sejam M um R-módulo e T = EndR(M̂). O módulo M é

dito fortemente semiprimo se as condições equivalentes abaixo são satisfeitas

para todo submódulo K de M .

(i) M/TK(M) ∈ σ[K].

(ii) M̂ = TK ⊕ ̂TK(M̂).
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Proposição 1.21. Seja M um R-módulo fortemente semiprimo. Então M ∈
σ[N ] para todo N ⊆ e M .

Demonstração: Seja N um submódulo essencial em M . Pela Proposição

1.19, T N(M) ∩ TN(M) = 0. Como N ⊆ T N(M), então N ∩ TN(M) = 0 e

isto implica que TN(M) = 0, pois N ⊆ e M .

Sendo TN uma classe de torsão hereditária, segue que M ∩ TN(M̂) = 0.

Portanto TN(M̂) = 0, pois M ⊆ e M̂ .

Temos que M é fortemente semiprimo, então M̂ = TN = Tr(N, M̂), por

(ii) da definição acima. Logo, M̂ ∈ σ[N ] e claramente M ∈ σ[N ].

Usando a proposição acima é fácil ver que módulos fortemente primos são

fortemente semiprimos.

Sejam M um R-módulo semi-simples e K um submódulo de M . Então,

M é injetivo em σ[M ] veja ([18], Ch. 4, Sec. 20.3) e portanto, M = M̂ . Pela

Proposição 1.19, temos que T K(M) = SK, onde S = EndR(M). Além disso,

TK(M) =
∑{U ⊆ M : HomR(U, SK) = 0}, pois SK é injetivo em σ[M ].

Usamos isto na prova do resultado abaixo, que embora seja conhecido na

literatura, não encontramos sua prova.

Proposição 1.22. Seja M um R-módulo semi-simples. Então M é forte-

mente semiprimo.

Demonstração: Seja K ⊆ M . Consideremos o submódulo não-nulo SK de

M . Se M = SK = Tr(K, M) então M ∈ σ[K] e obviamente M é fortemente

semiprimo. Suponhamos que SK seja um submódulo próprio de M . Como

M é semi-simples, temos que SK é um somando direto de M , então existe

um submódulo L de M tal que M = SK ⊕ L.

Mostremos que L ⊆ TK(M). Suponhamos o contrário. Então existe um

R-homomorfismo não-nulo f : L → SK. Podemos escrever L = Ker(f)⊕P ,

para algum submódulo P de L, pois L é semi-simples.

Por ser L injetivo em σ[M ] veja ([18], Ch. 4, Sec. 20.3), existe h : SK → L

tal que o diagrama abaixo comuta

P

ı1

²²

f

'
// f(P )

ı2 // SK

h
uul l l l l l l l l

L
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onde ı1 e ı2 são as respectivas inclusões. A função h pode ser estendida a uma

h
′ ∈ S tal que h

′|SK = h, pois M é injetivo em σ[M ].

Sendo SK um submódulo completamente invariante de M , temos que

P = h(f(P )) = h
′
(f(P )) ⊆ SK e isto implica que P = 0. Logo, L = Ker(f)

e isto é um absurdo, pois f é não-nula. Portanto, L ⊆ TK(M) e assim, M =

SK ⊕ L ⊆ SK ⊕ TK(M) ⊆ M . Logo, M/TK(M) ' SK = T K(M) ∈ σ[K] e

M é fortemente semiprimo.

1.4 Co-álgebras e co-módulos

As definições e resultados desta seção podem ser encontrados em [1] e [9].

Consideramos k um corpo e os produtos tensoriais sempre tomados sobre k.

Definição 1.23. Uma co-álgebra é uma tripla (C, ∆, ε), onde C é um k-

espaço vetorial, ∆ : C → C ⊗ C e ε : C → k são morfismos de k-espaços

vetoriais tais que os diagramas abaixo comutam:

a) C

∆

²²

∆ // C ⊗ C

∆⊗id

²²

b) C

∆

²²

C ⊗ k

φr

::ttttttttttt
k ⊗ C

φl

ddJJJJJJJJJJJ

C ⊗ C
id⊗∆// C ⊗ C ⊗ C C ⊗ C

id⊗ε

eeKKKKKKKKK ε⊗id

99sssssssss

Os morfismos ∆ e ε são chamadas co-multiplicação e co-unidade da co-

álgebra C, respectivamente. No diagrama b), φr e φl são os isomorfismos

canônicos.

A comutatividade do diagrama a) expressa pela igualdade (id⊗∆) ◦∆ =

(∆⊗ id) ◦∆, é chamada co-associatividade, enquanto que a comutatividade

do diagrama b) é expressa por idC = φl ◦ (ε⊗ id) ◦∆ = φr ◦ (id⊗ ε) ◦∆.

Exemplos: 1) Seja S um conjunto não vazio. O k-espaço vetorial kS com

base S é uma co-álgebra com co-multiplicação ∆ e co-unidade ε definidas por

∆(s) = s⊗ s e ε(s) = 1, ∀s ∈ S.

2) O corpo k é uma co-álgebra com co-multiplicação ∆ : k → k⊗ k o isomor-

fismo canônico ∆(α) = α ⊗ 1 para todo α ∈ k, e a co-unidade ε : k → k é a
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função identidade. Este exemplo é um caso particular do exemplo anterior,

onde temos apenas um elemento básico 1.

3) Seja H um k-espaço vetorial com base {cm; m ∈ N}. Então H é uma

co-álgebra com co-multiplicação ∆ e co-unidade ε definidas por:

∆(cm) =
m∑

i=0

ci ⊗ cm−i, ε(cm) = δo,m

para todo m ∈ N (δij é o śımbolo de Kronecker).

4) Seja n ≥ 1 um inteiro positivo e M c(n, k) um k-espaço vetorial de dimensão

n2. Denotamos por (eij)1≤i,j≤n a base de M c(n, k). Definimos sobre M c(n, k)

a co-multiplicação ∆ por

∆(eij) =
n∑

p=1

eip ⊗ epj

para todo i, j e a co-unidade ε por

ε(eij) = δij .

Portanto, M c(n, k) é uma co-álgebra, chamada Co-álgebra de Matrizes.

Sendo uma co-álgebra C um k-espaço vetorial, diremos que C é finito

dimensional quando sua dimensão sobre k é finita.

Apresentamos agora a notação de Sweedler para a co-multiplicação ∆ da

co-álgebra C. Esta notação é muito eficaz, no sentido de facilitar a escrita

quando temos longas composições envolvendo ∆.

A definição recursiva da seqüência de aplicações (∆n)n≥1 é definida como

∆1 = ∆, ∆n : C → C ⊗ C ⊗ · · · ⊗ C, n+1 vezes, onde ∀n ≥ 2, temos que

∆n = (∆⊗ idn−1) ◦∆n−1.

A notação de Sweedler para ∆ se escreve como ∆(c) =
∑

c1 ⊗ c2, para

todo c ∈ C; evitando assim a escrita ∆(c) =
∑

i,j ci ⊗ cj. Indutivamente,

∆n(c) =
∑

c1 ⊗ · · · ⊗ cn+1, ∀n ≥ 2. Para mais detalhes, veja ([1], pag.4).

Pela definição de ∆n, quanto maior for o n, mais “carregada” torna-se a

escrita de ∆n(c), qualquer que seja c ∈ C. Para n = 2 temos que

∆2(c) =
∑

c11 ⊗ c12 ⊗ c2 =
∑

c1 ⊗ c21 ⊗ c22 =
∑

c1 ⊗ c2 ⊗ c3

e

c =
∑

ε(c1)c2 =
∑

c1ε(c2).
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As igualdades acima são exatamente a comutatividade dos diagramas a)

e b), respectivamente.

Definição 1.24. Seja (C, ∆, ε) uma co-álgebra. Um k-subespaço vetorial D

de C é chamado uma subco-álgebra de C se ∆(D) ⊆ D ⊗D.

Uma co-álgebra C é dita simples se suas únicas subco-álgebras são 0 e C.

Definição 1.25. Seja (C, ∆, ε) uma co-álgebra e I um k-subespaço vetorial

de C. Então I é chamado:

(i) um co-ideal à esquerda (à direita) se ∆(I) ⊆ C ⊗ I (resp. ∆(I) ⊆ I ⊗C).

(ii) um co-ideal se ∆(I) ⊆ I ⊗ C + C ⊗ I e ε(I) = 0.

Seja V um k-espaço vetorial. O k-espaço vetorial V ∗ = Homk(V, k) é

chamado o espaço dual de V .

O espaço V ∗ é um espaço topológico com a topologia induzida pela topo-

logia de Y X = {f : X → Y }, onde X e Y são conjuntos não-vazios. Esta

topologia sobre V ∗ é chamada topologia finita. Uma base para os abertos

nesta topologia é dada por conjuntos da forma:

{g ∈ V ∗ : g(xi) = f(xi), 1 ≤ i ≤ n},

onde {xi : 1 ≤ i ≤ n} é um conjunto finito de elementos de V e f é um

elemento fixo de V ∗. Portanto, todo conjunto aberto é uma união de abertos

dessa forma. Introduzimos mais algumas notações.

Se S é um subconjunto de V ∗, então denotamos por

S⊥ = {v ∈ V : f(v) = 0, ∀f ∈ S}.

Analogamente, se W é um subconjunto de V , então o conjunto

W⊥ = {f ∈ V ∗ : f(W ) = 0}.

É fácil ver que os conjuntos S⊥ e W⊥ são subespaços de V e V ∗, respec-

tivamente.

Lembremos algumas definições importantes como, por exemplo, subespa-

ços fechados e subespaços densos em V ∗.

Se W é um subespaço de V então (W⊥)⊥ = W . Também, se S é um

subespaço de V ∗, então (S⊥)⊥ = S, onde S é o fecho de S na topologia finita.

A prova destes fatos encontra-se em ([1], Th. 1.2.6).
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Dizemos que um subespaço S de V ∗ é fechado na topologia finita se S =

S = (S⊥)⊥.

Seja S um subespaço de V ∗. O subespaço S é denso em V ∗ se S = V ∗.

Equivalentemente, S é denso em V ∗ se, e somente se, S⊥ = {0}.

Dada uma co-álgebra (C, ∆, ε), o k-espaço vetorial C∗ = Hom(C, k)

possui uma estrutura de k-álgebra, onde a multiplicação M : C∗ ⊗ C∗ →
C∗ é dada por M = ∆∗ρ, sendo ρ : C∗ ⊗ C∗ → (C ⊗ C)∗ definida por

ρ(f ⊗ g)(c⊗ d) = f(c)g(d), para c, d ∈ C e a unidade é u(1), onde u = ε∗φ e

φ : k → k∗ é o isomorfismo canônico.

Mais explicitamente, dados f, g ∈ C∗ , o produto f ∗ g = M(f ⊗ g) é

chamado produto de convolução e é determinado da seguinte forma:

f ∗ g(c) = ∆∗ρ(f ⊗ g)(c) = ρ(f ⊗ g)∆(c) =
∑

f(c1)g(c2),

onde ∆(c) =
∑

c1 ⊗ c2.

A unidade de C∗ é igual a ε. De fato, sejam f ∈ C∗ e c ∈ C. Temos

que (f ∗ ε)(c) =
∑

f(c1)ε(c2) = f(
∑

c1ε(c2)) = f(c). Logo, f ∗ ε = f e

analogamente, ε ∗ f = f .

A k-álgebra C∗ assim definida é chamada álgebra dual da co-álgebra C.

Oportunamente neste trabalho, falamos da co-álgebra co-oposta de uma

co-álgebra C e da álgebra oposta de C∗. Vamos defini-las aqui.

Seja (C, ∆, ε) uma co-álgebra. Consideramos a aplicação k-linear ∆cop =

T∆, onde T : C ⊗ C → C ⊗ C é dada por T (a⊗ b) = b⊗ a. É fácil verificar

que (C, ∆cop, ε) é uma co-álgebra, chamada a co-álgebra co-oposta de C e é

denotada por Ccop.

A álgebra oposta de C∗, denotada por C∗op, é a tripla (C∗,MT, u), onde

T é como acima.

Lembremos a definição de um morfismo de co-álgebras.

Definição 1.26. Sejam (C, ∆C , εC) e (D, ∆D, εD) co-álgebras. Dizemos que

a função k-linear g : C → D é um morfismo de co-álgebras se os seguintes
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diagramas comutam:

C

∆C

²²

g // D

∆D

²²

C
εC

ÂÂ?
??

??
??

?

g

²²

k

C ⊗ C
g⊗g // D ⊗D D

εD

??ÄÄÄÄÄÄÄÄ

A comutatividade do primeiro diagrama pode ser escrita como ∆D(g(c)) =∑
g(c)1 ⊗ g(c)2 =

∑
g(c1)⊗ g(c2) = (g ⊗ g)∆C(c).

O próximo resultado relaciona os ideais de C∗ e as subco-álgebras de C.

Proposição 1.27. ([1], Prop. 1.5.23) Sejam C uma co-álgebra e C∗ sua álgebra

dual. As seguintes propriedades são verificadas:

(i) Se I é um ideal de C∗ então I⊥ é uma subco-álgebra de C.

(ii) Se D é um k-subespaço de C então D é uma subco-álgebra de C se e,

somente se, D⊥ é um ideal de C∗. Neste caso, C∗/D⊥ ' D∗ como álgebras.

Demonstração: (Esboço) (i) É fácil mostrar que, para todo c ∈ I⊥, ∆(c) ∈
C ⊗ I⊥ e ∆(c) ∈ I⊥ ⊗ C e portanto, ∆(c) ∈ I⊥ ⊗ I⊥.

(ii) Se D⊥ é um ideal de C∗ então, por (i), D⊥⊥ = D é uma subco-

álgebra de C. Reciprocamente, consideramos D uma subco-álgebra de C e a

inclusão i : D ↪→ C, que é um morfismo injetor de co-álgebras. É fácil ver

que i∗ : C∗ → D∗ é um morfismo sobrejetor de álgebras, onde Ker(i∗) = D⊥.

Logo, D⊥ é um ideal de C∗ e as álgebras C∗/D⊥ e D∗ são isomorfas.

Definição 1.28. Seja C uma co-álgebra. Um co-módulo à direita sobre a co-

álgebra C é um par (M,ρ), onde M é um k-espaço vetorial e ρ : M → M⊗C

é um morfismo de k-espaços vetoriais tal que os diagramas comutam:

a) M

ρ

²²

ρ // M ⊗ C

id⊗∆

²²

b) M
'

%%KKKKKKKKKKK

ρ

²²

M ⊗ k

M ⊗ C
ρ⊗id// M ⊗ C ⊗ C M ⊗ C

id⊗ε

99rrrrrrrrrr
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Para facilitar a escrita, diremos apenas um co-módulo à direita, ficando

subentendido que C é a co-álgebra considerada.

A notação de Sweedler estende-se também para a estrutura ρ de um co-

módulo da seguinte forma:

Seja M um co-módulo à direita cuja estrutura é dada por ρ : M → M⊗C.

Então para todo m ∈ M , escrevemos ρ(m) =
∑

m(0) ⊗m(1), onde os m(0)
′
s

estão em M e os m(1)
′
s estão em C. Se M é um co-módulo à esquerda com

estrutura µ : M → C ⊗ M , escrevemos µ(m) =
∑

m(−1) ⊗ m(0), onde os

m(−1)
′
s estão em C e os m(0)

′
s estão em M .

Na notação de Sweedler, a comutatividade dos diagramas a) e b) é dada

respectivamente por
∑

(m(0))(0) ⊗ (m(0))(1) ⊗m(1) =
∑

m(0) ⊗ (m(1))1 ⊗ (m(1))2

=
∑

m(0) ⊗m(1) ⊗m(2)

e

m =
∑

ε(m(1))m(0)

Exemplos: 1) A co-álgebra C possui ambas as estruturas de um co-módulo

à direita e à esquerda sobre si mesma, dadas pela sua co-multiplicação ∆.

2) Se C é uma co-álgebra e X é um k-espaço vetorial, então X ⊗ C torna-se

um C-co-módulo à direita cuja estrutura dada por ρ : X ⊗ C → X ⊗ C ⊗ C

é induzida por ∆, isto é, ρ = id⊗∆. Logo, ρ(x⊗ c) =
∑

x⊗ c1 ⊗ c2.

Definição 1.29. Seja (M, ρ) um co-módulo à direita. Um k-subespaço veto-

rial N de M é chamado um subco-módulo à direita se ρ(N) ⊆ N ⊗ C.

Um co-módulo à direita M é dito simples se seus únicos subco-módulos

são 0 e M .

Definição 1.30. Sejam (M, ρ) e (N,φ) co-módulos à direita. Uma função k-

linear g : M → N é dita um morfismo de co-módulos se o seguinte diagrama

comuta:

M

ρ

²²

g // N

φ

²²
M ⊗ C

g⊗id // N ⊗ C
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e a comutatividade deste diagrama é dada por
∑

(g(m))(0) ⊗ (g(m))(1) =
∑

g(m(0))⊗m(1).

Sejam (M, ρ) um co-módulo à direita e N um subco-módulo de M . Con-

sideramos o k-espaço vetorial M/N e p : M → M/N a projeção canônica,

p(m) = m. Então é claro que existe uma única estrutura de co-módulo à

direita sobre M/N para a qual M → M/N é um morfismo de co-módulos,

veja ([1], Prop. 2.1.14).

O co-módulo (M/N, ρ̄), onde ρ̄(m) =
∑

m(0) ⊗m(1), para m ∈ M , é dito

o co-módulo quociente de M por N .

Denotamos por MC a categoria dos co-módulos à direita sobre a co-

álgebra C, onde os objetos de MC são os co-módulos à direita sobre C e

cujos morfismos são os morfismos de co-módulos definidos acima.

Por CM denotamos a categoria dos co-módulos à esquerda sobre a co-

álgebra C, onde os objetos de CM são os co-módulos à esquerda sobre C e

cujos morfismos são os morfismos de co-módulos à esquerda.

1.5 Módulos racionais

Sejam C uma co-álgebra e C∗ sua k-álgebra dual. Seja M um C∗-módulo

à esquerda cuja estrutura é dada pelo morfismo ψM : C∗ ⊗ M → M de

k-espaços vetoriais. Definimos:

ρM : M → Hom(C∗, M), por ρM(m)(c∗) = c∗m,m ∈ M, c∗ ∈ C∗.

Sejam j : C → C∗∗, j(c)(c∗) = c∗(c) a injeção canônica, e

fM : M ⊗ C∗∗ → Hom(C∗,M), fM(m⊗ c∗∗)(c∗) = c∗∗(c∗)m

que é um morfismo injetor. Segue que

µM : M ⊗ C → Hom(C∗,M), µM = fM(id⊗ j)

é injetor. É claro da definição que µM(m⊗ c)(c∗) = c∗(c)m, para c ∈ C, c∗ ∈
C∗ e m ∈ M .

Definição 1.31. ([1], Def. 2.2.2) O C∗-módulo à esquerda M é dito racional

se ρM(M) ⊆ µM(M ⊗ C).
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Observação 1.32. M é um C∗-módulo racional se, e somente se, ∀m ∈ M ,

existem duas famı́lias finitas de elementos (mi)i ⊆ M e (ci)i ⊆ C tais que

c∗m =
∑

i c
∗(ci)mi, para todo c∗ ∈ C∗.

Seja M um C∗-módulo racional e suponhamos que para um m ∈ M exis-

tam dois pares de famı́lias finitas (mi)i, (ci)i e (m
′
j)j, (c

′
j)j como acima, então∑

i mi ⊗ ci =
∑

j m
′
j ⊗ c

′
j, pois µM é injetivo.

Denotamos por C∗-Mod a categoria dos C∗-módulos à esquerda e por

Rat(C∗-Mod) a subcategoria dos C∗-módulos à esquerda racionais.

A categoria Rat(C∗-Mod) é fechada para submódulos, módulos quocientes

e somas diretas, sendo também uma subcategoria plena de C∗-Mod.

Vamos detalhar um pouco como as categorias MC e Rat(C∗-Mod) estão

relacionadas.

Seja (M, ω) um co-módulo à direita onde ω : M → M ⊗ C. Definimos

ψω : C∗ ⊗ M → M por ψω = φ(γ ⊗ idM)(idC∗ ⊗ T )(idC∗ ⊗ ω), onde idM e

idC∗ são as identidades, T : M ⊗C → C ⊗M é dada por T (m⊗ c) = c⊗m,

γ : C∗ ⊗ C → k é definida por γ(c∗ ⊗ c) = c∗(c) e φ : k ⊗ M → M é o

isomorfismo canônico.

Se ω(m) =
∑

m(0)⊗m(1) então ψω(c∗⊗m) =
∑

c∗(m(1))m(0) para m ∈ M

e para todo c∗ ∈ C∗. Temos que 1C∗m = εm =
∑

ε(m(1))m(0) = m e

facilmente verificamos que (c∗d∗)m = c∗(d∗m) para c∗, d∗ ∈ C∗ e m ∈ M .

Logo, (M, ψω) é um C∗-módulo à esquerda racional.

Seja (M, ψ) um C∗-módulo à esquerda racional. Sendo a aplicação linear

µM : M ⊗C → Hom(C∗,M) injetora, segue que µ̃M : M ⊗C → µM(M ⊗C)

é um isomorfismo de k-espaços vetoriais.

Definimos ωψ : M → M ⊗ C por ωψ(m) = µ̃−1
M (ρM(m)), m ∈ M . Então

ωψ(m) =
∑

m(0)⊗m(1), onde os m(0)
′
s e os m(1)

′
s são as duas famı́lias finitas

de elementos em M e C, respectivamente, tais que c∗m =
∑

c∗(m(1))m(0),

para todo c∗ ∈ C∗.

Sendo que 1C∗m = εm = m segue que m =
∑

ε(m(1))m(0) e mostra-se

também que (ωψ ⊗ id)ωψ = (id ⊗ ∆)ωψ. Logo, (M, ωψ) é um co-módulo à

direita.
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Agora, consideramos f : M → N um morfismo de co-módulos. Sendo que

M e N têm a estrutura de C∗-módulos racionais, verifica-se facilmente que f

é um morfismo de C∗-módulos racionais.

Da mesma forma, dado um morfismo f : M → N de C∗-módulos à

esquerda racionais, (M, ψM) e (N, ψN), então f é um morfismo de co-módulos

à direita.

Assim, é posśıvel definir os seguintes funtores:

T : MC → Rat(C∗M) tal que T (M,ω) = (M, ψω) e T (f) = f,

para todo co-módulo (M, ω) e para todo morfismo f : M → N de co-módulos

e

S : Rat(C∗M) →MC tal que S(M,ψ) = (M, ωψ) e S(f) = f,

para todo C∗-módulo racional (M,ψ) e para todo morfismo f : M → N de

C∗-módulos racionais.

Estes funtores são tais que S ◦ T = idMC e T ◦ S = idRat(C∗M) e portanto

Teorema 1.33. ([1], Th. 2.2.5) As categorias MC e Rat(C∗-Mod) são iso-

morfas.

Dizemos que um C∗-módulo racional é finito dimensional quando sua di-

mensão sobre k é finita.

A proposição abaixo diz que C∗-módulos racionais finitamente gerados são

finito dimensionais.

Proposição 1.34. Todo C∗-módulo racional ćıclico é finito dimensional.

Demonstração: Seja M um C∗-módulo à esquerda racional ćıclico. Então

M = C∗m, para algum 0 6= m ∈ M . Sabemos que existem duas famı́lias

finitas (ci)i ⊆ C e (mi)i ⊆ M para as quais c∗m =
∑

i c
∗(ci)mi, para todo

c∗ ∈ C∗. Portanto, M = C∗m está contido no espaço vetorial gerado pela

famı́lia finita (mi)i.

Usando este fato, é fácil ver que

Proposição 1.35. ([1], Prop. 2.4.11) Todo co-módulo não-nulo contém um

subco-módulo simples.

21



Apresentamos agora a categoria dos bico-módulos. Sejam C e D duas co-

álgebras. Um k-espaço vetorial M é dito um bico-módulo à esquerda sobre

D e à direita sobre C (ou brevemente, um (D,C)-bico-módulo) se M tem

uma estrutura ρ− : M → D ⊗ M de D co-módulo à esquerda, dada por

ρ−(m) =
∑

m[−1]⊗m[0] e uma estrutura de C co-módulo à direita ρ+ : M →
M ⊗ C, dada por ρ+(m) =

∑
m(0) ⊗m(1). Além disso, estas estruturas são

tais que (ρ− ⊗ id)ρ+ = (id ⊗ ρ+)ρ−. Esta compatibilidade é expressa pela

comutatividade do diagrama

M

ρ−

²²

ρ+
// M ⊗ C

ρ−⊗id

²²
D ⊗M

id⊗ρ+
// D ⊗M ⊗ C

isto é, para todo m ∈ M , temos que
∑

(m(0))[−1] ⊗ (m(0))[0] ⊗m(1) =
∑

m[−1] ⊗ (m[0])(0) ⊗ (m[0])(1).

Se M e N são dois bico-módulos, então f : M → N é dito um morfismo

de bico-módulos se f é um morfismo de co-módulos à esquerda sobre D e

também um morfismo de co-módulos à direita sobre C. Fica assim definida

a categoria dos (D, C)-bico-módulos que denotamos por DMC .

Considerando as álgebras duais D∗ e C∗ das co-álgebras D e C, respecti-

vamente, denotamos por (C∗, D∗)-Mod a categoria dos (C∗, D∗)-bimódulos.

Um objeto nesta categoria é um k-espaço vetorial com as estruturas de C∗-

módulo à esquerda e de D∗-módulo à direita, que são compat́ıveis no sentido

que c∗(md∗) = (c∗m)d∗, ∀c∗ ∈ C∗, d∗ ∈ D∗ e m ∈ M . Os morfismos nesta

categoria são funções k-lineares que são morfismos de C∗-módulos à esquerda

e morfismos de D∗-módulos à direita.

Denotamos por Rat((C∗, D∗)-Mod) a subcategoria plena de (C∗, D∗)-Mod

que consiste de todos os objetos que são C∗-módulos à esquerda racionais e

também D∗-módulos à direita racionais.

Analogamente ao Teorema 1.33, temos que

Teorema 1.36. ([1], Th. 2.3.3) Sejam C e D co-álgebras. Então as categorias
DMC e Rat((C∗, D∗)-Mod) são isomorfas.
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Exemplo: A co-álgebra C é um (C,C)-bico-módulo com ambas as estruturas

dadas por ∆. Pelo isomorfismo das categorias, C ∈ Rat((C∗, C∗)-Mod), isto

é, C é um C∗-módulo à esquerda e à direita racional.

Um fato interessante que cabe comentarmos aqui é que as categorias
DMC , MC⊗Dcop

, MDcop⊗C , D⊗CcopM e Ccop⊗DM são categorias isomorfas,

veja ([1], pag. 91).

Sabendo que a co-álgebra C ∈ CMC , então pelos isomorfismos acima,

conclúımos que C é um co-módulo à direita sobre a co-álgebra C⊗Ccop e este

fato é usado no Caṕıtulo 4.

1.6 A categoria σ[M ]c

Nesta seção seremos breve, pois sabendo que Rat(C∗-Mod) e MC são

isomorfas, podemos aplicar o que foi desenvolvido na Seção 1.2.

Seja M ∈ MC . Chamamos σ[M ]c a classe de todos os objetos de MC

que são M -subgerados, isto é, para todo N ∈ σ[M ]c existem um conjunto

de ı́ndices Ω e um morfismo sobrejetor de co-módulos ϕ : (M)(Ω) → N
′

para algum co-módulo N
′ ⊇ N . Não é dif́ıcil ver σ[M ]c é uma subcategoria

de MC que é fechada para subco-módulos, co-módulos quocientes e somas

diretas, além de ser a menor subcategoria de MC que contém M .

Definição 1.37. Seja M ∈ MC. Então um co-módulo Q é dito M-injetivo,

ou injetivo em σ[M ]c, se para todo subco-módulo M
′
de M e todo morfismo

f : M
′ → Q de co-módulos, existe um morfismo de co-módulos g : M → Q

tal que g|M ′ = f .

Se o co-módulo Q é M -injetivo para todo co-módulo M , então Q é dito

injetivo em MC .

Claramente temos que M é injetivo como co-módulo se, e somente se, M

é injetivo como C∗-módulo racional.

Para finalizar esta seção, lembramos que dado um co-módulo à direita

M , podemos desenvolver a teoria de torsão em σ[M ]c da mesma forma que

fizemos na Seção 1.3 e isto é devido ao isomorfismo estabelecido pelo Teorema

1.33.
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1.7 Resultados complementares

Nesta seção enunciamos alguns teoremas que são úteis nos Caṕıtulo 3 e 4.

Seja M ∈ MC . Tomando I = AnC∗(M), obtemos a subco-álgebra I⊥ de

C que é chamada co-álgebra associada ao co-módulo M . Além disso, I⊥ é

a menor subco-álgebra de C tal que M seja um co-módulo à direita sobre a

co-álgebra I⊥, veja ([1], Prop. 2.5.3 (iv) e [10], Prop. 4.1).

O teorema seguinte encontra-se em sua totalidade em ([16], Lemma8.0.1),

por objetividade, apresentamos apenas os itens que nos serão úteis.

Teorema 1.38. ([16], Lemma8.0.1) Seja C uma co-álgebra.

(i) Toda subco-álgebra simples de C é finito dimensional.

(ii) Toda subco-álgebra não-nula de C contém uma subco-álgebra simples.

Seja C uma co-álgebra. O co-radical C0 de C é a soma de todas as subco-

álgebras simples de C.

Uma co-álgebra C é dita co-semi-simples se C = C0, esta é a definição

dada em ([9], Def. 2.4.1).

Um co-módulo à direita M é dito co-semi-simples se M é uma soma de

subco-módulos à direita simples.

O resultado a seguir é bastante usado em nosso trabalho, vamos de-

monstrá-lo.

Proposição 1.39. ([1], Sec. 3.1) Seja C uma co-álgebra. Então C é simples

se, e somente se, a álgebra dual C∗ é artiniana simples.

Demonstração: Seja C uma co-álgebra simples. Então, pelo item (i) do

Teorema 1.38, C é finito dimensional. Logo, C∗ é finito dimensional, em

particular, C∗ é artiniana.

Seja I um ideal de C∗. Sabemos, pela Proposição 1.27, que I⊥ é uma

subco-álgebra de C. Portanto, I⊥ = 0 ou I⊥ = C. Assim, I = C∗ ou I = 0.

Logo, C∗ é simples.

Suponhamos que C∗ seja simples. Seja J uma subco-álgebra de C. Nova-

mente pela Proposição 1.27, J⊥ é um ideal de C∗. Assim, J⊥ = 0 ou J⊥ = C∗

e claramente J = C ou J = 0. (Observamos que esta rećıproca não usa o

fato de que C∗ é artiniana, apenas a sua simplicidade.)
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Lembramos que A é uma subálgebra densa em C∗ se , e somente se, A⊥ =

0. Sob esta condição, vamos definir um A-módulo racional. Primeiramente,

notamos que a densidade de A em C∗ nos diz que a função ϕ : C → A∗ dada

por ϕ(c)(a) = a(c), ∀c ∈ C, ∀a ∈ A é injetora. Basta notar que Kerϕ =

A⊥ = {0}.

Seja (M, ψ) um A-módulo à esquerda, onde ψ : A ⊗ M → M é um

morfismo de k-espaços vetoriais que dá a estrutura de A-módulo a M .

Definimos ρM : M → Hom(A,M) por ρ(m)(a) = am. É fácil ver que o

morfismo fM : M ⊗ A∗ → Hom(A,M) dado por fM(m ⊗ a∗)(a) = a∗(a)m é

injetor.

Segue que µM : M ⊗C → Hom(A,M), onde µM = fM ◦ id⊗ ϕ é injetor.

Pela definição, µM(m⊗ c)(a) = a(c)m, para m ∈ M, a ∈ A, e c ∈ C.

Dizemos que o A-módulo M é racional se ρM(M) ⊆ µM(M ⊗C). Equiva-

lentemente, se para todo m ∈ M , existem duas famı́lias finitas de elementos

(ci)i ⊆ C e (mi)i ⊆ M tais que am =
∑

a(ci)mi = µM(
∑

mi⊗ci)(a), ∀a ∈ A.

Além disso, se para m ∈ M , existem dois pares de famı́lias (ci)i, (mi)i e

(c
′
j)j, (m

′
j)j tais que µM(

∑
mi ⊗ ci)(a) = µM(

∑
m
′
j ⊗ c

′
j)(a), ∀a ∈ A, então∑

mi ⊗ ci =
∑

m
′
j ⊗ c

′
j, pois µM é injetivo.

A proposição e o teorema seguintes são parte de uma observação feita em

([12], pag. 518). A partir do que notamos acima sobre densidade de álgebras,

é posśıvel demonstrá-los.

Proposição 1.40. Sejam C uma co-álgebra, C∗ sua álgebra dual e A uma

subálgebra densa em C∗. Então M é um A-módulo racional se, e somente se,

M é um C∗-módulo racional.

Teorema 1.41. Com a notação da Proposição 1.40, as categorias Rat(A-Mod)

e Rat(C∗-Mod) são isomorfas.
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Caṕıtulo 2

Módulos Primos e Semiprimos

numa Subcategoria de R-Mod

Em todo este caṕıtulo, R é um anel não necessariamente comutativo.

Lembramos que estamos trabalhando com módulos à esquerda quando nada

for dito ao contrário.

2.1 Considerações iniciais

Nesta seção apresentamos uma subcategoria de R-Mod assim como suas

propriedades. Seja

Obj(DR) = {M ∈ R-Mod : R/AnR(M) é um anel artiniano à esquerda}.

Temos que DR é uma subcategoria de R-Mod cujos morfismos são todos

os homomorfismos de R-módulos à esquerda, isto é, DR é uma subcategoria

plena de R-Mod.

Trivialmente, se R é um anel artiniano à esquerda então a categoria DR =

R-Mod e reciprocamente.

Em todo o caṕıtulo, Obj(DR) é denotado por DR.

Proposição 2.1. A categoria DR é fechada para submódulos, módulos quo-

cientes e somas diretas finitas.

Demonstração: Sejam M ∈ DR e N ⊆ M . Como AnR(M) ⊆ AnR(N),

podemos definir f : R/AnR(M) → R/AnR(N) por f(r + AnR(M)) = r +
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AnR(N), que claramente é um homomorfismo sobrejetor de anéis. Sabemos

que toda imagem homomórfica de um anel artiniano à esquerda é também

um anel artiniano à esquerda. Logo, R/AnR(N) é artiniano à esquerda e

portanto, N ∈ DR.

Notamos também que, AnR(M) ⊆ AnR(M/N) e como anteriormente con-

clúımos que R/AnR(M/N) é artiniano à esquerda e portanto, M/N ∈ DR.

Vejamos que DR é fechada para somas diretas finitas. De fato, sejam

M1, · · · ,Mn ∈ DR. Sabemos que AnR(
∑n

i=1

⊕
Mi) =

⋂n
i=1 AnR(Mi) e que o

R-homomorfismo

ϕ : R/

n⋂
i=1

AnR(Mi) →
n∑

i=1

⊕
R/AnR(Mi)

dado por ϕ(r+
⋂n

i=1 AnR(Mi)) = (r+AnR(M1), · · · , r+AnR(Mn)) é injetor.

Por hipótese, para cada i = 1, 2, · · · , n, o anel R/AnR(Mi) é artiniano à

esquerda, então
∑n

i=1

⊕
R/AnR(Mi) é um R-módulo artiniano à esquerda.

Dáı segue que, R/
⋂n

i=1 AnR(Mi) é um R-módulo artiniano à esquerda e por-

tanto, um anel artiniano à esquerda. Logo,
∑n

i=1

⊕
Mi ∈ DR.

Lembramos as definições de categorias preaditivas e abelianas, para mais

detalhes veja ([15], pag. 15 e 87). Uma categoria C é chamada preaditiva se

satisfaz as seguintes condições:

(a) C possui o objeto zero.

(b) Para quaisquer objetos C,C
′
em C, o conjunto de morfismos de C em C

′
,

denotado por HomC(C, C
′
), é um grupo abeliano.

(c) Para quaisquer objetos C, C
′
e C

′′
em C, f, f1 e f2 ∈ HomC(C, C

′
) e

g, g1 e g2 ∈ HomC(C
′
, C

′′
) valem as igualdades: g(f1 + f2) = gf1 + gf2 e

(g1 + g2)f = g1f + g2f .

A categoria C é dita abeliana se as condições (a), (b), (c) e (d) abaixo são

satisfeitas.

(a) C é preaditiva.

(b) Toda famı́lia finita de objetos em C possui soma direta.

Seja α : C → C
′
um morfismo em C. O kernel de α, ker α, é um mono-

morfismo κ : K → C em C tal que ακ = 0 e para todo morfismo ϕ : K
′ → C

tal que αϕ = 0, existe um único morfismo γ : K
′ → K tal que ϕ = κγ.
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O cokernel de α, coker α, é um epimorfismo c : C
′ → Y em C tal que

cα = 0 e para todo morfismo ψ : C
′ → Y

′
tal que ψα = 0, existe um único

morfismo ξ : Y → Y
′
tal que ψ = ξc.

(c) Todo morfismo em C possui kernel e cokernel.

(d) Seja α : C → C
′
um morfismo em C com kernel κ : K → C e cokernel

c : C
′ → Y . Então o morfismo ᾱ : coker(K → C) −→ ker(C

′ → Y ) é um

isomorfismo.

Sejam M, N ∈ R-Mod e α : M → N um R-homomorfismo. Então a

inclusão i : Ker α → M , onde Ker α = {m ∈ M : α(m) = 0} e a projeção

π : N → N/Im(α) são os respectivos ker α e coker α. O homomorfismo

ᾱ : coker i = M/Ker α → Im(α) = ker π é um isomorfismo. Com isso, é fácil

ver que

Proposição 2.2. A categoria DR é abeliana.

Embora DR não seja fechada para somas diretas infinitas, se tivermos

uma famı́lia qualquer (Mi)i∈I em DR de módulos isomorfos, então é claro que∑
i∈I

⊕
Mi ∈ DR, pois AnR(

∑
i∈I

⊕
Mi) = AnR(Mi), para todo i ∈ I.

Proposição 2.3. Seja M ∈ DR. Então a categoria σ[M ] é uma subcategoria

plena de DR.

Demonstração: De fato, seja N ∈ σ[M ]. Então existem um conjunto de

ı́ndices I e um epimorfismo ϕ : M (I) → N
′
, para algum R-módulo N

′
que

contém N .

É claro que AnR(M (I)) = AnR(M). Logo, R/AnR(M (I)) = R/AnR(M)

é artiniano à esquerda, pois M ∈ DR. Portanto, M (I) ∈ DR e sendo que

DR é fechada para quocientes, segue que N
′ ∈ DR. Mas DR é fechada para

submódulos e isto nos dá que N ∈ DR. Logo, σ[M ] ⊆ DR.

Como σ[M ] é uma subcategoria plena de R-Mod, podemos concluir que

Homσ[M ](N, P ) = HomR-Mod(N, P ) = HomDR
(N, P ), para quaisquer N, P ∈

σ[M ].

Qualquer resultado provado para módulos em DR vale para um módulo

qualquer em σ[M ] desde que M ∈ DR.
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2.2 Módulos primos e fortemente primos

Apresentamos agora resultados relativos aos módulos primos e fortemente

primos tomados em DR. Primeiramente, mostramos uma proposição que é

usada na prova de resultados desta seção.

Proposição 2.4. Seja A um anel artiniano à esquerda e M um A-módulo à

esquerda fiel, isto é, AnA(M) = 0. Então M possui um A-submódulo simples.

Demonstração: Sendo A um anel artiniano à esquerda, então A possui um

ideal à esquerda minimal I. Temos que existe 0 6= x ∈ M tal que Ix 6= 0,

caso contrário, I ⊆ AnA(M) = 0, e isto é absurdo, pois I é minimal.

Afirmamos que Ix é simples. De fato, seja 0 6= N ⊆ Ix. Então existe

0 6= n ∈ N tal que 0 6= An ⊆ N . Temos que n = yx, para algum y ∈ I

não-nulo e isto implica que 0 6= Ay ⊆ I. Logo, Ay = I, pois I é minimal.

Portanto, An = Ayx = Ix e isto nos diz que N = Ix, ou seja, Ix é um

submódulo simples de M .

A proposição acima nos diz que todo módulo não-nulo M emDR possui um

R-submódulo simples. Isto decorre do fato de que M possui um R/AnR(M)-

submódulo simples que, obviamente, é simples como um R-módulo.

Proposição 2.5. Seja M ∈ DR um módulo primo. Então, salvo isomorfis-

mos, M possui apenas um submódulo simples.

Demonstração: Como M ∈ DR, temos que M possui um R-submódulo

simples S. Suponhamos que exista outro R-submódulo simples S
′

de M .

Sendo M um módulo primo, segue que AnR(S) = AnR(M) = AnR(S
′
).

Chamamos I = AnR(M). Temos, por hipótese, que R/I é artiniano à

esquerda e claramente é um anel primitivo à esquerda. Pela Proposição 1.5,

R/I é um anel simples. Logo, R/I é isomorfo ao anel de matrizes Mn(D),

para algum anel de divisão D e algum inteiro n ≥ 1, pela Proposição 1.6.

O anel Mn(D) possui, a menos de isomorfismo, um único módulo simples

Dn, veja ([8], Ch. 1, Th. 3.3). Portanto, S e S
′
são R/I-módulos isomorfos e

claramente são isomorfos como R-módulos.

Observação 2.6. Devido ao isomorfismo entre os anéis R/I e Mn(D), po-

demos enxergar Dn como um módulo sobre R/I. Portanto, os submódulos

simples isomorfos de M podem ser vistos como isomorfos a Dn.
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O teorema seguinte é uma caracterização dos módulos primos em DR.

Teorema 2.7. Seja M ∈ DR. Então as seguintes afirmações são equivalen-

tes:

(i) M é um R-módulo primo.

(ii) M =
∑

i∈Ω

⊕
Mi, onde os Mi

′
s são R-submódulos simples de M , iso-

morfos dois a dois, e Ω é um conjunto de ı́ndices.

(iii) O anel R/AnR(M) é simples (e artiniano à esquerda).

Demonstração: (i) ⇒ (ii) Como M ∈ DR segue, pela Proposição 2.4, que

M possui um R-submódulo simples S. Além disso, AnR(M) = AnR(S), pois

M é um R-módulo primo.

Chamamos I = AnR(M). Temos então que R/I é um anel primitivo à

esquerda e por ser também artiniano à esquerda, segue que R/I é um anel

simples. Pela Proposição 1.6, R/I é um anel semi-simples. Então M é um

R/I-módulo semi-simples e é claro que os R/I-submódulos simples de M são

R-submódulos simples de M e reciprocamente. Portanto, M é um R-módulo

semi-simples. Logo, M é uma soma direta de submódulos simples que, pela

proposição anterior, são isomorfos dois a dois.

(ii) ⇒ (iii) Como M =
∑

i∈Ω

⊕
Mi, onde os Mi

′
s são submódulos simples

de M , isomorfos dois a dois, segue que AnR(M) = AnR(Mi), para todo

i ∈ Ω. Logo, R/AnR(M) é um anel primitivo à esquerda. Pela Proposição

1.5, R/AnR(M) é um anel simples.

(iii) ⇒ (i) Seja 0 6= N ⊆ M . Então AnR(M) ⊆ AnR(N) $ R. Sendo o

anel R/AnR(M) simples, segue que AnR(M) é um ideal maximal de R. Logo,

AnR(M) = AnR(N) e M é um módulo primo.

No Caṕıtulo 1, vimos que módulos fortemente primos são primos. Pro-

vamos agora que módulos primos em DR são fortemente primos, isto é, vale

a rećıproca. Não encontramos nenhuma prova na literatura do resultado

abaixo, embora o mesmo seja conhecido. Então fazemos uma breve prova.

Lema 2.8. A soma direta qualquer de módulos fortemente primos isomorfos

é um módulo fortemente primo.

Demonstração: Seja M =
∑

i∈I

⊕
Mi, onde os Mi

′
s são módulos forte-

mente primos isomorfos e I é um conjunto de ı́ndices qualquer.
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Seja T uma classe de pretorsão hereditária em σ[M ]. Como os Mi
′
s são

fortemente primos e isomorfos, segue que T (Mi) = 0, ∀i ∈ I ou T (Mi) =

Mi, ∀i ∈ I, pelo item (vi) do Teorema 1.17.

Suponhamos que T (Mi) = 0, ∀i ∈ I. Consideramos as projeções canônicas

πj :
∑

i∈I

⊕
Mi → Mj. Então πj(T (

∑
i∈I

⊕
Mi)) ⊆ T (Mj) = 0, ∀j. Logo,

T (
∑

i∈I

⊕
Mi) = 0.

Suponhamos que T (Mi) = Mi, ∀i ∈ I e tomamos as inclusões ij : Mj →∑
i∈I

⊕
Mi. Então Mj = T (Mj) ⊆ T (

∑
i∈I

⊕
Mi), ∀j ∈ I. Logo,

∑
i∈I

⊕
Mi

⊆ T (
∑

i∈I

⊕
Mi) e portanto,

∑
i∈I

⊕
Mi = T (

∑
i∈I

⊕
Mi). Conclúımos que

M é fortemente primo.

Teorema 2.9. Seja M ∈ DR um módulo primo. Então M é fortemente

primo.

Demonstração: Pelo item (ii) do Teorema 2.7, M é uma soma direta de

submódulos simples isomorfos dois a dois. Sabemos que todo módulo simples

é fortemente primo. Logo, pelo lema anterior segue que M é fortemente

primo.

O Teorema 2.7 nos diz que os módulos primos em DR são semi-simples,

cujos submódulos simples são todos isomorfos. Logo, M é injetivo em σ[M ]

e portanto, M = M̂ . Assim, temos a seguinte versão do Teorema 1.17 para

módulos em DR.

Teorema 2.10. Seja M ∈ DR. Então as seguintes condições são equivalen-

tes:

(i) M é um R-módulo fortemente primo.

(ii) M é um R-módulo primo.

(iii) M é gerado por cada um de seus submódulos não-nulos.

(iv) M não possui submódulos completamente invariantes não-triviais (isto

é, se N ⊆ M é tal que f(N) ⊆ N, ∀f ∈ EndR(M), então N = 0 ou N = M).

(v) Para toda classe de pretorsão T em σ[M ], T (M) = M ou T (M) = 0.

Demonstração: A implicação (i) ⇒ (ii) vale para um módulo qualquer em

R-Mod, veja Proposição 1.18. Pelo Teorema 2.9, temos que (ii) ⇒ (i). A

implicação (iii) ⇒ (i) é clara.
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(i) ⇒ (iii) Seja N um submódulo não-nulo de M . Por (i), M é N -

subgerado. Como M é injetivo em σ[M ], segue da Observação 1.14 que M é

N -gerado.

(i) ⇒ (iv) Seja L 6= 0 um submódulo completamente invariante de M .

Por hipótese, M ∈ σ[L]. Pelo que observamos anteriormente ao teorema,

M é injetivo em σ[M ], então pela Observação 1.14, M é L-gerado, isto é,

M = Tr(L,M). Usando a M -injetividade de M e por ser L completamente

invariante, temos que M = Tr(L,M) = EndR(M)L ⊆ L. Logo, M = L.

(iv) ⇒ (v) Seja T uma classe de pretorsão em σ[M ]. É claro que T (M)

é um submódulo completamente invariante de M , isto segue do item (iii) da

Proposição 1.15. Por (iv), T (M) = M ou T (M) = 0.

(v) ⇒ (i) Seja K um submódulo não-nulo de M . Temos que T = σ[K]

é uma classe de pretorsão hereditária em σ[M ] e portanto, uma classe de

pretorsão.

Como K ∈ T , temos que 0 6= K ⊆ T (M) =
∑{U ⊆ M, U ∈ T }, pois

T (M) é o maior submódulo de M que pertence à T . Por (v), T (M) = M e

isto nos diz que M ∈ σ[K]. Logo, M é um R-módulo fortemente primo.

2.3 Módulos primos sobre anéis perfeitos

Nesta seção mostramos que módulos primos sobre um anel perfeito (à

direita) R são módulos em DR. Apresentamos apenas um resultado sobre

anéis perfeitos que é importante nesta seção, para mais detalhes sobre estes

anéis, veja ([8], Ch. 8).

Dizemos que um subconjunto A de um anel R é T -nilpotente à direita se,

para toda seqüência de elementos {a1, a2, · · · } ⊆ A, existe um inteiro n ≥ 1

tal que an · · · a2a1 = 0. No que segue, J(R) é o radical de Jacobson de R.

Definição 2.11. Um anel R é dito perfeito à direita se R/J(R) é artiniano

à esquerda (e à direita) e J(R) é T -nilpotente à direita.

Teorema 2.12. ([8], Th. 23.20) Para um anel R as seguintes afirmações são

equivalentes:

(i) R é perfeito à direita.
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(ii) R satisfaz condição de cadeia descendente sobre ideais à esquerda princi-

pais.

(iii) Todo R-módulo à esquerda satisfaz condição de cadeia descendente sobre

R-submódulos ćıclicos.

(iv) R não contém uma famı́lia ortogonal infinita de idempotentes não-nulos,

e todo R-módulo à esquerda não-nulo N contém um submódulo simples.

Proposição 2.13. Sejam R um anel perfeito à direita e S um R-módulo à

esquerda simples. Então R/AnR(S) é artiniano à esquerda.

Demonstração: Temos que J(R) é a interseção dos anuladores de todos

os R-módulos (à esquerda) simples. Logo, para todo R-módulo simples S,

podemos definir f : R/J(R) → R/AnR(S) por f(r + J(R)) = r + AnR(S),

que claramente é um homomorfismo sobrejetor de anéis. Sendo R um anel

perfeito à direita, segue que R/J(R) é artiniano à esquerda. Logo, R/AnR(S)

é artiniano à esquerda.

Teorema 2.14. Sejam R um anel perfeito à direita e M um R-módulo à

esquerda primo. Então M ∈ DR.

Demonstração: Sendo R um anel perfeito à direita, segue de (iv) do Te-

orema 2.12 que todo R-módulo possui um submódulo simples. Logo, M

possui um R-submódulo simples S. Sendo M um módulo primo, segue que

AnR(M) = AnR(S). Pela proposição anterior, temos que R/AnR(M) é arti-

niano à esquerda. Portanto, M ∈ DR.

Portanto, temos o seguinte resultado para módulos sobre anéis perfeitos

à direita.

Teorema 2.15. Sejam R um anel perfeito à direita e M um R-módulo à

esquerda. Então as seguintes afirmações são equivalentes:

(i) M é um módulo primo.

(ii) M é um módulo fortemente primo.

(iii) M =
∑

i∈Ω⊕Mi, onde os Mi
′
s são R-submódulos simples de M , isomor-

fos dois a dois, e Ω é um conjunto de ı́ndices.

(iv) O anel R/AnR(M) é simples (e artiniano à esquerda)

(v) M é gerado por cada um de seus submódulos não-nulos.
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(vi) M não possui submódulos completamente invariantes não-triviais.

(vii) Para toda classe de pretorsão T em σ[M ], T (M) = M ou T (M) = 0.

2.4 Módulos semiprimos e fortemente semi-

primos

Aqui apresentamos resultados relativos aos módulos semiprimos e for-

temente semiprimos em DR. Como na seção anterior, estabelecemos uma

equivalência entre módulos semiprimos e fortemente semiprimos, o que tam-

bém não ocorre em geral.

Lema 2.16. Seja A um anel. Então valem as seguintes afirmações:

(i) Se M é um A-módulo semiprimo e fiel, então A é um anel semiprimo.

(ii) M é um A-módulo semiprimo se, e somente se, M é um A/AnA(M)-

módulo semiprimo e fiel.

Demonstração: (i) Seja a ∈ A tal que aAa = 0. Então, ∀m ∈ M , temos

que aAam = 0. Sendo M semiprimo, segue que am = 0, ∀m ∈ M . Logo,

a ∈ AnA(M) = 0, pois M é fiel. Portanto, A é um anel semiprimo.

A prova de (ii) é óbvia.

Lembramos que o socle de um módulo M , denotado por s(M), é a soma

de todos os seus submódulos simples. Na categoria DR, todo módulo possui

socle essencial. De fato, sejam M ∈ DR e N um submódulo não-nulo de M .

Então N possui um R-submódulo simples que é também um R-submódulo

simples de M . Logo, N ∩ s(M) 6= 0 donde segue que s(M) é um submódulo

essencial em M .

Teorema 2.17. Seja M ∈ DR. Então as seguintes afirmações são equivalen-

tes:

(i) M é um módulo semi-simples.

(ii) M é um módulo fortemente semiprimo.

(iii) M é um módulo semiprimo.

Demonstração: (i) ⇒ (ii) Foi mostrado na Proposição 1.22.

(ii) ⇒ (i) Suponhamos que M seja fortemente semiprimo. Sabemos, pela

Proposição 1.21, que M é subgerado por todo submódulo essencial dele. Logo,
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M é subgerado pelo seu socle, isto é, M ∈ σ[s(M)]. Sendo s(M) um R-módulo

semi-simples, segue que M é semi-simples.

(i) ⇒ (iii) Segue da Proposição 1.9.

(iii) ⇒ (i) Seja M um módulo semiprimo. Como M ∈ DR, R/AnR(M) é

um anel artiniano à esquerda. Também, M é um R/AnR(M)-módulo semipri-

mo fiel e por (i) do lema anterior, R/AnR(M) é um anel semiprimo. Pela

Proposição 1.5, R/AnR(M) é um anel semi-simples. Portanto, M é um

R/AnR(M)-módulo semi-simples donde segue que M é um R-módulo semi-

simples.

Corolário 2.18. Seja M ∈ DR. Então as seguintes afirmações são equiva-

lentes:

(i) M é um módulo semiprimo.

(ii) M é uma soma direta de módulos primos.

(iii) M é uma soma de módulos primos.

(iv) Todo submódulo N de M , que é semiprimo como R-módulo, é um so-

mando direto de M .

Demonstração: (i) ⇒ (ii) Pelo Teorema 2.17, M é semi-simples. Então

M =
∑⊕

Si, onde cada Si é um módulo simples e portanto primo. A

implicação (ii) ⇒ (iii) é clara.

(iii) ⇒ (i) Suponhamos que M =
∑

Mi, onde os Mi
′
s são módulos primos

e portanto semi-simples, pelo Teorema 2.7. Logo, M é um módulo semi-

simples e dáı semiprimo, pelo teorema anterior.

(i) ⇒ (iv) É claro, pois sendo M semiprimo, M é semi-simples. Logo,

todo submódulo de M é um somando direto dele.

(iv) ⇒ (iii) Seja
∑

i∈I Mi a soma de submódulos de M tal que cada Mi

é um módulo primo. Pelo Teorema 2.7, Mi é semi-simples para todo i ∈ I.

Logo,
∑

i∈I Mi é um módulo semi-simples e portanto semiprimo.

Suponhamos que
∑

i∈I Mi seja um submódulo próprio de M . Por (iv),

existe um submódulo N de M tal que
∑

i∈I Mi ⊕ N = M . Sendo que N ∈
DR, então N possui um submódulo simples S. Temos que S é um módulo

primo. Portanto, S ⊆ ∑
i∈I Mi ∩ N e isto é uma contradição. Logo, M =∑

i∈I Mi.
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2.5 Uma questão de J. Dauns

Dado um anel R, o radical primo de R, que é denotado por Nil∗(R), é a

interseção de todos os ideais primos de R. É bem conhecido que R é um anel

semiprimo se, e somente se, Nil∗(R) = 0, para mais detalhes veja ([8], Ch. 4).

O resultado a seguir é provado por Dauns em ([2], Prop. 1.20), apresenta-

mos uma rápida prova do mesmo.

Proposição 2.19. ([2], Prop. 1.20) Sejam R um anel e M um R-módulo. Se⋂ {N : N é um submódulo de M primo em M} = (0) então M é semiprimo.

Demonstração: Suponhamos que existam r ∈ R e m ∈ M tais que rRrm =

0, mas rm 6= 0. Então existe um submódulo primo K de M tal que rm /∈ K.

Assim, r /∈ AnR(M/K), mas rRrm = (0) ⊆ K e isto contradiz o fato de K

ser um submódulo primo em M . Logo, M é semiprimo.

Em seus trabalhos ([3] e [4]), Dauns levanta a questão: vale a rećıproca

da proposição acima?

Jenkins e Smith, em ([14], pag. 3600), apresentam um contra-exemplo, que

segue abaixo, no qual mostram que a rećıproca não vale, em geral. Caso seja

necessário para entender este exemplo, veja ([14], Th. 11).

Exemplo: Sejam Z o anel dos inteiros e R = Z[X] o anel de polinômios

sobre Z. Por F , denota-se o R-módulo livre R⊕R de R, f o elemento (2, X)

de F e P o ideal maximal R2 + RX de R. Então N = Pf é um submódulo

semiprimo de F que não é uma interseção de submódulos primos em F .

O objetivo desta seção é mostrar que vale a rećıproca da Proposição 2.19

para módulos em DR.

Teorema 2.20. Seja M ∈ DR. Então M é um módulo semiprimo se, e

somente se,
⋂ {N : N é um submódulo de M primo em M} = (0).

Demonstração: Se a interseção dos submódulos primos em M é nula então

M é um módulo semiprimo, pela Proposição 2.19.

Seja M um módulo semiprimo. Pelo Teorema 2.17, M é semi-simples e

portanto, M pode ser escrito na forma M =
∑

i∈I

⊕
Mi, onde cada Mi é um

módulo simples.
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Para cada j ∈ I, tomamos a projeção πj :
∑

i∈I

⊕
Mi → Mj. É fácil ver

que Ker(πj) =
∑

i6=j

⊕
Mi. Logo, para todo j ∈ I, temos que o módulo quo-

ciente M/
∑

i6=j

⊕
Mi é isomorfo a Mj, que é um módulo simples e portanto,

um módulo primo.

Portanto, Mj
′

=
∑

i 6=j

⊕
Mi é um submódulo primo em M para todo

j, e é claro que
⋂{Mj

′
: j ∈ I} = (0). Portanto, a interseção de todos os

submódulos primos em M é zero.
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Caṕıtulo 3

Co-módulos Primos e

Semiprimos

Em todo este caṕıtulo, C é uma co-álgebra e C∗ é a sua álgebra dual.

Trabalhamos com co-módulos à direita sobre a co-álgebra C. Para facilitar

a escrita, diremos co-módulos à direita ficando subentendido que C é a co-

álgebra considerada.

Neste caṕıtulo, definimos e caracterizamos co-módulos à direita primos,

fortemente primos, semiprimos e fortemente semiprimos.

Lembremos do Caṕıtulo 2 que

Obj(DC∗) = {M ∈ C∗-Mod : C∗/AnC∗(M) é um anel artiniano à esquerda}
e que denotamos Obj(DC∗) por DC∗ .

Ao considerarmos módulos primos em Rat(C∗-Mod), mostramos que os

mesmos são objetos da categoria DC∗ e portanto valem os resultados do

Caṕıtulo 2 nexte contexto.

3.1 Co-módulos primos e fortemente primos

Nesta seção, definimos co-módulos primos, fortemente primos e mostramos

que estas definições são equivalentes. Além disso, damos alguns resultados

que caracterizam os mesmos.

Definição 3.1. Um co-módulo à direita M é dito fortemente primo se M é

fortemente primo como um C∗-módulo à esquerda.
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Definição 3.2. Um co-módulo à direita M é dito primo se M é primo como

um C∗-módulo à esquerda.

Notamos um fato sobre anuladores de um C∗-módulo à esquerda racional.

Observação 3.3. Seja M ∈ Rat(C∗-Mod). Então ∀x ∈ M, AnC∗(x) é um

ideal à esquerda de C∗ fechado, veja ([1], Th. 2.2.14 (ii)). Como AnC∗(M) =⋂
06=x∈M AnC∗(x), então AnC∗(M) é um ideal fechado de C∗, pois é uma

interseção de fechados.

Chamamos I = AnC∗(M). Pela Proposição 1.27, I⊥ é uma subco-álgebra

de C. Assim, i∗ : C∗ → (I⊥)∗ definida por i∗(c∗) = c∗ ◦ i, para todo c∗ ∈
C∗, é um morfismo sobrejetor de álgebras, onde i : I⊥ ↪→ C é a inclusão.

Observamos que Ker(i∗) = I⊥⊥ = I, pois I é fechado. Logo, C∗/I ' (I⊥)∗.

Lembremos que dado um anel R, um R-módulo à esquerda M diz-se

finitamente anulado se existem elementos m1,m2, · · · ,mn ∈ M tais que⋂n
i=1 AnR(mi) = AnR(M).

Proposição 3.4. Seja M um módulo primo em Rat(C∗-Mod). Então todo

C∗-submódulo não-nulo N de M é finitamente anulado e C∗/AnC∗(N) é uma

k-álgebra finito dimensional.

Demonstração: Sejam N um C∗-submódulo não-nulo de M e 0 6= n ∈ N .

Temos pela Proposição 1.34, que C∗n é finito dimensional e portanto finita-

mente anulado. Logo, existem c∗i ∈ C∗, i = 1, 2, ..., n tais que AnC∗(C
∗n) =⋂n

i=1 AnC∗(c
∗
i n). Sendo M primo, segue que

⋂n
i=1 AnC∗(c

∗
i n) = AnC∗(C

∗n) =

AnC∗(M) = AnC∗(N). Logo, N é finitamente anulado.

Mostremos que C∗/AnC∗(M) é finito dimensional. De fato, basta obser-

varmos que a função abaixo é injetora,

C∗/I →
n⊕

i=1

C∗/AnC∗(mi)

c∗ + I 7→ (c∗ + AnC∗(m1), · · · , c∗ + AnC∗(mn))

onde I = AnC∗(N) =
⋂n

i=1 AnC∗(mi) e mi = c∗i n, para i ∈ {1, 2, · · · , n}.
Para todo i ∈ {1, 2, · · · , n}, a função f : C∗ → C∗mi, dada por f(c∗) =

c∗mi é sobrejetora. Portanto, C∗/AnC∗(mi) ' C∗mi e este é finito dimensio-

nal. Logo, C∗/I é finito dimensional.
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Proposição 3.5. Seja M ∈ Rat(C∗-Mod) um módulo finitamente gerado.

Então C∗/AnC∗(M) é finito dimensional.

Demonstração: Pela Proposição 1.34, temos que M é finito dimensional,

logo finitamente anulado. O restante é semelhante à prova da proposição

anterior.

Segue da Proposição 3.4 que qualquer módulo primo em Rat(C∗-Mod)

tem a propriedade que C∗/AnC∗(M) é artiniano à esquerda (e à direita) e

claramente temos que

Corolário 3.6. Todo módulo primo em Rat(C∗-Mod) é um módulo em DC∗.

Corolário 3.7. Seja M um co-módulo primo. Então M é fortemente primo.

Demonstração: Temos que M é um C∗-módulo à esquerda racional primo

e pelo corolário acima, M ∈ DC∗ . Do Teorema 2.9, segue que M é um C∗-

módulo à esquerda racional fortemente primo. Logo, M é um co-módulo à

direita fortemente primo.

Lembremos alguns resultados existentes na literatura a respeito de co-

módulos simples.

Proposição 3.8. ([1], Sec. 2.4) Um co-módulo à direita S sobre uma co-

álgebra C é simples se, e somente se, S é simples como um C∗-módulo à

esquerda racional.

Proposição 3.9. ([1], Sec. 3.1) Seja C uma co-álgebra. Então todo co-módulo

simples sobre C é um co-módulo sobre uma co-álgebra simples.

Demonstração: Seja S um co-módulo simples. Então S é um C∗-módulo ra-

cional simples pela proposição acima. Portanto, S é um C∗/AnC∗(S)-módulo

simples fiel.

Temos que ((AnC∗(S))⊥)∗ ' C∗/AnC∗(S) e este último é finito dimensio-

nal pela Proposição 3.4, isto é, a álgebra ((AnC∗(S))⊥)∗ é artiniana simples.

Logo, pela Proposição 1.39, a co-álgebra (AnC∗(S))⊥ é simples e S é um

co-módulo à direita sobre esta co-álgebra.

Embora já tenhamos dito no Caṕıtulo 1, dado um co-módulo à direita M ,

a co-álgebra (AnC∗(M))⊥ é a co-álgebra associada a M .
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Proposição 3.10. ([1], Sec. 3.1) Seja C uma co-álgebra e sejam M e N dois

co-módulos à direita simples sobre C. Então M e N são isomorfos se, e

somente se, possuem a mesma co-álgebra associada.

Devido ao Corolário 3.6 e também ao isomorfismo entre as categorias MC

e Rat(C∗-Mod), provamos os resultados que seguem.

Teorema 3.11. Seja M ∈ MC. Então as seguintes afirmações são equiva-

lentes:

(i) M é um co-módulo à direita primo.

(ii) M =
∑

i∈Ω

⊕
Mi, onde os Mi

′
s são subco-módulos simples de M , iso-

morfos dois a dois, e Ω é um conjunto de ı́ndices.

(iii) A co-álgebra associada ao co-módulo M , (AnC∗(M))⊥, é simples.

(iv) Todo subco-módulo não-nulo de M possui a mesma co-álgebra associada

ao co-módulo M .

Demonstração: (i) ⇒ (ii) Sendo M um co-módulo à direita primo, segue

que M é um C∗-módulo à esquerda racional primo. Então M ∈ DC∗ e

portanto, pelo Teorema 2.7, M é uma soma direta de C∗-submódulos simples

Mi para i em um conjunto de ı́ndices Ω, que são isomorfos dois a dois.

Pela Proposição 3.8, M é uma soma direta de co-módulos simples e é claro

que estes são isomorfos dois a dois.

(ii) ⇒ (iii) Novamente considerando M como um C∗-módulo à esquerda

racional, segue de (ii) que AnC∗(M) = AnC∗(Mi), para todo i ∈ Ω. Logo,

(AnC∗(M))⊥ = (AnC∗(Mi))
⊥ para todo i. Como cada Mi é simples, segue da

prova da Proposição 3.9 que (AnC∗(M))⊥ é simples.

(iii) ⇒ (iv) Seja N um subco-módulo não-nulo de M . Considerando-

os como C∗-módulos, temos que AnC∗(M) ⊆ AnC∗(N) e dáı, (AnC∗(N))⊥ ⊆
(AnC∗(M))⊥. Sendo a co-álgebra (AnC∗(M))⊥ simples, segue que (AnC∗(M))⊥

= (AnC∗(N))⊥, pois se a co-álgebra (AnC∗(N))⊥ = 0, então N = 0 e isto é

um absurdo.

(iv) ⇒ (i) Seja N um subco-módulo não-nulo de M . Por (iv), temos que

(AnC∗(N))⊥ = (AnC∗(M))⊥ donde segue que AnC∗(N) = AnC∗(M)), pois

os anuladores são ideais fechados em C∗. Logo, M é um C∗-módulo primo e

portanto um co-módulo primo.
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Observação 3.12. Seja C uma co-álgebra finito dimensional. Então todo

C∗-módulo à esquerda é racional.

De fato, seja M um C∗-módulo à esquerda. Mostremos que ρM(M) ⊆
µM(M ⊗ C), onde ρM : M → Hom(C∗,M), ρM(m)(c∗) = c∗m, m ∈ M e

c∗ ∈ C∗ e µM = fM(id⊗j) : M⊗C → Hom(C∗,M), µM(m⊗c)(c∗) = c∗(c)m,

para c ∈ C, c∗ ∈ C∗ e m ∈ M , estas aplicações estão definidas no Caṕıtulo 1,

Seção 1.5.

Por hipótese, C é finito dimensional logo, C∗ também o é. Portanto, as

aplicações k-lineares fM : M⊗C∗∗ → Hom(C∗,M) e id⊗j : M⊗C → M⊗C∗∗

são isomorfismos. Logo, µM(M ⊗ C) = Hom(C∗,M).

Portanto, ρM(M) ⊆ Hom(C∗,M) = µM(M ⊗ C), isto é, M é racional.

Corolário 3.13. Se existe um C∗-módulo racional primo e fiel, então todo

C∗-módulo é fiel e portanto primo. Em particular, as categorias C∗-Mod e

Rat(C∗-Mod) coincidem.

Demonstração: Suponhamos P um C∗-módulo racional primo e fiel. Temos

pelo teorema acima, que (AnC∗(P ))⊥ é simples. Como AnC∗(P ) = 0, segue

que C = (AnC∗(P ))⊥ é simples e pela Proposição 1.39 a k-ágebra C∗ é simples

(e artiniana). Logo, todo C∗-módulo é fiel e portanto primo.

Sendo a co-álgebra C simples, então C é finito dimensional. Pela ob-

servação acima, segue que todo C∗-módulo à esquerda é racional, isto é, as

categorias C∗-Mod e Rat(C∗-Mod) são as mesmas.

Seja M um co-módulo à direita. Denotamos por EndC(M) ao conjunto

de todos os morfismos do co-módulo M .

Definição 3.14. Seja M um co-módulo à direita. Dizemos que o subco-

módulo N de M é completamente invariante se f(N) ⊆ N, ∀f ∈ EndC(M).

Lema 3.15. Seja M ∈ MC. Então M é subgerado por todo subco-módulo

não-nulo dele se, e somente se, M é um C∗-módulo racional fortemente

primo.

Demonstração: Suponhamos que M seja subgerado por todo subco-módulo

não-nulo dele. Seja N um C∗-submódulo não-nulo de M . Então N é um

subgerador de M como um co-módulo. Portanto, existem um co-módulo M
′
,
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um conjunto de ı́ndices Ω e morfismo sobrejetor f : N (Ω) → M
′
de co-módulos

à direita, onde M ⊆ M
′
. É claro que M

′
é um C∗-módulo racional e f é um

epimorfismo de C∗-módulos. Logo, M é N -subgerado como C∗-módulo, isto

é, M é um C∗-módulo fortemente primo. A rećıproca é semelhante.

O Teorema 3.11 diz que um módulo à esquerda racional primo M é semi-

simples, e portanto injetivo em σ[M ]. Logo, M é um co-módulo injetivo em

σ[M ]c. Temos o seguinte teorema:

Teorema 3.16. Sejam M ∈ MC e A uma subálgebra densa da álgebra dual

C∗. Então as seguintes condições são equivalentes:

(i) M é um co-módulo fortemente primo.

(ii) M é um D-co-módulo fortemente primo, onde D = (AnC∗(M))⊥.

(iii) M é gerado por cada um de seus subco-módulos não-nulos.

(iv) M não possui subco-módulos completamente invariantes não-triviais.

(v) Para toda classe de pretorsão T em σ[M ]c, T (M) = M ou T (M) = 0.

(vi) M é um A-módulo à esquerda racional fortemente primo.

(vii) Para todo 0 6= x ∈ M , existem n = n(x) e a∗1, · · · , a∗n ∈ C∗ tais que⋂n
j=1 AnC∗(a

∗
jx) = AnC∗(M).

Demonstração: A equivalência (i)⇔(ii) segue do fato de que M é um D∗-

módulo à esquerda racional fortemente primo, onde D∗ ' C∗/AnC∗(M) se, e

somente se, M é um C∗-módulo à esquerda racional fortemente primo.

(iii) ⇒ (i) é claro.

(i) ⇒ (iii) Temos que M é um co-módulo à direita fortemente primo,

logo um C∗-módulo à esquerda racional fortemente primo e portanto primo.

Pelo Corolário 3.6, M ∈ DC∗ e portanto, pelo Teorema 2.10, M é gerado

pelos seus C∗-submódulos não-nulos. Logo, M é gerado por cada um de seus

subco-módulos não-nulos.

(i) ⇒ (iv) Seja 0 6= N um subco-módulo completamente invariante de

M . Por (i), M é um C∗-módulo à esquerda racional primo, donde segue

que M ∈ DC∗ . Claramente N é um C∗-submódulo de M completamente

invariante. Logo, pelo Teorema 2.10, M = N como C∗-módulos à esquerda

racionais e portanto, como co-módulos à direita.

(iv) ⇒ (v) Seja T uma classe de pretorsão em σ[M ]c. Temos que T (M)

é um subco-módulo completamente invariante de M . Logo, T (M) = M ou
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T (M) = 0.

(v) ⇒ (i) Seja K um subco-módulo não-nulo de M . Então T = σ[K]c

é uma classe de pretorsão hereditária em σ[M ]c e portanto, uma classe de

pretorsão.

Como 0 6= K ∈ T , segue que K ⊆ T (M), pois T (M) é o maior subco-

módulo de M que pertence à T . Por (v), T (M) = M donde segue que M

é subgerado por K. Logo, pelo Lema 3.15, M é um C∗-módulo à esquerda

racional fortemente primo e portanto um co-módulo fortemente primo.

(i) ⇒ (vi) Seja N um A-submódulo não-nulo de M . Então, pelo Teorema

1.41, N é um C∗-submódulo racional de M . Por (i), M é um C∗-módulo à

esquerda racional fortemente primo, isto é, existem um C∗-módulo K, um

conjunto de ı́ndices Ω e um epimorfismo f : N (Ω) → K de C∗-módulos, onde

M ⊆ K. É claro que K é um A-módulo, que é N -gerado como um A-módulo

e f é um epimorfismo de A-módulos racionais. Portanto, M é N -subgerado

como um A-módulo, ou seja, M ∈ σ[AN ], para todo A-submódulo não-nulo

N de M .

(vi) ⇒ (i) Seja N um C∗-submódulo não-nulo de M . Então, pelo Teorema

1.41, N é um A-submódulo racional de M e, pela hipótese, M é N -subgerado

como um A-módulo. Portanto, existem um A-módulo M
′
, um conjunto de

ı́ndices I e um epimorfismo de A-módulos ϕ : N (I) → M
′
, onde M ⊆ M

′
.

Pelo Teorema 1.41, temos que ϕ é um epimorfismo de C∗-módulos. Portanto,

M é N -subgerado como um C∗-módulo, isto é, M é um C∗-módulo à esquerda

racional fortemente primo. Logo, M é um co-módulo fortemente primo.

(i) ⇒ (vii) Seja 0 6= x ∈ M . Então C∗x é um submódulo não-nulo de M

e, pela Proposição 1.34, C∗x é finito dimensional. Logo, finitamente anulado,

isto é, existem c∗1, · · · , c∗n ∈ C∗ tais que
⋂n

i=1 AnC∗(c
∗
i x) = AnC∗(C

∗x).

Sendo M um co-módulo fortemente primo, segue que M é um C∗-módulo

racional fortemente primo e portanto primo. Logo, AnC∗(C
∗x) = AnC∗(M)

donde segue que
⋂n

i=1 AnC∗(c
∗
i x) = AnC∗(M).

(vii) ⇒ (i) Sejam 0 6= x, y ∈ M . Então por (vii), existem n = n(x)

e a∗1, · · · , a∗n ∈ C∗ tais que
⋂n

j=1 AnC∗(a
∗
jx) = AnC∗(M) ⊆ AnC∗(y). Pelo

Teorema 1.17, M é um C∗-módulo racional fortemente primo. Logo, um

co-módulo fortemente primo.
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3.2 Co-módulos semiprimos e fortemente se-

miprimos

Definimos e caracterizamos os co-módulos semiprimos e fortemente semi-

primos.

Definição 3.17. Um co-módulo à direita M é dito fortemente semiprimo se

M é fortemente semiprimo como um C∗-módulo à esquerda racional.

Definição 3.18. Um co-módulo à direita M é dito semiprimo se M é semi-

primo como um C∗-módulo à esquerda racional.

Os módulos à esquerda racionais semiprimos não estão em DC∗ , em geral.

No final desta seção, apresentamos um exemplo que mostra este fato. Apesar

disso, garantimos os resultados que foram obtidos no Caṕıtulo 2 para os

mesmos. Isto ocorre, pois todo C∗-módulo à esquerda racional ćıclico M é

finitamente anulado e portanto, a k-álgebra C∗/AnC∗(M) é finito dimensional

e em particular, é artiniana à esquerda (e à direita).

Seja M um co-módulo à direita. Considerando M como um C∗-módulo à

esquerda racional, podemos tomar o socle de M , s(M), que é a soma dos C∗-

submódulos simples de M . Como C∗-submódulos simples de M são subco-

módulos simples de M , podemos considerar s(M) como sendo a soma dos

subco-módulos simples de M .

Sabemos que todo co-módulo possui um subco-módulo simples, veja Pro-

posição 1.35. Logo, todo C∗-módulo à esquerda racional M possui um C∗-

submódulo simples e dáı, s(M) é essencial em M .

Lembramos que um co-módulo M é co-semi-simples se M é uma soma de

subco-módulos à direita simples.

Teorema 3.19. Seja M ∈ MC. Então as seguintes afirmações são equiva-

lentes:

(i) M é um co-módulo co-semi-simples.

(ii) M é um co-módulo fortemente semiprimo.

(iii) M é um co-módulo semiprimo.
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Demonstração: (i) ⇒ (ii) Por (i), M é um C∗-módulo à esquerda racional

semi-simples. Pela Proposição 1.22, M é um módulo fortemente semiprimo,

logo um co-módulo fortemente semiprimo.

(ii) ⇒ (i) Temos por (ii) que M é um C∗-módulo à esquerda racional

fortemente semiprimo. Pelo que observamos anteriormente ao teorema, s(M)

é essencial em M .

Segue da Proposição 1.21 que M é subgerado pelo seu socle. Logo, M é

um módulo semi-simples e portanto, um co-módulo co-semi-simples.

(i) ⇒ (iii) Por (i), M é um C∗-módulo à esquerda racional semi-simples e

portanto, pela Proposição 1.9 temos que M é um módulo semiprimo. Logo,

M é um co-módulo semiprimo.

(iii) ⇒ (i) Seja M um co-módulo à direita semiprimo. Então M é um C∗-

módulo à esquerda racional semiprimo. Podemos escrever M =
∑

m∈M C∗m,

então é suficiente provar que todo C∗-submódulo ćıclico é semi-simples. É

claro que C∗m é um módulo semiprimo para todo m ∈ M .

Pelo Lema 2.16, C∗/AnC∗(C
∗m) é um anel semiprimo que é também ar-

tiniano à esquerda, pois pela Proposição 3.5, é finito dimensional.

Segue da Proposição 1.5, que C∗/AnC∗(C
∗m) é semi-simples. Logo, C∗m

é um C∗/AnC∗(C
∗m)-módulo à esquerda racional semi-simples e portanto um

C∗-módulo semi-simples.

Logo, M é um C∗-módulo semi-simples, então M = s(M) e pelo que

observamos acima, M é a soma de seus subco-módulos à direita simples, isto

é, um co-módulo à direita co-semi-simples.

Corolário 3.20. Seja M ∈ MC. Então as seguintes afirmações são equiva-

lentes:

(i) M é um co-módulo semiprimo.

(ii) M é uma soma direta de co-módulos primos.

(iii) M é uma soma de co-módulos primos.

(iv) Todo subco-módulo N de M , que é um co-módulo semiprimo, é um so-

mando direto de M .

O exemplo abaixo exibe um módulo à esquerda racional semiprimo que

não está em DC∗ para uma determinada co-álgebra C.
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Exemplo: Seja (Ci)i=1,2,··· a famı́lia de co-álgebras de matrizes, Ci = M c(i, k).

Podemos tomar a soma direta desta famı́lia, pois a categoria das co-álgebras

é fechada para somas diretas, veja ([1], Prop. 1.4.19).

Chamamos C =
∑∞

i=1

⊕
Ci. Vemos, por definição, que a co-multiplicação

da co-álgebra C, ∆C , restrita a Ci é igual a ∆Ci
, isto é, ∆C(Ci) = ∆Ci

(Ci) ⊆
Ci ⊗Ci ⊆ Ci ⊗C para todo i. Logo, cada Ci é um co-módulo à direita sobre

a co-álgebra C.

Segue de ([1], Ex. 1.3.15), que cada Ci é isomorfa à Mi(k)∗, onde Mi(k) é

o anel de matrizes i × i sobre k. Logo, a co-álgebra Ci é simples, para todo

i. Portanto, pelo Teorema 4.5, que veremos no Caṕıtulo 4, cada Ci é um

C∗
i -módulo à esquerda racional primo (e fiel, pois C∗

i é simples) e portanto

um co-módulo primo sobre si mesmo.

Notamos que C∗ ' ∏∞
i=1 C∗

i como k-álgebras. Para um i fixo, temos que

AnC∗(Ci) =
∏

j 6=i C
∗
j . Usando este fato e também que Ci como um C∗

i -módulo

é primo, segue que Ci é um C∗-módulo primo. Logo, Ci é um co-módulo primo

sobre a co-álgebra C.

Sendo i fixo, mas arbitrário temos que C é uma soma direta de co-módulos

primos. Logo, pelo corolário acima, C é um co-módulo semiprimo e dáı, um

C∗-módulo semiprimo.

Temos que AnC∗(C) =
⋂

i AnC∗(Ci) = 0 e portanto, C∗/AnC∗(C) ' C∗

que não é artiniano à esquerda e isto termina o exemplo.

O Teorema 3.19 prova que todo C∗-módulo à esquerda racional semiprimo

é semi-simples e reciprocamente. Neste caso, temos uma resposta afirmativa

para a questão de J. Dauns, vista no Caṕıtulo 2.

Teorema 3.21. Seja M ∈ Rat(C∗-Mod). Então M é módulo semiprimo se,

e somente se,
⋂ {N : N é um submódulo de M primo em M} = (0).
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Caṕıtulo 4

Co-álgebras Primas

Como dissemos no Caṕıtulo 1, C pode ser visto como um co-módulo à

direita sobre a co-álgebra C ⊗Ccop devido ao fato de que as categorias CMC

e MC⊗Ccop
são isomorfas. Usando este fato, definimos as co-álgebras primas.

Estas co-álgebras são completamente determinadas.

Definição 4.1. Seja C uma co-álgebra. Dizemos que C é prima se C é primo

como um (C ⊗ Ccop)∗-módulo à esquerda racional.

O seguinte lema é bem conhecido em álgebra linear.

Lema 4.2. ([1], Lemma1.3.2) Sejam V,W,X k-espaços vetoriais e conside-

ramos as aplicações k-lineares: φ : V ∗⊗X → Homk(V,X), φ
′
: Homk(V, W ∗)

→ (V ⊗W )∗ e ρ : V ∗ ⊗W ∗ → (V ⊗W )∗ definidas por:

φ(f ⊗ x)(v) = f(v)x, onde f ∈ V ∗, x ∈ X e v ∈ V .

φ
′
(g)(v ⊗ w) = g(v)(w), onde g ∈ Homk(V, W ∗), v ∈ V e w ∈ W .

ρ(f ⊗ g)(v ⊗ w) = f(v)g(w), onde f ∈ V ∗, g ∈ W ∗, v ∈ V e w ∈ W . Então,

(i) φ é injetora. Se X é finito dimensional, então φ é um isomorfismo.

(ii) φ
′
é um isomorfismo.

(iii) ρ é injetora. Se W é finito dimensional, então ρ é um isomorfismo.

Proposição 4.3. Seja C uma co-álgebra. Então C∗⊗C∗op é uma subálgebra

densa em (C ⊗ Ccop)∗.

Demonstração: Consideremos a aplicação ϕ : C∗ ⊗ C∗op → (C ⊗ Ccop)∗

k-linear, definida por ϕ(f ⊗ g)(c⊗ d) = f(c)g(d). Por (iii) do lema anterior,
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ϕ é injetora. A multiplicação em C∗ ⊗ C∗op é dada por (f ⊗ g)(f
′ ⊗ g

′
) =

f ∗ f
′ ⊗ g

′ ∗ g, onde f, f
′ ∈ C∗ e g, g

′ ∈ C∗op. Não é dif́ıcil ver que ϕ é um

morfismo de k-álgebras.

Vejamos que Imϕ é uma subálgebra densa em (C ⊗ Ccop)∗. Seja z ∈
(Imϕ)⊥, então z =

∑n
i=1 xi ⊗ yi ∈ C ⊗ Ccop.

Para quaisquer f ∈ C∗ e g ∈ C∗op, temos que ϕ(f ⊗ g)(
∑n

i=1 xi ⊗ yi) =∑n
i=1 f(xi)g(yi) = 0 e podemos considerar os yi

′
s linearmente independentes.

Assim, existe h ∈ C∗op tal que h(yi) 6= 0 e h(yj) = 0, para j 6= i. Temos

que 0 = ϕ(f ⊗ h)(z) =
∑n

i=1 f(xi)h(yi) = f(xi), para todo f ∈ C∗ e isto

implica que xi = 0. Como i ∈ {1, · · · , n} é arbitrário, segue que z = 0. Logo,

(Imϕ)⊥ = {0}.

Corolário 4.4. Seja C uma co-álgebra. As seguintes condições são equiva-

lentes:

(i) C é um C ⊗ Ccop-co-módulo fortemente primo.

(ii) C é um C ⊗ Ccop-co-módulo primo.

(iii) C é um D-co-módulo fortemente primo, onde D = (An(C⊗Ccop)∗(C))⊥.

(iv) C é gerado por cada um de seus C ⊗ Ccop-subco-módulos não-nulos.

(v) C não possui subco-módulos completamente invariantes não-triviais.

(vi) Para toda classe de pretorsão T em σ[C]C⊗Ccop
, T (C) = C ou T (C) = 0.

(vii) C é um C∗ ⊗ C∗op-módulo fortemente primo.

(viii) Para todo 0 6= x ∈ C, existem n = n(x) e a∗1, · · · , a∗n ∈ (C ⊗ Ccop)∗ tais

que
⋂n

j=1 An(C⊗Ccop)∗(a
∗
jx) = An(C⊗Ccop)∗(C).

Demonstração: Segue diretamente do Teorema 3.16.

Agora, consideramos a co-álgebra C como um co-módulo à esquerda (e à

direita). Observamos que se a co-álgebra C é simples, então todo C∗-módulo

é fiel. Em particular, o C∗-módulo à esquerda (à direita) racional C é primo.

Teorema 4.5. Seja C uma co-álgebra. Então C é simples se, e somente se,

C é um C∗-módulo à esquerda (à direita) primo.

Demonstração: Obviamente, se C é simples, então C∗C é primo. Suponha-

mos que C não seja simples. Mostremos que C não é C∗-módulo à esquerda

fortemente primo e isto é equivalente a mostrarmos que C não é um C∗-

módulo primo.
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Pelo Teorema 1.38, C possui uma subco-álgebra simples D que é própria,

pois C não é simples. Sendo D finito dimensional, existe C = {ct, t ∈ F} ⊆ C,

base de D com F ⊆ N finito.

Completamos C a uma base de C, digamos C
′
= {cl, l ∈ F ∪ Ω}, onde Ω

é um conjunto de ı́ndices disjunto de F . Podemos escrever C = D⊕E, onde

E é o subespaço complementar de D em C gerado pelos elementos cl
′
s com

l ∈ Ω.

Tomamos 0 6= x ∈ D. Seja {f1, f2, · · · , fn} uma famı́lia finita qualquer de

elementos em C∗. Sendo que ∆(x) =
∑

i,j∈F αij ci ⊗ cj, onde os αij
′
s estão

todos em k e os ci
′
s e cj

′
s estão em D, segue que fqx =

∑
i,j∈F αijfq(cj)ci,

para todo q ∈ {1, 2, · · · , n}.

Agora, tomamos 0 6= y ∈ E, então 0 6= ∆(y) ∈ D⊗D⊕D⊗E⊕E⊗D⊕
E ⊗ E.

Se ∆(y) ∈ D ⊗ D então ∆(y) =
∑

r,s∈F βrs cr ⊗ cs ∈ D ⊗ D e pela

propriedade da co-unidade y =
∑

r,s∈F βrs ε(cr)cs =
∑

r,s∈F βrs ε(cs)cr ∈ D e

isto é um absurdo.

Com o mesmo racioćınio, utilizando a propriedade da co-unidade, mostra-

mos que ∆(y) /∈ D ⊗ E, ∆(y) /∈ E ⊗ D e se ∆(y) possui termos onde os

elementos de E não aparecem simultaneamente nas duas posições, então ∆(y)

contém necessariamente termos com elementos de E na 1a
¯ posição e termos

com elementos de E na 2a
¯ posição.

Consideramos ∆(y) =
∑

αrs cr ⊗ cs +
∑

αuv cu ⊗ cv +
∑

αtw ct ⊗ cw +∑
αzl cz ⊗ cl, onde os ı́ndices r, s, u e w estão em um subconjunto I1 de F

(os respectivos cr, cs, cu e cw estão em D), os ı́ndices v, t, z e l estão em um

subconjunto finito I2 de Ω (os respectivos cv, ct, cz e cl estão em E) e os αı
′
s

estão todos em k para quaisquer ı,  ∈ I1 ∪ I2.

Pelo que vimos acima (usando a propriedade da co-unidade), segue que

existe um ı́ndice ηo ∈ I2 tal que αηop 6= 0 ou αpηo 6= 0, para algum p ∈ I1 ∪ I2.

Consideramos o caso em que αηop 6= 0, o outro é análogo.

Suponhamos que p ∈ I2. Então c∗p y =
∑

αup cu +
∑

αzp cz, onde c∗p ∈ C∗

é tal que c∗p(cj) = δp,j, para todo j ∈ F ∪ Ω.
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Afirmamos que c∗p y 6= 0, pois caso contrário, teremos que
∑

αup cu = 0 e∑
αzp cz = 0. Segue que αzp = 0 para todo z, em particular, αηop = 0 e isto

é um absurdo.

Para todo q ∈ {1, 2, · · · , n}, temos que

c∗p(fqx) =
∑
i,j∈F

∑
αij fq(cj) c∗p((ci)2)(ci)1 = 0,

pois c∗p((ci)2) = 0, onde ∆(ci) =
∑

(ci)1 ⊗ (ci)2. Logo, c∗p ∈
⋂n

q=1 AnC∗(fqx),

mas c∗p /∈ AnC∗(y). Portanto, C∗C não é fortemente primo.

Suponhamos que p ∈ I1. Então αηop cηo ⊗ cp ∈ E⊗D e vimos acima que é

necessário a existência de um elemento não-nulo em D⊗E ou em E⊗E. Em

qualquer um dos dois casos, usando o mesmo racioćınio anterior, se obtém

novamente uma contradição.

Logo, o C∗-módulo à esquerda C não é primo.

Observação 4.6. Seja C uma co-álgebra. Se C é simples então C é prima.

De fato, basta observarmos que os (C ⊗ Ccop)∗-submódulos racionais de C

são exatamente as subco-álgebras de C e vice-versa. Segue então que C é um

(C ⊗Ccop)∗-módulo racional simples e portanto primo. Logo, a co-álgebra C

é prima.

O teorema seguinte mostra que as co-álgebras primas são apenas as sim-

ples.

Teorema 4.7. Seja C uma co-álgebra. Então C é simples se, e somente se,

C é prima.

Demonstração: Pela observação acima, se C é simples então C é prima.

Suponhamos que C não seja simples. Provemos que C não é prima. Sabemos

pelo Teorema 1.38, que C contém uma subco-álgebra simples D que é própria,

pois C não é simples. Sendo D finito dimensional, existe B = {ct, t ∈ F} ⊆ C,

base de D, com F ⊆ N finito.

Completamos B a uma base de C, digamos B
′
= {cl, l ∈ F ∪ I}, onde I

é um conjunto de ı́ndices disjunto de F . Podemos escrever C = D⊕E, onde

E é o subespaço complementar de D em C gerado pelos elementos cl
′
s, com

l ∈ I.
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Tomamos 0 6= x ∈ D. Seja {t1, t2, · · · , tn} uma famı́lia finita qualquer

de elementos em C∗ ⊗ C∗op. Então tq =
∑nq

αq=1 hαq ⊗ gαq , ∀q ∈ {1, 2, · · · , s}.
Sendo que (∆⊗id)∆(x) =

∑
i,j,l∈F αijl ci⊗cj⊗cl, onde os αijl

′
s estão todos em

k e os ci
′
s, cj

′
s e cl

′
s estão em D, segue para todo q ∈ {1, · · · , n} que tqx =∑nq

αq=1

∑
i,j,l∈F αijlhαq(cl)gαq(ci)cj. Aqui, enxergamos C como um C ⊗ Ccop-

co-módulo à direita.

Tomamos 0 6= y ∈ E, então 0 6= (∆⊗ id)∆(y) ∈ D⊗D⊗D⊕D⊗D⊗E⊕
D⊗E⊗D⊕E⊗D⊗D⊕D⊗E⊗E⊕E⊗D⊗E⊕E⊗E⊗D⊕E⊗E⊗E.

Se (∆⊗id)∆(y) ∈ D⊗D⊗D então (∆⊗id)∆(y) =
∑

r,s,t∈F βrst cr⊗cs⊗ct ∈
D ⊗D ⊗D e pela propriedade da co-unidade y =

∑
r,s,t∈F βrst ε(cr)ε(cs)ct =∑

r,s,t∈F βrst ε(cs)ε(ct)cr =
∑

r,s,t∈F βrst ε(cr)ε(ct)cs ∈ D e isto é um absurdo.

Usando novamente a propriedade da co-unidade, temos que (∆⊗ id)∆(y)

decompõe-se em apenas um dos subespaços acima de C⊗C⊗C se, e somente

se, (∆⊗ id)∆(y) ∈ E⊗E⊗E. Também, se (∆⊗ id)∆(y) contém termos onde

os elementos de E não aparecem simultaneamente nas três posições, então o

mesmo contém necessariamente termos com elementos de E na 1a
¯ posição,

termos com elementos de E na 2a
¯ posição e termos com elementos de E na

3a
¯ posição.

Consideremos

(∆⊗ id)∆(y) =
∑

αr1s1t1 cr1 ⊗ cs1 ⊗ ct1 +
∑

αu1v1w1 cu1 ⊗ cv1 ⊗ cw1

=
∑

αp1q1z1 cp1 ⊗ cq1 ⊗ cz1 +
∑

αl1g1h1 cl1 ⊗ cg1 ⊗ ch1

=
∑

αr2s2t2 cr2 ⊗ cs2 ⊗ ct2 +
∑

αu2v2w2 cu2 ⊗ cv2 ⊗ cw2

=
∑

αp2q2z2 cp2 ⊗ cq2 ⊗ cz2 +
∑

αl2g2h2 cl2 ⊗ cg2 ⊗ ch2 ,

onde os ı́ndices r1, s1, t1, u1, v1, p1, z1, g1, h1, r2, v2 e z2 estão em subconjunto

I1 de F (os respectivos ci
′
s indexados por eles estão em D), os ı́ndices

w1, q1, l1, s2, t2, u2, w2, p2, q2, l2, g2 e h2 estão em um subconjunto finito de I2

(os respectivos ci
′
s indexados por eles estão em E) e os αij`

′
s estão em k para

quaisquer i, j, ` ∈ I1 ∪ I2.

Pelo que vimos acima (usando a propriedade da co-unidade), segue que

existe um ı́ndice ηo ∈ I2 tal que αηopq 6= 0 ou αpηoq 6= 0 ou αpqηo 6= 0, para
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alguns p e q em I1 ∪ I2.

Os casos αηopq 6= 0 e αpqηo 6= 0 são análogos. Faremos apenas um deles.

Suponhamos que αηopq 6= 0.

Se p, q ∈ I2. Então tome c∗q ⊗ c∗ηo
∈ C∗ ⊗ C∗op, onde c∗q(ci) = δq,i e

c∗ηo
(ci) = δηo,i para todo i ∈ F ∪ I.

Da mesma forma que no teorema anterior, suponhamos que (c∗q ⊗ c∗ηo
)y =

0. Então (c∗q ⊗ c∗ηo
)y =

∑
αηov2q cv2 +

∑
αηog2qcg2 = 0 e isto implica que∑

αηov2q cv2 = 0 e
∑

αηog2qcg2 = 0 e portanto, αηog2q = 0 para todo g2, em

particular, para g2 = p. Logo, αηopq = 0 e isto é um absurdo.

Também, (c∗q ⊗ c∗ηo
)(tqx) = 0, pois (∆ ⊗ id)∆(cj) ∈ D ⊗D ⊗D, ∀j ∈ F .

Vemos que c∗q ⊗ c∗ηo
∈ ⋂n

q=1 AnC∗⊗C∗op(tqx) mas c∗q ⊗ c∗ηo
/∈ AnC∗⊗C∗op(y).

Se p, q ∈ I1, p ∈ I1 e q ∈ I2 e p ∈ I2 e q ∈ I1 então tome (c∗q ⊗ c∗ηo
) ∈ C∗⊗

C∗op e exatamente como acima teremos para todos estes casos que c∗q ⊗ c∗ηo
∈⋂n

q=1 AnC∗⊗C∗op(tqx) mas c∗q ⊗ c∗ηo
/∈ AnC∗⊗C∗op(y).

Suponhamos que αpηoq 6= 0.

Se p, q ∈ I2 então tome c∗q⊗c∗p ∈ C∗⊗C∗op, onde c∗q(ci) = δq,i e c∗p(ci) = δp,i

para todo i ∈ F ∪ I.

É fácil ver que (c∗q ⊗ c∗p)y 6= 0 e que (c∗q ⊗ c∗p)(tqx) = 0 para todo q ∈
{1, 2, · · · , n}.

Se p, q ∈ I1. Então αpηoqcp ⊗ D ⊗ E ⊗ D. Sabemos pela propriedade da

co-unidade que é necessário a existência de um termo não-nulo em E⊗E⊗D

ou em E ⊗ E ⊗ E ou em D ⊗ E ⊗ E.

Se existe um termo não-nulo αp
′
ηo
′
q
′ cp

′ ⊗ cηo
′ ⊗ cq

′ em E ⊗ E ⊗D.

Tome c∗
q′ ⊗ c∗

p′ ∈ C∗ ⊗ C∗op. É fácil ver que (c∗
q′ ⊗ c∗

p′ )y 6= 0, entretanto

(c∗
q
′ ⊗ c∗

p
′ )(tqx) = 0 para todo q ∈ {1, 2, · · · , n}.

Os casos em que aparecem termos não-nulos em E⊗E⊗E ou em D⊗E⊗E,

assim como os casos em que p ∈ I1 e q ∈ I2 e que p ∈ I2 e q ∈ I1 são análogos.

Vemos que em todos os casos posśıveis, C∗⊗C∗opC não é fortemente primo,

logo não é primo.

Como um corolário imediato temos

53



Corolário 4.8. Seja C uma co-álgebra. Então as seguintes afirmativas são

equivalentes:

(i) C é um (C ⊗ Ccop)∗-módulo à esquerda primo.

(ii) C∗C é um módulo primo.

(iii) CC∗ é um módulo primo.

(iv) C é uma co-álgebra simples.

Segue abaixo um exemplo de uma co-álgebra simples C que, pelo corolário

acima, é primo como um C∗-módulo à esquerda (e à direita).

Exemplo: Seja C = M c(n, k) a co-álgebra de matrizes. De ([1], Ex. 1.3.15),

C é isomorfa à Mn(k)∗, onde Mn(k) é o anel de matrizes n×n sobre k. Logo,

a co-álgebra C é simples e, pelo corolário acima, C∗C é um módulo primo.

Temos que C∗ ' Mn(k), pois C é simples. Seja V = C∗k
n, o único C∗-

submódulo simples de C∗. Segue que C∗ ' V1 ⊕ V2 ⊕ · · · ⊕ Vn, onde Vi ' V ,

para todo i.

É fácil ver que Ij =
n∑

i=1
i6=j

⊕
Vi é um ideal à direita maximal de C∗. Logo,

os Ij
⊥′s são co-ideais à direita de C que são minimais, ou seja, (Ij

⊥)j é uma

famı́lia de subco-módulos simples de C, isomorfos dois a dois cuja soma é

direta e igual a C.

Pode ser verificado que Ij
⊥ é o subco-módulo à direita de C gerado como

um k-espaço pelas co-matrizes {ejs : s = 1, 2, · · · , n}.

Como um comentário final deste trabalho, relacionamos a definição de

co-álgebra prima dada por nós com a definição de co-álgebra co-prima que

é dada em [11]. Mais recentemente, no preprint [7] esta definição é muito

explorada. Para isso, introduzimos mais uma notação.

Seja C uma co-álgebra. Para quaisquer subespaços X e Y de C, denota-

mos por X ∧ Y o subespaço

X ∧ Y = ∆−1(X ⊗ C + C ⊗ Y ).

O subespaço X ∧ Y é chamado “wedge” dos subespaços X e Y .

As definições e resultados seguintes são encontrados em [11].

Definição 4.9. Uma subco-álgebra não-nula P da co-álgebra C é chamada

co-prima se P ⊆ X ∧ Y então P ⊆ X ou P ⊆ Y , para quaisquer subco-
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álgebras X e Y de C. Em particular, uma co-álgebra C é dita co-prima se

para quaisquer subco-álgebras X e Y de C tais que C = X ∧ Y implica que

C = X ou C = Y .

Proposição 4.10. ([11], Prop. 1.2) Seja C uma co-álgebra. A subco-álgebra

P de C é co-prima se, e somente se, P⊥ é um ideal primo de C∗.

Pela Proposição 4.10, a co-álgebra C é co-prima se, e somente se, C∗ é

uma álgebra prima.

Lema 4.11. ([11], Prop. 1.3) Toda subco-álgebra simples de uma co-álgebra

C é co-prima. Em particular toda co-álgebra simples é co-prima.

Lema 4.12. ([11], Th. 1.1) Uma co-álgebra C finito dimensional é co-prima

se, e somente se, C é simples.

Teorema 4.13. Seja C uma co-álgebra. Então C é prima se, e somente se,

C é co-prima e finito dimensional.

Demonstração: Se a co-álgebra C é prima então, pelo Teorema 4.7, C é

simples e portanto, co-prima. Suponhamos C uma co-álgebra co-prima finito

dimensional então, pelo Terema 4.12, C é simples e portanto, prima.
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