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Resumo

Neste trabalho nés investigamos as relagoes existentes entre a Variacao de
Dimensao Instavel (Unstable Dimension Variability — UDV) e a dimensao do
espaco de fases de uma rede de mapas acoplados com acoplamento difusivo. Da-
mos suporte tedrico e evidéncias numeéricas para a afirmacao de que a partir de
certo valor fixo da dimensao nao ha presenca de UDV.



Abstract

In this piece of work we investigate the relations between the existence of Uns-
table Dimension Variability (UDV) and the phase space dimension of a coupled
map lattices with diffusive coupling. We give theoretical support and numerical

evidence to the statement that from some fixed dimension value onwards there is
no UDV.



1 Introducao

E um fato bastante conhecido que sistemas cadticos apresentam dependéncia
as condigdes iniciais (sensitive dependence on initial conditions): trajetérias no
espaco de fases comecando perto uma da outra divergem rapidamente, de modo
que pequenos erros no inicio resultardo em grandes diferengas apés um curto
espago de tempo (BERGE; POMEAU; VIDAL, 1988; MANNEVILLE, 1991; BRIN;
STUCK, 2002; GUCKENHEIMER; HOLMES, 1983). Como em um grande niimero
de sistemas fisicos de interesse métodos analiticos diretos nao estao disponiveis,
somos obrigados muitas vezes a lancar mao de simulacoes numéricas para estudéa-
los. Mas métodos numéricos sempre apresentam erros, e uma trajetéria numérica
sempre afastar-se-4 de uma trajetoria real do sistema que possua exatamente a

mesma condicdo inicial.

Embora estejamos impossibilitados de seguir uma trajetéria numeérica por
longos periodos de tempo, a grande maioria das propriedades de interesse di-
namico podem ser obtidas a partir de ensembles de trajetérias (por exemplo,
qualquer trajetoria densa em um atrator cadtico pode ser usada para calcular
suas propriedades estatisticas). Portanto, se de alguma forma estivermos autori-
zados a dizer que uma trajetoria real estd prorima de uma trajetoria numérica —
mesmo se ambas tém condicoes iniciais diferentes — toda informacao relevante
serd confidvel. Tentar saber quando existe essa Orbita real perto da o6rbita nu-
mérica € o principal ponto de uma area que vem ganhando grande destaque na
fisica nos ultimos anos e a qual, na falta de um termo canénico, chamaremos de

teoria de sombreamento. A escolha desse nome ficara clara em alguns instantes.

No nosso trabalho estaremos interessados em sistemas dindmicos a tempo



discreto. Todavia, os resultados ja estabelecidos da teoria de sombreamento

generalizam-se também para fluxos (VIANA et al., 2003).

Uma orbita que apresenta um erro de tamanho ¢ a cada iterada é chamada de
uma J-pseudo-orbita . O nome provém do fato de que a rigor uma 6rbita com um
erro em cada iterada nao é uma orbita da dinamica. Entre os fisicos, o exemplo
mais comum de d-pseudo-orbitas sao as trajetorias numeéricas geradas computaci-
onalmente. Quando um sistema exibe a propriedade de ter suas d-pseudo-orbitas
acompanhadas por solucoes exatas dizemos que ele é sombredvel. Na secao 3
definiremos formalmente esses conceitos. Como veremos, sombreabilidade é im-
portante porque quando um sistema nao ¢ sombreavel nao podemos garantir a
confiabilidade dos dados numéricos obtidos (LAI; GREBOGI, 1999; VIANA et al.,
2003).

E possivel mostrar que sistemas hiperbélicos com estrutura de produto local
(ver definicdo na se¢do 2) sdo sempre sombreaveis (ver se¢do 3), embora sombre-
abilidade néo seja uma propriedade exclusiva de sistemas hiperboélicos (para um
exemplo, ver (COVEN; KAN; YORKE, 1988)).

Auséncia de sombreabilidade parece ser acompanhada de um fenémeno cha—
mado varia¢ao da dimensao instdvel (unstable dimension variability); abreviada-
mente UDV: dois (ou mais) pontos fixos hiperbélicos mergulhados em um atrator
cadtico apresentam um nimero diferente de autodire¢oes atrativas e repulsivas, ou
seja, o numero de diregoes instéveis (e portanto também estaveis) ndo é constante
ao longo de uma trajetoria tipica no atrator. Mais adiante daremos a definicao

formal.

Todavia, chamamos a atencao de que as conexoes estreitas entre UDV e
auséncia de sombreabilidade ainda ndo foram (até onde temos conhecimento)
completamente entendidas. Se por um lado Yuan and York (YUAN; YORKE,
1999) mostraram que UDV é uma condigao suficiente para inexisténcia de som-
breabilidade na grande classe de difeomorfismos que entram em suas hipoteses,
por outro lado ndo ha uma prova formal que garanta que a auséncia de UDV

implique sombreabilidade. UDV também leva & auséncia de sombreabilidade em



difeomorfismos robustos transitivos parcialmente hiperboélicos de dimensao trés
(BONATTIL; DIAZ; TURCAT, 2000). Para a classe mais geral de transformgoes
que nao sao difeomorfismos, nao é conhecida uma condicao suficiente para a au-
séncia de sombreabilidade, apesar de existirem fortes evidéncias de que nesses

caso UDV também implica ndo-sombreabilidade (VIANA et al., 2003).

Por essas razoes muito trabalho tem sido feito para a identificagao de UDV e
assim obter informacées acerca das propriedades de sombreabilidade do sistemas
dinamicos. Esses desenvolvimentos sugerem que UDV é um fenémeno tipico de
sistemas nao hiperbolicos de alta dimensdo (LAI; GREBOGI, 1999). De fato,
varios trabalhos de altissima qualidade foram de fundamental importancia ao
exibirem uma grande quantidade de sistemas com UDV (LAl et al., 1999), (VIANA
et al., 2003), (BARRETO; SO, 2000), (LAIL 1999), (VIANA; GREBOGI, 2000),
(VIANA et al., ), (SAUER, 2002), (SAUER; GREBOGI; YORKE, 1997), (VIANA;
PINTO; GREBOGI, 2002), (LAI; GREBOGI, 1999) — destacando-se os de Grebogi
e colaboradores. Esses trabalhos tém se calcado basicamente em sistemas de
alta-dimensdo (ndo hiperbolicos) e isso levou a conjectura de que tais sistemas
tipicamente apresentem UDV (LAI; GREBOGI, 1999), (LAI et al., 1999), (VIANA
et al., 2003).

Entretanto, neste trabalho propomos que UDV nao é uma propriedade uni-
versal de sistemas nao-hiperbolicos de alta dimensao: o nosso objetivo aqui é
justamente a construcao de um contra-exemplo. Isso é feito através de um sis-
tema acoplado cuja dinamica local nao é sombreavel mas cuja dinamica induzida
pelo acoplamento comporta-se de uma maneira que indique a auséncia de UDV. A
idéia é construir um sistema cuja “regiao critica” (a regiao no espaco de fases onde
o sistema perde sua sombreabilidade) torna-se cada vez menor (em comparagio

ao restante do espaco) a medida que o sistema aumenta de dimensao.

A despeito da existéncia de um ntimero relativamente grande de métodos para
identificacdo de UDV, acreditamos que o mais pratico e poderoso é baseado no
expoente de Lyapunov a tempo finito (ABARBANEL; BROWN; KENNEL, 1991).
Embora esse conceito tenha surgido fora do contexto da teoria de sombreamento,

seu uso para identificacdo de UDV é uma criagdo de Grebogi e colaboradores
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(DAWSON et al., 1994). Com esse instrumento em maos estaremos aptos a iden-

ticar a existéncia ou nao de UDV.
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2 Definicoes bdsica

Comecaremos expondo as nocoes bésicas que serao usadas para o trabalho.
Introduziremos as defini¢des necessarias e fixaremos a notagao. Tentaremos acom-
panhar as defini¢oes formais de explicacoes intuitivas e geométricas para facilitar
a compreensao. Quando conveniente forneceremos exemplos. Lembramos mais
uma vez que estamos tratando de sistemas a tempo discreto, embora possamos

fornecer defini¢oes analogas para tempo continuo.

Defini¢ao 1. (BRIN; STUCK, 2002) Sejam M uma variedade diferencidvel ri-
emanniana compacta e [ : M — M um difeormorfismo, ambos de classe C*°.
Se A C M é um conjunto compacto invariante para f, dizemos que A € hi-
perbdlico se existem constantes A € (0,1), C > 0 e familias de subespagos

E(z)=E'CTM, e E*(x) = E5 C TM,, x € A, tais que para todo v € A:

1. TM, =E; ®E! Eédito subespago estdavel e I subespago instdvel.

2. Y € ESNVn >0 | dfr(v®) ||[< CA™ || v* ||,
Vo€ B Vn 20 || df;n () I< OA | ot .

3. dfe(E}) = B}y, dfo(EY) = Ef

Observacao 1. Sempre que nio mencionarmos, estard subentendido que hd um

sistema dindmico discreto nas definicoes e exemplos que se sequem. QOu seja,
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enunciaremos qual o espaco, a fungao etc, apenas quando isso se mostrar estri-
tamente necessdrio. Manteremos a mesma notagdo caso nao seja mencionado o
contrdrio; portanto se nos referirmos a, por exemplo, A, deve ficar entendido que

se trata de um conjunto hiperbolico.

Uma conseqiiéncia direta da definicao de hiperbolicidade é que os subespacos
E? e EY variam continuamente em = (BRIN; STUCK, 2002). Em geral, as dire¢oes
no espaco tangente que satisfazem df,(E,) = Ey(,) sao chamadas de autodirecoes

ou subespacos invariantes.

O significado geométrico de um sistema hiperboélico pode ser entendido como
se segue. Sabemos que localmente podemos estudar a dinimica através do com-
portamento induzido no espaco tangente — que é comandado pela derivada df
—, isto é, por sua lineariza¢ao. Hiperbolicidade significa entdao que essa dina-
mica no espago tangente possui dois subespegos (o instével e o estavel) que ndo
se misturam, no sentido que vetores do espaco instavel do ponto x sao mapeados
em vetores do espago instavel do ponto f(x) e analogamente para o estéavel; e
que a norma dos vetores cresce exponencialmente no espago instavel e decresce
exponencialmente no estavel. Para cada vetor no espaco tangente temos curvas
na variedade as quais o vetor é tangente (ver figura 1). O comportamento da
dindmica linearizada mostra que na dinamica completa (i.e., na variedade e nao
no espaco tangente) os pontos pertencentes as curvas cujos vetores tangentes sao
instéaveis se afastam a medida que a dinamica evolui (variedade instavel; ver de-
finigdo abaixo); e os pontos pertencentes as curvas cujos vetores tangentes sio
estaveis se aproximam a medida que a dindmica evolui (variedade estével; ver

defini¢do abaixo).

Defini¢ao 2. (BRIN; STUCK, 2002) Dado x € A C M as variedades estdvel e
instdvel do ponto  sdo respectivamente W*(z) = {y € M : lim,, . d(f"(y), f"(z)) =
0} e W"(z) ={y € M :lim, oo d(f™(y), f"(x))}; d(-,-) denota a distdncia em
M. A variedade estdvel (instdvel) de A € definida como W*5(A) = U,eaW?*(2)
( WH(A) = UgeaW™(x) ). As variedades estdvel e instdvel locais de tamanho

n sio definidas como Wy(z) = {y € M : Vn > 0 d(f"(y), ["(z)) < n} e
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Figura 1: Ilustracao de uma dinamica hiperboélica. O vetor v" é um vetor na
dire¢do instavel e v* um vetor na dire¢ao estavel. A dindmica desses vetores é
dada pela aplicacao da diferencial df. A curva pontilhada representa a variedade
estavel e a solida a variedade instavel. Observe que a norma de v" cresce e a de
v® decresce pela acao de df.

Wiz) ={y € M:¥n>0d(f(y), [ (x)) <n}.

A defini¢do de variedades instével e estavel também tem uma interpretacao
geométrica bastante clara. A variedade instavel de um ponto x é simplesmente o
conjunto dos pontos que se afastam da drbita de x & medida que o tempo evolui;
e a variedade estavel é simplesmente o conjunto dos pontos que se aproximam
da orbita de x & medida que o tempo evolui. Observe que se z é um ponto fizo
(f(z) = x) temos W* = {y € M : f"(y) — x quando n — oo} e W* = {y €
M : f"(y) — x quando n — oo}.

Observagao 2. O correto seria definirmos W*(x) (W"(x)) como o conjunto
estdvel (instdvel). Mas pode-se mostrar efetivamente que esses conjuntos sao

variedades (ver, por exemplo, (KATOK; HASSEMBLAT, 1995)).

Queremos agora definir um atrator hiperbolico. Embora o conceito de atrator
seja uma das idéias fundamentais em sistemas dinamicos, o grande nimero de
definicoes diferentes encontradas na literatura nos leva a expor aqui a defnicao

que utilizaremos.

Definigao 3. (BRIN; STUCK, 2002) Um conjunto compacto Q@ C M ¢€ dito atra-
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tor (para f) se existe um aberto U contendo 2 tal que f(U) CU e N2, f™(U) = 2.
Além disso, pediremos que 2 contenha uma orbita densa. A bacia de atracao de

Q€ o conjunto U2, f~™(U).

A figura 2 ilustra a defni¢ao acima.

Figura 2: Tlustracdo de um atrator. Observe que a & medida que iteramos o
conjunto U/ temos esferdides de tamanho cada vez menor com um contendo o outro
e todos contendo o conjunto 2. Entéo se fizermos a intersecao U N f(U) = f(U),

fFU) N f2U) = £2WU), U0 PU) = U, )0 i) = )

temos no limite NY°, f"(U) = €.

Segue-se diretamente da defini¢cao que a orbita de qualquer ponto = na bacia
de atracao converge para o atrator. Muitas vezes ocorre que um conjunto {2 nao
seja um atrator no sentido acima e, no entanto, para todo x € M a érbita de
r € M convirja para () — e é exatamente esse 0 caso no sistema que trataremos
aqui (ver secdo 7). Diremos nesse caso que € é um atrator global. Na transfor-
macao que estudaremos na secao 7, o ponto zero nao atrai uma vizinhanca; pelo
contrario, ele a repele — o que significa que nao existe a regiao U da dfinicao

acima. Mesmo assim todas 6rbitas acabam convergindo para zero.

Definigao 4. (BRIN; STUCK, 2002) Um atrator hiperbdlico consiste de um atra-
tor Q) com estrutura hiperbdlica. Diremos que um sistema dindmico € hiperbdlico

quando os atratores da dindmica sao atratores hiperbolicos.
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2.1 Exemplos de Sistemas Hiperbdlicos

Hiperbolicidade é exemplificada nos dois exemplos abaixo.

Exemplo 1. O tordide plano pode ser obtido do R? via quociente por Z2.
Isto é, unimos as bordas (identificamos) (z1,x2) e (2], z5) se z; —x, € Z. Geome-
tricamente isso corresponde a tomarmos o quadrado [0, 1] x [0, 1] e identificarmos

os bordos (ver figura 3).

identifica
®
o 2
2 z
7}
T <
—a

(a) (b)

Figura 3: Toréide plano como quociente do plano

Colocamos f(z) = f(x1,22) = (221 + 22,21 + x2)mod 1. A acdo de f no

tordide é ilustrada na figura 4. A diferencial da:

2 1
df =
11
que é constante. Os subespacos invariantes sao obtidos apenas calculando-se os

autovetores (solugbes da equagdo df - v = av): os autovalores sdo «, = 3+T‘/5 e

g = % = 1/ay, e os autovetores v* = ((1++/5)/2,1) e v® = ((1—+/5)/2,1). A
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aplicacao f expande por um fator a* na direcao de v* e contrai por um fator o*
na dire¢do v°® (observe que esse é o ponto crucial que fornece a hiperbolicidade) .
A figura 5 ilustra como curvas no plano sio “rebatidas” no quadrado [0, 1] x [0, 1]

dando origem a curvas fechadas no tordide.

Figura 4: A acdo de f no no tordide. A figura indica a imagem do quadrado
0,1] x [0, 1] por f em R?. Depois a identificacio via mod1 rebate a imagem de f
no quadrado. As tonalidades diferentes indicam onde cada parte é rebatida.

Exemplo 2 Consideremos a aplicagio ilustrada na figura 6 (Smale’s Hor-

seshoe).

Em cada iterada f contrai por um fator o < 1 na horizontal e expande por um
fator é > 1 na vertical. Pode-se mostrar que o conjunto invariante da dinamica
¢ A =C xC, onde C é o conjunto de Cantor (HASSEMBLAT; KATOK, 2003).

Observe que a ferradura de Smale é um conjunto invariante mas nao um atrator.
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0

Figura 5: A figura mostra como uma curva enrola-se no toréide através do “re-
batimento” para o quadrado [0, 1] x [0, 1]

f(Q) fivq) L
D c £ f 72
A

Q
R ——

DN

an
i 2 e

]

W

k\\\\l\\\“

N
AR

TS|

A B

A

m

A

o

cC D

Figura 6: Ferradura de Smale. As regioes H1 e H2 indicam as partes da ferradura
que, na proxima iterada, retornam no quadrado, dando origem as regioes V1 e
V2 —istoé, V1= f(H1) e V2= f(H2). Observe o dobramento da fung¢io pela
trajetoria das quinas A, B,C, D.
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3 Pseudo-orbitas e
sombreamento

Consideremos a tradicional aplicagdo quadratica f(z) = 4x(1 — z). Imagine
que estammos calculando sua 6rbita em um computador chamado “Deep Blue”,
cuja precisdo numérica é de apenas duas casa decimais. Suponhamos ainda que
a condi¢do inicial seja 0.33. Temos que a proxima iterada é f(0.33) = 0.8844,
mas o Deep Blue computa apenas 0.88. A proxima iteracdo do Deep Blue to-
mara como valor de entrada nao o resultado verdadeiro 0.8844 e sim 0.88, ou
seja, obteremos f%(0.33) = f(0.88) = 0.42 quando o resultado verdadeiro ¢
f2(0.33) = £(0.8844) = 0.40894656. Observe que o erro do computador nio
se da simplesmente no momento de apresentar o resultado, isto é, ele nao esta
computando corretamente todos os valores e apenas suprimindo a terceira casa
decimal no momento de apresentar o resultado. Ao calcular a segunda iterada
j& h& um erro no valor de entrada 0.88 (que deveria ser 0.8844). Assim, ha um
erro em cada iteracao da dindmica. O que obtemos como resultado nao é uma
orbita verdadeira do sistema, mas algo semelhante a uma 6rbita e que chamamos
portanto de pseudo-drbita. Como o erro cometido é da ordem de 9, para enfatizar
esse dado falamos em d-pseudo-6rbita . O principal objetivo da teoria de som-
breamento é responder & seguinte pergunta: “Qual a relacdo existente entre os
dados obtidos a partir das pseudo-orbitas e os dados obtidos a partir das 6rbitas
verdadeiras?”. A importancia dessa questao é evidente, o que fornece & teoria de
sombreamento um carater de fundamento de varios métodos numéricos utilizados

nas ciéncias fisicas.

Podemos agora formalizar os conceitos expressos no paragrafo anterior.
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Defini¢do 5. (BRIN; STUCK, 2002) Uma seqiiéncia de pontos (finita ou infi-
nita) (x,) C M € uma 0-pseudo-drbita (para f) se d(x,i1, f(x,)) < d para todo

elemento da seqiéncia (z,,).

No exemplo acima do “Deep blue” temos § = 1073.

Definigao 6. (BRIN; STUCK, 2002) Uma 6-pseudo-drbita é n-sombreada se existe
um ponto y € M tal que d(z,, [*(y)) < n para todo n > 0 (se f for inversivel
pediremos para todo n € 7). Se a condi¢io é vdlida somente para um nimero
finito de iteradas dizemos que a 0-pseudo-orbita é n-sombreada por um tempo

finito.

Figura 7: Uma J-pseudo-orbita .

Ny

Figura 8  Uma J-pseudo-orbita {zg, 1,22} que é n-sombreada por

{y, f(y), f*(v)}-

De forma forma mais geral, queremos falar em sistemas dindmicos nos quais
todas suas Jo-pseudo-orbita possam ser n-sombreadas, desde que escolhamos ade-

quadamente a relacao entre 0 e 7.
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Definigao 7. (BRIN; STUCK, 2002) Dizemos que um sistema dindmico [ : M —
M é sombredvel se dado n > 0 existe 6 > 0 tal que toda d-pseudo-orbita é n-

sombreada .

Isto é: para um dado n > 0 (“queremos que a distincia entre a Orbita real e
a pseudo-6rbita ndo seja superior a 7”) entdo existe um 6 > 0 (“entdo para isso
ser verdade precisamos usar um computador com erro de truncamento que nao

ultrapasse 0”).

Defini¢ao 8. (NEWHOUSE, ) Um conjunto hiperbdlico A tem estrutura de pro-
duto local se existem n > 0 e 0 > 0 suficientemente pequenos tais que (i) para
todo x,y € A a intersegio W (x) N W(y) consiste de no mdzimo um ponto que
pertence a A e (ii) se x,y € A com d(x,y) < a intersec¢io € transversal e igual

a exatamente um ponto z, também denotado [x,y| (ver figura 9).

Figura 9: Estrutura de produto local.

A importancia dos sistemas hiperbélicos no contexto da teoria de sombrea-
mento deve-se ao fato de que com a hipoétese de hiperbolicidade podemos garantir
a sombreabilidade das orbitas em qualquer sistema dindmico, como é demons-

trado abaixo !. A estratégia da prova é a seguinte: dada uma J-pseudo-orbita

'Poderiamos apenas citar uma das interminéveis referéncias que apresentam a demonstracio.
Contudo, achamos proficuo inclui-la aqui para que possamos chamar a atenciao em quais pontos
a estrutura hiperbolica estd entrando de forma crucial para a presenca do sombreamento — e
assim constrastar com os sistemas que apresentam UDV
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(x;) vamos construir outra seqiiéncia de pontos (z;), proxima de (x;), com a pro-
priedade de que sempre o proximo ponto de (z;) é determinado pela interse¢ao
da variedade estavel do ponto anterior da seqiiéncia (z;) com a variedade insté-
vel de um ponto da J-pseudo-6rbita . Ao fazermos isso é que estaremos usando
explicitamente a estrutura de produto local — e, portanto, a hiperbolicidade, ja
que estrutura de produto local s6 pode ser definida para sistemas hiperbolicos
(ver se¢do 3). Refirmos o leitor a figura 10 para uma visdo geométrica dessa si-
tuacao. De uma forma ligeiramente diferente, o teorema foi provado por Anosov

(ANOSOV, 1967). A versdao abaixo ¢ devida a Bowen (BOWEN, 1975).

Figura 10: Shadowing lemma.w & 0 ponto W ( f (zs—j41)))NW;: (2;) que aparece
da demonstracao.

Teorema 1. (NEWHOUSE, ) (Shadowing Lemma) Seja A C M hiperbdlico com
estrutura de produto local para f : U C M — M. Entdo para todo n > 0 ezxiste
d > 0 tal que toda §-pseudo-orbita em A € n-sombreada (por um ponto de A).

Dem: Observamos que existem constantes 179 > 0 e A > 1 com as seguintes
propriedades: Se 0 < 1 < 1 entdo (a) para r,y € A, Wy (z) N Wy (y) C

A é no maximo um ponto (isso segue-se basicamente da transversalidade das
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variedades instavel e estavel); (b) y € W} () implica d(f"(y), f™"(x)) < A7"m
para n > 0 (pontos afastam-se na variedade instavel); (c) y € W, (z) implica

d(f™(y), f™(z)) < A"n; para n > 0 (aproximam-se na variedade estéavel).

Da estrutura de produto local podemos encontrar uma constante ¢ > 1 tal
que se z € Wi () N W (y) entdo d*(w, 2) < cd(z,y) e d"(y, 2) < cd(z,y) (onde

d® e d* denotam as distancias sobre as variedades estével e instavel, ver figura 9).

Fixe um inteiro N > 0 tal que 2A\ V¢ < 1. Mostraremos que podemos
sombrear V. Depois mostraremos que isso é suficiente para o resultado do

teorema.

Dado n > 0 seja 0 > 0 tal que 1_3§5_N < 7. Assuma anda que ¢ é suficiente-

mente pequeno de modo que se r,y € A e d(x,y) < 26 entdo W (z) N W, (y) &

um tnico ponto.

Seja (i) _socicoo Uma d-pseudo-orbita para f~ em A e seja b > 1 um inteiro.
Pela definicao de pseudo-6rbita d(f™(xy_1), ;) < §. Definimos zy = ;. Vamos
assumir indutivamente que para j > 1 temos um ponto z; tal que (i.e.: vamos
supor que as hipoteses abaixo valem para 1,..., 7 e mostraremos que isso implica

valerem para 1,...,7,j + 1; por isso indexaremos as hip6teses por j):
(1); d(zj, 1p—;) < 6;
(2); d(fN(z)), i) < 3ed(3i25 A7) para 1 < k < j.

Colocando z;41 = f‘N(W#O(fN(xb_(jH))) N W;O(zj)), mostraremos que zjq
satisfaz (1);41 € (2);+1. Primeiro notamos que de (1); segue-se d(f (xp—(j41), zj) <
d(fN(@p—(jz1), p—j) + d(zp—j, 2;) < 26, donde z;j41 pode ser definido (i.e.: como a
distancia é menor do que 20 temos que a interseccao entre as variedades nao é va-
zia e € um 1nico ponto, visto que escolhemos ¢ dessa maneira; observe que a desi-
gualdade vale porque (i) d(f™ (xp—(j+1), To—;) < d j& que trata-se de uma d-pseudo-
orbita e (ii) d(xp—j, z;) < ¢ pela hipotese de indugao (1);). Pela escolha de c te-
mos d*(f™ (zj1), f¥ (- j1)) < ed(z, f¥ (@p-(j11))) < eld(fY (@p-(41))s 0-1) +
d(zp—1, 2;)] < 2¢6 (novamente usando a defnigdo de d-pseudo-orbita e a hipotese

de indugdo), donde, usando a expansao na variedade instavel d(z;y1, Zp—(j+1)) <
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220" Ned < 6 que é (1))41.

Tal como fizemos antes, da escolha de ¢ segue-se:

(N (z541), 27) < cd(fN (@ (41), 25) < €26 .

Como f¥(zj41) € W (2;), a contragao na variedade estavel implica

A(fFIN(zi40), PN (2) S XNNA(N (2544), 25) < ATFV2¢0

para k > 0. Para 0 < k < 5+ 1 temos

d(f*N (z41), Ty (j41)4k) < d(f* (zj11), fN(k_l)(Zj)) + d(fN(k_l) (25)s To—jg(—1)) -

Se k = 1 isso fornece d(f*N(zji1), To—(j11)16) < 200 + 6 < 3¢d. Se 2
E < j+ 1 temos d(ka(zj+1),xb_(j+1)+k) < A (k=DN9es o 305(21'{:02 AN
3ed(3o100 AN que & (2)41.

Agora ponha wy, = fN%(zy). Temos d(f'V (wy), x;) = d(fTIN(29), z;). Dai

(1)2p € (2)ap fornecem d(f7N (wy), x;) < 1_3§5,N < npara |j| <b (ponhab+j = j’;

VARVAN

temos que (2) vale para 1 < j' < 2b). Seja agora w um ponto de acumulacdo para

{wp}. Entdo d(fIN(w),z;) < n para todo j. Assim temos que fV & n-sombreada.

Resta agora mostrar que se fV pode ser n-sombreada entdo f também pode.
Essencialmente usaremos que a estrutura de produto local nos permite sombrear
por tempo finito as 6rbitas para sombrearmos entre os intervalos N,2N,.....
Escolhemos 7, tal que d(z,y) < n, implique d(f7(x), f7(y)) < 2 para0 < j < N.
Escolhemos ainda d; > 0 tal que cada d&;-pseudo-6rbita para f pode ser 7,-
sombreada (o que é possivel pelo resultado do paragrafo anterior). Pegamos
d > 0 de modo que se (z;) é uma J-pseudo-Orbita para f entdo (zy;) é uma
1-pseudo-oérbita para fV (ver figura 11); e para cada i e 0 < j < N temos
d(fI(z;), zi4;) < 2. Agora seja y um ponto em A tal que d(fN'(y),zn;) < m
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para todo i. Entdo para 0 < j < N d(fN"(y), zni) < d(fN T (y), fi(zn:)) +
d(f7(xni), TNitg) < 10

)
F(%,) %

Figura 11: Relagao entre § e ;. A bola de raio maior representa a bola de raio
01 e as demais sao de raio ¢
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4 Variacao da Dimensao
Instdvel

Introduziremos agora um dos conceitos centrais em nosso trabalho. Deno-
taremos por dim(-) a dimensdo dos espagos em questdo. Seguindo o resto do
trabalho, escreveremos UDV (abreviacdo da expressdo em inglés para Unstable

Dimension Variability) para Variagdo da Dimensao Instéavel.

Definicdo 9. (VIANA et al., 2003) Um sistema dindmico possui UDV na se-
gquinte situacao: um conjunto invariante ) da dindmica possui dois pontos fixos
(hiperbdlicos) p e q tais que dimEy # dimEy;. O nimero dimE} € chamado de

indice do ponto fizo.

A figura 13 ilustra essa situacdo. Observe que em um sistema hiperboélico isso
nao pode acontecer pois as direcoes instavel e estavel “nao se misturam”. Logo,

sistemas com UDV nao sao hiperbélicos.

Observagao 3. Lembramos que uma tangéncia homoclinica (heteroclinica) é um
ponto onde as variedades instdvel e estdvel de um ponto fizo (dois pontos fizos)
hiperbdlico(s) sao tangentes (ver figura 12). UDV desempenha em sistemas de
dimensao maior ou igual a trés papel semelhante ao das tangéncias homoclinicas
e heteroclinicas em sistemas de dimensao dois, no sentido de que € um mecanismo
para quebra de hiperbolicidade. Lembramos, no entanto que as tangéncias também

possam ser encontradas em dimensao alta.

A primeira descricao de um sistema apresentando UDV data de 1970, em

um trabalho de Abraham e Smale (ABRAHAM; SMALE, 1970). Entretanto, foi
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\/
[ )

(a) (b)

Figura 12: Tangéncia (a) homoclinica e (b) heteroclinica. O ponto ¢ é o ponto
de tangéncia

necessario um periodo de mais de vinte anos para que testemunhassemos um
sistema fisico exibindo esse comportamento. Essa novidade foi apresentada em
um trabalho de Romeiras e Grebogi (ROMEIRAS et al., 1992). Desde entdao, UDV

tem sido um tema de intensa pesquisa na comunidade fisica.

_

Figura 13: Dois pontos fixos com direcoes estéveis de diferentes dimensdes.

Exemplo 3 — Parte I Consideremos uma aplicagao do tordide plano dada
por f(z,y) = 2z, +y + Asin(x + y))mod27 onde 0 < A < 1. p = (0,0) e

q = (0, 7) s@o dois pontos fixos. A derivada é:
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g 2 0
) 14+ Acos(z +y) 14 Acos(z +y)

donde segue-se que p é uma fonte (autovalores 2 e 14+A) e ¢ é uma sela (autovalores
2 e 1— A). E possivel entdo mostrar que f apresenta UDV (KOSTELICH et al.,
1997); voltaremos a esse exemplo quando introduzirmos o expoente de Lyapunov

a tempo finito.

4.1 UDYV e sombreabilidade

Conforme exposto na introducao, as relacoes mais estreitas entre UDV e
sombreabilidade ainda nao foram compreendidas. Todavia, uma aproximacao
geométrica e intuitiva para essa relacao pode ser dada da seguinte maneira. Con-
sidremos um sistema tri-dimensional contendo um atrator ca6tico {2 no qual ha
dois pontos fixos p e ¢ de indices distintos. Digamos que dimE} = 2 e dimE} =
(ver figura 13). Trajetorias tipicas no atrator tém segmentos arbitrariamente lon-
gos nos quais a orbita é repulsora em duas diregoes e segmentos arbitrariamente
longos nos quais a 6rbita é repulsora em uma diregdo apenas (KOSTELICH et al.,
1997). Em outras palavras, trajetorias tipicas no conjunto invariante €2 passam
tempos arbitrariamente longos perto de cada um dos pontos fixos. Uma esfera de
condicoes iniciais perto de ¢ serd afinada em uma linha L de pequena espessura.
Consideremos uma d-pseudo-érbita comecando na esfera de condigoes iniciais;
para efeitos praticos pensemos que é uma Orbita gerada por computador com
erro de truncamento igual a . Essa 6rbita computacional ficara tipicamente a
uma distancia ¢ de L. Quando a regidao ao redor da trajetoria numérica desen-
volver uma segunda direcao expansiva ao passar na vizinhanca de p, a trajetéria
numérica serd repelida exponencialmente de L, resultando em uma trajetéria nao

sombredvel (DAWSON et al., 1994).

Observe que, havendo continuidade na mudanca do comportamento dina-

mico das autodirecoes, h4 um ponto no qual podemos observar a transicao atra-



28

tivo/repulsivo. Isso sugere uma ligacao com a teoria de variedades centrais (MAN-
NEVILLE, 1991) e podemos nos perguntar se UDV néo pode ser caracterizada

pela existéncia de uma variedade central mergulhada no atrator.

4.2 Quantificando UDV

Uma maneira de medir a quantidade de 6rbitas periddicas (em um atrator)
com diferente ntimero de direcoes instaveis é o expoente de Lyapunov a tempo
finito (ABARBANEL; BROWN; KENNEL, 1991). O célculo do expoente a tempo
finito é feito da mesma maneira que o expoente de Lyapunov usual, exceto pelo
fato de que é usado um tempo finito (usualmente curto (VIANA et al., 2003))
de iteragoes. O método que utilizamos para o calculo numérico dos expoentes é
elaborado em (ECKMANN; RUELLE, 1985).

UDV pode ser identificada através da presenca de um expoente a tempo fi-
nito que flutua em torno de zero por periodos arbitrarios de tempo. A idéia é
que se ha UDV entdo ao menos um dos expoentes da dinamica (correspondente
a uma dire¢do cujo carater dindmico alterna-se entre expansivo e contrativo) é
hora computado como positivo (autodire¢do expansiva) e hora como negativo
(autodirecdo contrativa) (DAWSON et al., 1994). E sabido que o expoente de
Lyapunov independe da condi¢ao inicial caso o sistema possua uma medida er-
godica (KATOK; HASSEMBLAT, 1995). O expoente a tempo finito, no entanto,
sempre depende da condigdo inicial (ABARBANEL; BROWN; KENNEL, 1991).

Seja €2 um atrator cadtico com presenca de UDV. Como mencionamos a
pouco, é esperado que um dos expoentes da dinadmica flutue erraticamente em
torno de zero. Esse comportamento “aleatério” sugere uma aproximacao através
de uma distribuicio de probabilidade P(A®(T),T) para o i-ésimo expoente a
tempo finito 7" (também chamado i-ésimo expoente de tempo-T'), denotado por
AD(T), com condicdo inicial escolhida randomicamente (de acordo com a medida

natural do atrator !, caso a mesma exista).

!Lembramos que a medida natural é o que garante que as instabilidades locais nos atratores
possam ser compreendidas a partir de estatisticas sobre érbitas iniciando-se na bacia de atracao.
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Para sabermos como modelar essa distribuicao de probabilidade pensemos da
seguinte maneira. Se h4d UDV, h4 um momento no qual uma autodire¢cao muda
seu carater de repulsivo para atrativo ou vice-versa. Sabemos que isso vai ocorrer
para as Orbitas tipicas do atrator, mas nao sabemos quando. A probabilidade de
eventos desse tipo ocorrerem é usualmente modelada pela distribui¢ao de Poisson
(REICHL, 1998). Assim, tomando N grande o suficiente podemos aproximar
(ABARBANEL; BROWN; KENNEL, 1991; VIANA et al., 2003):

POO(T). ) | LD -rcoo)
v

onde \(¥) ¢ o limite infinito de A\®)(T") (i.e.: o i-ésimo expoente) e a funcdo
G : R — R satisfaz:

GO =a Ay =0, G"(\D)>0

Essas condicoes sobre G significam que localmente G é quadratica, positiva

definida e que esta distribuida simetricamente em torno de zero.

Expandindo G encontramos que P(A¥(T), T) pode ser aproximada por uma

POO(),T) [T moor (4.1)
>

Uma aproximacio numérica para a distribuicio P(A?), T') pode ser calculada

gaussiana:

a partir de uma grande niimero de trajetorias de tempo-7' com condigoes iniciais

escolhidas randomicamente em ).

Note que ao dizermos que UDV é identificada por um expoente que flu-

Ocorre que o atrator é em geral um ente de medida de Lebesgue nula, donde condi¢oes iniciais
sorteadas ao acaso nunca estardo no atrator. Por outro lado, ndo ha razdo a priori para que
uma estatistica feita sobre a érbita na bacia de atracdo traga informacdes acerca do atrator. A
validade dessa relacao é garantida pela existéncia de uma medida natural. Matematicamente
isso significa que a soma das medidas atoémicas suportadas na O6rbita converge para uma medida
suportada no atrator — exceto para um conjunto de medida de Lebesgue nula na bacia de
atragdo. Ver (NEWHOUSE, )
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tua em torno de zero nao estamos afirmando que a distribuicao deva estar cen-
trada em zero. De fato, pela expressdo (4.1) a distribuicao é centrada no limite
de tempo infinito do expoente. Portanto, flutuacao em torno de zero significa
que a distribuicao cruza o valor zero — nao no sentido de que haja conjun-
tos V C (—00,0) e V' C (0,00) de medida de Lebesgue positiva para os quais
J, POO(T), T)dNN(T) > 0 e [, PAD(T), T)dA\)(T) > 0 (j& que isso sempre
acontece em uma gaussiana), mas sim no sentido de que a distribui¢do cruza
zero perto da regiao delimitada pela variancia da distribuicao. E isso obviamente

depende da relacao entre o valor da média e o valor do segundo momento.

A distribuicdo de expoentes a tempo finito nao precisa ser, contudo, gaussi-
ana. A gaussianidade da distribuicdo estd assentada nas hipdteses feitas sobre
a funcdo G. Todavia, mesmo no caso nao gaussiano, ainda podemos falar em
média e variancia da distribui¢ao. Logo, o critério de identificagao de UDV que
usa a existéncia de uma distribui¢do cruzando zero ainda é valido (note que o
argumento desenvolvido no segundo paragrafo deste capitulo nao implica nem

pressupOe uma distribui¢do gaussiana).

Exemplo 3 — Parte IT Agora que introduzimos o exponte a tempo finito
podemos voltar ao exemplo 3 e mostrar que o sistema apresenta UDV. A figura
14 mostra a densidade de probabilidade do segundo expoente de tempo-10 para

A = 0.6. Da distribuicao fica 6bvio que ha oscilagao do expoente.
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Figura 14: Distribuicao de expoente a tempo finito para o segundo expoente do
sistema apresentado no exemplo 3. Foram usadas 107 condicoes iniciais para o
célculo da distribui¢do. Extraido de (KOSTELICH et al., 1997).
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5 UDYV e sistemas acoplados

Vamos agora expor os principais resultados concernentes a teoria de sombre-

amento para sistemas acoplados.

Definicao 10. Seja M = I=, onde I é um intervalo fechado da reta — que
podemos tomar sem perda de generalidade como [0,1] — e Z € um subconjunto
de 7Z"'. M € chamada de rede n-dimensional. Cada componente conera de M
é um intervalo [0,1] e é chamada de sitio. Seja f : I — I. Definimos entdo a
aplicacao produto de f, II(f) : M — M por (II(f)(x)); = f(x;) onde z € M e
(+); denota a projecio na i-ésima coordenada. Seja A. : M — M uma familia
a um parémtro de transformagées com € € |0, 1] satisfazendo: Ay = identidade
e (A1(z)); independe de z;; Ac € dito acoplamento da dinamica. Uma rede de
mapas acoplados n-dimensional consiste em um par (F,, M), onde M ¢é uma rede
n-dimensional e F. = A, o II(f) : M — M. f é chamada de dindmica local e ¢

de parametro de acoplamento.

Observacao 4. Sao possiveis definicoes mais gerais de redes de mapas acoplados.
A primeira generaliza¢do dbvia seria permitir dindmicas locais d-dimensionais ao

invés de aplicacoes do intervalo no intervalo. Aqui ndo precisaremos disso.

Em nosso trabalho estaremos interessados em estudar um caso particular das

transformagoes acopladas. Tomaremos = = {1,..., N} C Z e A, da forma:
N
(Ac(2))i = (1= €&z +€ > gijh(x;) (5.1)
J=1j#i

onde r; 1 =xysei=1ewx;y =z se i =N — o que equivale a condi¢coes
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de contorno periddicas e € € [0,1]. Condigbes de contorno periddicas estardo
doravante sempre subentendidas caso nao seja dito o contrario. O acoplamento
do tipo dado pela equacao 5.1 consiste precisamente no tipo de acoplameto obtido
pela discretizacao do Laplaciano. Isso que torna as dinamicas governadas por 5.1

de grande interesse fisico.

A wariedade de sincronizagio S é definida como S = {r e M 12, = --- =
xn}. Observamos que se a dindmica local possui um atrator cadtico e » ;i =
1, i =1,..., N segue-se que S é (trivialmente) um conjunto cadtico invariante
para F.. Note que a dimensao da variedade de sincronizagao é igual & dimensao

da dinamica local — que no nosso caso tomamos como igual a 1.

O estudo da estabilidade da variedade de sincronizagao desempenha um papel
importante na teoria de sombreamento para sistemas acoplados (LAT; GREBOGI,
1999). Seja Q um atrator cadtico da dinamica local. Se o sistema é iniciali-
zado na variedade de sincronizacao entao as inifinitas 6rbitas periddicas instaveis
mergulhadas em 2 sdo também orbitas periddicas do sistema acoplado (estamos
assumindo que vale ) ;9ij = 1 0 que, na maioria dos casos de interesse, é ver-
dade). Ao acoplar o sistema, introduzimos N — 1 autodire¢oes unidimensionais
em cada uma dessas Orbitas periddicas; e essas autodirecoes sao transversais a
variedade de sincronizagao. Nesses espacos transversais as Orbitas peridédicas em
Q) podem (mas nao ha um prova formal de que necessariamente devem) ter um

numero diferente de autodirecoes instéveis em razao do acoplamento — caso no

qual o sistema apresentard UDV.

Achamos pertinente introduzir aqui uma pequena digressao para observamos
possiveis conexoes que podem existir entre a teoria de sombreamento e o conceito
de comportamento coletivo (CHATE, 1998; CHATE et al., 1996). O argumento
desenvolvido no dltimo paragrafo baseia-se principalmente na existéncia de uma
variedade invariante S (a variedade de sincronizagio) mergulhada no conjunto
cadtico. Essa variedade S é dinamicamente equivalente a um sistema de baixa
dimensao (o mapa local). Diz-se que um sistema apresenta comportamento co-
letivo quando, além da variedade de sincronizacao, ele possui um atrator global

de baixa dimensao. Esse fenomeno tem sido relatado na literatura para todos os
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sistemas caoticos acoplados difusivamente (BRUNNET; CHATE; MANNEVILLE,
1994; CHATE, 1998; CHATE et al., 1996; BRUNNET; GALLAS, 1998; MARTINS;
BRUNNET, 2001). Levantamos entdo duas questoes: (i) Isso significaria que UDV
seria também encontrada em sistemas com comportamento coletivo? (ii) E em
caso afirmativo, como se da nesses sistemas (com comportamento coletivo) a re-
lacao entre UDV e sombreabilidade, uma vez que os dados para comportamento
coletivo parecem ser de inteira confiabilidade, inclusive com respaldo experimen-
tal (PIKOVSKY; ROSENBLUM; KURTHS, 2001; MANNEVILLE, 1991)? Nao é
o objetivo do presente trabalho tentar responder a quaisquer uma das questoes

acima, mas achamos salutar levanta-las aqui.

Experimentos numéricos sugerem a presenca de UDV em redes de mapas de
Hénon acoplados, com acoplamento da forma 5.1, para qualquer valor nao nulo
de e. UDV ainda pode ser encontrada em outros tipos de sistemas acoplados,
incluindo fluxos (VIANA et al., 2003). Como muitos dos resultados dindmicos em
redes de mapas acoplados independem da forma particular da transformacao local
(KANEKO, 1986, 1989; BRUNNET; CHATE; MANNEVILLE, 1994), é razoével a

suposicao de que UDV possa ser um fendémeno tipico desses sistemas.
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6 A construcao de um
contra-exemplo

Apesar de um grande nimero de sistemas nao-hiperbdlicos de alta dimen-
sao exibirem UDV (LAI et al., 1999), (VIANA et al., 2003), (BARRETO; SO,
2000), (LAI, 1999), (VIANA; GREBOGI, 2000), (VIANA et al., ), (SAUER, 2002),
(SAUER; GREBOGI; YORKE, 1997), (VIANA; PINTO; GREBOGI, 2002), (LA
GREBOGI, 1999), essa nao é uma propriedade universal de tais sistemas como
mostraremos nesta secao através de um contra-exemplo. Observamos que nos
trabalhos relacionados ao tema nao foi conjecturado que todos os sistemas de
alta-dimensao nao hiperbolicos apresentam UDV; o que é afirmado é que UDV
é um fenémeno tipico desses sistemas. Mesmo assim, até agora nao foi exibido
(até onde temos conhecimento) um contra-exemplo que mostre que a conjectura

nao possa ser universalizada.

A idéia para mostrar isso serd construir um sistema cuja dindmica (global)
aproxima-se da dindmica de sistemas hiperbolicos se a rede é suficientemente
grande. Observe que por dimensdo entendemos a dimensao do espaco de fases.
No nosso caso ela ¢ igual ao nimero de sitios da rede pois nossa dinamica local
¢ unidimensional. Todavia, se a dinamica local tem é d-dimensional e temos N

sitios, a dinamica global tem dimensao Nd.

6.1 Sistema desacoplado

Consideremos f : I — [ dada por:
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fa)=1 1 Lo b (6.1)
<

2
%(1 _ :E) 1+L
O grafico da aplicacao é mostrado na figura 15.

L
~—

1.0

0.5

0 05 1.0

Figura 15: O Mapa local

Observe que uma vez que uma oOrbita de f atinja C = (%, %), sua proxima
iterada é igual a 1 e depois zero. Como a dindmica fora de C é expansiva, temos
que x = 0 é um atrator global da dinamica. O ponto x = 0 é também um
ponto fixo linearmente instavel, o que faz com que qualquer J-pseudo-orbita se
afaste de zero apds passar por sua vizinhanga. Conseqiientemente, o sistema nao
é sombreével: qualquer érbita necessariamente passard pela regiao C e portanto

sera atraida para x = 0, enquanto as d-pseudo-orbitas se afastardao de = = 0.

A perda de sombreabilidade ocorre quando as 6rbitas visitam a regiao C —
de fato, no limite L — 0 temos o tradicional mapa da tenda, que é sombreavel
(COVEN; KAN; YORKE, 1988). Por isso chamamos C de regiago critica. O para-

metro L determina por quanto tempo as orbitas ficarao sem serem atraidas para
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o atrator global. Isto é: com L maior as érbitas chegam em z = 0 em um nimero

menor de iteradas.

6.2 Sistema acoplado

A situacao muda radicalmente quando acoplamos o sistemas. Tomamos um
acoplamento do tipo 5.1 com ¢;;—1 = gi;+1 = 1/2, g;; = 0 nos demais casos e

h(x) = x. Entao podemos escrever para a dinamica do i-ésimo sitio

o = (L= (@) + S(F(h) + S (eh) (6.2)

Consideremos uma configuragdo na qual 2! € C e 2t | ¢ C para algum i.
Consideremos também que ¢ é muito pequeno mas nao nulo. Entao pela defini¢ao

da dindmica local temos f(a!) =1e 0 < f(al_;) < 1, o que implica:

l—e+ %f(x§+l> <zt <(l-e+ %(1 + f(@i11)) (63)

Como 0 < f(zl,;) < 1, nés podemos colcoar cotas superiores e inferiores
para 2!t como 2! € [1 —¢,1). Agora, f mapeia [1 — ¢,1) na vizinhanca de
zero sem atingir extamente o valor zero. A hipotese ¢ < 1 implica que a préoxima
iterada de cada sitio serd fortemente governada pela dindmica local (ver figura
16). Visto que 0 é um ponto fixo linearmente instavel para a dindmica local a
orbita do sitio ¢ afastar-se-a4 de zero. Portanto quando o acoplamento é ligado a
orbita de x; nao é mais atraida para zero. Isso nao aconteceri somente quando
xt_, al xt | € C. Dado que i é um sitio arbitrario em nossa rede, inferimos que

no caso acoplado a regido critica ¢ C¥ =C x --- x C (N vezes).

Em resumo: quando € < 1 a dinamica de cada sitio fora da regiao C é similar
a da dindmica local. Entretanto, diferentemente do caso local, quando a o6rbita
de um dado sitio, digamos i, atinge a regido C ela ndo é atraida (como no caso
desacoplado) para x = 0 (conforme exposto no tltimo paragrafo). Isto é, podemos

dizer que a dindmica de cada sitio no caso acoplado asselha-se & dinamica local,
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Figura 16: Mapa de primeiro retorno para um sitio escolhido ao acaso em uma
rede 10-dimensional com ¢ = 0.01 e L = 0.01. A linha vertical correponde a

y = 1. Observamos que a dinamica desse sitio nao atinge o valor 1.0: olhando
diretamente no arquivo de dados descobrimos que o maior valor é 0.9977.

com a exce¢do de que agora a imagem (mais precisamente, a sequnda iterada) da
regiao critica C nao € mais v = 0 e sim um ponto na vizinhanga de zero. Assim,
o mecanismo pelo qual a o6rbita real é atraida para zero enquanto as J-pseudo-
orbitas se afastam dele nao mais existe. Claro, esse argumento s6 pode ser levado
em conta quando a 6rbita (do sistema acoplado) ndo entrar na regido critica CV.
Portanto, podemos evitar o mecanismo que tinhamos anteriormente de perda de

sombreabiliade desde que possamos assegurar que o sistema nao visite a regiao
CN

Lembremos agora que estamos interessados em uma situacao na qual nao
somente ¢ & muito pequeno mas também L. Isso implica o volume de CV ser muito
pequeno em comparagio com o volume da regido [0, 1]Y — CV (que corresponde
ao volume do complementar da regido critica). Donde se segue que para N
muito grande vol(CY) é desprezavel em relagao a vol([0, 1Y — C¥). Como a
probabilidade de escolhermos uma condigao inicial cuja 6rbita atinge a regiao

CY depende de vol(C"), somos levados a concluir que tipicamente as drbitas do
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sistema acoplado ndao entram em CY se N € suficientemente grande.

Para a nao hiperbolicidade observamos a dindmica de cada componente, a
qual é ilustrada graficamente na figura 16. O plat6é fornece uma derivada nula
nessa componente. Se por um lado isso ndo garante com absoluta certeza que
a dinamica global nao seja hiperbdlica, por outro também nao héi razao para o
acoplamento introduzir hiperbolicidade na dinamica global — e até onde temos
conhecimento nao hi exemplos de tal caso na literatura. Além do mais, para
acoplamento fraco — que é o caso de nosso interesse — sabemos que a dinamica
é fortemente governada pela forma local. Voltaremos a essa ponto no final do
trabalho.

Esses argumentos teodricos sao reforcados por evidéncias numéricas, as quais

sao discutidas abaixo.

6.3 Medidas numéricas

O primeiro passo que damos para investigar a dependéncia dos expoentes a
tempo finito com a dimensao é a construcao de um grafico indicando a menor
dimensao para a qual h& oscilagao versus os parametros ¢ e L. Mais precisa-
mente, procedemos da seguinte maneira. Para cada tripla (N, e, L) medimos o
expoente a tempo finito e identificamos se ha ou nao oscilagdo. Para cada par
(¢, L) existem valores de N para os quais ha flutuagdo e valores para os quais
nao ha. Para N = 10 fixo, as primeiras simulacoes indicaram inexisténcia de
flutuacdo para valores nao nulos de L e ¢ menores ou iguais a 5 x 1072 e 1072,
respectivamente. A conjectura em questdo afirma que para N suficientemente
grande sempre encontramos UDV. Assim, para cada par (e, L) fixado, comega-
mos a aumentar N até encontrarmos a dimensao critica N* a partir da qual ha
oscilacao de pelo menos um dos expoentes a tempo finito. Dessa forma obtemos
o grafico da dimensao critica versus acoplamento para diferentes valores de L. O
resultado para simulagoes variando a dimensao até N = 100 é mostrado na figura
17.
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Figura 17: Grafico indicando a dimensao critica para diferentes valores de € e L.
Foi utilizado AN = 5 e a média é realizada sob 30 condigoes iniciais. O tempo
para o célculo do expoente finito foi igual a 50. Sobre a razao para utilizarmos
poucas condigoes iniciais e AN grande ver segao 8.

O que observamos é que & medida que € e L aumentam a dimensao critica
diminui. No entanto, para L = 1073 temos N* = 100 para todos valores de
€. Neste caso, o valor N* = 100 indica nao a presenca de UDV mas sim que
as simulagoes atingiram N = 100 e nenhuma oscilagao foi registrada. Portanto,
a rigor nao deveriamos incluir essa curva no grafico. Fizemo-lo somente para
enfatizar a diferenca de comportamento entre o parametro L = 1073 e os demais.
Isso parece indicar que para L suficientemente pequeno nao ha oscilagao dos

expoentes a tempo finito. Centramo-nos entdo nos valores L < 1073,

A figura 18 mostra o nimero P de expoentes a tempo finito positivos para
diferentes tamanhos N de rede versus tempo para e = L = 1073. O que obser-
vamos é que sempre todos os expoentes sao positivos, o que significa que nao ha

oscilagao.

Esse resultados sao animadores: nao hé registro na literatura (até onde temos
conhecimento) de sistemas que precisaram ser simulados até dimensdes tdo altas

para apresentarem UDV; muito menos sistemas que nao apresentam UDV em
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Figura 18: Numero de expoentes positivos versus tempo para diferentes tamanhos
N de rede. O tempo para o célculo do expoente finito foi igual a 50.

dimensoes dessa magnitude. Por exemplo, um dos trabalhos seminais na teoria
de sombreamento para sitemas acoplados (LAI et al., 1999) encontra UDV em

simulacoes para um sistema de dimensao 10.

Todavia, para que possamos extrapolar nossos dados esse tipo de procedi-
mento nao é suficiente. Isso porque estamos procurando algo negativo; quer
dizer, se temos (tal como na figura 18) que UDV nao foi presenciada até valores
de N = 50,150,300 isso nao significa que nao serd encontrada em simulagoes
para valores maiores de V. Significa tao somente que nao foi possivel detecta-la
até onde rodamos a simulagdao. J4 uma extrapolacao pode ser feita quando te-
mos a tendéncia de uma curva que indica a presenca (e ndo a auséncia) de um
comportamento (como diz o jargdo, “a auséncia de evidéncia nao é evidéncia da

auséncia”).
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6.3.1 Distribuicao de expoentes a tempo finito

Para resolvermos esse problema procedemos da seguinte maneira. Calculamos
a distribuicao de expoentes para diferentes valores de N. As distribuicoes que
obtemos ndo sao gaussianas (ver figura 19). Todavia, a aproximagio por uma

gaussiana melhora quando aumentamos a dimensio (ver 20).

0.025

50)
o
S

0.015- 1

0.01- 1

PO\ ©(50)

0.005

0 0

29(50)

Figura 19: Distribuigdo referente ao menor expoente de tempo finito (tempo
igual a 50) para uma rede de tamanho N =8 ¢ L = ¢ = 107>. Foram usadas 10*
condicoes iniciais.

A partir dessas distribuicoes obtemos o valor da média da distribuicao do
menor expoente versus /N. Podemos nos fixar apenas no menor expoente porque
se ele nao atinge valores negativos — nao apresentando portanto oscilacio — o
mesmo ndo ocorre com os demais. A tabela abaixo mostra a média < AV (50) >
e 0 a varianca o da distribuicdo do menor expoente para diferentes tamanhos de
rede e L = ¢ = 1073. Como para esses valores de N a aproximacio por uma
gaussiana é boa desde que deprezemos pequenas flutuagoes a esquerda do valor
médio, também calculamos a média < AV)(50) > e o a varianca o obtidas por
um fitting gaussiano. O tempo finito para o calculo do expoente foi escolhido igual

a b0 pois com esse valor obtemos uma boa definicao das quantidades mensuradas.

Da tabela fica claro que a média nao se desloca em direcdo a zero e que o e
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Figura 20: Distribuigdo referente ao menor expoente de tempo finito (tempo
igual a 50) para diferentes tamanhos de rede e L = ¢ = 107, Foram usadas 10*
condicoes iniciais.

o¢ sao ambos fungoes nao crescentes de N. Extrapolando esses dados, podemos
concluir que a distribuicdo do menor expoente a tempo finito nao cruza zero a

medida que N aumenta.

Ja observamos que a dimensao critica N* aumenta com a diminui¢ao de N
(ver figura 17). No entanto, a inexisténcia de UDV para L = ¢ = 1073 aponta
uma transi¢ao - ja que os argumentos até aqui desenvolvidos indicam que esse
comportamento deve persistir com a diminuicao de € e L por ser caracteristico de
pequenos valores dos parametros. A transicao fica mais visivel se compararmos

os resultados das figuras 20 com 19.

Portanto, fixando N > 40, a regido no espago de parametros (L, ¢) dada por

(0,1073] x (0,1073] define uma familia de transformagoes acopladas sem UDV.



N | < XM (50) > o < AM(50) >¢ oq

40 0.636445 0.1411238 0.685446 0.0131350
50 0.625132 0.1468947 0.685446 0.0096396
60 0.626850 0.1467468 0.685446 0.0112120
70 0.629224 0.1477443 0.685446 0.0100170
80 0.635342 0.1329479 0.685446 0.0113740

44

Tabela 1: Tabela mostrando a média e a varidncia da distribuicao para dife-
rentes valores de N. Observamos que o fato de obtermos o mesmo valor de
< AM(50) >¢ para todos N deve-se a limitacdes de precisdo numérica. A dis-
tribuicao é construida fazendo-se um histograma. O intervalo de variacao dos
expoentes é dividido em varias partes de tamanho, digamos, h. O que fazemos
entao é contar quantas vezes foi obtido um expoente com valor pertencente aos

intervalos: ...

,[=2h, —h],[—h,0],[0, h], [h,2h], ...
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7 Observacoes numeéricas

H4 algumas observagoes numéricas cuja exposi¢ao consideramos pertinente.
A primeira e mais importante delas refere-se ao custo computacional do célculo

dos expoentes.

Como é sabido, os expoentes de Lyapunov podem ser obtidos a partir da
matriz de Oseledect (ECKMANN; RUELLE, 1985). Mais precisamente, se denom-
tamos df' = T"(z) entdo a matriz de Oseledect M (x) é dada por (ECKMANN;
RUELLE, 1985):

M(z) = Tim ((T"(2))T"(2)) ™

n—oo

onde * denota o adjunto. No entanto, nao podemos proceder com um célculo
direto dessa matriz. Por isso utlizamos o método de (ECKMANN; RUELLE, 1985),
o qual envolve nao somente a multiplicacdo como também a decomposicao QR
da matriz jacobiana em espagos curtos de tempo. Para a decomposicao QR

adotamos a rotina de (PRESS et al., 1993).

Para um sistema /N-dimensional a matriz jacobiana tem tamanho N x N.
Portanto o calculo dos expoentes envolve multiplicagao e decomposicao QR de
matrizes muito grandes. Outrossim, a cada passo da dindmica devemos exercer
um controle de erros sobre a matriz para que ndo sejam encontradas singulari-
dades, dado que (pela propia definigao de expoente de Lyapunov) ha divergéncia
exponencial dos termos da matriz. Somando-se a isso o fato de que para o célculo
dos expoentes a tempo finito somos obrigados a fazer média sobre um grande ni-

mero de condigoes iniciais, resulta que ha um custo computacional muito grande
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para a obtencao dos resultados aqui apresentados. Por essa razao nao foi possivel
fazer uma varredura fina dos parametros, o que certamente traria mais precisao
aos nossos resultados. Isso, contudo, nao invalida os dados numéricos anterior-

mente descritos.

H4 outros problemas que precisaram ser contornados para a realizacao do
presente trabalho. O uso de matrizes muito grandes nao é, em geral, suportado
pelo compilador C que usamos — gec 3.3.1 (Mandrake Linux 9.2 3.3.1-2mdk).
Isso nos forcou ao desenvolvimento de rotinas e bibliotecas especificas que nos

permitissem colocar em funcionamento as simulagoes.
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8 Consideracoes finais

Neste trabalho apresentamos inicialmente uma revsao das razoes existentes
na literatura para estabelecer-se uma conexao entre auséncia de sombreabilidade
e UDV tenha sido estabelecida, seja mediante provas formais ou evidéncias numé-
ricas. Introduzimos a defini¢ao de J-pseudo-orbita e sombreamento e explicamos
por que tais conceitos sao de muita relevincia para grande parte da comunidade
fisica que apela a simulagoes numéricas em seus trabalhos de pesquisa. Em se-
guida introduzimos a defini¢ao de sistemas hiperbdlicos e tentamos deixar claro
as razoes pelas quais hiperbolicidade desempenha um papel de destaque quando
o assunto é sombreamento. Fizemos a demonstracao do Shadowing Lemma para
que a importancia da estrutura hiperboélica nao possa ser negligenciada no con-

texto do presente trabalho.

Depois passamos a explorar o conceito de UDV e tentar extrair suas implica-
¢Oes mais importantes. Na secdo 4.1 chamamos a atencao para o fato de que nao
h& uma prova de que a existéncia de UDV implique nao-sombreabilidade (embora
isso seja verdade para certas classes de sistemas, como mencionado na introdu-
¢a0). Mesmo assim, tentamos fornecer um argumento geométrico para endossar

a conjectura de que UDV necessariamente implique auséncia de sombreabilidade.

Deparamo-nos entao com o problema de identificar UDV. Dado um sistema
dindmico, como podemos saber se ele apresenta ou nao UDV? Isso parece poder
ser feito pelo uso do expoente de Lyapunov a tempo finito. UDV estaria presente
em sistemas que apresentem flutuacao em torno de zero de um ou mais expoentes
a tempo finito — embora, mais uma vez, nao tenhamos uma prova formal que o

garanta.
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Uma vez realizados esses passos de cardter mais geral, centramo-nos na classe
de sistemas que tém sido mais investigados no contexto da teoria de sombrea-
mento: sistemas acoplados. Investigamos entao as relagoes existentes e supostas
entre sistemas acoplados e UDV. Foi entao que detivemo-nos com mais cuidado
na conjectura de que UDV seja um fenémeno tipico de sistemas acoplados de alta

dimensao.

Como ja observamos, nao foi exibida explicitamente uma transformagao nao-
hiperbdlica de alta dimensao sem UDV. A construcao desse contra-exemplo é o
principal resultado de nosso trabalho. Embora nosso contra-exemplo mostre que
a existéncia de UDV para sistemas nao-hiperbolicos de alta dimensao nao valha
sempre, de maneira alguma contraria a idéia de que UDV possa ser encontrada em
varios sistemas de alta dimensao; de fato, a literatura exibe vérios exemplos nos
quis isso acontece. Ou seja, o que mostramos é que (i) UDV néo é um fendémeno
universal de sistemas de alta dimensdo e (ii) seja ou um fendémeno tipico de
tais sistemas, estamos fornecendo explicitamente um exemplo no qual isso nao
acontece. Quanto & questao de sabermos se UDV de fato é ou nao encontrada
na maioria dos sistemas (tal como foi conjecturado em (LAI; GREBOGI, 1999;
VIANA et al., 2003)), em nossa opinido isso permanece uma questao em aberto,

embora os resultados até aqui pesem em favor dessa conjectura.

Apoiamos nossas conclusoes em argumentos teéricos de grande plausibilidade
e em uma série de evidéncias numéricas. Embora a caréncia de uma demonstra-
¢ao formal seja evidentemente uma limitacdo aos nossos resultados, de modo
algum isso significa que devemos consideri-los de menor importancia, mormente
se lembrarmos que grande parte da teoria de sombreamento encontra-se no mesmo
patamar. Comentaremos agora os pontos que acreditamos que devem ser melho-

rados.

A especificidade da transformacao é o primeiro deles. Seria de fundamental
importancia a construcao de outros exemplos de alta dimensao que nao exibam
UDV. Acreditamos que o estudo do presente trabalho possa servir como um ponto
de partida para essa empreitada. De fato, é inegavel que nossa dinamica local

é construida ¢ mao, ao contrario de alguns exemplos de sistemas apresentando
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UDV que sao baseados em transformacgoes de grande relevancia fisica tais como
o rotor duplo (DAWSON et al., 1994) ou o mapa de Hénon (LAI et al., 1999).
Todavia, vale lembrar que muitas vezes a modelagem de sistemas fisicos se da
através de dinimicas locais particulares e sem nenhum apelo fisico direto, uma vez
que varias propriedades globais e padroes espaciais sob investigacao dependem
fracamente da forma local das transformages (KANEKO, 1986, 1989; BRUNNET;
CHATE; MANNEVILLE, 1994).

Ligada & essa questao da especificidade estd o problema da robustez. Em
nenhum momento investigamos a robustez da familia de transformacoes que aqui
apresentamos. Essa é uma pergunta natural na investigacao das propriedades
dinamicas de qualquer sistema e esse seria passo subseqiiente no desenvolvimento
do trabalho. De fato, a existéncia de um aberto (em alguma topologia adequada)
de transformagoes acopladas exibindo as propriedades do sistema sob investigagao

é de grande relevancia para a teoria de sombreamento.

Num contexto mais geral, ndo ha nenhuma ligacao estabelecida (até onde
temos conhecimento) entre entropia e UDV. Dado que ha relagdes entre os ex-
poentes de Lyapunov e a entropia de um sistema (KATOK; HASSEMBLAT, 1995;
BRIN; STUCK, 2002) e que os expoentes entram de forma indireta na identifica-
¢ao de UDV, é apropriada uma investigacdo entre as possiveis conexoes desses

assuntos.

Uma tltima observagao deve ser feita. Poder-se-ia argumentar que a ausén-
cia de oscilagao para valores de NV grande e €, L pequenos ocorre porque nessas
condicgoes o sistema é hiperbolico. De fato, embora tenhamos fornecido argumen-
tos bastante rezoaveis em favor da nao hiperbolicidade, ndo temos uma prova
formal para tal. Todavia, seria uma situacao deveras incomum obter um sistema,
hiperbolico a partir do acoplamento de dindmicas nao hiperboélicas, uma vez que
nao hé sequer garantia de que o simples acoplamento difusivo de dindmicas hi-
perboélicas possa resultar em um sistema global hiperbélico. Portanto, se esse for
0 caso, nossos resultados ainda seriam inéditos pois mostrariam um exemplo de
“criacao” de hiperbolicidade ainda nao relatado na literatura. Obviamente, se-

ria animador se obtivéssemos uma demonstracao matemaética de todos resultados
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aqui indicados. Entretanto, tendo em vista os trabalhos mais recentes versando
sobre o assunto e o grau de complexidade que isso demandaria, ndao podemos

deixar de ser céticos quanto a sua efetiva realizacao.
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