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RESUMO

Na perspectiva da Epistemologia Genética, a adigdo e a subtragdo sédo pertencentes
a um mesmo género de operagdes, ou seja, as estruturas aditivas e, na Teoria dos
Campos Conceituais, a adicdo e a subtracdo pertencem ao Campo Conceitual
Aditivo. A relacdo entre elas é abordada dentro do Campo Conceitual Aditivo,
trabalhando-se com situagdes de transformacdo, de composicdo parte-todo e de
“quanto falta”. Esta pesquisa de Mestrado busca compreender os esquemas que as
criangas utilizam na construcdo da subtragcdo no campo conceitual das estruturas
aditivas. Nosso objetivo de pesquisa é descrever os esquemas que expressam
avangos no desenvolvimento das criancas na constru¢do da subtragéo,
especificamente nas situagbes de transformagdo, de composicdo parte-todo e de
‘quanto falta”. Para encontrar esses esquemas, realizamos uma pesquisa
microgenética com criangas de 22 e de 32 série do Ensino Fundamental, resolvendo
situacdes-problema do campo conceitual aditivo. A subtragdo é uma operagao que
leva um tempo maior do que a adigdo para ser construida e cuja compreensao vai
muito além da apropriagdo da sua linguagem. Entendemos que os significados da
adicao e da subtragcdo sao construidos em conjunto e que, portanto, sdo partes de
um mesmo processo. Verificamos que as criangas, ao construirem os significados
dessas operagdes, vao elaborando esquemas cada vez mais avancgados,
demonstrando um progresso na compreensao principalmente da subtragao.

Palavras-Chave:
Subtracdo, esquema, campo conceitual aditivo, estruturas aditivas.



ABSTRACT

The perspective of Genetic Epistemology is that addition and subtraction belong to
the same kind of operation, i.e. to additive structures and, in the Conceptual Field
Theory, addition and subtraction belong to the Additive Conceptual Field. The
relation between them is dealt in the Additive Conceptual Field, working with situation
of transformation, composition part-all and “how much lacks”. This survey for
Master's degree aims to comprehend the schemes which children use in the
construction of the conceptual field of additive structures. Our research purpose is to
describe the schemes which express improvement in the development of children in
construction of subtraction, specifically in situations of transformation, composition of
part-all and “how much lacks”. To find theses schemes, we made a micro-genetic
research with children of 2° and 3° grade of Elementary School, solving situation
problems of the additive conceptual field. The subtraction is an operation which takes
more time to be constructed than the addition. We think that the meanings of addition
and subtraction are constructed together and so they are part of the same process.
We verified that children, when constructing the meaning of the operations elaborate
more and more complex schemes demonstrating a progress in comprehension,
especially in subtraction.

Key-words:
Subtraction, scheme, additive conceptual field, additive structures.
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INTRODUGAO

O objetivo do conhecimento nédo é descobrir o segredo do mundo numa
palavra-chave. E dialogar com o mistério do mundo.
(MORIN, 1993, p.87)

A matematica esta presente em varias situacdes do cotidiano de todos nés. Ela é
necessaria para resolver muitos problemas, grandes ou pequenos, que surgem nessas
situagdes. Sendo assim, cada sujeito precisa de uma educagao matematica basica, que lhe
possibilite “viver bem e ajudar os outros a viver bem” (CHEVALLARD, BOSCH e GASCON,

2001, p.35).

A sociedade informatizada em que vivemos funciona, cada vez mais, com base
na matematica, portanto o conhecimento matematico € ao mesmo tempo uma
necessidade individual e social. Chevallard, Bosch e Gascén (2001, p.45) explicam o

porqué de se ensinar matematica na escola:

Cada um de nés deve saber um pouco de matematica para poder resolver,
ou quando muito reconhecer, os problemas com os quais se depara na
convivéncia com os demais. [...] A presenga da matematica na escola é
uma consequéncia de sua presenga na sociedade e, portanto, as
necessidades matematicas que surgem na escola deveriam estar
subordinadas as necessidades matematicas da vida em sociedade
(CHEVALLARD, BOSCH e GASCON, 2001, p.45).
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Apesar dessa convivéncia e da necessidade da matematica na sociedade, ela
continua sendo uma das disciplinas mais temidas pelos escolares. Ouve-se, fazendo
parte do senso comum, frases do tipo: “Para ser inteligente é preciso ser bom em
matematica”, “Matematica é para poucos”, “Se ndo passar em Matematica, precisa
repetir o ano” e tantas outras. Essas concepgbes, entre outras, legitimam essa
disciplina como a mais temida - o “bicho-papdo” — do curriculo escolar.
Consideramos ser importante desmitifica-la, ou seja, passar a ter uma viséo
diferente dela - uma matematica onde os porqués sao respondidos e
compreendidos, e nao uma matematica mecanica, técnica e simplesmente
memorizada. Precisamos de uma matematica que busca dar sentidos e significados

para a sua linguagem, que desafie o raciocinio da crianga.

No prefacio do livro de Fayol (1996), Vergnaud se refere ao conhecimento
matematico como “uma das construgbes cognitivas mais impressionantes”, que
acontece com a ajuda do ambiente familiar e escolar. Reforga que essa construgao
ainda estara inacabada, mesmo apdés dez anos passados do periodo de
desenvolvimento examinado nas pesquisas relatadas no livro de Fayol. Ou seja,
para ele o conhecimento matematico pressupde uma construgdo longa e

permanente.

Entendemos que é tarefa do educador matematico, especialmente do professor
das séries iniciais, compreender como 0s alunos constroem o conhecimento logico-
matematico. Em consequéncia disso, coordenamos uma investigacdo e estudo
sobre a construgao dos Significados das Operagées Matematicas de 12 a 42 série do

Ensino Fundamental, de 1997 a 2000. Um dos resultados verificados, através da
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analise dos dados realizada a cada ano, foi a existéncia de um avanco significativo
da 22 para a 32 série no uso da subtracdo para resolver problemas que apresentam
situagdes aditivas e subtrativas (JUSTO, 2000). Essa investigagcado foi apresentada
em nosso projeto de dissertacédo. Nela verificamos que a subtracdo € uma operagéao
que leva um tempo maior do que a adicdo para ser construida. O avanco na
construgcdo da subtracdo motivou-nos a buscar a compreensao dos esquemas

envolvidos no desenvolvimento de tal operacéo.

Esta pesquisa de Mestrado surgiu com a intengdo de encontrar respostas para
a questao: quais esquemas estao envolvidos na construgcdo da subtracdo. Nossos
objetivos de pesquisa foram descrever os esquemas que expressam avangos no
desenvolvimento das criangas na constru¢do do campo conceitual das estruturas
aditivas, especificamente nas situagées de transformacgédo, de composigao parte-todo
e de “quanto falta” e verificar quando a notagcdo da subtragcdo passa a ser usada
como representacdo do esquema que resolve estas situagées. Descrevemos 0s
esquemas que as criangas utilizam na construcdo do campo conceitual das
estruturas aditivas, as quais envolvem a subtracdo, especialmente nas situacdes-
problema que apresentaram uma evolugao significativa da 22 para a 32 série na

investigacao anterior.

Para encontrar os esquemas, realizamos uma investigagdo com criangas de 22
e de 3?2 série do Ensino Fundamental, resolvendo situacdes-problema do campo
conceitual aditivo. As diferentes situacdes-problema deste campo conceitual foram
criadas, partindo-se do estudo de Vergnaud, 1996a; Nunes e Bryant, 1997; Fayol,

1996.
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Vergnaud (1996a) traz uma justificativa para a teoria dos campos conceituais
que consideramos necessaria apresentarmos aqui, pois ela também justifica
pesquisas como a nossa: além de se reconhecer uma histéria individual de
aprendizagem, reconhece-se, pelas regularidades apresentadas nas estratégias que

as criangas usam, uma historia da aprendizagem das matematicas.

Uma discussdao permeia a construgao dessa dissertagcdo: a construgado de
significados e a formalizagcdo matematica. Sa (2002, p. 134) aponta que sempre
houve “conflito entre correntes de pensamento que consideravam a Matematica
puramente abstrata e outras que concebiam o conhecimento matematico como
oriundos dos dados da percepcdo e da experiéncia’. Consideramos essa uma
discussao necessaria para servir como pano de fundo a nossa pesquisa, pois tanto a
construcao de significados quanto a apropriagcédo da linguagem formal da matematica

sao aspectos importantes para o foco da nossa pesquisa.

A dissertacdo esta dividida em quatro capitulos. O capitulo inicial trata da
historia da matematica. A idéia central deste capitulo é revelar a importancia do
calculo na histéria da humanidade: da sua necessidade para resolver situacdes da
vida pratica e como um conhecimento em continua evolugcédo. Atualmente, a nogao
de célculo é bastante ampla, fazendo com que esta palavra tenha um significado
extenso, conquistando uma amplitude consideravel ao longo da histéria da
humanidade (IFRAH, 1997). No entanto, em funcédo da finalidade desta pesquisa,
nos deteremos apenas no calculo aritmético, relativo as operagdes matematicas

basicas e iniciais de adicao e subtracao.
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Sendo a matematica um conhecimento elaborado socialmente, na medida em
que ela é fruto da experiéncia humana construida através de séculos de histéria, a
evolucdo do conhecimento matematico € mostrada através de sua histéria como
uma construcdo que procede em fungdo de mudancgas das necessidades sociais.
Concomitantemente, o conhecimento matematico € um caminho percorrido
individualmente pelo sujeito e, portanto, tem um carater duplo, é tanto individual
quanto social. E a psicogénese que se ocupa do carater individual da aprendizagem,

ela estuda a génese ou o desenvolvimento do conhecimento pelo sujeito.

No segundo capitulo, trazemos o referencial te6rico que fundamenta nossa
pesquisa na perspectiva da Epistemologia Genética. Este capitulo desenvolve
alguns conceitos importantes para a construgdo do conhecimento matematico das
operagodes. A linguagem matematica € abordada como um conhecimento social que
precisa ser reconstruido pela crianga, mas de forma a destacar que se desenvolve
paralelamente a um raciocinio légico-matematico que também precisa ser construido
por ela — ou seja, o pensamento da crianga com suas estratégias e esquemas
préprios de solugcdo. Apresentamos os diferentes significados das operacdes de
adicdo e de subtragao a partir de situagdes de transformacgao, de combinacao e de
comparagao, que compdéem o campo conceitual aditivo, partindo do estudo de
Vergnaud (1996a,b), Nunes e Bryant (1997) e Fayol (1996). O método clinico é

escolhido como adequado para o desenvolvimento de nossa pesquisa.

O terceiro capitulo apresenta a descricdo metodoldgica. Definimos as

categorias de solugado e interpretamos os dados coletados, articulando-os com a
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revisao tedrica. Nesta analise, fica evidente a estreita relagcao entre as operagdes de

adicao e de subtracao.

Concluimos a dissertagdo com algumas consideragdes finais, que certamente
nao sao definitivas, mas que refletem aquilo que até o momento conseguimos

construir, trazendo algumas possiveis implicagdes pedagdgicas de nossa pesquisa.
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1 REGISTROS NOTACIONAIS, CALCULOS E OPERAGOES NA HISTORIA DA
MATEMATICA

Para erguer a montanha, o espirito precisa de instrumentos muito simples.

(IFRAH, 1997, p. 497)
Registrar, calcular e realizar operagbes matematicas sdo agdes que tiveram
sua origem ha muito tempo na histéria da humanidade. A histéria da matematica “é a
histéria das necessidades e preocupagbdes de grupos sociais ao buscar recensear
seus membros, seus bens, suas perdas, seus prisioneiros, ao procurar datar a

fundagao de suas cidades e de suas vitérias...” (IFRAH, 1989, p.10).

As informacdes e os dados historicos desenvolvidos neste capitulo foram

buscados, principalmente, nos trabalhos de dois estudiosos da histéria da

matematica: Georges Ifrah (1989, 1997) e Carl B. Boyer (1999).

1.1 E SURGIRAM OS SISTEMAS DE NUMERAGAO

Depois que o homem aprendeu a contar, os antigos “instrumentos” (pedras,

conchas, nés em cordas, 0ssos e madeiras entalhadas, etc) tornaram-se
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“verdadeiros simbolos numéricos, bem mais cdémodos para assimilar, guardar,
diferenciar ou combinar numeros inteiros” (IFRAH, 1989, p. 52). A histéria dos
sistemas de numeracgao inicia-se com esses procedimentos, principalmente com o
procedimento de entalhe que originou a primeira notagao de quantidade da qual se
tem conhecimento. Os sistemas numéricos dos romanos e dos etruscos séao
exemplos de sistemas que se originaram dessa pratica (IFRAH, 1989). Usar marcas
para realizar contagens € um procedimento antigo, mas, também, ainda muito atual
e pratico em certas ocasides. Vemos criangas fazendo riscos em papel para auxiliar
na contagem, prisioneiros marcando os dias de carcere nas paredes de suas celas,

jogadores marcando os pontos em um quadro, etc.

A grande problematica de varios sistemas numéricos antigos era a
representacdo de quantidades maiores, pois praticamente todos os sistemas
baseavam-se no principio aditivo, ou seja, cada simbolo somava-se ao seguinte, o
que fazia com que fossem necessarios varios simbolos para representar uma
quantidade maior. Por exemplo, para escrever o numero 696 eram necessarios vinte

e um algarismos no sistema hieroglifico egipcio (IFRAH, 1989).

= i 414993

Figura 1 — Numero 696 em hierdglifo egipcio (IFRAH, 1989)

Ao longo da historia, os homens foram procurando solugbes para esse
problema. Muitos povos inventaram o sistema de bases que consistia em agrupar
um numero determinado de elementos e representar esses agrupamentos com uma

notacdo diferenciada.
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Tabela 1: Povos e seus sistemas de bases

Egipcios Base dez

Mesopotamicos Base doze, base sessenta com
base auxiliar dez e cinco

Gregos Base dez

Romanos Base dez, com base auxiliar cinco

Chineses Base dez

Maias Base vinte

Os sistemas de numeracédo tém uma construgdo longa. O zero vai aparecer
bem depois das construgdes dos primeiros algarismos. A evolugao do zero nao foi
igual em todos os sistemas. Foi o zero hindu que evoluiu até o seu conceito na

matematica atual.

1.2 A ORIGEM DO ZERO

Em Ifrah (1989), encontramos a historia da origem do zero que trouxe grande
desenvolvimento para o uso pratico dos sistemas numéricos que o adotaram. A
invengao do zero foi muito importante para os sistemas de numeragao posicionais
nos quais representar um agrupamento inexistente se tornou necessario. A grande
construgédo do zero foi atribuida aos hindus. No entanto, desenvolvimentos parciais
ou limitados do conceito de zero foram evidentes em outros sistemas de numeracéo,
pelo menos tdo antigos quanto o sistema hindu, se ndo mais, como no sistema de

numeragao maia e no babilénico.
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O sistema sexagesimal babildbnico, usado nos textos matematicos e
astrondmicos, era essencialmente um sistema posicional. Muitas das tabuas
babildnicas indicam apenas um espaco entre grupos de simbolos quando um
agrupamento novo de 60 nado existia; dessa maneira, as poténcias exatas de 60
eram determinadas, em parte, pelo contexto. Nas tabuas babilénicas mais tardias
(aquelas dos ultimos trés séculos a.C.), usava-se um simbolo para indicar uma
poténcia ausente, mas isso s6 ocorria no interior de um grupo numérico e nao no

final.

O uso sistematico mais antigo de um simbolo para zero, do qual se tem
conhecimento, entre os séculos Il e IV da nossa era, encontra-se na matematica
dos maias das Américas Central e do Sul (IFRAH, 1989, p.262). O simbolo maia do
zero era usado para indicar a auséncia de quaisquer unidades das varias ordens do
sistema de base vinte modificado. O zero no sistema maia era matematicamente
desnecessario. Sua utilizagdo tinha preocupag¢des de ordem grafica e religiosa. No
plano religioso, cada unidade era representada por um fardo carregado por um deus;
portanto, como deuses, ndo poderiam ser suprimidos dos registros (IFRAH, 1989).
Os maias, a partir do numero 360, modificaram as regras do seu sistema e os
agrupamentos deixaram de ser de vinte em vinte. Essa modificagdo se deve ao fato
de esse sistema ser muito mais usado, provavelmente, para registrar o tempo em
calendarios do que para propdsitos computacionais. Essa modificacdo privou a

possibilidade operatéria de sua numeragao (IFRAH, 1989, p.261-262).

Em relagdo ao zero, o grande mérito dos hindus foi reunir em um unico sistema

a caracteristica posicional e o uso de um simbolo para representar uma classe de
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agrupamento inexistente. O zero foi simbolizado por um ponto ou um pequeno
circulo. A mais antiga forma do simbolo hindu, comumente usado em inscrigdes e
manuscritos para assinalar um espago em branco, era chamada sunya, significando
‘lacuna” ou “vazio”, mas o conceito do zero passou rapidamente a significar “vazio”
ou “nada”, sendo logo enriquecido pelo sentido de “quantidade nula” ou “numero
zero”. Ifrah (1989, p.293) reforga a importancia dos hindus na histéria da numeracgéo,
referindo-se a descoberta do matematico e astrbnomo Brahmagupta:
Ainda aqui, o génio hindu se manifestara ao reunir duas nogdes
complexas, aparentemente distintas: a de auséncia e a de nulidade.
Descoberta extraordinaria, cuja influéncia néo se limitou ao campo da
aritmética: ao abrir caminho para a idéia generalizante do numero,
ela permitiu o desenvolvimento da algebra, desempenhando

consequentemente um papel essencial em todos os ramos da
matematica, das ciéncias e das técnicas atuais. (IFRAH, 1989, p.293)

No entanto, foram os arabes que difundiram o sistema hindu de numeracéo. A
civilizagdo ocidental praticamente ndo conhecia esse sistema até o final da
Antigiiidade. Os arabes serviram de intermediarios entre a india e o Ocidente. Esse

€ 0 motivo pelo qual nosso sistema de numeragao € conhecido como indo-arabico.

Nossa numeragdo escrita atual, o sistema de numeragédo indo-arabico, com
seus dez algarismos (1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 0), permite uma representagao simples
de qualquer niumero e ainda uma cdémoda pratica das operacgdes aritméticas (IFRAH,
1989). Essas duas propriedades sdo as que, certamente, fazem com que esse

sistema seja atualmente usado e conhecido por praticamente todos os povos.
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1.3 O CALCULO E SEUS INSTRUMENTOS

Ifrah (1997) apresenta alguns exemplos de recursos utilizados na historia da
humanidade quanto ao calculo aritmético, as escritas e as notagcbes numeéricas,
dentre os quais destacamos os seguintes:

- IX — Il milénios (a.C.). Povos do Oriente Préximo realizam seus calculos
utilizando cones, esferas, bilhas, bastonetes e outros pequenos objetos de argila

(calculi dos sumérios).

A

1 10 3.600 36.000

cone bolinha grande grande esfera esfera
cone cone perfurada

perfurado

Figura 2 — Sistema de contagem dos sumérios com os calculi. (IFRAH, 1989)

- 2700 / - 2300 (a.C.). Os sumérios abandonam o uso dos velhos calculi e
inventam seu abaco para realizar operagdes aritméticas: uma espécie de “quadro”
em que colunas sucessivas, tracadas preliminarmente, delimitam as ordens de
unidades consecutivas de seu sistema sexagesimal e sobre o qual um jogo de
pequenas bilhas ou palitos permite fazer todos os tipos de calculos.

- Fim do Ill milénio (a.C.). Os semitas mesopotamios transformam
radicalmente a concepgao do antigo abaco sumério: em lugar de utilizar bilhas ou
palitos, imprimem seus algarismos cuneiformes no interior de colunas sucessivas,
delimitando suas ordens de unidades tragadas numa grande tabuleta de argila; os
calculos sao feitos entdo por apagamentos sucessivos desses algarismos, a medida

que sao obtidos resultados parciais das operagdes correspondentes.
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- Século XVII (a.C.). Os egipcios utilizam seus algarismos hieroglificos ou
hieraticos para efetuar operagdes aritméticas, para evitar que seus calculadores
apelassem para a meméoria.

- Século V (a.C.). Os zapotecas utilizavam uma numeragao de base vinte. Para
calcular recorreram, provavelmente, a dispositivos de calculo como bastbées com
pedras furadas; ou corddes coloridos com pérolas ou conchas; ou plataformas de
pedra ou madeira; ou quadriculados no solo nos quais deslocavam pedras ou graos
em buracos.

- Século V (a.C.). Uso dos abacos gregos: espécies de mesas feitas de
madeira ou marmore, reguladas previamente, sobre as quais pequenas fichas de
0sso ou metal permitem efetuar operacdes aritméticas. Sdo abacos do mesmo tipo
que os persas usarao na época do rei Dario e, depois, os etruscos e os romanos. Os
povos cristdos ocidentais também os herdardo e perpetuardo seu uso até a época
da Revolugao Francesa.

- Século Il (a.C.). Plutarco assinala o uso do abaco de p6 (ao lado do abaco de
fichas) entre os gregos e os persas: trata-se de uma tabuleta, munida de um quadro
com as bordas levantadas que era preenchido com areia fina, sobre a qual se
delimita colunas sucessivas tragando algarismos com um estilete de ferro. O uso de
abacos do mesmo tipo sera encontrado mais tarde entre os povos cristdos do
Ocidente medieval, que efetuardo seus calculos seja mediante algarismos romanos,
seja letras numerais gregas.

Uso do abaco chinés e do “calculo mediante fichas”: trata-se de pequenos
bastonetes de ébano ou bambu que s&o dispostos nos quadrados sucessivos de um

quadriculado ou de uma mesa regrada em forma de tabuleiro.
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Uso da numeragao decimal posicional dos matematicos chineses: o sistema de
“barras numerais” que nao dispde de zero. Essa numeracdo nada mais é do que
uma réplica fiel por escrito do “calculo mediante fichas” no abaco chinés de palitos.

- Século Il (a.C.) / lll (d.C.). Os calculadores indianos efetuam suas operagdes
aritméticas desenhando os nove algarismos (ndo havia um algarismo para o zero)
em um solo mével, no interior de varias colunas consecutivas preliminarmente
tragadas, sendo ajudados para tanto por uma ponta ou um bastonete.

- Século I. Uso do abaco romano “de bolso”: trata-se de uma pequena plaqueta
metalica, com algumas ranhuras paralelas, associadas cada uma a uma ordem de
unidades e ao longo das quais escorregam botdes méveis de mesmo tamanho.

- Séculos IV / V. Nascimento da numeracido decimal indiana de posi¢cao, em
que um sinal em forma de pequeno circulo ou ponto representa o zero, ancestral de
nossa numeracao escrita atual.

- Séculos IV / VI. Os calculadores indianos criam o calculo escrito atual. No
inicio, as técnicas correspondentes, embora livres das colunas do abaco,
constituiram apenas uma réplica fiel dos antigos métodos de calculo: praticadas
como outrora, num suporte material tdo pouco comodo quanto a prancheta recoberta
de poeira e segundo a técnica operatoria das corre¢des sucessivas por apagamento
continuo dos resultados parciais, elas limitavam a memoéria humana e impediam
descobrir os eventuais erros cometidos nos calculos intermediarios. Depois, os
sabios indianos e os sabios arabes desenvolveram uma pratica operatéria sem
apagamento, que consiste em escrever por baixo os resultados intermediarios. Essa
técnica tem o inconveniente de sobrecarregar consideravelmente a inscrigdo

progressiva dos calculos e impedir uma visdo nitida do desenrolar das operacdes. E
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por isso que essa pratica permaneceu por muito tempo fora do alcance do comum
dos mortais.

- Ano 510. O astrénomo indiano Aryabhata inventa uma notacdo numérica e
utiliza um notavel procedimento de calculo das raizes quadradas e cubicas que é
impossivel de executar se os numeros em questdo nao forem expressos por escrito,
segundo o principio posicional com a ajuda de nove algarismos distintos e de um
décimo sinal particular fazendo as vezes do zero.

- Ano 629. O matematico Bhaskara publica obra que revela um dominio
perfeito do uso do zero e da numeragao decimal de posi¢cdo, assim como uma
pratica muito facil da regra de trés e das fragdes aritméticas.

- Fim do século VIIl. Introdugdao da numeracado decimal de posicao, do zero e
dos métodos de calculos de origem indiana na Terra do Isla, os quais nas maos dos
escribas arabes, sofrerdo modificagbes graficas.

- Anos 820 - 850. Propagacéao dos algarismos e métodos de calculo de origem
indiana pelas obras do astrbnomo e matematico Al Khuwarizmi.

- Século X-XII. Os calculadores europeus efetuam suas operagdes aritméticas
no abaco de colunas de origem latina aperfeicoado por Gerbert d’Aurillac e seus
discipulos: utilizam fichas de chifre marcadas por algarismos “arabicos” de 1 a 9 (ou
letras numerais gregas de a a g ou ainda algarismos romanos de | a IX).

- Século XIl. Introducdo do sinal zero de origem indiana na Europa ocidental:
os calculadores europeus efetuam a partir dai suas operagdes aritméticas com o
zero e os nove algarismos “indo-arabicos”. E a aparigdo dos algoritmos, como se
chamaréao entado as regras do calculo escrito de origem indiana.

- Séculos Xll / XVI. Feroz polémica na Europa ocidental entre os Abacistas

(detentores do calculo por fichas no abaco de colunas e da numeragéao arcaica) e os
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Algoristas (defensores da pratica do calculo escrito mediante o uso do zero e dos
algarismos indianos).

- Séculos XIl / XV. Os algarismos “arabicos” estabilizam-se na Europa
ocidental com a forma grafica que tém atualmente.

- Século XIlll. Uso do ainda atual abaco de contas chinés: trata-se de um
quadro retangular de madeira, composto de alguns arames nos quais estao enfiadas
sete contas de madeira; estas podem se aproximar indiferentemente de uma vareta
transversal, dividindo o quadro em duas partes de maneira que duas contas
permanecem sempre acima e as cinco restantes embaixo desta barra de separacgao;
cada uma das hastes corresponde a uma ordem decimal e se subentende que um
arame colocado a esquerda de um outro possui um valor dez vezes maior do que
este.

- Séculos XV / XVI. Apés terem sofrido diversas transformagdes, os algarismos
“arabicos”, gragas ao impulso da imprensa na Europa ocidental, recebem sua forma
fixa em protétipos bem determinados e adotados definitivamente.

- Séculos XV / XVI. Generalizagdo progressiva dos métodos de calculo
mediante algarismos “arabicos” e o zero. E o triunfo dos Algoristas e o inicio da
queda dos Abacistas na Europa. O calculo do abaco de fichas continuara, contudo, a
ser praticado pelos comerciantes, financistas, banqueiros e tesoureiros até a época

da Revolugao Francesa.

Com esses casos especificos na historia do calculo, podemos verificar a
evolugdo do conhecimento e consequente desenvolvimento de técnicas de célculo e
de sistemas de numeragdo. Entende-se, também, que a matematica foi sendo

construida para atender as mais diversas necessidades humanas e, ainda, foi
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tornando-se uma ciéncia. As descobertas foram, ao longo de toda histéria da
humanidade, realizadas por pessoas que se dedicavam “simultaneamente aos
dominios da astronomia, poesia, métrica, literatura, fonética, filosofia e mistica, e até
da astrologia, cosmologia e mitologia” (IFRAH, 1997, p. 164). Percebe-se, entao,

que a matematica € uma ciéncia que atende a diversas areas de conhecimento.

Silva (2003) destaca a Aritmética como sendo o mais util entre os ramos do
conhecimento da Matematica e também o mais disseminado entre os povos. Para os
gregos classicos, Aritmética era um termo reservado a teoria dos numeros. “A
palavra aritmética vem do grego arithmétique, que significa a arte de ou habilidade
com numeros” (SILVA, 2003, p.16). O quadrivium, na época medieval, era formado
pela Aritmética, pela Geometria, Musica e Astronomia. A aceitagdo generalizada da
Aritmética se deu pelo seu uso cotidiano, intensificado pelo crescimento do comércio
que trazia a exigéncia de um conhecimento mais sistematizado que possibilitasse

resolver problemas concretos.

Os instrumentos aritméticos foram sendo criados e inventados para facilitar e
até exercer um certo dominio sobre os calculos humanos. Segundo Ifrah (1997), a
idéia era aliviar os aritméticos na pratica dos calculos elementares. Um instrumento
célebre foi inventado, em 1617, pelo matematico escocés John Napier de Merchiston
(ou John Néper) — as réguas ou bastées de Néper que consistem em uma tabela de
multiplicagdo. Esse dispositivo foi um grande sucesso na Europa até o inicio do
século XX. Em 1642, Pascal inventou uma maquina de somar e subtrair para ajudar
0 seu pai, que havia sido encarregado do controle fiscal da Normandia. A maquina

de somar de Pascal foi provavelmente a primeira maquina de calcular da
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humanidade (BERGAMINI, 1968). Entre outros instrumentos, podemos citar as
réguas de calculo, a maquina de adicionar de Caze (1720), o adicionador de Perrault
(1666), o aritmografo de Troncet (inicio do séc. XX), o de Clabor (1906), etc., que

foram evoluindo até as atuais maquinas de calcular e computadores.

Sobre essas “maquinas de calcular”, Ifrah (1997) reflete que é importante frisar
que elas serviam para facilitar a pratica de operacdes, sem duvida. No entanto, o
seu uso nao deixou de necessitar um ser pensante que reflete sobre a alimentagao
das informacdes, sobre os comandos a serem dados e sobre os resultados lidos.

Assim, o papel principal da pratica do calculo continua sendo do ser humano.

As relagdes comerciais pediam, além da realizagao de calculos, registros das
transagdes realizadas. Os homens tiveram que aprimorar cada vez mais sua forma
de raciocinar e de registrar o seu pensamento matematico. Uma forma de
aprimoramento € assinalada por Silva (2003), lembrando que o que levou o0 homem
a construir tabelas para registrar valores ja calculados foi a descoberta de que,
independentemente dos objetos que se tomassem para calcular e fazer contagens, a
soma era sempre a mesma. Isso, certamente, impulsionou o desenvolvimento de

uma linguagem matematica.

1.4 A LINGUAGEM SIMBOLICA DAS OPERAGOES

A aprendizagem da escrita de numerais foi um processo longo e dificil

enquanto ainda n&o existia um sistema de numeracdao capaz de facilitar a sua
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representacéo escrita. Assim, a possibilidade de se calcular por escrito também era
uma tarefa dificil. Dessa forma, a pratica do calculo ainda era inacessivel a maior
parte da populagdo e o seu dominio ficava reservado a alguns especialistas, como
os escribas egipcios, por exemplo. O sistema egipcio permitia a realizagdo de
céalculos por escrito. A algebra egipcia era retérica. Varios exemplos podem ser
encontrados em antigos documentos matematicos, como o papiro de Rhind, o papiro
de Moscovo, entre outros, datados de até quase dois milénios a.C., que atualmente

se encontram em museus na Europa:

Figura 3 - Exemplo de calculo, encontrado no papiro de Rhind, datado
de 1650 aC. No simbolismo egipcio, pernas caminhando para a
esquerda significavam “somar”, e pernas caminhando para a direita,
“subtrair”. (BERGAMINI, 1968, p.64)

O calculo no Papiro de Rhind sugere que os egipcios ja consideravam a adigcao
e a subtragdo como operacgdes inversas, pois 0s simbolos para essas operagdes

eram idénticos, porém voltados para dire¢coes opostas (SILVA, 2003).

Um calculo com a numeracéo egipcia, caso usassemos o mesmo algoritmo’
atual das nossas adigdes realizadas com os numerais indo-arabicos, poderia ser

escrito assim:

' Nome dado ao calculo escrito.
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N 9999
1729 :;: .n 999999 ‘I

= 2425 ','.' nn 9999 II

5 20 400

Figura 4 — Algoritmo atual da adigdo usando hieréglifos egipcios. (IFRAH, 1989, p.167)

O sistema romano de numeracgao apresentava dificuldades para a realizagao
escrita dos calculos. Ele ndo era usado para fazer calculos, mas somente para

registrar resultados. Os calculos eram, entdo, realizados no abaco.

Abaco romano “‘de bolso"'.

Calculador romano usando um dbaco portatil.
Extraido de um baixo-relevo do século I.

Figura 5 — Abacos romanos. (IFRAH, 1989, p.121)

Mello e Souza (2001), conhecido sob o pseudénimo de Malba Tahan,
apresenta algumas curiosas informagdes sobre o uso dos sinais na realizagdo de
calculos escritos, dizendo que o emprego regular do sinal + (mais) aparece na
Aritmética Comercial de Jodo Widman d'Eger publicada em Leipzig, em 1489. No
entanto, os sinais de adigédo (+) e de subtragdo (-) ndo correspondiam, na época, a

essas operagdes em si, mas sim aos excessos € aos déficits em problemas de
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negocios. Esses simbolos vieram somente ter uso geral na Inglaterra, depois que
foram usados por Robert Recorde, em 1557. Os simbolos positivos e negativos
eram comumente usados para marcar se tambores de armazenagem de produtos

estavam cheios ou ndo.

Ainda sobre o sinal de subtragdo, Mello e Souza (2001) diz que, para os
hindus, o sinal de subtracéo consistia num simples ponto colocado sob o coeficiente
do termo que servia de subtraendo. A letra M - e, as vezes, também m - foi
empregada, durante um longo periodo, para indicar a subtragéo, pelos algebristas
italianos. Pensam alguns autores que o simbolo - (menos), tdo vulgarizado e tao
simples, corresponde a uma forma limite para a qual tenderia a letra m quando

escrita rapidamente.

O sinal de igualdade foi criado por Robert Recorde. Segundo Boyer (1999,
p.184), Recorde o explicou assim: “Porei, como muitas vezes uso no trabalho, um
par de paralelas, ou retas gémeas de um comprimento, assim: = porque duas coisas
nao podem ser mais iguais”. Frangois Viéte, considerado como o fundador da

Algebra Moderna, difundiu o sinal = quando queria indicar a igualdade.

Sobre os antigos matematicos gregos, Mello e Souza (2001) relata que, como
se observa na obra de Diofanto, estes limitavam-se a indicar a adigado justapondo as
parcelas - sistema que ainda hoje adotamos quando queremos indicar a soma de
um numero inteiro com uma fragcdo. Como sinal de operagao + (mais), usavam 0s

algebristas italianos a letra P, inicial da palavra latina plus.



30

Certamente, alguns fatos poderiam ser considerados como causas para o
avango de uma simbologia propria da matematica. Dentre elas, poderiamos destacar
a facilidade de manipular trabalhos numéricos através do sistema de numeragao
indo-arabico, muito superior aos sistemas (tais como o romano) que requeriam o uso
do abaco; além da invengdao da imprensa com tipos moveis, que acelerou a

padronizagao do simbolismo mediante a melhoria das comunicacées, entre outras.

A linguagem simbdlica da matematica foi surgindo a partir das necessidades da
humanidade de se expressar, de comunicar-se por escrito, de guardar dados, de
registrar procedimentos e transagcbes comerciais, entre outras. Essa linguagem
certamente originou-se de um pensamento matematico — um pensamento sobre
agdes concretas. Conforme Ifrah (1989, p.338), a generalizagdo do numero através
da algebra foi aperfeicoada, em 1637, por René Descartes ao fazer uso da notagéo
simbdlica literal. “Este simbolismo criou uma espécie de ‘lingua internacional’

compreendida sem equivoco pelos matematicos do mundo inteiro”.

Compreende-se, entdo, que a linguagem simbdlica da matematica, usada
quase universalmente, ndo € obra de um unico criador e tampouco se deu da noite
para o dia. Ela é resultado de conhecimentos produzidos por muitas civilizagdes, que

foram sendo construidos e reconstruidos durante muitos séculos.

O desenvolvimento dos usos de simbolos matematicos evoluiu para uma

linguagem simbdlica propria da Matematica - agora entendida como ciéncia, “na
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medida em que as ciéncias sao um produto da atividade humana” (PIAGET,

1967/1980, p.333).

A Matematica possui uma linguagem. Vale ressaltar, no entanto, que a
Matematica € muito mais do que uma linguagem. Ela é raciocinio, é estrutura logica,
€ procedimento operatério, € atitude investigativa. A linguagem matematica se
aprende no exercicio da linguagem e pela apropriagdo de propriedades e
regularidades do sistema numeragdo; e a matematica, como estrutura légico-
matematica, constroi-se pela coordenacao de ag¢des, muito antes de se apoiar numa
linguagem, natural ou artificial (PIAGET, 1967/2000). “As raizes do pensamento
devem ser procuradas na acao e os esquemas operatérios derivam diretamente dos
esquemas de agao” (p.209). As estruturas légico-matematicas ndo se ensinam. Elas

sdo endogenas e, por isso, organizadas pelo sujeito na sua interagdo com o meio.

No proximo capitulo, trataremos de definir alguns importantes conceitos
matematicos, numa compreensdo atual, abordando-os nas perspectivas da
linguagem propria da matematica e das operagdes logico-matematicas, buscando

delinear o corpo tedrico de nossa pesquisa.

> As obras de Piaget estdo referenciadas segundo a seguinte sistematica: usa-se uma barra para
separar os anos da edi¢do da obra, sendo que a primeira data indica o ano de publicagao do original
e a segunda indica o ano da edigado consultada.
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2 A CONSTRUGAO DA OPERACAO DE SUBTRAGAO NO CAMPO CONCEITUAL
DAS ESTRUTURAS ADITIVAS

Os primeiros conceitos matematicos sao formados pela crianga através da sua
propria agado sobre os objetos que a rodeiam. Essa acdo € considerada uma
interagdo entre sujeito e objeto. S. Franco (1996), discorrendo sobre essa interacéo,
afirma que o conhecimento resultante dela é fruto tanto do sujeito como do objeto e
que é diferente daquilo que o sujeito ja conhecia e também é diferente daquilo que o

objeto® é, mas contém elementos dos dois.

Na interagdo com os objetos do meio, a crianga comega a usar a linguagem
verbal e escrita, para realizar suas primeiras classificagdes e contagens. Como na
historia da numeracéo, quando o pastor de ovelhas usava cinco pedrinhas, ou cinco
marcas ou qualquer outro suporte para indicar uma quantidade de cinco ovelhas, por
exemplo, as escritas das criangas sao inicialmente parecidas com aquilo que
representam, para depois chegar a operar com, compreender, manejar outras
representacdes mais abstratas, como os numeros (ALCALA, 2002). Até chegar a

notagdo numérica de carater convencional, a crianga percorre um longo caminho,

> Como objeto se entende qualquer elemento do meio onde o sujeito esta inserido (FRANCO, S.,
1996), por exemplo, notagcées numeéricas, linguagem verbal ou escrita, elementos fisicos ou opinides
contrarias, gestos e mimicas que podem, entédo, ocorrer numa interagéo social.
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uma vez que essa notagcdo nao guarda relagédo de semelhanga com as quantidades
que representa, como acontecia com as representacdes que ela usava inicialmente.
Mas, também, porque essa notagdo convencional contém uma série de

propriedades e regularidades que precisam ser construidas pelas criangas.

Paralelamente a essa construgdo da linguagem matematica, da-se a
construcao de estruturas operatérias. Para o foco de nosso estudo, & importante
revisarmos alguns aspectos teodricos sobre a constru¢gao da operacao de subtragao,
compreendendo a apropriagdo de seus significados e o uso de sua notagéo

matematica formal.

2.1 LINGUAGEM MATEMATICA

Em nosso sistema de numeragao escrita — o indo-arabico — cada algarismo é
um ideograma, que corresponde a um conceito, mas que nao tem nenhuma ligagao,
icbnica ou sonora, com o conceito ou a palavra representada. Os algarismos
representam conceitos numéricos e quantitativos variados: podem descrever séries
ou conjuntos de objetos discretos (quantidade de balas em uma embalagem, série
de andares de um prédio, etc), medidas (pesos, comprimentos, poténcias, tamanho
de roupas, etc) ou etiquetas de identificagdo (numero de 6nibus, endereco, etc)
(SINCLAIR, 1990; LANDSMANN, 1998). Os algarismos também tém uma fungao
comunicativa variada, podendo ser informativos ou prescritivos, como quando

indicam limites de velocidade ou limites de altura ou idade para determinados jogos
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ou brinquedos ou, ainda, quando definem um prazo limite para o consumo de

produtos (LANDSMANN, 1998).

A notagdo matematica serve também para registrar operagées matematicas e
para tal existe uma linguagem formal. No entanto, Sinclair (1990) aponta que, ao se
pedir que criangas registrem com lapis e papel a operagdo que realizaram para
resolver um problema matematico, nem sempre elas usardo uma notacao formal ou
convencional usada e ensinada na escola. Esta € mais uma prova de que a notagao

matematica formal é fruto de um processo construtivo longo.

Uma diferenciagao entre simbolo e signo é apontada por Piaget (1945/1978). O
simbolo € uma representagdo que apresenta uma relagdo de semelhanca com o
significado, enquanto os signos sao representagdes convencionais, arbitrarias,
socialmente impostas. Golbert (2002, p. 64-65) afirma que “a possibilidade de operar
com signos matematicos depende da expansao da capacidade representacional [...]
a manipulagdo com signos, por si sO, esta longe de assegurar a operagao mental”.
Acreditando nisso, podemos pensar que simbolos, signos e significados precisam

estar em constante relacao.

A linguagem simbdlica formal, como representacdo® das operacdes
matematicas, € descrita por Piaget (1972/1975) que trata linguagem e operagao

como processos diferentes, mas com relagao entre si, que acontecem paralela e ndo

* O conceito de representacdo utilizado neste estudo apdia-se na Epistemologia Genética. A
representacdo confunde-se com o pensamento que se apdia em um sistema de conceitos e
esquemas mentais. Refere-se a evocagéo simbdlica das realidades ausentes. (PIAGET, 1945/1978)
Esse conceito tem sido alargado por outros autores, como Goldin e Kaput (1996) e Von Glasersfeld
(1995) (apud AGRANIONIH; GOLBERT; DORNELES, 2003), pois ele tem se mostrado muito mais
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concomitantemente. Ele afirma que a adigdo, por exemplo 2+3=5, acontece pela
acgao de reunir objetos e que a adigao representada por esses sinais também é uma
reunido real, pois ela versa sobre objetos. Logo a seguir, Piaget diz que as
operacdes sao resultantes da interiorizacdo das acdes e de suas coordenacgodes que
permanecem por muito tempo independentes da linguagem. Continua seu

pensamento, afirmando:

E assim que entre 7 e 12 anos [..] observamos um longo periodo
caracterizado por operagbes “concretas” (classes, relagdes e numeros)
ligadas a manipulacdo dos objetos mesmos. [...] tais no¢cdes ndo dependem
da linguagem somente. Trata-se pelo contrario de uma estruturagao
progressiva do objeto, segundo suas diferentes qualidades, e em fungao
dos sistemas de operagbes ativas, procedendo das agdes como tais,
exercidas sobre o0s objetos, muito mais do que a formulagdo verbal
(PIAGET, 1972/1975, p. 395-396).

Partindo dessa afirmagdao de Piaget, pode-se pensar que o0s signos
matematicos, ou a simbologia matematica, representam um raciocinio matematico
que procede das coordenagdes das acgdes sobre os objetos. Ou seja, a notagéo
2+3=5 pode representar varias situacbes matematicas contextuais, assim como ela
representa uma linguagem formal que consiste na manipulagao de sinais escritos de

acordo com determinadas regras.

Piaget (1967/1977, p. 42) define a linguagem matematica como “puramente
intelectual, transparente e estranha as ilusbes da imagem”, na qual cada signo se
refere “a uma atividade que poderia ser real, mas que a linguagem matematica
limita-se a designar abstratamente, sob a forma de agdes interiorizadas, isto &, de

operagoes de pensamento”.

complexo. Os autores citados, Goldin, Kaput e Von Glasersfeld, tém se preocupado com as questdes
representacionais no ensino da matematica.
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A existéncia de uma matematica de concepgao formalista e uma matematica
de significados é descrita por Gémez-Granell (1997)°. A matematica formalista
generaliza a linguagem matematica e a matematica de significados conecta essa

mesma linguagem a situagdes com sentidos e significados.

Os simbolos matematicos possuem dois significados. Um deles,
estritamente formal, que obedece a regras internas do proprio sistema e se
caracteriza pela sua autonomia do real, pois a validade das suas
declaragbes nao esta determinada pelo exterior. E o outro significado, que
poderiamos chamar de “referencial”’, que permite associar os simbolos
matematicos as situagdes reais e torna-los Uteis para, entre outras coisas,
resolver problemas. [...] embora as expressdes matematicas fagam, por um
lado, referéncia a situagbes em que aparecem relagdes quantitativas —
portanto, podendo ser matematizadas -, por outro, para que tais expressoes
pertengam ao dominio da matematica devem ser totalmente autbnomas em
relagdo aos contextos e situagdes especificas de referéncia (GOMEZ-
GRANELL, 1997, p.264).

A linguagem matematica formal expressa um raciocinio légico-matematico.
Essa linguagem simbdlica e formal € um conhecimento social que esta ligado a um
raciocinio légico-matematico. Esse raciocinio € pessoal, individual e interno, na
medida em que precisa ser elaborado e reconstruido por todos os sujeitos para ser
compreendido. Toda linguagem precisa ser interpretada para ser compreendida e
esta interpretagcao € um processo individual, mas que se constréi na interagdo com o

contexto social e cultural.

Podemos fazer uma comparagao dos dois aspectos da linguagem matematica
— formal e referencial (ou de significados) (GOMEZ-GRANELL, 1997) - com os dois
aspectos do desenvolvimento intelectual considerados por Piaget (1972/1975): o
aspecto psicossocial, que é aquilo que a crianca recebe do exterior, por isso tem

relacdo com a linguagem matematica, que € um conhecimento social a ser

° Esta autora usa a palavra ‘simbolo’ com o mesmo significado de ‘signo’, ndo estabelecendo a
mesma diferenciacdo apresentada por Piaget (1945/1978). Também n&o usaremos mais estes
conceitos fazendo distingdo entre eles.



37

reconstruido pelo sujeito; e o aspecto espontaneo e psicoldgico, que é aquilo que a
crianca aprende por si mesma e depende de suas estruturas internas, portanto
tendo ligagdo com o pensamento da crianga, que sdo as estratégias e esquemas®
préprios de solugdo que a ajudam a compreender e usar a linguagem matematica

formal.

A linguagem formal caracteriza-se por suprimir o conteudo semantico e
expressar, da maneira mais geral e abstrata possivel, o essencial das
relagbes e transformagdes matematicas. Este € um longo processo no qual
a interagdo e a dialética entre aspectos matematicos e extramatematicos
das diferentes situacdes assumem um papel fundamental (GOMEZ-
GRANELL, 1997, p.272).

A diversidade de simbolos e de cdédigos de operagdes que usamos ao pensar
para resolver uma situacdo matematica forma uma complexa rede de significados.
Significados que foram sendo distanciados de contextos significativos para irem
conformando uma linguagem propria da matematica, uma linguagem formal e
abstrata, criada ao longo da historia da humanidade. Uma interessante discusséo
sobre a relagao entre a linguagem matematica formal e a construgéo de significados
na construgdo do sistema numeérico decimal se estabelece ao confrontarmos dois

estudos: o de Nunes e Bryant (1997) e o de Lerner e Sadovsky (1996).

Nunes e Bryant (1997) reforcam a supremacia da agéo e da reflexdo sobre as
proprias ag¢des para a conquista do numero, mas reconhecem o0s sistemas
simbalicos, que as criangas vao, progressivamente, utilizando e dominando, como
um fator de progresso no desenvolvimento desse conceito. “Aprender como ler e
escrever numeros, por sua vez, abrira novas oportunidades para as criangas”
(NUNES e BRYANT, 1997, p.81). Sobre isso podemos lembrar que a histéria da

matematica nos traz um exemplo do auxilio entre a notag&o e a significagdo, quando

® Mais adiante, neste capitulo, definiremos este conceito.
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a criagao de um simbolo para o zero fez com que houvesse progressos e encontros

na histéria da notagdo numérica e do calculo.

Sobre a linguagem matematica, mais especificamente sobre a escrita
numérica, Lerner e Sadovsky (1996) comentam que as criangas descobrem o
principio da posicionalidade do nosso sistema de numeracgao, independentemente
das nogdes de agrupamento e de reagrupamento, e que elas o elaboram a partir da
sua acao intelectual sobre as escritas numéricas que as rodeiam. A reflexao sobre a
linguagem escrita da numeragao é considerada por essas pesquisadoras como uma
importante ferramenta para a aprendizagem do sistema de numeracgéo. Sustentam
que a aprendizagem desse sistema néo se da apenas por transmissao cultural, pois,
se ele tem uma légica embutida, entdo é passivel de ser compreendido através da
descoberta dessa légica. Defendem que a curiosidade das criangas em desvendar
os mistérios do sistema de numeragao faz dele um objeto a ser considerado em si

mesmo.

Aliando as duas posicoes sobre a escrita numérica, citadas anteriormente,
podemos dizer que a aprendizagem da expressao escrita do numero €, em principio,
uma nova forma de expressar o conhecimento ja possuido sobre quantidades. E, a
medida que se vai avangando nisso, o trabalho com os numeros e com o codigo
aritmético (notagcado das operagdes) vai convertendo-se em fonte de conhecimento,
em fator de progresso. Segundo esses mesmos autores, € condigdo imprescindivel
que a aprendizagem da representagdo notacional seja significativa e plena de

sentido.
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2.2 CONSTRUINDO SIGNIFICADOS

Os simbolos matematicos sdo os significantes de algo que ndo é visivel: o
pensamento matematico. Simbolo e significado devem estar em constante relagao
para dar sentido ao pensamento matematico. O significado corporifica-se pelos
simbolos, sendo, portanto, uma representacdo que decorre de uma elaboragao
individual do sujeito. E importante lembrar que a linguagem matematica, escrita ou
falada, ndo carrega em si significados. O significado é dado por quem a interpreta
através dos seus esquemas proéprios de pensamento. “O significado de uma palavra
[ou simbolo ou signo] € o conceito construido que ndés associamos a ela”
(WADSWORTH, 1993, p. 151). A significagdo, como processo individual, é
construida também na interacdo com o contexto social e cultural. Nesse sentido, a
aprendizagem da linguagem matematica necessita de experiéncias significativas e

contextualizadas para que a conexao entre simbolos e significados se estabeleca.

As estruturas conceituais das criangas sdo construidas pela coordenagao das
suas agdes sobre os objetos na interagdo com o meio. Fuson et al. (1997) referem-
se especificamente ao meio escolar, ao postular que as estruturas conceituais das
criangas sao construidas individualmente com o apoio da instrugdo escolar, seja
esta da natureza que for, constituindo-se num processo lento e longo no qual
consideravel variedade surge da histéria de aprendizado e experiéncias individuais
de aprendizagem de cada crianga. Eles afirmam que a crianga atende, escuta e vé a
‘mesma” experiéncia da sala de aula de acordo com a sua estrutura conceitual
naquela hora. E, certamente, a crianga também tem experiéncias matematicas
diferentes mesmo na mesma sala de aula, ao trabalhar com colegas diferentes ou

em pequenos grupos.
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A significagao dificilmente sera idéntica ou se dara no mesmo momento ou
sobre as mesmas situagdes para todos, pois dependera do desenvolvimento
psicossocial, das experiéncias prévias, e do desenvolvimento psicolégico e
espontaneo das estruturas internas de cada um. Uma consequéncia pedagodgica
disso é que quanto mais significativas forem as atividades que as criangas
realizarem, mais estas atividades as ajudarao “a ampliar e a aprofundar os
significados que vao construindo cotidianamente" (DUHALDE e CUBERES, 1998,

p.108).

Muitas vezes, as criangas ja usam um procedimento matematico, um
determinado algoritmo, para representar uma situagao que lhes é familiar e ainda
precisam usar um procedimento que recorre a desenhos ou outros esquemas para
situacbes que também poderiam ser representadas e resolvidas pelos mesmos
algoritmos matematicos. Isso estd comprovado por dados de pesquisas (FAYOL,
1996; LERNER DE ZUNINO, 1995; NUNES e BRYANT, 1997) que evidenciam que

construimos nossos conhecimentos usando-os em multiplos e diferentes contextos.

Muitas vezes, nds adultos, ndo percebemos que existem diferengas entre as
situacdes apresentadas, considerando-as equivalentes somente porque envolvem a
mesma operagao para sua resolugédo. Lerner de Zunino (1995) faz referéncia as
diferencas de entendimento das criangas frente a problemas que parecem
equivalentes aos olhos dos adultos. Essa diferencga reflete-se nas diferentes formas
de solugdo usadas pelas criangas e, em alguns casos, na dificuldade para

representar o procedimento encontrado para resolver o problema. “...] pode
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acontecer que a crianga tenha elaborado um excelente procedimento para resolvé-
lo, porém nao encontra a forma correta (o algoritmo formal) de representagdo que

corresponde a esse procedimento” (LERNER de ZUNINO, 1995, p.115).

Nem sempre que a crianca entende um conceito, ela sabera nota-lo. E o que
afirma Landsmann (1998) ao estudar a relagdo entre o nocional e o notacional,
concluindo que “ndo ha a certeza de que ‘apds a construcdo da idéia’, qualquer
notacao sera aceita e compreendida. O notacional em si parece impor sua propria

problematica, que devera ser atendida enquanto tal” (LANDSMANN, 1998, p. 272).

Sobre essa mesma questao, Dorneles (1998) considera que na medida em que
as criangas interagem com os sistemas simbdlicos em diferentes situagdes, elas vao
se liberando das configuragbes perceptivas iniciais e consolidando suas
possibilidades operatérias. “Na medida em que os procedimentos vao-se tornando
mais operatorios e econdmicos, mais proximas da convengao social se encontram
as notacoes [...] o que n&o nos autoriza a concluir que ha uma relacao direta entre a
representacdo notacional e a compreensdo de um determinado conteudo”

(DORNELES, 1998, p. 96).

Observa-se que, pouco a pouco, a expressao notacional vai deixando de ser
reflexo fiel de uma agao para ir convertendo-se em uma ferramenta para operar. As
criancas usam a simbolizacdo notacional conectada, inicialmente, a situacdes
matematicas bastante particulares. Por exemplo, a notacdo 8 - 3 = 5 é usada para
registrar situagées nas quais ocorre uma transformag¢ao de um estado inicial, como

‘perdi ou dei” e ndo é compreendida como solugado para situagbes de comparagao
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entre quantidades, como “quantos a mais” (FAYOL, 1996; NUNES e BRYANT,
1997). Esse caso também foi observado na investigagao por ndés realizada (JUSTO,
2000).

Isso nos remete a importancia de se pensar sobre a contextualizacdo. Dar
sentido ou significado a uma situagdo ou conceito esta diretamente ligado a
contextualizar. Brousseau (1996), autor da teoria das situacdes didaticas, caracteriza
a contextualizacdo e a descontextualizagdo do saber ao discorrer sobre os

diferentes papéis do professor. Brousseau afirma que:

[...] se a fase de personalizacdo funcionou bem, quando o aluno respondeu
as situagdes propostas ndo sabia que o que “produziu” € um conhecimento
que podera utilizar em outras ocasides. Para transformar suas respostas e
conhecimentos em saber devera, com a ajuda do professor, re-
despersonalizar e re-descontextualizar o saber que produziu, para poder
reconhecer no que fez algo que tenha carater universal, um conhecimento
cultural reutilizadvel (BROUSSEAU, 1996, p.48).

O professor, entdo, possui pelo menos dois papéis bem contraditorios: fazer
com que os alunos contextualizem o conhecimento e fazer com que o
descontextualizem para que esse conhecimento possa ser reconhecido a partir do
exterior, ou seja, fora do contexto de uma situagdo familiar (BROUSSEAU, 1996).
Entendemos, entdo, que a contextualizacdo é importante para ensinar e aprender
um conceito matematico e a aprendizagem ocorre com a descontextualizagdo. O
que garante a aprendizagem é descontextualizar o conhecimento daquele contexto
inicial de compreensao, para entdo aplica-lo em diferentes contextos. Portanto, é
importante que os problemas propostos as criangas sejam contextualizados para
que tenham sentido ou significado para elas, promovendo a compreensado de
conceitos. Ao compreenderem esses conceitos, as criangcas serdo capazes de
despersonaliza-los, aplicando-os em outros contextos. A aprendizagem é definida

por Brousseau (1996, p.49) “como uma modificagdo do conhecimento que o aluno



43

deve produzir por si mesmo e que o professor s6 deve provocar’. Esta afirmacéao
fortifica o papel do professor em propor situagdes apropriadas e o papel do aluno em
aceitar essas situagbes como desafios a sua aprendizagem, que se dara por
processos de equilibragao. A subtracdo, por ser um conhecimento mais dificil para a
crianga, precisa ser apresentada ao aluno em diferentes contextos e situacdes
(FAYOL, 1996; NUNES e BRYANT, 1997) para que ela possa ser contextualizada e

descontextualizada.

E através dos significados e sentidos dados as situacdes vivenciadas que as
criangas vao (re)construindo e (re)elaborando os conhecimentos matematicos -
operagoes, esquemas e procedimentos - necessarios para resolver os problemas

matematicos que a vida, e nela a escola, lhes apresentar.

2.3 OPERACOES

Ao trabalhar com simbolos e significados, as criangas vao construindo e
elaborando novos esquemas de acao, o que representa um salto qualitativo na
aprendizagem e no desenvolvimento delas. Novos esquemas vao sendo construidos
sem que os anteriores desaparegcam; ao contrario, estes estdo presentes nos novos,
que se tornam cada vez mais complexos e superiores. Piaget (1967/2000, p.16)
chama de “esquemas de agdes O que, numa agao, € assim transponivel,
generalizavel ou diferenciavel de uma situacdo a seguinte, ou seja, o que ha de

comum nas diversas repeticdes ou aplicacdes da mesma acao”.
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Uma vez constituido um esquema, este se torna permanente, como parte de
uma estrutura endégena. Compreendem-se como enddgenas as estruturas que nao
sdo retiradas dos objetos, mas que dependem de uma atividade I6gico-matematica
interna que surge da coordenacado das agdes do sujeito. Essas estruturas se
acrescentam, servindo entdo como esquemas assimiladores, as propriedades dos

objetos, mas sem terem sido extraidas deles (PIAGET, 1974/1978).

Um esquema, ao ser retomado, passa a ser representativo. Ou seja, ele € um
esquema representativo quando o mesmo esquema € usado novamente em
situacoes semelhantes a anterior. Como exemplo, podemos citar uma crianga que
usou a subtracdo como um esquema adequado para resolver determinada situagao
e esta (a subtragdo) passou a ser um esquema representativo quando foi usada
para resolver uma outra situagdo semelhante. Quando, no entanto, o mesmo
esquema (a subtracdo) € compreendido como sendo adequado para resolver
situacbes nao mais semelhantes a anteriores, como é o caso dos diversos
significados e situagdes de subtracao, estaremos diante de um esquema operatorio,
elaborado pela crianga a partir de abstragao reflexionante (PIAGET, 1977/1995). Um
esquema, ao se tornar operatério, ndo deixa de ser também um esquema

representativo.

Piaget (1977/1995) conclui que é sobre a sua agao que a crianga vai realizando
uma abstracdo empirica que trabalha com esquemas que se limitam a enquadrar
formas que possibilitam captar conteudos. Continua seu pensamento, definindo a

abstracao reflexionante:
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A “abstracdo reflexionante” apdia-se sobre tais formas e sobre todas as
atividades cognitivas do sujeito (esquemas ou coordenagdes de agdes,
operagoes, estruturas, etc.), para delas retirar certos caracteres e utiliza-los
para outras finalidades (novas adaptagbes, novos problemas, etc.)
(PIAGET, 1977/1995, p.6).

Portanto, é por abstragdes reflexionantes que os esquemas vao progredindo e
ampliando a aprendizagem de conceitos e de procedimentos. Esquemas sédo agdes
e reflexbes que as criangas realizam durante a solucdo de problemas, em que,
implicita ou explicitamente, aparecem os saberes que elas ja tém construidos. Para

a Epistemologia Genética,

Os esquemas acompanham todo o desenvolvimento do sujeito,
modificando-se e ampliando-se constantemente. E a repeticdo dos
esquemas que vai formando a estrutura, a qual, posteriormente alimentada
e ampliada, pode ser aplicada a diferentes contextos, caracterizando, assim,
sua generalizagdo. Esses esquemas ndo sao pré-formados, nem se
organizam exclusivamente gragas a experiéncia; eles consolidam-se por
reorganizacbes de esquemas prévios através dos processos de abstracao
reflexiva e generalizagdo (DORNELES, 1998, p.62).

O pensamento matematico constitui-se pelas estruturas légico-matematicas em
construgdo e por aquelas ja construidas, ou seja, pelas operagbes que o sujeito
realiza. Operagao € um conceito essencial na Epistemologia Genética de Piaget:

As operacdes logico-mateméaticas derivam das préprias acdes, pois s&o o
produto de uma abstracdo procedente da coordenacédo das agdes, e nao
dos objetos. [...] as operagcdes ndo sdo apenas agdes interiorizadas. Para

que haja operagdes, € preciso, além disso, que estas agcbes se tornem
reversiveis e se coordenem em estruturas de conjunto exprimiveis em

"

termos gerais da algebra: “agrupamentos”, “grupos”, lattices, etc (PIAGET,
1964/1973, p.77).

Piaget define a agdo como a base das operacdes. As coordenagdes das acdes
que o sujeito realiza acionam estruturas de pensamento ja existentes, anteriormente
construidas, que vao se ampliando e se generalizando, definindo estruturas cada

vez mais complexas e elaboradas. As operagbes podem ser representadas
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simbolicamente, no entanto, serdo sempre as representacdes de agdes sobre
objetos.
Uma operagao [...] €, em si mesma, uma transformagéo de objeto, mas que
pode ser executada simbolicamente, o que n&o é absolutamente a mesma

coisa. Uma operagdo permanece, pois, uma agao e nao se reduz nem a
uma figura, nem a um simbolo (PIAGET, 1972/1975, p. 376).

As operagdes vao sendo construidas pela agdo das criangas sobre os objetos,

na interagdo com o meio. As agbes vao sendo progressivamente coordenadas e

interiorizadas, interagindo, também, com informagbes verbalizadas e com

representacbes escritas ou simbdlicas. Piaget reconhece a importancia da

linguagem na construgao das estruturas operatérias, no entanto enfatiza que ela nao
€ absoluta nessa construcao.

Uma transmissdo verbal adequada de informagbes relativas a estruturas

operatérias s6 € assimilada nos niveis em que essas estruturas sao

elaboradas no terreno das agbes mesmas ou das operagbes como agdes

interiorizadas e se a linguagem favorece essa interiorizagédo, ela nao cria

nem transmite essas estruturas totalmente feitas por via exclusivamente
linguistica (PIAGET, 1972/1975, p.397).

A evolugao das estruturas operatorias ndo acontece de um momento para o
outro, mas se desenvolve, conforme Piaget (1972/1975, p.343), “por graduacgdes
sucessivas, por estagios e por etapas”. E isso acontece porque

[...] para que um novo instrumento l6gico se construa, é preciso sempre
instrumentos I6gicos preliminares; quer dizer que a constru¢cdo de uma nova

nogdo supora sempre substratos, subestruturas anteriores e isso por
regressoes indefinidas [...] (PIAGET, 1972/1975, p.343).

Piaget (1967/2000) defende que as estruturas operatérias apresentam-se como

uma construcdo continua de novos esquemas de assimilagdo’ (assimilacdo das

" A assimilagdo é algo que é buscado do meio para dentro da estrutura que é capaz de assimila-la.
(Piaget, in BRINGUIER, 1978) Ou seja, € o fato de que um estimulo do meio exterior, um excitante
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estruturas anteriores na nova e assimilagdo do dado experimental nas estruturas
construidas) e provam que existe uma acomodacio® permanente, pois elas ndo sdo
modificadas nem pelas novas estruturas construidas, nem pelos dados
experimentais “as estruturas l6gico-matematicas alcangam, com efeito, o equilibrio
permanente, apesar das construgbes continuamente novas, que caracterizam sua

prépria evolucao” (PIAGET, 1967/2000, p.401-402).

Um jogo de regulagdes®, que ocorre de maneira continua, pode resultar numa
operagao reversivel e na conservagcao (PIAGET, 1967/2000). Entdo, tendo-se a
operacao “A+A’=B, pode-se reencontrar A através da operacao inversa B-A'=A"
(p.241). E é esta operagéo inversa, a subtracdo, que desempenha o papel de
regulacdo (controle retroativo) com referéncia a construcédo da operagéo aditiva,
sendo o controle a mesma coisa que a construgao, porque as operacgdes de adigao e
de subtracido “sdo uma mesma operagao, mas processando-se nos dois sentidos do
percurso” (PIAGET, 1967/2000, p.241). As regulagdes superiores sao as proprias

operacoes.

Ora, esta interpretagdo, que consiste em considerar as operagbes como
regulagdes do tipo superior [...] admite na realidade um significado biolégico
profundo, que supera de muito o pequeno jogo de isomorfismos'® formais
(PIAGET, 1967/2000, p.242).

qualquer, ndo pode agir e modificar uma conduta a ndo ser na proporgdo em que ela esteja integrada
as estruturas anteriores.

8 Acomodagéao “é o ajustamento do esquema a situagao particular. [...] a acomodagéo é determinada
pelo objeto, enquanto que a assimilagdo é determinada pelo individuo”. (Piaget, in BRINGUIER, 1978,
p.62) “O ajustamento do esquema de assimilagdo a todas estas situagdes € de acomodacdo. [...]
Adaptacao - equilibrio entre assimilagdo e acomodac¢éo”. (Piaget, in BRINGUIER, 1978, p.63) A lei
que regula este sistema (assimilagdo/ acomodacao/ adaptacdo) é o processo de equilibracdo - é a
auto-regulacgéo.

9 Regulacédo “é um controle retroativo que mantém o equilibrio relativo de uma estrutura organizada
ou de uma organizagao em via de construgao. [...] Nas situagdes elementares, a regulagéo confunde-
se mesmo com a organizagdo, da qual exprime o jogo de intervengcbes mais ou menos equilibrado.
No caso de estrutura em via de construgéo, o controle retroativo enriquece a construgdo no sentido
de cooperar com ela”. (PIAGET, 1967/2000, p.237)

% O isomorfismo se caracteriza por dois grupos que tém a mesma estrutura: operagdes diretas,
inversas, associatividade... Assim a adicdo e a subtragcdo sdo operagdes que podem ser
consideradas isomorfas. (Piaget, in BRINGUIER, 1978)



48

Os desequilibrios, provocados por conflitos cognitivos, desencadeiam uma
procura de estabilidade, de auto-regulagcdo, que Piaget (1967/2000) aponta-nos

COmo necessaria para a aprendizagem.

2.4 ALGUNS CAMINHOS DA APRENDIZAGEM

Para realizar operagdes matematicas € necessaria a compreensdo de
conceitos matematicos que permitem atribuir significados a elas. As diferentes
situagbes em que uma mesma operacao serve como uma estratégia de solugao sao
informacdes que precisam se relacionar entre si, para que a crianga ative as
estruturas de conhecimentos que ja possui e as adapte a nova informacgao e, desta
forma, realize diferenciacbes e/ou generalizagdes, construindo esquemas novos,
que traduzam quando a operacgéo € ou nhao uma estratégia adequada de solugdo ao
problema apresentado. Entdo, saber planejar, tomar decisdes e controlar a aplicagao
de uma operagao matematica para resolver determinadas situagdes-problema sao
procedimentos necessarios na aprendizagem das operagbes matematicas. Nesse

sentido, Pozo (2002, p. 78) afirma que:

As estratégias [...] sdo adquiridas [...] por processos de reestruturacdo da
propria pratica, produto de uma reflexdo e tomada de consciéncia sobre o
que fazemos e como fazemos. Aprendemos estratégias a medida que
tentamos compreender ou conhecer nossas proprias técnicas e suas
limitacdes, e isso requer que tenhamos aprendido a tomar consciéncia e
refletir sobre nossa propria atividade e como torna-la mais efetiva.

Piaget (1967/2000) afirma que a aprendizagem é uma necessidade espontanea
e continua que esta relacionada a condutas de exploracdo, de curiosidade. E assim

que as situagdes de aprendizagem s&o alimentos para os esquemas, que sao as
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fontes de respostas. A acomodacao €& qualquer resposta ao que foi assimilado e

pressupde a criagao de instrumentos para responder.

“[...] a sensibilidade aos estimulos [...] & fungdo dos esquemas de
assimilagcdo que se acham a disposicéo do individuo [...]. Os esquemas de
assimilagdo se constroem por colaboracdo entre as capacidades de
coordenacgédo do individuo e os dados da experiéncia ou do meio” (PIAGET,
1967/2000, p.34).

Para tornar a aprendizagem significativa, Pozo (2002) entende que o sujeito
precisa estabelecer relagdes entre os elementos do objeto da aprendizagem e,
também, com outros conhecimentos prévios que ja possua. Dessa forma, “o
processo de compreensdo é gradual; € praticamente impossivel conseguir uma

compreensao otima a primeira vez que nos deparamos com um problema” (POZO,

2002, p.211).

Ainda sobre a aprendizagem e compreensdo de teorias ou conceitos, Caruso

(2002) afirma que a compreensao supde sua reinvengao pelo sujeito. Complementa:

A verdadeira compreensao, aquela que se manifesta por meio de novas
aplicagbes espontaneas, ou, em outras palavras, por uma generalizagao
ativa, supde muito mais: que o sujeito tenha sido capaz de encontrar por si
mesmo as razdes da ‘verdade’ que busca entender, e, portanto, que a tenha
reinventado ele mesmo, pelo menos parcialmente (CARUSO, 2002, p.180).

Nesse processo gradual de compreensdo, as experiéncias l6gico-matematicas

tém um papel fundamental, na medida em que incidem

[...] em agir sobre os objetos (coisas do mundo fisico e todos os objetos
simbdlicos, inclusive os conceitos, as estruturas operatérias, os modelos
cientificos, os saberes cientificos, artisticos, éticos, para ndo falar das
linguagens em todas as suas formas) e retirar ndo mais deles, mas da agao
e das coordenagdes das agdes qualidades proprias dessas acbes e
coordenagdes (BECKER, F., 2002, p. 24).

Portanto, compreende-se que a aprendizagem das opera¢des matematicas de

adicdo e de subtragao vai acontecendo de forma gradual, pois elas se constroem a
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partir do processo de equilibragdo entre a assimilagcdo de novas situacdes e a
acomodacao dessas situagbes a um esquema ja conhecido, adaptando e auto-
regulando este sistema, procurando o equilibrio. Piaget julga essas operagées como

partes de um mesmo sistema:

Chamamos operagbes as agles interiorizadas (ou interiorizaveis),
reversiveis (no sentido de poderem se desenrolar nos dois sentidos e
consequentemente de comportarem a possibilidade de uma agao inversa
que anula o resultado da primeira) e se coordenando em estruturas, ditas
operatérias, que apresentam leis de composigao caracterizando a estrutura
em sua totalidade, como sistema. Por exemplo, a adicdo € uma operagao
porque comporta um inverso (a subtragdo) e porque o sistema das adigbes
e subtragdes comporta leis de totalidade (PIAGET, 1972/1975, p. 376).

A subtracdo e a adicdo formam uma mesma estrutura operatéria — as
estruturas aditivas, que, para Vergnaud (1996a), podem ser explicadas pela Teoria

dos Campos Conceituais.

2.5 O CAMPO CONCEITUAL DAS ESTRUTURAS ADITIVAS

A Teoria dos Campos Conceituais foi desenvolvida pelo professor e
pesquisador Gerard Vergnaud. Brun (1994) considera que a Teoria dos Campos
Conceituais leva em conta o aspecto funcional dos esquemas que analisa a
reciprocidade da transformagdo das situagdbes e da transformacdo dos
conhecimentos em relagdo com os conceitos. Um campo conceitual define-se pelo
conjunto de situagdes cuja compreensao necessita do dominio de varios conceitos
de naturezas diferentes. Essas situacbes referem-se as realidades, que sé&o

trabalhadas pelo sujeito que aprende através do reconhecimento de seus
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invariantes, que sd3o expressos por um conjunto de representagdes simbdlicas’’

(MAGINA et al., 2001).

O campo conceitual das estruturas aditivas, definido por Vergnaud (1996a), é
formado pelo conjunto de situagdes que pedem uma adi¢do, uma subtracdo ou uma
combinacdo dessas duas operacdes para serem resolvidas e, ao mesmo tempo,
pelo conjunto dos conceitos e teoremas que permitem analisar essas situagdes

como tarefas matematicas.

Antes de Vergnaud, Piaget (1964/1973, p.51) ja apresentava a adigdo e

subtragdo como operagdes de um mesmo género:

[...] as acbes tornam-se operatdrias, logo que duas a¢cdes do mesmo género
possam compor uma terceira, que pertence ainda a esse género, e desde
que estas diversas acgdes possam ser invertidas. Assim, € que a acao de
reunir (adigdo logica ou adigdo aritmética) € uma operagéo, porque varias
reunibes sucessivas equivalem a uma so6 reunido (composi¢ao das adi¢des)
e as reunides podem ser invertidas em dissocia¢des (subtragéo).

A construgdo do campo conceitual das estruturas aditivas leva tempo e ocorre
por um numero expressivo de experiéncias com variadas situagdes, assim como,
pela descoberta de diferentes procedimentos de solugcdo para essas situagdes-
problema. Dai o trabalho de Vergnaud (1996a) na classificagdo das situagdes, dos
problemas, dos procedimentos e das representagdes. Verificar a agdo da crianca na
situagdo apresentada e a organizagdo da sua conduta € analisar o esquema que ela
utiliza para resolver o problema que lhe é apresentado — sendo este um dos

objetivos a que esta pesquisa se propés.

1 Situagbes referem-se a realidades que tornam o conceito significativo. Invariantes referem-se a
objetos, propriedades e relagées que podem ser reconhecidos e usados pelo sujeito para analisar e
dominar essas situagdes. Representacdes sao expressdes simbolicas que podem ser usadas para
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Vergnaud (1996a) define esquema a partir de Piaget, referindo que os
esquemas sao os recursos de base para a construcdo do campo conceitual. Eles
sdo acgdes repetiveis para uma mesma classe de situagbes, ou seja, a
automatizacdo de um esquema acontece numa mesma classe de situacbées em que
a crianga ja é competente. Os esquemas sao os procedimentos, as condutas
organizadas por regras de agbes e antecipagdes para situagdes especificas. Todo
esquema esta acompanhado de um teorema-em-acao ou de um conceito-em-acao,

que sao os aspectos estruturais dos esquemas.

Esquema significa a forma como a pessoa (o aluno) organiza seus
invariantes de agdo ao lidar com um conjunto de situagdes analogas. O
esquema tem por caracteristicas: (a) ser local, isto é, ele se refere ao
entendimento de uma agao em uma dada situagao; (b) ser organizador dos
invariantes necessarios para (c) atuar naquela situagao de maneira implicita
(MAGINA et al., 2001).

A anadlise dos esquemas informa ao professor que objetos de pensamento a
crianga usa, quais conceitos-em-agao e teoremas-em-agao a crianga ja possui.
Vergnaud (1996a) complementa que essa analise nos permite verificar a
competéncia da crianga nas situagdes que compdem o campo conceitual. Esses

dados auxiliam a organizar a agao didatica do professor.

Os objetos de pensamento sdo conceitos ou conhecimentos que s&o utilizados
para resolver situagdes-problema. Ou seja, quando um conhecimento passa a ter
estatuto de objeto ou nome e n&o mais de predicado para resolver um problema,
este passa a ser um objeto de pensamento (VERGNAUD, 1996b). Por exemplo, a
invariancia de um significante (o calculo numérico da subtrag&do) contribui para a

melhor identificagdo do significado (em variadas situagdes) e para sua

pontuar e representar esses invariantes e, portanto, representar as situagdes e os procedimentos
para lidar com eles. (MAGINA et al., 2001).
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transformacao em objeto de pensamento (VERGNAUD, 1996a). Piaget (1977/1995,
p. 278), ao referir-se a abstragao reflexionante, define objeto de representacéo ou de
pensamento como a ‘objetivagdo’ de um processo coordenador, que entdo “aumenta
os conhecimentos do sujeito, alargando o campo de sua consciéncia e

enriquecendo, portanto, sua conceituagao”.

O conceito-em-ag¢ao é uma invariante operatoria que da conteudo ao esquema.
Na utilizacdo de um esquema € que o conceito-em-acéo se da a conhecer. Ele pode
ser pertinente ou nao, dependendo da situagdo em que é usado. Conhecer a
sequéncia numérica usada em uma contagem e a idéia de cardinal sdo exemplos de

conceitos-em-acado (VERGNAUD, 1996a).

Os teoremas-em-acgdo'? apresentam uma relagdo entre duas invariaveis unidas
por uma légica (se... entdo...). Podem ser verdadeiros ou falsos. Se falsos,
representam um erro; mas a analise desse teorema-em-acéo falso ajuda a elucidar a
compreensao do sujeito sobre determinada situacdo (VERGNAUD, 1996a). Um
exemplo de um teorema-em-agao € “se eu conheco o cardinal de uma das partes,

entdo é so acrescentar a outra parte para encontrar o total.”

Nem sempre os objetos de pensamento, os conceitos-em-agéo e os teoremas-
em-acao sao facilmente identificaveis nos esquemas que as criangas utilizam na
resolucdo dos problemas. Muitas vezes, eles encontram-se tdo fortemente
imbricados que ndo podem ser diferenciados. Eles podem se encontrar implicitos,

quando a crianga nao tem consciéncia dos invariantes que esta usando e estes

12 Vergnaud tomou emprestado de Piaget o termo “teorema-em-agéo”, ampliando sua conceituagao.
(MAGINA et al., 2001)
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podem ser desvendados pela sua agao; ou explicitos, quando sdo expressos pela

crianca oralmente ou por simbolizacio escrita.

No campo conceitual aditivo, as expressdes simbdlicas e as operagdes de
pensamento se constroem e se aplicam em situagdes de transformacao de
quantidades, em situagbes de combinacdo de quantidades e em situagdes de
comparagao de quantidades (FAYOL, 1996; NUNES e BRYANT, 1997). A sua
modelizagao aritmética tem uma caracteristica comum: os numeros sao significantes
de um mesmo nivel, isto &, cada termo da operacao refere-se a quantidades ou a

elementos (ALCALA, 2002).

NUmeros podem representar medidas'® estaticas ou transformagdes e, ainda,
podem representar medidas de relagbes estaticas. Nunes e Bryant (1997)
apresentam uma discussao sobre essa questdo baseados na analise de Vergnaud
(1996a) sobre os sentidos dos numeros:

e Em situagcbes de combinagdo, os numeros representam medidas
estaticas, por exemplo, ao reunir elementos como flores vermelhas e
amarelas.

e Em situacdes de transformacdo, em que ha mudanca de um estado
inicial, os numeros podem apresentar dois sentidos: medidas estaticas e
transformagdes. Por exemplo, em um jogo, Jodo iniciou com cinco
figurinhas e ganhou quatro, ficando com nove figuras no final. Cinco e

nove sao medidas estaticas e quatro se refere a uma transformacgéo.

*0s numeros podem representar medidas no caso de quantidades continuas como comprimentos e,
também, no caso de quantidades distintas como a de tamanho do conjunto. (NUNES e BRYANT,
1997)
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e Em situagcdes de comparagdo, a medida de uma relacdo estatica esta
envolvida. Por exemplo, no problema “Jodo tem oito balas e Maria tem
cinco. Quantas balas Jo&do tem a mais que Maria?”, o numero de balas
que Jodo e Maria possuem sdo medidas estaticas e o numero de balas

que Joao tem a mais é a relagéo estatica.

As dificuldades que as criangcas apresentam na resolucdo de problemas,
afirmam Nunes e Bryant (1997), tém uma ligacdo com as questdes de sentido dos
numeros e também com questdes relacionadas a diferentes situacdes de adicédo e
subtracdo. Fayol (1996) reforca que as dificuldades podem estar relacionadas a
duas categorias de fatores:

e aos aspectos semanticos (conhecimentos conceituais relativos aos
aumentos, diminui¢des, combinagbes e comparagdes de conjuntos de
elementos; os “conteudos” evocados - bolas, livros, etc.; o tipo de
incognita);

e ao impacto das formulagdes e formas de apresentacdo das situagdes-
problema (influéncia da colocagdo da questdo - presenga ou nao de

imagens e material - e do vocabulario utilizado).

Sao esses fatores que reforcam a necessidade de se propor problemas
especificos para desenvolver determinados conceitos, pois o campo conceitual
aditivo possui uma complexidade que deve ser levada em conta para compreender a
sua aprendizagem. Entendemos que, para facilitar a aprendizagem desse campo
conceitual, & preciso que o professor crie situacbes experimentais para o0s

estudantes de forma que eles possam fazer abstracbes necessarias, partindo de
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uma linguagem comum aos alunos que privilegia a negociacdo e coordenagao de

significados (GOLBERT, 2002).

Portanto, trabalhar problemas que tratam de situagcbes de comparagdo, de

transformacdo e de composicdo sao essenciais para a aprendizagem e

compreensao desse campo conceitual, pois uma mesma operacao aritmética pode

estar associada a idéias diferentes. (MAGINA et al., 2001). Vejamos os sentidos das

idéias de cada situacao:

Situagao de Transformacdo — implica a ocorréncia de pelo menos uma
mudanga inicial que resulta num estado final. Os conceitos
contemplados sao de reunir e separar. As “operagdes de pensamento”,
segundo Vergnaud (Fayol, 1996), aparecem pela natureza da incognita:
se o valor a descobrir é a situacao inicial ou a transformacgao ou o estado
final.

Situacdo de Composigdo — implica nos conceitos de juntar sem
transformar, mas compondo um terceiro estado, apresentando situacdes
de medida de parte-todo.

Situagao de Comparagao — implica em comparar duas quantidades.

A tabela 2, que encontra-se a seguir, apresenta os significados das operagdes

de adicdo e de subtracdo, trazendo exemplos de problemas para cada tipo de

situacgéao.

Tabela 2: Significados das Operacgoes de Adigao e Subtragao

SIGNIFICADOS |PROBLEMAS
Transformagao |Marina tinha 5 doces. Sua avo |he deu 4 doces. Quantos doces ela tem agora?
5+4=7

(mudanca de
uma situacao
inicial)

Pedro tinha 5 balas. Entdo Tom Ihe deu mais algumas balas. Agora Pedro tem 8
balas. Quantas balas Tom deu para Pedro?
5 + ? = 8 (problema aditivo) 8 — 5 = ? (operagao inversa)
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Pedro tinha algumas balas. Entdo Tom lhe deu mais 5 balas. Agora Pedro tem 8
balas. Quantas balas Pedro tinha no comego?

? + 5 = 8 (problema aditivo) 8 —5 = 7? (op. Inversa + comutatividade)
Pedro tinha 8 balas. Entdo ele deu 3 balas para o Tom. Com quantas balas
Pedro ficou? 8 — 3 = ? (problema subtrativo)

Pedro tinha 8 balas. Entao ele deu algumas balas para Tom. Agora Pedro tem 5
balas. Quantas balas ele deu para Tom? 8 — ? =5 (problema subtrativo)

Composigao Num vaso ha 5 flores vermelhas e 4 flores amarelas. Quantas flores ha no total?

(situagdes 5 + 4 = ? (juntar)

estaticas de Num vaso ha 9 flores. Cinco sdo vermelhas e as outras sdo amarelas. Quantas

juntar, parte-todo, |flores sdo amarelas? 9 —5 = ? (parte-todo)

quanto falta?) Joado tem um album de 30 figurinhas. Ele tem 14 figurinhas. Quantas figurinhas
faltam para completar o seu dlbum? 30 — 14 = ? (Quanto falta?)

Comparacgéo Pedro economizou 72 reais. Seu irm&o, Tom, economizou 155 reais. Quanto

Tom economizou a mais que Pedro?

Para cada uma das situagcbes apresentadas, existem problemas diferentes que
podem ser determinados em fung¢do da natureza da incégnita, ou seja, dependendo
de qual dos trés elementos € o desconhecido (Ver exemplos na tabela 2). A
classificagdo das situacbes apresentadas na tabela foi realizada por Carpenter,
Hiebert e Moser (1981), por Carpenter e Moser (1982, 1983) e por Riley, Greeno e
Heller (1983) (apud FAYOL, 1996; NUNES e BRYANT, 1997), com exce¢ao da

situacao de “quanto falta” que foi classificada por nés.

Magina et al. (2001) apresentam diferentes conceitos que fazem parte das
estruturas aditivas e que, portanto, devem ser aprendidas pelas criangas: conceito
de medidas (por exemplo, 11 é maior que 7, que € maior que 4); conceito de adi¢ao;
conceito de subtragdo; conceito de transformacgédo de tempo (por exemplo, “possui
agora... quanto possuia antes?”); relagdes de comparagao (por exemplo, a mais ou

a menos); e composi¢ao de quantidades.

Por conseguinte, faz-se necessario que as criangas experienciem diversas
situacdes em que cada operacdo, no caso, a adicao e a subtragcdo, servem como

uma estratégia de solugdo e, dessa forma, vao construindo conceitos relativos a
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cada uma dessas operagdes buscando os conhecimentos que ja possuem sobre
elas e estabelecendo relagcbes entre as situacbes nas quais essas mesmas

operagoes ja serviram como estratégia de solugao e as novas situagoes.

As operacbes podem ser resolvidas através de calculos. A histéria da
matematica traz exemplos de que o homem ao operar buscava técnicas praticas
para realizar operagoes, técnicas que foram denominadas de célculos. Vergnaud
(1996a,b) faz uma distingdo entre calculo numérico e calculo relacional. O calculo
numeérico reporta-se aos algoritmos de adigao, subtragao, multiplicagao e divisao, etc
podendo ser considerado como técnicas. O calculo relacional sao as operagdes de
pensamento necessarias para trabalhar com as relagdes envolvidas nas situacdes.
Por exemplo, no problema “Joana tem 8 balas e ganhou de sua avd 5 balas.
Quantas balas ela tem agora?”, o calculo relacional seria aplicar uma transformagao
aditiva ao estado inicial e o calculo numérico implica na adicdo 8+5=13. Para melhor
entendermos e interpretarmos as estratégias das criangas frente a problemas de
adicao e de subtragao, essa distingao elaborada por Vergnaud € importante, pois “os
diversos tipos de problemas considerados parecem se diferenciar pelo carater
semantico dos elementos em jogo e pelas relagbes que entre eles se mantém”

(FAYOL, 1996, p.129).

2.6 OS CAMINHOS DA PESQUISA

Em nosso projeto de dissertagdo, apresentamos dados, de 1998, relativos a

uma investigagao quantitativa sobre a constru¢ao das operagdes de adicao e de
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subtracdo, realizada em uma escola particular de Sao Leopoldo, resumida no
Apéndice A (JUSTO, 2000). Essa investigagao apontou um aspecto que nos chamou
a atengao: o avanco significativo entre a 22 e a 32 série no uso da subtragcédo para
resolver os problemas de transformacdo que apresentam uma situagao aditiva em
que o estado inicial ou a transformacao nao sdo conhecidos, assim como o uso da
subtracdo para resolver problemas de composicdo do tipo parte-todo e “quanto
falta”, e os problemas de comparacao, pois esses mesmos tipos de problemas sao
resolvidos, na 12 e na 22 série, pela maioria das criangas, por adigao. Esse fato nos
levou a questionar: Quais sdo os esquemas que as criangas desenvolvem para

apresentar essa evolugao?

No ano de 2000, realizamos uma investigac,:é\o14 qualitativa sobre a construgao
do campo conceitual da adicdo e da subtragdo, considerando as estratégias
utilizadas por criancas de 12 e 22 série do Ensino Fundamental na resolucdo de
situacdes-problema. Essas situagdes também fazem parte dos instrumentos de
investigacdo quantitativa, ja referida anteriormente, para verificar a evolugdo da
construgcéo dos significados das operagdes matematicas de 12 a 42 série do Ensino

Fundamental.

Essas investigacdes iniciais apresentaram alguns resultados que mereceram
ser aprofundados e pesquisados, ou seja, o avango significativo no uso da

subtracao, ja com sua simbologia, da 22 para a 32 série, assim como a evolugao dos

" Esta investigagdo foi realizada como um trabalho académico para a disciplina “Mapeando a
construgdo do conhecimento matematico inicial”’, com a Prof?® Dra. Beatriz Vargas Dorneles, do
Programa de Pé6s-Graduagdo em Educacdo da UFRGS. Este trabalho e a pesquisa dos demais
colegas da disciplina resultou em um video didatico “Criangas construindo nimeros”, organizado pela
Dra. Beatriz Vargas Dorneles com o apoio do Programa Especial da Pesquisa ao Ensino da
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esquemas elaborados pelas criangas na resolugdo das diferentes situagdes
matematicas. Esses resultados motivaram-nos a buscar o como e o porqué do
avanco entre a 22 e a 32 série no uso da subtragdo, agora com sua notacao formal.
Partindo de estudos ja realizados, pensamos, de forma analoga a conclusao de
Sinclair (1990) sobre a notagcdo do sistema numérico, que o conhecimento da
simbologia das operagbes deve ser combinado com elementos cognitivos que
permitam a compreensao e utilizacdo da notacido das operacdes e, assim, uma
investigacao desses aspectos cognitivos nos permitiria compreender por que e
como, em um certo momento da 2?2 para a 3?2 série, a notagao da subtragcado aparece

em situacdes em que antes ndo aparecia.

Realizamos, entdo, uma pesquisa psicogenética, na qual procuramos investigar
e analisar os esquemas que as criangas usam na construcao da subtracdo. Assim,
buscamos, principalmente, descrever os esquemas que as criancas utilizam na
resolucdo de situagdes-problema, verificando e analisando a ag¢ao delas nas

situagdes apresentadas e a organizacido das suas condutas.

Para conseguirmos verificar como se da o avango qualitativo no uso da
subtragcdo e quais esquemas as criangas usam na construcdo desse saber,
procedemos a uma pesquisa microgenética. Segundo Inhelder e Caprona (1996,
p.12), esse tipo de pesquisa analisa “as condutas cognitivas em pormenor e em toda
a sua complexidade natural”’, desvelando “a coordenacgéo e a integracdo eventuais
das solugdes e dos sucessivos modelos parciais do sujeito”. Essa analise, segundo

eles, “é uma compreensao da tarefa, fundada ao mesmo tempo na representagao da

Graduagao: Producao de Material Didatico da Universidade Federal do Rio Grande do Sul, editado
em 2002.
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situacao final e no ‘como-fazer’ para chegar a realiza-la” (p.13). Esses mesmos
autores ainda afirmam que os sujeitos escolhidos para a pesquisa devem ser
aqueles que possam compreender a tarefa, mas de forma que nao consigam

resolvé-la imediatamente.

Para descobrir como as criangcas aprendem a compreender e a usar a
subtracdo em diferentes situacdes, representando-a através de notagcdo matematica
prépria na resolugcado de problemas matematicos, usamos o método clinico. Piaget
adaptou da psicologia esse método e comegou a utiliza-lo em seus estudos sobre o
pensamento da crianca e foi desenvolvendo-o e adaptando-o a cada etapa de suas

pesquisas. Delval define-o como:

[...] um procedimento para investigar como as criangas pensam, percebem,
agem, sentem, que procura descobrir 0 que ndo é evidente no que os
sujeitos fazem ou dizem, o que esta por detras da aparéncia de sua
conduta, seja em agdes ou palavras (DELVAL, 2002, p.67).

No método clinico, o pesquisador utiliza a linguagem para dar instrugbées a
crianga, para pedir-lhe que explique por que faz determinada coisa de tal forma, ou
seja, para descobrir qual € o curso do seu pensamento. A esséncia desse método
estd na intervencédo sistematica do pesquisador diante da atuagdo do sujeito, ou
seja, das suas agdes ou explicagdes, com o intuito de esclarecer o sentido do que
ele esta fazendo. Entdo, o pesquisador ou experimentador deve “se perguntar a
cada momento qual é o significado da conduta do sujeito e a relagdo com suas

capacidades mentais” (Delval, 2002, p.68).

H. Becker (1997, p.95) defende o papel ativo do pesquisador durante a

entrevista com o sujeito, quando aquele quer informagdes quanto a natureza de
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determinada atitude. “O entrevistador tem que experimentar, usando aquelas taticas
que parecem ter maior probabilidade de trazer a tona o tipo de informagao

desejada”.

O método clinico em acgao representa um processo dinamico. O pesquisador,
ao observar atentamente tudo o que diz respeito ao seu problema de pesquisa
(LAVILLE e DIONNE, 1999), durante a realizagao da entrevista clinica com o sujeito,
precisa selecionar os caminhos que lhe permitam elucidar os esquemas que o

sujeito utiliza para chegar a encontrar respostas ao seu problema de pesquisa.

Para a analise das informagdes, usamos o conceito de esquema de Vergnaud
(1996a,b), verificando quais as invariantes operatérias, implicitas ou explicitas,
presentes nos procedimentos adotados pelas criangas. Ou seja, procuramos
verificar que objetos de pensamento, conceitos-em-agdo e teoremas-em-agao,
referentes ao campo conceitual das operacdes de adicdo e de subtracdo, estdo
presentes nos esquemas utilizados pelas criangas de acordo com a nossa revisao

tedrica inicial.

Para fins desta pesquisa, investigamos especificamente os esquemas usados
pelas criangas para resolver situacbes de transformacdo que apresentam uma
situacdo aditiva em que o estado inicial ou a transformacédo ndo sdo conhecidos e

situacdes de composicao, do tipo parte-todo e “quanto falta”."

'® No projeto, propusemos também a investigacdo de situacdes de comparacéo (“Quantos a mais ou
a menos?”). No entanto, ao iniciar a analise, percebemos que a situagao proposta ndo tinha o mesmo
enunciado (calculo relacional) que a qualificada como dificil para as criangas em literatura da area.
Portanto, deixamos para investigar essa situagcdo em um estudo posterior.
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A escolha dessas situagdes de transformacao e de composicao justifica-se por
duas razdes. Inicialmente, alicerca-se nos resultados encontrados na pesquisa
anteriormente citada (JUSTO, 2000) e, além disso, realizando a revisdo tedrica
sobre essa tematica, verificamos que a escolha dessas situagdes esta em acordo
com a literatura na area, na qual encontramos outras pesquisas brasileiras que
abrangem o campo conceitual das estruturas aditivas e que trazem subsidios para
argumentar a escolha especifica dessas situagdes (PESSOA, 2002; SANTOS, 2002;

CORREA e MOURA, 1997; SA, P.F., 2002).

Embora os objetivos das pesquisas tenham sido diferentes, todas convergem
para as mesmas situagdes-problema, porque sdo consideradas as mais dificeis para
as criangas. Pessoa (2002) realizou uma pesquisa sobre o papel da interagao social
na superacao de dificuldades de resolucdo de problemas aditivos. Ela conclui que a
oportunidade de construir hipéteses, em conjunto, com um igual é bastante valida,
levando a um crescimento em termos de construcdo conjunta de significados.
Santos (2002) fez um estudo para verificar se o material concreto auxilia as criangas
na resolucao de problemas com estruturas aditivas em relacédo ao calculo relacional.
Seus resultados demonstraram que o desempenho superior ndo se atribuiu ao uso
do material concreto em si, mas as discussdes proporcionadas durante a
intervencdo. Correa e Moura (1997) investigaram estratégias de calculo mental
usadas por criancas de 12 a 42 série para solucionar problemas simples de adicéo e
subtracdo. Elas evidenciaram o emprego de estratégias multiplas de célculo néo
ensinadas pela escola. E, ainda, P. F. Sa (2002) perguntou-se por que alguns tipos

de problemas dentro da mesma categoria do campo semantico aditivo sdo mais
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dificeis que outros. Concluiu que o motivo da diferenca de nivel na dificuldade é a

sua estrutura: aritmética ou algébrica.

No proximo capitulo, apresentamos a descrigdo metodoldgica da nossa
pesquisa e a analise realizada. Ressaltamos que nossa pesquisa nao trata de
investigar o sucesso ou o insucesso na resolugcao de problemas aditivos, mas, sim,
de verificar os esquemas cognitivos que evoluem para a compreensao da subtragéao

como procedimento adequado de solucio para os problemas propostos.
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3 MAIS... OU MENOS?...

3.1 DESCRIGAO METODOLOGICA

A pesquisa psicogenética que relatamos busca, principalmente, descrever os
esquemas que as criangas utilizam na constru¢édo da operagao de subtragdo no
campo conceitual das estruturas aditivas e verificar quando a notagao da subtracao
passa a ser usada como representacdo do esquema que resolve situagdes-
problema desse campo conceitual. Como a subtragdo € uma operacao que atende a
resolugao de diversas situagdes das estruturas aditivas, optamos por investigar a
construgdo dos esquemas nas situacdes que se apresentam mais dificeis para as
criangas: situacdo aditiva de transformagdo com inicio desconhecido, situagdo
aditiva com transformagdo desconhecida, situagdo de composi¢cao parte-todo e
“quanto falta” (CORREA e MOURA, 1997; FAYOL, 1996; JUSTO, 2000; NUNES e
BRYANT, 1997; PESSOA, 2002; SA, P.F., 2002; SANTOS, 2002; VERGNAUD,

1996).

Para tanto, o procedimento que usamos para o estudo de como as criancas

constroem o conhecimento sobre o campo conceitual da adicao e da subtragao foi a
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aplicagao de alguns problemas matematicos, com situagdes que envolvem o campo
das estruturas aditivas, em entrevistas individuais com as criancas, para que
explicassem o0 seu pensamento ao resolvé-los e, assim, verificassemos os
esquemas que elas utilizam. Foi disponibilizado material manipulativo como auxiliar
na representacdo da solugdo das criancas, assim como material para a
representacdo escrita do seu pensamento. O uso do material concreto para
encontrar uma solugdo era opcao delas. No entanto, a notagcdo da operacao
matematica usada para resolver o problema era uma exigéncia feita para as
criancas, assim como a explicacao oral do seu pensamento de solugdo, pois nosso
objetivo era verificar quando a subtragdo passava a ser a operagao que resolvia a
situagdo proposta. Esses encontros foram videogravados e descritos

detalhadamente para serem, entao, analisados e interpretados.

No total, foram convidadas a participarem desta pesquisa 57 criancas de 22 e
de 32 série. Vinte e duas criancas aceitaram o convite, sendo que foram
entrevistadas 9 criancas de 22 série e 13 de 32 série. Elas vieram a escola no turno
oposto ao de suas aulas para realizarem as atividades da pesquisa. Tanto a escola
quanto os pais ou responsaveis pelas criancas preencheram uma autorizag¢ao para a
realizacao da pesquisa (Apéndice B). A coleta dos dados foi realizada entre junho e

setembro de 2003.

Nossa intencgdo, inicialmente, era investigar 25 sujeitos, sendo um numero
maior de criangas de 22 série do que de 32 série do Ensino Fundamental, pois a
pesquisa quantitativa (JUSTO, 2000) nos indicava que € na 22 série que as criangas

ainda ndo dominam completamente todos os significados da subtragdo. No entanto,
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a medida em que iniciamos as entrevistas e fomos realizando uma primeira analise,
encontramos tanto esquemas diversos como esquemas semelhantes em criangas
de 22 e de 3? série. Isso nos fez pensar que, para alcangarmos nosso objetivo, ndo
haveria necessidade de entrevistar mais criangas, pois a amostra que ja possuiamos

indicava que a série cursada ndo apresentava relevancia.

As situagdes-problema propostas para os(as) alunos(as) de 22 série foram as
mesmas que para os(as) alunos(as) de 32 série, apresentando o mesmo formato
verbal. No entanto, os valores numéricos envolvidos foram de menor grandeza para
controlar o nivel de dificuldade numérica, para que esses valores ndao fossem um
fator de impedimento para a resolucdo do problema. Os instrumentos usados

encontram-se no Apéndice C. Elas foram as seguintes:

Quadro 1: Situacdes de Pesquisa para a 22 série

Situacdo aditiva de transformacdo com|Pedro estava jogando Bafo'® com seu
inicio desconhecido amigo e ganhou 12 figurinhas. Agora ele
tem 28 figurinhas. Quantas figurinhas ele
tinha quando iniciou o jogo?

Situacdo aditiva com transformagdo|Outro dia, Marcos comegou a jogar com
desconhecida 15 figurinhas. Quando terminou o jogo de
Bafo, ele estava com 38 figurinhas.
Quantas figurinhas ele ganhou neste jogo?

Situacdo de composicao: parte-todo Mariana tinha ao todo 28 palitos. Desses
palitos, 13 eram vermelhos e os outros
eram azuis. Quantos eram azuis?

Situagéo de quanto falta? Pedro tem 17 figurinhas. Quantas
figurinhas ainda faltam para ele completar
seu album de 30 figurinhas?

0 Jogo do Bafo é muito popular entre as criangas da escola. Ele é jogado da seguinte forma: cada
crianga participa com uma quantidade qualquer de figurinhas de colegdo. As figurinhas sao
colocadas uma sobre a outra com a figura para baixo, e cada participante, um apdés o outro, bate com
a mao sobre o monte de figurinhas. Aquelas figurinhas que ficarem viradas para cima pertencerao
aquele que as conseguiu fazer virar.



Quadro 2: Situagoes de Pesquisa para a 3? série

Situacdo aditiva de transformagdo com
inicio desconhecido

Pedro estava jogando Bafo com seu amigo
e ganhou 28 figurinhas. Agora ele tem 42
figurinhas. Quantas figurinhas ele tinha
quando iniciou o jogo?

Situacdo  aditiva
desconhecida

com transformagéo

Outro dia, Marcos comecgou a jogar com
25 figurinhas. Quando terminou o jogo de
Bafo, ele estava com 53 figurinhas.
Quantas figurinhas ele ganhou neste jogo?

Situacdo de composicao: parte-todo

Mariana tinha ao todo 48 palitos. Desses
palitos, 19 eram vermelhos e os outros
eram azuis. Quantos eram azuis?

Situacédo de quanto falta?

Pedro tem 27 figurinhas. Quantas
figurinhas ainda faltam para ele completar
seu album de 63 figurinhas?

Observacgao: A questdo 3 dos instrumentos no Apéndice C ndo foi analisada. A justificativa foi

apresentada no capitulo anterior.
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Os materiais disponibilizados para as criangas resolverem os problemas foram

0s seguintes: barrinhas coloridas, figurinhas de coleg¢do, papel, lapis, borracha,

canetas coloridas e lapis de cor, entre outros. Os materiais foram usados para

manipulagéo concreta, se necessario, e para a representagéo grafica da solugéo.

3.2 DESCRICAO E ANALISE DOS DADOS

Buscamos distinguir os procedimentos escolhidos pelas criangas e optamos
por definir trés categorias de solugdo em fungdo do algoritmo, uma adi¢do ou uma

subtracdo, e dos esquemas escolhidos por elas para resolver as situacoes

estudadas:
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e A primeira categoria de solugédo na constru¢cao da subtragéo corresponde
ao uso da operagéo de adicdo e de esquemas auxiliares para resolver o
problema matematico.

e A segunda categoria de solugao é evidenciada pelas criangas que usam
a operagédo de subtragdo e esquemas auxiliares a solugéo.

e A terceira categoria corresponde apenas ao uso do algoritmo da

subtragdo como procedimento para resolver o problema apresentado.

Essa opgao se justifica em Vergnaud (1996a), quando este afirma que a
fidedignidade do esquema para a crianga repousa sobre o conhecimento que ela
tem, explicito ou implicito, das relagbes entre o algoritmo (ou a operagao formal) e
as caracteristicas do problema a resolver. Em cada uma dessas categorias de
solucdo, encontramos variados e repetidos esquemas usados pelas criangcas na
construgcdo da subtracdo dentro do campo conceitual das estruturas aditivas. As
criangcas manifestaram os esquemas que estavam disponiveis para elas e, ao
mesmo tempo, descobriram novos esquemas durante a resolugcdo dos problemas.
Verificamos procedimentos de calculo mental e esquemas, como algoritmos formais,
como organizadores das solugbes encontradas pelas criangas na resolugdo dos
problemas através da adicdo e da subtracdo. Em cada uma das duas primeiras
categorias, foram vislumbrados alguns tipos de esquemas, isto €, condutas de acéo,
como a complementaridade, a modelagem, composicdo e decomposicdo de

numeros.

Detalharemos, para melhor entendimento, os esquemas e estratégias com os

quais nos deparamos nas categorias definidas. Alguns desses esquemas ja tém sido
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discutidos na literatura (CORREA e SEIDL de MOURA, 1997; FUSON et al., 1997;
PESSOA, 2002; SANTOS, 2002), porém nao especificamente nas situagdes de
transformacao e de composi¢cdo e ndo com o objetivo aqui proposto, fato esse que

amplia a compreenséo funcional desses esquemas.

O esquema da complementaridade manifesta-se pelo uso do esquema da
contagem, em que as criangas se valem da sequéncia numérica. Essa estratégia
resume-se em completar uma totalidade. A modelagem é um tipo de esquema em
que as criancas utilizam materiais concretos para visualizar as questdes,
representando concretamente a situacao apresentada no problema ou uma forma de
solucdo para ele. A decomposicdo de numeros € um esquema revelado pela
separacao de uma quantidade em unidades menores para obter o resultado final.
Pode ser expresso também pela manipulagcéo de quantidades iniciais e producéo de
subtotais mais convenientes para o calculo. A composi¢cdo de numeros é semelhante
ao esquema da decomposi¢do e manifesta-se através da adicdo de unidades (ou
dezenas) a uma quantidade inicial para compor uma nova quantidade, produzindo

subtotais que facilitam o calculo.

Antes de prosseguirmos com a descricdo e a analise dos esquemas, convém
informar que em algumas entrevistas foi necessario intervir muito pouco
verbalmente, pois a crianga, atuando sobre o material concreto, deixava muito claro
0 seu pensamento para solucionar as situagdes-problema apresentadas. Outras
vezes, no entanto, a acdo de uma crianga nao evidenciava tao claramente o seu
raciocinio e, portanto, precisava de uma maior intervengdo nossa no sentido de

auxiliar a crianga a esclarecer o seu pensamento. Da mesma forma, foi necessario
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procurar “atingir o balango correto entre a situacdo em que a crianga fala livremente,
enquanto o pesquisador atua quase como um observador, € a situagdo na qual o
pesquisador persegue alguma hipétese particular” (FRANCO, C., 1997, p.81-82).
Também, algumas entrevistas foram mais demoradas em fungao das duvidas que as
criangcas apresentaram. Devido a isso, foram feitas muitas perguntas e, em
consequéncia, é possivel que o fator de fadiga, ou mesmo ansiedade, tenham

influenciado em algumas respostas e agdes dessas criangas.

Outro aspecto importante a ressaltar € que sempre constatamos, a partir das
explicacdes dadas pelas criangas, se elas haviam entendido o problema logo apds a
leitura oral por elas realizada, pois queriamos ter a certeza que a situagao estava
compreendida pelas criangas. Em Fayol (1996), encontramos os resultados de uma
pesquisa realizada por Moyer, Sowder, Threadgill-Sowder e Moyer (1984, 1985),
que diz haver um impacto nitido do desempenho em leitura na resolucido dos
problemas. Procuramos, entdo, evitar que o desempenho na leitura interferisse na

resolucédo dos problemas.

Passamos a estudar cada uma das categorias identificadas, descrevendo
momentos de entrevistas que entendemos serem significativos para a compreensao

da construcao da subtracéo.

3.2.1 Primeira Categoria de Solugao: resolucao pela adicao

As entrevistas'’ que seguem apresentam a resolugao dos problemas através

7 As entrevistas foram apresentadas dentro de molduras, usando um tipo de letra para as falas da
crianga e da entrevistadora e outro tipo de letra para a agdo da crianga, que também foi colocada
entre parénteses.
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da adigao. Procuramos detalhar cada entrevista, analisando os diferentes esquemas
usados pela crianga para encontrar uma solug¢ao para a situacao apresentada.
Descrevemos a entrevista com Ber (9;2) resolvendo uma situagdo de
transformacao com inicio desconhecido: Pedro estava jogando Bafo com seu amigo
e ganhou 28 figurinhas. Agora ele tem 42 figurinhas. Quantas figurinhas ele tinha

quando iniciou o jogo?

Ber - Tenho gue pegar 42. (Comegou a contar barrinhas uma a uma até 42,
juntando-as em um monte.) £ tirar 28 para ver quantas sobraram para dar a
resposta. (Comecou a tirar contando uma a uma até 28. Depois contou uma a uma
as que restaram) Sobraram 14. Tinha 14 figurinhas e depois conseguiu mais 28
para dar as 42.

J - De que jeito dd pra escrever isto que tu fizeste?

B - Dd pra escrever: Pedro tinha no inicio 14 figurinhas, dai ele ganhou mais 28 e
ficou com 42.

J - Como tu farias para escrever um cdlculo?

B - Daria: 14+28 e dai o resultado. (Fez o calculo armado e resolveu contando com

o auxilio dos dedos).
1

14
+28
42

Nessa situacdo, Ber representou com o material uma operagao e escreveu o
calculo usando outra operagdo. Ou seja, com o material concreto ele fez uma
subtragédo: pegou 42 barrinhas e tirou 28 para encontrar o resultado, contando as

que restaram. Ao escrever o calculo, ele representou o que a situacdo do problema

diz: Pedro tinha 14 figurinhas, mais 28 e ficou com 42. Nesse caso, Ber usou o

esquema da modelagem de forma indireta, pois modelou a forma de solugdo do

problema e nido a representacao direta da situagao apresentada no problema.

Ber demonstrou possuir o teorema-em-acao “Se quero saber quanto eu tinha

no inicio, preciso pegar o total final e tirar quanto eu ganhei”, pois foi o que ele disse
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e fez com o material. Ele fez uso da linguagem verbal para expressar uma forma de

solucao e a representou concretamente com o uso de material.

Ao realizar a contagem com o material, ele nao usou um procedimento mais
econdmico e, portanto, mais avangado como seria “contar na sequéncia” (counting-
on) (GEARY, BOW-THOMAS e YAO, 1992; NUNES e BRYANT, 1997). No caso, ele
poderia ter separado as 28 barrinhas num primeiro monte e ir contando 29, 30, 31...
até 42, formando outro conjunto. De tal modo, precisaria contar novamente somente

0 segundo conjunto para ver quanto havia neste.

Curioso, no procedimento usado por Ber, foi que ele representou
simbolicamente o calculo através da adi¢ao, pois com o material ele havia feito uma
subtragcdo. Podemos pensar que, ao resolver com o material, ele ja havia encontrado
a resposta e, entdo, o calculo simbdlico tornou-se desnecessario para encontra-la.
Assim, escreveu uma conta que representava e caracterizava o problema, ou seja,

uma situagéo aditiva.

Podemos concluir que Ber fez uso de ferramentas de pensamento, tais como a
linguagem e a modelagem, ao expressar verbalmente seu pensamento de solugao e
ao modelar uma solugdo com o material disponivel. No entanto, ainda lhe falta
transformar essas ferramentas em objetos de pensamento, ou seja, o simbolismo
matematico (VERGNAUD, 1996b). Mais especificamente, pensamos que Ber ainda
precisa construir uma organizagao mais geral e abstrata da relagcéo de incluséo,
quando os parametros de conteudo, de natureza de incégnita, de formulagao, etc,

nao tém mais nenhuma importancia e a representacdo passa a ser “estatica” e mais
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abstrata “que permite pensar globalmente as relagdes de grupo e subgrupos (ACB;
CCB; ACC=0) e as ligacdes entre operagdes (B-A=C / B-C=A / A+C=B)” (FAYOL,

1996, p.164).

Descrevemos agora Lau (8;8) resolvendo uma situacdo aditiva de
transformacao com inicio desconhecido. A situagdo era a seguinte: Pedro estava
jogando Bafo com seu amigo e ganhou 28 figurinhas. Agora ele tem 42 figurinhas.

Quantas figurinhas ele tinha quando iniciou o jogo?

(Lau ficou calculando mentalmente com o auxilio dos dedos.)
Lau - Eu acho que tem que ser 27. Porque 10 menos 2 é... Ah, ndo! E 8. Tem que
ser 28. Ah, ndo, porque 20 mais 20 é 40. Dai... (Calculou mentalmente.) Entdo
teria que ter... 21 figurinhas.
J - Como tu pensaste isso?
L - Ele ganhou 28. E o 21 mais 28 da 42.
J - Como tu pensaste? Tu pensaste que ele tinha 21. Dai ele ganhou 28 e ficou
com 42...
J - E como tu achaste esse 21?
L - Ndo... Fazer a conta eu sei, mas ndo sei explicar. (Continuou calculando
mentalmente.) Entdo seria 22. Ndo, 23. Porque ele tem 22. Dai 28... 23, 24, 25...
Quer dizer, 28, 29, 30, 31 (Contou usando os dedos). Ele tinha 31. Ele ganhou 28
e dai da 42.
J - E como tu poderias fazer uma conta? Dad para fazer?
L - Sim. Sei. (Comegou a escrever 28+21=42 e, ao lado, armou o calculo:)

28

+21

42
J - Estds fazendo 28 mais 21?
L - (Percebeu que ndo pode ser 21 e apagou o numero.) Dai dd 49. Teria que ser
18 figurinhas.
J - Tu achas que tinha que ter 18 em vez de qué?
L - De 21.
J - Entdo como tu vais fazer? Trocar 21 por 18?

L - (Calculou novamente.) Isso deu 46. (Apagou o 18 e continuou calculando
usando os dedos.)

J - Entdo tu achaste quanto?
L - 14.
J - 14 é 0 qué?
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L - O nimero de fiqurinhas que ele ja tinha.
J - Entdo estd. Muito bem. Daria para calcular de outro jeito ou ndo?
L - Por enquanto ndo me ocorre nenhum.

Lau entendeu essa situagdo como aditiva e usou a adicdo para resolver o
problema. Para que ela tivesse usado a subtragao, ela necessariamente teria que ter
compreendido a subtracdo como o inverso da adi¢do. Ou seja, ela deveria ter
entendido uma invariavel da adigao/subtracdo — sua relagao inversa, assim como ter
aplicado uma transformacao inversa, efetuando uma operagcdo de pensamento,
antes de calcular o resultado da operagao aritmética. “Antes do calculo, a operagao
mental de inverter a transformacdo deve ser efetuada para conectar a situagao

aditiva como uma solugao subtrativa” (NUNES e BRYANT, 1997, p.119).

Para resolver a adigao, o esquema que Lau usou foi buscar o complemento.
Ela pensou numa operagdao que representava a situagcado aditiva e foi calculando
mentalmente qual seria 0 numero que somado ao 28 daria 42. Ela usou a
composicdo de numeros, quando disse 20+20 € 40, pensando em adicionar
primeiramente as dezenas para chegar ao valor da dezena do resultado final.
Quando solicitada que escrevesse um calculo, ela escreveu 28+ =42 e, ao lado,
escreveu o algoritmo armado (vertical). Ela foi tateando, por tentativa e erro, com o
auxilio da contagem nos dedos, até encontrar o numero que tornasse verdadeiro o

calculo matematico.

O problema solicitava que Lau encontrasse a quantidade inicial de figurinhas a
partir do conhecimento do resultado final e da transformacéo. No entanto, Lau nao

indicou o problema dessa forma, ou seja, _ +28=42. Podemos inferir, a partir disso,
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que Lau tinha o conhecimento da propriedade comutativa da adi¢géo, sendo este um
conceito-em-agdo demonstrado por ela. Nunes e Bryant (1997) apontam que a
comutatividade da adicdo é mais facilmente compreendida em situacdes de
composicao em que os numeros tém medidas estaticas do que em situagdes de
transformacdo em que os numeros tém sentidos diferentes. Além disso, esses
mesmos autores afirmam que, para chegar a solugdo através da subtragdo em
situacdes de transformacéo com inicio desconhecido, € preciso usar duas operacdes

de pensamento: a comutatividade e a inverséo.

Lau representou a situagao diretamente pelo algoritmo da adigdo. Pensamos
que ela usou o complemento nessa situagao por ja ter construido a propriedade
comutativa da adigéo e isto fez com que ela representasse a situagao ja de forma
simbdlica, mas ainda pela adicdo. Lau revelou muita seguranga em sua estratégia
de solucao, evidenciando-o na sua fala final, confirmando que a sua forma de
solucionar, por enquanto, é a unica que lhe vem a mente. Ou seja, Lau ainda precisa

compreender a inversao nessas situacoes.

Ann (8;2) resolveu a seguinte situacao de parte-todo pela adigdo: Mariana tinha
ao todo 28 palitos. Desses palitos, 13 eram vermelhos e os outros eram azuis.

Quantos eram azuis?

Ann - (Logo respondeu.) Eu sei quanto, 15. Porque 5 mais 3 dd 8 e dai dd 28.
Quinze eram azuis.

J - E ai, como tu pensaste isso entdo?

A - Porgue eu fiz a conta na minha cabega, agui 5 mais 3 dd 8 (Contou 8
barrinhas.) e dai eu noter gue 15 eram azuis e 13 eram vermelhos.

J - E como dd para escrever uma conta disso?

A - Ai, agora eu tenho gue pensar... (Pensou, olhando para o vazio.) 75 mais 3.
Néo. (Pensou.) A/, eu acho que € 15 mais 13 dai dd 28.
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J - Tu achas que 15 mais 13 dd 28?

A - E, mas 56 que tem gue comparar a diferenga. Podia dar assim:15 azuis mais 13
vermelhos. Dai podia ser assim para saber a diferenca de quais sdo azuis e quais
sdo vermelhos.

J - E como dd para escrever isso? Uma conta, um cdlculo?

A - Até dd, mas tem que usar a cabega. (Brincou com os palitos, enquanto
pensava.)

J - Faz como tu achas que €.

A - Aqui faz de conta que € os palitos azuis. (Contou 15 barrinhas.) Sdo os azuis.
(Contou 13 barrinhas em separado.) Os verme/hos. (Mostrando os dois conjuntos de
barrinhas, disse:) Os 13 vermelhos e os 15 azuis.

J-Ea?

A - E agora? (Pensou, sorrindo.)

J - O que a histdria estd te perguntando?

A - Como podes fazer a conta com palitos azuis e palitos vermelhos.

J - £ tu achas que ndo dd para fazer?

A - Dd, mas tem que usar a cabega.

J - Como tu achas que daria para escrever?

A - 13 eram vermelhos, os outros eram azuis. Quantos eram azuis: eram 15.
Agora tem que ver, como se faz a conta. (Pensou...) Claro! Se tu vais ter que

fazer alguns vermelhos e alguns azuis.. mas como eu fago isso na conta?
(Pensou...)

J - Para fazer a conta tu tens que usar o qué?

A - Tenho que usar os nimeros que estdo na historinha matemdtica para poder
fazer a conta. E...

J - Os nimeros e o que mais?

A - Estou confusa nesta daqui.

J - Tu queres deixar esta para depois? Terminar ela depois?

A-Td

RETORNANDO

A - (Leu a questdo.) Eram 15 azuis e dai, ndo precisa fazer bem azuis isso, porqgue
o0 que importa € que ela var ter os palitos.

J - Legal teu jeito de pensar. E ai?

A - Dai, ela tem os 28 palitos vermelhos e azuis. (Pensou.) Ela tem 28, 15 azuis e
13 vermelhos. Ela tem... (Pensou, mexendo com as barrinhas.) Mas como assim?
Quantos eram azuis? Eu jda respondi isso. O problema agora é como vai fazer a
FM! E que dd para fazer normal, sé ndo identifica quais sdo azuis e quais os
vermelhos. Dd para fazer a FM 13 mais 15. (Escreveu: 13+15=, sem colocar o
resultado.) Deu.

J - O gue tu achaste? Foi dificil?

A - Nao.
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Ann imediatamente interpretou essa situagdo como uma adigdo. Ela pensou

em um nuimero que somado ao 13 desse 28. Disse: "5, porque 5 mais 3 dd 8 e dai

dd 28" Ela usou o esquema da complementaridade ao empregar a decomposigdo

dos numerais somando as unidades. Evidenciou possuir o seguinte feorema-em-
acdo: “se eu conhecgo o cardinal de uma das partes e o total, entdo eu preciso ir

acrescentando a essa parte até chegar no cardinal total”.

Ao ser solicitado que ela escrevesse um calculo que resolvesse o problema,

ela entrou em conflito, pois achou que deveria haver uma forma de mostrar no

calculo a diferenca das cores: azuis e vermelhos. Ann disse: “... fem que comparar a
diferenga. Podia dar assim: 15 azuis mais 13 vermelhos. Dai, podia ser assim para

saber a diferenca de quais sdo azuis e quais sdo vermelhos” Aqui fica

demonstrada a complexidade desse tipo de situacdo, pois fica evidente o problema
da construgao de classes através da coordenacao da extensao e da compreensao
(PIAGET e INHELDER, 1959/1971). Ann pareceu nao conseguir ainda regular a
inclusdo de classes, no caso, que o conjunto “Todos” sao palitos e que o conjunto de
vermelhos e o de azuis também sdo palitos. Parece que o carater da cor (a

diferenga) se sobrepés ao carater da forma (a semelhanca).

Ann resolveu, entdo, modelar a situagao formando dois conjuntos: 15 barrinhas
azuis e 13 barrinhas vermelhas. No entanto, isso ndo foi suficiente para que ela

incluisse os dois conjuntos na classe de palitos.
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Na sequéncia, um saber escolarizado pareceu ser lembrado por ela e a

colocou em conflito quando disse, mostrando o problema: " Tenho gue usar os

numeros que estdo na historinha matemdtica para poder fazer a conta” Ann

demonstrou conhecer a regra escolarizada: O calculo deve ser feito com o numerais
que aparecem no problema. Entédo, essa regra a desafiou a repensar, pois, a partir
disso, ela sabia que deveria fazer um calculo que desse como resposta o numero
que nao aparecia no problema, mas que ela ja sabia que era 15. ( =15). Nao

conseguindo encontrar uma solugao, ela preferiu resolver outros problemas primeiro.

Ao retornarmos para esse problema, depois de resolvermos os outros, Ann

demonstrou uma maior abstragdo, evidenciando agora a inclusédo de classes,

quando disse que ndo precisava mostrar a cor na conta, 'porque o gue importa €
que ela vai ter os palitos” Ela apresentou um conceito-em-acdo ao tomar
consciéncia da abstragao da linguagem matematica: "€ qgue dd para fazer normal,

50 ndo identifica quais sdo azuis e quais sdo os vermelhos”. Contudo, ao escrever o

calculo, Ann optou por apenas indicar o algoritmo da adi¢gdo: 13+15=, nao
escrevendo a resposta. Talvez, por ter ainda presente a regra escolarizada citada
anteriormente e, certamente, por ndo ter construido a reversibilidade em situacoes
de parte-todo — é o que reconhecem Nunes e Bryant (1997, p.128), ao afirmarem
que resolver por subtragdo situacbes de parte-todo em que uma das partes é

desconhecida é “semelhante a considerar a subtragdo como o inverso da adi¢ao”.

Dorneles (1998, p.96) considera que “quanto mais os procedimentos estao

ligados as percepgbes, as configuragdes espaciais, mais distantes do sistema
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convencional estdo as notagbes das criangas”. Certamente, isso se aplica também
ao caso aqui apresentado. Enquanto Ann estava muito ligada a cor dos palitos, ela
nao conseguiu pensar em uma forma de fazer a notagado da operagao, apesar de ja

ter solucionado o problema.

Ali (8;2) resolveu uma situacao aditiva de transformacdo desconhecida por
adicao: Outro dia, Marcos comegou a jogar com 15 figurinhas. Quando terminou o
jogo de Bafo, ele estava com 38 figurinhas. Quantas figurinhas ele ganhou neste

jogo?

A - Deixa-me ver. Ele tinha 15 (Escreveu FM= 15). Ganhou (Escreveu +) 38
(Escreveu 38= e pegou um monte de figurinhas em sua méo.)

J - Ele ganhou 38?

A - Sim.

J - E isso mesmo que estd escrito? Ele ganhou 38?

A - (Leu.) Entdo é de mais. (Comegou a contar as figurinhas.)

J - 38 é quantas ele ganhou?

A - Ah, tdl Ele estava com 15 mais 38.

J - O que é o 38? 38 figurinhas é o qué?

A - Ndo. Ele tinha 15 e ai ele ganhou neste jogo. Ele tinha ganhado!

J - Mas estas 38 é o qué? Quando terminou o jogo...

A - Ele estava com 38. (Ali apagou o numero 38 e escreveu 15+ =38.)

A - Ele estava com 38. (Pegou as figurinhas e comegou a conta-las novamente.) 15
mais... 38. (Contou 15 figurinhas num monte, e até 38 no outro.) (Juntou todas.)
(Separou 15 novamente.) (Contou o restante e se deu conta do todo, dizendo:) Ah,

tem 38 aqui. (Leu de novo a questdo.) (Largou a figurinhas e contou nos dedos do
15 em diante.) (Anotou 15 e 30 no papel.)

J - Que ¢é esse 15 e o que ¢ esse 30?

A - Tenho 15 aqui, eu contei 15 mais 15, ai eu tenho 30.

J - E tu precisas contar para chegar até aonde?

A - Até o 38.

J - E o que tu ja descobriste? Contando até 15 e do 15 até o 30. Agora tu
precisas contar ainda?

A - (Contou do 15 até o 38.) (Pensou.) (Contou do 30 ao 38 e soma esses 8
contando a partir do 15.) 23.




81

Ali prende-se na situacdo de adigdo pelo entendimento de que “ganhar”
significa adicionar. Resolve entdo adicionar os dois dados numéricos que aparecem
no problema. Precisamos questiona-la sobre a situacdo apresentada pelo problema
para fazé-la pensar sobre a relagéo operatéria entre os dados, ou seja, o calculo
relacional (VERGNAUD, 1996a). Somente ai, Ali percebe que um dos dados € a
resposta da adicdo que ela esta propondo como solugcdo. Nesse momento, ela
passa a usar o esquema da complementaridade, procurando um numero que
somado ao 15 resulte 38. Para isso, ela fez uso da modelagem da situagéo contou
15 figurinhas em um monte e contou, em um monte separado, a partir do 15 até
chegar em 38, mas nao conseguiu finalizar o procedimento que elaborou, pois
deveria ter contado o numero de figurinhas do segundo monte formado. Ao invés

disso, Ali juntou todas.

Prosseguindo, Ali resolveu usar outro esquema — o0 da composi¢gdo. Contou nos
dedos a partir do 15 e fez uso da anotacdo no papel para auxiliar sua memoaria. Ela
verificou que 15 mais 15 é 30. Depois contou de 30 até 38, encontrando 8.
Finalmente, somou o 8 ao 15 encontrando 23. Para esse esquema, Ali procurou
amparo na contagem dos dedos e no registro escrito para auxiliar na memoria

(FAYOL, 1996).

Ela evidenciou, através das varias formas por ela empregadas, a fungao de
representacdo da linguagem que apoiou outras fungdes da linguagem: a ajuda ao

pensamento e a organizacao da acao (VERGNAUD, 1996b).
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Ali resolveu essa situacédo através da modelagem sem inversdo. No entanto,
ela precisou ser auxiliada a interpretar o sentido dos numeros envolvidos no
problema (38 era uma medida estatica, ou seja, estado final e ndo uma
transformacao), para conseguir resolvé-lo corretamente. Se ela tivesse seguido os
indicios linguisticos superficiais do problema — “ganhou” — certamente, ela teria

fracassado na resolugao (NUNES e BRYANT, 1997).

Tom (8;9) resolveu por adicdo uma situagao de “quanto falta”: Pedro tem 17
figurinhas. Quantas figurinhas ainda faltam para ele completar seu album de 30

figurinhas?

T - Essa é de mais, também.

J - Por que é de mais?

T - Porque... estd perguntando assim: (Leu a questdo novamente.) Faltam ainda
quer dizer que é de mais.

J - Como tu ias resolver entdo?

T - Eu fambém vou ter de descobrir o nimero que vai dar. (Pensou. Escreveu
17+) Mais... (Pensou, calculou, usou os dedos.) 23. (Escreveu 17+23=30.)

J - Faltam ainda 23?

T - Ndo, ndo, € 13. (Apagou o 23 e escreveu 13 no lugar.)

J - Como tu descobriste este 13?

T - Assim: para 27 coloquei mais 1. Dai deu 27. Dai 28, 29, 30. (Mostrou, contando
com os dedos.)

O sentido que Tom parece dar a quantidade que falta € de uma transformacao
desconhecida. Tom pensou nessa situacdo como uma adicao, inferindo-se que ele
possuia 0 seguinte teorema-em-ag¢do: “se me falta, eu preciso ganhar, acrescentar
ao que eu ja tenho”. Portanto, parece que ele reconheceu essa situacdo como
semelhante a uma situagdo aditiva de transformagdo desconhecida. Realizou uma
modelagem sem inversao, no entanto usando apenas os dedos e o registro no papel

(NUNES e BRYANT, 1997).
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Tom escreveu a operagao de adi¢cao, que nesse caso se tornou um objeto de
pensamento para ele, e usou o esquema da complementaridade, acrescentando ao

que ja tinha até chegar ao que necessitava para completar o album. Para isso,

utilizou-se da composigcdo ao verbalizar seu pensamento: para 27 cologuei mais 1.

Dai deu 27. Dai 28, 29, 30. O mais 1 a que ele se refere € uma dezena. Depois

conta de uma em uma unidade até chegar ao 30.

Finalizada a descricdo da primeira categoria, podemos perceber que as
criangas resolvem os problemas, demonstrando reconhecer a situagcdo como aditiva,
pelo uso do algoritmo da adigdo. Todas elas encontraram a resposta correta para o
problema, demonstrando que a adicdo também é um procedimento correto de
solugdo para essas situagdes especificas. Resolver essas situagdes pelo algoritmo
da adicdo manifesta os esquemas que estdo disponiveis nesse momento para as
criangas, confirmando a generalizagdo de um esquema que ja lhes é operatério — a
adicdo. No entanto, essa escolha de solucdo — a adi¢cdo - denota que as criancas
ainda ndo dominam completamente situagcbées de transformagdo desconhecida ou
com inicio desconhecido, de composicdo parte-todo e de “quanto falta’,
provavelmente porque essas ainda nido se tornaram familiares para elas. Assim,
ainda ha a necessidade de um avango na compreensao de algumas invariaveis

subjacentes a essas situagodes.

Os procedimentos heuristicos dessas criancas evidenciaram-se pelo uso de
varios esquemas diferenciados e neles se reconhecem as invariantes operatdérias ja

construidas pelas criangas (VERGNAUD, 1996a). As criangas utilizaram varios
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esquemas auxiliares para chegar a uma solugdo para o problema. A forma de
expressdo desses esquemas aconteceu por meio de varias linguagens e
representacbes. Elas usaram a verbalizagdo do pensamento, o registro como
auxiliar da meméria, a contagem nos dedos, a contagem com material disponivel, a
modelagem, imitando a situagdo ou uma forma de solugédo. Todas as criangas que
observei dessa categoria usaram material concreto para apoia-las na resolugao do

problema.

3.2.2 Segunda Categoria de Solugao: resolucao pela subtragao e uso de
esquemas auxiliares a solugao

Nessa categoria enquadram-se as criangas que resolveram o problema pela
subtracao e fizeram uso de esquemas auxiliares variados para conseguir chegar a

uma solucao do problema.

Iniciamos, descrevendo a resolugédo de Ann (8;2) para uma situagao aditiva de
transformacao com inicio desconhecido: Pedro estava jogando Bafo com seu amigo
e ganhou 12 figurinhas. Agora ele tem 28 figurinhas. Quantas figurinhas ele tinha

quando iniciou o jogo?

J - Entendeste o problema?

Ann - Entendi, mas aqui assim..., hdo diz...,olha, t&€m figurinhas, quantas figurinhas
ele tinha quando ele iniciou o jogo?

J - Ndo da para gente descobrir?

A - Até que dd, se a gente usar a cabega.

J - E ai, como tu vais usar a cabe¢a?

A - Pensando.

J - Entdo vamos pensar, podes pensar em voz alta.

A - Ndo deve ser 12 mais 28.

J - Por que ndo?
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A - E que Pedro ganhou 12 figurinhas, entendeu? Entdo ndo da para ser 28. Ele

tinha algumas e ficou com 28.
J - Muito bem. Entendeste a histdria. Tu achas que pegando material ajuda a

resolver? Ou fazendo algum desenho?

A - Algumas coisas ajudam. T4, ele tinha... e dai ele ganhou mais 12. Ele devia
ter... (Pensou.) 14 figurinhas.

J - Como tu pensaste isso?

A - Porque 14 mais 14 dq 28.

J-E porque 14 mais 14 dd 28. E por que 14 mais 14?

A - Porque 14 ndo aparece aqui.

J - E o que aparece ai?

A - O 12 e 0 28. (Pensou.) Entdo ele devia ter 12.

J - Por qué?

A - Eu ndo sei.

J - Como tu pensaste isso?

A - Porque, quando € assim, quantas figurinhas ele tinha quando ele iniciou o jogo,
tinha que ter quantas figurinhas ele tinha. Ai ndo dd! ... (Leu novamente em voz
alta.) ...com seu amigo e ganhou 12 figurinhas... E ai ndo da.

J - Tu achas que consegues fazendo com material?

A - Eu ndo sei. Ta. (Pegou 12 barrinhas.)

J - O que tu fizeste ai?

A - Eu usei 12 pauzinhos. E dai, como ele vai conseguir 28 figurinhas? E que aqui
eu acho, ai ... (Pensou.) Ah! Quando iniciou o jogo. Ele comegou a jogar o jogo.
Mas eu ainda acho que ele tinha 12 figurinhas.

J - Tu achas que ele tinha 12 e ganhou 12 e ficou com 28?

A - Ai ndo dad, porque 2 mais 2 ¢ 4 e 10 mais 10 ¢ 20. Entdo da 24.

J - Por que tu achas que ele tinha 12?

A - Ai, quantas figurinhas ele tinha quando iniciou o jogo?

J - E como dd para descobrir isso? Tu pegaste aqui 12. O que sdo essas 12?

A - Essas 12?

J - Por que tu pegaste essas 12? O que € para ser essas 12?

A-E para ser as 12 figurinhas que ele ganhou.

J - Que mais ainda se pode fazer? Tu pegaste as 12 que ele ganhou. O que mais
tu sabes dessa histéria? O que tu ndo sabes? Tu ndo sabes quantas ele tinha no
inicio. O que mais tu sabes?

A - Eu sei que agora ele tem 28 figurinhas. Tem que saber quantas ele tinha
antes. O antes fem que descobrir. Entdo ndo adianta pegar esses... Tem que
fazer alguma coisa para descobrir quanto ele tinha no inicio. Tem que fazer a
conta aqui, e eu acho que tem que somar esses dois (Mostrou 0 12 e 0 28.) porque
dai pode dar quanto ele tinha no inicio.

J - Somar esses dois, tu achas?
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A - é, somar esses dois.

J - E ai vai dar quanto ele tinha no inicio?

A - Eu acho.

J - E tu achas que ele tinha que ter quanto no inicio, mais ou menos que 28?

A - Menos, eu acho que tem que ter alguma coisa perto... Ele deve ter uns... Ndo
sei... Ah, eu ndo sei dizer. Para ganhar 12 e ter 28 figurinhas ele devia ter...

J - Agora tu jd pensaste num jeito de resolver. Como tu vais fazer?

A - Posso somar esses dois e dai eu posso saber qual ¢ a resposta.

J - Tu achas que somando 12 mais 28?

A - Ndo, eu acho que é 28 menos 12.

J - Por qué?

A - Dai pode dar o ndmero. Como ele estava jogando Bafo, ele ganhou 12
figurinhas e completou 28. Dai eu posso saber, fazendo menos, quanto ele tinha
antes.

J - Legal, gostei dessa tua idéia. E como tu vais fazer?

A - Vou fazer aqui primeiro a FM'®. (Escreveu FM= 28 -12 = ) E agora o QVL".
(Desenhou o QVL, colocou os numerais e efetuou o calculo.) Ele tinha 16
figurinhas.

J - Como tu descobriste?

A - Fazendo o QVL, dai eu acho que estava certa. A gente soma menos e é para
saber quantas figurinhas ele tinha no inicio. E ai, tu fazendo menos, tu sabes e
fazendo mais, tu ndo sabes.

J - Por qué?

A - Porque menos pode dar a diferenga e mais ndo. Ele da mais que a diferenga.

J - Legal.

A - Ele tinha 16 figurinhas no inicio, ai ele ganhou 12 e ficou com 28. Claro! Seis
mais 2 da 8 e 10 mais 10 dad 20. 28.

Ann prendeu-se inicialmente na caracteristica aditiva da situagdo. Ela buscou
encontrar um numero que somado ao 12 resultasse 28. Para isso, ela fez uso da
memoria, recuperando um resultado previamente memorizado: 14+14=28. No
entanto, um saber escolarizado a colocou em conflito ao ser lembrado por ela,

quando disse, mostrando o problema: ‘Porgque 14 ndo aparece agui.” Ann

demonstrou conhecer a regra escolarizada: O calculo deve ser feito com o numerais

8 FM significa Frase Matematica, que é o calculo representado na horizontal, indicando o algoritmo que é usado
no QVL.
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que aparecem no problema. O conflito estava entre essa regra e a situagdo do
problema que ¢ aditiva: "Porgue, quando € assim, guantas figurinhas ele tinha
guando ele iniciou o jogo, tinha que ter quantas figurinhas ele tinha. Ai ndo dda!”

Fayol (1996, p.130) reconhece que “achar o estado inicial constitui um obstaculo
quase insuperavel, ao menos para os mais jovens”. Ann entendeu o problema com a
caracteristica aditiva: 7+12=28, mas, ao mesmo tempo, ela sabia que deveria fazer

um calculo que desse como resposta o numero desconhecido: =7?.

Reconhecemos, pelo menos, um teorema-em-agdo na fala de Ann: ".. ele
ganhou 12 figurinhas e completou 28. Dai eu posso saber, fazendo menos, quanto

ele tinha antes” Ao afirmar isso, Ann revelou fazer uma relagdo entre duas

invariaveis: se se conhece a transformacao e a situagao final, entdo é s6 subtrair e

encontrar a situagao inicial.

Ann iniciou sua resolugdo com duvidas. Incentivamos que ela usasse material
concreto, o que ela fez pegando 12 barrinhas, mas ndo conseguiu levar adiante uma

solugdo com o material. Nesse caso, o material manipulavel n&o ajudou o

desempenho de Ann para encontrar uma solugdo. A fala dela evidencia isso: “Eu
usei 12 pauzinhos. E dai, como ele vai conseguir 28 figurinhas? [...] Eu sei que
agora ele tem 28 figurinhas. Tem que saber quantas ele tinha antes. O antes tem
que descobrir. Entdo ndo adianta pegar esses... (os pauzinhos) Tem que fazer

alguma coisa para descobrir quanto ele tinha no inicio. Tem que fazer a conta

® QvL significa Quadro Valor de Lugar. E um quadro dividido em Centena, Dezena e Unidade, no qual sdo
colocados os numerais para fazer o calculo.
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aqui, e eu acho que tem que somar esses dois (Mostrou o 12 e o 28.) porque dai

pode dar quanto ele tinha no inicio." Ela parecia entender que ndo havia como

representar com o material a situacdo que o problema apresentava, pois ele nao

indicava a quantidade inicial. Entdo, ela se decidiu pela operacéo de subtracao.

No final, ela confirmou, voltando para a situagao aditiva do problema, o seu

célculo e a resposta encontrada, dizendo: "Ele tinha 16 figurinhas no inicio, ai ele
ganhou 12 e ficou com 28, e ainda justificou pela adigéo: "Claro! Seis mais 2 dd 8 e

10 mais 10 dd 20. 28.” Reconhecemos que Ann, através desse pensamento,

traduziu uma abstracéo refletida ao refletir sobre a sua reflexao anterior, destacando
“uma relacdo na realidade ja utilizada, para fazer pelo ‘reflexionamento’ um novo

objeto de pensamento” (PIAGET, 1977/1995, p.20).

Também entendemos que a regra escolarizada lembrada por ela fez com que
se sentisse desafiada a encontrar a operagao de subtracdo e resolvé-la através do
algoritmo formal. Finalmente, para confirmar que havia encontrado a solugéo certa,
ela voltou a situacdo apresentada no problema, colocando a resposta e ainda a
justificou, fazendo um calculo mental por decomposi¢do. Ela analisou a situagéo do
problema e foi fazendo relagdes entre as caracteristicas do problema e os algoritmos
por ela usados, o que evidencia, conforme Vergnaud (1996a), fidedignidade aos

esquemas.

Passamos para outra entrevista na qual Gui (9;2) resolveu uma situagéo aditiva

de transformagdo desconhecida: Outro dia, Marcos comegou a jogar com 25
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figurinhas. Quando terminou o jogo de Bafo, ele estava com 53 figurinhas. Quantas

figurinhas ele ganhou neste jogo?

G - (Pensou.) 25 menos 53?

J - Por que 25 menos 53?

G - Porque 25 menos 53 vai dar quantas figurinhas ele... Perdeu? Ndo sei.

J - Ele perdeu figurinhas? Como foi?

G - Ndo, quantas ele ganhou.

J - Ele ganhou. Tu sabes jogar Bafo?

G - Sei.

J - Entdo me diz uma coisa, que é 25 figurinhas?

G - Quantas figurinhas ele tinha no comego do jogo.

J - Eai?

G - Ele ganhou mais figurinhas, ndo? No final do jogo ele tava com 53.

J -Eai?

G - Entdo tenho que fazer uma conta de mais, para saber quantas figurinhas ele
ganhou a mais.

J - E como tu vais fazer esta conta?

G - Eu preciso fazer a conta aqui ?

J - Se tu ndo quiseres fazer logo a conta pode fazer de um outro jeito. Se quiser
pegar material, pode pegar. (Gui ficou pensando por alguns minutos.)

J - Como tu queres fazer?

G - (Pegando material, juntou 25 barrinhas. Recontou-as. Contou mais barrinhas em
um monte separado, até chegar no 53. Contou as barrinhas separadas das 25.

Disse:) 28. Ele conseguiu 28 figurinhas a mais.
J - No jogo ele conseguiu entdo 28 figurinhas. Estd legal. Se tivesses que
escrever uma conta, como irias fazer essa conta?
G - Como assim?
J - Se tu tivesses que fazer uma conta, que conta tu irias fazer?
G - Deixa eu ver...
J - O que tu fizeste aqui com o material?
G - 25 mais 28.
J - Tu fizeste 25 mais 28 e chegaste aonde?
G - 25 mais 28 ia dar 53.
G - (Pensou.) 25 menos 53 da 28?
J - Da@?
G - Ndo sei.
J - Tenta, vamos ver.
G - (Escreveu o algoritmo na vertical: 25
-53
G - Ah! Esta virado isso aqui. (Apagou.) Ndo da o resultado certo.
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J - Ndo dé? E agora?

G - Tem que fazer de menos.

J - Por que tu achas que tem que fazer uma conta de menos?
G - Ndo sei.

J - Ndo sabes?

G - 25 mais 28? Dai ia dar 53. Tinha que dar o resultado 28.
J - Tu queres uma conta que da o resultado 28. Como tu descobriste o 28?
G - Esperal... 53 menos 25.

J - Eisso? Se tu olhares no material, onde tem 53?

G - Tudo junto.

J - Como tu descobriste o 28?

G - Eu separei primeiro o 25 e depois contei o resto aqui. (Mostrou o outro monte
de barrinhas.)

J - Como tu contaste este resto?

G - 25, 26, 27... até chegar no 53. S6 deixei as barrinhas separadas para poder
contar depois.

J - E quais tu contaste?

G - As barrinhas separadas.

J - E por que tu ndo contaste estas? (Mostrando o primeiro monte.)

G - Porque aqui tinha que dar o resultado, porque se eu contasse essas e essas ia
dar o 53. (Mostrou os dois montes.)

J - E essas tu ja tinhas encontrado. E dd para escrever um cdlculo, ou ndo da?

G - Deixa eu ver... (Pensou.)

J - Querias encontrar uma conta que desse como resultado o 28. Que conta
poderias fazer?

G - Bah! Ndo sei.

J - Queres fazer a outra primeiro e voltar para esta depois?

Voltando depois:

G - (Escreveu 53 Calculou, contando nos dedos) 28.
-25

J - E o que tu fizeste agora?

G - Eu fiz 53 menos 25.

J - E pode ser isso?

G - Pode. 28 mais 25 da 53.

Gui iniciou pensando na subtragao, invertendo os termos, e depois pensou que
a adicao é que resolveria o problema. Com o material, modelou a situacao aditiva e
disse que fez 25+28, usando o esquema do complemento. Soube explicar

claramente o seu procedimento com o material, mostrando que fez uma adicédo, mas




91

também sabia que deveria fazer um calculo que desse como resposta 28 — o que

denota um saber escolarizado.

Ele ficou em duvida, ndo sabendo dizer qual operacao fazer para dar como
resposta 28. Isso significa que Gui ainda ndo compreendeu a subtragdo como
operacao inversa da adicdo. Em uma primeira tentativa de resolver o problema
através de um calculo formal, ele fez uso do algoritmo da subtracéo invertendo os

termos, mas logo percebeu seu erro, refletiu novamente sobre o saber escolarizado

(25 mais 28? Dai ia dar 53. Tinha que dar o resultado 28.) e confirmou que

deveria usar a subtragao.

No final, para confirmar o resultado da subtragdo que havia feito, ele usou a
adicdo para provar que seu resultado estava correto. No entanto, essa atitude dele
nao prova que ele ja compreenda a adicao e a subtragdo como operagdes inversas.
Essa atitude parece estar mais vinculada ao procedimento escolarizado de uso da

“prova real”.

Quando modelou a situagédo para chegar ao resultado do problema, Gui usou
um procedimento econdmico ao realizar a contagem a partir de uma quantidade ja
conhecida, nado precisando contar o todo novamente, como o fizeram outras
criangas. Isso demonstra que ele possui 0 conceito-em-agao da contagem e a usa
como um objeto de pensamento. O procedimento de “counting-on” (GEARY, BOW-
THOMAS e YAO, 1992) pode ser interpretado como um teorema-em-ag¢do: se eu

conheco o cardinal inicial € s6 contar na sequéncia até chegar ao final.
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Mar (8) resolveu a situagao de composicdo “quanto falta”: Pedro tem 17
figurinhas. Quantas figurinhas ainda faltam para ele completar seu album de 30

figurinhas?

M - Essa é dificil. Justo a dltima. Acho que é de mais...
J - Por que tu achas que poderia ser de mais?
M - Ndo sei, é meio complicado. Por que seria de mais? Acho que fambém ¢é de
menos.
J - Por qué?
M - Porque também ndo mostraria como... Porque ndo mostraria quantas faltariam
para completar o dlbum, se fosse de mais.
J - O que mostraria?
M - Acho que iria mostrar mais. Mas ia dar mais figurinhas, ia dar outro ndmero.
J - Como outro nidmero? Do qué?
M - De como seria o resultado.
J - E quanto é o resultado?
M - Ah, eu tenho que fazer o cdlculo.
J - Entdo de mais tu achas que ndo vai dar?
M - (Desenhou 0 QVL e escreveu 30  Calculou com os dedos.) 13 figurinhas.
-17
J - E por que tu achas que pode ser 13 figurinhas a resposta?
M - Deixa eu ver, se fizer de mais. (Calculou mentalmente.) Ia dar 47. Acho que
devia ser mesmo 13 porque 47 ndo dd, pois seria maior o ndmero que teria o
album.
J - Que é quanto?
M - 30.
J - Entdo o ndmero que tu terias de encontrar para completar o dlbum seria qual?
M - 13.
J-13?
M - Sim.

Mar demonstrou inicialmente uma oscilacdo entre a adicdo e subtragcdo, mas
depois resolveu pela subtragao, fazendo uso do algoritmo formal da operagédo. Mar
analisou a situacdo para pensar na operacido, mas sabia que deveria usar 0s
numeros que aparecem no problema para fazer o calculo. No entanto, ao pedir que
justificasse a sua escolha, ela resolveu fazer a adigdo mentalmente e comparar os

dois resultados encontrados, adequando-os a situacdo apresentada no problema.
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Decidiu-se, entdo, pela subtracdo por esta apresentar um resultado possivel ao

problema.

A seguir, descrevemos Ber (9;2) resolvendo a seguinte questdo de composigao
parte-todo: Mariana tinha ao todo 48 palitos. Desses palitos, 19 eram vermelhos e os

outros eram azuis. Quantos eram azuis?

Ber - Tenho que pegar 48 palitos. (Ber usou as 42 barrinhas ja contadas para o
primeiro problema e pegou mais materiais, contando-as uma a uma, até chegar em

48.) Dai tenho que tirar 19 palitos. (Tirou, contando uma a uma.) Agora tenho 19
vermelhos e tenho que contar quantos eram azuis. (Comegou a contar o grupo
restante.) 29 eram azuis. Agora tenho que fazer o cdlculo. Posso colocar 19
dividido por... 29. Da?

J - Por que dividido?

B - Porque eles eram juntos e eu tive que dividir. (Mostrou todos e depois separou
os dois grupos com o brago. Logo murmurou:) Ndo, ndo. Ndo vai dar. (E fez um
olhar preocupado.) Eu ndo sei explicar como fazer este cdlculo.

J - L& de novo a histéria.

B - (Leu a histéria e comegou a pensar novamente.) 29 eram azuis.

J - Como tu fizeste para descobrir, usando este material?

B - Peguei todos os palitos: 42 e 5 Idpis. Misturei todos e deu ao todo 48. Entdo
deixei 19 e tirei 29 e assim os vermelhos sdo 19 e os azuis 29.

J - E como da para fazer o cdlculo? Pensaste bem certo, agora vamos ver como
se faz o cdlculo.

B - Posso tentar fazer de vezes.

J - Tenta. Tu achas que é de vezes?

B - Ndo sei direito, mas tenho quase certeza que é. Fago a frase matemadtica, 19
vezes... (Foi escrevendo o calculo e parou.) Ndo sei.

J - ... Podemos voltar depois para este problema.

Depois de resolver as outras questdes, voltamos para este problema:

B - (Contou 42 barrinhas.) 19 eram vermelhos. (Tirou 19.) E agora (Contando o
restante.) 24 eram azuis. Ndo sei como escrevo? Posso escrever? 19 sdo
vermelhos e 24 sdo azuis. Entdo, eu conto 19 mais 24 e da 43. Posso botar, ja sei,
24 mais 24. (Escreveu a conta.)

J - Mas se 19 eram vermelhos, como vai ficar?

B - Posso fazer assim: 24 mais 24 mais 43.

J - Explica.

B - 24 mais 24 ¢ 48 menos 19 da 29.
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(Escreveu a conta.) 24

+ 24
43
_-19
(Apagou 43 e escreveu 48.) 24
+ 24
48
-19
29

J - O que seriam os 29?

B - 48 menos 19 vai dar isso.

J - Este cdlculo tem alguma coisa a ver com a histéria?

B - Eu tiro esse (Mostrou 24 + 24), e s6 deixo isto ai (Mostrou 48 — 19). Porque
assim tem a resposta 48 menos 19 igual a 29.

J - E isto tem a ver com a histéria?

B - 48 tem aqui (Mostrou o 48 no problema escrito.) e 19 eram vermelhos e 29
eram os azuis.

J - E isso?

B - Foi o que consegui.

J - E tu achas que estd certo?

B - Acho que sim. Estou certo?

J - Queria que me explicasses.

B - Para ver quantas eram azuis. 48 menos 19 da 29 que era para ver quantas
eram azuis.

J - E por que tu fizeste de menos?

B - Para contar os vermelhos junto aos palitos. 48 palitos azuis e vermelhos. 19
eram vermelhos e 29 sdo azuis.

Inicialmente, Ber resolveu a situagao através da modelagem, representando
com o material concreto uma subtracdo. Contudo, ele ndo soube identificar a
operacao matematica que representava o que fez com o material e interpretou a
separagcdao em vermelhos e azuis como uma divisdo. Podemos pensar que Ber
apoiou-se ainda num esquema perceptivo (PIAGET e INHELDER, 1959/1971) ligado

a cor ou, ainda, que ele apoiou-se numa acao que ele explicitou como “dividir’:
Porque eles eram juntos e eu tive que dividir. (Mostrou todos e depois separou os

dois grupos com o bracgo).
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No entanto, Ber logo percebeu que ndo poderia ser uma divisdo. Entao,
tentamos ver se ele percebia alguma relagdo com a subtragao, ao explicar como fez
com o material para descobrir a resposta, pois ele falava em “tirar’. Entretanto, a
situacao |he pareceu estranha e ele pensou em fazer uma multiplicagdo. Chegou a
escrever o algoritmo e desistiu. Pensamos que, talvez, como ele ainda n&do sabia
como resolver uma multiplicagcdo por dois algarismos no multiplicador, tenha
desistido dessa tentativa. A essa altura da entrevista, propusemos a ele que
resolvéssemos o0s outros problemas e que voltdssemos no final para este

novamente. Ele prontamente aceitou.

Ao retornar para esse problema, Ber procurou resolvé-lo pela adicdo e pela

subtragcdo. Quando perguntamos a ele sobre a relacédo do célculo que ele fez
(24+24=48-19=29) com a histéria matematica, ele explicou: "Ev tiro esse (Mostrou
24 + 24), e s0 deixo isto ai (Mostrou 48 — 19). Porgue assim tem a resposta 48
menos 19 igual a 29.” "48 tem agui (Mostrou o 48 no problema escrito.) e 19 eram

vermelhos e 29 eram os azuis.” "Para ver quantas eram azuis. 48 menos 19 dd 29

que era para ver quantas eram azuis”.

Perguntamos porque ele havia feito uma conta de menos e ele disse: "Para
contar os vermelhos junto aos palitos. 48 palitos azuis e vermelhos. 19 eram

vermelhos e 29 sdo azuis." Ber parece deixar claro a relagdo do calculo realizado

com a situacdo apresentada pelo problema. Pela sua explicacado, parece que ele

queria evidenciar a relacao de inclusido, ainda de uma forma bem concreta.
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Pensamos que Ber, nessa situacdo, foi tentando usar operagbes com os
numeros do problema. Pensou em divisdo e em multiplicagdo, mas entrou em
conflito. Perguntamo-nos: por ndo saber como resolver os algoritmos da divisdo e da
multiplicagdo por dois algarismos? Ele havia encontrado uma estratégia para
resolver o problema com material concreto - mas nao sabia como escrever o calculo
- ou seja, nao identificava a operagdo matematica que resolvia o problema. “[...]
pode acontecer que a crianga tenha elaborado um excelente procedimento para
resolvé-lo, porém ndo encontra a forma correta [o algoritmo formal] de
representacado que corresponde a esse procedimento” (LERNER DE ZUNINO, 1995,

p.115).

Certamente, Ber tinha um conceito-em-acdo que o fez resolver o problema,
mas ainda ndo conseguiu explicita-lo em forma de saber, ou seja, 0 uso de um
procedimento subtrativo com o material concreto. A transformacao dos conceitos-
em-agao em saberes ndo é tarefa facil ou simples. Nunes e Bryant (1997) afirmam
que encontrar o valor de uma das partes quando o todo € conhecido é semelhante a
considerar a subtracdo como o inverso da adigdo. Considerar isso € muito mais

dificil do que compreender a subtragdo numa situacao de transformacao.

Ele s6 conseguiu utilizar-se do algoritmo da subtragdo para resolver essa
situagcdo de parte-todo, pensando primeiramente na adigcdo (24+24=48),
interpretando o problema como uma adicdo das partes. Um saber escolarizado
auxiliou Ber a encontrar a subtragdo como a operagao que resolvia o problema: “A

resposta do calculo deve ser a mesma do problema.” Por exemplo, quando ele

disse: "Porque assim tem a resposta 48 menos 19 € igual a 29"
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Ber demonstrou muita inseguranga durante a entrevista ao sempre perguntar
se estava certo ou ao achar que fizera algo de errado a cada pergunta que |he
faziamos. Pela demora da sua entrevista em funcdo das suas duvidas, € possivel
que o fator de fadiga, ou mesmo a ansiedade, tenham influenciado algumas das

suas respostas e das suas acoes.

Concluindo a analise dessa segunda categoria, lembramos que o algoritmo da
subtracdo, nos casos acima descritos, € o esquema mais evoluido para resolver
essas situacdes. Reconhecendo as invariantes operatdrias nos esquemas usados
pelas criangas, podemos verificar se a subtragdo ja € um esquema operatorio, ou
seja, se ela ja é generalizada ou automatizada como a operagao adequada para

esses tipos de situagbdes-problema (VERGNAUD, 1996b).

Aqui encontramos varios esquemas auxiliares ao uso do algoritmo da
subtracdo, que também foram usados na categoria anterior, como a contagem nos
dedos, a modelagem direta ou indireta, o complemento, a decomposig¢éo, e o calculo

mental.

Nessa categoria, surgiu um esquema que nao apareceu na categoria anterior:
o algoritmo invertido, pois a adigao possui a propriedade comutativa que permite a
inversao dos termos, ja a subtragdo nado permite essa inversdo, provocando um

conflito cognitivo quando usado pela crianga.
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3.2.3 Terceira Categoria de Solugao: resolugao pela subtragao somente
com o uso do algoritmo formal

As proximas entrevistas sdo de criangas que nao fizeram uso de material
concreto, ou manipulativo, para resolver os problemas. Elas optaram de imediato
pelo algoritmo da subtragdo como esquema adequado de solugdo, sem fazer uso de

outros esquemas para resolver o problema.

Iniciamos com a descricdao de Ani (8;8), resolvendo uma situacao aditiva de
transformacao com inicio desconhecido: Pedro estava jogando Bafo com seu amigo
e ganhou 28 figurinhas. Agora ele tem 42 figurinhas. Quantas figurinhas ele tinha

quando iniciou o jogo?

Ani - Dai tem que fazer o 42 menos 28, para saber quanto ele ganhou.

J - Por que tu achas que é 42 menos 28 que deve ser feito?

A - Porque esse nimero (Mostrou o 28.) é menor do que o 42.

J - Porque o nimero 28 é menor que o 42?

A - E para saber tem que tirar para dar o resultado de quanto ele tinha antes.
J - Entdo t4, pode fazer. Mostra-me como tu vais fazer.

A - (Escreveu a conta 42
-28 e mostrou-nos, girando a folha.)

J - Tad legal, pode resolver entdo a conta.

A-14,

J - O que é este 14?

A - Ele tinha 14 figurinhas quando ele comegou a jogar.

J - E tu me disseste que tinha que fazer 42 menos 28, porque o 28 era menor do
que o 42. Por que isso? Por que tu achas que deve ser assim?

A - Porque ele sempre tinha menos e ganhou 28 e agora ele tem 42, dai ele tem
as figurinhas, as 42. Dai tem que ser 42 menos 28, porque 28 é o menos, e
quando o 42 é maior que o 28, ndo dad para tirar o 28 menos 42.

J - E por que tu achas que deve ser de menos? E por que ndo da para fazer outra
conta?

A - Porque de menos € o que ele tinha antes. Quando foi 42 mais 28 dai vai ser
um ndmero que ele vai ter mais figurinhas.
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A justificativa de Ani ndo nos da a certeza de que ela usou a subtragéo porque
a compreendeu como a operagao adequada a essa situagao, pois a justificativa dela
fundamentou-se em conhecimentos escolarizados, como: tem que fazer um calculo
usando os numeros que estdo no problema e o numero menor deve ser tirado do

maior.

Ela entendeu que deveria descobrir um niumero menor que 42. Entao, por essa
l6gica, deveria fazer uma subtracdo. No entanto, quando ela, no final, justificou que
se usasse uma adi¢cdo o resultado seria um numero maior do que ele tinha de
figurinhas, seu argumento parece se aproximar do significado da situagao. Portanto,
a partir de sua explicacdo e acdo, podemos deduzir que Ani ainda estava

construindo o sentido da subtragao e do uso de seu algoritmo.

Vamos ver Dio (8;6) numa situagdo de composigao “parte-todo”: Mariana tinha
ao todo 48 palitos. Desses palitos, 19 eram vermelhos e os outros eram azuis.

Quantos eram azuis?

D - Tem que botar 48 menos 19 e o que der vai ser o nimero de ldpis azuis.

J - Vamos ver entdo como tu vais fazer.

D - Uma conta de 48 menos 19. (Calculou, escrevendo o algoritmo formal da
subtragéo.) Ao todo ela tinha 29 palitos azuis.

J - Como tu descobriste isso? Por que tem que fazer uma conta de menos?

D - Porque ela tinha 48 palitos e para eu saber quantos palitos tinha de azuis
tenho que tirar o ndmero de palitos vermelhos, o que sobrar seria de azuis.

Dio demonstrou ter completo dominio desse tipo de situagao e reconhecer que
a subtracao é a operacao que responde a este problema. Ele apresentou o teorema-
em-acado da reversibilidade: “se A+A’=B, entdo A=B-A” (PIAGET e INHELDER,

1959/1971). A compreensao da situacao foi revelada por ele, claramente, na sua




100
segura explicagdo, pelo seguinte teorema-em-acgéo: “Porque ela tinha 48 palitos e
para eu saber guantos palitos tinha de azuis tenho que tirar o nimero de palitos

vermelhos, o que sobrar seria de azuis.”

Cam (9;1) resolveu uma situacdo aditiva com transformacédo desconhecida:
Outro dia, Marcos comecgou a jogar com 25 figurinhas. Quando terminou o jogo de

Bafo, ele estava com 53 figurinhas. Quantas figurinhas ele ganhou neste jogo?

Cam - Tem que pegar 53 menos 25. Dai vai dar o resultado. Dai assim... Como vou
explicar?... Tipo 4 destes aqui (Mostrou 4 lapis.) e fiquei com 5 (Pegou 5 na outra
m&o.). Para ver quanto eu ganhei mais, eu vou ter de tirar 4 e vai dar quanto eu
ganhei mais. (Fez o algoritmo formal da subtragédo.) Da 28.

Cam, para explicar como pensou, buscou modelar a situagdo com um novo
exemplo, demonstrando concretamente uma situacdo semelhante. O uso que ela fez
do material foi com a unica intengao de explicar-nos sua forma de pensar. Partindo
de sua explicagdo, percebemos que ela domina a subtracdo como a operagao

adequada para resolver problemas com esse tipo de significado.

As criangas dessa terceira categoria fizeram pouco ou nenhum uso da
linguagem verbal, assim como ndo usaram esquemas auxiliares para encontrar a
solugdo para o problema. A linguagem verbal foi usada por eles somente para

explicar ao entrevistador o seu raciocinio para resolver o problema.

Vergnaud (1996a) avalia que uma atividade que quase nao é acompanhada de

palavras pode ser considerada como, praticamente, automatizada. Nos casos
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descritos nessa categoria, a linguagem teve a funcdo de explicitar para o
entrevistador a forma como as criancas raciocinaram para resolver o problema e nao
teve a fungcdo de acompanhar a sua agao, ou seja, de planejar e controlar uma série
de acgdes insuficientemente estruturadas como nas categorias anteriormente
descritas. Portanto, considera-se que, nessa terceira categoria, encontram-se as
criangas que ja possuem uma compreensao mais completa e mais avangada da

subtracao.

3.3 ANALISE GERAL DOS DADOS

Encontramos, ao analisar os diferentes esquemas das criangas, evidéncias de
coeréncia, de classificacdo, de explicacdo e de encadeamento em seu pensamento,
confirmando que as estruturas légicas sao suscetiveis de desenvolvimento e de
variagdo (PIAGET, 1969/1985). Constatamos que diversos esquemas sao usados

pelas criancas na resolucido dos problemas.

O esquema da complementaridade foi manifestado por Lau, Ann, Ali e Tom, na
primeira categoria, e Gui, na segunda categoria. As criangas usaram esse esquema
associado e enriquecido, por vezes, por outros esquemas, como a modelagem, a
composicao e a decomposicao de numeros. No entanto, percebe-se que esse
esquema esta associado mais a operacao de adicao, pois foi mais usado na primeira

categoria.
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Na primeira categoria, a modelagem foi usada por Ber, Ann e Ali. Na segunda
categoria, Gui e Ber a usaram. Entendemos, entdo, que a modelagem é um
importante meio de auxilio para a resolugcdo dos problemas, ndo importando se pela

adicao ou pela subtracéo.

A decomposigcdo de numeros foi outra estratégia usada. Na solugdo pela
adicdo e na solucdo pela subtragao, Ann foi a Unica crianca a usar a decomposig¢ao
como um esquema auxiliar a resolucdo. Ja a composicdo de numeros parece ser
semelhante ao esquema da decomposicdo. A composi¢cao foi usada apenas na

primeira categoria por Lau e Ali.

A decomposicdo e a composi¢do podem estar associadas a uma progressiva
compreensao por parte da crianca do Sistema de Numeracdo Decimal e suas
propriedades, ou seja, ao desenvolvimento de um sentido numérico (CORREA e
SEIDL de MOURA, 1997). Percebe-se que, quando o algoritmo formal ja é
anteriormente associado a uma solucido, as criancas tendem a n&o usar essas

estratégias.

Pela metodologia usada em nossa pesquisa, nao foi possivel verificar se ha
uma ordem de sucessdo regular nos esquemas das criangas. Observamos
estratégias diferentes para resolver um mesmo problema, assim como, a mesma

crianga usava estratégias variadas para resolver os diversos problemas propostos.

Contudo, verificamos que as criangas apresentam niveis mais complexos na

compreensao das estruturas aditivas com um avang¢o na construgdao da subtragao,
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partindo das categorias por nés definidas. A primeira categoria, a adicdo associada a
esquemas auxiliares, representa o nivel mais elementar. A segunda categoria, a
subtracdo associada a esquemas auxiliares, revela um nivel intermediario na
construgcao da subtragao. A terceira categoria, o uso da subtragdo em si, expressa o
nivel mais elevado entre as criangas estudadas. No entanto, essa categorizagdo nao
nos autoriza a afirmar que haja uma ordem evolutiva nesses niveis. Ou seja, que a
crianga construa a subtragdo seguindo ou passando por essa ordem de niveis. As
categorias apenas foram descritas da mais primitiva a mais evoluida, em termos de
avanco do nivel de representacdo cognitiva das situagdes propostas e do uso da

subtracdo na forma convencional.

A anadlise e a descricao dos esquemas demonstraram que, quanto mais
avancado o nivel de solugdo da crianga, menos uso da linguagem e de
representacdées com material ou simbolos ela fazia. Vergnaud (1996a) explica essa
questao afirmando que o tratamento de uma situagado nova é acompanhada de uma
atividade de linguagem e simbolos, podendo esta ser interiorizada; mas ela é tanto
mais importante e manifesta quanto mais nova for a situacdo e menos automatizado
for o tratamento. Ele exemplifica essa questido, lembrando que as criangas que, aos
9 anos, entenderam perfeitamente como se calcula um estado inicial conhecendo o
estado final e a transformacao, quase nao falam. Esse exemplo também se aplica
para o nosso estudo, com excec¢ao da referéncia a idade, pois criangas com menos

de 9 anos ja apresentaram esse tipo de comportamento.

A questdo “E de mais... ou de menos?...” permeou algumas das entrevistas,

principalmente as que foram classificadas na primeira e na segunda categoria. Essa
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oscilacdo entre a adicao e a subtragdo apareceu de forma explicita ou mesmo
implicita em muitas entrevistas. Transpareceu na fala de algumas criangas, nas
duvidas que apresentaram, nas suas ag¢des sobre os materiais, nas estratégias de
contagem, de composi¢cao e de modelagem, assim como na escrita das operacgoes.
Em literatura da area, encontramos que a duvida das criancas “E de mais ou de
menos?” traduz-se como um problema de ensino (VASCONCELOS, 1998) que pode
se expressar pela énfase excessiva no calculo numérico, pelo trabalho com
“palavras-chave”, por ndao se trabalhar com a compreensao dos problemas, por ndao
se identificarem nem se analisarem as diferencgas entre diversos tipos de problemas
e pelo uso indiscriminado de material concreto. No entanto, acreditamos que a
questdo “E de mais... ou de menos?...” é muito mais complexa, pois esta envolvida

na génese da construgao das estruturas aditivas.

Muitas criangas usaram conhecimentos escolarizados, como objetos de
pensamento, para resolver os problemas. Esses conhecimentos escolarizados
associados aos teoremas-em-agao e aos conceitos-em-a¢ao das criangas, ou seja,
aos esquemas e estruturas ja construidas por elas, fizeram com que avangassem
em seus procedimentos e em sua construcdo da subtracdo. Essa constatacao

também se apdia em Nunes e Bryant (1997):

A compreensao que as criangas tém de adigdo e subtragdo se desenvolve
enquanto elas dominam mais situagdes-problema através da utilizagdo de
uma variedade maior de procedimentos que se baseiam em invariaveis
diferentes como teoremas em acao e que se baseiam em uma variedade de
sistemas de sinais (NUNES e BRYANT, 1997, p.123).

Para completar essa analise geral, recorremos a uma passagem do livro de
Fayol (1996) que, em nossa visdo, confirma o que percebemos também em nossa

pesquisa. Nessa passagem, ele utiliza uma perspectiva piagetiana dizendo que as
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criangas nao recorrem, por muito tempo, a operagdes, mas elas “trabalham a partir
de esquemas: agdes manifestadas no exterior ou interiorizadas no pensamento
segundo, na medida do possivel, a ordem de formulacdo utilizada no enunciado” (p.
163). Fayol continua seu pensamento afirmando que o conjunto de problemas
aditivos precisa ser representado de uma forma mais estatica e abstrata, passando
de sucessos ‘locais’ para “uma compreensao generalizada e necessariamente mais
abstrata” (p.164). Ainda, ele enfatiza que essa passagem necessita de que a crianga
seja confrontada, na escola e na vida, com numerosas e sucessivas experiéncias
que Ihe permitam constituir um ‘estoque’ de ‘esquemas’, “cada um constituido de um
‘protétipo’ de enunciado e de procedimentos associados de resolugao” (p. 164).
Finaliza, dizendo que “a pratica, mas sobretudo a reflexdo a partir de e sobre essa
pratica, conduziria o sujeito, por abstragdes sucessivas, a construir uma organizagao

cada vez mais geral e abstrata: a relagdo de inclusao” (p.164).

A seguir, concluimos nossa analise com um olhar sobre cada uma das
situagdes pesquisadas, por entendermos que, assim, poderemos ter uma visao geral
e mais completa para ser, talvez, um auxilio a possiveis implicagbes pedagdgicas

deste estudo.

3.4 ANALISE DAS SITUACOES

3.4.1 Situagao de Transformagao com Inicio Desconhecido

Os esquemas que apareceram em situacdes aditivas de transformacdo com

inicio desconhecido, nas quatro entrevistas descritas, foram: buscar o complemento
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(Lau), modelar a solugao (Ber), decompor quantidades (Ann), compor quantidades
(Lau), a contagem com material concreto (Ber), calcular pelo algoritmo da adigdo

(Ber e Lau) e pelo algoritmo da subtragdo (Ann e Ani).

Essa situacao é analisada como sendo uma das mais dificeis para as criancas.
Podemos pensar que uma das razdes seja a dificuldade de modelar a situagao
concretamente, como exemplificado por Ann ao dizer que nao dava para usar o
material porque se ela n&do sabia a quantidade inicial, ndo poderia contar, pois nao
tinha de onde partir. Magina et al. (2001, p. 48) observam que “o fato de o estado
inicial ser desconhecido, faz com que, muitas vezes, o aluno ndo saiba por onde

iniciar a resolucgao, dificultando, assim a sua sistematizacao [...]".

Outra razao para a dificuldade dessas situacdes se refere a necessidade da
compreensao da subtragdo como operacao inversa da adi¢do, pois a resposta obtida
pela subtracdo deve partir de uma transformacao inversa aplicada ao estado final,

ou seja, um calculo relacional (MAGINA et al., 2001).

Nunes e Bryant (1997) também consideram que esse € o tipo mais dificil dos
problemas de transformagdo, porque mais invariaveis devem ser compreendidas
para resolvé-los, como a comutatividade e a inversao. Afirmam que uma forma de
chegar a solugao é por ensaio e erro (Lau). Outra forma € por modelar a situacao,
usando a comutatividade (Lau). A terceira forma, seria usar duas operagdes de

pensamento, comutatividade e inversao, e chegar a solugao pela subtragcao (Ani).
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3.4.2 Situacao de Transformagao Desconhecida

Esse tipo de situagao, na qual a transformacao é desconhecida, revelou o uso
dos seguintes esquemas: buscar o complemento (Ali e Gui), modelar a situagao (Ali
e Gui), compor uma quantidade (Ali), o algoritmo da adi¢do (Ali) e o algoritmo da

subtragdo (Cam).

Representar com material concreto esse tipo de problema é mais facil do que a
situacado anterior. Como exemplo, podemos citar Gui que representou a situagao
com material. E possivel seguir os indicios do problema: pegar a quantidade inicial,

a partir dela ir acrescentando e contando até chegar ao estado final.

Para essas situagbes, Magina et al. (2001, p.35) consideram que “a crianga
pode pensar na idéia de completar, ao invés de subtrair. [...] ao agir assim ela tera
usado o raciocinio aditivo, ja que sua acao foi a de adicionar unidade a unidade até
chegar ao estado final”. Continuam seus pensamentos, afirmando que “essa
estratégia ndo é muito eficiente, quando se trata de problemas que envolvem

numeros maiores”.

Nunes e Bryant (1997) apontam duas formas de solugédo para essas situagdes
de transformagao desconhecida. Uma forma seria o uso da modelagem sem
inversao e outra seria através da inversdo mais a operagao aritmética da subtragao.
Eles lembram que seguir indicios linguisticos superficiais nesse tipo de situagao
pode conduzir ao fracasso. Por exemplo, somar os dados do problema porque a

situagao apresentada por ele é aditiva.
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Em nossa pesquisa, criangas resolveram esse tipo de situacdo por adi¢cao de
forma correta, possivelmente por terem refletido adequadamente sobre a situagao
apresentada, mas sem, no entanto, terem construido um significado para a
subtracdo nesses casos. Nesse momento de nossa reflexdao parece importante fazer
uma referéncia as discussdes apresentadas no capitulo anterior sobre a relacao
entre a matematica de significados e a matematica formal (GOMEZ-GRANELL,
1997) e sobre a contextualizagdo e a descontextualizacdo para a aprendizagem da
linguagem matematica formal (BROUSSEAU, 1996). Conectar a linguagem formal a
significados, certamente ndo € uma aprendizagem simples. Verifica-se a
necessidade de varias experiéncias significativas e contextualizadas, que exijam das
criangcas abstragées reflexionantes (PIAGET, 1977/1995) para que se estabeleca

essa conexao.

3.4.3 Situacao de Composicgao: Parte-Todo

Os esquemas encontrados nas solugdes das criangas para situacdes de parte-
todo foram as seguintes: buscar o complemento (Ann), modelagem (Ann e Ber),
decomposigcdo (Ann), algoritmo da adigdo (Ann) e algoritmo da subtragcdo (Ber e

Dio).

Nas situacdes de parte-todo em que uma das partes € desconhecida, ndo ha
uma conex&o imediata entre contar e encontrar o valor desconhecido. E necessaria
uma transformacgao intermediaria, separando a parte conhecida do todo (NUNES e
BRYANT, 1997). Nessas situagdes, fica evidente a necessidade da compreenséao da

inclusdo de classes, que claramente foi exemplificado pela resolugcdo de Ann e de
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Ber, que deixaram se influenciar pela diferenca de cor dos palitos, ou seja, por seu
conteudo. Piaget e Inhelder (1959/1971, p.349) referem-se a essa questédo
entendendo que “a regulagdo do ‘todos’ e do ‘alguns’ pressupde um esquema de
inclusdo e este implica, precisamente, a coordenagdo em um mesmo todo do
processo ascendente A+A’=B e do processo descendente (que constitui a operagao

inversa) B-A’=A".

Os exemplos descritos demonstram o que Piaget e Inhelder (1959/1971) ja
haviam verificado em suas pesquisas, com criangas resolvendo questdes de “Todos”
e “Alguns” através de experimentos com objetos concretos, sobre a compreensao da

subtracdo como operagéo inversa da adicao:

Se essa compreensédo € de tal modo mais dificil do que a simples reuniao
B=A+A’ é porque, uma vez separado A de B’ (em ato ou pensamento), o
todo B deixa de existir a titulo de colegdo visivel e apenas como classe
abstrata; e ainda porque a relagdo entre a subclasse A e essa classe
perceptualmente dissociada, mas abstratamente invariante, B perdura
independentemente da dissociagdo, 0 que esta expresso, justamente, na
operagao A=B-A’, em que B conserva um papel tdo essencial quanto em
B=A+A’ (PIAGET e INHELDER, 1959/1971, p.96).

Nunes e Bryant (1997, p.128) definem o uso da subtracdo, nesse caso, como
“semelhante a considerar a subtfragdo como o inverso da adigao”. Em situagdes de
parte-todo em que uma das partes ndo € conhecida, sem que a nogao de inclusao
esteja construida, a subtragdo n&o aparece como a operagao que resolve esse tipo
de problema. Os exemplos que trouxemos, além de evidenciarem a complexidade
da construgao da subtracdo em situagdes de parte-todo em que uma das partes &
desconhecida, reforcam a idéia de que adi¢cao e subtragdo sao duas operagdes com

estreitas ligagoes.
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3.4.4 Situacao de “quanto falta”

Os esquemas que encontramos nessa situacao resolvida pelas criangas foram
a complementaridade (Tom), o algoritmo da adigdo (Tom) e o algoritmo da subtragéo
(Mar).

Inicialmente, classificamos os problemas de “quanto falta” como sendo uma
composicdo, por entender que eles se constituem de uma parte conhecida, de um
todo e de uma parte que falta ser completada. No entanto, compreendemos que esta
situacdo também pode ser interpretada como uma transformac¢do desconhecida,
como nos pareceu ter sido feito por Tom, quando se entende que se possui um
estado inicial e um estado final a ser alcangado e que uma transformacao precisa
ocorrer para que este seja atingido. Portanto, este tipo de situagao, a partir dessa
interpretacdo, pode ser considerado como semelhante a situacdo aditiva de
transformacao desconhecida e, ndo, como situagao de composi¢ao como haviamos

classificado anteriormente.

Finalizamos a analise, destacando que a variedade e a quantidade de
esquemas que as criangas usam para resolver os problemas de estruturas aditivas
refletem a complexidade desse campo conceitual. Podemos ponderar que para
apropriar-se da subtracdo como a operagao mais evoluida que resolve as situacoes
aqui estudadas, as criancas devam realizar varias abstracées reflexionantes
(PIAGET, 1977/1995) para construir as diferentes estruturas do campo conceitual
aditivo. Certamente, uma importante relagdo cognitiva deve ser construida por elas

entre os significados das diferentes situagbes contextualizadas e o formalismo
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matematico (GOMEZ-GRANELL, 1997), que exige uma descontextualizagdo e uma

nova contextualizacdo (BROUSSEAU, 1996).

Continuamos nossa reflexdo no proximo capitulo, apresentando algumas

consideracgdes a respeito do que foi estudado até aqui.
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CONSIDERAGOES FINAIS

Descrevemos os diferentes esquemas que as criangas usam para resolver
situagbes com estruturas aditivas. Classificamos e analisamos as diversas
estratégias que elas usaram, a partir da escolha da operagdo para resolver o
problema: se uma adicdo ou uma subtragdo. Ainda, analisamos cada situacao
estudada em particular. Agora, passamos a apontar algumas consideragbes que

julgamos necessarias a partir de nossas reflexdes.

Nas entrevistas por ndés analisadas, constatamos que algumas criangas
encontraram estratégias para resolver os problemas antes de adotarem
procedimentos formais da Matematica. Nos casos exemplificados em que isso
aconteceu - Ber, Lau, Ann, Ali, Tom, Gui - verificamos que a linguagem das
operagbes aritméticas, a matematica formal, foi um segundo desafio langado as
criangas. Podemos pensar que a construgdo de significados e o uso da linguagem
formal da matematica sao dois processos paralelos, mas que, no entanto, precisam
estar conectados, pois se sabe que eles cooperam entre si para a sua construgao

mutua.



113

Identificamos, também, uma relativa variedade de estratégias usadas pelas
criangas para chegarem ao resultado da operacao matematica (adigcdo ou subtragao)
que elas escolheram como adequada para resolver o problema proposto. Nos
esquemas analisados, encontramos indicadores de que a nocdo de subtragdo é
bastante complexa, uma vez que em cada situacdo em que ela é necessaria, uma
série de esquemas e conhecimentos prévios sao condicdes sine qua non para que
ela possa ser construida. Por exemplo, em situacdes de parte-todo em que uma das
partes ndo é conhecida, sem que a nogao de inclusao de classes esteja construida,
a subtracdo ndo aparece como a operacao que resolve esse tipo de problema. Na
literatura por nds consultada e na nossa analise, verificamos que a comutatividade
da adicao, a operacgao inversa, a inclusdo de classes e as relagdes de transformagao
sdo algumas das condi¢cdes necessarias para a plena constru¢gao e compreensao da
subtracdo pelas criancas. Podemos pensar que, sem esses conhecimentos, as
criangas nao usam a subtragao para resolver os diferentes problemas que poderiam
ser resolvidos por ela. Reconhecemos que o uso de outros esquemas, que nio a
subtracdo, também podem levar a obtencdo de resultados corretos para as

situagdes estudadas.

Constatamos que, enquanto a crianga permanece ligada ao contexto da
situacao apresentada no problema, sem dominar as relagdes entre as operagdes de
adicao e de subtracdo, ela tenta resolver pela operagcéo que caracteriza o problema,
ou seja, se a situacado é aditiva ela tenta resolver pela adi¢do, se a situagao é
subtrativa, ela tenta pela subtragdo. Ou, por vezes, ela se liga a palavras-chave
como “mais”, “ganhou” ou outras para escolher a operagdo. Pensamos que, para

compreender o campo conceitual aditivo, a crianga precisa, progressivamente, ir
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dominando a estrutura operatéria aditiva, compreendida pelas operacgdes de adigao
e de subtragcido, pelas relagdes entre os conceitos, significados, invariantes e

significantes que determinam a compreensao da estrutura aditiva.

Os procedimentos de solucdo que descrevemos evidenciam a complexa
estrutura desse campo conceitual e a estreita proximidade entre a adicdo e a
subtracdo. Algumas evidéncias dessas estruturas foram sendo observadas a partir
dos teoremas-em-acdo e dos conceitos-em-agao demonstrados pelas criancas, de
forma implicita ou explicita, por agcées ou verbalizagdes, durante seus procedimentos
de solucdo. Percebemos que, quanto mais esquemas as criangas usavam na
solucao do problema, mais evidentes ficavam as estruturas em construcdo. Quanto
menos esquemas elas usavam, mais proximas elas se encontravam de entender a
operacgao aritmética da subtracdo como um esquema de solucdo. Quando, entdo, as
criangas usavam apenas a operagao aritmética da subtracdo como esquema,
pensamos que esta operacdo — a subtracdo — encontrava-se muito proxima da sua

compreensao.

Podemos afirmar que as criangas que dominam a linguagem matematica da
subtracao, aplicando os principios que a regem, e que resolvem adequadamente os
problemas, estdo em um nivel de conhecimento mais avangado e elaborado do que
as criangas que usam a linguagem matematica, mas nao resolvem ou justificam as
suas escolhas, ou ainda que resolvem e ndo sabem a linguagem formal da operagéao
que usaram. Como ja afirmamos na andlise, acreditamos que as criangas
apresentam niveis na compreensao das estruturas aditivas com um avango na

construgdo da subtragcdo, sem que possamos concluir sobre a existéncia de uma
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ordem evolutiva nessa construcdo. Entendemos que a adicdo associada a
esquemas auxiliares representa o nivel mais elementar, que a subtracdo associada
a esquemas auxiliares revela um nivel intermediario e que o uso da subtracdo em si
expressa o nivel mais elevado entre as criangas estudadas. As categorias por nos
definidas foram descritas da mais primitiva a mais evoluida, em termos de avanco do
nivel de representagao cognitiva das situagdes propostas e do uso da subtragdo na

forma convencional.

Realizando uma anadlise geral das estratégias que as criangas usaram,
verificamos que nem sempre o0 uso de uma subtragao para resolver um problema
demonstrou uma maior compreensdo dessa operagao para resolver os diversos
significados que a subtragcédo pode apresentar (Ani). Percebemos que as justificativas
gue as criangas apresentaram para usar uma subtracao, por vezes, fundamentaram-
se em uma regra escolarizada, que as ajudou a encontrar a solugdo correta para
aquele problema. Entretanto, desse modo, a resposta correta foi encontrada por um

motivo ndo consistente, pois ela ndo manteve vinculo com a situagao e a operagao.

Como em estudos apresentados em nosso referencial tedrico, verificamos que
este estudo ndo permite concluir sobre uma relacdo entre a representagao
notacional de uma operagao e a compreensao dessa mesma operagao, pois NOSSO
estudo parece indicar que, quando a crianga usava a subtragdo, nem sempre foi por

ela ja ter um dominio completo dessa operagao.

Com isso, passamos a acreditar que o avango de 22 para a 3% série com

relacdo ao uso da subtragdo, que foi verificado na pesquisa quantitativa por noés
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realizada (Apéndice A), pode ter acontecido tanto pela constru¢ao da operacao de
subtracdo com seus diferentes significados, quanto pela assimilacdo de regras
escolarizadas ou, ainda, muito provavelmente, pela interacdo desses dois
conhecimentos. O que nos faz pensar que essa pode ser mais uma questdo de
pesquisa: As regras escolarizadas contribuem ou ndo para a compreensdo dos

diferentes significados da subtragcdo?

Nosso estudo nao pode ser conclusivo sobre qual das situacdes estudadas ¢é a
mais dificil ou a mais facil para as criangas. O que foi mais facil para algumas nem
sempre foi mais facil para outras. Verificamos que elas usaram ora a adi¢ao ou a
subtracdo, ora sempre a adicdo ou sempre a subtracdo, para resolver as situacdes
pesquisadas. As justificativas foram as mais diversas: desde explicagdes que
evidenciam a compreensao da situagdo como algo que lhes é familiar, quanto uma
explicacdo por uma regra escolarizada para resolver a situagao, ou por uma
compreensao mais elaborada da subtracdo. As explicagdes dadas pelas criangas
parecem evidenciar que a compreensao do campo conceitual das estruturas aditivas
ocorre durante e a partir de conflitos e relacbes que vao sendo estabelecidos entre
as situagcbes e 0s esquemas que as criangas ja tém elaborado, assim como em
relacdo com os conhecimentos escolarizados. O que, certamente, como ja
apontamos, merece um estudo mais aprofundado sobre como se estabelecem e se

constroem essas relacgées.

Muitas criangas usaram a contagem como uma ferramenta de pensamento
para auxiliar a resolver os problemas. A contagem foi um esquema bastante

influente para o alcance da solugéo pelas criangas. Foi usada em conjunto com o
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esquema da modelagem das situagdes, com o esquema da complementaridade e,
também, como auxiliar na resolugao da operacao aritmética propriamente dita. Uma
questdo nos pde em duvida: Se os problemas propostos apresentassem
quantidades continuas ao invés de descontinuas, as criangas usariam a contagem
como recurso para solucionar os problemas na mesma proporg¢do que usaram? Os

esquemas e os conflitos apresentados pelas criangas seriam 0s mesmos?

Outro aspecto a apontar sobre os esquemas usados pelas criangas diz respeito
ao uso de material concreto, que algumas vezes ajudou as criangas a encontrarem a
solugcado para o problema, outras vezes serviu apenas para auxiliar na contagem.
Podemos afirmar que nem sempre o material foi util para resolver o problema, como
citamos na analise o caso de Ann resolvendo uma situacéo aditiva de transformacgao
com inicio desconhecido, pois ela ndo conseguia representar com o material uma
situacdo da qual ela ndo tinha a informacdo inicial, pois uma operacdo de
pensamento, por uma relagao de transformacodes, era necessaria. Da mesma forma,
nao foi simples para outras criangas transpor o realizado com o material e fazer uma
relagao direta com a operagao formal da matematica. Portanto, concluimos que ha
situacdes em que o material concreto pode ou n&do servir como um recurso para a

resolucéo de problemas.

A questdo “E de mais... ou de menos?...” permeou algumas das entrevistas,
principalmente as que foram classificadas na primeira e na segunda categorias.
Essa questao nos fez refletir sobre o porqué disso: Por que essa questdo aparece?
As criangas nado entendem o que o problema propbe? As criangas n&o

compreendem a adicdo e a subtracdo? Nosso estudo leva-nos a pensar que uma
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possivel fonte dessa problematica encontra-se na génese desses problemas e
dessas operagdes, ou seja, em sua estrutura aditiva e, que, talvez, por isso,
somente um ensino adequado nao seja o bastante para dar conta dessa
problematica. Entendemos que essa problematica também é de aprendizagem e que
um aprofundamento no estudo do campo conceitual aditivo, juntamente com um
estudo sobre como as criangas pensam os problemas aditivos, pode trazer a tona
mais uma resposta para esta questao: “Mais... ou menos?...” surge no raciocinio das
criancas pelo trabalho de construcao desse campo conceitual, no qual essas duas
operagdes encontram-se profundamente imbricadas, em que relagdes, esquemas,
operagoes, estruturas operatorias, propriedades, invariaveis sdo construidas e
reconstruidas num constante ir e vir. Acreditamos que ndao ha como evitar essa
duvida ou oscilacdo durante a construcdo desse campo conceitual, pois ela se
constitui num conflito cognitivo necessario a essa construgdo, que passa por
diferentes caminhos ou diferentes formas de raciocinar sobre a solugdo de
problemas aditivos. Portanto, o segredo da aprendizagem pode estar muito mais na

relacdo entre como se ensina e como se aprende.

O campo conceitual aditivo é construido desde as primeiras quantificacoes até
a resolugao das mais complexas situagdes desse campo. A construgao de conceitos
complexos implica numa sucessao de desequilibrios, de ajustes, de novos
equilibrios, de conflitos, de contradigbes, que podem ser traduzidos por condutas
inseguras e de indecisdo, mas que sao essenciais para que uma compreensao mais
avancada se estabeleca. Em criangas escolarizadas, a etapa em que se da o

avango no uso da subtragdo para a resolugdo dos problemas nesse campo € nas
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séries iniciais do Ensino Fundamental, mais comumente no periodo que

compreende a 22 e a 32 séries.

A partir daqui, entdo, esperamos trazer algumas contribuigdes como

implicagdes pedagogicas de nossa pesquisa.

Inicialmente, queremos reafirmar a importancia do papel do professor como
aquele sujeito que vai propor as criangas situagdes variadas dentro do campo
conceitual aditivo, para que elas se apropriem das diversas invariaveis desse campo
conceitual e que, a partir da diversificacdo destas experiéncias, elas vao
estabelecendo relagdes entre os conhecimentos prévios e os novos, até que se
estabelega a aprendizagem com a devida compreensao das operagdes de adigao e
de subtracdo com todas as suas significagdes. Entendemos, pois, que a
compreensao do campo conceitual das estruturas aditivas envolve a construcao de

conhecimentos através do desenvolvimento de experiéncias pessoais.

Para que a criangca passe a compreender a subtracdo como operacao inversa
da adicdo, entendemos ser preciso que a crianga perceba as invariaveis das
situacdes e assim aplique esse saber — o que pressupde que o trabalho com a
adicdo e a subtragdo seja realizado em conjunto, sendo parte de um mesmo

processo de ensino e de aprendizagem.

Nao somente a variedade das situagdes, mas também a quantidade delas tem
a sua importancia. Além disso, € necessario permitir que as criangas tenham o

tempo necessario de interagdo para a construgao da subtragdo. Estes trés aspectos,
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variedade, quantidade e tempo, devem ser levados em consideragdo para um

ensino adequado e uma aprendizagem significativa.

Uma forma de fazer com que as criangas avancem na construcido dos
conceitos e saberes € propor problemas que sejam desafiadores, que provoquem
conflitos cognitivos, forgando-as a usar ou criar outras ferramentas de pensamento
para resolvé-los. Pensamos que uma alternativa seria propor problemas que elas
nao possam resolver tdo facilmente, como, por exemplo, ir aumentando o valor
numeérico das quantidades apresentadas nos problemas. Assim, as criangas

precisariam elaborar novos esquemas para soluciona-los.

Observamos durante as entrevistas que elas também estavam servindo como
um momento de aprendizagem para as criangas. As interagdes entre a
entrevistadora e a crianca, através dos questionamentos realizados, foram muitas
vezes fatores de desequilibrio. O desequilibrio provocou uma procura de
estabilidade, de auto-regulacéo necessaria para a aprendizagem. Da mesma forma,
acreditamos que as proprias situagdes apresentadas foram motivo de novas
elaboragdes das criangas na construgdo da subtragéo. Logo, a interagdo também é
um fator importante a ser considerado pela escola: tanto a interacdo entre as

criangas, quanto a interacdo com os professores.

A construgcdo de uma operagao matematica, como a subtracéo, por exemplo, é
dependente da coordenagado de agbes que se estabelecem na interagdo do sujeito
com o objeto, na qual, também a linguagem oral e a escrita exercem um papel

estruturante dessa operagao. Aos poucos, essas agdes vao sendo interiorizadas e a
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linguagem passa a ser a expressao dessa interiorizagao. Essa construcao é fruto de
diversas abstracdes reflexionantes (PIAGET, 1977/1995). Sobre a aprendizagem da
linguagem matematica das operagdes de adicdo e subtragdo usadas na resolugao
das diversas situacdes das estruturas aditivas, pensamos que o estudo sobre o
simbolismo proposto por Vergnaud (1996a,b) para representar as relagdes nesse
campo conceitual pode auxiliar as criangas na apropriagdo dessa linguagem de
forma significativa e nao-mecanica. Consideramos que essa pode ser uma
alternativa para auxiliar a conectar a matematica de significados com a matematica

formal.

Vale, ainda, enfatizar uma questao sobre o papel da escola em relagao aos
saberes que as criancas constroem fora dela. Sabemos que a escola tem a fungao
de ensinar a Matematica formal para as criancas. A simbolizacdo das operacdes
matematicas é alvo de ensino da escola. No entanto, também sabemos que, muito
antes de entrar na escola, as criangas ja iniciam a construgdo de conceitos ldgico-
matematicos necessarios para a compreensao da adi¢cao e da subtracdo. Sabemos
também que as criangas encontram estratégias para resolver os problemas, mesmo
antes de adotarem procedimentos formais da Matematica. Portanto, a escola nao
pode ignorar esses saberes que as criangas ja trazem consigo, pois esse
conhecimento espontaneo € o alicerce para a aprendizagem formalizada que a

escola vai proporcionar.

Pensando na escola, ndo podemos nos afastar de langar um olhar novamente
sobre o professor. O professor, como educador matematico, precisa ter

conhecimento sobre como se da a aprendizagem da matematica. Ele deve estar em
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constante reflexao sobre a sua pratica, aprofundando seus conhecimentos sobre os
processos de aprendizagem de seus alunos. Para isso, o professor precisa se
comprometer com uma pratica reflexiva, ampliando a sua visdo como parte
integrante de um processo educativo que ultrapassa os limites de sua sala de aula,

inserindo a sua agao pedagdgica num todo muito mais amplo e complexo.

Antes de concluirmos nossa reflexdo final, queremos apontar um desafio para

pesquisas em educacgao que nos foi langado por Piaget:

[...] a ciéncia da crianga e a da sua formagao constituem mais do que nunca
dominios inesgotaveis (PIAGET, 1969/1985, p.136).

Assinalamos que as contribuicdes dessa pesquisa sdo por nds consideradas
como uma pequena fragdo do muito que ainda se tem a desvelar sobre a

aprendizagem das criangas. O desafio esta langado!
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APENDICE A: “SIGNIFICADOS DAS OPERAGOES DE ADIGCAO E DE
SUBTRA(;AO”
Anadlise dos dados:

[JAo resolverem problemas de transformagdo desconhecida (5+7=8), as
criangas de 12 série escrevem a operagdo como 0 problema sugere e resolvem por
adicdo. Na 22 série, 31% das criangas ja conseguiu resolver o problema por
subtragcdo. Na 32 e 4?2 séries, mais de 90% das criangas resolve esse tipo de
problema por subtragdo. E bastante clara a evolucéo deste significado neste tipo de
problema.

[IOs problemas de transformagao com inicio desconhecido (?+5=8) sao mais
dificeis para as criangas na 12 série. Somente 8% das criangas o resolveram pela
subtracdo. O uso da subtracdo vai apresentando uma evolugdo nas séries
seqguintes, passando para 41% na 22 série e 98% na 32 série.

[Os problemas de combinacido tipo “parte-todo” nas 12 e 22 séries sao
resolvidos por adi¢cao (32% e 51%) ou por subtracdo (52% e 33%) e, nas 3?2 e 42
séries, por subtracédo (95% e 88%). Apresentam uma evolugao no uso da subtragao
nas series mais avancadas.

[Os problemas de “quanto falta” sdo resolvidos por 74% das criancas da 12
série por adicdo. Ha uma leve evolucédo na 22 série e, a partir da 32 série, eles sao
resolvidos por subtragao.

Percentual da solugdo através da adigado e da subtragio por série.

SIGNIFICADOS DA ADICAO E SUBTRAGCAO

Significados | Solugdo | 12séries | 22séries | 3?séries | 42séries
Transformacgao
problema aditivo 5+7=8 98% 44% 6% 0
8-5=? 0 31% 94% 90%
problema aditivo ?+5=8 72% 33% 1% 0
8-5=? 8% 41% 98% 94%
Combinagao
todo-parte 5+7=9 32% 51% 1% 0
9-5=? 52% 33% 95% 88%
quanto falta? 14+2?=30 74% 27% 1% 0
30-14=2 18% 47% 98% 94%

Fonte: JUSTO, J.C.R. Os Significados das Opera¢bes Matematicas de Adigcdo e Subtragdo: a evolugdo da compreenséao de 12
a 42 séries. Anais V Reunién de Didactica Matematica del Cono Sur. Universidad de Santiago de Chile, janeiro/2000.

O aspecto que mais nos chama a ateng¢ao nos resultados dessa investigacéo é
0 avango significativo entre a 2% e a 32 série no uso da subtragdo para resolver os
problemas de transformacado que apresentam uma situagao aditiva em que o estado
inicial ou a transformacgéo nao sao conhecidos, assim como o uso da subtragao para

resolver problemas de combinacéo do tipo todo-parte e “quanto falta”.
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APENDICE B: AUTORIZAGOES
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UNIVERSIDADE FEDERAL DO RIO GRANDE DO SUL
FACULDADE DE EDUCAGAO
PROGRAMA DE POS-GRADUAGAO EM EDUCAGAO -
MESTRADO

AUTORIZAGAO

Pelo presente documento, eu Prof. lvan Renner, diretor do Colégio Sinodal, Sao
Leopoldo/RS, autorizo a professora Jutta Cornelia Reuwsaat Justo, mestranda da
UFRGS, sob a orientagdo da Profa. Dra. Beatriz Vargas Dorneles, a realizar a sua
pesquisa de Mestrado intitulada “A Construgdo da Operacdo de Subtragdo no
Campo Conceitual das Estruturas Aditivas” com alunos da 22 e da 32 série desta
escola, durante os periodos letivos de 2003 e 2004.

Declaro conhecer os objetivos e procedimentos metodologicos desta pesquisa que
sao os seguintes:

- Descrever os esquemas que expressam avango no desenvolvimento das criangas
na constru¢do do campo conceitual das estruturas aditivas de 22 para 32 série do
Ensino Fundamental.

- O procedimento que usaremos para o estudo de como as criangas constroem o
conhecimento sobre o campo conceitual da adicdo e da subtracdo sera a aplicagao
de alguns problemas matematicos com situagbes aditivas e subtrativas em
entrevistas individuais com 25 sujeitos, para que expliguem o seu pensamento ao
resolvé-los e possamos entdo descobrir os esquemas que eles utilizam. Sera
disponibilizado material manipulativo como auxiliar na representagao da solucéo da
crianga, assim como material para a representagao escrita do pensamento. Estes
encontros ocorrerdo em periodo oposto ao de aula, previamente combinados e
devidamente comunicados. Os encontros serao videogravados para que possam ser
descritos detalhadamente e, também, exaustivamente analisados e interpretados.

S&o Leopoldo, junho de 2003

Ivan Renner - Diretor
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Universidade Federal do Rio Grande do Sul
FACULDADE DE EDUCACAO
Programa de Pés-graduacao em Educagao - MESTRADO

AUTORIZAGAO

Pelo presente documento, eu ,
portador da identidade numero , responsavel pelo(a) aluno(a)
, autorizo a participagado deste(a) na
pesquisa de Mestrado intitulada “A Construgdo da Operacdo de Subtragdo no
Campo Conceitual das Estruturas Aditivas” realizada pela professora Jutta Cornelia
Reuwsaat Justo, mestranda da UFRGS, sob a orientacdo da Profa. Dra. Beatriz
Vargas Dorneles, durante os periodos letivos de 2003 e 2004.

Declaro estar ciente de que a pesquisa tem o objetivo de descrever os esquemas
que expressam avango no desenvolvimento das criangas na construgdo do campo
conceitual das estruturas aditivas de 22 para 3?2 série do Ensino Fundamental.

Da mesma forma, declaro ter conhecimento sobre os procedimentos metodologicos
que serao adotados. O procedimento para o estudo de como as criangas constroem
o0 conhecimento sobre o campo conceitual da adicdo e da subtracido sera a
aplicacao de alguns problemas matematicos com situagdes aditivas e subtrativas em
entrevista individual, para que a crianca explique o seu pensamento ao resolvé-los e
possam assim ser descobertos os esquemas que ela utiliza. Sera disponibilizado
material manipulativo como auxiliar na representagdo da solugdo da crianga, assim
como material para a representagao escrita do pensamento. Este encontro ocorrera
em periodo oposto ao de aula, previamente combinado e devidamente comunicado.
O encontro sera video-gravado para que possa ser descrito detalhadamente e,
também, exaustivamente analisado e interpretado.

Para contribuir com o avanco do conhecimento matematico na area educacional,
declaro ceder a pesquisa “A Construcdo da Operacdo de Subtracgo no Campo
Conceitual das Estruturas Aditivas”, a plena propriedade e os direitos autorais do
depoimento prestado por meu/minha filho(a). A autora da pesquisa fica,
consequentemente, autorizada a utilizar, divulgar e publicar, para fins culturais, as
imagens e os dados da entrevista.

Séo Leopoldo, junho de 2003

Assinatura do Responsavel
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APENDICE C: INSTRUMENTOS DE INVESTIGAGAO
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1) Pedro estava jogando Bafo com seu amigo e ganhou 12 figurinhas. Agora ele tem
28 figurinhas. Quantas figurinhas ele tinha quando iniciou o jogo?

2) Mariana tinha ao todo 28 palitos. Desses palitos, 13 eram vermelhos e os outros
eram azuis. Quantos eram azuis?

3) Mariana tem 18 palitos e Vera tem 25 palitos. Quantos palitos Vera tem a mais
que Mariana?

4) Outro dia, Marcos comegou a jogar com 15 figurinhas. Quando terminou o jogo de
Bafo, ele estava com 38 figurinhas. Quantas figurinhas ele ganhou neste jogo?

5) Pedro tem 17 figurinhas. Quantas figurinhas ainda faltam para ele completar seu
album de 30 figurinhas?
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1) Pedro estava jogando Bafo com seu amigo e ganhou 28 figurinhas. Agora ele tem
42 figurinhas. Quantas figurinhas ele tinha quando iniciou o jogo?

2) Mariana tinha ao todo 48 palitos. Desses palitos, 19 eram vermelhos e os outros
eram azuis. Quantos eram azuis?

3) Mariana tem 27 palitos e Vera tem 42 palitos. Quantos palitos Vera tem a mais
que Mariana?

4) Outro dia, Marcos comegou a jogar com 25 figurinhas. Quando terminou o jogo de
Bafo, ele estava com 53 figurinhas. Quantas figurinhas ele ganhou neste jogo?

5) Pedro tem 27 figurinhas. Quantas figurinhas ainda faltam para ele completar seu
album de 63 figurinhas?
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