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Resumo

Este trabalho de pesquisa tem por objetivo tratar de teorias de Galois para o caso

de ação de grupóides sobre anéis, focalizando especialmente em construir e analisar

teoremas de correspondência, tendo como ponto de partida a teoria desenvolvida

por Chase, Harrison e Rosenberg em [8].

Abstract

This research aims to address theories of Galois for the case of groupoids action

over rings, focusing especially on building and analyzing correspondence’s theorems,

taking as its starting point the theory developed by Chase, Harrison and Rosenberg

in [8].
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Introdução

Grupóides foram originalmente introduzidos por Brandt, em sua publicação [5]

de 1926. Sucintamente, dizemos que um grupóide G é uma categoria pequena (isto

é, uma categoria cujos objetos e morfismos formam conjuntos) onde cada morfismo

é um isomorfismo. Esta definição categórica pode ser encontrada em [6], onde são

ilustrados diversos exemplos e aplicações de grupóides. Um grupóide com um objeto

é precisamente um grupo, portanto a noção de grupóide é uma extensão natural

da noção de grupos. Nesta tese, não adotaremos a versão categórica, mas sim uma

versão axiomática de grupóides, dada em [19], que será introduzida já no ińıcio do

primeiro caṕıtulo.

A noção de ação parcial de grupóide foi introduzida por D. Bagio e A. Paques

em [4], onde interpreta-se esta como uma generalização de ação parcial de grupos

(veja [11] e [13]), assim como de ação parcial de grupóide ordenado (veja [3]).

Na teoria de Galois, diversos autores deixaram sua marca. Em 1965, S. U.

Chase, D. K. Harrison e A. Rosenberg publicaram em [8] uma teoria de Galois

para anéis comutativos, na qual apresentam, dentre outros resultados, uma lista de

novas definições equivalentes de extensão de Galois e um teorema fundamental, o

qual referenciaremos por ‘Teorema de Correspondêcia CHR’. Este teorema de cor-

respondência relaciona bijetivamente subgrupos do grupo de Galois G e subálgebras
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separáveis que são G-fortes dessa extensão. Em [4], D. Bagio e A. Paques genera-

lizaram estas equivalentes definições para o contexto de ação de grupóides, e esta

generalização foi um recurso bastante utilizado neste trabalho, visto que traz im-

portantes caracterizações para extensões de Galois.

Em 1995, A. W. Dress mostrou em [12] que uma simplificação da teoria de

Galois para corpos é posśıvel combinando o Lema de Dedekind com alguns fatos

elementares sobre G-conjuntos. M. Ferrero e A. Paques mostraram em [14] que esta

simplificação é posśıvel ser usada na teoria de Galois para ação de grupos sobre

anéis comutativos e, consequentemente, obtiveram novos resultados. Além disso,

A. Paques, utilizando-se dos trabalhos recém citados, generalizou em [21] um outro

teorema de correspondência - a chamada Correspondência de Galois-Grothendieck

- igualmente para o caso de ação de grupos sobre anéis, e mostrou o Teorema

de Correspondência CHR como uma simples consequência da Correspondência de

Galois-Grothendieck.

Com estas informações, elaboramos no primeiro caṕıtulo desta tese uma base

teórica e consistente sobre grupóides, objetivando chegar a uma generalização do

Teorema de Correspondência CHR. No segundo caṕıtulo, introduzimos uma nova

teoria, mais ampla, sobre G-conjuntos, e contrúımos uma versão do Lema de Dede-

kind, tendo como finalidade a demonstração da Correspondência de Galois-Grothen-

dieck para o caso de ação de grupóides. Nestes dois caṕıtulos iniciais, trabalhamos

num enredo onde assume-se de partida a comutatividade dos anéis envolvidos.

Entretanto, quando descarta-se a comutatividade do anel, ainda é posśıvel ob-

ter resultados sobre o teorema fundamental. Não temos a correspondência em si,

todavia temos caracterizações sobre álgebras que satisfazem o teorema. Em [23] e

[24], G. Szeto e L. Xue mostraram situações onde a correspondência de Galois é in-

jetiva, mas não necessariamente sobrejetiva, e deram caracterizações de álgebras de
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Galois que satisfazem o teorema fundamental. Tendo em vista este fato, trazemos

no terceiro caṕıtulo desta tese generalizações destes resultados para o contexto de

ações de grupóides.

Em uma abordagem geral, podemos notar que a teoria de Galois desenvolvida

por Chase, Harrison e Rosenberg é sem dúvida a que mais se aproxima da teoria de

Galois clássica, no sentido de que hoje podemos dizer tratar-se de uma “generali-

zação natural”da mesma. No contexto de anéis comutativos cujos únicos idempo-

tentes são 0 e 1, vê-se claramente o quanto esta generalização é natural, pois nesse

caso a condição “G-forte”pode ser omitida, recaindo-se na correspondência clássica

do caso de ação de grupos sobre corpos. Contudo, não é uma generalização absoluta

para anéis quaisquer. A abordagem para anéis comutativos quaisquer é devida a O.

E. Villamayor e D. Zelinsky, conhecida na literatura como teoria de Galois fraca.

Em [25], esses autores desenvolveram uma teoria de Galois para anéis comutativos

com um número finito de idempotentes, a qual resultou em uma correspondência

bijetiva entre todas as subálgebras separáveis e determinados subgrupos (denomi-

nados subgrupos “gordos”) do grupo de automorfismos. Já em [26], Villamayor e

Zelinsky construiram uma teoria que se aplica a qualquer anel comutativo, sem qual-

quer restrição relativa a seus idempotentes. Nesta publicação, a correspondência de

Galois estabelece uma bijeção entre todas as subálgebras separáveis da extensão e

os subgrupos do grupo de automorfismos que satisfazem determinada “condição de

fecho”.

Como nota de curiosidade, nos bastidores deste trabalho de pesquisa conse-

guimos mostrar que toda extensão de Galois fraca para ação de grupóides (cuja

definição é completamente natural em relação àquela dada para ação de grupos)

é na verdade uma extensão de Galois fraca para ação de grupos, utilizando uma

associação intermediária entre grupóides e semigrupos inversos, e semigrupos inver-

sos com grupos, baseados nos resultados publicados em [2]. Com isso, acreditamos
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que a teoria de Galois fraca para ação de grupóides coincide com a teoria de Galois

fraca para ação de grupos. Complementando esta informação, tentamos relacionar

bijetivamente grupos satisfazendo determinada condição de fecho com grupóides

satisfazendo semelhante condição, porém o caminho adotado não foi eficiente para

obtermos tal propósito. Com isso, não conseguimos que o trabalho de Villamayor

e Zelinsky fosse completamente generalizado, ficando este tópico ainda em aberto.

Por todo este trabalho, anel significa anel associativo unitário. Quando for

necessário assumir a comutatividade do anel, será mencionado explicitamente.

4



Caṕıtulo 1

Teorema de Correspondência de

Galois

O Teorema de Correspondência de Galois para anéis comutativos devido a S.

Chase, D. K. Harrison e A. Rosenberg ([8]) relaciona bijetivamente os subgrupos

de um grupo finito G de automorfismos de uma dada álgebra R (chamado grupo

de Galois) e as subálgebras separáveis que são G-fortes de R. O objetivo deste

caṕıtulo é relacionar as subálgebras de uma extensão de Galois (que satisfazem as

propriedades do caso de grupos, porém generalizadas) com subestruturas de uma

classe de elementos que generaliza grupos - os chamados grupóides.

Começaremos este trabalho com algumas definições e notações básicas, a fim de

que o leitor se familiarize com a noção de grupóide. Neste caṕıtulo, assume-se de

partida a comutatividade de todos os anéis envolvidos.
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1.1 Pré-requisitos

1.1.1 Grupóides

Grupóides são usualmente apresentados como categorias pequenas nas quais cada

morfismo é invert́ıvel. Todavia, grupóides também podem ser vistos como estruturas

algébricas, como uma generalização natural de grupos. Adotaremos aqui a versão

axiomática dada em [19], como pode ser visto na definição que sucede.

Definição 1.1.1. Um grupóide é um conjunto não vazio G, equipado com uma

operação binária definida parcialmente (que será denotada por concatenação), onde

os axiomas usuais de grupo ocorrem sempre que fizerem sentido, isto é:

(i) Para todo g, h, l ∈ G, g(hl) existe se, e somente se, (gh)l existe, e neste caso

são iguais.

(ii) Para todo g, h, l ∈ G, g(hl) existe se, e somente se, gh e hl existem.

(iii) Para cada g ∈ G, existem (únicos) elementos d(g), r(g) ∈ G tais que gd(g) e

r(g)g existem e gd(g) = g = r(g)g.

(iv) Para cada g ∈ G, existe um elemento g−1 ∈ G tal que d(g) = g−1g e r(g) =

gg−1.

Notação: Para todo g, h ∈ G, escreveremos ∃gh sempre que o produto gh

estiver definido.

Observação 1.1.2. (a) Segue da definição que o elemento g−1 é único com a pro-

priedade descrita em (iv), bem como (g−1)−1 = g, para todo g ∈ G.

(b) Para todo g, h ∈ G, temos que ∃gh se, e somente se, d(g) = r(h), e neste

caso, d(gh) = d(h) e r(gh) = r(g). Denotaremos por G2 o subconjunto dos pares

(g, h) ∈ G×G tais que d(g) = r(h).

(c) Para todo g, h ∈ G, temos que ∃gh se, e somente se, ∃h−1g−1, e neste caso,

(gh)−1 = h−1g−1.
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(d) Um elemento e ∈ G é chamado identidade de G se e = d(g) = r(g−1), para al-

gum g ∈ G. Neste caso, e é chamado identidade domı́nio de g e identidade imagem

de g−1. O conjunto das identidades de G será denotado por G0.

(e) Para qualquer e ∈ G0, temos d(e) = r(e) = e, e−1 = e e denotaremos por Ge o

conjunto de todos elementos g ∈ G tais que d(g) = r(g) = e.

Observe que, claramente, Ge é grupo, cujo elemento identidade é e. Este grupo

é chamado grupo principal associado a e.

Vejamos alguns exemplos de grupóides.

Exemplo 1.1.3. Todo grupo G é um grupóide, onde o produto gh está definido

para todo g, h ∈ G e r(g) = d(g) = 1G para todo g ∈ G.

Exemplo 1.1.4. A união disjunta G =
∪̇
λ∈Λ

Gλ, onde cada Gλ (λ ∈ Λ) é um grupo,

é um grupóide. O produto gh está definido se, e somente se, g e h pertencem a um

mesmo Gλ e, neste caso, gh é exatamente o produto no grupo Gλ.

Exemplo 1.1.5. Seja G um grupo agindo por bijeções num conjunto X. Em X×G

definimos a seguinte operação parcial:

∃(x, g)(y, h) ⇔ x = g.y e, neste caso, (x, g)(y, h) = (x, gh).

O conjunto X×G com esta multiplicação parcial será denotado por P (X,G). É

fácil verificar que P (X,G) é um grupóide, onde (x, g)−1 = (g−1.x, g−1), d((x, g)) =

(g−1.x, 1G) e r((x, g)) = (x, 1G), para todo (x, g) ∈ X ×G.

Exemplo 1.1.6. Seja I um conjunto não vazio. Considere em I × I a seguinte

operação binária parcial:

∃(i, j)(l, k) ⇔ j = l e, neste caso, (i, j)(l, k) = (i, k).
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Este conjunto com a operação definida acima é um grupóide, que denotaremos por

Î. Note que (i, j)−1 = (j, i), d((i, j)) = (j, j) e r((i, j)) = (i, i). Aqui, G0 = {(i, j) ∈

I × I | i = j}.

Exemplo 1.1.7. Considere R um anel e G o conjunto de todos os isomorfismos

parciais entre ideais de R. Então G é um grupóide com multiplicação parcial dada

pela composição e, dado g : I −→ J em G, d(g) = IdI e r(g) = IdJ . Note que para

g : I −→ J e h : K −→ L em G, ∃gh⇔ I = L⇔ IdI = IdL ⇔ d(g) = r(h).

Exemplo 1.1.8. Sejam R uma extensão de corpos finita e separável de K, N o

fecho normal desta extensão e G o grupo de Galois da extensão N sobre K. Se

L = L1, ..., Ln denotam os diferentes conjugados de L em N sob a ação de G e Gij

denota o conjunto de isomorfismos de Li em Lj, 1 ≤ i, j ≤ n, então G =
∪
i,j

Gij é

um grupóide, onde a operação parcial é definida por:

∃gijglk ⇔ j = l,

para todo 1 ≤ i, j, k, l ≤ n. Neste caso, gijglk = gij ◦ glk ∈ Gli.

Introduziremos agora a noção de ação de grupóide.

Definição 1.1.9. [4] Sejam G um grupóide, K um anel comutativo e R uma K-

álgebra unitária. Uma ação de G sobre R é um par

β = ({Eg}g∈G, {βg}g∈G)

onde, para cada g ∈ G, Eg = Er(g) é um ideal de R e βg : Eg−1 −→ Eg é um

isomorfismo de K-álgebras satisfazendo as seguintes condições:

(i) βe é a aplicação identidade IdEe de Ee, para todo e ∈ G0;

(ii) βg(βh(r)) = βgh(r), para todo (g, h) ∈ G2 e para todo r ∈ Eh−1 = E(gh)−1.

8



É imediato ver que se β = ({Eg}g∈G, {βg}g∈G) é uma ação de G sobre R, então

β(e) = ({Eg}g∈Ge , {βg}g∈Ge) é uma ação do grupo Ge sobre o anel Ee, para todo

e ∈ G0. Em particular, Eg = Er(g) = Ee, para todo g ∈ Ge.

Exemplo 1.1.10. Considere G = {d(g), r(g), g, g−1} e R = Ke1⊕Ke2⊕Ke3⊕Ke4,

onde K é um anel comutativo unitário e e1, e2, e3 e e4 são idempotentes dois a dois

ortogonais cuja soma é 1R. Tome Ed(g) = Eg−1 = Ke1 ⊕ Ke2 e Er(g) = Eg =

Ke3 ⊕ Ke4. Defina βd(g) = IdEd(g)
, βr(g) = IdEr(g)

, βg(ae1 + be2) = ae3 + be4 e

βg−1(ae3 + be4) = ae1 + be2, para todo a, b ∈ K. Então β = ({Eg}g∈G, {βg}g∈G) é

uma ação do grupóide G sobre R.

Ao trabalhamos com grupóides, podemos introduzir a noção subestruturas fe-

chadas para a operação parcial em questão, como veremos a seguir.

Definição 1.1.11. Seja G um grupóide e H um subconjunto não vazio de G. Di-

zemos que H é um subgrupóide de G se satisfaz as seguintes condições:

(i) Para todo g, h ∈ H, se ∃gh então gh ∈ H;

(ii) Se g ∈ H, então g−1 ∈ H, para todo g ∈ H.

Lema 1.1.12. Considere β = ({Eg}g∈G, {βg}g∈G) uma ação do grupóide G sobre a

álgebra R, onde cada Eg é uma álgebra unitária. Denote por 1e a unidade de Ee.

Para uma subálgebra T de R, seja HT = {g ∈ G | βg(t1g−1) = t1g, para todo t ∈ T}.

Então HT é um subgrupóide.

Demonstração: (i) Para g, h ∈ HT tal que ∃gh temos:

βgh(t1h−1g−1) = βg(βh(t1h−1)1g−1) = βg(t1h1g−1)

= βg(t1r(h)1g−1) = βg(t1d(g)1g−1)

= βg(t1g−11g−1) = βg(t1g−1)

= t1g = t1r(g) = t1r(gh) = t1gh,

para todo t ∈ T . Logo gh ∈ HT ;
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(ii) Considere g ∈ HT . Assim,

βg−1(t1g) = βg−1(βg(t1g−1)) = βg−1g(t1g−1)

= βd(g)(t1g−1) = t1g−1 ,

para todo t ∈ T . Desta forma g−1 ∈ HT . �

1.1.2 Subgrupóide Normal e Grupóide Quociente

Considere G um grupóide e H um subgrupóide de G. Para g ∈ G, tome o subcon-

junto de G definido por:

g−1Hg = {g−1hg | h ∈ H e r(h) = d(h) = r(g)}

= {g−1hg | h ∈ H ∩Gr(g)}.

Definição 1.1.13. Dizemos que H é normal se g−1Hg ̸= ∅ e g−1Hg ⊆ H para

todo g ∈ G.

Note que esta definição, quando restrita a grupos, coincide exatamente com a

definição de subgrupo normal.

Em [7], R. Brown fornece uma outra definição para subgrupóide normal. Entre-

tanto, mostraremos que estas definições são equivalentes.

Definição 1.1.14. [7] O subgrupóide H é dito normal se G0 = H0 e g−1Hr(g)g =

Hd(g) para todo g ∈ G.

Para verificar que a definição dada por Brown é equivalente à introduzida nesta

tese, começaremos provando que g−1Hg ̸= ∅ se, e somente se, G0 = H0. De fato,

se g−1Hg ̸= ∅ para todo g ∈ G, então dado g ∈ G, existe h ∈ H tal que r(g) =

r(h) = d(h). Assim r(g) ∈ H para todo g ∈ G. Logo G0 ⊆ H e consequentemente
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G0 = H0. Reciprocamente, se G0 = H0, então dado g ∈ G, r(g) ∈ H0 ⊆ H.

Portanto g−1r(g)g = g−1g = d(g) ∈ g−1Hg, desta maneira g−1Hg ̸= ∅.

Agora mostraremos que g−1Hg ⊆ H para todo g ∈ G se, e somente se, g−1Hr(g)g =

Hd(g) para todo g ∈ G. Com efeito, suponha que g−1Hg ⊆ H para todo g ∈ G.

Observe que Hr(g) = {h ∈ H| r(g) = r(h) = d(h)}. Então temos que g−1Hg =

{g−1hg | h ∈ H e r(h) = d(h) = r(g)} = g−1Hr(g)g ⊆ H, por hipótese. Logo dado

h ∈ Hr(g), existe l ∈ H tal que g−1hg = l. Isto implica que d(l) = d(g−1hg) = d(g)

e r(l) = r(g−1hg) = r(g−1) = d(g), portanto l ∈ Hd(g). Desta maneira, temos

que g−1Hr(g)g ⊆ Hd(g). Agora tome h ∈ Hd(g). Note que ghg−1 ∈ Hr(g), pois

d(ghg−1) = d(g−1) = r(g) e r(ghg−1) = r(g). Assim h = g−1(ghg−1)g ∈ g−1Hr(g)g,

concluindo que g−1Hr(g)g = Hd(g). Reciprocamente, suponha g−1Hr(g)g = Hd(g).

Então g−1Hg = g−1Hr(g)g = Hd(g) ⊆ H.

Vejamos exemplos de subgrupóides normais.

Exemplo 1.1.15. Seja G um grupóide. Então G0 = {e ∈ G | e = d(g) = r(g−1),

para algum g ∈ G} é um subgrupóide normal de G. De fato, basta notar que

g−1G0g = {r(g)} para todo g ∈ G.

Exemplo 1.1.16. Como já vimos no Exemplo 1.1.4, G =
∪̇
λ∈Λ

Gλ, onde cada Gλ

(λ ∈ Λ) é um grupo, é um grupóide. Tomando Hλ um subgrupo normal de Gλ, para

todo λ ∈ Λ, então H =
∪̇
λ∈Λ

Hλ é um subgrupóide normal de G.

Com efeito, é fácil ver que H é um subgrupóide de G. Para mostrar que é

normal, tome g−1Hg = {g−1hg| h ∈ Gr(g)∩H} e suponha g ∈ Gλ, para algum λ ∈ Λ.

Então g−1Hg = g−1Hλg ⊆ Hλ, pois cada Hλ é normal. Logo g−1Hg ⊆
∪̇
λ∈Λ

Hλ = H

para todo g ∈ G. Mais ainda, 1Gλ
∈ g−1Hg, para todo g ∈ Gλ, mostrando que

g−1Hg ̸= ∅, para todo g ∈ G.

Exemplo 1.1.17. Seja P (X,G) como no Exemplo 1.1.5 e considere H um subgrupo

normal de G. Então X ×H é um subgrupóide normal de P (X,G).
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De fato, seja N = X ×H e considere (x, g) ∈ P (X,G). Então:

(x, g)−1N(x, g) = (g−1x, g−1)N(x, g) =

{(g−1x, g−1)(y, h)(x, g)| (y, h) ∈ N ∩ (X ×G)r((x,g))} =

{(g−1x, g−1)(y, h)(x, g)| (y, h) ∈ N ∩ (X ×G)(x,1G)}. (∗)

Neste ponto, observe que (X × G)(x,1G) = {(w, l) ∈ X × G| (l−1w, 1G) = (w, 1G) =

(x, 1G)} = {(x, l) ∈ X ×G| lx = x}. Desta maneira,

(∗) = {(g−1x, g−1h)(x, g)| hx = x} = {(g−1x, g−1hg)| hx = x} ∈ X ×H = N .

Por conseguinte, segue também que (x, g)−1N(x, g) ̸= ∅, já que para todo (x, g) ∈

P (X,G) e (x, 1G) ∈ X × H, (g−1x, 1G) = (g−1x, g−11Gg) ∈ {(g−1x, g−1hg)| hx =

x} = (x, g)−1N(x, g).

Exemplo 1.1.18. Seja G um grupóide e considere o subconjunto de G definido

por H = {g ∈ G| d(g) = r(g)}. Não é dif́ıcil verificar que H é um subgrupóide,

portanto mostraremos que H é de fato um subgrupóide normal.

Observe que g−1Hg ̸= ∅, pois r(g) ∈ H, logo g−1r(g)g = g−1g = d(g) ∈ H.

Além disso, para h ∈ H e g ∈ G com d(h) = r(h) = r(g), temos que d(g−1hg) =

d(g) e r(g−1hg) = r(g−1) = d(g), o que implica que g−1hg ∈ H, concluindo que H

é normal.

Definição 1.1.19. Dizemos que um grupóide G é abeliano se satisfaz as seguintes

condições:

(i) Para cada g ∈ G, d(g) = r(g);

(ii) Para todo g, h ∈ G com d(g) = r(h), gh = hg.
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Exemplo 1.1.20. Todo subgrupóide H de um grupóide abeliano G é normal. De

fato, para todo g ∈ G, g−1Hg = {g−1hg| h ∈ H e r(h) = d(h) = r(g)} = {g−1gh|

h ∈ H e r(h) = d(h) = r(g)} = {d(g)h| h ∈ H e r(h) = d(h) = r(g)} = {r(h)h|

h ∈ H e r(h) = d(h)} = {h| h ∈ H e r(h) = d(h)} = H.

Um exemplo natural de grupóide abeliano pode ser visualizado a seguir.

Exemplo 1.1.21. Considere o grupóide G como no Exemplo 1.1.4, ou seja, G =∪̇
λ∈Λ

Gλ, onde cada Gλ (λ ∈ Λ) é um grupo. Se, para cada λ ∈ Λ, Gλ for um grupo

abeliano, então G é abeliano.

Definição 1.1.22. [19] Seja G um grupóide e ≡ uma relação de equivalência em G.

Suponha que a denote a classe de equivalência de a. Se para quaisquer a, b, x, y ∈ G

tais que ∃ab, ∃xy, a = x e b = y tivermos que xy = ab, então dizemos que ≡ é uma

congruência.

Definição 1.1.23. Seja G um grupóide e H um subgrupóide de G. Dizemos que

H é amplo se H0 = G0.

Lema 1.1.24. Seja G um grupóide e H um subgrupóide amplo de G. Defina em G

a seguinte relação ≡H : para todo a, b ∈ G, a ≡H b⇔ ∃b−1a e b−1a ∈ H ⇔ ∃h ∈ H

tal que a = bh. Então ≡H é uma relação de equivalência. Mais ainda, H é um

subgrupóide normal se, e somente se, ≡H é uma congruência.

Demonstração: Primeiramente vamos mostrar que ≡H é uma relação de equi-

valência:

(i) a ≡H a, para todo a ∈ G, pois a−1a = d(a) ∈ G0 ∩H.

(ii) Suponha a ≡H b, para a, b ∈ G. Então ∃b−1a e existe h ∈ H tal que b−1a = h.

Mas como H é subgrupóide, a−1b = h−1 ∈ H. Note que ∃a−1b, pois r(b) = r(a).

Logo b ≡H a.

(iii) Assuma a ≡H b e b ≡H c, para a, b, c ∈ G. Isto implica que ∃b−1a e ∃c−1b, isto
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é, r(a) = r(b) = r(c), e existem h, l ∈ H tais que b−1a = h e c−1b = l. Mais ainda,

como d(l) = d(b) = r(h), temos que ∃lh e lh ∈ H, utilizando novamente que H é

subgrupóide. Mas lh = c−1a, logo a ≡H c.

Agora suponha que H é um subgrupóide normal e tome a, b, x, y ∈ G tais que

∃ab, ∃xy, a ≡H x e b ≡H y. Vamos verificar que xy ≡H ab. Temos que

xy ≡H ab⇔ b−1a−1xy ∈ H.

Como a ≡H x e b ≡H y, isto implica que ∃a−1x, ∃b−1y, a−1x ∈ H e b−1y ∈ H.

Em particular, r(a) = r(x) e r(b) = r(y). Como ∃ab e ∃xy, temos que d(a) =

r(b) e d(x) = r(y). Logo o produto b−1a−1xbb−1y existe, e portanto b−1a−1xy =

b−1a−1xbb−1y ∈ H já que a−1x ∈ H, b−1y ∈ H e H é normal.

Reciprocamente, assuma que a relação ≡H é uma congruência. Observe que

r(h) ≡H r(h)h para todo h ∈ H e g ≡H gl para todo g ∈ G e l ∈ H tal que

d(g) = r(l). Como ≡H é uma congruência, isto implica que se ∃r(h)g e ∃r(h)hgl (ou

seja, r(h) = r(g) e d(h) = r(g), ou ainda, h ∈ H ∩Gr(g)), então r(h)g ≡H r(h)hgl.

Mas

r(h)g ≡H r(h)hgl ⇔ g−1r(h)hgl = k, para algum k ∈ H ⇔ g−1hg = kl−1 ∈ H,

com d(k) = d(l),

para todo g ∈ G e h ∈ H ∩Gr(g).

Portanto g−1Hg = {g−1hg | h ∈ H ∩ Gr(g)} ⊆ H, para todo g ∈ G, concluindo

que H é normal. �

Por definição, a classe de equivalência de ≡H que contém x é o conjunto xH =

{xh| h ∈ H e d(x) = r(h)}. Chamaremos este conjunto de classe lateral à esquerda

de H em G que contém x.

Definição 1.1.25. A cardinalidade do conjunto das classes laterais à esquerda é o

ı́ndice de H em G, e será denotado por (G:H).
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Analogamente, podemos definir em G a seguinte relação de equivalência ≡′H :

Para a, b ∈ G,

a ≡′H b⇔ ∃ba−1 e ba−1 ∈ H ⇔ ∃h ∈ H tal que b = ha.

Esta relação define a classe lateral à direita, que fica denotada por Hx = {hx|

h ∈ H e d(h) = r(x)}.

Observação 1.1.26. O ı́ndice de H em G é também a cardinalidade do conjunto

das classes laterais à direita de H em G. Com efeito, o leitor verifica facilmente

que a aplicação abaixo é uma bijeção.

ϕ : {classes à esquerda} −→ {classes à direita}

xH 7−→ Hx−1

Observação 1.1.27. Note que: (1) H normal ⇒ H é amplo, pela definição.

(2) H normal ⇔ gH = Hg para todo g ∈ G. De fato, considere gH = Hg e

tome h ∈ H com d(h) = r(h) = r(g) (o que implica que o produto g−1hg está

definido). Como gH = Hg, existe l ∈ H com r(l) = d(g) tal que gl = hg, ou seja,

g−1hg = l ∈ H, mostrando que H é normal.

Reciprocamente, suponha que H é normal. Dados g ∈ G e h ∈ H com r(g) =

r(h) = d(h), temos que g−1hg ∈ H, ou seja, g−1hg = l para algum l ∈ H. Logo

hg = gl, mostrando que Hg = gH.

Portanto, conclúımos que quando H é normal, temos que ≡H = ≡′H , uma vez

que suas classes de equivalência são iguais.

Porém, observe que g−1Hg ⊆ H ; g−1Hg = H. Basta visualizar o Exemplo

1.1.15, onde H = G0.

Considere H um subgrupóide do grupóide G tal que G0 ⊆ H. Para x, y ∈ G,

tome as classes laterais à esquerda xH e yH. Suponha xH ∩ yH ̸= ∅ e pegue
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z ∈ xH ∩ yH. Isto acarreta que z = xh = yl, para determinados h, l ∈ H. Logo

ylh−1 = xhh−1 = xr(h) = xd(x) = x (note que d(l) = d(h) = r(h−1), por isso o

produto ylh−1 está definido). Analogamente, y = xhl−1, concluindo que xH = yH.

Portanto temos xH ∩ yH = ∅ ou xH = yH, para todo x, y ∈ G. Mais ainda, todo

elemento está contido em sua classe de equivalência, desta maneira G =
.∪

x∈G

xH.

Entretanto, é importante salientar que as classes laterais não possuem a mesma

cardinalidade, como ocorre no caso de grupos. Veja o seguinte exemplo:

Exemplo 1.1.28. Considere o grupóide definido por G = Z ∪ S3, onde S3 é o

grupo das permutações de três elementos (já vimos no Exemplo 1.1.4 que a união

disjunta de grupos é um grupóide). Tome o subgrupóide H = 2Z ∪ S3 e a relação

≡H definida no Lema 1.1.24. Então 0H = {0+2z| z ∈ Z} = 2Z e IdS3H = {IdS3s|

s ∈ S3} = S3, concluindo que #(0H) = ∞ e #(IdS3H) = 6.

Com este exemplo visualizamos claramente que o Teorema de Lagrange não se

aplica no caso de grupóides.

Definição 1.1.29. Dada uma partição de um conjunto, um sistema de represen-

tantes é um conjunto {xi}i∈I que tem exatamente um elemento em cada subconjunto

da partição. Em particular, a cardinalidade de qualquer sistema de representantes

das classes laterais à esquerda de H em G é igual a (G : H).

O conjunto das classes laterais à esquerda é denotado por G
H
.

Lema 1.1.30. Considere G um grupóide, H um subgrupóide normal de G e ≡H a

relação de equivalência em G definida no Lema 1.1.24. Então G
H

é um grupóide,

chamado grupóide quociente.

Demonstração: Como já foi mostrado no Lema 1.1.24, ≡H é uma congruência.

Defina:

aH.bH = abH se ∃ab.
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Como ≡H é uma congruência, esta operação está bem definida. Vamos verificar

as propriedades de grupóide:

(i) ComoG é um grupóide, sabemos que ∃a(bc) ⇔ ∃(ab)c para todo a, b, c ∈ G, o que

implica que ∃a(bc)H ⇔ ∃(ab)cH, consequentemente ∃aH(bHcH)) ⇔ ∃(aHbH)cH,

e neste caso são iguais;

(ii) Diretamente de G ser um grupóide, também temos que ∃aH(bHcH) ⇔ ∃aHbH

e ∃bHcH;

(iii) Para cada a, b ∈ G tal que d(a) = r(b), temos: aHbH = aH ⇔ abH = aH ⇔

∃a−1ab e a−1ab ∈ H, ou seja, b = r(b)b = d(a)b = a−1ab ∈ H. Mas b ∈ H ⇒

bH = r(b)H, pois b−1r(b) = b−1d(b−1) = b−1 ∈ H, logo bH = r(b)H = d(a)H, o

que significa que d(aH) = d(a)H. Analogamente, r(aH) = r(a)H;

(iv) (aH)−1 = a−1H, pois aHa−1H = aa−1H = r(a)H e a−1HaH = a−1aH =

d(a)H.

Assim, G
H

é um subgrupóide. �

1.2 Teoria de Galois

Para o que segue neste caṕıtulo, sejam:

- K um anel;

- R uma K-álgebra;

- G um grupóide finito;

- β = ({Eg}g∈G, {βg}g∈G) uma ação de G sobre R tal que cada Eg é uma K-álgebra

unitária e R =
⊕
e∈G0

Ee.

Denotemos por 1e a unidade de Ee. Neste caso, 1R =
∑
e∈G0

1e.

Considere o conjunto dos elementos invariantes sobre a ação de β definido por:
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Rβ = {r ∈ R | βg(r1g−1) = r1g para todo g ∈ G}.

Observe que este subconjunto de R é, de fato, uma K-subálgebra de R. Com

efeito, para r, s ∈ Rβ, λ ∈ K e g ∈ G, temos:

(i) βg(λr1g−1) = λβg(r1g−1) = λr1g;

(ii) βg((r − s)1g−1) = βg(r1g−1 − s1g−1) = βg(r1g−1) − βg(s1g−1) = r1g − s1g =

(r − s)1g; e

(iii) βg(rs1g−1) = βg(r1g−1s1g−1) = βg(r1g−1)βg(s1g−1) = r1gs1g = rs1g.

Definição 1.2.1. [4] Dizemos que R é uma extensão β-Galois de Rβ se existem

elementos xi, yi ∈ R, 1 ≤ i ≤ m, tais que
∑

1≤i≤m

xiβg(yi1g−1) = δe,g1e para todo

e ∈ G0 e g ∈ G. O conjunto {xi, yi}1≤i≤m é chamado sistema de coordenadas de

Galois de R sobre Rβ.

Definição 1.2.2. [4] O skew anel de grupóide R⋆βG correspondente à β é definido

como a soma direta

R ⋆β G =
⊕
g∈G

Egug,

onde os ug’s são śımbolos, com a adição usual, e multiplicação determinada por

(xug)(yuh) =

 xβg(y1g−1)ugh, se (g, h) ∈ G2

0, caso contrário,

para todo g, h ∈ G, x ∈ Eg e y ∈ Eh.

O próximo teorema, encontrado em [4], fornece equivalências para a definição

de extensão β-Galois, e será usado frequentemente na demonstração do Teorema

Fundamental.

Teorema 1.2.3. [[4], Theorem 5.3] As seguintes condições são equivalentes:

(i) R é uma extensão β-Galois de Rβ.

(ii) R é um Rβ-módulo projetivo finitamente gerado e a aplicação j : R ⋆β G −→
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EndRβ(R) dada por j(
∑
g∈G

agug)(x) =
∑
g∈G

agβg(x1g−1) é um isomorfismo de Rβ-

álgebras e de R-módulos.

(iii) Para todo R ⋆β G - módulo à esquerda M, a aplicação µ : R ⊗Rβ MG −→ M

dada por µ(x⊗m) = xm é um isomorfismo de R-módulos.

(iv) A aplicação ϕ : R⊗Rβ R −→
∏
g∈G

Eg dada por ϕ(x⊗ y) = (xβg(y1g−1))g∈G é um

isomorfismo de R-módulos.

(v) RtR = R ⋆β G, onde t =
∑
g∈G

1gug.

(vi) A aplicação τ ′ : R ⊗Rβ R −→ R ⋆β G dada por τ ′(x ⊗ y) =
∑
g∈G

xβg(y1g−1)δg é

sobrejetiva.

(vii) R é um gerador para a categoria dos R ⋆β G-módulos à esquerda.

Definição 1.2.4. Seja A uma R-álgebra unitária. Dizemos que A é R-separável se

existe um elemento e =
n∑

i=1

xi ⊗R yi ∈ A⊗R A tal que
n∑

i=1

xiyi = 1A e ae = ea para

todo a ∈ A. Este elemento e é chamado idempotente de separabilidade de A sobre

R e é de fato um idempotente, pois R é comutativo.

D. Flôres mostrou em [15] o seguinte lema, que será útil na demonstração do

Teorema Fundamental.

Lema 1.2.5. Se R é uma extensão β-Galois de Rβ, então R é uma extensão se-

parável de Rβ.

Definição 1.2.6. Sejam f, g : S −→ T homomorfismos de anéis comutativos.

Dizemos que f e g são fortemente distintos se, para todo idempotente não nulo

e ∈ T , existe s ∈ S tal que f(s)e ̸= g(s)e.

Lema 1.2.7. [[8], Lema 1.2] Seja S uma R-álgebra separável comutativa e f :

S −→ R um homomorfismo de R-ágebras. Então existe um único idempotente

e ∈ S tal que f(e) = 1 e se = f(s)e, para todo s ∈ S. Mais ainda, se f1, ..., fn são

19



homomorfismos de R-álgebras de S em R dois a dois fortemente distintos, então os

correspondentes idempotentes e1, ..., en são dois a dois ortogonais e fi(ej) = δij.

Seja trβ : R −→ R a aplicação definida por trβ(x) =
∑
g∈G

βg(x1g−1), chamada

aplicação traço. Não é dif́ıcil verificar que trβ é uma aplicação Rβ-linear. Por [4],

Lemma 4.2, temos que se β = ({Eg}g∈G, {βg}g∈G) é uma ação de um grupóide finito

G sobre uma K-álgebra unitária R tal que cada Ee é unitário para cada e ∈ G0

e R =
⊕
e∈G0

Ee, então trβ(R) ⊆ Rβ. Mais ainda, se R, em adição, for um anel

comutativo, [4], Corollary 5.4, garante que trβ(R) = Rβ. A hipótese de R =
⊕
e∈G0

Ee

é de fundamental importância para a validade deste resultado. Em [4], é mostrado

um exemplo onde esta hipótese não é admitida e a condição trβ(R) ⊆ Rβ não se

verifica.

Observação 1.2.8. Como estamos considerando R um anel comutativo, temos

trβ(R) = Rβ. Agora observe que:

(1) Como 1R ∈ Rβ, existe c ∈ R tal que trβ(c) = 1R.

(2) Rβ é isomorfo a um somando direto de R como Rβ-módulo. De fato, trβ é uma

aplicação sobrejetiva, logo R ≃ Rβ ⊕ ker(trβ).

Lembrando que HT = {g ∈ G | βg(t1g−1) = t1g, para todo t ∈ T}, temos a

seguinte definição:

Definição 1.2.9. Dizemos que um subanel T de R é β-forte se para todo g, h ∈ G

com r(g) = r(h), g−1h /∈ HT e para qualquer idempotente não nulo e ∈ Eg = Eh,

existe um elemento t ∈ T tal que βg(t1g−1)e ̸= βh(t1h−1)e.
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1.3 Teorema Fundamental

Frisamos neste instante que o contexto trabalhado é precisamente o que foi abordado

na seção anterior, isto é, K é um anel, R é uma K-álgebra, G é um grupóide finito

e β = ({Eg}g∈G, {βg}g∈G) é uma ação de G sobre R tal que cada Eg é uma álgebra

unitária, e R =
⊕
e∈G0

Ee. Adicionalmente, vamos supor Eg = Er(g) ̸= 0 para cada

g ∈ G. Este fato será utilizado na demonstração do item (iv) do próximo teorema.

Teorema 1.3.1. Suponha que R é uma extensão β-Galois de Rβ. Sejam H um

subgrupóide de G e RH =
⊕
e∈H0

Ee. Então:

(i) βH = {βh : Eh−1 −→ Eh | h ∈ H} é uma ação de H sobre RH e RH é uma

extensão βH-Galois de T = (RH)
βH .

(ii) T é Rβ-separável.

Além disso, se H é amplo, então:

(iii) RH = R e T é β-forte.

(iv) H = HT .

(v) Se H é normal e ≡H é a congruência definida no Lema 1.1.24, então G
H

age

sobre T via uma ação β e T é uma extensão β-Galois de Rβ.

Demonstração: (i) O fato de βH ser uma ação de H sobre RH é uma con-

sequência imediata de β ser uma ação de G sobre R. Sejam xi, yi ∈ R, 1 ≤

i ≤ m, tais que
∑

1≤i≤m

xiβg(yi1g−1) = δe,g1e, para todo e ∈ G0, g ∈ G. Consi-

dere 1RH
=

∑
e∈H0

1e e tome x̃i = xi1RH
e ỹi = yi1RH

. Note que RH é ideal de

R, pois é uma soma de ideais de R, logo x̃i, ỹi ∈ RH . Então, para cada h ∈ H,∑
1≤i≤m

x̃iβh(ỹi1h−1) =
∑

1≤i≤m

xi1RH
βh(yi1RH

1h−1) =
∑

1≤i≤m

xiβh(yi1h−1) = δe,h1e, para

todo e ∈ G0 e h ∈ H. Observando que δe,h1e ̸= 0 somente quando h = e para algum

e ∈ H ∩G0 = H0, temos que
∑

1≤i≤m

x̃iβh(ỹi1h−1) = δe,h1e, para todo e ∈ H0 e h ∈ H,

mostrando que RH é uma extensão βH-Galois de T .
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(ii) Pelo item (i), RH é uma extensão βH-Galois de T . Logo pelo Teorema 1.2.3,

item (ii), RH é um T -módulo projetivo finitamente gerado. Desta maneira, existe

r ∈ Z+ tal que T r = RH ⊕ L, onde L é um T -módulo. Observe que RH e T são

Rβ-módulos via a multiplicação em R. De fato, RH é ideal de R e para x ∈ Rβ e

t ∈ T , βh(xt1h−1) = βh(x1h−1)βh(t1h−1) = xt1h,∀h ∈ H, concluindo que xt ∈ T .

Mais ainda, RH ⊗Rβ RH é um T ⊗Rβ T -módulo projetivo, pois

(T ⊗Rβ T )r
2

= T r ⊗Rβ T r = (RH ⊕ L)⊗Rβ (RH ⊕ L) = (RH ⊗Rβ RH)⊕M,

onde M = (RH ⊗Rβ L)⊕ (L⊗Rβ RH)⊕ (L⊗Rβ L). Além disso, utilizando que RH

é uma Rβ-álgebra, RH é um somando direto de R e R é uma álgebra Rβ-separável,

por [17], Proposition III.1.7, temos que RH é uma Rβ-álgebra separável, ou seja, RH

é projetivo sobre RH ⊗Rβ RH . Assim existem s ∈ Z+ e N um (RH ⊗Rβ RH)-módulo

tais que (RH ⊗Rβ RH)
s = RH ⊕N . Portanto

(T ⊗Rβ T )r
2s = (RH ⊗Rβ RH)

s ⊕M s = RH ⊕N ⊕M s,

concluindo que RH é um (T ⊗Rβ T )-módulo projetivo.

Pela Observação 1.2.8, T é um T -módulo somando direto de RH e consequente-

mente um Rβ-módulo somando direto de RH . Então

(T ⊗Rβ T )r
2s = RH ⊕N ⊕M s = T ⊕ ker(trβH

)⊕N ⊕M s,

mostrando que T é (T ⊗Rβ T )-projetivo. Logo T é uma Rβ-álgebra separável.

(iii) Como H é amplo, é imediato ver que RH = R. Desde que R é uma extensão

βH-Galois de T , segue da Observação 1.2.8 que existe c ∈ R tal que trβH
(c) = 1R,

isto é,
∑
h∈H

βh(c1h−1) = 1R.

Dados xi, yi ∈ R tais que
∑

1≤i≤m

xiβh(yi1h−1) = δe,h1e, para todo e ∈ H0 e h ∈ H,

tome x′i =
∑
h∈H

βh(cxi1h−1) e y′i =
∑
h∈H

βh(yi1h−1), para todo 1 ≤ i ≤ m. Note que
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x′i = trβH
(cxi) e y

′
i = trβH

(yi), logo segue da Observação 1.2.8 que x′i, y
′
i ∈ T .

Afirmação 1:
m∑
i=1

x′iy
′
i = 1R.

m∑
i=1

x′iy
′
i =

m∑
i=1

(
∑
h∈H

βh(cxi1h−1)
∑
l∈H

βl(yi1l−1))

=
m∑
i=1

∑
h,l∈H

βh(cxiβh−1(βl(yi1l−1)1h))

=
m∑
i=1

∑
r(h)=r(l)

βh(cxiβh−1l(yi1l−1h))

=
∑

r(h)=r(l)

βh(c
m∑
i=1

xiβh−1l(yi1l−1h))

=
∑

r(h)=r(l)

βh(cδe,h−1l1e)

Mas se e = h−1l para algum e ∈ H0, então e = r(e) = r(h−1l) = r(h−1) = d(h).

Logo h = he = hh−1l = r(h)l = r(l)l = l. Portanto,

m∑
i=1

x′iy
′
i =

∑
r(h)=r(l)

βh(cδe,h−1l1e) =
∑
h∈H

βh(c1d(h))

=
∑
h∈H

βh(c1r(h−1)) =
∑
h∈H

βh(c1h−1) = 1R.

Afirmação 2:
m∑
i=1

x′iβg(y
′
i1g−1) =

 1g, se g ∈ H

0, caso contrário.

Desde que x′i, y
′
i ∈ T = RβH ,

m∑
i=1

x′iβg(y
′
i1g−1) =

m∑
i=1

x′iy
′
i1g = 1g, para todo

g ∈ G.

Se g /∈ H, então

23



m∑
i=1

x′iβg(y
′
i1g−1) =

m∑
i=1

∑
h∈H

βh(cxi1h−1)βg(
∑
l∈H

βl(yi1l−1)1g−1)

=
m∑
i=1

∑
h∈H

βh(cxi1h−1)
∑

d(g)=r(l)

βgl(yi1l−1g−1)

=
m∑
i=1

∑
r(h)=r(g)
d(g)=r(l)

βh(cxiβh−1gl(yi1l−1g−1h))

=
∑

r(h)=r(g)
d(g)=r(l)

βh(cδe,h−1gl1e).

Se h−1gl = e para algum e ∈ G0, então e = r(e) = r(h−1gl) = r(h−1) = d(h). Desta

forma,

gl = r(h)gl = hh−1gl = hd(h) = h⇒ gll−1 = hl−1

⇒ gr(l) = hl−1 ⇒ gd(g) = hl−1 ⇒ g = hl−1 ∈ H.

Mas isso é um absurdo. Logo h−1gl ̸= e para todo e ∈ G0, e portanto∑
r(h)=r(g)
d(g)=r(l)

βh(cδe,h−1gl1e) = 0,

o que completa a afirmação.

Suponha que g, h são elementos em G com r(g) = r(h) ∈ H0, tais que g
−1h /∈ H.

Seja e ∈ Eg um idempotente não nulo tal que βg(t1g−1)e = βh(t1h−1)e para todo

t ∈ T . Isto implica que tβg−1(e) = βg−1h(t1h−1g)βg−1(e) para todo t ∈ T . Seja

e′ = βg−1(e). Como y′i ∈ T e
m∑
i=1

x′iy
′
i = 1R, temos

e′ = 1Re
′ = (

m∑
i=1

x′iy
′
i)e
′ =

m∑
i=1

x′iβg−1h(y
′
i1h−1g)e

′ = 0.

A última igualdade segue da Afirmação 2 e do fato que g−1h /∈ H. Como 0 = e′ =

βg−1(e), segue que e = 0, o que é um absurdo. Portanto T é β-forte.

(iv) Considere H amplo e lembre que HT = {g ∈ G | βg(t1g−1) = t1g, para todo

t ∈ T}. Note que igualmente temos RH = R. Como já vimos no Lema 1.1.12, HT

é um subgrupóide de G, e claramente contém H, já que T = RβH .
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Observe que RβHT = RβH = T . De fato, como H ⊆ HT , então R
βHT ⊆ RβH . A

inclusão contrária segue da definição de HT . Portanto, de (i) segue que R é uma

extensão βH-Galois de RβHT = RβH .

Sejam n, n′ as ordens de H e HT , respectivamente. Pelo Teorema 1.2.3, item

(iv), as aplicações

ϕ : R⊗T R −→
∏
h∈H

Eh

x⊗ y 7−→ (xβh(y1h−1))h∈H

e

ϕ̃ : R⊗T R −→
∏

h∈HT

Eh

x⊗ y 7−→ (xβh(y1h−1))h∈HT

são isomorfismos de R-módulos.

Portanto,
∏
h∈H

Eh ≃
∏

h∈HT

Eh. Agora suponha que existe g ∈ HT − H e tome

z = (0, ..., 0, 1g, 0, ..., 0) ∈
∏

h∈HT

Eh. Note que z ̸= 0, pois Eg ̸= 0, para todo

g ∈ G. Como ϕ̃ é um isomorfismo, existe 0 ̸= x =
m∑
i=1

ri ⊗T si ∈ R ⊗T R

tal que ϕ̃(x) = z, ou seja, (
m∑
i=1

riβh(si1h−1))h∈HT
= z = (δg,h1g)h∈HT

. Isto im-

plica que
m∑
i=1

riβh(si1h−1) = δg,h1g, para cada h ∈ HT . Então temos que ϕ(x) =

(
m∑
i=1

riβh(si1h−1))h∈H = (δg,h1g)h∈H = 0 e isto gera um absurdo, pois ϕ é um iso-

morfismo. Portanto H = HT .

(v) Finalmente, suponha que H é um subgrupóide normal de G. Então, pelos

Lemas 1.1.24 e 1.1.30, temos que a relação de equivalência ≡H dada por

a ≡H b⇔ ∃b−1a e b−1a ∈ H

é uma congruência e G
H

é um grupóide. Considere {gi}1≤i≤n um sistema de repre-

sentantes das classes de equivalência de ≡H . Então g ≡H gi ⇔ existe h ∈ H tal

que ∃gih e g = gih. Para facilitar a notação, considere gH = g.
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Considere egi = trβH
(1gi) = eg, para g ∈ G tal que g = gih para algum h ∈ H.

Note que este elemento é um idempotente de R, pois

trβH
(1gi) =

∑
h∈H

βH(1gi1h−1) =
∑

r(gi)=d(h)

βH(1gi1h−1) =
∑

r(gi)=r(h)

1h.

Tome os ideais de T dados por Eg = Tegi = Teg, onde g = gih para algum

h ∈ H. Note que Eg é de fato um ideal de T , visto que egi ∈ T . Defina uma ação

β de G
H

sobre T = RβH por:

βg(teg−1) = βgi(teg−1
i
),

onde g = gih, para algum h ∈ H. Note que esta aplicação está bem definida de

Eg−1 em Eg, pois

βgi(eg−1
i
) = βgi(

∑
d(gi)=r(h)

1h) =
∑

d(gi)=r(h)

βgi(1h) =
∑

r(gi)=r(h)

1h = egi .

Observe que (G
H
)0 = {d(gH)|gH ∈ G

H
} = {d(g)H|g ∈ G} = G0

H
= G0. Assim,

não é dif́ıcil ver que
⊕

e∈(G)0

Ee = T.

Afirmação: T β = Rβ.

(⊆) Seja t ∈ T β. Note que, para cada g ∈ G, existe i ∈ {1, ..., n} e h ∈ H tal que

d(gi) = r(h) e g = gih. Assim:

βg(t1g−1) = βgih(t1h−1g−1
i
) = βgi(βh(t1h−1)1g−1

i
)

= βgi(t1h1g−1
i
) = βgi(t1g−1

i
)

= t1gi = t1g,

portanto t ∈ Rβ.

(⊇) Seja t ∈ Rβ. Logo temos:

βg(teg−1
i
) = βgi(teg−1

i
) = βgi(t

∑
d(gi)=r(h)

1h)

= t
∑

d(gi)=r(h)

βgi(1h) = t
∑

r(gi)=r(h)

1h

= tegi ,
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concluindo que t ∈ T β.

Já sabemos que x′i, y
′
i ∈ T . Por um racioćınio semelhante ao que foi feito na

Afirmação 2 temos que:

m∑
i=1

x′iβg(y
′
i1g−1) =

 1g, se g ∈ G0

0, caso contrário.

Mas
m∑
i=1

x′iβg(y
′
i1g−1) =

m∑
i=1

x′iβgjh(y
′
i1h−1g−1

j
) =

m∑
i=1

x′iβgj(y
′
i1g−1

j
). Consequente-

mente,
m∑
i=1

x′iβg(y
′
ieg−1) = δe,geg.

Desta forma, T é uma extensão β-Galois de Rβ. �

Lema 1.3.2. Suponha que R é uma extensão β-Galois de Rβ e seja A uma Rβ-

álgebra comutativa. Seja γ = ({A ⊗Rβ Eg}g∈G, {γg}g∈G) uma ação de G sobre

A ⊗Rβ R induzida por β via γg((a ⊗Rβ r)(1A ⊗Rβ 1g−1)) = γg((a ⊗Rβ r1g−1)) =

a⊗Rβ βg(r1g−1) para r ∈ R, g ∈ G, a ∈ A. Então A⊗Rβ R é uma extensão γ-Galois

de A.

Demonstração: Pela Observação 1.2.8, segue que R ≃ Rβ ⊕ ker(trβ). Logo

A ⊗Rβ R ≃ (A ⊗Rβ Rβ) ⊕ (A ⊗Rβ ker(trβ)). Assim, vamos identificar A com sua

imagem isomórfica A⊗Rβ Rβ.

Observe que
⊕
e∈G0

(A⊗Rβ Ee) = A⊗Rβ (
⊕
e∈G0

Ee) = A⊗Rβ R.

Agora se xi, yi ∈ R, 1 ≤ i ≤ m, são tais que
∑

1≤i≤m

xiβg(yi1g−1) = δe,g1e para

todo e ∈ G0 e g ∈ G, então claramente 1 ⊗Rβ xi e 1 ⊗Rβ yi satisfazem a mesma

condição em A ⊗Rβ R, isto é,
∑

1≤i≤m

(1A ⊗Rβ xi)γg(1A ⊗Rβ yi1g−1) = 1A ⊗Rβ δe,g1e

para todo e ∈ G0 e g ∈ G. Sendo assim, para concluir que A⊗Rβ R é uma extensão

γ-Galois de A, resta mostrar que (A⊗Rβ R)γ = A.
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(⊆) Seja u =
m∑
i=1

ai ⊗Rβ ri ∈ (A⊗Rβ R)γ e c ∈ R tal que trβ(c) = 1R. Então:

u = u(IdA⊗Rβ trβ)(1A⊗Rβ c) = (
m∑
i=1

ai⊗Rβ ri)(1A⊗Rβ trβ(c)) =
m∑
i=1

ai⊗Rβ ritrβ(c) =

m∑
i=1

ai ⊗Rβ ri
∑
g∈G

βg(c1g−1) =
m∑
i=1

ai ⊗Rβ

∑
g∈G

βg(ri1g−1)βg(c1g−1) =

m∑
i=1

ai ⊗Rβ

∑
g∈G

βg(ric1g−1) =
m∑
i=1

ai ⊗Rβ trβ(ric) ∈ A⊗Rβ Rβ = A.

(⊇) Obviamente, A = A ⊗Rβ Rβ ⊆ (A ⊗Rβ R)γ, pois se
m∑
i=1

ai ⊗Rβ ri ∈ A ⊗Rβ

Rβ, temos que γg(
m∑
i=1

ai ⊗Rβ ri1g−1) =
m∑
i=1

ai ⊗Rβ βg(ri1g−1) =
m∑
i=1

ai ⊗Rβ ri1g =

(
m∑
i=1

ai ⊗Rβ ri)(1A ⊗Rβ 1g). �

Seja E = {f : G −→ R | f é função e f(g) ∈ Eg para todo g ∈ G}. Note que E

é uma Rβ-álgebra com adição e multiplicação pontuais.

Lema 1.3.3. Suponha que R é uma extensão β-Galois de Rβ. Então existe uma

ação β′ de G sobre a álgebra E e E é uma extensão β′-Galois de R.

Demonstração: Pelo Lema 1.3.2, R⊗Rβ R é uma extensão γ-Galois de R com

grupóide de Galois G, onde γg((s⊗Rβ r1g)) = s⊗Rβ βg(r1g−1), para s, r ∈ R. Mas

temos que E ≃
∏
g∈G

Eg como Rβ-álgebras, via:

ϕ : E −→
∏
g∈G

Eg

f 7−→ (f(g))g∈G

e inversa dada por:

ϕ−1 :
∏
g∈G

Eg −→ E

(ag)g∈G 7−→ f : G −→ R, f(g) = ag,∀g ∈ G.
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Pelo Teorema 1.2.3, item (iv), a aplicação

ψ : R⊗Rβ R −→
∏
g∈G

Eg

x⊗Rβ y 7−→ (xβg(y1g−1))g∈G

é um isomorfismo de Rβ-álgebras. Logo a aplicação η = ϕ−1 ◦ ψ dada por

η : R⊗Rβ R −→ E

x⊗Rβ y 7−→ η(x⊗Rβ y) : G −→ R, onde η(x⊗Rβ y)(g) = xβg(y1g−1)

é um isomorfismo de Rβ-álgebras.

Este isomorfismo induz uma ação β′ = ({E ′g}g∈G, {β′g}g∈G) de G sobre E =

η(R⊗Rβ R) dada por:

β′g(η(s⊗Rβ r)η(1S ⊗Rβ 1g−1))(l) = β′g(η(s⊗Rβ r1g−1))(l)

= η(γg(s⊗Rβ r1g−1))(l)

= η(s⊗Rβ βg(r1g−1))(l)

= sβl(βg(r1g−1)1l−1),

para todo l ∈ G, onde os ideais são dados por E ′g = η(R ⊗Rβ Eg). De fato, esta

aplicação está bem definida, visto que β′g(η(s⊗Rβ r1g−1))(l) = sβl(βg(r1g−1)1l−1) ∈

Rβl(Eg1l−1) = η(R ⊗Rβ Eg)(l), para todo l ∈ G, e portanto β′g(η(s ⊗Rβ r1g−1)) ∈

η(R⊗RβEg) = E ′g. Observe que E = η(R⊗RβR) = η(R⊗Rβ

⊕
e∈G0

Ee) =
⊕
e∈G0

η(R⊗Rβ

Ee) =
⊕
e∈G0

E ′e. Desta forma, E é um extensão β′-Galois de R. �

Lema 1.3.4. Suponha que R é uma extensão β-Galois de Rβ e seja H um sub-

grupóide de G. Então f ∈ Eβ′
H se, e somente se, f(lh) = f(l) para h ∈ H e l ∈ G

tal que d(l) = r(h).

Demonstração: Considere f ∈ Eβ′
H . Como foi visto no Lema 1.3.3, a aplicação

η : R ⊗Rβ R −→ E, onde η(x ⊗Rβ y) : G −→ R é dada por η(x ⊗Rβ y)(g) =

xβg(y1g−1), é um isomorfismo de Rβ-álgebras. Logo existe s ⊗Rβ r ∈ R ⊗Rβ R tal
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que f = η(s⊗Rβ r). Assim,

η(s⊗Rβ r) ∈ Eβ′
H ⇔ β′h(η(s⊗Rβ r1h−1)) = η(s⊗Rβ r1h) ∀h ∈ H

⇔ η(s⊗Rβ βh(r1h−1)) = η(s⊗Rβ r1h) ∀h ∈ H

⇔ η(s⊗Rβ βh(r1h−1))(l) = η(s⊗Rβ r1h)(l) ∀h ∈ H, l ∈ G

⇔ sβl(βh(r1h−1)1l−1) = sβl(r1l−1) ∀h ∈ H, l ∈ G

⇔ sβlh(r1h−1l−1) = sβl(r1l−1) ∀h ∈ H, l ∈ G tal que

d(l) = r(h)

⇔ η(s⊗Rβ r)(lh) = η(s⊗Rβ r)(l) ∀h ∈ H, l ∈ G tal que

d(l) = r(h)

⇔ f(lh) = f(l) ∀h ∈ H, l ∈ G tal que d(l) = r(h).

�

Teorema 1.3.5. Suponha que R é uma extensão β-Galois de Rβ e seja T uma

Rβ-subálgebra separável e β-forte de R. Então RβH = T para H = HT , onde βH é

a ação de H sobre R definida no Teorema 1.3.1.

Demonstração: (⊇) Claramente RβH ⊇ T , pois RβH = {r ∈ R | βh(r1h−1) =

r1h para todo h ∈ H} e H = HT = {g ∈ G | βg(t1g−1) = t1g para todo t ∈ T}, logo

todo elemento de T fica fixo por βH .

(⊆) Vamos mostrar que RβH ⊆ T .

Pelo Lema 1.3.3, E = {f : G −→ R | f é função e f(g) ∈ Eg para todo g ∈ G}

é um extensão β′-Galois de R, onde a ação β′ de G sobre E é dada por

β′g(η(s⊗Rβ r1g−1))(l) = η(γg(s⊗Rβ r1g−1))(l) = η(s⊗Rβ βg(r1g−1))(l)

= sβl(βg(r1g−1)1l−1),

para todo s, r ∈ R, g, l ∈ G.

Mais ainda, como R é Rβ-projetivo (pelo Teorema 1.2.3, item (ii)), então R é

Rβ-plano, e a sequência exata

0 → T ↪→ R
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permanece exata quando tensorizada por R, ou seja,

0 → R⊗Rβ T ↪→ R⊗Rβ R

é exata. Logo podemos identificar R⊗Rβ T com sua imagem em R⊗Rβ R.

Vamos mostrar que Eβ′
H ⊆ η(R⊗ T ).

Considere então a relação de equivalência definida no Lema 1.1.24 por:

a ≡H b⇔ ∃b−1a e b−1a ∈ H.

Note que é posśıvel definir esta relação, pois G0 ⊆ H. Seja {gi}1≤i≤n um sistema

de representantes das classes de equivalência dessa relação. Seja fi : E −→ R

o homomorfismo de R-álgebras definido por fi(v) = v(gi). Vamos mostrar que

f1, ..., fn são fortemente distintos como homomorfismos de η(R⊗Rβ T ) em R. Para

ver isso, observe que se i ̸= j, então a definição de H garante que as restrições de

βgi , βgj em T não coincidem. De fato, se βgi(t1gi−1) = βgj(t1gj−1) para todo t ∈ T

com r(gi) = r(gj), então βgj−1(βgi(t1gi−1)1gj) = t1gj−1 e desta forma

βgj−1gi(t1gi−1gj) = t1gj−1 = t1r(gj−1) = t1r(gj−1gi) = t1gj−1gi ,

para todo t ∈ T , o que implica que g−1j gi ∈ H e desta maneira giH = gjH, uma

contradição. Note que se r(gi) ̸= r(gj), então giH ̸= gjH pela definição das classes

laterais.

Se e é qualquer idempotente não nulo de R, então como T é β-forte, existe t ∈ T

tal que βgi(t1g−1
i
)e ̸= βgj(t1g−1

j
)e, logo

fi(η(1⊗Rβ t))e = (η(1⊗Rβ t)(gi))e = βgi(t1g−1
i
)e ̸= βgj(t1g−1

j
)e = fj(η(1⊗Rβ t))e.

Assim f1, ..., fn são, de fato, fortemente distintos.

Como T é Rβ-separável, temos que η(R ⊗Rβ T ) é R-separável. De fato, se e =
n∑

i=1

ai⊗Rβ bi ∈ T ⊗Rβ T é o idempotente de separabilidade de T , então
n∑

i=1

η(1R⊗Rβ
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ai)⊗R η(1R⊗Rβ bi) ∈ η(R⊗Rβ T )⊗R η(R⊗Rβ T ) é o idempotente de separabilidade

de η(R⊗Rβ T ).

Aplicando o Lema 1.2.7, obtemos idempotentes dois a dois ortogonais w1, ..., wn

em η(R⊗Rβ T ) com fi(x)wi = xwi para todo x ∈ η(R⊗Rβ T ) e wj(gi) = fi(wj) = δij

para i, j ≤ n.

Vamos verificar que w1, ..., wn geram Eβ′
H sobre R.

Primeiro mostraremos que {wi}1≤i≤n ⊆ Eβ′
H . Como wi ∈ η(R ⊗Rβ T ), existem

uij ∈ R e tij ∈ T tais que wi = η(
∑
j

uij ⊗Rβ tij), para 1 ≤ i ≤ n. Pelo Lema 1.3.4,

é suficiente mostrar que wi(lh) = wi(l) para h ∈ H e l ∈ G tal que d(l) = r(h).

Desta forma,

wi(lh) = η(
∑
j

uij ⊗Rβ tij)(lh) =
∑
j

uijβlh(tij1h−1l−1) =∑
j

uijβl(βh(tij1h−1)1l−1) =
∑
j

uijβl(tij1h1l−1) = η(
∑
j

uij ⊗Rβ tij)(l) = wi(l),

e portanto wi ∈ Eβ′
H para todo 1 ≤ i ≤ n.

Agora seja f ∈ Eβ′
H . Então existem sj, rj ∈ R tais que f = η(

∑
j

sj ⊗Rβ rj).

Assim,

f(gi) = η(
∑
j

sj ⊗Rβ rj)(gi) =
∑
j

sjβgi(rj1g−1
i
)

=
∑
j

sjβgi(rj1g−1
i
)wi(gi) =

∑
j,k

sjβgk(rj1g−1
k
)wk(gi).

Como f ∈ Eβ′
H , é suficiente aplicá-la apenas nos gi’s, pois f(gi) = f(gih) para toda

f ∈ Eβ′
H e para todo h ∈ H tal que d(gi) = r(h), pelo Lema 1.3.4. Desta forma,

conclúımos que w1, ..., wn geram Eβ′
H sobre R.

Temos, então, que Eβ′
H ⊆ η(R ⊗Rβ T ). Aplicando η−1, temos que η−1(Eβ′

H ) ⊆

R⊗Rβ T.

Afirmação: Eβ′
H = η((R⊗Rβ R)γH ).
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Esta afirmação segue direto do fato que β′g ◦ η = η ◦ γg, para todo g ∈ G.

Então, pela afirmação, (R⊗Rβ R)γH = η−1(Eβ′
H ) ⊆ R⊗Rβ T. Desta maneira,

R⊗Rβ RβH ⊆ (R⊗Rβ R)γH ⊆ R⊗Rβ T.

Aplicando trβ ⊗Rβ IdR e usando que o traço é sobrejetivo, temos:

trβ(R)⊗Rβ RβH ⊆ trβ(R)⊗Rβ T,

o que implica que

Rβ ⊗Rβ RβH ⊆ Rβ ⊗Rβ T.

Logo segue que RβH ⊆ T , como queŕıamos demonstrar. �

Os Teoremas 1.3.1 e 1.3.5 nos fornecem a seguinte generalização do Teorema

Fundamental da Teoria de Galois:

Teorema 1.3.6. Teorema de Correspondência de Galois. Suponha que R é

uma extensão β-Galois de Rβ. Então existe uma correspondência um-a-um entre

os subgrupóides amplos de G e as subálgebras separáveis T de R que são β-fortes.

Se T é uma Rβ-subálgebra β-forte de R, então o correspondente subgrupóide é HT .

Mais ainda, se H é um subgrupóide normal de G e ≡H é a congruência definida no

Lema 1.1.24, então G
H

age sobre RβH via uma ação β e RβH é um extensão β-Galois

de Rβ.

Este teorema nos diz que a aplicação θ : H 7→ RβH dos subgrupóides amplos

de G nas subálgebras separáveis de R que são β-fortes é bijetiva. Podemos ilustrar

este fato no seguinte diagrama:
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Caṕıtulo 2

Correspondência de

Galois-Grothendieck

O Lema de Dedekind diz que, dados um corpo L extensão de um corpo K

e A uma K-álgebra, o conjunto AlgK(A,L) de todos os homomorfismos de K-

álgebras de A em L é um subconjunto linearmente independente do L-espaço ve-

torial HomK(A,L). Em [14], M. Ferrero e A. Paques, entre outros resultados da

teoria de Galois para anéis comutativos, simplificaram a demonstração do Teorema

de Correspondência combinando uma versão do Lema de Dedekind para extensões

de anéis com resultados básicos de G-conjuntos, no caso em que G é um grupo.

Mais tarde, baseado nos resultados desta publicação e motivado pelo trabalho de A.

Dress em [12], A. Paques mostrou em [21] a correspondência de Galois-Grothendieck

no contexto de anéis comutativos, a qual associa bijetivamente G-conjuntos e K-

álgebras R-decompońıveis, onde K e R são anéis comutativos, R é uma extensão

de Galois de K e G é um subgrupo finito de K-automorfismos de R. Tendo em
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vista estas informações, o objetivo deste caṕıtulo é desenvolver uma generalização

do Lema de Dedekind e, dado um grupóide G, combiná-la com resultados de G-

conjuntos, para então generalizar a correspondência de Galois-Grothendiek para o

caso de ação de grupóides e mostrar o Teorema de Correspondência de Galois como

um caso particular do anterior.

Neste caṕıtulo, todos os anéis (ou álgebras) são assumidos comutativos.

2.1 Preliminares

Antes de introduzirmos a noção de G-conjuntos para um grupóide G, trabalharemos

nesta primeira seção com alguns resultados que serão utilizados no decorrer do

caṕıtulo.

Seja R um anel.

Lema 2.1.1. [[14], Lemma 1.1] Suponha que A ⊂ B são R-álgebras finitamente

geradas e projetivas como R-módulos e que A é separável sobre R. Se rankRpAp =

rankRpBp, para todo ideal primo p de R, então A = B.

Definição 2.1.2. Dizemos que uma R-álgebra A é fortemente separável sobre R

se é separável sobre R e, em acréscimo, é finitamente gerada e projetiva como

R-módulo.

O próximo resultado generaliza a versão do Lema de Dedekind dada em [14].

Proposição 2.1.3. Seja K um anel. Suponha que T e R são K-álgebras com T

separável sobre K e V é um conjunto não vazio de homomorfismos de K-álgebras

v : T −→ Ev, onde Ev = R1v e {1v}v∈V são idempotentes centrais em R. Então as

seguintes condições são equivalentes:

(i) Para cada v ∈ V , os elementos de Vv = {u ∈ V | 1u = 1v} são dois a dois
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fortemente distintos.

(ii) Para todo v ∈ V existem xiv ∈ Ev, yiv ∈ T , 1 ≤ i ≤ mv, tais que
mv∑
i=1

xivu(yiv) =

δu,v1u, para todo u ∈ Vv.

(iii) Para cada u ∈ V , Vu é linearmente independente sobre Eu em HomK(T,Eu).

Demonstração: (i) ⇒ (ii) Como T é separável sobre K, Ev ⊗K T é separável

sobre Ev. De fato, se e =
n∑

i=1

ai ⊗K bi ∈ T ⊗K T é o idempotente de separabilidade

de T sobre K, então
n∑

i=1

(1v ⊗K ai)⊗Ev (1v ⊗K bi) ∈ (Ev ⊗K T )⊗Ev (Ev ⊗K T ) é o

idempotente de separabilidade de Ev ⊗K T sobre Ev.

Mais ainda, as aplicações

fv : Ev ⊗K T −→ Ev

x⊗K y 7−→ xv(y)

são duas a duas fortemente distintas sempre que os contradomı́nios (consequente-

mente, os domı́nios) coincidirem, pois os elementos de Vv são fortemente distintos.

De fato, para l, u ∈ Vv, dado um idempotente não nulo e ∈ Ev, existe t ∈ T tal que

el(t) ̸= eu(t). Logo

efl(1v ⊗K t) = el(t) ̸= eu(t) = efu(1v ⊗K t).

Assim, pelo Lema 1.2.7, existe ev =
mv∑
i=1

xiv⊗K yiv ∈ Ev⊗KT tal que fu(ev) = δu,v1u,

para todo u ∈ Vv.

(ii) ⇒ (iii) Considere V ′u um subconjunto finito de Vu e
∑
l∈V ′

u

rll = 0 emHomK(T,Eu),

onde rl ∈ El = Eu. Para v ∈ V ′u, temos

rv =
∑
l∈V ′

u

δl,v1lrl =
∑
l∈V ′

u

(
mv∑
i=1

xivl(yiv))rl =
mv∑
i=1

xiv(
∑
l∈V ′

u

l(yiv)rl) = 0,

mostrando que Vu é livre sobre Eu.

(iii) ⇒ (i) Seja v ∈ V . Para l, u ∈ Vv, dado um idempotente e ∈ Ev, suponha

que el(x) = eu(x), para todo x ∈ T . Logo e(l − u)(x) = 0, para todo x ∈ T , e
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desta maneira e(l − u) = 0. Como Vv é linearmente independente sobre Ev, segue

que e = 0. �

Corolário 2.1.4. Assuma que T é uma extensão fortemente separável de K, R

é uma K-álgebra e V é um conjunto não vazio de homomorfismos de K-álgebras

v : T −→ Ev, onde Ev = R1v e {1v}v∈V são idempotentes centrais em R. Suponha

que para cada v ∈ V , os elementos de Vv = {u ∈ V | 1u = 1v} são dois a dois

fortemente distintos. Então para cada v ∈ V , #Vv ≤ rankKpTp, para todo ideal

primo p de K.

Demonstração: Como, para cada v ∈ V , os elementos de Vv = {u ∈ V |

1u = 1v} são dois a dois fortemente distintos, segue pelo Lema 2.1.3 que Vv é

linearmente independente sobre Ev em HomK(T,Ev). Então, via localização, (Vv)p

é linearmente independente sobre (Ev)p emHomKp(Tp, (Ev)p), para todo ideal primo

p de K.

Por outro lado, como T é finitamente gerado e projetivo sobre K, por [20],

Theorem IV.25, Tp é Kp-livre de dimensão finita, para todo ideal primo p de K.

Logo podemos assumir Tp ≃ (Kp)
s, onde s = rankKpTp. Desta forma,

HomKp(Tp, (Ev)p) ≃ HomKp(K
s
p , (Ev)p) ≃ HomKp(Kp, (Ev)p)

s ≃ ((Ev)p)
s,

como (Ev)p-módulos.

Então temos que (Vv)p é linearmente independente sobre (Ev)p e, adicionalmente,

(Vv)p ⊆ HomKp(Tp, (Ev)p), portanto segue que #Vv = #(Vv)p ≤ s = rankKpTp. �

Lema 2.1.5. Sejam T e R K-álgebras e V um conjunto não vazio de homomor-

fismos de K-álgebras v : T −→ Ev, onde Ev = R1v e {1v}v∈V são idempotentes

centrais em R. Suponha que para cada v ∈ V , Ev é uma K-álgebra fielmente pro-

jetiva. Então as seguintes condições são equivalentes:

(i) T é uma extensão fortemente separável de K, para cada v ∈ V os elementos de
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Vv = {u ∈ V | 1u = 1v} são dois a dois fortemente distintos e rankKT = #Vv.

(ii) T é fielmente projetivo sobre K, para todo v ∈ V existe xiv ∈ Ev, yiv ∈ T ,

1 ≤ i ≤ mv, tais que
mv∑
i=1

xivu(yiv) = δu,v1u, para todo u ∈ Vv, e rankKT = #Vv.

(iii) Para cada v ∈ V , a aplicação φv : Ev ⊗K T −→
∏
u∈Vv

Eu dada por φv(r⊗K t) =

(ru(t))u∈Vv , r ∈ Ev, t ∈ T , é um isomorfismo de R-álgebras.

Demonstração: (i) ⇒ (ii) Direto da Proposição 2.1.3.

(ii) ⇒ (iii) Seja v ∈ V . A aplicação φv é claramente um homomorfismo de

R-álgebras. Vamos mostrar que é um epimorfismo.

Para r = (ru)u∈Vv ∈
∏
u∈Vv

Eu, tome z =
∑
u∈Vv

mu∑
i=1

ruxiu ⊗K yiu ∈ Ev ⊗K T . Então:

φv(z) = (
∑
u∈Vv

mu∑
i=1

ruxiul(yiu))l∈Vv = (
∑
u∈Vv

ru

mu∑
i=1

xiul(yiu))l∈Vv

= (
∑
u∈Vv

ruδl,u1l)l∈Vv = (rl)l∈Vv = r.

Observe que ∏
u∈Vv

Eu = En
v ,

onde n = #Vv. Como φv é R-epimorfismo e rankEv(Ev)
n = n = #Vv = rankKT =

rankEvEv ⊗K T , segue por [17], Corollaire 2.4, que φv é um isomorfismo de R-

álgebras.

(iii) ⇒ (i) Como para cada v ∈ V , φv é um isomorfismo, temos que

rankKT = rankEvEv ⊗K T = rankEv

∏
u∈Vv

Eu = #Vv.

(Observe que este racioćınio vale para todo v ∈ V , logo pela unicidade do rank

temos que #Vv = #Vu, para todo u, v ∈ V .)

Agora vamos verificar que T é uma extensão fortemente separável de K. Como

para cada v ∈ V , Ev é um K-módulo finitamente gerado e projetivo e T é uma K-

álgebra, segue que Ev ⊗K T é um T -módulo finitamente gerado e projetivo. Então,
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por [17], Lemma III.1.9, T é um somando direto de Ev ⊗K T ≃
∏
u∈Vv

Eu = (Ev)
n,

onde n = #Vv, logo T é um Ev-módulo finitamente gerado e projetivo. Mais ainda,

temos que para cada v ∈ V , Ev é Ev-separável, assim, por [17], Proposition III.1.7

(c), (Ev)
n =

∏
u∈Vv

Eu é Ev-separável. Desta forma, novamente por [17], Proposition

III.2.2, T é separável sobre K.

Resta mostrar que os elementos de Vv são dois a dois fortemente distintos. Dado

u ∈ Vv, considere s = (δl,u1l)l∈Vv ∈
∏
u∈Vv

Eu. Então existe z =
mu∑
i=1

riu⊗K tiu ∈ Ev⊗K

T tal que φv(z) = s, pois φv é isomorfismo. Isto implica que (
mu∑
i=1

riul(tiu))l∈Vv =

(δl,u1l)l∈Vv , logo
mu∑
i=1

riul(tiu) = δl,u1l para cada l ∈ Vv. Consequentemente, pela

Proposição 2.1.3, os elementos de Vv são dois a dois fortemente distintos. �

2.2 G-conjuntos

Definição 2.2.1. Sejam G um grupóide e X um conjunto. Uma ação γ de G sobre

X é uma coleção de subconjuntos Xg ⊆ X (g ∈ G) e bijeções γg : Xg−1 −→ Xg com

Xg = Xr(g) tais que:

(i) γe = IdXe para todo e ∈ G0;

(ii) γg ◦ γh(x) = γgh(x) para todo (g, h) ∈ G2 e x ∈ Xh−1 = X(gh)−1.

Neste caso, dizemos que X é um G-conjunto.

Exemplo 2.2.2. Um grupóide G é um G-conjunto. De fato, para X = G, defina

Xg = r(g)G = {r(g)l| l ∈ G e r(l) = r(g)} = Xr(g). Desta forma, Xg−1 = {d(g)l|

l ∈ G e r(l) = d(g)} = Xd(g), para todo g ∈ G. Tome γg : Xg−1 −→ Xg definida por

γg(d(g)l) = gd(g)l = gl.

Observe que gl = r(g)gl ∈ Xg, logo γg está bem definida. Note que γg ◦ γg−1 = IdXg
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e γg−1 ◦ γg = IdXg−1 . Portanto γg é uma bijeção e claramente satisfaz as condições

(i) e (ii) da Definição 2.2.1.

Exemplo 2.2.3. Considere G um grupóide finito e H um subgrupóide amplo de

G. Tome a relação de equivalência ≡H definida no Lema 1.1.24. Então o conjunto

das classes de equivalência G
H

= {gH |g ∈ G} é um G-conjunto. Com efeito,

para X = G
H
, defina Xg = {lH ∈ G

H
| r(l) = r(g)} = Xr(g). Desta maneira,

Xg−1 = {lH ∈ G
H
| r(l) = d(g)} = Xd(g). Defina γg : Xg−1 −→ Xg por

γg(lH) = glH.

Observe que r(gl) = r(g), logo glH ∈ Xg, portanto γg está bem definida. Assim

como no exemplo anterior, o leitor pode verificar facilmente que γg ◦ γg−1 = IdXg e

γg−1 ◦ γg = IdXg−1 , portanto γg é uma bijeção, e claramente satisfaz as condições

(i) e (ii) da Definição 2.2.1.

Mais ainda, Xg ∩Xh = ∅ se r(g) ̸= r(h) e G
H

=
.∪

e∈G0

Xe.

Exemplo 2.2.4. Dado G um grupóide finito, considere X um G-conjunto via a

ação γ = ({Xg}g∈G, {γg}g∈G), onde X =
.∪

e∈G0

Xe. Suponha G agindo sobre uma

K-álgebra R via β = ({Eg}g∈G, {βg}g∈G), onde Ee é unitário para cada e ∈ G0 e

R =
⊕
e∈G0

Ee. Tome Map(X,R) = {f : X −→ R| f é aplicação e f(Xg) ⊆ Eg }.

Vamos verificar que Y =Map(X,R) é um G-conjunto.

Considere Yg = Map(X,R)g = {f ∈ Map(X,R)| f(Xh) = 0, ∀h ̸= g} = Yr(g) e

tome αg : Yg−1 −→ Yg definida por

αg(f1
′
g−1)(x) =

 βg ◦ f1′g−1 ◦ γg−1(x), se x ∈ Xg

0, se x /∈ Xg,

onde 1′g ∈ Yg é definido por

1′g(x) =

 1g, se x ∈ Xg

0, se x /∈ Xg.
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É direto ver que αg está bem definida e que sua inversa é dada por αg−1 : Yg −→

Yg−1, assim como também é imediato verificar que esta ação satisfaz as condições (i)

e (ii) da Definição 2.2.1. Em particular, A(X) =Map(X,R)α = {f ∈Map(X,R)|

αg(f1
′
g−1) = f1′g ∀g ∈ G} ⊆ Map(X,R) é também um G-conjunto, via a mesma

ação α.

Note que Y =Map(X,R) (e portanto A(X)) possui uma estrutura de K-álgebra

com adição e multiplicação pontuais e ação de K-módulo definida para cada λ ∈ K,

f ∈ Map(X,R), g ∈ G, por (λ.f)(x) = λf(x), para todo x ∈ X. A unidade neste

caso é dada por 1Y = 1A(X) =
∑
g∈G

1′g.

Afirmação 1: Para cada g ∈ G, Yg é um ideal de Y .

Sejam l ∈ Y e f ∈ Yg. Se x /∈ Xg, (l.f)(x) = l(x)f(x) = 0, concluindo que

l.f ∈ Yg.

Afirmação 2: Y =
⊕
g∈G

Yg.

Seja f ∈ Y . Defina f ′g : X −→ R por f ′g(Xg) = f(Xg) e f ′g(Xh) = 0 para todo

h ̸= g. Observe que f ′g ∈ Yg para todo g ∈ G. Tome x ∈ X. Então existe k ∈ G tal

que x ∈ Xk. Desta maneira,

f(x) = f ′k(x) =
∑
g∈G

f ′g(x).

Agora considere f ∈ Yg ∩ (
∑
h̸=g

Yh). Se x /∈ Xg, f(x) = 0 porque f ∈ Yg. Se

x ∈ Xg, f(x) = 0 porque f ∈
∑
h̸=g

Yh. Desta forma temos que f(x) = 0 para todo

x ∈ X, ou seja, f = 0, concluindo a Afirmação 2.

Mais ainda, Map(X,R) (resp., A(X)) é um R-módulo (resp., Rβ-módulo) via

r.f(x) = rf(x), para r ∈ R, f ∈Map(X,R) (resp., A(X)) e x ∈ X.

Para o restante deste caṕıtulo, fixaremos que:

- K é um anel;
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- G é um grupóide finito;

- R é uma K-álgebra;

- β = ({Eg}g∈G, {βg}g∈G) é a ação de G sobre R tal que Ee é unitário para cada

e ∈ G0 e R =
⊕
e∈G0

Ee;

- X é um G-conjunto finito via γ = ({Xg}g∈G, {γg}g∈G) tal que X =
.∪

e∈G0

Xe.

Considere A(X) como definido no Exemplo 2.2.4. Defina Ex := Eg quando

x ∈ Xg. Para x ∈ X, denote por ρx o homomorfismo de K-álgebras de A(X) em

Ex dado por ρx(f) = f(x), para todo f ∈ A(X), e denote por 1x a unidade de Ex.

Lema 2.2.5. Seja V = {ρx| x ∈ X}. Suponha que para cada g ∈ G, Eg é uma

K-álgebra fielmente projetiva. Então as seguintes condições são equivalentes:

(i) Para cada y ∈ X, os elementos de Vy = {ρx| 1x = 1y} são dois a dois fortemente

distintos, rankKT = #Vy e A(X) é uma extensão fortemente separável de K.

(ii) Para cada y ∈ X, a aplicação φy : Ey ⊗K A(X) −→
∏
x∈Xy

Ex dada por φy(r ⊗K

f) = (rf(x))x∈Xy , para todo r ∈ Ey e f ∈ A(X), onde Xy = {x ∈ X| 1x = 1y}, é

um isomorfismo de R-álgebras.

Demonstração: (i) ⇒ (ii) Decorre do Lema 2.1.5.

(ii) ⇒ (i) Mostrando que #Vy = #Xy para todo y ∈ X, a demonstração sai

como uma aplicação do Lema 2.1.5. Considere a aplicação ωy : Xy −→ Vy dada por

ωy(x) = ρx, para todo x ∈ Xy. Esta aplicação é claramente sobrejetiva, logo resta

provar sua injetividade. De fato, se ρx = ρw para x,w ∈ Xy, então f(x) = f(w)

para todo f ∈ A(X). Seja My = {f : Xy −→ Ey| f é aplicação} e considere a

aplicação

η : My −→
∏
x∈Xy

Ex

f 7−→ (f(x))x∈Xy .
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Tome também a aplicação

η′ :
∏
x∈Xy

Ex −→ My

r = (rx)x∈Xy 7−→ η′r, onde η′r(x) = rx.

É fácil ver que η e η′ são homomorfismos de R-álgebras. Note que

η ◦ η′(r) = (η′r(x)) = (rx)x∈Xy = r e η′ ◦ η(f) = η′((f(x))x∈Xy) = f .

Portanto
∏
x∈Xy

Ex ≃ My como R-álgebras, e por conseguinte Ey ⊗K A(X) ≃∏
x∈Xy

Ex ≃ My. Tome p ∈ My. Então existem r ∈ Ey e f ∈ A(X) tais que

p = η′ ◦ φ(r ⊗K f), logo

p(x) = η′ ◦ φ(r ⊗K f)(x) = η′((rf(z))z∈Xy)(x) = rf(x) = rf(w) = p(w),

para todo p ∈ My. Assim, x = w. De fato, para visualizar esta igualdade, observe

que se x ̸= w, então podemos definir uma aplicação p ∈ My tal que p(x) = 1x e

p(z) = 0 para todo z ̸= x. Isto implica que p(x) ̸= p(w), um absurdo. Desta forma,

x = w e ωy é injetiva, concluindo o lema. �

Para M um R ⋆β G-módulo qualquer, a parte fixa de M pela ação do skew anel

de grupóide R ⋆β G é definida por

MG = {m ∈M |(1gug)m = 1gm, ∀g ∈ G}.

Já foi observado no Exemplo 2.2.4 que Map(X,R) possui uma estrutura de R-

módulo; todavia, Map(X,R) possui também uma estrutura de R ⋆β G-módulo à

esquerda via

rgug.f = rgαg(f1
′
g−1),

para rg ∈ R e g ∈ G. Desta maneira, para o caso particular M = Map(X,R),

temos

Map(X,R)G = {f ∈Map(X,R)|(1gug)f = 1gf, ∀g ∈ G}
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= {f ∈Map(X,R)|αg(f1
′
g−1) = f1′g, ∀g ∈ G} = A(X).

Este fato será utilizado no próximo lema.

Lema 2.2.6. Assuma que R é uma extensão β-Galois de Rβ. Então para cada y ∈

X, a aplicação φy : Ey ⊗Rβ A(X) −→
∏
x∈Xy

Ex dada por φy(r⊗Rβ f) = (rf(x))x∈Xy ,

r ∈ Ey, f ∈ A(X), é um isomorfismo de R-álgebras.

Demonstração: Pelo Teorema 1.2.3, se R é uma extensão β-Galois de Rβ,

então a aplicação µ : R ⊗Rβ Map(X,R)G −→ Map(X,R) dada por µ(r ⊗ f) =

rf é um isomorfismo de R-álgebras. Como foi observado acima, Map(X,R)G =

A(X), logo µ é um isomorfismo de R ⊗Rβ A(X) em Map(X,R). Note que µ :

R ⊗Rβ A(X) −→ Map(X,R) induz um isomorfismo µy : 1y.(R ⊗Rβ A(X)) −→

1y.Map(X,R) de R-álgebras.

Porém, observe que 1y.Map(X,R) = {f ∈ Map(X,R)| f(Xz) = 0, para todo

z ∈ X −Xy} e esta álgebra é naturalmente isomorfa a My = {f : Xy −→ Ey| f é

aplicação} via

εy : 1y.Map(X,R) −→ My

f 7−→ f |Xy .

De fato, é imediato verificar que εy é um homomorfismo de R-álgebras, assim como

também é direto ver que sua inversa é dada por

ε−1y : My −→ 1y.Map(X,R)

f 7−→ f ′ onde f ′(Xy) = f e f ′(Xz) = 0, ∀z ∈ X −Xy.

Desta maneira, temos que Ey ⊗Rβ A(X) = 1y.(R ⊗Rβ A(X)) ≃ My via εy ◦ µy.

Mas My ≃
∏
x∈Xy

Ex como R-álgebras via a aplicação η definida no Lema 2.2.5, onde

η(f) = (f(x))x∈Xy . Portanto a aplicação φy = η ◦εy ◦µy : Ey⊗Rβ A(X) −→
∏
x∈Xy

Ex

é um isomorfismo de R-álgebras. �

Definição 2.2.7. Sejam Y e W dois G-conjuntos via as ações ε = {εg : Yg−1 −→

Yg}g∈G e ϑ = {ϑg : Wg−1 −→ Wg}g∈G, respectivamente. Dizemos que a aplicação
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ρ : Y −→W é um isomorfismo de G-conjuntos se satisfaz as seguintes afirmações:

(i) ρ é uma bijeção;

(ii) ρ(Yg) = Wg para todo g ∈ G;

(iii) ρ(εg(y)) = ϑg(ρ(y)), para todo y ∈ Yg−1 e para todo g ∈ G.

2.3 Correspondência de Galois-Grothendieck

Para o que segue nesta seção, é pertinente neste instante elucidar um novo exemplo

de G-conjunto.

Exemplo 2.3.1. Com as mesmas notações anteriores, para cada g ∈ G, considere

o subconjunto Vg(X) = {ρx : A(X) −→ Eg| x ∈ Xg e ρx(f) = f(x),∀f ∈ A(X)} =

Vr(g)(X) de AlgK(A(X), Eg). Então V (X) =
.∪

e∈G0

Ve(X) é um G-conjunto.

De fato, tome σ = {σg : Vg−1(X) −→ Vg(X)}g∈G, onde σg(ρx)(f) = βg(f(x)),

para todo x ∈ Xg−1. Observe que f ∈ A(X), logo σg(ρx)(f) = βg(f(x)) =

f(γg(x)) = ργg(x)(f), portanto σg(ρx) ∈ Vg(X), mostrando que a ação está bem

definida. Além disso, note que

σg ◦ σg−1(ρx)(f) = σg(ργg−1 (x))(f) = βg(f(γg−1(x))) = f(x) = ρx(f),

pois f ∈ A(X). Assim, σg ◦ σg−1 = IdVg(X) e, similarmente, σg−1 ◦ σg = IdVg−1 (X).

Logo σg é uma bijeção, e é imediato verificar que satisfaz as condições (i) e (ii) da

Definição 2.2.1.

Lema 2.3.2. Suponha que R é uma extensão β-Galois de Rβ e tome V (X) como

definido no Exemplo 2.3.1. Então:

(i) Para cada g ∈ G, os elementos de Vg(X) são dois a dois fortemente distintos.

(ii) A aplicação ω : X −→ V (X) dada por ω(x) = ρx é um isomorfismo de G-

conjuntos.
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Demonstração: (i) Como R é uma extensão β-Galois de Rβ, para cada y ∈ X

a aplicação φy : Ey ⊗K A(X) −→
∏
x∈Xy

Ex dada por φ(r ⊗K f) = (rf(x))x∈Xy ,

r ∈ Ey, f ∈ A(X), é um isomorfismo de R-álgebras, pelo Lema 2.2.6. Note que

se y ∈ X, então existe g ∈ G tal que y ∈ Xg, portanto temos que Ey = Eg e

Xy = Xg. Logo para cada x ∈ Xg, existem rix ∈ Eg e fix ∈ A(X), 1 ≤ i ≤ mx,

tais que (
mx∑
i=1

rixfix(y))y∈Xg = (δxy1y)y∈Xg , ou seja,
mx∑
i=1

rixfix(y) = δxy1y, para todo

y ∈ Xg. Porém, fix(y) = ρy(fix), assim temos que
mx∑
i=1

rixρy(fix) = δxy1y, para todo

ρy ∈ Vg(X). Então, pela Proposição 2.1.3, para cada g ∈ G, os elementos de Vg(X)

são dois a dois fortemente distintos.

(ii) Já provamos no Lema 2.2.5 que se a aplicação φg : Eg⊗K A(X) −→
∏
x∈Xg

Ex

dada por φg(r ⊗K f) = (rf(x))x∈Xg é isomorfismo, então a aplicação ωg : Xg −→

Vg(X) dada por ωg(x) = ρx é uma bijeção, para todo g ∈ G. Por conseguinte, a

aplicação ω : X =
.∪

e∈G0

Xe −→ V (X) =
.∪

e∈G0

Ve(X) definida por ω(x) = ωg(x) se

x ∈ Xg é uma bijeção. Resta provar que esta bijeção preserva a ação. Com efeito,

para x ∈ Xg−1 , temos

ω(γg(x))(f) = ργg(x)(f) = f(γg(x)) = βg(f(x)) = σg(ρx)(f) = σg(ω(x))(f),

o que conclui a demonstração. �

Lema 2.3.3. Suponha que R é uma extensão β-Galois de Rβ e seja B uma K-

álgebra. Suponha que para cada g ∈ G, existe um isomorfismo de R-álgebras φg :

Eg ⊗K B −→ (Eg)
n, n ≥ 1. Então:

(i) Para cada g ∈ G, existem φg1, ..., φgn ∈ AlgK(B,Eg) tais que φg(r ⊗K b) =

(rφgi(b))
n
i=1, para todo r ∈ Eg e b ∈ B.

(ii) Para cada g ∈ G, os elementos de Vg(B) = {φgi| 1 ≤ i ≤ n} são dois a dois

fortemente distintos.

(iii) Vg(B) = AlgK(B,Eg) sempre que os elementos de AlgK(B,Eg) forem dois a
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dois fortemente distintos.

Demonstração: (i) Para cada g ∈ G, denote por ηg : B −→ Eg⊗KB a imersão

canônica (b 7−→ 1g ⊗K b) e πgi : (Eg)
n −→ Eg a i-ésima projeção canônica. Seja

φgi := πgiφgηg : B −→ Eg. Desta maneira, para r ∈ Eg e b ∈ B, temos

(rφgi(b))
n
i=1 = (rπgiφgηg(b))

n
i=1 = (rπgi(φg(1g ⊗K b)))ni=1 = (πgi(φg(r ⊗K b)))ni=1

= φg(r ⊗K b).

(ii) Como φg é isomorfismo, então para cada 1 ≤ i ≤ n, existem ril ∈ Eg e

bil ∈ B, 1 ≤ l ≤ mg, tais que φg(

mg∑
l=1

ril⊗K bil) = (

ml∑
l=1

rilφgj(bil))
n
j=1 = (δij1g)

n
j=1, ou

seja,

ml∑
l=1

rilφgj(bil) = δij1g para todo 1 ≤ j ≤ n. Por conseguinte, pela Proposição

2.1.3, os elementos de Vg(B) são dois a dois fortemente distintos.

(iii) Vamos supor que os elementos de AlgK(B,Eg) são dois a dois fortemente

distintos. Então, pelo Corolário 2.1.4, #AlgK(B,Eg) ≤ rankKpBp para todo ideal

primo p de K. Agora note que, pelo item (ii), os elementos de Vg(B) são dois a dois

fortemente distintos, logo pela Proposição 2.1.3 Vg(B) é linearmente independente

sobre Eg em HomK(B,Eg). Desta maneira, #(Vg(B))p = #Vg(B) = n = rankKB.

Observe que esta última igualdade é válida porque

rankKB = rankEgEg ⊗K B = rankEg(Eg)
n = n = #Vg(B).

Mais ainda, Bp é um Kp-módulo livre e rankKpBp = rankKB = n. Desta

maneira, temos

#AlgK(B,Eg) ≤ rankKpBp = n = #Vg(B) ≤ #AlgK(B,Eg).

Como Vg(B) ⊆ AlgK(B,Eg), conclúımos que Vg(B) = AlgK(B,Eg), para todo

g ∈ G. �
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Lema 2.3.4. Suponha que R é uma extensão β-Galois de Rβ e considere B uma

K-álgebra. Suponha que para cada g ∈ G, existe um isomorfismo de R-álgebras

φg : Eg ⊗K B −→ (Eg)
n, e tome V (B) =

.∪
e∈G0

Ve(B), onde, para cada g ∈ G, Vg(B)

é o conjunto definido no Lema 2.3.3. Então as seguintes afirmações são equivalen-

tes:

(i) V (B) é um G-conjunto via ξ = {ξg : Vg−1(B) −→ Vg(B)}g∈G, onde ξg(φg−1i)(b) =

βg(φg−1i(b)).

(ii) Para todo g, h ∈ G com r(g) = r(h), dados φg−1i ∈ Vg−1(B) e φh−1j ∈ Vh−1(B),

tem-se que ξg(φg−1i) e ξh(φh−1j) são fortemente distintos.

Demonstração: (i) ⇒ (ii) Se V (B) é um G-conjunto via ξ = {ξg : Vg−1(B) −→

Vg(B)}g∈G, então ξg(φg−1i) ∈ Vg(B). Pelo Lema 2.3.3, os elementos de Vg(B) são

dois a dois fortemente distintos, logo segue (ii).

(ii) ⇒ (i) Como foi citado na implicação anterior, para cada g ∈ G, os elementos

de Vg−1(B) são dois a dois fortemente distintos, logo pela Proposição 2.1.3, para

cada 1 ≤ k ≤ n existem elementos rik ∈ Eg−1 e bik ∈ B, 1 ≤ i ≤ mg−1 , tais

que

mg−1∑
i=1

rikφg−1j(bik) = δjk1g−1 , para 1 ≤ j ≤ n. Aplicando βg em ambos os

lados da igualdade, tem-se que

mg−1∑
i=1

βg(rik)βg(φg−1j(bik)) = δjk1g, para 1 ≤ j ≤ n,

ou seja,

mg−1∑
i=1

βg(rik) ξg(φg−1j)(bik) = δjk1g, para 1 ≤ j ≤ n. Pela Proposição

2.1.3, os elementos de ξg(Vg−1(B)) são dois a dois fortemente distintos. Observe

que ξg(Vg−1(B)) = ξg(Vd(g)(B)) = ξg(
.∪

e∈G0

Ve(B)1′g−1) = ξg(V (B)1′g−1), onde 1′g−1 :

B −→ Eg−1 é dado por 1′g−1(b) = 1g−1 .

Considere Y (B) =
∪
g∈G

ξg(
.∪

e∈G0

Ve(B)1′g−1) =
∪
g∈G

ξg(Vg−1(B)). Defina Yg(B) =

Yr(g)(B) = {ξh(Vh−1(B))| r(h) = r(g)}. Como os elementos de ξg(Vg−1(B)) são dois

a dois fortemente distintos, temos que, utilizando a hipótese, os elementos de Yg(B)
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são dois a dois fortemente distintos para cada g ∈ G. Entretanto, note que

Vf (B) = ξf (Vf (B)) ⊆ Y (B),

para todo f ∈ G0, logo V (B) =
.∪

e∈G0

Ve(B) ⊆ Y (B), o que acarreta Vg(B) ⊆ Yg(B),

para todo g ∈ G. Pelo Corolário 2.1.4, #Yg(B) ≤ rankKpBp para todo ideal primo

p de K, e pelo Lema 2.1.5, rankKB = n. Assim,

#Yg(B) ≤ rankKpBp = n = #Vg(B) ≤ #Yg(B).

Deste jeito, ξg(Vg−1(B)) ⊆ Yg(B) = Vg(B) para todo g ∈ G. Porém, note que

#Vg(B) = n = #ξg(Vg−1(B)), logo ξg(Vg−1(B)) = Vg(B), concluindo que ξg é uma

bijeção. Não é dif́ıcil ver que ξ satisfaz as condições (i) e (ii) da Definição 2.2.1,

portanto temos que V (B) é um G-conjunto. �

Definição 2.3.5. Seja S =
n⊕

j=1

Ej uma K-álgebra, onde Ej = S1j e {1j}1≤j≤n são

idempotentes centrais em S dois a dois ortogonais, para algum n ≥ 1. Dizemos que

uma K-álgebra T é S-decompońıvel se:

(i) Para cada 1 ≤ j ≤ n, existe um isomorfismo de K-álgebras ϕj : Ej ⊗K T −→

(Ej)
m, para algum m ≥ 1;

(ii) V (T ) =
n∪

j=1

Vj(T ) é um G-conjunto, onde Vj(T ) é como definido no Lema 2.3.3.

Note que Ej ⊗K T ≃ (Ej)
m implica que R⊗K T = (

n⊕
j=1

Ej)⊗K T =
n⊕

j=1

(Ej ⊗K

T ) ≃
n⊕

j=1

(Ej)
m = (

n⊕
j=1

Ej)
m = Rm.

Lema 2.3.6. Suponha que R é uma extensão β-Galois de Rβ e considere B uma

K-álgebra. Suponha que para cada g ∈ G, existe um isomorfismo de R-álgebras φg :

Eg ⊗K B −→ (Eg)
n, n ≥ 1, e que V (B) =

.∪
e∈G0

Ve(B), onde Vg(B), g ∈ G, é como

definido no Lema 2.3.3, é um G-conjunto, via ξ = {ξg : Vg−1(B) −→ Vg(B)}g∈G.
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Então a aplicação ν : B −→ A(V (B)) dada por ν(b)(φgi) = φgi(b), para b ∈ B,

φgi ∈ V (B), é um isomorfismo de K-álgebras.

Demonstração: A aplicação ν : B −→ A(V (B)) dada por ν(b)(φgi) = φgi(b),

para b ∈ B, φgi ∈ V (B), claramente é um homomorfismo de K-álgebras. Vejamos

que está bem definida. De fato, dados a, b ∈ B, se a = b, então φgi(a) = φgi(b) para

todo g ∈ G e para todo 1 ≤ i ≤ n, portanto ν(a) = ν(b). Mais ainda, para g ∈ G,

b ∈ B e φgi ∈ V (B),

αg(ν(b)1
′
g−1)(φgi) = βg ◦ ν(b)1′g−1 ◦ ξg−1(φgi) = βg(ν(b)(ξg−1(φgi))1g−1)

= βg(ξg−1(φgi)(b)1g−1) = βg(βg−1(φgi(b)1g)1g−1)

= βr(g)(φgi(b)1r(g)) = φgi(b)1r(g)

= φgi(b)1g = ν(b)(φgi)1g = ν(b)1′g(φgi),

mostrando que ν(b) ∈ A(V (B)). Resta verificar a bijeção.

Dados a, b ∈ B, se a ̸= b, então φg(1⊗Ka) ̸= φg(1⊗K b), já que, para cada g ∈ G,

φg é um isomorfismo. Deste modo, existe i ∈ {1, ..., n} tal que ν(a)(φgi) = φgi(a) ̸=

φgi(b) = ν(b)(φgi), concluindo que ν(a) ̸= ν(b), o que prova que ν é injetiva.

Pelo Lema 2.1.5, rankKB = #Vg(B) e pelo Lema 2.2.5, rankKA(V (B)) =

#Vg(B). Ou seja, ν(B) e A(V (B)) tem o mesmo posto sobre K, pois ν(B) ≃ B.

Além disso, novamente pelos Lemas 2.1.5 e 2.2.5, temos que tanto B (consequen-

temente, ν(B)) quanto A(V (B)) são K-álgebras fielmente projetivas e separáveis.

Logo, pelo Lema 2.1.1, ν(b) = A(V (B)), mostrando que ν é sobrejetora. �

Teorema 2.3.7. Correspondência de Galois-Grothendieck. Suponha que R

é uma extensão β-Galois de Rβ. Então existe uma correspondência biuńıvoca entre

os G-conjuntos finitos e as Rβ-álgebras que são R-decompońıveis.

Demonstração: Pelo Lema 2.2.6, dado um G-conjunto finito X, φg : Eg ⊗K

A(X) −→
∏
x∈Xg

Ex definida por φg(r⊗K f) = (rf(x))x∈Xg , g ∈ G, r ∈ R, f ∈ A(X),
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é um isomorfismo de R-álgebras.

Afirmação: Vg(A(X)) = Vg(X), para todo g ∈ G.

Com efeito, Vg(X) = {ρx : A(X) −→ Eg| x ∈ Xg e ρx(f) = f(x), ∀f ∈ A(X)} e

se B = A(X), Vg(B) = {φgi| φgi = πgiφgηg}, onde ηg : B −→ Eg⊗KB é a aplicação

canônica e πgi : (Eg)
n −→ Eg é a i-ésima projeção em Ex. Logo

φgi(f)) = πgiφgηg(f) = πgi(φg(1g ⊗K f))

= πgi((f(x))x∈Xg) = f(xi) = ρxi
(f).

Por conseguinte, Vg(A(X)) = Vg(X) para todo g ∈ G, isto é, V (A(X)) = V (X).

Considere a aplicação θ dos G-conjuntos finitos nasK-álgebras R-decompońıveis

definida por θ(X) = A(X) e a aplicação θ′ das K-álgebras R-decompońıveis nos

G-conjuntos finitos dada por θ′(B) = V (B). Pelo Lema 2.3.2, X ≃ V (X) como G-

conjuntos, e pela afirmação anterior, V (X) = V (A(X)). Assim, X ≃ V (A(X)) =

θ′(θ(X)). Por outro lado, pelo Lema 2.3.6, B ≃ A(V (B)) como K-álgebras, logo

B ≃ A(V (B)) = θ(θ′(B)), o que mostra que θ é uma bijeção, como queŕıamos. �

2.4 Uma nova visão para o Teorema Fundamental

Seja H um subgrupóide amplo de G. Vimos no Exemplo 2.2.3 que, tomando a

relação de equivalência ≡H definida no Lema 1.1.24, o conjunto das classes laterais

G
H

= {gH |g ∈ G} é um G-conjunto.

Considere {gi}ni=1 um sistema de representantes das classes de equivalência dessa

relação. Desta maneira, EgiH = Er(gi) = Egi . (Lembre-se que se X =
.∪

e∈G0

Xe é um

G-conjunto e se x ∈ Xg, então Ex = Er(g) = Eg.)

Lema 2.4.1. A(G
H
) ≃ RβH como K-álgebras.

Demonstração: Já observamos anteriormente queMap(G
H
, R) é umaK-álgebra

via as operações pontuais e portanto A(G
H
) ⊆Map(G

H
, R) é uma K-álgebra.
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Considere a aplicação

θ : A(G
H
) −→ RβH

f 7−→
∑
e∈G0

f(eH).

Afirmação 1: θ está bem definida.

Para h ∈ H,

βh(
∑
e∈G0

f(eH)1h−1) =
∑
e∈G0

βh(f(eH)1h−1) = βh(f(d(h)H)1h−1)

= βh(βh−1(f(hd(h)H)1h)1h−1) = βr(h)(f(hH)1r(h)) = f(hH)1h

= f(r(h)H)1h =
∑
e∈G0

f(eH)1h.

Note que r(h) ≡H h, pois h−1r(h) = h−1d(h−1) = h−1 ∈ H.

Agora tome

θ′ : RβH −→ A(G
H
)

r 7−→ θ′r, onde θ′r(gH) = βg(r1g−1).

Afirmação 2: θ′r está bem definida.

Suponha g1H = g2H. Dado g1h1 ∈ g1H, existe h2 ∈ H tal que g1h1 = g2h2.

Note que d(h1) = d(g1h1) = d(g2h2) = d(h2), portanto g1 = g2h2h
−1
1 . Desta

maneira,

βg1(r1g−1
1
) = βg2h2h

−1
1
(r1h1h

−1
2 g−1

2
) = βg2(βh2h

−1
1
(r1h1h

−1
2
)1g−1

2
) = βg2(r1g−1

2
),

já que r ∈ RβH e h2h
−1
1 ∈ H .

Afirmação 3: θ′ está bem definida.

Para h ∈ G com r(h) = r(g), temos

h ∗ θ′r(gH) = βh(θ
′
r1
′
h−1(γh−1(gH))) = βh(θ

′
r(h
−1gH)1h−1)

= βh(βh−1g(r1g−1h)1h−1) = βh(βh−1(βg(r1g−1)1h)1h−1)

= βr(h)(βg(r1g−1)1r(h)) = βg(r1g−1)1r(h)

= βg(r1g−1) = θ′r(gH).
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Claramente, θ e θ′ são homomorfismos de K-álgebras. Ainda:

θ ◦ θ′(r) = θ(θ′r) =
∑
e∈G0

θ−1r (eH) =
∑
e∈G0

βe(r1e) =
∑
e∈G0

r1e = r

e

θ′ ◦ θ(f)(gH) = θ′(
∑
e∈G0

f(eH))(gH) = βg(
∑
e∈G0

f(eH)1g−1)

= βg(f(d(g)H)1g−1) = βg(βg−1(f(gd(g)H)1g)1g−1)

= βr(g)(f(gd(g)H)1r(g)) = f(gH)1g = f(gH),

o que conclui que G
H

≃ RβH . �

Lema 2.4.2. Para gH ∈ G
H
, tome o homomorfismo de K-álgebras ρgH de A(G

H
)

em Er(g) definido por ρgH(f) = f(gH), para todo f ∈ A(G
H
). Se os elementos

de VgH = {ρlH | r(l) = r(g)} são dois a dois fortemente distintos, então RβH é

β-forte.

Demonstração: Pelo Lema 2.4.1, A(G
H
) ≃ RβH via a aplicação θ. Considere

ϕgH := ρgH ◦ θ−1 : RβH −→ Er(g). Como os elementos de VgH são dois a dois

fortemente distintos, não é dif́ıcil ver que os elementos de ṼgH = {ϕlH | r(l) = r(g)}

também são dois a dois fortemente distintos.

Seja T = RβH e sejam g, h ∈ G com r(g) = r(h) e g−1h /∈ HT = {g ∈

G| βg(t1g−1) = t1g ∀t ∈ T}. Dado e ∈ Eg = Er(g), existe r ∈ RβH tal que

eϕgH(r) ̸= eϕhH(r). Assim,

eβg(r1g−1) = eθ−1(r)(gH) = eρgH(θ
−1(r)) = eϕgH(r) ̸= eϕhH(r) = eρhH(θ

−1(r)) =

eθ−1(r)(gH) = eβh(r1h−1).

Logo RβH é β-forte. �

Lema 2.4.3. Suponha que R é uma extensão β-Galois de Rβ e que T é uma

subálgebra de R que é Rβ-separável e β-forte. Então existem elementos xi, yi ∈ T ,
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1 ≤ i ≤ m, tais que
m∑
i=1

xiβg(yi1g−1) = 0 se βg|T1g−1 ̸= βe|T1e, para e ∈ G0, e

m∑
i=1

xiβg(yi1g−1) = 1e se βg|T1g−1 = βe|T1e , para e ∈ G0. Em particular, T é finita-

mente gerado e projetivo como Rβ-módulo.

Demonstração: Como T é Rβ-separável, seja e =
n∑

i=1

xi ⊗Rβ yi ∈ T ⊗Rβ T o

idempotente de separabilidade e seja µ : R⊗Rβ R a aplicação multiplicação.

Para g ∈ G, defina

θ : R⊗Rβ R −→ R⊗Rβ Eg

x⊗Rβ y 7−→ x⊗Rβ βg(y1g−1).

Para cada g ∈ G, tome eg = µ(θg(e)) =
n∑

i=1

xiβg(yi1g−1) ∈ Eg. Note que

e = e2 ⇒ θg(e) = θg(e.e) = θg(e)θg(e) ⇒ µ(θg(e)) = µ(θg(e)θg(e)) = µ(θg(e))µ(θg(e)),

logo eg é um idempotente de Eg.

Mais ainda, como T é um T ⊗Rβ T -módulo via

(x⊗Rβ y).t = xty, para x, y, t ∈ T,

temos que µ é T ⊗Rβ T -linear e θg é T ⊗Rβ Rβ-linear. De fato,

µ((x⊗Rβ y).(a⊗Rβ b)) = µ(xa⊗Rβ yb) = µ(xa⊗Rβ by) = xaby = (x⊗Rβ y).ab

= (x⊗Rβ y).µ(a⊗Rβ b),

para x, y, a, b ∈ T e

θg((x⊗Rβ y)(a⊗Rβ b)) = θg(xa⊗Rβ yb) = xa⊗Rβ βg(yb1g−1) = xa⊗Rβ yβg(yb1g−1)

= (x⊗Rβ y)θ(a⊗Rβ b),

para x, a, b ∈ T e y ∈ Rβ.

Então, para qualquer t ∈ T ,
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teg = tµ(θg(e)) = (t⊗Rβ 1).µ(θg(e)) = µ(θg((t⊗Rβ 1)e)) = µ(θg((1⊗Rβ t)e)) =

µ(θg((1⊗Rβ t))µ(θg(e)) = βg(t1g−1)eg.

Como T é β-forte, se g /∈ G0, então eg = 0, ou seja,
n∑

i=1

xiβg(yi1g−1) = 0.

Para a segunda parte deste lema, defina

fi : T −→ Rβ

t 7−→ trβ(yit).

Pela Observação 1.2.8, as aplicações {fi}ni=1 estão bem definidas e são claramente

homomorfismos de Rβ-módulos. Desta maneira,

n∑
i=1

fi(t)xi =
n∑

i=1

∑
g∈G

βg(yit1g−1)xi =
∑
g∈G

δg,eβg(t1g−1) =
∑
e∈G0

1et = t.

Por [20], Theorem II.12, T é finitamente gerado e projetivo. �

Lema 2.4.4. Suponha que R é uma extensão β-Galois de Rβ e seja T uma Rβ-

subálgebra de R. Então as seguintes condições são equivalentes:

(i) T é Rβ-separável e β-forte.

(ii) T = RβHT .

Demonstração: (i) ⇒ (ii) Assuma que T é uma Rβ-subálgebra separável de R

que é β-forte. Tome HT = {g ∈ G| βg(t1g−1) = t1g,∀t ∈ T}. Pelo Lema 2.4.3, T

é finitamente gerado e projetivo como Rβ-módulo. Como T ⊆ RβHT , Tp ⊆ (RβHT )p,

logo temos que rank(Rβ)pTp ≤ rank(Rβ)p(R
βHT )p, para todo ideal primo p de Rβ.

Afirmação: rank(Rβ)pTp = rank(Rβ)p(R
βHT )p.

Considere a relação de equivalência ≡HT
em G dada por a ≡HT

b ⇔ ∃b−1a e

b−1a ∈ HT . Seja {gi}ni=1 um sistema de representantes das classes. Defina

fi : T −→ Egi

t 7−→ βgi(t1g−1
i
).
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Note que os fi’s são claramente homomorfismos de Rβ-álgebras e os elementos de

Vgi = {fj| 1gj = 1gi} são dois a dois fortemente distintos, já que T é β-forte. Logo

pelo Corolário 2.1.4, #Vgi ≤ rank(Rβ)pTp, para todo ideal primo p de Rβ.

Pelo Lema 2.2.6, temos que, para cada gi ∈ G, 1 ≤ i ≤ n, Egi ⊗Rβ RβHT ≃∏
x∈( G

HT
)gi

Ex, logo (Egi)p ⊗(Rβ)p R
βHT ≃

∏
x∈( G

HT
)gi

(Ex)p. Note que neste caso ( G
HT

)gi =

{lHT | r(l) = r(gi)}, como foi mostrado no Exemplo 2.2.3. Isto nos leva a concluir

que #Vgi = #( G
HT

)gi .

Temos então

rank(Rβ)p(R
βHT )p = rank(Egi )p

((Egi)p ⊗(Rβ)p (R
βHT )p) = rank(Egi )p

∏
x∈( G

HT
)gi

(Ex)p =

#( G
HT

)gi = #Vgi ≤ rank(Rβ)pTp.

Logo rank(Rβ)pTp = rank(Rβ)p(R
βHT )p.

Por conseguinte, pelo Lema 2.1.1, T = RβHT .

(ii) ⇒ (i) Pelo Lema 2.2.6, T = RβHT ≃ A( G
HT

) é R-decompońıvel, logo decorre

do Lema 2.1.5 que T é separável. Além disso, pelo Lema 2.3.2 os elementos de Vg =

{ρhHT
: A( G

HT
) −→ Eg| hHT ∈ ( G

HT
)g e ρhHT

(f) = f(hHT ), ∀f ∈ A( G
HT

)} = {ρhHT
|

r(h) = r(g) e ρhHT
(f) = f(hHT ), ∀f ∈ A( G

HT
)} são dois a dois fortemente distintos.

Desta forma, pelo Lema 2.4.2, RβHT é β-forte. �

Estamos aptos a dar uma nova demonstração para o Teorema Fundamental da

Teoria de Galois. Note que cada subgrupóide H de G é um G-conjunto, e quando

T é uma extensão fortemente separável e β-forte de Rβ, segue pelos Lemas 2.4.4

e 2.2.6 que T é R-decompońıvel, portanto podemos visualizar o Teorema de Cor-

respondência como um caso particular da Correspondência de Galois-Grothendieck.
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Teorema 2.4.5. Teorema de Correspondência de Galois. Suponha que R

é uma extensão β-Galois de Rβ. Então a correspondência H 7→ RβH é biuńıvoca

entre o conjunto dos subgrupóides amplos de G e as Rβ-subálgebras de R que são

separáveis e β-fortes.

Demonstração: Sejam Subg(G) o conjunto dos subgrupóides amplos H de

G, Quoc(G) a famı́lia dos conjuntos quocientes G
H

de G e sGf(R) o conjunto das

subálgebras de R que são separáveis e β-fortes. Seja H um subgrupóide amplo de G.

Considere a aplicação θ1 de Subg(G) em Quoc(G) dada por θ1(H) = G
H
, e defina θ2

de Quoc(G) em sGf(R) por θ2(
G
H
) = A(G

H
). Observe que θ1 é, claramente, bijetiva.

Tome θ := θ2 ◦ θ1 : Subg(G) −→ sGf(R). Queremos mostrar que θ é uma bijeção.

Para isto, resta provar que θ2 é uma bijeção.

Porém, sabemos que, dado T ∈ sGf(R), T = RβHT , pelo Lema 2.4.4. Além

disso, RβHT ≃ A( G
HT

), pelo Lema 2.4.1, logo a aplicação θ2 é bijetiva, como pode

ser observado no seguinte diagrama:

Subg(G) Quoc(G) sGf(R)

H θ1
−→

G
H

θ2
−→ A(G

H
) ≃ RβH

HT
θ−1
1
←−

G
HT

θ−1
2
←− T = RβHT ≃ A( G

HT
).

�

Note que sGf(R) coincide com o conjunto das Rβ-álgebras do tipo A(G
H
), o que

mostra que a correspondência de Galois é, de fato, uma bijeção entre Subg(G) e o

conjunto das Rβ-álgebras R-decompońıveis do tipo A(G
H
).
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Caṕıtulo 3

Teorema Fundamental no Caso

Não-Comutativo

Nos caṕıtulos anteriores estava-se assumindo a comutatividade do anel R. Toda-

via, neste último caṕıtulo, esta hipótese será omitida, e no que sucede, dado um

grupóide finito G agindo sobre R via β, estaremos interessados em analisar sob que

condições a aplicação de Galois θ : H 7→ RβH é injetiva, mas não necessariamente

sobrejetiva, do conjunto dos subgrupóides amplos H de G no conjunto das subex-

tensões separáveis entre Rβ e R. Neste tópico, seguiremos baseados no trabalho de

G. Szeto e L. Xue ([24]), onde foram publicados resultados em que a aplicação de

Galois é injetiva para o caso de ação de grupos.

Ainda no contexto não necessariamente comutativo, mostraremos uma caracte-

rização de álgebras β-Galois centrais (tais que RβH é uma subálgebra separável

de R para cada subgrupóide H de G) que satisfazem o Teorema Fundamental,

seguindo outro trabalho de G. Szeto e L. Xue ([23]). Por “satisfazer o Teorema

Fundamental”entenderemos que “a aplicação de Galois θ : H 7→ RβH é bijetiva do

conjunto dos subgrupóides amplos H de G no conjunto das subextensões separáveis
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entre Rβ e R”.

3.1 Pré-requisitos

Considere R um anel, S um subanel de R com o mesmo elemento identidade e

β = ({Eg}g∈G, {βg}g∈G) uma ação de um grupóide finito G sobre R.

Para o caso não-comutativo, a definição de extensão β-Galois é a mesma De-

finição 1.2.1, extráıda de [4]. Já o teorema que fornece equivalências da definição

de extensão β-Galois fica enunciado da seguinte maneira:

Teorema 3.1.1. [[4], Theorem 5.3] As seguintes condições são equivalentes:

(i) R é uma extensão β-galois de Rβ.

(ii) R é um Rβ-módulo à direita projetivo finitamente gerado e a aplicação j :

R⋆βG −→ End(R)Rβ dada por j(
∑
g∈G

agug)(x) =
∑
g∈G

agβg(x1g−1) é um isomorfismo

de anéis e de R-módulos à esquerda.

(iii) R é um Rβ-módulo à direita projetivo finitamente gerado e para todo R ⋆β G -

módulo à esquerda M, a aplicação µ : R⊗Rβ MG −→M dada por µ(x⊗m) = xm

é um isomorfismo de R-módulos à esquerda.

(iv) A aplicação ϕ : R⊗Rβ R −→
∏
g∈G

Eg dada por ϕ(x⊗ y) = (xβg(y1g−1))g∈G é um

isomorfismo de R-módulos à esquerda.

(v) RtR = R ⋆β G, onde t =
∑
g∈G

1gug.

(vi) A aplicação τ ′ : R ⊗Rβ R −→ R ⋆β G dada por τ ′(x ⊗ y) =
∑
g∈G

xβg(y1g−1)δg é

sobrejetiva.

(vii) R é um gerador para a categoria dos R ⋆β G-módulos à esquerda.

Observação 3.1.2. Observe que uma extensão β-Galois de Rβ é uma extensão

Rβ-separável, conforme foi mostrado em [15].
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No que segue, precisaremos das seguintes definições.

Definição 3.1.3. R é dito uma álgebra de Galois (ou β-Galois) sobre Rβ se R é

uma extensão β-Galois de Rβ tal que Rβ está contido no centro C(R) de R. Mais

ainda, R é dito uma álgebra de Galois (ou β-Galois) central se R é uma extensão

β-Galois do seu centro C(R) (o que implica C(R) = Rβ).

Definição 3.1.4. R é dito uma extensão Hirata-separável de S se R⊗SR é isomorfo

a um somando direto de uma soma finita de R como R-bimódulos.

Definição 3.1.5. R é dito uma extensão de Galois Hirata-separável de Rβ se é R

é uma extensão Hirata-separável e uma extensão β-Galois de Rβ.

Definição 3.1.6. Dizemos que R é uma álgebra de Azumaya se é uma extensão

separável do seu centro.

Observação 3.1.7. Note que, pelo que foi definido acima, toda álgebra de Galois

central é uma álgebra de Azumaya. Mais ainda, por [22], uma álgebra de Azumaya é

uma extensão Hirata-separável. Logo, toda álgebra de Galois central é uma extensão

Hirata-separável.

3.2 Extensões de Galois com Aplicação de Galois

Injetiva

Para o que segue neste caṕıtulo, considere que:

- K é um anel comutativo;

- R é uma K-álgebra;

- G é um grupóide finito;

- β = ({Eg}g∈G, {βg}g∈G) é uma ação de G sobre R;

- R =
⊕
e∈G0

Ee, onde cada Ee é uma álgebra unitária;
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- R é uma extensão β-Galois de Rβ;

- C(R) é o centro de R;

- Jg = {r ∈ Eg | rβg(x1g−1) = xr, para todo x ∈ R}, g ∈ G (observe que,

claramente, Jg é C(R)-módulo);

- Para S1, S2 subanéis de R, VS2(S1) = {r ∈ S2 | rs = sr, para todo s ∈ S1} é o

comutador de S1 em S2.

Seja SG = {g ∈ G | Jg ̸= {0}} e TG = {g ∈ G | Jg = {0}}. Então G = SG ∪ TG.

Para um subgrupóide H de G, definimos duas aplicações:

(1) σ : H −→ {Jh | h ∈ H}, onde σ(h) = Jh; e

(2) γ : {H ⊆ G | H é subgrupóide de G} −→ {M | M é C(R)-módulo}, onde

γ(H) =
⊕
h∈H

Jh.

Veremos agora algumas propriedades de σ e γ que fornecem condições suficientes

para que a aplicação de Galois θ : H 7→ RβH seja injetiva. Começaremos com um

importante lema:

Lema 3.2.1. VR(R
β) =

⊕
g∈G

Jg.

Demonstração: Como R é uma extensão β-Galois de Rβ, sabemos pelo Te-

orema 3.1.1 que a aplicação j : R ⋆β G −→ End(R)Rβ dada por j(
∑
g∈G

agδg)(x) =∑
g∈G

agβg(x1g−1) é um isomorfismo de anéis. Seja A = R ⋆β G.

Afirmação 1: VA(R) ≃ VEnd(R)
Rβ
(Rl) via j, onde Rl = {λl ∈ End(R)Rβ |λ ∈ R e

λl(r) = λr para todo r ∈ R}.

Primeiro, observe que a aplicação ψ : R −→ R⋆βG dada por ψ(r) =
∑
e∈G0

r1eδe é

injetiva, logo podemos identificar R com sua imagem em R⋆βG. Assim, dado x ∈ R,

temos que j(r)(x) = j(
∑
e∈G0

r1eδe)(x) =
∑
e∈G0

rβe(x1e) = rx
∑
e∈G0

1e = rx = rl(x),

para todo r ∈ R. Logo j(R) = Rl. Identificando R⋆βG com sua imagem isomórfica

End(R)Rβ , temos que a afirmação é válida.
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Afirmação 2: VEnd(R)
Rβ
(Rl) = EndR(R)Rβ

(⊆) Seja f ∈ VEnd(R)
Rβ
(Rl) = {f ∈ End(R)Rβ | f ◦ λl = λl ◦ f, ∀λl ∈ Rl}. Isto

implica que f(r) = f(r1R) = f ◦ rl(1R) = rl ◦ f(1R) = rf(1R), para todo r ∈ R,

mostrando que f ∈ EndR(R)Rβ .

(⊇) Sejam f ∈ EndR(R)Rβ e x ∈ R. Logo,

(f ◦ rl)(x) = f(rx) = rf(x) = (rl ◦ f)(x),

para todo r ∈ R.

Afirmação 3: EndR(R)Rβ = (VR(R
β))r.

(⊆) Sejam f ∈ EndR(R)Rβ e x ∈ R. Então:

f(x) = f(x1R) = xf(1R).

Agora observe que f(1) ∈ VR(R
β), pois f(1)r = f(r) = rf(1), para todo r ∈ Rβ,

utilizando nas igualdades que f é Rβ-linear à direita e R-linear à esquerda.

(⊇) Seja f ∈ (VR(R
β))r. Isto implica que existe a ∈ VR(R

β) tal que f(y) = ya,

para todo y ∈ R. Mais ainda, a ∈ VR(R
β) implica que ax = xa para todo x ∈ Rβ.

Sejam então r ∈ R e x ∈ Rβ. Assim,

f(ryx) = ryxa = ryax = rf(y)x.

Desta maneira, f ∈ EndR(R)Rβ .

Por outro lado,

Afirmação 4: VA(R) =
⊕
g∈G

Jgδg.

(⊆) Temos que Jg = {r ∈ Eg|rβg(x1g−1) = xr,∀x ∈ R}. Seja
∑
g∈G

rgδg ∈ VA(R). Isto

implica que (
∑
g∈G

rgδg)x = x(
∑
g∈G

rgδg) para todo x ∈ R, isto é,
∑
g∈G

rgβg(x1g−1)δg =

x
∑
g∈G

rgδg. Mas esta soma é direta, logo rgβg(x1g−1) = xrg para cada g ∈ G, ou

seja, rg ∈ Jg para todo g ∈ G.
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(⊇) Seja
∑
g∈G

rgδg ∈
⊕
g∈G

Jgδg. Logo rgβg(x1g−1) = xrg para todo g ∈ G e para todo

x ∈ R. Assim,
∑
g∈G

rgβg(x1g−1)δg =
∑
g∈G

xrgδg, ou seja, (
∑
g∈G

rgδg)x = x(
∑
g∈G

rgδg)

para todo x ∈ R, mostrando que
∑
g∈G

rgδg ∈ VA(R).

Afirmação 5:
⊕
g∈G

Jgδg ≃ (
⊕
g∈G

Jg)r via j.

Observe que j(
∑
g∈G

rgδg)(x) =
∑
g∈G

rgβg(x1g−1), para todo rg ∈ Jg. Como rg ∈ Jg,

isto implica que
∑
g∈G

rgβg(x1g−1) =
∑
g∈G

xrg = x
∑
g∈G

rg = (
∑
g∈G

rg)r(x), mostrando que

j(
∑
g∈G

rgδg) = (
∑
g∈G

rg)r.

Juntando as Afirmações 1, 2 e 3, temos que VA(R) ≃ (VR(R
β))r via j e pe-

las Afirmações 4 e 5 temos VA(R) ≃ (
⊕
g∈G

Jg)r via j. Assim, VR(R
β) =

⊕
g∈G

Jg,

completando a demonstração. �

Lema 3.2.2. Para qualquer subgrupóide H de G, σ|SH : h 7→ Jh de SH em {Jh |

h ∈ SH} é injetiva.

Demonstração: Seja Jg = Jh para g, h ∈ SH . Isto implica que Eg ∩ Eh ̸=

0, portanto r(g) = r(h). Como Jg = Jh ̸= {0}, existe 0 ̸= r ∈ Eg = Eh tal

que r ∈ Jg = Jh e xr = rβg(x1g−1) = rβh(x1h−1) para todo x ∈ R. Assim,

r(βg(x1g−1)−βh(x1h−1)) = 0, para todo x ∈ R. Colocando βg em evidência, tem-se

rβg(x1d(g) − βg−1h(x1h−1g)) = 0, para todo x ∈ R.

Note que ∃g−1h, pois r(g) = r(h). Observe também que como r ∈ Jg, rβg(x1g−1) =

xr para todo x ∈ R, logo

rβg(x1d(g) − βg−1h(x1h−1g)) = (x− βg−1h(x1h−1g))r = 0. (∗)

Como R é uma extensão β-Galois de Rβ, existem elementos xi, yi ∈ R, 1 ≤

i ≤ m, tais que
∑

1≤i≤m

xiβg(yi1g−1) = δe,g1e, para todo e ∈ G0 e g ∈ G. To-
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mando x como yi na equação (∗), obtemos (yi1d(g) − βg−1h(yi1h−1g))r = 0. Assim,

xi(yi − βg−1h(yi1h−1g))r = 0, para 1 ≤ i ≤ m, logo
m∑
i=1

xi(yi − βg−1h(yi1h−1g))r = 0,

concluindo que

(
m∑
i=1

xiyi)r =
m∑
i=1

xiβg−1h(yi1h−1g)r.

Desta forma,

r = 1r(g)r = (
m∑
i=1

xiβr(g)(yi1r(g)))r = (
m∑
i=1

xiyi1r(g))r

= (
m∑
i=1

xiyi)r =
m∑
i=1

xiβg−1h(yi1h−1g)r = δe,g−1h1er,

para todo e ∈ G0. Note que r ̸= 0, portanto g−1h = r(g−1h) = r(g−1) = d(g).

Então temos g−1h = d(g), o que implica que gg−1h = gd(g), isto é, r(g)h = gd(g).

Utilizando que r(g) = r(h), conclui-se que h = r(h)h = r(g)h = gd(g) = g. Isto

prova que σ|SH é injetiva. �

Para os próximos resultados, precisaremos da seguinte definição.

Definição 3.2.3. Seja H um subconjunto de G. Definimos o subgrupóide gerado

pelos elementos de H como sendo o menor subgrupóide de G que contém H. Usa-

remos a notação < H > para tal subgrupóide.

Lema 3.2.4. Sejam H e L subgrupóides de G tais que Jh ̸= {0} para cada h ∈ H

e Jl ̸= {0} para cada l ∈ L. Considere θ : H 7→ RβH a aplicação de Galois. Se

θ(H) = θ(L), então H = L.

Demonstração: Como θ(H) = θ(L), RβH = RβL . Seja< H,L > o subgrupóide

gerado pelos elementos em H e L.

Afirmação: Rβ<H,L> = RβH = RβL .

De fato, Rβ<H,L> ⊆ RβH é óbvio, pois H ⊆< H,L >. Vejamos a outra inclusão.

Sejam r ∈ RβH = RβL e hl ∈< H,L > tais que h ∈ H, l ∈ L e d(h) = r(l). Então

βhl(r1l−1h−1) = βh(βl(r1l−1)1h−1) = βh(r1l1h−1) = r1lh.
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Desta maneira, r ∈ Rβ<H,L> .

Portanto temos que R é uma extensão β<H,L>-Galois de Rβ<H,L> = RβH = RβL .

Então, pelo Lema 3.2.1,
⊕

g∈<H,L>

Jg =
⊕
h∈H

Jh =
⊕
l∈L

Jl, já que Rβ<H,L> = RβH = RβL

implica que VR(R
β<H,L>) = VR(R

βH ) = VR(R
βL).

Por hipótese, Jg ̸= {0} para cada g ∈ H ∪ L, logo
⊕

g∈<H,L>

Jg =
⊕
h∈H

Jh implica

que L ⊆ H, já que são somas diretas e, sendo assim, têm que possuir a mesma

quantidade de somandos diretos. Similarmente, H ⊆ L. Assim, H = L. �

Lema 3.2.5. Se R é uma extensão Hirata separável de Rβ, então Jg−1Jg = VEg(R)

para todo g ∈ G. Mais ainda, para quaisquer g, h ∈ G, JhJg = Jgh e cada Jg é um

VEg(R)-progerador de posto 1.

Demonstração: Por [22], Definition 1, dizer que R é uma extensão Hirata

separável de Rβ é equivalente a dizer que, para cada g ∈ G, a aplicação

υg : VR(R
β)⊗C(R) M

R −→MRβ

definida por υg(d⊗m) = dm, d ∈ VR(R
β),m ∈ M , onde M é um (R,R)-bimódulo

e MR = {m ∈M |xm = mx, ∀x ∈ R}, é um isomorfismo de C(R)-módulos.

Observe que de R podemos obter um (R,R)-bimódulo Rg de forma que Rg = R

como R-módulo à esquerda, mas como R-módulo à direita a ação é dada por:

x.y = xβg(y1g−1),

para x, y ∈ R. Desta maneira, Jg = (Rg)
R e VR(R

β) = (Rg)
Rβ
.

Temos então, diretamente da definição de extensão Hirata separável, que a

aplicação υg : VR(R
β) ⊗C(R) Jg −→ VR(R

β) definida por υg(d ⊗ dg) = ddg, onde

d ∈ VR(R
β) e dg ∈ Jg, é um isomorfismo de C(R)-módulos.

Pelo Lema 3.2.1, VR(R
β) =

⊕
g∈G

Jg, então VR(R
β)Jg ≃ VR(R

β)⊗C(R)Jg ≃ VR(R
β)

implica que VR(R
β) =

⊕
h∈G

JhJg ⊆
⊕

d(h)=r(g)

Jgh =
⊕

r(l)=r(h)

Jl1h =
⊕
l∈G

Jl1h ⊆
∑
l∈G

Jl =
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VR(R
β). Note que JhJg ⊆ Jgh para g, h ∈ G tais que d(g) = r(h), pois para rh ∈ Jh

e rg ∈ Jg, temos

xrhrg = rhβh(x1h−1)rg = rhrgβg(βh(x1h−1)1g−1) = rhrgβgh(x1h−1g−1).

Conclúımos então que JhJg = Jgh. Em particular, Jg−1Jg = Jr(g) = VEg(R).

Como Jg−1Jg = VEg(R), cada elemento de Jg−1 pode ser pensado como um

elemento de HomVEg
(Jg, VEg(R)). Com efeito, podemos visualizar este fato na

seguinte afirmação:

Afirmação 1: Jg−1 ≃ HomVEg (R)(Jg, VEg(R)) = J∗g .

Este isomorfismo é dado pela aplicação

φ : Jg−1 −→ HomVEg (R)(Jg, VEg(R))

x 7−→ φx : Jg −→ VEg(R), onde φx(y) = yx,

e é fácil verificar que sua inversa é dada por

φ−1 : HomVEg (R)(Jg, VEg(R)) −→ Jg−1

f 7−→
n∑

i=1

f(xi)yi.

Seja 1 =
n∑

i=1

xiyi com xi ∈ Jg e yi ∈ Jg−1 . Então {xi, yi}1≤i≤n formam uma base

dual de Jg sobre VEg(R), já que x =
∑
i

xiyix para todo x ∈ Jg. Desta maneira, Jg

é um VEg(R)-módulo projetivo finitamente gerado, ou seja, um VEg(R)-progerador

(para mais detalhes, veja as equivalências de módulos projetivos finitamente gerados

em [20]).

Afirmação 2: VEg(R) ≃ EndVEg (R)(Jg).

Neste caso, a aplicação é definida por

ψ : VEg(R) −→ EndVEg (R)(Jg)

x 7−→ ψx : Jg −→ Jg, onde ψx(y) = yx,
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e a inversa é dada por

ψ−1 : EndVEg (R)(Jg) −→ VEg(R)

f 7−→
n∑

i=1

f(xi)yi.

Então

VEg(R) ≃ EndVEg (R)(Jg) ≃ Jg ⊗VEg (R) J
∗
g ≃ Jg ⊗VEg (R) Jg−1 .

Como VEg(R) é VEg(R)-módulo de posto 1, segue que Jg⊗VEg (R) Jg−1 tem posto 1, e

portanto Jg tem posto 1, já que rankVEg (R)(Jg ⊗VEg (R) Jg−1) = rank(Jg).rank(Jg−1)

(veja mais detalhes em [20]), concluindo a demonstração. �

O próximo teorema fornece uma condição suficiente para que a aplicação de

Galois seja injetiva.

Teorema 3.2.6. Se Jg ̸= 0 para cada g ∈ G, então a aplicação de Galois θ, definida

do conjunto dos subgrupóides de G no conjunto das subextensões de R sobre Rβ, é

injetiva.

Demonstração: Por hipótese, Jg ̸= 0 para cada g ∈ G. Logo, pelo Lema 3.2.4,

θ é injetiva. �

Uma aplicação deste teorema pode ser vista no seguinte corolário:

Corolário 3.2.7. Se R é uma extensão β-Galois Hirata separável, ou uma álgebra

de Galois central, então θ é injetiva.

Demonstração: Para qualquer extensão β-Galois Hirata separável, temos pelo

Lema 3.2.5 que Jg é um VEg(R)-módulo projetivo de posto 1 para cada g ∈ G.

Logo Jg ̸= {0} para cada g ∈ G. Assim, θ é injetiva pelo Teorema 3.2.6. Como

toda álgebra de Galois central é uma extensão Hirata-separável (veja a Observação

3.1.7), segue que θ é injetiva também nesse caso. �

68



Com as notações anteriores, considere γ : H 7→
⊕
h∈H

Jh.

Lema 3.2.8. Seja H um subgrupóide amplo de G. Então γ(H) é uma subálgebra

de R sobre C(R) e γ(H) = VR(R
βSH ), onde RβSH = {r ∈ R | βh(r1h−1) = r1h para

cada h ∈ SH}.

Demonstração: Como R é uma extensão β-Galois de Rβ, R é uma extensão

βH-Galois de RβH , e o racioćınio para mostrar tal afirmação é o mesmo mostrado

no Teorema 1.3.1, ressaltando que G0 = H0, logo R =
⊕
e∈G0

Ee =
⊕
e∈H0

Ee. Desta

maneira, VR(R
βH ) =

⊕
h∈H

Jh, pelo Lema 3.2.1. Mas Jh = {0} para cada h ∈ TH ,

logo γ(H) =
⊕
h∈SH

Jh = VR(R
βH ).

Observando que C(R) ⊆ VR(R
βH ), temos que γ(H) é uma subálgebra de R

sobre C(R). Mais ainda, como SH ⊆ H, RβH ⊆ RβSH . Desta maneira, VR(R
βSH ) ⊆

VR(R
βH ) = γ(H).

Reciprocamente, queremos γ(H) ⊆ VR(R
βSH ). De fato, para cada r ∈ Jh, onde

h ∈ SH , rβh(x1h−1) = xr para todo x ∈ R, em particular para todo x ∈ RβSH .

Disto segue que rx = xr para todo x ∈ RβSH , concluindo que Jh ⊆ VR(R
βSH ) para

cada h ∈ SH . Portanto,
⊕
h∈SH

Jh ⊆ VR(R
βSH ). Como γ(H) =

⊕
h∈SH

Jh, segue que

γ(H) ⊆ VR(R
βSH ). Logo γ(H) = VR(R

SH ). �

Teorema 3.2.9. Seguindo as notações do Lema 3.2.8, se a aplicação γ é injetiva do

conjunto dos subgrupóides amplos H de G no conjunto das C(R)-subálgebras de R,

então não existem subgrupóides próprios entre SH e H para qualquer subgrupóide

amplo H de G. Particularmente, ou SH é um subgrupóide de G, ou H =< SH >,

o subgrupóide gerado pelos elementos em SH .

Demonstração: Primeiro observe que se G0 ⊆ H, então G0 ⊆ SH , pois Je =

VEe(R) ̸= ∅, já que 1e ∈ VEe(R), para todo e ∈ G0. Agora suponha que exista

um subgrupóide próprio H ′ entre SH e H. Então SH ⊂ H ′ ⊂ H; portanto RβH ⊆
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RβH′ ⊆ RβSH e por conseguinte, VR(R
βH ) ⊆ VR(R

βH′ ) ⊆ VR(R
βSH ).

Pelo Lema 3.2.1, γ(H) = VR(R
βH ) e pelo Lema 3.2.8, γ(H) = VR(R

βSH ), logo

γ(H) = VR(R
βH′ ). Isto implica que VR(R

βH′ ) = VR(R
βH ), concluindo que γ(H ′) =

γ(H). Mas H ′ ̸= H e γ é injentiva por hipótese, o que gera uma contradição. �

Definição 3.2.10. Dizemos que R satisfaz a propriedade do duplo centralizador

para um subanel A de R se VR(VR(A)) = A.

O próximo teorema, encontrado em [9], mostra que toda C(R)-álgebra de Azu-

maya R satisfaz a propriedade do duplo centralizador para qualquer subálgebra

separável S sobre C(R).

Teorema 3.2.11. [[9], Theorem 4.3] Considere S uma anel comutativo, R uma

S-álgebra separável central e suponha que A é uma subálgebra de R que contém S.

Então VR(A) é uma subálgebra separável de R e VR(VR(A)) = A. Se A é central,

então VR(A) também o é, e a aplicação de S-álgebras A ⊗ VR(A) −→ R dada por

a⊗ r 7→ ar é um isomorfismo.

Teorema 3.2.12. Ainda com as mesmas notações do Lema 3.2.8, se R satisfaz a

propriedade do duplo centralizador para RβH para cada subgrupóide H de G, então

γ é injetiva se, e somente se, θ é injetiva.

Demonstração: Como γ(H) =
⊕
h∈H

Jh = VR(R
βH ) = VR(θ(H)) = (VR ◦ θ)(H)

para cada subgrupóide H de G, temos que γ = VR ◦ θ, onde neste caso estamos

considerando VR como sendo a aplicação que leva cada subanel de R no seu comu-

tador.

(⇐) Assuma θ injentiva e R satisfazendo a propriedade do duplo centralizador para

RβH . Suponha γ(H) = γ(L), para H,L subgrupóides de G. Então (VR ◦ θ)(H) =

(VR◦θ)(L), isto é, VR(RβH ) = VR(R
βL). Assim, VR(VR(R

βH )) = VR(VR(R
βL)). Apli-

cando a propriedade do duplo centralizador, temos RβH = RβL , ou seja, θ(H) =
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θ(L). Como θ é injetiva, obtemos H = L.

(⇒) Se γ é injetiva, então VR e θ também são. �

Finalizamos esta seção caracterizando quando dois subgrupóides H e L de G

são tais que γ(H) = γ(L).

Teorema 3.2.13. Assuma que, para cada subgrupóide F de G, R satisfaz a pro-

priedade do duplo centralizador para RβF . Então para quaisquer dois subgrupóides

H e L de G, as seguintes condições são equivalentes:

(1) γ(H) = γ(L);

(2) θ(H) = θ(L);

(3) Jg = {0} para cada g ∈< H,L > −(H ∩ L).

Demonstração: (1) ⇒ (2) Seja γ(H) = γ(L) para subgrupóides H,L de G.

Então VR(R
βH ) =

⊕
h∈H

Jh = γ(H) = γ(L) =
⊕
l∈L

Jl = VR(R
βL). Logo VR(VR(R

βH )) =

VR(VR(R
βL)). Como R satisfaz a propriedade do duplo centralizador para RβH e

para RβL , conclúımos que RβH = RβL , ou seja, θ(H) = θ(L).

(2) ⇒ (1) Como foi visto na demonstração do Teorema 3.2.12, γ = VR ◦ θ.

Desta maneira, γ(H) = VR(θ(H)) = VR(θ(l)) = γ(L).

(2) ⇒ (3) Por hipótese, θ(H) = θ(L), isto é, RβH = RβL . Seja < H,L > o sub-

grupóide gerado pelos elementos em H e L. Então, como foi visto na demonstração

do Lema 3.2.4,

⊕
g∈<H,L>

Jg =
⊕
h∈H

Jh =
⊕
l∈L

Jl.

Observando que H ⊆< H,L >, temos que
⊕

g∈<H,L>

Jg =
⊕
h∈H

Jh implica que Jg = 0

para cada g ∈< H,L > −H. Similarmente,
⊕

g∈<H,L>

Jg =
⊕
l∈L

Jl implica que Jg = 0

para cada g ∈< H,L > −L. Ou seja, Jg = 0 para cada g ∈< H,L > −(H ∩ L).
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(3) ⇒ (1) Como Jg = {0} para cada g ∈< H,L > −(H ∩ L),
⊕

g∈H∩L

Jg =⊕
g∈<H,L>

Jg =
⊕
h∈H

Jh =
⊕
l∈L

Jl. Logo γ(H) = γ(L). �

3.3 Sobre Álgebras de Galois que satisfazem o

Teorema Fundamental

Por toda essa seção, vamos assumir que R é uma álgebra de Galois sobre Rβ e, para

um subanel S de R, HS = {g ∈ G| βg(s1g−1) = s1g, ∀s ∈ S}.

Considere R uma Rβ-álgebra β-Galois central, S uma subálgebra separável de

R e S ′ = VR(S). Vamos mostrar algumas propriedades de uma álgebra β-Galois

central que satisfaz o Teorema Fundamental. Lembre que por “satisfazer o Teorema

Fundamental”entendemos que “a aplicação de Galois θ : H 7→ RβH é bijetiva dos

subgrupóides amplos de G nas subálgebras Rβ-separáveis de R”.

Teorema 3.3.1. Suponha que R é uma álgebra β-Galois central sobre Rβ. Se R

satisfaz o Teorema Fundamental, então para qualquer subálgebra Rβ-separável S,

VR(S) =
⊕
g∈HS

Jg e S =
⊕
g∈HS′

Jg.

Demonstração: Como S é uma subálgebra separável de R e R satisfaz o

Teorema Fundamental, S = RβHS . Logo R é uma extensão βHS
-Galois de S. Então

VR(S) = VR(R
βHS ) =

⊕
g∈HS

Jg, pelo Lema 3.2.1.

Mais ainda, pela Observação 3.1.7, R é uma álgebra de Azumaya. Assim, apli-

cando o Teorema 3.2.11, temos que S ′ = VR(S) é uma Rβ-subálgebra separável de

R tal que VR(S
′) = VR(VR(S)) = S. Sendo S ′ uma Rβ-subálgebra separável de

R, tem-se S ′ = RβHS′ , logo R é uma extensão βHS′ -Galois de S ′. Isto implica que

S = VR(S
′) = VR(R

βHS′ ) =
⊕
g∈HS′

Jg, pelo Lema 3.2.1. �

72



Lema 3.3.2. Seja H um subgrupóide de G. Se R é uma Rβ-álgebra separável,

então R é uma RβH -álgebra separável.

Demonstração: Considere a aplicação

φ : R×R −→ R⊗RβH R

(r, s) 7−→ r ⊗RβH s

Afirmação 1: φ é Rβ-balanceada.

De fato, φ(λr, s) = λr ⊗RβH s = r ⊗RβH λs = φ(r, λs), para todo λ ∈ Rβ e

r, s ∈ R. A segunda igualdade segue do fato que Rβ ⊆ RβH .

Afirmação 2: φ é aditiva.

φ(r1 + r2, s) = (r1 + r2)⊗RβH s = (r1 ⊗RβH s)+ (r2 ⊗RβH s) = φ(r1, s)+φ(r2, s),

para todo r1, r2, s ∈ R.

Analogamente, φ(r, s1 + s2) = φ(r, s1) + φ(r, s2), para todo r, s1, s2 ∈ R.

Assim, pela propriedade universal do produto tensorial (para mais detalhes, veja

[18], pg 7), existe

φ : R⊗Rβ R −→ R⊗RβH R

r ⊗Rβ s 7−→ r ⊗RβH s

tal que φ ◦ f = φ, onde f : R×R −→ R⊗Rβ R é aditiva e Rβ-balanceada. Observe

que φ é R-linear.

Por hipótese, R é Rβ-separável, logo existe um idempotente e =
∑
i

ai ⊗Rβ bi

∈ R⊗Rβ R tal que er = re para todo r ∈ R e
∑

aibi = 1R. Considere e
′ = φ(e) =∑

i

ai ⊗RβH bi ∈ R⊗RβH R. Assim,

e′r = φ(e)r = φ(er) = φ(re) = rφ(e) = re′,

para todo r ∈ R, e
∑

aibi = 1R, mostrando que R é RβH -separável. �

O próximo teorema é a rećıproca do Teorema 3.3.1.
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Teorema 3.3.3. Suponha que R é uma Rβ-álgebra β-Galois central. Se para qual-

quer subálgebra separável S de R, VR(S) =
⊕
g∈HS

Jg, então R satisfaz o Teorema

Fundamental.

Demonstração: Como R é uma álgebra β-Galois central, a aplicação θ : H 7→

RβH é injetiva, pelo Corolário 3.2.7. Além disso, como R é Rβ-separável, segue que

R é RβH -separável, pelo Lema 3.3.2.

Agora seja S uma subálgebra separável de R. Então pelo Teorema 3.2.11, S ′ =

VR(S) também é uma subálgebra separável de R tal que VR(S
′) = VR(VR(S)) = S.

Por outro lado, R é uma extensão βHS
-Galois de RβHS com grupóide de Galois HS,

logo VR(R
βHS ) =

⊕
g∈HS

Jg, pelo Lema 3.2.1. Desta maneira, VR(S) =
⊕
g∈HS

Jg =

VR(R
βHS ). Mais ainda, como HS é um subgrupóide de G, R é RβHS -separável, pelo

Lema 3.3.2. Portanto, pelo Teorema 3.2.11,

S = VR(VR(S)) = VR(VR(R
βHS )) = RβHS .

Isto implica que a aplicação θ : H 7→ RβH é sobrejetiva, completando a demons-

tração. �

Para encerrar este caṕıtulo, combinando os Teoremas 3.3.1 e 3.3.3, fornecemos

uma caracterização de uma álgebra β-Galois central que satisfaz o Teorema Funda-

mental.

Teorema 3.3.4. Suponha R uma Rβ-álgebra β-Galois central. Então R satisfaz o

Teorema Fundamental se, e somente se, para qualquer Rβ-subálgebra separável S

de R, VR(S) =
⊕
g∈HS

Jg.
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