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e cumplicidade e à minha avó, Ivônia , pela imensa dedicação, pela lição de
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Resumo

Este trabalho tem por objetivo apresentar resultados sobre módulos e

anéis distributivos. Vamos estudar a classe dos módulos distributivos, algu-

mas de suas caracterizações e propriedades mais importantes. Concluiremos

o trabalho com dois teoremas centrais. O primeiro deles trata da relação

existente entre domı́nios distributivos e domı́nios de cadeia. O segundo teo-

rema nos fornece um resultado importante sobre o radical primo de um anel

distributivo à direita satisfazendo as condições de cadeia sobre os anuladores

principais à direita.

Abstract

The purpose of this work is to present results about distributive rings

and modules. We will study the class of distributive modules, some of its

characterizations and main proprieties. Then we prove two central theorems

on distributive rings. The first one gives the connection between distributive

domains and chain domains. The second theorem shows a important result

about the prime radical of a right distributive ring satisfying ascending (de-

scending) chain conditions on principal right annihilators.
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Introdução

Um módulo M é dito distributivo se o reticulado de submódulos é distribu-

tivo em relação à soma e à intersecção, isto é, (A+B)∩C = (A∩C)+(B∩C)

para quaisquer submódulos A, B e C do módulo M . Se considerarmos

um anel R como sendo um R-módulo à direita sobre si mesmo, temos que

o reticulado de ideais à direita de R é exatamente igual ao reticulado de

submódulos do módulo RR. Dizemos então, que R é distributivo à direita

se (A + B) ∩ C = (A ∩ C) + (B ∩ C) para quaisquer ideais à direita A,B e

C de R.

Estas estruturas algébricas têm um papel bastante relevante. Muitos tra-

balhos já foram publicados tendo os anéis e os módulos distributivos como

objeto de estudo. Os artigos [2] e [20] estão entre aqueles que marcaram o

ińıcio de um estudo sistemático de módulos distributivos sobre anéis não-

comutativos. Um tratado sobre o assunto com bibliografia completa pode ser

encontrado em [21].

O objetivo deste trabalho é apresentar resultados básicos da teoria dos

anéis e módulos distributivos e culminará em dois teoremas centrais.

No primeiro caṕıtulo vamos apresentar as noções indispensáveis ao desen-

volvimento dos resultados que serão demonstrados posteriormente. Há uma

seção dedicada a reticulados e outra a anéis quocientes.

O segundo caṕıtulo é baseado no trabalho de R. Mazurek [15], que coletou

algumas caracterizações para Módulos Distributivos em [20], apresentando

demonstrações mais acesśıveis que nos trabalhos originais. Na última seção

deste caṕıtulo mostraremos que o célebre problema de Koethe, que será elu-
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cidado no texto, possui resultado positivo na classe dos anéis distributivos à

direita.

No terceiro caṕıtulo temos por objetivo provar dois teoremas centrais en-

volvendo os anéis distributivos à direita. Um deles é de H. H. Brungs e aparece

em [2] mas a demonstração apresentada neste trabalho é de R. Mazurek [15],

utilizando resultados do segundo caṕıtulo. Ele afirma que um domı́nio R é

distributivo à direita, se e somente se, para cada ideal à direita maximal M
de R, a localização à direita RM de R em M existe e é um anel de cadeia

à direita. O outro teorema foi provado por M. Ferrero e G. Törner em [5]

e afirma que se R é um anel distributivo à direita que possui ao menos um

ideal completamente primo contido no radical de Jacobson e satisfaz uma das

condições de cadeia sobre os anuladores principais à direita, então o radical

primo de R é igual ao ideal singular à direita de R e é completamente primo

e nilpotente.

Este último resultado é mais geral do que o proposto por E. C. Posner em

[17] cuja demonstração está incompleta. Apesar disso, a afirmação de E. C.

Posner é verdadeira e serviu de motivação para uma prova do teorema de M.

Ferrero e G. Törner mencionado acima. Então, neste trabalho, o resultado

de E. C. Posner é apresentado como um corolário do teorema de M. Ferrero

e G. Törner no Caṕıtulo 3.
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Caṕıtulo 1

Pré-Requisitos

A finalidade deste caṕıtulo é apresentar definições e resultados que serão

utilizados posteriormente. Vamos supor conhecidas as principais noções básicas

de Teoria de Anéis e Módulos.

1.1 Conceitos básicos

Consideraremos um anel R sempre associativo e com unidade, mas não

necessariamente comutativo. Quando um ideal I de R for bilateral, diremos

simplesmente que I é um ideal de R e denotaremos por I C R. No caso de

I ser ideal à direita a notação é I<dR, e à esquerda, I<eR. Um anel R é

chamado simples se seus únicos ideais são os triviais, ou seja, 0 e R.

Quando escrevemos ⊂ ou ⊃ estamos considerando inclusão estrita, caso

contrário utilizaremos ⊆ ou ⊇.

Um elemento a ∈ R é dito um divisor de zero à direita se existe um

elemento 0 6= b ∈ R tal que ab = 0. Denotaremos por Nd(R) o conjunto de

todos os divisores de zero à direita de R. Analogamente, define-se um divisor

de zero à esquerda. Dizemos que um elemento r ∈ R é regular se não é divisor

de zero à esquerda nem à direita. Um anel R é um domı́nio se para quaisquer

a, b ∈ R tivermos ab = 0 implica a = 0 ou b = 0.

Um elemento a ∈ R é dito invert́ıvel à direita (respectivamente à esquerda)

se existe b ∈ R tal que ab = 1 (respectivamente ba = 1). Um elemento

invert́ıvel é um elemento que é invert́ıvel à esquerda e à direita. O conjunto

3



de todos os elementos invert́ıveis do anel R será denotado por U(R). É fácil

ver que U(R) é um grupo multiplicativo.

Um elemento t (respectivamente um ideal I) de um anel R é dito nilpotente

se existe n ≥ 1 tal que tn = 0 (respectivamente, In = 0). O conjunto de todos

os elementos nilpotentes de um anel R será denotado por T (R). Um ideal I

de R é dito um nil ideal se todo elemento de I é nilpotente.

Definição 1.1. Um ideal I de um anel R é dito T-nilpotente à direita se

para qualquer seqüência (xi)i∈N de elementos de I, existe n ∈ N tal que

xnxn−1 . . . x2x1 = 0.

Definição 1.2. Um ideal P de um anel R é:

− completamente primo, se P 6= R e ∀ a, b ∈ R (ab ∈ P ⇒ a ∈ P ou b ∈ P )

− primo, se P 6= R e ∀ A,B C R (AB ⊆ P ⇒ A ⊆ P ou B ⊆ P ).

É fácil verificar que todo ideal completamente primo é primo mas a rećıpro-

ca não é verdadeira. Como exemplo, basta tomar o anel de matrizes n × n

sobre um corpo K. O ideal nulo é primo mas não é completamente primo.

Além disso, um ideal P C R é completamente primo se, e somente se, o anel

R/P é um domı́nio.

O nil radical generalizado Ng(R) de um anel R é igual à intersecção de

todos os ideais completamente primos de R e o radical primo β(R) é igual à

intersecção de todos os ideais primos de R.

O seguinte teorema será utilizado no Caṕıtulo 3 e sua demonstração será

omitida com o intuito de não tornar o trabalho muito extenso. Alguns outros

resultados deste caṕıtulo também não serão provados, pelo mesmo motivo

já citado, ou porque são imediatos ou ainda porque são bem conhecidos.

Junto aos resultados mais complexos, é indicada uma bibliografia para o leitor

consultá-la havendo interesse.

Teorema 1.3. ([7], Proposição 2.3 ). Todo ideal que é T-nilpotente à direita

está contido no radical primo β(R).

Definição 1.4. Um anel R é dito um anel primo se, para quaisquer ideais A

e B de R, temos AB = 0 implica A = 0 ou B = 0, isto é, 0 é um ideal primo

de R.
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Proposição 1.5. ([13], Caṕıtulo 3, Proposição 4) Seja P ideal de um anel R

tal que P 6= R. Então P é um ideal primo se , e somente se, para quaisquer

elementos a, b ∈ R, aRb ⊆ P implica a ∈ P ou b ∈ P .

Proposição 1.6. Suponhamos que R seja um anel primo que não é um

domı́nio. Então, T (R) 6= 0.

Demonstração: Pelo fato de R não ser um domı́nio, existem a, b ∈ R tais

que a 6= 0, b 6= 0 e ba = 0. Como R é um anel primo, o ideal nulo 0 é um

ideal primo de R. Logo, por 1.5 temos aRb 6= 0. Então, existe r ∈ R tal que

arb 6= 0. Mas, (arb)(arb) = (ar)(ba)(rb) = 0. Portanto, arb é um elemento

não nulo e nilpotente, isto é, T (R) 6= 0.

O radical de Jacobson J(R) de um anel R é definido como a intersecção

de todos os ideais à direita maximais de R, isto é,

J(R) =
⋂{M<dR : M é ideal à direita maximal de R}.

Em [6], demonstra-se que o radical de Jacobson J(R) é um ideal bilateral

de R e que é igual à intersecção de todos os ideais à esquerda maximais de

R. Além disso, x ∈ J(R) se, e somente se, 1 − yxz ∈ U(R) para quaisquer

y, z ∈ R.

Proposição 1.7. ([6], Lema. 5.9) Todo nil ideal à esquerda (direita) de R

está contido em J(R).

Em [6], mostra-se que o radical primo β(R) é um nil ideal de R e então,

por 1.7 tem-se que β(R) ⊆ J(R).

O nil radical Nil(R) de um anel R é, por definição, a soma de todos os

nil ideais de R. Novamente em [6], é demonstrado que a soma de qualquer

famı́lia de nil ideais de R é um nil ideal. Então, o nil radical é o maior nil

ideal de R.

Das considerações feitas segue que β(R) ⊆ Nil(R) ⊆ J(R).

Denotaremos por A(R) =
∑{I<dR| I é nil ideal à direita de R}. Clara-

mente, β(R) ⊆ Nil(R) ⊆ A(R). Além disso, da igualdade, (xy)n+1 =

x(yx)ny, temos que A(R) =
∑{L<eR| L é nil ideal à esquerda de R}. Desta

forma, A(R) é um ideal de R.
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Um anel local R é definido como sendo um anel que possui um único

ideal à direita maximal M. Conseqüentemente, M= J(R). É fácil mostrar

que, neste caso, U(R) = R \ J(R) e então, J(R) é também o único ideal à

esquerda maximal de R.

Se M<dR tal que M 6= R e R \ M = U(R), é imediato que R é um

anel local com J(R) = M.

Definição 1.8. Um anel R é dito um anel de cadeia à direita (respectivamente

à esquerda), se para quaisquer ideais à direita (respectivamente à esquerda)

A e B de R, temos A ⊆ B ou B ⊆ A.

Claramente, todo anel de cadeia à direita (esquerda) é local.

Proposição 1.9. Um anel R é de cadeia à direita se, e somente se, para

quaisquer a, b ∈ R, a ∈ bR ou b ∈ aR.

Dado um subconjunto A de um anel R, o anulador à direita de A em

R é, por definição, o ideal à direita de R, dR(A) = {r ∈ R : Ar = 0}.
O anulador à esquerda é definido analogamente. Dado a ∈ R, definimos o

anulador principal à direita do elemento a em R, como sendo o seguinte ideal

à direita de R, dR(a) = {r ∈ R : ar = 0}.

Definição 1.10. Um anel R é dito fortemente primo à direita se todo ideal

não nulo de R contém um subconjunto finito A, cujo anulador à direita em

R, dR(A), é igual a zero.

Um anel fortemente primo à esquerda é definido analogamente.

Proposição 1.11. Se R é um anel fortemente primo à direita (esquerda)

então R é um anel primo.

Demonstração: Suponhamos que R é um anel fortemente primo à direita

e, por contradição, suponhamos que R não é um anel primo. Então, existem

ideais A e B de R tais que AB = 0, A 6= 0 e B 6= 0. Logo, por hipótese,

existe A′ = {a1, a2, . . . , an} ⊆ A com dR(A′) = {r ∈ R : A′r = 0} = {0}.
Seja 0 6= b ∈ B. Então, existe ai ∈ A′ tal que aib 6= 0. Mas, aib ∈ AB = 0, o

que é uma contradição.
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Definição 1.12. Dizemos que um ideal I de um anel R é fortemente primo à

direita (respectivamente esquerda), se o anel R/I é fortemente primo à direita

(respectivamente esquerda).

O radical fortemente primo à direita (esquerda) Sd(R), (Se(R)), de um

anel R é definido como a intersecção de todos os ideais fortemente primos à

direita (esquerda) de R.

Proposição 1.13. Seja R um anel e F ⊆ R um subconjunto de R. Seja

S = {x1 . . . xn : n ∈ N, xi ∈ F ou − xi ∈ F}. Então,

< F > = {s1 + . . . + sm : m ∈ N , si ∈ S}
é o menor subanel de R que contém F (não necessariamente com unidade) e

é chamado de subanel de R gerado por F .

Dizemos que um anel R é Noetheriano à direita se satisfaz a condição de

cadeia ascendente (c.c.a.) sobre ideais à direita, isto é, se dada uma cadeia

qualquer de ideais à direita I1 ⊆ I2 ⊆ . . ., existe um inteiro positivo k tal

que Ik = Ik+1 = . . . Dizemos que um anel R satisfaz a condição de cadeia

ascendente (c.c.a.) sobre anuladores principais à direita se, dada uma cadeia

qualquer desses ideais à direita dR(a1) ⊆ dR(a2) ⊆ . . ., existe um inteiro

positivo k tal que dR(ak) = dR(ak+1) = . . . De forma análoga, poderemos

definir a condição de cadeia descendente (c.c.d.) sobre anuladores principais

à direita, apenas invertendo o sentido das inclusões acima.

Definição 1.14. Seja I<dR. Dizemos que I é um ideal à direita essencial

de R se I ∩ J 6= 0 para qualquer ideal à direita não nulo J de R.

Observação 1.15. É fácil ver que, dado um anel R, se para quaisquer ele-

mentos não nulos a, b ∈ R, aR ∩ bR 6= 0, então qualquer ideal à direita não

nulo de R é essencial.

Proposição 1.16. ([9], Páginas 30 a 36) Denotemos por

Z(R) = { x ∈ R : dR(x) é um ideal à direita essencial de R}.
Então Z(R) é um ideal de R que será chamado de ideal singular à direita

de R.

Definição 1.17. Um anel R é dito não singular à direita se Z(R) = 0.
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Teorema 1.18. ([10], Teorema 2.2) Se R é um anel que satisfaz a (c.c.a.)

sobre anuladores principais à direita então R/β(R) é um anel não singular à

direita.

Proposição 1.19. Seja R um anel. Se qualquer ideal à direita não nulo de

R é essencial então Nd(R) = Z(R) e Z(R) é um ideal completamente primo

de R.

Demonstração: Seja a ∈ Nd(R). Então existe 0 6= b ∈ R tal que ab = 0,

isto é, dR(a) 6= 0. Logo, por hipótese, dR(a) é essencial. Assim, a ∈ Z(R).

Agora, tome a ∈ Z(R), ou seja, suponha que dR(a) é um ideal à direita

essencial de R. Então, dR(a) ∩ R 6= 0 e assim, existe 0 6= b ∈ R tal que

b ∈ dR(a), isto é, ab = 0. Logo, a ∈ Nd(R) e, portanto, Nd(R) = Z(R)CR.

Para mostrar que Nd(R) é completamente primo, suponhamos a1a2 ∈ Nd(R)

com a1, a2 ∈ R. Então, existe 0 6= a ∈ R tal que a1a2a = 0. Se a1 /∈ Nd(R)

temos que a2a = 0 e conseqüentemente a2 ∈ Nd(R).

Como já foi mencionado, vamos supor conhecidas as noções básicas de

Teoria de Módulos. Um módulo à direita M sobre o anel R será indicado por

MR e N < M significa que N é um submódulo do módulo M .

1.2 Reticulados

Definição 1.20. Um reticulado é um sistema (S,≤,∧,∨) onde S é um con-

junto munido de uma relação de ordem ≤ e duas operações binárias ∧, ∨
satisfazendo as seguintes condições:

(i) c ≤ a ∧ b ⇔ c ≤ a e c ≤ b, ∀ a, b, c ∈ S

(ii) a ∨ b ≤ c ⇔ a ≤ c e b ≤ c, ∀ a, b, c ∈ S

Em outras palavras, um reticulado é um conjunto ordenado S onde quais-

quer dois elementos a, b ∈ S possuem uma maior cota inferior (́ınfimo) a ∧ b

e uma menor cota superior (supremo) a∨b, que será representado da seguinte

forma:
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==
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•a • b

•

¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢

==============

a ∧ b

Na representação acima, subentende-se que a e b não estão relacionados

entre si.

Exemplo 1.21. Dado um R-módulo à direita, MR, seja S o conjunto de

todos os submódulos de MR. É fácil verificar que (S,⊆,∩, +) é um reticu-

lado. No caṕıtulo posterior, diremos simplesmente, que ele é o reticulado de

submódulos do módulo MR. Em particular, se S for o conjunto de todos os

ideais à direita de um anel R temos que (S,⊆,∩, +) é um reticulado.

O próximo resultado segue como uma consequência quase imediata da

Definição 1.20.

Proposição 1.22. Seja (S,≤,∧,∨) um reticulado. Valem as afirmações:

(i) A operação ∧ é comutativa, associativa e idempotente.

(ii) A operação ∨ é comutativa, associativa e idempotente.

(iii) a ≤ b ⇔ a ∧ b = a, ∀ a, b, c ∈ S.

(iv) a ≤ b ⇔ a ∨ b = b, ∀ a, b, c ∈ S.

(v) a ∧ (a ∨ b) = a, ∀ a, b, c ∈ S.

(vi) a ∨ (a ∧ b) = a, ∀ a, b, c ∈ S.

Proposição 1.23. Seja (S,≤,∧,∨) um reticulado e sejam a, b, x, y ∈ S tais

que x ≤ a e y ≤ b. Então, (x ∧ y) ≤ (a ∧ b) e (x ∨ y) ≤ (a ∨ b).

Demonstração: Pelo fato de ≤ ser reflexiva, temos que (x ∧ y) ≤ (x ∧ y).

Então, por 1.20(i), segue que (x∧y) ≤ x e (x∧y) ≤ y. Pela transitividade de

≤ e as hipóteses x ≤ a e y ≤ b temos que (x∧y) ≤ a e (x∧y) ≤ b. Novamente,

por 1.20(i), conclui-se que (x ∧ y) ≤ (a ∧ b). Analogamente, mostra-se que

(x ∨ y) ≤ (a ∨ b).
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Definição 1.24. Um reticulado (S,≤,∧,∨) é dito distributivo se a∧(b∨c) =

(a ∧ b) ∨ (a ∧ c), ∀ a, b, c ∈ S.

Proposição 1.25. Seja (S,≤,∧,∨) um reticulado. Então ele é distributivo

se, e somente se, a ∨ (b ∧ c) = (a ∨ b) ∧ (a ∨ c), ∀ a, b, c ∈ S.

Demonstração: Suponhamos que o reticulado é distributivo. Sejam a, b, c

elementos de S. Utilizando, respectivamente, a hipótese, a comutatividade de

∧ e 1.22(v) temos, (a∨b)∧(a∨c) = [(a∨b)∧a]∨ [(a∨b)∧c] = a∨ [(a∨b)∧c].

Utilizando novamente os argumentos acima (em outra ordem), 1.22(vi) e a

associatividade de ∨ podemos concluir que a∨ [(a∨b)∧c] = a∨ [c∧(a∨b)] =

a∨ [(c∧a)∨(c∧ b)] = [a∨(c∧a)]∨(c∧b) = [a∨(a∧c)]∨(c∧b) = a∨(c∧b) =

a ∨ (b ∧ c).

A demonstração no sentido contrário é análoga.

Proposição 1.26. Seja (S,≤,∧,∨) um reticulado. Então valem:

(i) (a ∧ b) ∨ (a ∧ c) ≤ a ∧ (b ∨ c), ∀ a, b, c ∈ S.

(ii) a ∨ (b ∧ c) ≤ (a ∨ b) ∧ (a ∨ c), ∀ a, b, c ∈ S.

Demonstração: (i) Sejam a, b, c elementos de S. De 1.20 temos: (a∧ b) ≤ a

e (a ∧ b) ≤ b ≤ (b ∨ c). De 1.23 segue que (a ∧ b) ∧ (a ∧ b) ≤ [a ∧ (b ∨ c)].

Mas, (a∧b)∧(a∧b) = a∧b, pela idempotência de ∧. Logo, podemos concluir

que (a ∧ b) ≤ [a ∧ (b ∨ c)] (?).

Da mesma forma, temos: (a ∧ c) ≤ a e (a ∧ c) ≤ c ≤ (b ∨ c). Segue que,

(a ∧ c) = [(a ∧ c) ∧ (a ∧ c)] ≤ [a ∧ (b ∨ c)] (??). Usando novamente 1.23 em

(?) e (??), conclúımos que

(a ∧ b) ∨ (a ∧ c) ≤ [a ∧ (b ∨ c)] ∨ [a ∧ (b ∨ c)] = a ∧ (b ∨ c).

Portanto, (a ∧ b) ∨ (a ∧ c) ≤ a ∧ (b ∨ c).

(ii) Sejam a, b, c ∈ S. Temos, a ≤ (a ∨ b) e a ≤ (a ∨ c). Logo, podemos

concluir que a = (a ∧ a) ≤ (a ∨ b) ∧ (a ∨ c) (?).

Também, (b ∧ c) ≤ b ≤ (a ∨ b) e (b ∧ c) ≤ c ≤ (a ∨ c). Assim, temos que

b ∧ c = (b ∧ c) ∧ (b ∧ c) ≤ (a ∨ b) ∧ (a ∨ c) (??). De (?) e (??), decore

a ∨ (b ∧ c) ≤ [(a ∨ b) ∧ (a ∨ c)] ∨ [(a ∨ b) ∧ (a ∨ c)] = (a ∨ b) ∧ (a ∨ c).

Portanto, a ∨ (b ∧ c) ≤ (a ∨ b) ∧ (a ∨ c).
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A partir desta proposição, conclui-se que um reticulado (S,≤,∧,∨) é dis-

tributivo se, e somente se, a ∧ (b ∨ c) ≤ (a ∧ b) ∨ (a ∧ c), ∀ a, b, c ∈ S, ou

(a ∨ b) ∧ (a ∨ c) ≤ a ∨ (b ∧ c), ∀ a, b, c ∈ S.

Proposição 1.27. Seja (S,≤,∧,∨) um reticulado. Se para quaisquer a, b ∈ S

tivermos a ≤ b ou b ≤ a então o reticulado é distributivo.

Demonstração: Sejam a, b, c ∈ S. Uma das situações a seguir ocorre:

(i) a ≤ b ≤ c, (ii) a ≤ c ≤ b, (iii) b ≤ a ≤ c, (iv) b ≤ c ≤ a, (v) c ≤ a ≤ b,

(vi) c ≤ b ≤ a.

Em qualquer uma das situações teremos,

a ∧ (b ∨ c) = a ∧ c ≤ (a ∧ c) ∨ (a ∧ b) = (a ∧ b) ∨ (a ∧ c) ou

a ∧ (b ∨ c) = a ∧ b ≤ (a ∧ b) ∨ (a ∧ c).

Portanto, o reticulado é distributivo.

Note que a proposição anterior mostra que se S for totalmente ordenado

por ≤, então o reticulado é necessariamente distributivo.

Definição 1.28. Um reticulado (S,≤,∧,∨) é dito modular se satisfaz a

seguinte condição: b ≤ c ⇒ (a ∨ b) ∧ c = (a ∧ c) ∨ b, ∀ a, b, c ∈ S.

Proposição 1.29. Se (S,≤,∧,∨) é um reticulado distributivo então ele é

modular.

Demonstração: Sejam a, b, c ∈ S tais que b ≤ c. Então de 1.22(iii) vem que

b∧ c = b. Logo, (a∧ c)∨ b = (a∧ c)∨ (b∧ c) = (c∧ a)∨ (c∧ b) = c∧ (a∨ b) =

(a ∨ b) ∧ c. Portanto, o reticulado é modular.

Proposição 1.30. Seja (S,≤,∧,∨) um reticulado. Então,

(a ∧ b) ∨ (b ∧ c) ∨ (c ∧ a) ≤ (a ∨ b) ∧ (b ∨ c) ∧ (c ∨ a), ∀ a, b, c ∈ S.

Demonstração: Sejam a, b, c ∈ S. Temos, (a ∧ b) ≤ a ≤ (a ∨ b),

(a ∧ b) ≤ b ≤ (b ∨ c), (a ∧ b) ≤ a ≤ (c ∨ a). Então, por 1.23 temos,

(a ∧ b) ∧ (a ∧ b) ∧ (a ∧ b) ≤ (a ∨ b) ∧ (b ∨ c) ∧ (c ∨ a), o que implica

(a∧b) ≤ (a∨b)∧(b∨c)∧(c∨a). Analogamente, (b∧c) ≤ (a∨b)∧(b∨c)∧(c∨a)

e (c ∧ a) ≤ (a ∨ b) ∧ (b ∨ c) ∧ (c ∨ a). Dessa forma,

(a ∧ b) ∨ (b ∧ c) ∨ (c ∧ a) ≤ (a ∨ b) ∧ (b ∨ c) ∧ (c ∨ a).
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Proposição 1.31. Seja (S,≤,∧,∨) um reticulado onde vale:

(a ∧ b) ∨ (b ∧ c) ∨ (c ∧ a) = (a ∨ b) ∧ (b ∨ c) ∧ (c ∨ a), ∀ a, b, c ∈ S.

Então o reticulado é modular.

Demonstração: Sejam p, q, r ∈ S tais que q ≤ r. Vamos mostrar então que

(p ∨ q) ∧ r = (p ∧ r) ∨ q.

Temos da hipótese que (p∧ q)∨ (q∧ r)∨ (r∧ p) = (p∨ q)∧ (q∨ r)∧ (r∨ p)(?).

Além disso, como q ≤ r, tem-se: q ∧ r = q e q ∨ r = r. Logo, conclui-se

(p ∧ q) ∨ (q ∧ r) ∨ (r ∧ p) = (p ∧ q) ∨ q ∨ (r ∧ p) = [(p ∧ q) ∨ q] ∨ (r ∧ p) =

q ∨ (r ∧ p) = q ∨ (p ∧ r) = (p ∧ r) ∨ q. Também, (p ∨ q) ∧ (q ∨ r) ∧ (r ∨ p) =

(p∨ q)∧ r∧ (r∨p) = (p∨ q)∧ [r∧ (r∨p)] = (p∨ q)∧ r. Então, de (?) decorre

que (p ∨ q) ∧ r = (p ∧ r) ∨ q. Portanto, o reticulado é modular.

Proposição 1.32. Seja (S,≤,∧,∨) um reticulado. Então ele é distributivo

se, e somente se, (a∧b)∨(b∧c)∨(c∧a) = (a∨b)∧(b∨c)∧(c∨a), ∀ a, b, c ∈ S.

Demonstração: Suponhamos que o reticulado seja distributivo. Sejam a, b, c

elementos de S. Utilizando a hipótese e a Proposição 1.22 temos:

(a ∧ b) ∨ (b ∧ c) ∨ (c ∧ a) = [(a ∧ b) ∨ (b ∧ c)] ∨ (c ∧ a) =
{
[(a ∧ b) ∨ (b ∧ c)] ∨ c

} ∧ {
[(a ∧ b) ∨ (b ∧ c)] ∨ a

}
=

{
(a∧ b)∨ [(b∧ c)∨ c]

}∧{
[a∨ (a∧ b)]∨ (b∧ c)

}
= [(a∧ b)∨ c]∧ [a∨ (b∧ c)] =

[c ∨ (a ∧ b)] ∧ [a ∨ (b ∧ c)] = [(c ∨ a) ∧ (c ∨ b)] ∧ [(a ∨ b) ∧ (a ∨ c)] =

[(c ∨ a) ∧ (b ∨ c)] ∧ [(c ∨ a) ∧ (a ∨ b)] = (a ∨ b) ∧ (b ∨ c) ∧ (c ∨ a).

Reciprocamente, suponhamos que (a ∧ b) ∨ (b ∧ c) ∨ (c ∧ a) =

(a∨ b)∧ (b∨ c)∧ (c∨a)∀ a, b, c ∈ S. Sejam x, y, z ∈ S. Então vamos mostrar

que x ∧ (y ∨ z) = (x ∧ y) ∨ (x ∧ z). Temos, x ∧ (y ∨ z) = (x ∧ x) ∧ (y ∨ z) =
{
[x∧ (x∨y)]∧ [x∧ (x∨ z)]

}∧ (y∨ z) =
{
[x∧ (x∨y)∧x]∧ (x∨ z)

}∧ (y∨ z) =
{
[x ∧ (x ∨ y)] ∧ (x ∨ z)

} ∧ (y ∨ z) = x ∧ [(x ∨ y) ∧ (y ∨ z) ∧ (z ∨ x)] =

x ∧ [(x ∧ y) ∨ (y ∧ z) ∨ (z ∧ x)] = x ∧ {
(y ∧ z) ∨ [(x ∧ y) ∨ (z ∧ x)]

}
=

{
(y ∧ z) ∨ [(x ∧ y) ∨ (z ∧ x)]

} ∧ x.

Sabemos que (x∧ y) ≤ x e (z ∧ x) ≤ x. Então, utilizando a Proposição

1.23, temos que [(x∧ y)∨ (z ∧ x)] ≤ (x∨ x) = x. Também sabemos que o
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reticulado é modular (pela proposição anterior). Assim, podemos concluir
{
(y ∧ z) ∨ [(x ∧ y) ∨ (z ∧ x)]

} ∧ x = [(y ∧ z) ∧ x] ∨ [(x ∧ y) ∨ (z ∧ x)] =

[y ∧ (z ∧ x)] ∨ [(z ∧ x) ∨ (x ∧ y)] =
{
[y ∧ (z ∧ x)] ∨ (z ∧ x)

} ∨ (x ∧ y) =
{
(z ∧ x) ∨ [(z ∧ x) ∧ y]

} ∨ (x ∧ y) = (z ∧ x) ∨ (x ∧ y) = (x ∧ y) ∨ (z ∧ x) =

(x ∧ y) ∨ (x ∧ z). Portanto, o reticulado é distributivo.

Definição 1.33. Seja (S,≤,∧,∨) um reticulado e S
′

um subconjunto de

S. Dizemos que (S
′
,≤,∧,∨) é um subreticulado de (S,≤,∧,∨), se valer

a seguinte condição:

x, y ∈ S
′ ⇒ (x ∧ y) ∈ S

′
e (x ∨ y) ∈ S

′
.

Teorema 1.34. Um reticulado modular (S,≤,∧,∨) é distributivo se, e so-

mente se, não contém um subreticulado da forma:

r•

ÄÄ
ÄÄ

ÄÄ
ÄÄ

ÄÄ
ÄÄ

ÄÄ
Ä

??
??

??
??

??
??

??
?

•a • b • c

•

ÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄ

???????????????

l

(?)

(Estamos supondo com a representação (?) que a, b e c são elementos

de S que não estão relacionados entre si, a ∨ b = a ∨ c = b ∨ c = r e

a ∧ b = a ∧ c = b ∧ c = l. Além disso, a ≤ r, b ≤ r, c ≤ r, l ≤ a, l ≤ b e

l ≤ c. Utilizando a Proposição 1.22 iii) e iv) é fácil verificar que o subconjunto

S
′
= {a, b, c, l, r} satisfazendo as condições acima é um subreticulado de S).

Demonstração: Suponhamos que reticulado é distributivo e suponhamos

por absurdo que ele contém um subreticulado da forma (?). Por 1.32 temos:

(a ∧ b) ∨ (b ∧ c) ∨ (c ∧ a) = (a ∨ b) ∧ (b ∨ c) ∧ (c ∨ a)(??)

Mas, (a∧b)∨(b∧c)∨(c∧a) = l∨l∨l = l e (a∨b)∧(b∨c)∧(c∨a) = r∧r∧r = r.

Logo, de (??) conclui-se que l = r o que é um absurdo.

Reciprocamente, suponhamos que (S,≤,∧,∨) é um reticulado modular
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que não é distributivo. A partir dessas hipóteses, vamos construir um sub-

reticulado da forma (?) e então fica mostrado o que queŕıamos.

Como o reticulado não é distributivo, por 1.32 existem x, y, z ∈ S tais que

(x ∧ y) ∨ (y ∧ z) ∨ (z ∧ x) 6= (x ∨ y) ∧ (y ∨ z) ∧ (z ∨ x). Mas por 1.30, temos

que (x ∧ y) ∨ (y ∧ z) ∨ (z ∧ x) ≤ (x ∨ y) ∧ (y ∨ z) ∧ (z ∨ x).

Sejam l = (x ∧ y) ∨ (y ∧ z) ∨ (z ∧ x) e r = (x ∨ y) ∧ (y ∨ z) ∧ (z ∨ x).

Pelo visto acima, l ≤ r porém, l 6= r.

Sejam a = (r ∧ x) ∨ l, b = (r ∧ y) ∨ l e c = (r ∧ z) ∨ l. Temos:

r ∧ x = (x ∨ y) ∧ (y ∨ z) ∧ (z ∨ x) ∧ x = (x ∨ y) ∧ (y ∨ z) ∧ x =

x ∧ (x ∨ y) ∧ (y ∨ z) = x ∧ (y ∨ z). Da mesma forma,

r ∧ y = (x ∨ y) ∧ (y ∨ z) ∧ (z ∨ x) ∧ y = y ∧ (z ∨ x). Então,

a ∨ b = [(r ∧ x) ∨ l] ∨ [(r ∧ y) ∨ l] =
{
[x ∧ (y ∨ z)] ∨ l

} ∨ {
[y ∧ (z ∨ x)] ∨ l

}
=

[x ∧ (y ∨ z)] ∨ l ∨ [y ∧ (z ∨ x)] =

[x ∧ (y ∨ z)] ∨ [(x ∧ y) ∨ (y ∧ z) ∨ (z ∧ x)] ∨ [y ∧ (z ∨ x)] =

[x ∧ (y ∨ z)] ∨ [(x ∧ y) ∨ (z ∧ x)] ∨ {
(y ∧ z) ∨ [y ∧ (z ∨ x)]

}
=

{
[x ∧ (y ∨ z)] ∨ (x ∧ y)

} ∨ (z ∧ x) ∨ {
[y ∧ (z ∨ x)] ∨ (y ∧ z)

}
.

Mas, (x ∧ y) ≤ y ≤ (y ∨ z) ⇒ (x ∧ y) ≤ (y ∨ z) e

(y ∧ z) ≤ z ≤ (z ∨ x) ⇒ (y ∧ z) ≤ (z ∨ x).

Como o reticulado é modular, temos,
{
[x ∧ (y ∨ z)] ∨ (x ∧ y)

}
=

[x ∨ (x ∧ y)] ∧ (y ∨ z) = x ∧ (y ∨ z) e
{
[y ∧ (z ∨ x)] ∨ (y ∧ z)

}
= [y ∨ (y ∧ z)] ∧ (z ∨ x) = y ∧ (z ∨ x).

Logo, a ∨ b = [x ∧ (y ∨ z)] ∨ (z ∧ x) ∨ [y ∧ (z ∨ x)] =
{
[x ∧ (y ∨ z)] ∨ (z ∧ x)

} ∨ [y ∧ (z ∨ x)].

Porém, (z ∧ x) ≤ z ≤ (y ∨ z) ⇒ (z ∧ x) ≤ (y ∨ z).

Então, a∨b =
{
[x∨(z∧x)]∧(y∨z)

}∨ [y∧(z∨x)] = [x∧(y∨z)]∨ [y∧(z∨x)].

Sabemos que r ∧ x = x ∧ (y ∨ z) e (r ∧ x) ≤ x ≤ (z ∨ x). Logo,

[x ∧ (y ∨ z)] ≤ (z ∨ x). Então, a ∨ b = [x ∧ (y ∨ z)] ∨ [y ∧ (z ∨ x)] ={
y ∨ [x ∧ (y ∨ z)]

} ∧ (z ∨ x).
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Como y ≤ (y ∨ z), temos,
{
y ∨ [x ∧ (y ∨ z)]

} ∧ (z ∨ x) =

[(x∨y)∧ (y∨z)]∧ (z∨x) = (x∨y)∧ (y∨z)∧ (z∨x) = r. Portanto, a∨ b = r.

Analogamente, podemos mostrar que b ∨ c = c ∨ a = r. Visto que l ≤ r

e o reticulado é modular, podemos escrever a, b e c como: a = r ∧ (x ∨ l),

b = r∧ (y∨ l) e c = r∧ (z∨ l). Utilizando os argumentos vistos anteriormente

para a, b e c escritos desta forma, obtemos: a ∧ b = b ∧ c = c ∧ a = l.

Portanto, a, b, c, l e r formam um subreticulado da forma (?).

1.3 Anéis Quocientes

Definição 1.35. Seja R um anel e S um subconjunto de R. Dizemos que S

é um sistema multiplicativo quando as seguintes condições são satisfeitas:

(i) 1 ∈ S

(ii) 0 /∈ S

(iii) x, y ∈ S ⇒ xy ∈ S.

Exemplo 1.36. Seja R um anel e P um ideal de R. Então, S = R \P é um

sistema multiplicativo de R se, e somente se, P é um ideal completamente

primo de R.

Definição 1.37. Seja R um anel e S ⊆ R um sistema multiplicativo. Um

anel R′ é dito um anel quociente à direita de R, segundo o sistema multiplica-

tivo S, se existe um homomorfismo ϕ : R → R′ tal que:

(a) ϕ(s) é invert́ıvel, para todo s ∈ S;

(b) Qualquer elemento de R′ é da forma ϕ(a)ϕ(s)−1, para algum a ∈ R e

algum s ∈ S;

(c) ϕ(a) = 0 ⇔ as = 0, para algum s ∈ S.

Teorema 1.38. Seja S ⊆ R um sistema multiplicativo de um anel R. Um

anel quociente à direita R′ de R existe se, e somente se, as duas condições a

seguir são satisfeitas:

(1) Para quaisquer s ∈ S e a ∈ R, existem t ∈ S e b ∈ R tais que sb = at

(Condição de Ore à Direita)

(2) Dado a ∈ R, se sa = 0, para algum s ∈ S, então at = 0 para algum t ∈ S.
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Note que a Condição de Ore à Direita pode ser escrita de forma reduzida por:

∀ s ∈ S, a ∈ R sR ∩ aS 6= ∅.

Demonstração: Suponhamos que o anel R′ existe. Sejam s ∈ S e a ∈ R.

Como s ∈ S, por (a), existe ϕ(s)−1. Por (b), ϕ(s)−1ϕ(a) = ϕ(a′)ϕ(s′)−1

para algum a′ ∈ R e algum s′ ∈ S. Então, ϕ(a)ϕ(s′) = ϕ(s)ϕ(a′), isto é,

ϕ(as′) = ϕ(sa′). Temos, ϕ(as′ − sa′) = 0. Por (c), existe u ∈ S tal que

(as′− sa′)u = 0, ou seja, as′u = sa′u. Chamando, s′u = t ∈ S e a′u = b ∈ R,

tem-se at = sb. Portanto, vale a Condição de Ore à Direita.

Agora, sejam a ∈ R e s ∈ S tais que sa = 0. Por (a), ϕ(s) é invert́ıvel,

logo, existe ϕ(s)−1. Então, sa = 0 implica ϕ(sa) = 0, isto é, ϕ(s)ϕ(a) = 0.

Conseqüentemente, (ϕ(s)−1ϕ(s))ϕ(a) = 0, ou seja, ϕ(a) = 0. Utilizando (c),

segue que at = 0 para algum t ∈ S. Portanto, a condição (2) é verdadeira.

Reciprocamente, suponhamos que as condições (1) e (2) do enunciado do

Teorema 1.38 são satisfeitas. Queremos construir R′ e ϕ : R → R′ satis-

fazendo (a), (b) e (c). Vamos denotar R′ por RS−1. Tendo em vista que

os elementos de RS−1 deverão ser da forma “as−1”(a ∈ R, s ∈ S) é natural

que iniciemos nossa construção trabalhando com R × S. Vamos definir uma

relação ∼ em R× S da seguinte maneira:

(a, s) ∼ (a′, s′) ⇔ existem b, b′ ∈ R tais que sb = s′b′ ∈ S e ab = a′b′ ∈ R.

∼ é uma relação de equivalência. De fato, pois se (a, s) ∈ R× S, temos

que s.1 = s.1 ∈ S e a.1 = a.1 ∈ R, donde vem que (a, s) ∼ (a, s), isto é, ∼
é reflexiva. Agora, se (a, s), (a′, s′) ∈ R×S são tais que (a, s) ∼ (a′, s′), então

existem b, b′ ∈ R tais que sb = s′b′ ∈ S e ab = a′b′ ∈ R, ou equivalentemente,

s′b′ = sb ∈ S e a′b′ = ab ∈ R, donde vem que (a′, s′) ∼ (a, s), ou seja,

∼ é simétrica. Finalmente, se (a, s), (a′, s′), (a′′, s′′) ∈ R × S são tais que

(a, s) ∼ (a′, s′) e (a′, s′) ∼ (a′′, s′′), então existem b, b′, c, c′ ∈ R tais que

ab = a′b′, a′c = a′′c′ e sb = s′b′ ∈ S, s′c = s′′c′ ∈ S. Queremos mostrar que

existem g, g′ ∈ R tais que ag = a′′g′ e sg = s′′g′ ∈ S. Como s′b′, s′c ∈ S,

segue por (1), que existem r ∈ R e t ∈ S tais que (s′b′)r = (s′c)t ∈ S.

Então, s′b′r − s′ct = 0, ou de forma equivalente, s′(b′r − ct) = 0. Logo, por

(2) existe t′ ∈ S tal que (b′r − ct)t′ = 0, isto é, b′rt′ = ctt′. Agora temos,

sbr = s′b′r = s′ct = s′′c′t ∈ S, ou seja, (sbr)t′ ∈ S. Mas, (sbr)t′ = (s′′c′t)t′.
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Então, s(brt′) = s′′(c′tt′) ∈ S. Também, a(brt′) = a′b′rt′ = a′ctt′ = a′′c′tt′ =

a′′(c′tt′). Chamando de g = brt′ e g′ = c′tt′, tem-se que sg = s′′g′ ∈ S e

ag = a′′g′. Logo, (a, s) ∼ (a′′, s′′) o que mostra que ∼ é transitiva.

É fácil mostrar que (a, s) ∼ (ar, sr) para qualquer r ∈ R tal que sr ∈ S.

Basta tomar b = r e b′ = 1 na definição de ∼ . Esta observação vai nos

possibilitar trabalhar com ∼ mais eficientemente.

Vamos denotar a classe de equivalência de (a, s) por a/s. O conjunto das

classes de equivalência R × S/ ∼ será o anel RS−1 que procuramos. Para

definir a soma em R × S/ ∼ observemos que quaisquer duas “frações”a1/s1,

a2/s2 podem ser reduzidas a um denominador comum. Mais formalmente,

utilizando (1), temos que existem elementos r ∈ R e s ∈ S tais que s2r =

s1s ∈ S. Assim, a1/s1 = (a1s)/(s1s) e a2/s2 = (a2r)/(s2r). Definimos

(a1/s1) + (a2/s2) = (a1s + a2r)/t onde t = s1s = s2r ∈ S.

Para multiplicar a1/s1 por a2/s2 utilizamos novamente (1): s1 ∈ S e

a2 ∈ R. Então existem r ∈ R e s ∈ S tais que s1r = a2s. Definimos

(a1/s1) · (a2/s2) = (a1r)/(s2s) onde s1r = a2s com r ∈ R e s ∈ S.

Deixamos ao leitor a tarefa de verificar que as operações + e · estão bem

definidas. Depois disto, é fácil ver que RS−1 satisfaz todas as propriedades

de anel. Vamos mostrar que 0/1 é o neutro da adição e 1/1 é a unidade do

anel. De fato:

(a1/s1) + (0/1) = (a1s + 0r)/t onde t = s1s = 1r ∈ S. Logo, (a1/s1) +

(0/1) = (a1s)/t onde t = s1s = r ∈ S. Mas, (a1s)/t = (a1s)/(s1s) = a1/s1,

pela observação feita anteriormente.

Agora, (a1/s1) · (1/1) = (a1r)/(1s) onde s1r = 1s, isto é, s = s1r. Logo,

(a1r)/(1s) = (a1r)/s = (a1r)/(s1r) = a1/s1. Também, (1/1) · (a1/s1) =

(1r)/(s1s) onde 1r = a1s, isto é, r = a1s. Então, (1r)/(s1s) = r/(s1s) =

(a1s)/(s1s) = (a1/s1).

Queremos agora construir um homomorfismo entre R e RS−1. Seja

ϕ : R → RS−1

a 7→ a/1
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ϕ é homomorfismo de anéis. De fato, pois se a1, a2 ∈ R, então ϕ(a1) +

ϕ(a2) = a1/1 + a2/1 = (a1s + a2r)/t onde t = 1.s = 1.r ∈ S. Então t = s =

r ∈ S e (a1s + a2r)/t = (a1s + a2s)/s = (a1 + a2)s/s = (a1 + a2)s/(1.s) =

(a1 + a2)/1 = ϕ(a1 + a2).

Para a multiplicação temos, ϕ(a1)ϕ(a2) = (a1/1) · (a2/1) = (a1r)/(1s)

onde 1r = a2s, isto é, r = a2s. Logo, (a1r)/(1s) = (a1a2s)/(1s) = (a1a2)/1 =

ϕ(a1a2). Portanto, ϕ é homomorfismo de anéis.

Precisamos verificar que valem (a), (b) e (c). Em primeiro lugar, note

que, dado s ∈ S temos, (1/s) · (s/1) = (1r)/(1s′) onde sr = ss′. Então

sr − ss′ = 0, ou seja, s(r − s′) = 0. Então por (2), existe s′′ ∈ S tal

que (r − s′)s′′ = 0, ou equivalentemente, rs′′ = s′s′′. Logo, (1/s) · (s/1) =

(1r)/(1s′) = r/s′ = (rs′′)/(s′s′′) = (s′s′′)/(s′s′′) = [1(s′s′′)]/[1(s′s′′)] = 1/1.

Da mesma forma, (s/1) · (1/s) = (sr)/(ss′) onde 1.r = 1.s′, isto é, r = s′.

Logo, (s/1) · (1/s) = (sr)/(ss′) = (ss′)/(ss′) = [1(ss′)]/[1(ss′)] = 1/1. Segue

então que vale (a). De fato, dado s ∈ S, temos que ϕ(s) = s/1. Pelo que já

foi visto, s/1 é invert́ıvel e seu inverso é 1/s.

Para mostrar que vale (b), tomemos x um elemento qualquer de RS−1.

Temos que x = a/s onde a ∈ R e s ∈ S. Além disso, observe que

(a/1) · (1/s) = (ar)/(ss′) onde 1.r = 1.s′, ou seja, r = s′. Então,

(a/1) · (1/s) = (ar)/(ss′) = (as′)/(ss′) = a/s. Portanto,

x = a/s = (a/1) · (1/s) = ϕ(a)ϕ(s)−1.

Para verificar (c), suponha que a ∈ R é tal que ϕ(a) = 0. Logo, a/1 = 0/1,

isto é, (a, 1) ∼ (0, 1). Então existem c, d ∈ R tais que ac = 0d e 1c = 1d ∈ S.

Logo, ac = 0 e c = d ∈ S. Reciprocamente, seja a ∈ R tal que as = 0 para

algum s ∈ S. Temos, ϕ(a) = a/1 = (as)/(1s) = 0/s = (0s)/(1s) = 0/1.

Portanto, vale (c), o que completa a demonstração do teorema.

Observação 1.39. Mostra-se que o anel quociente à direita R′ de um anel

R (quando existe), é único a menos de isomorfismos.

Observação 1.40. Dado um anel R e um sistema multiplicativo S, dizemos

que S é um Sistema de Ore à direita quando a condição (1) do Teorema 1.38

é satisfeita.

Nos próximos caṕıtulos, trabalharemos efetivamente com o sistema mul-
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tiplicativo S = R \ P , onde P é um ideal completamente primo de R. Se

existir o anel quociente à direita de R, segundo o sistema multiplicativo S,

vamos chamá-lo de localização à direita de R em P e denotá-lo por RP .

Observe que, se fizermos a suposição adicional de R ser um domı́nio, a

condição (2) do Teorema 1.38 é satisfeita trivialmente. Então, nesse caso

particular, obtemos o seguinte resultado a partir do Teorema 1.38:

Corolário 1.41. Seja P um ideal completamente primo de um domı́nio R.

Então a localização à direita RP de R em P existe se, e somente se, S = R\P
é um Sistema de Ore à direita.

Proposição 1.42. Seja R um domı́nio e P um ideal completamente primo

de R. Se a localização à direita RP de R em P existe, então RP é um anel

local.

Demonstração: É fácil verificar que

PRP =
{a

b
: a ∈ P, b /∈ P

}

é um ideal à direita de RP . Além disso, se
x

y
∈ RP e

x

y
/∈ PRP então x /∈ P

e y /∈ P . Logo,
x

y
é invert́ıvel em RP . De fato, pois

x

y
· y

x
=

xr

xs
onde yr = ys com r ∈ R e s /∈ P.

Então, y(r − s) = 0. Como R é domı́nio e y 6= 0, pois y /∈ P , temos que

r − s = 0, isto é, r = s. Logo,
x

y
· y

x
=

1

1
. Portanto, RP é um anel local

com J(RP ) = PRP .

Se considerarmos R um anel comutativo e S um sistema multiplicativo de

R, as condições (1) e (2) do Teorema 1.38 são satisfeitas trivialmente. Logo,

o anel quociente de R sempre existe. Note que, em Álgebra Comutativa, é

usual definir a relação de equivalência em R× S da seguinte forma:

(a, s) ∼ (a′, s′) ⇔ as′u = a′su para algum u ∈ S. (∗)
E anteriormente definimos:

(a, s) ∼ (a′, s′) ⇔ ∃ b, b′ ∈ R tais que sb = s′b′ ∈ S e ab = a′b′ ∈ R. (∗∗)
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Observe que, supondo R comutativo, se (a, s) ∼ (a′, s′) segundo (∗) então

(a, s) ∼ (a′, s′) segundo (∗∗). Basta tomar b = s′u e b′ = su. A rećıproca

dessa afirmação também é verdadeira. Basta tomar u = sb = s′b′ ∈ S.

Logo, os anéis quocientes (localizações), usualmente constrúıdos em Álgebra

Comutativa utilizando (∗) são casos particulares dos exibidos aqui.
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Caṕıtulo 2

Anéis e Módulos Distributivos

Neste caṕıtulo, apresentaremos as noções e resultados principais sobre os

anéis e os módulos distributivos. Trataremos também de radicais clássicos

nessa classe de anéis.

2.1 Alguns Resultados e Definições

Definição 2.1. Seja MR um R-módulo à direita. MR é chamado de módulo

distributivo se o reticulado de submódulos de M é distributivo, isto é, se

∀ A,B, C<M , (A + B) ∩ C = (A ∩ C) + (B ∩ C).

Observação 2.2. De acordo com a Proposição 1.25, temos que um módulo

M é distributivo se, e somente se,

∀ A,B, C<M , (A ∩B) + C = (A + C) ∩ (B + C).

Considerando um anel R como sendo um R-módulo à direita sobre si

mesmo, temos que o reticulado de ideais à direita de R é exatamente igual

ao reticulado de submódulos do módulo RR. Então, obtemos naturalmente

como caso particular de 2.1 a seguinte

Definição 2.3. Seja R um anel. R é chamado de anel distributivo à direita

se o reticulado de ideais à direita de R é distributivo, isto é, se

∀ A,B, C<dR, (A + B) ∩ C = (A ∩ C) + (B ∩ C).

Um anel R é chamado um anel distributivo à esquerda se o reticulado de

ideais à esquerda de R é distributivo.
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Exemplo 2.4. O objetivo deste exemplo é mostrar que o anel Z dos números

inteiros é distributivo (à direita e à esquerda). Sejam A,B e C ideais não

nulos de Z. (Se algum deles for o ideal nulo, a igualdade da Definição 2.3

verifica-se trivialmente). Como Z é um anel de ideais principais, existem

a, b, c ∈ Z \ {0} tais que A = aZ, B = bZ e C = cZ. É fácil verificar que

A + B = aZ+ bZ = mdc{a, b}Z e A ∩B = aZ ∩ bZ = mmc{a, b}Z.

Utilizando a notação: mdc{x, y} := (x, y) e mmc{x, y} := [x, y] temos,

A + B = (a, b)Z e A ∩B = [a, b]Z. Então,

(A + B) ∩ C = (aZ+ bZ) ∩ cZ = (a, b)Z ∩ cZ = [(a, b), c]Z (∗)
A seguinte propriedade elementar de números inteiros será utilizada em (∗):

∀ a, b, c ∈ Z \ {0}, [(a, b), c] = ([a, c], [b, c]). Logo, obtemos,

(A + B) ∩ C = [(a, b), c]Z = ([a, c], [b, c])Z = [a, c]Z + [b, c]Z = (aZ ∩ cZ) +

(bZ ∩ cZ) = (A ∩ C) + (B ∩ C).

Portanto, Z é um anel distributivo (à direita e à esquerda).

Mais adiante, apresentaremos um exemplo de um anel que também é

comutativo (como Z) mas que não é distributivo. Vejamos alguns resultados

que serão necessários nesse exemplo.

Lema 2.5. Seja MR um R-módulo à direita. Então o reticulado de submódulos

de M é modular, isto é, para quaisquer submódulos A,B e C de M com B ⊆ C

temos (A + B) ∩ C = (A ∩ C) + B.

Demonstração: Se x ∈ (A + B) ∩ C então x = a + b para algum a ∈ A

e algum b ∈ B. Logo, a ∈ C pois a = x − b e x, b ∈ C. Portanto,

x ∈ (A ∩ C) + B.

Reciprocamente, se x ∈ (A∩C) + B então x = w + b onde w ∈ (A∩C)

e b ∈ B. Como B ⊆ C, temos que b ∈ C e, conseqüentemente, x ∈ C.

Então, x ∈ (A + B) e x ∈ C. Portanto, x ∈ (A + B)∩C, o que mostra que

o reticulado é modular.

Utilizando o Lema 2.5 e o Teorema 1.34, obtemos o seguinte

Corolário 2.6. Para um R-módulo à direita M , as seguintes condições são

equivalentes:

22



(i) MR é distributivo.

(ii) O reticulado de submódulos de MR não contém um subreticulado da forma

E
•

ÄÄ
ÄÄ

ÄÄ
ÄÄ

ÄÄ
ÄÄ

ÄÄ
Ä

??
??

??
??

??
??

??
?

•A • B • C

•

ÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄ

???????????????

D

Corolário 2.7. ([15], Lema 1.3) Seja V um espaço vetorial sobre um corpo

F . Se dimF V > 1, então o módulo à direita VF não é distributivo.

Demonstração: Visto que dimF V > 1, existem vetores v1, v2 ∈ V linear-

mente independentes. Sejam A,B e C os seguintes subespaços vetoriais

(submódulos) de V , A = v1F , B = v2F e C = (v1 + v2)F . Podemos

construir o seguinte subreticulado do reticulado de subespaços de V :

v1F + v2F•

ÄÄ
ÄÄ

ÄÄ
ÄÄ

ÄÄ
ÄÄ

ÄÄ
Ä

??
??

??
??

??
??

??
?

•A • B • C

•

ÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄ

???????????????

0

Portanto, pelo corolário anterior, VF não é distributivo.

Observação 2.8. No Corolário 2.7 podemos substituir o espaço vetorial por

um módulo livre L onde {v1, v2} são dois elementos da base de L.

Temos agora ferramentas suficientes para apresentarmos um exemplo de

um anel comutativo que não é distributivo.

Exemplo 2.9. Seja M =

{(
a b

0 a

)
: a ∈ Z, b ∈ R

}
.
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Este conjunto, juntamente com as operações usuais de soma e multiplicação

de matrizes, é um anel comutativo. Para mostrar que M não é distributivo,

necessitamos da seguinte observação: Se H é um submódulo de RZ, isto é, se

H é um subgrupo do grupo aditivo R, então o conjunto

(
0 H

0 0

)
=

{(
0 h

0 0

)
: h ∈ H

}
é um ideal de M .

Agora, sejam A,B e C submódulos de RZ. Então,
((

0 A

0 0

)
+

(
0 B

0 0

))
∩

(
0 C

0 0

)
=

(
0 (A + B) ∩ C

0 0

)
(1)

e
((

0 A

0 0

)
∩

(
0 C

0 0

))
+

((
0 B

0 0

)
∩

(
0 C

0 0

))
=

(
0 (A ∩ C) + (B ∩ C)

0 0

)
(2)

Comparando (1) com (2) percebemos que se RZ não é um módulo distributivo

então M não é um anel distributivo. Logo, vamos nos concentrar em mostrar

que RZ não é distributivo. Observe que R é também um Q-módulo e todo

Q-submódulo de R é também um Z-submódulo de R. Conseqüentemente, se

RQ não é distributivo então também RZ não é distributivo. Note que RQ é um

espaço vetorial sobre Q e dimQR > 1. Logo, pelo corolário anterior, tem-se

que RQ não é distributivo e portanto, M não é distributivo.

Proposição 2.10. Seja MR um R-módulo distributivo e N um submódulo

de M . Então M/N é um módulo distributivo.

Demonstração: Sejam A,B e C submódulos de M/N . Então A = N1/N ,

B = N2/N e C = N3/N onde N1,N2 e N3 são submódulos de M tais que

N ⊆ Ni ∀ i ∈ {1, 2, 3}. Devemos mostrar que

(N1/N + N2/N) ∩N3/N ⊆ (N1/N ∩N3/N) + (N2/N ∩N3/N).

A outra inclusão ocorre, de acordo com a Proposição 1.26.

Seja x ∈ (N1/N + N2/N) ∩ N3/N . Então, x = y + z, onde y ∈ N1/N ,

z ∈ N2/N e x ∈ N3/N . Dáı segue que, y = n1 + N para algum n1 ∈ N1,
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z = n2+N para algum n2 ∈ N2 e x = n3+N para algum n3 ∈ N3. Temos,

x = n3 + N = (n1 + N) + (n2 + N) = (n1 + n2) + N . Conseqüentemente,

existem n, n′ ∈ N tais que n3 + n = (n1 + n2) + n′ ou, equivalentemente,

n1 + n2 = n3 + (n− n′). Mas N ⊆ N3, então (n− n′) ∈ N3, donde vem que

(n1 + n2) ∈ N3. Como (n1 + n2) ∈ N1 + N2 e (n1 + n2) ∈ N3 tem-se que

(n1 + n2) ∈ (N1 + N2) ∩N3.

N1, N2 e N3 são submódulos de M que é distributivo por hipótese, logo,

(N1+N2)∩N3 = (N1∩N3)+(N2∩N3). Então, (n1+n2) ∈ (N1∩N3)+(N2∩N3),

isto é, n1 + n2 = h + l onde h ∈ (N1 ∩N3) e l ∈ (N2 ∩N3).

T́ınhamos que x = (n1+n2)+N . Logo, x = (h+l)+N = (h+N)+(l+N),

onde h ∈ (N1∩N3) e l ∈ (N2∩N3). Conseqüentemente, (h+N) ∈ N1/N

e (h + N) ∈ N3/N . Também, (l + N) ∈ N2/N e (l + N) ∈ N3/N , isto

é, (h + N) ∈ (N1/N ∩ N3/N) e (l + N) ∈ (N2/N ∩ N3/N). Portanto,

(h + N) + (l + N) = x ∈ (N1/N ∩N3/N) + (N2/N ∩N3/N).

Corolário 2.11. Se R é um anel distributivo à direita e I é um ideal de R

então R/I é um anel distributivo à direita.

Proposição 2.12. Seja MR um R-módulo à direita. São equivalentes:

(i) MR é distributivo.

(ii) ∀ a, b, c ∈ M (aR + bR) ∩ cR = (aR ∩ cR) + (bR ∩ cR).

Demonstração: Que (i) implica (ii) é imediato. Mostraremos então que (ii)

implica (i). Sejam A,B e C submódulos de M . De acordo com 1.26, basta

provar que (A + B) ∩ C ⊆ (A ∩ C) + (B ∩ C).

Seja x ∈ (A + B) ∩C. Então, x = a + b, onde a ∈ A, b ∈ B e x ∈ C.

Usando a hipótese (ii) tem-se: (aR+bR)∩xR = (aR∩xR)+(bR∩xR). Pelo

fato de x = a + b = a.1 + b.1 e x = x.1, temos que x ∈ (aR + bR) ∩ xR

e conseqüentemente x ∈ (aR ∩ xR) + (bR ∩ xR). Logo, x = j + l onde

j ∈ (aR ∩ xR) e l ∈ (bR ∩ xR). Temos,

j = ar1 = xr2 para algum r1 ∈ R e algum r2 ∈ R e

l = br3 = xr4 para algum r3 ∈ R e algum r4 ∈ R.

Como a ∈ A e x ∈ C temos que j ∈ A e j ∈ C, isto é, j ∈ (A ∩ C).

Analogamente, l ∈ (B ∩ C). Portanto, j + l = x ∈ (A ∩ C) + (B ∩ C).
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Exemplo 2.13. QZ é um módulo distributivo. Para verificar essa afirmação,

sejam
a1

a2

,
b1

b2

,
c1

c2

∈ Q onde a1, b1, c1, a2, b2, c2 ∈ Z e a2, b2 e c2 são não

nulos. De acordo com a proposição anterior e com 1.26 basta mostrar que
(

a1

a2

Z+
b1

b2

Z
)
∩ c1

c2

Z ⊆
(

a1

a2

Z ∩ c1

c2

Z
)

+

(
b1

b2

Z ∩ c1

c2

Z
)

.

A verificação dessa inclusão é bastante simples, bastando efetuar alguns

cálculos e utilizar o fato de Z ser distributivo.

2.2 Algumas Caracterizações de Módulos

Distributivos

Nesta seção, serão apresentadas algumas caracterizações importantes para

módulos distributivos. Para iniciar, necessitamos do seguinte resultado geral

cuja demonstração será omitida porque consiste em cálculos bastante simples

e naturais.

Proposição 2.14. Sejam MR e NR módulos à direita sobre o anel R e seja

α : M → N um homomorfismo de módulos. Então,

a) ∀ A < M, α−1
(
α(A)

)
= A + ker α,

b) ∀ A < N, α
(
α−1(A)

)
= A ∩ Im α,

c) ∀ A,B < M, α(A + B) = α(A) + α(B),

d) ∀ A,B < N, α−1(A ∩B) = α−1(A) ∩ α−1(B).

O exemplo seguinte mostra que, para submódulos A e B de um módulo

M , α(A ∩B) não é necessariamente igual a α(A) ∩ α(B).

Exemplo 2.15. ([15], Exemplo 2.1 ) Seja M =
{
x + y

√
2 : x, y ∈ Z}

. É fácil

verificar que este conjunto, juntamente com as operações usuais de adição de

números e multiplicação por elementos de Z, é um Z-módulo.

Seja α : M → Z, a função dada por α
(
x + y

√
2
)

= x. Então α é um

homomorfismo de Z-módulos.

Sejam A = Z e B =
{
x + x

√
2 : x ∈ Z}

. É fácil verificar que A e B

são submódulos de M e A ∩B = 0. Assim, também α(A ∩B) = 0.

Por outro lado, α(A) = Z e α(B) = Z. Logo, α(A) ∩ α(B) = Z.

Conseqüentemente, α(A ∩B) 6= α(A) ∩ α(B).
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Como podemos descrever módulos M tais que para qualquer homomor-

fismo de módulos α : M → N e quaisquer submódulos A e B de M temos

α(A∩B) = α(A)∩ α(B)? Na verdade, o que ocorre é que esta propriedade

caracteriza módulos distributivos. De fato, nós temos o seguinte resultado

obtido por Stephenson, cuja demonstração apresentada aqui é de Mazurek e

encontra-se em ([15], Teorema 2.2):

Teorema 2.16. ([20], Lema 1.4) Para um R-módulo à direita M as seguintes

condições são equivalentes:

i) M é distributivo.

ii) Para qualquer R-módulo à direita N e qualquer homomorfismo

α : M → N , tem-se ∀ A,B < M , α(A ∩B) = α(A) ∩ α(B).

iii) Para qualquer R-módulo à direita N e qualquer homomorfismo

α : N → M , tem-se ∀ A,B < M , α−1(A + B) = α−1(A) + α−1(B).

Demonstração: i) ⇒ ii) Suponhamos que M é distributivo e α : M → N

é um homomorfismo de módulos. Sejam A e B submódulos de M . Primeira-

mente, utilizando a Proposição 2.14, observe que

a) distrib. a)
α−1

(
α(A ∩B)

)
= (A ∩B) + ker α = (A + ker α) ∩ (B + ker α) =

d)
α−1

(
α(A)

) ∩ α−1
(
α(B)

)
= α−1

(
α(A) ∩ α(B)

)
(∗)

Conseqüentemente,

b) (∗) b)
α(A∩B) = α(A∩B)∩Im α = α

(
α−1

(
α(A∩B)

))
= α

(
α−1

(
α(A)∩α(B)

))
=(

α(A) ∩ α(B)
) ∩ Im α = α(A) ∩ α(B).

ii) ⇒ i) Suponhamos que vale (ii) e, por contradição, suponhamos que M

não é distributivo. Então, pelo Teorema 2.6, o reticulado de submódulos de

M contém um subreticulado da forma

E•

ÄÄ
ÄÄ

ÄÄ
ÄÄ

ÄÄ
ÄÄ

ÄÄ
Ä

??
??

??
??

??
??

??
?

•A • B • C

•

ÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄ

???????????????

D
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Seja α : M → M/C o epimorfismo canônico entre os R-módulos M e M/C,

isto é, α(m) = m + C para todo m ∈ M . Temos,

α(A ∩B) = α(D). Mas D ⊂ C, então α(A ∩B) = 0.

α(A) = (A + C)/C = E/C,

α(B) = (B + C)/C = E/C.

Assim, α(A) ∩ α(B) = E/C 6= α(A ∩B), o que é uma contradição.

i) ⇒ iii) Suponhamos que M é distributivo e α : N → M é um homo-

morfismo de módulos. Sejam A e B submódulos de M . Utilizando 2.14,

temos:

b) distrib. b)
α
(
α−1(A + B)

)
= (A + B) ∩ Im α = (A ∩ Im α) + (B ∩ Im α) =

c)
α
(
α−1(A)

)
+ α

(
α−1(B)

)
= α

(
α−1(A) + α−1(B)

)
(∗∗)

Logo,

a) (∗∗)
α−1(A + B) = α−1(A + B) + ker α = α−1

(
α
(
α−1(A + B)

))
=

a)
α−1

(
α
(
α−1(A)+α−1(B)

))
=

(
α−1(A)+α−1(B)

)
+ker α = α−1(A)+α−1(B).

iii) ⇒ i) Suponhamos que vale (iii) e, por contradição, suponhamos que M

não é distributivo. Então, pelo Teorema 2.6, o reticulado de submódulos de

M contém um subreticulado da forma

E•

ÄÄ
ÄÄ

ÄÄ
ÄÄ

ÄÄ
ÄÄ

ÄÄ
Ä
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??

??
??

??
??

??
?

•A • B • C

•

ÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄ

???????????????

D

Seja α : C → M o homomorfismo inclusão de C em M , isto é, α(c) = c

para todo c ∈ C. Então,

α−1(A + B) = α−1(E) = C e

α−1(A) + α−1(B) = (A ∩ C) + (B ∩ C) = D + D = D.

Portanto, α−1(A + B) 6= α−1(A) + α−1(B), o que é uma contradição.
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Proposição 2.17. ([20], Corolário 1,(i)’) Sejam A e B submódulos de um

módulo distributivo MR. Se A ∩B = 0 então HomR(A, B) = 0.

Demonstração: Seja f : A → B um homomorfismo qualquer entre os R-

módulos A e B, onde estamos supondo A ∩ B = 0. Devemos mostrar que

f ≡ 0 ou, equivalentemente, ker f = A. Sejam N = { a + f(a) : a ∈ A} e

f(A) = { b ∈ B : b = f(a) para algum a ∈ A}. N e f(A) são submódulos

de M . É imediato que
(
A + f(A)

) ∩N = N .

Além disso, A ∩ N = ker f . De fato, tomando x ∈ A ∩ N , temos que

x = a + f(a) para algum a ∈ A. Então, x − a = f(a). Mas x − a ∈ A,

f(a) ∈ B e A∩B = 0. Logo, x−a = 0 e f(a) = 0 o que implica x ∈ ker f .

A outra inclusão é óbvia.

Também, f(A) ∩ N = 0. De fato, se x ∈ f(A) ∩ N então x = f(a) =

a′ + f(a′) para a, a′ ∈ A. Logo, f(a− a′) = a′. Mas, f(a− a′) ∈ B, a′ ∈ A

e A ∩B = 0. Assim, a′ = 0 e f(a) = 0, isto é, x = 0.

Pelo fato de M ser distributivo temos que

N =
(
A + f(A)

) ∩N = (A ∩N) +
(
f(A) ∩N

)
= ker f ⊆ A.

Agora, estamos em condições de mostrar que, para qualquer a ∈ A,

f(a) = 0, isto é, A = ker f . De fato, a ∈ A implica a+f(a) ∈ N ⊆ A. Logo,

a + f(a) = a′ para algum a′ ∈ A. Então, a′ − a = f(a). Mas, a′ − a ∈ A,

f(a) ∈ B e A ∩B = 0. Conseqüentemente, f(a) = 0.

O teorema a seguir, foi provado também por Stephenson e é uma carac-

terização de módulos distributivos que será bastante utilizada posteriormente

neste trabalho. A demonstração que apresentaremos aqui é de Mazurek e

encontra-se em ([15], Teorema 2.3).

Teorema 2.18. ([20], Teorema 1.6 (ii)) Seja M um módulo à direita sobre

um anel R. As duas condições a seguir são equivalentes:

i) M é distributivo.

ii) Para quaisquer a, b ∈ M existem x, y ∈ R tais que x+ y = 1 , ax ∈ bR e

by ∈ aR.

Demonstração: i) ⇒ ii) Suponhamos que M seja um módulo distributivo.

Sejam a, b ∈ M e denotemos c = a + b. Então,
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c ∈ (aR + bR) ∩ cR = (aR ∩ cR) + (bR ∩ cR).

Assim, c = cr + cs para algum r ∈ R e algum s ∈ R com cr ∈ aR e

cs ∈ bR. Para concluir a demonstração, basta tomar x = s e y = 1− s. De

fato, x+y = s+(1−s) = 1. Além disso, ax = as = (c−b)s = (cs−bs) ∈ bR.

Também, by = b(1−s) = (c−a)(1−s) = c(1−s)−a(1−s) = c−cs−a(1−s) =

cr − a(1− s) ∈ aR.

ii) ⇒ i) Suponhamos que vale (ii). Sejam A,B e C submódulos de M . De

acordo com a Proposição 1.26, basta mostrar que

(A + B) ∩ C ⊆ (A ∩ C) + (B ∩ C).

Seja c ∈ (A + B) ∩ C, isto é, c = (a + b) ∈ C com a ∈ A e b ∈ B. Por

(ii), existem x, y ∈ R tais que x + y = 1, ax ∈ bR ⊆ B e by ∈ aR ⊆ A.

Mas, cy = (a + b)y = (ay + by) ∈ aR ⊆ A. Também, cy ∈ cR ⊆ C. Logo,

cy ∈ (A∩C). Da mesma forma, cx = (a+b)x = (ax+bx) ∈ bR ⊆ B. Também,

cx ∈ cR ⊆ C. Logo, cx ∈ (B ∩ C). Como c = c · 1 = c(y + x) = cy + cx,

segue que c ∈ (A ∩ C) + (B ∩ C).

Observação 2.19. A condição ii) do Teorema 2.18 pode ser escrita de forma

equivalente a:

ii)’ Para quaisquer a, b ∈ M , {x ∈ R : ax ∈ bR}+ {y ∈ R : by ∈ aR} = R.

No Caṕıtulo 1, já foi mencionado o fato de que todo anel de cadeia à

direita é local. A seguir, daremos um exemplo onde o anel R é local e no

entanto não é de cadeia à direita. Logo após, mostraremos uma proposição

que nos diz que, se acrescentarmos a hipótese de o anel ser distributivo à

direita ao fato de ser local, então ele será de cadeia à direita.

Exemplo 2.20. Seja R =

{(
a b

0 a

)
: a ∈ Q, b ∈ R

}
.

Este conjunto, juntamente com as operações usuais de soma e multiplicação

de matrizes, é um anel comutativo. Temos que

(
0 R
0 0

)
=

{(
0 r

0 0

)
: r ∈ R

}
é um ideal de R.
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Todos os elementos de R que não estão em

(
0 R
0 0

)
são invert́ıveis. Logo, R

é um anel local com J(R) =

(
0 R
0 0

)
. Além disso, R não é distributivo.

De fato: Observe que se H é um submódulo de RQ, então o conjunto

(
0 H

0 0

)
=

{(
0 h

0 0

)
: h ∈ H

}
é um ideal de R.

Agora, sejam A,B e C submódulos de RQ. Então,
((

0 A

0 0

)
+

(
0 B

0 0

))
∩

(
0 C

0 0

)
=

(
0 (A + B) ∩ C

0 0

)
(1)

e
((

0 A

0 0

)
∩

(
0 C

0 0

))
+

((
0 B

0 0

)
∩

(
0 C

0 0

))
=

(
0 (A ∩ C) + (B ∩ C)

0 0

)
(2)

Comparando (1) com (2) percebemos que se RQ não é um módulo distributivo

então R não é um anel distributivo. E o fato de RQ não ser distributivo já foi

justificado no final do Exemplo 2.9. Logo, pela Proposição 1.27, temos que

R não é um anel de cadeia (à direita). Portanto, R é um anel local que não

é de cadeia.

Proposição 2.21. Para um anel R as seguintes condições são equivalentes:

i) R é um anel de cadeia à direita.

ii) R é um anel local e distributivo à direita.

Demonstração: i) ⇒ ii) É imediato, visto que todo anel de cadeia à direita

é local e distributivo à direita de acordo com a Proposição 1.27.

ii) ⇒ i) Sejam a, b ∈ R. Por 1.9, basta mostrar que a ∈ bR ou b ∈ aR.

Pelo fato de R ser distributivo à direita, utilizando 2.18, existem x, y ∈ R tais

que x + y = 1, ax ∈ bR e by ∈ aR. Claramente, x /∈ J(R) ou y /∈ J(R).
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Desta forma, x ∈ U(R) ou y ∈ U(R). Se x ∈ U(R) então a ∈ bR e se

y ∈ U(R) então b ∈ aR.

Vamos aplicar agora esta proposição, no próximo exemplo, para mostrar

que a localização do anel dos inteiros Z em um ideal primo P é um anel de

cadeia. Isto foi feito por Mazurek em ([15], Exemplo 2.7).

Exemplo 2.22. Seja p ∈ Z um número primo e seja R = Z o anel dos

números inteiros. P = pZ é um ideal primo de R e R é um domı́nio comuta-

tivo. Note que a localização de R em P

RP =
{r

s
: r, s ∈ Z, s /∈ P

}

é um anel local comutativo com

J(RP ) =
{r

s
: r, s ∈ Z, r ∈ P, s /∈ P

}

Então, pela proposição anterior, para mostrar que RP é um anel de cadeia, é

suficiente mostrar que RP é um anel distributivo. Para tal, utilizaremos 2.18.

Sejam a, b ∈ RP . Então, a =
a′

s′
e b =

b′

t′
. Podemos reduzir a e b a um

denominador comum, isto é, escrever a =
a1

s
, b =

b1

s
com a1, b1, s ∈ Z e

s /∈ P . Visto que Z é distributivo, existem x, y, c, d ∈ Z tais que a1x = b1c,

b1y = a1d e x + y = 1 (por 2.18). Logo,

x

1
,
y

1
∈ RP e

x

1
+

y

1
=

x + y

1
=

1

1

Também,

a · x

1
=

a1

s
· x

1
=

a1x

s
=

b1c

s
=

b1

s
· c

1
= b · c

1
∈ bRP

b · y

1
=

b1

s
· y

1
=

b1y

s
=

a1d

s
=

a1

s
· d

1
= a · d

1
∈ aRP

Então, RP é um anel distributivo e, portanto, é um anel de cadeia.

Observe que os ideais de RP são {P iRP : i ≥ 0}, os quais obviamente

formam uma cadeia.
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2.3 Radicais Clássicos de Anéis Distributivos

à Direita

Esta seção será dedicada a propriedades de alguns radicais clássicos de

anéis distributivos à direita. Começaremos mostrando que todo ideal à di-

reita maximal de um anel distributivo à direita é um ideal (bilateral) com-

pletamente primo. Precisaremos de dois lemas:

Lema 2.23. Seja I um ideal de um anel R que é maximal como ideal à direita

de R. Então I é um ideal completamente primo de R.

Demonstração: Sejam a, b ∈ R tais que ab ∈ I e b /∈ I. Temos que bR+ I é

um ideal à direita de R satisfazendo b ∈ bR+ I e I ⊆ bR+ I. Mas, b /∈ I e I

é maximal como ideal à direita de R, então, bR+I = R. Logo, existem r ∈ R

e i ∈ I tais que br + i = 1. Temos, a(br + i) = a.1 ou, equivalentemente,

(ab)r + ai = a o que implica a ∈ I. Portanto, I é um ideal completamente

primo de R.

Lema 2.24. Se MR é um módulo distributivo e α ∈ End(MR), então:

i) Para qualquer submódulo A de M , α(A) ∩ α−1(A) ⊆ A

ii) Para qualquer submódulo A de M , se α2(A) ⊆ A+α(A) então α(A) ⊆ A.

Demonstração: i) Seja m ∈ α(A) ∩ α−1(A). Então, m = α(a) para algum

a ∈ A e α(m) ∈ A. Pelo fato de M ser distributivo, utilizando o Teorema

2.18, temos que existem x, y ∈ R tais que x + y = 1, mx ∈ aR e ay ∈ mR.

Claramente, mx ∈ A e my = α(a)y = α(ay) ∈ α(mR) = α(m)R ⊆ A.

Desta forma, m = m.1 = m(x + y) = (mx + my) ∈ A.

ii) Suponhamos que α2(A) ⊆ A + α(A). Então, α(A) ⊆ α−1
(
A + α(A)

)
.

É fácil ver que α−1
(
A + α(A)

)
= α−1(A) + α−1

(
α(A)

)
. Por 2.14 a), temos

α−1(A) + α−1
(
α(A)

)
= α−1(A) + A + ker α = α−1(A) + A. Logo,

α(A) ⊆ α−1(A) + A. Conseqüentemente, α(A) = α(A) ∩ (
α−1(A) + A

)
=(

α(A)∩α−1(A)
)
+

(
α(A)∩A

)
. Aplicando agora i), obtemos α(A) ⊆ A.

Corolário 2.25. Se R é um anel distributivo à direita e A é um ideal à

direita maximal de R, então A é um ideal (bilateral) completamente primo

de R.
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Demonstração: Para mostrar que A é um ideal de R é suficiente provar que

A é um ideal à esquerda de R. Por contradição, suponha que existe r ∈ R

tal que rA * A. Como A + rA é um ideal à direita de R, pela maximilidade

de A, segue que A + rA = R. Seja α : R → R, dado por α(x) = rx. Então

α ∈ End(RR) e α2(A) = r2A ⊆ R = A+rA = A+α(A). Conseqüentemente,

pelo Lema 2.24,(ii), α(A) ⊆ A. Assim, rA ⊆ A, o que é uma contradição.

Desta forma, A é um ideal de R. Utilizando o Lema 2.23, segue que A é um

ideal completamente primo de R.

Teorema 2.26. ([15], Teorema 4.1) Seja MR um módulo distributivo e seja

α ∈ End(MR). Se A é um submódulo de M tal que para algum n ∈ N,

αn(A) ⊆ A + α(A) + α2(A) + . . . + αn−1(A), então α(A) ⊆ A.

Demonstração: Vamos fazer indução em n. O caso n = 1 é óbvio e o

caso n = 2 foi mostrado no Lema 2.24,(ii). Suponhamos que o resultado é

verdadeiro para um certo n e que αn+1(A) ⊆ A+α(A)+α2(A)+ . . .+αn(A).

Observe que A + α(A) + α2(A) + . . . + αn(A) =

A + α(A) + α(A) + α2(A) + α2(A) + . . . + αn−1(A) + αn−1(A) + αn(A) =

(
A + α(A)

)
+ α

(
A + α(A)

)
+ α2

(
A + α(A)

)
+ . . . + αn−1

(
A + α(A)

)
.

Logo,

αn+1(A) ⊆ (
A+α(A)

)
+α

(
A+α(A)

)
+α2

(
A+α(A)

)
+ . . .+αn−1

(
A+α(A)

)
.

Como, αn
(
A + α(A)

)
= αn(A) + αn+1(A) e

αn(A) ⊆ (
A+α(A)

)
+α

(
A+α(A)

)
+α2

(
A+α(A)

)
+ . . .+αn−1

(
A+α(A)

)
,

resulta,

αn
(
A + α(A)

) ⊆ (
A + α(A)

)
+ α

(
A + α(A)

)
+ α2

(
A + α(A)

)
+ . . . +

αn−1
(
A + α(A)

)
.

Utilizando a hipótese de indução, temos que α
(
A + α(A)

) ⊆ A + α(A).

Mas, α2(A) ⊆ α(A) + α2(A) = α
(
A + α(A)

)
.

Logo, α2(A) ⊆ A+α(A). Então, pelo Lema 2.24,(ii) segue que α(A) ⊆ A.

O exemplo seguinte mostra que o conjunto T (R) dos elementos nilpotentes

de um anel R não é, necessariamente, fechado para a adição e multiplicação.
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Após o exemplo, mostraremos que, se R for distributivo à direita, essa última

afirmação ocorre. Assim, neste caso, T (R) é um subanel de R (sem unidade).

Exemplo 2.27. ([15], Exemplo 4.2) Seja K um anel e R = M2(K) =
{(

a b

c d

)
: a, b, c, d ∈ K

}
.

Observe que

(
1 1

−1 −1

)
·
(

1 1

−1 −1

)
=

(
0 0

0 0

)
e

(
0 0

1 0

)
·
(

0 0

1 0

)
=

(
0 0

0 0

)

Então,
(

1 1

−1 −1

)
,

(
0 0

1 0

)
∈ T (R). Entretanto,

(
1 1

−1 −1

)
+

(
0 0

1 0

)
=

(
1 1

0 −1

)
/∈ T (R) porque

(
1 1

0 −1

)
·
(

1 1

0 −1

)
=

(
1 0

0 1

)

Também,

(
1 1

−1 −1

)
·
(

0 0

1 0

)
=

(
1 0

−1 0

)
/∈ T (R) porque

(
1 0

−1 0

)
·
(

1 0

−1 0

)
=

(
1 0

−1 0

)
.

Proposição 2.28. ([15], Proposição 4.3) Seja R um anel distributivo à di-

reita. Então T (R) é um subanel (sem unidade) de J(R) e T (R) é a soma

dos ideais nilpotentes de T (R).

Demonstração: Seja t ∈ T (R). Então tn = 0 para algum n ≥ 1. Seja
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α : R → R definida por α(r) = tr. Observe que, encarando R como um

módulo à direita sobre si mesmo, α é um homomorfismo de módulos.

Seja a ∈ R e considere o submódulo A = aR de RR. Temos,

αn(A) = αn(aR) = tnaR = 0

Logo, αn(aR) = 0 ⊆ aR + α(aR) + α2(aR) + . . . + αn−1(aR). Então, pelo

Teorema 2.26 segue que α(aR) ⊆ aR, isto é, taR ⊆ aR. Dessa forma,

ta ∈ aR. Em resumo, temos:

Se t ∈ T (R) e a ∈ R então ta ∈ aR (∗)
De (∗), é fácil verificar que

t1, t2, . . . , tn ∈ T (R), a1, a2, . . . , an ∈ R ⇒ t1a1t2a2 . . . tnan ∈ a1a2 . . . anR (∗∗)
Sejam t1, t2 ∈ T (R). Então, tn1 = tm2 = 0 para algum n ≥ 1 e algum

m ≥ 1. Supondo n ≥ m, temos que tn1 = tn2 = 0. Logo, utilizando (∗∗) segue

que (t1t2)
n ∈ tn2R = 0 e, desta forma, t1t2 ∈ T (R).

Além disso, (t1 + t2)
2n é uma soma de produtos de elementos nilpotentes e

em cada um desses produtos t1 ou t2 aparece ao menos n vezes. Conseqüen-

temente, por (∗∗), (t1 + t2)
2n = 0 e, assim, t1 + t2 ∈ T (R). Logo, T (R) é um

subanel de R.

Seja t ∈ T (R) com tn = 0 e seja I o ideal de T (R) gerado por t, isto é,

I = tZ+tT (R)+T (R)t+T (R)tT (R). Observe que todo elemento de In é uma

soma de produtos de elementos nilpotentes e em cada um desses produtos t

aparece ao menos n vezes. Logo, por (∗∗), obtemos que In ⊆ tnR = 0. Então,

I é um ideal nilpotente de T (R) com t ∈ I. Portanto, o anel T (R) é a soma

de seus ideais nilpotentes.

Pelo Corolário 2.25, um ideal à direita maximal de R é um ideal com-

pletamente primo de R. E é fácil ver que qualquer elemento nilpotente de

R, isto é, qualquer elemento de T (R) está na intersecção de todos os ideais

completamente primos de R. Segue então que T (R) ⊆ J(R), ou seja, T (R)

é um subanel de J(R).

Lema 2.29. (Andrunakievich) Se R é um anel, A é um ideal de R, I é um

ideal de A (isto é, I CACR) e I∗ é o ideal de R gerado por I então (I∗)3 ⊆ I.

Demonstração: Pelo fato de R ser um anel com unidade, temos que o
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ideal I∗ de R gerado por I é I∗ = RIR. Logo, (I∗)3 = (RIR)3 =

(RIR)(RIR)(RIR). Entretanto, I ⊆ A C R. Então, (RIR)(RIR)(RIR) ⊆
A(RIR)A ⊆ (AR)I(RA) ⊆ AIA. Agora, utilizando o fato de I C A segue

que AIA ⊆ I e portanto, (I∗)3 ⊆ I.

Existe uma célebre conjectura que denominamos atualmente de problema

de Koethe que foi introduzida por G. Koethe em 1930 e não foi resolvida

até hoje. Recentemente, na tentativa de resolvê-la, muitos progressos foram

feitos, porém uma resposta definitiva e completa não foi dada.

O problema pode ser formulado de várias maneiras elementares equiva-

lentes. Vamos considerar a forma encontrada em ([6], página 87). Sabemos

que se I e J são nil ideais bilaterais de R, então I + J é um nil ideal de

R. Também, se I e J são ideais à direita (esquerda) nilpotentes de R, então

I + J é também nilpotente. Porém, ainda não sabemos responder a seguinte

questão:

Problema de Koethe: A soma de dois nil ideais à direita é também nil ?

O seguinte teorema mostra, em particular, que A(R) = β(R) se R é

um anel distributivo à direita. Assim, podemos concluir que o problema de

Koethe possui uma solução positiva na classe dos anéis distributivos à direita.

De fato, se I e J são dois nil ideais à direita então I + J ⊆ A(R) = β(R).

Mas, β(R) é um nil ideal de R pelo que foi visto no Caṕıtulo 1. Portanto,

I + J é um nil ideal à direita de R.

Teorema 2.30. ([15], Teorema 4.4) Seja R um anel distributivo à direita.

Então, β(R) = Nil(R) = A(R).

Demonstração: Em geral, β(R) ⊆ Nil(R) ⊆ A(R), conforme visto no

Caṕıtulo 1. Então, no caso de R ser distributivo à direita, se mostrar-

mos que A(R) ⊆ β(R), o teorema fica provado. Seja a ∈ A(R). Então,

a = a1 + a2 + . . . + an onde ai ∈ T (R). Pela Proposição 2.28, T(R) é

fechado para a soma e, assim, a ∈ T (R). Seja I o ideal de T (R) gerado por

a, isto é, I = aZ+ aT (R) + T (R)a + T (R)aT (R). Então, pela demonstração

da Proposição 2.28, o ideal I é nilpotente e I C A(R) C R. Seja I∗ o ideal

de R gerado por I. Então, pelo lema de Andrunakievich, temos (I∗)3 ⊆ I.
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Desta forma, I∗ é um ideal nilpotente de R e conseqüentemente, I∗ ⊆ β(R).

Portanto, a ∈ β(R), isto é, A(R) ⊆ β(R).

Lema 2.31. ([15], Lema 4.5) Seja R um anel distributivo à direita e U(R)

o grupo de invert́ıveis de R. Denotemos por

ρ(R) := {u1t1 + . . . + untn : n ∈ N, ui ∈ U(R), ti ∈ T (R)} e

λ(R) := {t1u1 + . . . + tmum : m ∈ N, ti ∈ T (R), ui ∈ U(R)}.
Então, ρ(R) = λ(R) é um ideal de J(R).

Demonstração: Se u ∈ U(R) e t ∈ T (R) então ut = utu−1u e além disso,

utu−1 ∈ T (R). Logo, ρ(R) ⊆ λ(R). Analogamente, λ(R) ⊆ ρ(R). Pela

Proposição 2.28, temos que T (R) ⊆ J(R). Logo, ρ(R) ⊆ J(R). De fato, se

x ∈ ρ(R) então x = u1t1 + . . . + untn onde ti ∈ T (R) ⊆ J(R) C R, o que

implica x ∈ J(R). Falta mostrar que ρ(R) C J(R). Sabemos que para cada

j ∈ J(R), 1 + j ∈ U(R). Conseqüentemente, se u ∈ U(R) e t ∈ T (R) então

jut = (1+ j)ut−ut ∈ ρ(R) e tuj = tu(1+ j)− tu ∈ λ(R) = ρ(R). Portanto,

ρ(R) é um ideal de J(R).

Teorema 2.32. ([15], Teorema 4.6) Para um anel distributivo à direita R as

seguintes condições são equivalentes:

a) R é um domı́nio.

b) R é um anel fortemente primo à direita.

c) R é um anel fortemente primo à esquerda.

Demonstração: a) ⇒ b) Seja I um ideal não nulo de R e 0 6= i ∈ I.

Considere A = {i}. Se x ∈ R é tal que x ∈ dR(A), então ix = 0. Como R

é um domı́nio, segue que x = 0, isto é, dR(A) = 0. Portanto, R é um anel

fortemente primo à direita.

b) ⇒ a) Suponhamos que R é um anel fortemente primo à direita e, por

contradição, suponhamos que R não é um domı́nio. Por 1.11, R é um anel

primo e, então, utilizando 1.6, segue que T (R) 6= 0. Logo, ρ(R) definido no

lema anterior é não nulo. Seja I o ideal de R gerado por ρ(R). O fato de R ser

primo, o lema anterior e o Lema de Andrunakievich implicam 0 6= I3 ⊆ ρ(R).

Conseqüentemente, I3 contém um subconjunto finito F = {a1, a2, . . . , an}
tal que dR(F ) = 0. Visto que F ⊆ ρ(R), todo elemento ai tem a forma
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ai =
∑

uiktik, onde uik ∈ U(R) e tik ∈ T (R). Da Proposição 2.28, segue que

o subanel S de R gerado por todos os elementos tik é nilpotente. Se m é um

inteiro positivo tal que Sm 6= 0 e Sm+1 = 0, então, obtemos 0 6= Sm ⊆ dR(F ),

o que é uma contradição.

A equivalência entre (a) e (c) é demonstrada de forma análoga.

Diretamente do Teorema 2.32, obtemos o seguinte resultado:

Corolário 2.33. Se R é um anel distributivo à direita então

Ng(R) = Sd(R) = Se(R).
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Caṕıtulo 3

Dois Teoremas Centrais

Neste caṕıtulo, iremos provar dois teoremas importantes sobre os anéis

distributivos à direita. A demonstração do primeiro deles foi dada por H. H.

Brungs ([2], Teorema 1) em 1975 mas a prova que apresentaremos aqui é de

R. Mazurek ([15], Teorema 3.7). O outro teorema foi demonstrado por M.

Ferrero e G. Törner ([5], Teorema 8). Iniciaremos com uma proposição que

trata de localizações em domı́nios distributivos à direita.

Proposição 3.1. ([15], Proposição 3.4) Seja P um ideal completamente

primo de um domı́nio distributivo à direita R. Então a localização à direita

RP de R em P existe e RP é um anel de cadeia à direita.

Demonstração: Primeiramente, vamos mostrar que RP existe. Pelo Teo-

rema 1.41, basta provar que a Condição de Ore à direita é satisfeita. De fato,

sejam a ∈ R e s ∈ S = R \ P . Visto que R é distributivo à direita, pelo

Teorema 2.18, existem x, y ∈ R tais que x + y = 1, ax ∈ sR e sy ∈ aR.

Se x ∈ S, então ax ∈ sR ∩ aS, isto é, a Condição de Ore vale. Suponha, que

x /∈ S, ou equivalentemente, x ∈ P . Então, y /∈ P , e desta forma, também

sy /∈ P . Mas, sy ∈ aR. Logo, sy = at para algum t ∈ R. Visto que sy /∈ P ,

segue que at /∈ P o que implica t /∈ P , isto é, t ∈ S. Então, sy ∈ sR ∩ aS.

Portanto, vale a Condição de Ore, ou seja, RP existe. De acordo com a

Proposição 1.42, RP é um anel local. Então por 2.21 basta mostrar que RP

é um anel distributivo à direita. Para isso, usaremos 2.18:

Sejam a, b ∈ RP . Então, existem a1, b1 ∈ R e s ∈ S = R \ P tais que
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a =
a1

s
e b =

b1

s
. Como R é distributivo à direita por hipótese, segue de

2.18, que existem x, y, z, t ∈ R tais que x + y = 1, a1x = b1z e b1y = a1t.

Claramente,
1

1
=

s

1
· x + y

1
· 1

s
=

s

1
·
(x

1
+

y

1

)
· 1

s
= x1 + y1, onde

x1 =
s

1
· x
1
· 1
s

e y1 =
s

1
· y
1
· 1
s
. Além disso, ax1 =

a1

s
· s
1
· x
1
· 1
s

=
a1

1
· x
1
· 1
s

=

a1x

1
· 1
s

=
b1z

1
· 1
s

=
b1

1
· z
1
· 1
s

=
b1

s
· s
1
· z
1
· 1
s

= b · s
1
· z
1
· 1
s
∈ bRP . Analogamente,

by1 ∈ aRP .

Acabamos de mostrar que, dados a, b ∈ RP , existem x1, y1 ∈ RP tais que

x1 + y1 = 1, ax1 ∈ bRP e by1 ∈ aRP . Logo, RP é distributivo à direita.

Portanto, por 2.21, RP é um anel de cadeia à direita.

Teorema 3.2. ([2], Teorema 1) Para um domı́nio R as seguintes condições

são equivalentes:

a) R é um anel distributivo à direita.

b) Para cada ideal à direita maximal M de R, a localização à direita RM de

R em M existe e RM é um anel de cadeia à direita.

Demonstração: a) ⇒ b) Seja M um ideal à direita maximal de R. Então,

pelo Corolário 2.25, M é um ideal (bilateral) completamente primo de R.

Logo, pela Proposição 3.1, a localização à direita RM existe e RM é um anel

de cadeia à direita.

b) ⇒ a) Sejam a, b ∈ R, A = {x ∈ R : ax ∈ bR} e B = {y ∈ R : by ∈ aR}.
Então, A e B são ideais à direita de R. Mostraremos que A + B = R.

Suponha que A + B 6= R. Então, A + B ⊆ M para algum ideal à direita

maximal M de R. Por b), RM é um anel de cadeia à direita. Assim, por

1.9,
a

1
∈ b

1
RM ou

b

1
∈ a

1
RM. Suponhamos que

a

1
∈ b

1
RM. Então

a

1
=

b

1
· r

s
para algum r ∈ R e algum s /∈ M. Utilizando a definição de multiplicação

em RM vista no Caṕıtulo 1, chegamos em
a

1
=

br

s
, ou equivalentemente,

(a, 1) ∼ (br, s). Então, existem b′, b′′ ∈ R tais que 1.b′ = sb′′ /∈ M e ab′ =

(br)b′′ ∈ R. Logo, a.(sb′′) = (br)b′′ ou (as)b′′ = (br)b′′. Pelo fato de R ser um

domı́nio, temos as = br ∈ bR, isto é, s ∈ A ⊆ M o que é uma contradição.
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Conseqüentemente,
a

1
/∈ bRM e de maneira similar, mostra-se que

b

1
/∈ a

1
RM.

Desta forma, A + B = R e assim, pela Observação 2.19, segue que o anel R

é distributivo à direita.

Brungs provou também que este teorema é válido substituindo a hipótese

de R ser um domı́nio, pelo fato de R ser Noetheriano à direita. Podemos

ainda supor, apenas, que R satisfaz a condição de cadeia ascendente (c.c.a.)

sobre os anuladores principais à direita. Vamos omitir essas demontrações

com o objetivo de não tornar o texto muito extenso.

Em ([17], Teorema 2) E. C. Posner afirma que se um anel de cadeia à

direita R satisfaz a (c.c.a.) ou a (c.c.d.) sobre os anuladores à direita então o

radical primo β(R) de R é igual ao conjunto T (R) dos elementos nilpotentes

de R e este é um ideal completamente primo de R.

O que ocorre é que a demonstração deste resultado não está completa.

Para provar o resultado Posner trabalha no quociente R/β(R) e não podemos

garantir que as condições de cadeia sobre os anuladores à direita em R são

herdadas pelo quociente R/β(R). Contudo, este teorema é válido e serviu de

motivação para a busca de uma prova correta. Na verdade, M. Ferrero e G.

Törner demonstraram um resultado mais geral que é o seguinte

Teorema 3.3. ([5], Teorema 8) Seja R um anel distributivo à direita que

possui ao menos um ideal completamente primo contido no radical de Jacob-

son, J(R), e satisfaz a condição de cadeia ascendente (c.c.a) ou a condição

de cadeia descendente (c.c.d) sobre os anuladores principais à direita. Então

o radical primo β(R) de R, é igual ao ideal singular à direita Z(R) de R, e

é completamente primo e nilpotente.

Para demonstrar o teorema, vamos precisar de alguns lemas:

Lema 3.4. Seja R um anel que satisfaz a (c.c.a.) sobre os anuladores prin-

cipais à direita. Então Z(R) é T-nilpotente à direita. Em particular, temos

que Z(R) ⊆ β(R).

Demonstração: Suponhamos, por contradição, que (xi)i∈N é uma seqüência

de elementos em Z(R) tal que xn . . . x2x1 6= 0 para todo n ∈ N. É trivial
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que dR(x1) ⊆ dR(x2x1) ⊆ . . . Então, por hipótese, existe m ∈ N tal que

dR(xmb) = dR(b), com b = xm−1 . . . x1. Agora, xm está em Z(R) e b 6= 0.

Assim, dR(xm) ∩ bR 6= 0 e existe y ∈ R com by 6= 0, xmby = 0, o que é uma

contradição. A prova do lema está completa, tendo em vista que todo ideal

que é T-nilpotente à direita está contido no radical primo β(R), de acordo

com o Teorema 1.3.

Nos resultados a seguir diremos que o anel R satisfaz à condição (C)

quando valer a seguinte afirmação:

(C) Existe um ideal completamente primo Q de R contido no radical de

Jacobson J(R) de R.

Exemplo 3.5. ([14], Exemplo 3.6 ) Seja R =

{(
a b

0 a

)
: a ∈ Z, b ∈ Q

}
.

Observe que o conjunto K =

{(
0 b

0 0

)
: b ∈ Q

}
é um ideal do anel R e

R/K ' Z. Logo, K é um ideal completamente primo de R e R/K é um

anel distributivo (à direita). Observe também que o nil radical generalizado

Ng(R) de R é igual a K e portanto K é um ideal completamente primo de

R contido no radical de Jacobson J(R). Além disso, é fácil ver que os ideais

de R contidos em K são Z-submódulos de Q. Assim, de acordo com o

Exemplo 2.13, QZ é um módulo distributivo. Logo, os ideais de R contidos

em K formam um reticulado distributivo. Visto que, I ⊆ K ou K ⊆ I para

qualquer ideal I de R, segue que R é um anel distributivo (à direita).

Exemplo 3.6. ([4], Exemplo 4.1 ) Seja A um domı́nio distributivo à direita

e σ um monomorfismo de A. Então, utilizando ([20], Proposição 3.3(ii))

temos que o “skew”corpo de frações F de A existe e o reticulado de A-

submódulos de F é distributivo. Denotemos também por σ a extensão de σ

a um monomorfismo de F e por F [[t; σ]] o “skew”anel de série de potências

definido por at = taσ para qualquer a ∈ F .

Seja R = A⊕tF [[t; σ]]. Em ([4], Exemplo 4.1 ) os autores mostram que se

I<dR, então I = (I ∩A)⊕ tF [[t; σ]]. Assim, temos que o radical de Jacobson

de R é J(R) = J(A)⊕tF [[t; σ]]. Além disso, os autores também mostram que

se H<dR, então H = tnH0+tn+1F [[t; σ]] onde H0 = {a ∈ F : tna ∈ H} é um
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A-submódulo de F . Como o reticulado de A-submódulos de F é distributivo

segue que R é distributivo à direita. Se tomarmos por exemplo, A = Z,

temos J(A) = 0 e, então, J(R) = tF [[t; σ]] e este ideal é completamente

primo de R porque R/J(R) ' Z.

O próximo lema será composto de alguns resultados que são encontrados

em ([20], Proposição 2.1(ii)) e ([14], Lema 3.1(i), Lema 3.1(ii), Teorema

3.2, Corolário 3.3 e Teorema 3.4 ).

Lema 3.7. Seja R um anel distributivo à direita e Q um ideal completamente

primo contido em J(R). Então:

(i) Para cada ideal à direita I de R, temos I ⊆ Q ou Q ⊆ I.

(ii) Se r ∈ R \Q então Q = rQ.

(iii) Para quaisquer a, b ∈ R temos: os elementos a, b são comparáveis no

seguinte sentido, aR ⊆ bR ou bR ⊆ aR, ou aQ = bQ.

(iv) Se I é um ideal de R não nilpotente tal que I ⊆ Q então a intersecção⋂
n∈N In é um ideal completamente primo de R.

(v) O radical primo β(R) de R é um ideal primo.

(vi) Não existe ideal I de R com β(R) ⊂ I ⊂ Ng(R).

Demonstração: (i) Suponhamos que I * Q e seja a ∈ I tal que a /∈ Q.

Então, para qualquer q ∈ Q, {x ∈ R : ax ∈ qR} ⊆ Q. Pela Observação

2.19, temos {x ∈ R : ax ∈ qR} + {y ∈ R : qy ∈ aR} = R. Entretanto,

{x ∈ R : ax ∈ qR} ⊆ Q. Logo, Q+{y ∈ R : qy ∈ aR} = R. Então, podemos

escrever 1 = q′ + y′ para algum q′ ∈ Q e algum y′ ∈ {y ∈ R : qy ∈ aR}.
Equivalentemente, 1 − q′ = y′. Como Q ⊆ J(R) por hipótese, q′ ⊆ J(R).

Logo, 1− q′ = y′ é invert́ıvel em R. Portanto, existe um elemento invert́ıvel

no ideal à direita {y ∈ R : qy ∈ aR}, o que implica {y ∈ R : qy ∈ aR} = R.

Conseqüentemente, q ∈ aR ⊆ I. Portanto, Q ⊆ I.

(ii) Utilizando a parte (i) e o fato de que r /∈ Q, temos que Q ⊆ rR. Seja

q ∈ Q. Então existe x ∈ R com q = rx. Mas Q é completamente primo,

r /∈ Q e q ∈ Q. Logo, x ∈ Q. Então, q ∈ rQ, isto é, Q ⊆ rQ. A outra

inclusão é óbvia. Portanto, Q = rQ.
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(iii) Suponhamos que aR * bR e bR * aR. Pelo Teorema 2.18, existem

x, y ∈ R com x + y = 1, ax ∈ bR e by ∈ aR. Se y ∈ J(R) então

x = 1− y é um invert́ıvel de R e obtemos a ∈ bR, o que é uma contradição.

Desta forma, y /∈ J(R) e conseqüentemente, y /∈ Q. Agora, (ii) implica

bQ = byQ ⊆ aQ. De forma análoga, utilizando a hipótese de bR * aR

chegamos em aQ ⊆ bQ.

(iv) Suponhamos, por contradição, que existem a, b /∈ ⋂
n∈N In tais que

ab ∈ ⋂
n∈N In. Então a, b /∈ In para algum natural n. Seja x ∈ In. Visto que

aR * xR e bR * xR, a parte (iii) do lema implica xIn ⊆ xQ ⊆ aQ ∩ bQ.

Desta forma, I2n ⊆ aQ ∩ bQ e agora, I4n = I2nI2n ⊆ aQI2n ⊆ aI2n ⊆ abQ.

Visto que ab ∈ I4n, ab = abq para algum q ∈ Q. Mas, Q ⊆ J(R). Assim,

q ∈ J(R) e, conseqüentemente 1 − q é invert́ıvel. Segue que ab = 0. Logo,

I4n = 0 e I é nilpotente, o que é uma contradição.

(v) Observe inicialmente que, da parte (i) do lema, temos o seguinte resultado

A condição (C) é satisfeita em um anel distributivo à direita se, e somente

se, o nil radical generalizado Ng(R) de R é completamente primo.

De fato, se valer a condição (C), utilizando a parte (i) deste lema, con-

clúımos que os ideais completamente primos de R, contidos em J(R) formam

uma cadeia. Logo, é de fácil verificação que Ng(R) é um ideal completamente

primo. Reciprocamente, do Corolário 2.25, temos que Ng(R) ⊆ J(R) isto é,

vale a condição (C).

Agora, se Ng(R) = β(R), então obviamente β(R) é primo. Suponhamos

que β(R) ⊂ Ng(R). Visto que Ng(R) é completamente primo, qualquer ideal

de R é comparável com Ng(R) pela parte (i) do lema. Conseqüentemente,

P ⊂ Ng(R) para algum ideal primo P de R. Agora, da parte (iv) do lema

segue que P é nilpotente e assim, P ⊆ β(R). Desta forma, β(R) = P e

conseqüentemente, β(R) é primo.

(vi) Suponhamos, por contradição, que existe um ideal 0 6= I C R com

β(R) ⊂ I ⊂ Ng(R). Logo, I é um ideal não nilpotente e, por (iv),
⋂

n∈N In

é um ideal completamente primo de R. Então, Ng(R) ⊆ ⋂
n∈N In ⊂ Ng(R) o

que é uma contradição.
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Proposição 3.8. Seja R um anel distributivo à direita que satisfaz a condição

(C). Então R é um anel não singular à direita se, e somente se, é um

domı́nio.

Demonstração: Suponhamos que Z(R) = 0 e seja Q um ideal completa-

mente primo de R contido em J(R). Se Q é igual a zero não há nada a

fazer. Assim, suponhamos Q 6= 0. Tome quaisquer elementos não-nulos

a, b ∈ R. Pelo Lema 3.7 (iii), nós temos as alternativas aR ⊆ bR, bR ⊆ aR

ou aQ = bQ. Inicialmente, vamos considerar o caso aQ = bQ. Se aQ = 0

então dR(a) ⊇ Q e, pelo Lema 3.7 (i), e o fato de Q 6= 0, dR(a) é um ideal

à direita essencial de R. Conseqüentemente, a ∈ Z(R) = 0 o que é uma con-

tradição com o fato de a ser não-nulo. Logo, aQ = 0 não pode acontecer.

Se aQ 6= 0 segue que aR∩bR 6= 0 pois aQ = bQ. Se ocorrer uma das outras

alternativas, isto é, aR ⊆ bR ou bR ⊆ aR, temos também que aR ∩ bR 6= 0

pois a e b são não-nulos. Logo, em qualquer um dos casos em que não ocor-

reu contradição temos aR ∩ bR 6= 0, onde a e b são quaisquer elementos

não-nulos de R. Então, pela Observação 1.15, segue que qualquer ideal à

direita não nulo de R é essencial. Logo, pela Proposição 1.19, Z(R) = 0 é

um ideal completamente primo de R e, portanto, R é um domı́nio. A outra

implicação é óbvia.

Lema 3.9. Seja R um anel distributivo à direita. Então R/Z(R) não possui

elementos nilpotentes não nulos.

Demonstração: Suponhamos que a /∈ Z(R) e a2 ∈ Z(R). Conseqüen-

temente, H = dR(a2) é um ideal à direita essencial de R e L = dR(a)

não é essencial. Assim, existe um ideal à direita não nulo B de R com

L ∩ B = 0 e, então, L ∩ (H ∩ B) = 0. Pela Proposição 2.17, temos que

HomR(H ∩B, L) = 0 e visto que a(H ∩B) ⊆ L, nós obtemos a(H ∩B) = 0.

Logo, H ∩ B ⊆ dR(a) = L e, conseqüentemente H ∩ B = 0, o que é uma

contradição.

Veremos agora, alguns lemas que serão necessários para o caso de (c.c.d.).

Lema 3.10. Seja R um anel distributivo à direita que satisfaz a condição

(C). Se I é um ideal de R com Ng(R) * I, então temos I ⊆ β(R).

46



Demonstração: Pelo Lema 3.7 (i), I ⊂ Ng(R). Conseqüentemente, se

Ng(R) = β(R) não há nada a fazer. Vamos assumir então que β(R) ⊂ Ng(R).

Suponhamos, por absurdo, que existe a ∈ I com a /∈ β(R) e tomemos

b ∈ β(R). Pelo Lema 3.7 (iii), uma das três condições seguintes irá ocorrer:

(i) a ∈ bR ⊆ β(R), (ii) aNg(R) = bNg(R) ⊆ β(R) ou (iii) b ∈ aR ⊆ I. A

primeira condição é um absurdo pois a /∈ β(R). A segunda está em con-

tradição com o fato de β(R) ser primo. A última possibilidade implica

β(R) ⊆ I ⊂ Ng(R) e assim, pelo Lema 3.7 (vi), I = β(R). Isto é uma

contradição com a hipótese de existir a ∈ I tal que a /∈ β(R). Desta forma,

I ⊆ β(R).

Lema 3.11. Seja R um anel distributivo à direita e Q um ideal completa-

mente primo contido em J(R). Então Q2 = {ab : a, b ∈ Q}.

Demonstração: Por indução, é suficiente provar que se x = a1b1+a2b2 ∈ Q2

com ai, bi ∈ Q e i = 1, 2, então existem a, b ∈ Q tais que x = ab. Pelo Lema

3.7 (iii), nós temos que a1 = a2y ou a2 = a1y, para algum y ∈ R, ou ainda

a1Q = a2Q. Se a1 = a2y, então x = a1b1+a2b2 = a2yb1+a2b2 = a2(yb1+b2).

Note que (yb1 + b2) ∈ Q e portanto, x é o produto de dois elementos de Q.

Se a2 = a1y a demonstração é análoga. No último caso, a1b1 = a2b
′, para

algum b′ ∈ Q. Então, x = a2b
′ + a2b2 = a2(b

′ + b2). Como (b′ + b2) ∈ Q, o

lema está demonstrado.

Lema 3.12. Seja R um anel distributivo à direita e Q um ideal completa-

mente primo de R contido em J(R). Além disso, suponhamos que R satisfaz

a (c.c.d.) sobre os anuladores principais à direita. Então nós temos:

(i) Z(R) ⊆ Q

(ii) Se Q = Q2 6= 0, então Z(R) ⊂ Q.

Demonstração: (i) Se Q = 0, então R é um domı́nio e Z(R) = 0. Con-

sidere então, Q 6= 0. Suponhamos Q ⊂ Z(R) e sejam a ∈ Z(R), a /∈ Q e

0 6= b ∈ Q. Pelo Lema 3.7(ii), nós temos Q = aQ. Conseqüentemente, existe

c ∈ Q tal que b = ac. Assim, dR(c) ⊆ dR(b) e dR(a) ∩ cR 6= 0. Desta

forma, existe x ∈ R com cx 6= 0 e acx = 0, que implica dR(c) ⊂ dR(b).

Com este mesmo racioćınio e iniciando com c ao invés de b, nós obtemos
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uma seqüência dR(c) ⊃ dR(c1) ⊃ dR(c2) ⊃ . . . o que é uma contradição com

a (c.c.d.). Logo, Z(R) ⊆ Q, pelo Lema 3.7 (i).

(ii) Suponhamos Q = Z(R) e tomemos qualquer elemento 0 6= a ∈ Q.

Por hipótese, a = bc para certos b, c ∈ Q, (utilizando o Lema 3.11). Con-

seqüentemente, dR(c) ⊆ dR(a), e com os mesmos argumentos usados em (i),

podemos concluir que dR(c) ⊂ dR(a). Isso leva novamente a uma contradição

como em (i). Portanto, Z(R) ⊂ Q.

Estamos agora em condições de provar o Teorema 3.3.

Demonstração do Teorema 3.3: Caso 1. Suponhamos que R satisfaz

a (c.c.a.) sobre os anuladores principais à direita. Então, pelo Teorema 1.18,

R/β(R) é um anel não singular à direita. Além disso, como R satisfaz a

condição (C), é fácil ver que R/β(R) também satisfaz (C). Pelo Corolário

2.11, segue que R/β(R) é distributivo à direita. Então β(R) é completa-

mente primo pela Proposição 3.8. Também, Z(R) = β(R) pelos Lemas 3.4

e 3.9. Finalmente, pelo Lema 3.7(iv), nós temos que β(R) é, ou nilpotente,

ou β(R) =
(
β(R)

)2 6= 0. Suponhamos que β(R) =
(
β(R)

)2 6= 0 e tomemos

0 6= a ∈ β(R). Então existem a1, b1 ∈ β(R) com a = a1b1. Repetindo

o argumento, iniciando com a1 em vez de a, nós temos a = a2b2b1 para

a2, b2 ∈ β(R). Por indução, obtemos a seqüência {b1, b2, . . .} de elementos

de β(R) tais que para cada m ≥ 1, existe am ∈ β(R) com a = ambm . . . b1.

Por outro lado, β(R) = Z(R) é T-nilpotente à direita e, assim, obtemos

a = 0, o que é uma contradição.

Caso 2. Suponhamos que R satisfaz a (c.c.d.) sobre os anuladores principais

à direita. Visto que o nil radical generalizado Ng(R) é completamente primo,

Z(R) ⊆ Ng(R) pelo Lema 3.12. Assim, Z(R) ⊆ β(R) se Ng(R) = β(R). Se

Ng(R) 6= β(R), nós temos Ng(R) =
(
Ng(R)

)2 6= 0 de acordo com o Lema

3.7 (vi). Isso implica Z(R) ⊂ Ng(R) pelo Lema 3.12. E então, pelo Lema

3.10, Z(R) ⊆ β(R) em qualquer um dos casos. Logo, utilizando o Lema

3.9, β(R) = Z(R) e R/β(R) é um anel primo que não possui elementos

nilpotentes não nulos. Logo, β(R) é completamente primo. Finalmente, se

β(R) não é nilpotente, como no caso 1 nós obtemos β(R) =
(
β(R)

)2 6= 0.

Assim, Z(R) ⊂ β(R) o que é uma contradição. ¤
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Corolário 3.13. Seja R um anel distributivo à direita que satisfaz a condição

(C) e a (c.c.a.) sobre os anuladores principais à direita. Então, β(R) = Nd(R)

onde Nd(R) é o conjunto dos divisores de zero à direita de R.

Demonstração: Obviamente, β(R) ⊆ Nd(R). Para mostrar a outra in-

clusão, suponhamos por absurdo que existe a ∈ Nd(R) tal que a /∈ β(R)

ou, de forma equivalente, dR(a) 6= 0 e a /∈ β(R). Conseqüentemente,

dR(a) ⊆ dR(a2) ⊆ . . . e an /∈ β(R) para qualquer inteiro n, visto que β(R)

é completamente primo. Por hipótese, existe m tal que dR(am) = dR(am+1).

Tomemos qualquer 0 6= b ∈ dR(a). Desta forma, ab = 0 e, então, segue que

b ∈ β(R) ⊂ amR. Logo, b = amx para algum x ∈ R. Assim, am+1x = 0, o

que nos leva a b = amx = 0, que é uma contradição.

Vamos encerrar o trabalho com o Teorema de Posner que comentamos

anteriormente e que passa a ser uma conseqüência do Teorema 3.3:

Corolário 3.14. ([17], Teorema 2) Seja R um anel de cadeia à direita que

satisfaz a (c.c.a.) ou a (c.c.d.) sobre os anuladores à direita. Então o radical

primo β(R) de R é igual ao conjunto T (R) dos elementos nilpotentes de R e

é um ideal completamente primo de R.

Demonstração: De acordo com a Proposição 1.27, pelo fato de R ser um

anel de cadeia à direita, R é um anel distributivo à direita. Além disso, R é

um anel local e o único ideal à direita maximal é exatamente o radical de Ja-

cobson J(R). Pelo Corolário 2.25, J(R) é um ideal (bilateral) completamente

primo. Logo, utilizando o Teorema 3.3 segue que o radical primo β(R) de R

é completamente primo. No Caṕıtulo 1, vimos que β(R) é um nil ideal de R,

então β(R) ⊆ T (R).

Reciprocamente, se x é um elemento nilpotente de R, existe n ∈ N tal

que xn = 0 ∈ β(R). Mas, β(R) é completamente primo pelo que conclúımos

acima. Então, x ∈ β(R) e portanto, β(R) = T (R).
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