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RESUMO

Este trabalho tem por objetivo apresentar resultados sobre moédulos e
anéis distributivos. Vamos estudar a classe dos modulos distributivos, algu-
mas de suas caracterizagoes e propriedades mais importantes. Concluiremos
o trabalho com dois teoremas centrais. O primeiro deles trata da relacao
existente entre dominios distributivos e dominios de cadeia. O segundo teo-
rema nos fornece um resultado importante sobre o radical primo de um anel
distributivo a direita satisfazendo as condigoes de cadeia sobre os anuladores

principais a direita.

ABSTRACT

The purpose of this work is to present results about distributive rings
and modules. We will study the class of distributive modules, some of its
characterizations and main proprieties. Then we prove two central theorems
on distributive rings. The first one gives the connection between distributive
domains and chain domains. The second theorem shows a important result
about the prime radical of a right distributive ring satisfying ascending (de-

scending) chain conditions on principal right annihilators.
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Introducao

Um modulo M é dito distributivo se o reticulado de submaédulos é distribu-
tivo em relagao a soma e a interseccdo, isto é, (A+B)NC = (ANC)+(BNC)
para quaisquer submodulos A, B e C do médulo M. Se considerarmos
um anel R como sendo um R-moddulo a direita sobre si mesmo, temos que
o reticulado de ideais a direita de R é exatamente igual ao reticulado de
submoddulos do médulo Rg. Dizemos entao, que R ¢é distributivo a direita
se (A+B)NC =(ANC)+ (BNC) para quaisquer ideais a direita A, B e
C de R.

Estas estruturas algébricas tém um papel bastante relevante. Muitos tra-
balhos j& foram publicados tendo os anéis e os médulos distributivos como
objeto de estudo. Os artigos [2] e [20] est@o entre aqueles que marcaram o
inicio de um estudo sistematico de mddulos distributivos sobre anéis nao-
comutativos. Um tratado sobre o assunto com bibliografia completa pode ser

encontrado em [21].

O objetivo deste trabalho é apresentar resultados basicos da teoria dos

anéis e modulos distributivos e culminara em dois teoremas centrais.

No primeiro capitulo vamos apresentar as nocoes indispensaveis ao desen-
volvimento dos resultados que serao demonstrados posteriormente. Ha uma

secao dedicada a reticulados e outra a anéis quocientes.

O segundo capitulo é baseado no trabalho de R. Mazurek [15], que coletou
algumas caracterizagoes para Mddulos Distributivos em [20], apresentando
demonstracoes mais acessiveis que nos trabalhos originais. Na tultima se¢ao

deste capitulo mostraremos que o célebre problema de Koethe, que sera elu-



cidado no texto, possui resultado positivo na classe dos anéis distributivos a

direita.

No terceiro capitulo temos por objetivo provar dois teoremas centrais en-
volvendo os anéis distributivos a direita. Um deles é de H. H. Brungs e aparece
em [2] mas a demonstracao apresentada neste trabalho é de R. Mazurek [15],
utilizando resultados do segundo capitulo. Ele afirma que um dominio R é
distributivo a direita, se e somente se, para cada ideal a direita maximal M
de R, alocalizagao a direita Ry de R em M existe e ¢ um anel de cadeia
a direita. O outro teorema foi provado por M. Ferrero e G. Térner em [5]
e afirma que se R é um anel distributivo a direita que possui ao menos um
ideal completamente primo contido no radical de Jacobson e satisfaz uma das
condicoes de cadeia sobre os anuladores principais a direita, entao o radical
primo de R é igual ao ideal singular a direita de R e é completamente primo

e nilpotente.

Este ultimo resultado é mais geral do que o proposto por E. C. Posner em
[17] cuja demonstragao estd incompleta. Apesar disso, a afirmacao de E. C.
Posner é verdadeira e serviu de motivagao para uma prova do teorema de M.
Ferrero e G. Térner mencionado acima. Entao, neste trabalho, o resultado
de E. C. Posner é apresentado como um corolario do teorema de M. Ferrero

e G. Torner no Capitulo 3.



Capitulo 1

Pré-Requisitos

A finalidade deste capitulo é apresentar defini¢oes e resultados que serao
utilizados posteriormente. Vamos supor conhecidas as principais nogoes bésicas

de Teoria de Anéis e Mdédulos.

1.1 Conceitos basicos

Consideraremos um anel R sempre associativo e com unidade, mas nao
necessariamente comutativo. Quando um ideal I de R for bilateral, diremos
simplesmente que I é um ideal de R e denotaremos por I <1 R. No caso de
I ser ideal a direita a notacao é I<yR, e a esquerda, [<.R. Um anel R ¢é
chamado simples se seus unicos ideais sao os triviais, ou seja, 0 e R.

Quando escrevemos C ou D estamos considerando inclusao estrita, caso
contrario utilizaremos C ou D.

Um elemento a € R é dito um divisor de zero a direita se existe um
elemento 0 # b € R tal que ab = 0. Denotaremos por Ny(R) o conjunto de
todos os divisores de zero a direita de R. Analogamente, define-se um divisor
de zero a esquerda. Dizemos que um elemento r € R é regular se nao é divisor
de zero a esquerda nem a direita. Um anel R é um dominio se para quaisquer
a,b € R tivermos ab =0 implica a =0 ou b= 0.

Um elemento a € R é dito invertivel a direita (respectivamente a esquerda)
se existe b € R tal que ab = 1 (respectivamente ba = 1). Um elemento

invertivel é um elemento que é invertivel a esquerda e a direita. O conjunto



de todos os elementos invertiveis do anel R serd denotado por U(R). E facil
ver que U(R) é um grupo multiplicativo.

Um elemento ¢ (respectivamente um ideal I) de um anel R é dito nilpotente
se existe n > 1 tal que t" = 0 (respectivamente, I = 0). O conjunto de todos
os elementos nilpotentes de um anel R serd denotado por T'(R). Um ideal /

de R é dito um nil ideal se todo elemento de I ¢é nilpotente.

Definicao 1.1. Um ideal I de um anel R é dito T-nilpotente a direita se
para qualquer seqiéncia (x;);en de elementos de I, existe n € N tal que

TpTp—1...Toxp = 0.
Definicao 1.2. Um ideal P de um anel R é:

— completamente primo, se P # R eV a,b€ R(abe P=a€ P oub¢€ P)
— primo, se P#R eV A B<JIR(ABCP=ACP ouBCP).

E facil verificar que todo ideal completamente primo é primo mas a recipro-
ca nao é verdadeira. Como exemplo, basta tomar o anel de matrizes n x n
sobre um corpo K. O ideal nulo é primo mas nao é completamente primo.
Além disso, um ideal P <t R é completamente primo se, e somente se, o anel

R/P ¢é um dominio.

O nil radical generalizado N,(R) de um anel R é igual & intersecgao de
todos os ideais completamente primos de R e o radical primo (R) é igual a

interseccao de todos os ideais primos de R.

O seguinte teorema serd utilizado no Capitulo 3 e sua demonstracao serd
omitida com o intuito de nao tornar o trabalho muito extenso. Alguns outros
resultados deste capitulo também nao serao provados, pelo mesmo motivo
ja citado, ou porque sao imediatos ou ainda porque sao bem conhecidos.
Junto aos resultados mais complexos, é indicada uma bibliografia para o leitor

consulta-la havendo interesse.

Teorema 1.3. ([7], Proposigao 2.3). Todo ideal que é T-nilpotente a direita

estd contido no radical primo [(R).

Definicao 1.4. Um anel R ¢ dito um anel primo se, para quaisquer ideais A
e B de R, temos AB =0 implica A =0 ou B =0, isto €, 0 € um ideal primo
de R.



Proposigao 1.5. ([13], Capitulo 3, Proposicao4) Seja P ideal de um anel R
tal que P # R. Entdo P € um ideal primo se , e somente se, para quaisquer

elementos a,b € R, aRb C P implica a € P ou b € P.

Proposicao 1.6. Suponhamos que R seja um anel primo que nao € um
dominio. Entdo, T(R) # 0.

Demonstragao: Pelo fato de R nao ser um dominio, existem a,b € R tais
que a # 0, b # 0 e ba = 0. Como R é um anel primo, o ideal nulo 0 é um
ideal primo de R. Logo, por 1.5 temos aRb # 0. Entao, existe r € R tal que
arb # 0. Mas, (arb)(arb) = (ar)(ba)(rb) = 0. Portanto, arb é um elemento
nao nulo e nilpotente, isto é, T(R) # 0. ]

O radical de Jacobson J(R) de um anel R é definido como a intersecgao

de todos os ideais a direita maximais de R, isto é,
J(R) = [{M<4R : M éideal a direita maximal de R}.

Em [6], demonstra-se que o radical de Jacobson J(R) é um ideal bilateral
de R e que é igual a interseccao de todos os ideais a esquerda maximais de
R. Além disso, x € J(R) se, e somente se, 1 —yxz € U(R) para quaisquer
Y,z € R.

Proposigao 1.7. ([6], Lema.5.9) Todo nil ideal a esquerda (direita) de R
estd contido em J(R).

Em [6], mostra-se que o radical primo S(R) é um nil ideal de R e entao,

por 1.7 tem-se que G(R) C J(R).

O nil radical Nil(R) de um anel R é, por defini¢ao, a soma de todos os
nil ideais de R. Novamente em [6], ¢ demonstrado que a soma de qualquer
familia de nil ideais de R é um nil ideal. Entao, o nil radical é o maior nil
ideal de R.

Das consideragoes feitas segue que S(R) C Nil(R) C J(R).

Denotaremos por A(R) = > {I<4R| I é nil ideal a direita de R}. Clara-
mente, 3(R) C Nil(R) C A(R). Além disso, da igualdade, (zy)"™' =
z(yx)"y, temos que A(R) = > {L<.R| L é nil ideal & esquerda de R}. Desta
forma, A(R) é um ideal de R.



Um anel local R é definido como sendo um anel que possui um tnico
ideal a direita maximal M. Conseqlientemente, M= J(R). E facil mostrar
que, neste caso, U(R) = R\ J(R) e entdao, J(R) é também o tnico ideal a
esquerda maximal de R.

Se M<4R tal que M # R e R\ M = U(R), ¢ imediato que R ¢é um
anel local com J(R) = M.

Defini¢ao 1.8. Um anel R é dito um anel de cadeia a direita (respectivamente

a esquerda), se para quaisquer ideais a direita (respectivamente d esquerda)
AeBdeR, temos ACB ou BCA.

Claramente, todo anel de cadeia a direita (esquerda) é local.

Proposicao 1.9. Um anel R € de cadeia a direita se, e somente se, para

quaisquer a,b € R, a € bR ou b€ aR.

Dado um subconjunto A de um anel R, o anulador a direita de A em
R é, por defini¢ao, o ideal a direita de R, dr(A) = {r € R : Ar = 0}.
O anulador a esquerda é definido analogamente. Dado a € R, definimos o

anulador principal a direita do elemento a em R, como sendo o seguinte ideal
a direita de R, dgr(a) ={r € R:ar =0}.

Definicao 1.10. Um anel R € dito fortemente primo a direita se todo ideal
nao nulo de R contém um subconjunto finito A, cujo anulador a direita em

R, dr(A), € igual a zero.
Um anel fortemente primo a esquerda € definido analogamente.

Proposicao 1.11. Se R é um anel fortemente primo da direita (esquerda)

entao R € um anel primo.

Demonstragao: Suponhamos que R é um anel fortemente primo a direita
e, por contradicao, suponhamos que R nao é um anel primo. Entao, existem
ideais A e B de R tais que AB =0, A# 0 e B # 0. Logo, por hipdtese,
existe A" = {ay,as,...,a,} € A com dr(A’) ={r e R: A'r =0} = {0}.
Seja 0 # b € B. Entao, existe a; € A’ tal que a;b # 0. Mas, a;b € AB =0, o

que ¢ uma contradigao. ]



Definicao 1.12. Dizemos que um ideal I de um anel R € fortemente primo a
direita (respectivamente esquerda), se o anel R/1 é fortemente primo a direita

(respectivamente esquerda).

O radical fortemente primo a direita (esquerda) Sy(R), (Se(R)), de um
anel R é definido como a interseccao de todos os ideais fortemente primos a

direita (esquerda) de R.

Proposicao 1.13. Seja R um anel e F C R um subconjunto de R. Seja
S={zy...xp :neN z; € Fou —z; € F}. Entao,
<F>={s;+...4+s,:meN s €8}
¢ o menor subanel de R que contém F (ndo necessariamente com unidade) e

€ chamado de subanel de R gerado por F'.

Dizemos que um anel R é Noetheriano a direita se satisfaz a condicao de
cadeia ascendente (c.c.a.) sobre ideais a direita, isto é, se dada uma cadeia
qualquer de ideais a direita I; C I, C ..., existe um inteiro positivo k tal
que I, = I;; = ... Dizemos que um anel R satisfaz a condicao de cadeia
ascendente (c.c.a.) sobre anuladores principais a direita se, dada uma cadeia
qualquer desses ideais a direita dg(a;) C dgr(az) C ..., existe um inteiro
positivo k tal que dgr(ar) = dg(ags1) = ... De forma andloga, poderemos
definir a condigao de cadeia descendente (c.c.d.) sobre anuladores principais

a direita, apenas invertendo o sentido das inclusoes acima.

Definicao 1.14. Seja I<4R. Dizemos que I é um ideal a direita essencial

de R se INJ #0 para qualquer ideal a direita nao nulo J de R.

Observacao 1.15. Efcicil ver que, dado um anel R, se para quaisquer ele-
mentos nao nulos a,b € R, aRNbR # 0, entdo qualquer ideal & direita nao

nulo de R € essencial.

Proposigao 1.16. (][9], Paginas 30 a 36) Denotemos por
Z(R)={z € R:dg(z) € um ideal a direita essencial de R}.

Entio Z(R) € um ideal de R que serd chamado de ideal singular a direita

de R.

Definicao 1.17. Um anel R ¢ dito nao singular a direita se Z(R) = 0.



Teorema 1.18. ([10], Teorema 2.2) Se R é um anel que satisfaz a (c.c.a.)
sobre anuladores principais a direita entao R/B(R) € um anel nao singular a

direita.

Proposicao 1.19. Seja R um anel. Se qualquer ideal a direita nao nulo de
R € essencial entdo Ny(R) = Z(R) e Z(R) € um ideal completamente primo
de R.

Demonstragao: Seja a € Ny(R). Entao existe 0 # b € R tal que ab = 0,
isto é, dgr(a) # 0. Logo, por hipétese, dgr(a) é essencial. Assim, a € Z(R).
Agora, tome a € Z(R), ou seja, suponha que dgr(a) é um ideal a direita
essencial de R. Entao, dr(a) N R # 0 e assim, existe 0 # b € R tal que
b € dg(a), isto é, ab= 0. Logo, a € N4(R) e, portanto, Ny(R) = Z(R) < R.
Para mostrar que Ny(R) é completamente primo, suponhamos ajas € Ng(R)
com ay,ay € R. Entao, existe 0 # a € R tal que ajaza = 0. Se a; ¢ Ny(R)

temos que asa = 0 e conseqiientemente ay € Ny(R). [l

Como ja foi mencionado, vamos supor conhecidas as nocgoes basicas de
Teoria de Modulos. Um médulo a direita M sobre o anel R serd indicado por

Mg e N < M significa que N é um submoédulo do médulo M.

1.2 Reticulados

Definigao 1.20. Um reticulado é um sistema (S, <,A\,V) onde S € um con-
Junto munido de uma relagao de ordem < e duas operacoes bindrias N, V

satisfazendo as sequintes condicoes:
i)c<aAbsc<a ec<b VabceSs

i)avb<csa<ceb<c VabceSs

Em outras palavras, um reticulado é um conjunto ordenado S onde quais-
quer dois elementos a,b € S possuem uma maior cota inferior (infimo) a A b
e uma menor cota superior (supremo) a Vb, que serd representado da seguinte

forma:



aVb

alb

Na representacao acima, subentende-se que a e b nao estao relacionados

entre si.

Exemplo 1.21. Dado um R-médulo a direita, Mg, seja S o conjunto de
todos os submédulos de Mpg. E f4cil verificar que (S,C,N,+) é um reticu-
lado. No capitulo posterior, diremos simplesmente, que ele é o reticulado de
submoédulos do médulo Mgz. Em particular, se S for o conjunto de todos os

ideais a direita de um anel R temos que (S, C,N,+) é um reticulado.

O préximo resultado segue como uma consequéncia quase imediata da
Definigao 1.20.

Proposicao 1.22. Seja (S, <, A, V) um reticulado. Valem as afirmagoes:
(i) A operagao N é comutativa, associativa e idempotente.

(ii) A operagdo V € comutativa, associativa e idempotente.

(i) a<bsaANb=a, VabceS.

(iv)a<bsaVb=0b, VabceS.

(v)an(aVb)=a, VabcebS.
(vi)aV (aAb) =a, Va,bces.

Proposicao 1.23. Seja (S, <, A, V) um reticulado e sejam a,b,z,y € S tais
que z < a ey <b. Entao, (x ANy) < (aAb)e(zVy) <(aVDb).

Demonstracao: Pelo fato de < ser reflexiva, temos que (z Ay) < (z Ay).
Entao, por 1.20(i), segue que (zAy) < z e (zAy) < y. Pela transitividade de
< e as hipdteses x < a ey < btemos que (zAy) < ae (xAy) < b. Novamente,
por 1.20(i), conclui-se que (x A y) < (a A b). Analogamente, mostra-se que
(xVy) < (aVb). O



Definicao 1.24. Um reticulado (S, <, A, V) € dito distributivo se aN(bVc) =
(anb)V(aNc), YabceS.

Proposicao 1.25. Seja (S, <,A,V) um reticulado. Entao ele é distributivo
se, e somente se, aV (bA¢c)=(aVb)A(aVe), VabcesS.

Demonstragao: Suponhamos que o reticulado é distributivo. Sejam a, b, ¢
elementos de S. Utilizando, respectivamente, a hipdtese, a comutatividade de
A e 1.22(v) temos, (aVb)A(aVe) = [(aVb)Aa]V[(aVb)Ac] = aV[(aVb)Ad].
Utilizando novamente os argumentos acima (em outra ordem), 1.22(vi) e a
associatividade de V podemos concluir que aV[(aVb)Ac| =aV[cA(aVb)] =
aV((cAa)V(cA b)] =]aV(cAa)]V(cAb) =[aV(aNc)]V(cAD) =aV(cAb) =
aV (bAc).

A demonstragao no sentido contrario é analoga. ]

Proposicao 1.26. Seja (S, <, A, V) um reticulado. Entdo valem:

(i) (andb)V(aAc)<aAN(bVe),YabceS.

(i) av(bAc)<(aVb)A(aVe), VabceS.

Demonstragao: (i) Sejam a, b, ¢ elementos de S. De 1.20 temos: (aAb) < a
e (aNb) <b<(bVe). De 1.23 segue que (aAb)A(aAb) <[aA(DVc).
Mas, (aAb)A(aAb) = aAb, pela idempoténcia de A. Logo, podemos concluir
que (aAD) <[aA(bVc)] (%).

Da mesma forma, temos: (a Ac) <a e (aAc)<c<(bVc). Segue que,
(anc)=[lanc)AN(anc)] <[aA(bVc)] (+*). Usando novamente 1.23 em
(x) e (*), concluimos que

(anb)V(ance)<[aN(BVe)]Vian(bVe)]=an(bVc).
Portanto, (a Ab)V (aAc) <aA(bVec).

(ii) Sejam a,b,c € S. Temos, a < (aVb) e a < (aVec). Logo, podemos

concluir que a = (aAa) < (aVb)A(aVec) (%).
Também, (bAc) <b<(aVb)e (bAc)<c<

bAc=(bAc)AN(DANCc)<(aVb)A(aVc) (). De (x) e (%*), decore
aV(bne)<[laVvb)A(aVe)V[aVb)A(aVe)=(aVb)A(aVec).

Portanto, aV (bAc) < (aVb)A(aVec). O

(a V¢). Assim, temos que
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A partir desta proposigao, conclui-se que um reticulado (S, <, A, V) é dis-
tributivo se, e somente se, a A (bV ¢) < (aAb)V (aAc), ¥ a,b,c €S, ou
(aVb)AN(aVve)<aV(bAc), Ya,bceS.

Proposicao 1.27. Seja (S, <, A, V) um reticulado. Se para quaisquer a,b € S

tivermos a < b ou b < a entao o reticulado ¢ distributivo.

Demonstracgao: Sejam a,b,c € S. Uma das situagoes a seguir ocorre:
)a<b<c¢ (ii)a<c<h (ii)b<a<e (iv)b<c<a, (v)c<a<hb,
(vi) c<b<a.

Em qualquer uma das situagoes teremos,
aN(bVe)=aNnc<(aNc)V(aNb)=(aAb)V(aAc)ou
aN(bVec)=anb< (aAb)V(aAc).

Portanto, o reticulado é distributivo. O

Note que a proposicao anterior mostra que se S for totalmente ordenado

por <, entao o reticulado é necessariamente distributivo.

Definicao 1.28. Um reticulado (S,<,A,V) € dito modular se satisfaz a
sequinte condicao: b<c= (aVb)ANc=(aNc)VDb, Va,bceS.

Proposicao 1.29. Se (S, <,A,V) é um reticulado distributivo entdo ele é

modular.

Demonstragao: Sejam a,b, c € S tais que b < ¢. Entao de 1.22(iii) vem que
bAc=b. Logo, (aNc)Vb= (anc)V(bAc)= (cha)V(cAb)=cA(aVD)=

(a V b) A c. Portanto, o reticulado é modular. O

Proposicao 1.30. Seja (S, <, A, V) um reticulado. Entao,
(@anb)V(bAc)V(echa)<(aVD)A(bBVec)A(cVa), YabceS.
Demonstragao: Sejam a,b,c € S. Temos, (a Ab) < a < (aVb),

(@nb) <b< (bVe), (anb) <a<(cVa). Entao, por 1.23 temos,
(@ANb)AN(aAND)A(anb) < (aVDb)A(bVc)A(cVa), oqueimplica

(anb) < (aVb)A(bVe)A(cVa). Analogamente, (bAc) < (aVD)A(bVe)A(cVa)
e(cha)<(aVvb)A(bVec)A(cVa). Dessa forma,
(@nb)V(bAc)V(echa)<(aVD)A(BVec)A(cVa). O
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Proposicao 1.31. Seja (S, <, A, V) um reticulado onde vale:
(anb)V (bAc)V(cha)=(aVD)AbBVc)A(cVa), ¥YabceS.

Entao o reticulado é modular.

Demonstragao: Sejam p,q,r € S tais que ¢ < r. Vamos mostrar entao que
(pvVa)Ar=(pAr)Va

Temos da hipdtese que (pAq)V (gAT)V (rAp) = (pVa)A(gVT)A(rVp)(x).
Além disso, como ¢ <r, tem-se: gAr=q e qVr=r. Logo, conclui-se
AV gAT)V(rAp) = PAq)VaV(rAp) =[pAg)VaV(rAp) =
qV(rAp)=qV(pAr)=(pAr)Vq Também, (pVqg)A(qgVr)A(rVp) =
(pV@ATA(rVp) = (Vg AN[rArVp)=(pVq)Ar. Entao, de (x) decorre
que (pV q) Ar=(pAr)Vq. Portanto, o reticulado é modular. ]

Proposicao 1.32. Seja (S, <, A, V) um reticulado. Entao ele é distributivo
se, e somente se, (aAb)V (bAc)V (cha) = (aVO)A(BVc)A(cVa), ¥V a,b,c € S.

Demonstragao: Suponhamos que o reticulado seja distributivo. Sejam a, b, ¢

elementos de S. Utilizando a hipdtese e a Proposigao 1.22 temos:
(@anb)V(bAc)V(ena)=[aNb)V (DAC)]V (cAha)=
{llanb)v oA VelA{llanb)V(bAc)Va} =
{lanb) VoAV I} A{[aV(anb)]V(bAc)} =[(anb)VcAlaV (bAc)] =
cV(aAD)|AN[av(bAe)=[(cVa)A(cVD]A[(aVD)A(aVc)]=
[(cva)N(BVe)Alleva)A(aVvb)]=(aVb) ADbVc)A(cVa).
Reciprocamente, suponhamos que (a Ab)V (bAc¢)V (cAa) =
(aVD)A(Ve)A(eVa)V a,bceS. Sejam x,y,z € S. Entao vamos mostrar
que zA(yVz)=(xAy)V(zAz). Temos, cA(yVz)=(xAz)A(yVz)=
{lxA(@VyAzA(@V2)]}A(YVz)={zA(@Vy)Az]A(zV2)}A(yVz) =
{lkA@VyIA(@V)}A(yVz) =xA[(@Vy) AlyVz)A(zVae) =
cA[(AY VYAV Az =2A{yAz)V @Ay V(zAz)]} =
{ynz) V@ Ay)V(zAz)]} Az
Sabemos que (x Ay) <ze (zAz) <z Entao, utilizando a Proposicao

1.23, temos que [(x Ay)V (zAx)] < (zVzx)=ax Também sabemos que o
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reticulado é modular (pela proposigao anterior). Assim, podemos concluir
{r)Vviery) virl} Ae=[yAz) Aa]V@Ay)V(zA2)] =
yAGEADIVIEA)V @AYl ={yAAD)]V(zAD)}V (@ AY) =
{GAz)V]zAZ)AY}V(Ay) =(=Az)V(@Ay) =(@Ay)V(zAz)=
(x Ay) V (xz A z). Portanto, o reticulado é distributivo. O

Defini¢do 1.33. Seja (S,<,A,V) um reticulado e S um subconjunto de
S. Dizemos que (S',<,A,V) é um subreticulado de (S,<,A,V), se wvaler
a sequinte condi¢ao:

ryeS = (@Ay)eS e(zvy es.

Teorema 1.34. Um reticulado modular (S, <,A,V) € distributivo se, e so-

mente se, nao contém um subreticulado da forma:

(Estamos supondo com a representa¢ao (x) que a,b e ¢ sao elementos
de S que nao estao relacionados entre si, aVb =aVec=bVec=r1r e
aNb=aNc=bANc=1. Além disso, a <r, b<r, c<r, 1 <a, [<b e
| < c. Utilizando a Proposi¢do 1.22 iii) e iv) € facil verificar que o subconjunto

S ={a,b,c,1,r} satisfazendo as condicées acima é um subreticulado de S).

Demonstragao: Suponhamos que reticulado é distributivo e suponhamos
por absurdo que ele contém um subreticulado da forma (*). Por 1.32 temos:
(anb)V (bAc)V(cNa)=(aVb)ADBVc)A(cVa)lxx)
Mas, (aAb)V(bAC)V(cAa) = IVIVE =l e (aVb)A(bVe)A(eVa) = rArAr =r.
Logo, de (%) conclui-se que [ = r o que é um absurdo.

Reciprocamente, suponhamos que (S, <,A,V) é um reticulado modular
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que nao é distributivo. A partir dessas hipdteses, vamos construir um sub-
reticulado da forma (%) e entao fica mostrado o que queriamos.

Como o reticulado nao é distributivo, por 1.32 existem z,y, z € S tais que
(xAY)VyA2)V(zAz)# (xVy) A(yVz)A(zVz). Mas por 1.30, temos
que (xAY)V(yAz)V(zAz)<(xVy) AyVz)A(zVz).

Sejam [ = (zAy)V(yANz)V(zAz) e r=(xVy A(yVz)A(zVa).

Pelo visto acima, [ < r porém, [ # r.

Sejam a=(rAz)VI, b=(rAy)Vil e c=(rAz) VI Temos:

rAz=(@VyY) ANyVz)A(zVae)Ahz=(xVy AyVz)Az=

zA(@xVy A(yVz)=zA(yVz). Da mesma forma,

rAy=(@Vy AyVz)A(zVz)Ay=yA(zVz). Entao,

aVb=[(rAz)VIVI[rAy) Vi =

{lAV2)]VI}V{yAr(zva)]Vi}=

[A(yV2)|VIVIyA(zVx)=

AV V@AY VYAV (zAZ)]V[yA(zVa)] =

AV VIEAY)VEAD)IV{yAZ)VIyA(zVa)]} =

{leayva)lv@ay}vEAaz)V{yA(Va)]V(yAz)}

Mas, (xAy) <y <(yVz)=(zAy)<(yVz)e
(ynz)<z<(zVzx)=(yANz)<(zVaz).

Como o reticulado é modular, temos, {[z A (yV 2)]V (z Ay)} =

[V (xAYy)|A(yVz)=aA(yVz)e
{yAnGVvo)IVyA2)} =V yA2)A(zVe)=yA(zVa).
Logo,aVb=[zA(yV2)|V(zAz)VIyA(zVaz)|=
{lkA(yV2)]V(EAD)}V[yA(zVa).

Porém, (z ANx) <z2<(yVz)= (zAz)<(yV2).

Entdo, aVb = {[zV (zA2)]A(yV2)} VIyA(zVa)] = [z A(yV2)]VI[yA(z V).

Sabemos que rAz =x A(yVz)e(rAz) <z <(zVz). Logo,

A (yVz)] < (z2Vz). Entdo, aVb =[x A(yVz)|VIyA (Ve =
{yvizgAyV2)]}A(zVa).
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Como y < (y V z), temos, {yV[zA(yV2)]} A(zVa)=
[(zVy)A(yVz)|A(zVz)=(zVy)A(yVz)A(zVex)=r. Portanto, aVb =r.

Analogamente, podemos mostrar que bV ¢ =cVa =r. Vistoquel < r
e o reticulado é modular, podemos escrever a,b e ¢ como: a = r A (z V1),
b=rA(yVl)ec=rA(zVl). Utilizando os argumentos vistos anteriormente
para a, b e ¢ escritos desta forma, obtemos: a Ab=bAc=cANa=1.

Portanto, a, b, c,l e r formam um subreticulado da forma (). ]

1.3 Anéis Quocientes

Definicao 1.35. Seja R um anel e S um subconjunto de R. Dizemos que S

€ um sistema multiplicativo quando as sequintes condi¢oes sao satisfeitas:
i)les

(i) 0 ¢ S

(ili) z,y e S=ay € S.

Exemplo 1.36. Seja R um anel e P um ideal de R. Entao, S = R\ P é um

sistema multiplicativo de R se, e somente se, P é um ideal completamente

primo de R.

Definicao 1.37. Seja R um anel e S C R um sistema multiplicativo. Um
anel R’ € dito um anel quociente a direita de R, sequndo o sistema multiplica-

tivo S, se existe um homomorfismo ¢ : R — R’ tal que:

(a) ¢(s) € invertivel, para todo s € S;

(b) Qualquer elemento de R' ¢ da forma p(a)e(s)™t, para algum a € R e
algum s € S;

(c) p(a) =0 < as =0, para algum s € S.

Teorema 1.38. Seja S C R um sistema multiplicativo de um anel R. Um
anel quociente a direita R' de R existe se, e somente se, as duas condi¢oes a
sequir sao satisfeitas:

(1) Para quaisquer s € S e a € R, existemt € S eb € R tais que sb = at
(Condigao de Ore a Direita)

(2) Dado a € R, se sa =0, para algum s € S, entao at = 0 para algumt € S.
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Note que a Condicao de Ore a Direita pode ser escrita de forma reduzida por:

VseS,aceR sRNaS#0.

Demonstragao: Suponhamos que o anel R’ existe. Sejam s € S e a € R.
Como s € S, por (a), existe p(s)™!. Por (b), p(s)to(a) = ¢(a')p(s') ™!
para algum a’ € R e algum s’ € S. Entao, ¢(a)p(s’) = ¢(s)p(d’), isto é,
o(as’) = p(sa’). Temos, p(as’ — sa’) = 0. Por (c), existe u € S tal que
(as’" — sa’)u = 0, ou seja, as'u = sa’u. Chamando, sSu=t€ Sedu=>b¢€ R,
tem-se at = sb. Portanto, vale a Condicao de Ore a Direita.

Agora, sejam a € R e s € S tais que sa = 0. Por (a), p(s) é invertivel,
logo, existe ¢(s)~!. Entao, sa = 0 implica ¢(sa) = 0, isto é, p(s)p(a) = 0.
Conseqiientemente, (¢(s)™1p(s))p(a) = 0, ou seja, p(a) = 0. Utilizando (c),

segue que at = 0 para algum ¢ € S. Portanto, a condigao (2) é verdadeira.

Reciprocamente, suponhamos que as condigoes (1) e (2) do enunciado do
Teorema 1.38 sao satisfeitas. Queremos construir R e ¢ : R — R’ satis-
fazendo (a), (b) e (c). Vamos denotar R’ por RS™!. Tendo em vista que
os elementos de RS™! deverao ser da forma “as™'”(a € R, s € S) é natural
que iniciemos nossa construcao trabalhando com R x S. Vamos definir uma

relagdo ~ em R x S da seguinte maneira:
a,s) ~ (d',s") < existem b, € R tais que sb=s'b' € S e ab=dl € R.
(a,s) ~ (d, q

~ é uma relagao de equivaléncia. De fato, pois se (a,s) € R x S, temos
que s.1 =s1€ S5 e a.l=a.l€ R, donde vem que (a,s) ~ (a,s), isto é, ~
é reflexiva. Agora, se (a, s), (a/,s") € Rx S sao tais que (a,s) ~ (d’,s'), entdo
existem b, b’ € R tais que sb = s'b' € S e ab = a'l’ € R, ou equivalentemente,
s = sb € Sedt =ab € R, donde vem que (d',s") ~ (a,s), ou seja,
~ é simétrica. Finalmente, se (a,s), (d¢/,s), (a”,s") € R x S s@o tais que
(a,s) ~ (d',s) e (d,s) ~ (a",s"), entdo existem b, b, c, € R tais que
ab=2db, dc=d"d e sb=5V €8, s'c=5"c € S. Queremos mostrar que
existem ¢,g € R tais que ag = a”¢' e sg = "¢’ € S. Como sV, s'c € S,
segue por (1), que existem r € R et € S tais que (s'V)r = (s'e)t € S.
Entao, s't'r — s'ct = 0, ou de forma equivalente, s'(b'r — ¢t) = 0. Logo, por
(2) existe t' € S tal que (b'r — ct)t’ = 0, isto é, b'rt’ = ctt’. Agora temos,
sbr = s'b'r = s'ct = §"c't € S, ou seja, (sbr)t’ € S. Mas, (sbr)t’ = (s"ct)t'.
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Entao, s(brt’) = s"(dtt’) € S. Também, a(brt’) = d'b/'rt’ = d'ctt’ = a"dtt’ =
a”(dtt"). Chamando de g = brt’ e ¢ = dtt/, tem-se que sg = "¢’ € S e

ag =a"g'. Logo, (a,s) ~ (a”,s") o que mostra que ~ é transitiva.

E f4cil mostrar que (a,s) ~ (ar,sr) para qualquer r € R tal que sr € S.
Basta tomar b = r e b/ = 1 na definicdo de ~ . Esta observacao vai nos

possibilitar trabalhar com ~ mais eficientemente.

Vamos denotar a classe de equivaléncia de (a, s) por a/s. O conjunto das
classes de equivaléncia R x S/ ~ serd o anel RS™! que procuramos. Para
definir a soma em R x S/ ~ observemos que quaisquer duas “fragoes”a; /s,
as /sy podem ser reduzidas a um denominador comum. Mais formalmente,
utilizando (1), temos que existem elementos r € R e s € S tais que sor =

s18 € S. Assim, ay/s1 = (a15)/(s18) e az/sy = (asr)/(sor). Definimos
(a1/s1) + (az/s2) = (a1s + agr)/t onde t=s18=s9r €.
Para multiplicar a;/s; por as/sy utilizamos novamente (1): s; € S e
as € R. Entao existem r € R e s € S tais que s;7 = ass. Definimos
(a1/s1) - (ag/s2) = (a17)/(s28) onde s;7 =azs com 7€ ReseS.

Deixamos ao leitor a tarefa de verificar que as operagoes + e - estao bem
definidas. Depois disto, ¢ facil ver que RS™! satisfaz todas as propriedades
de anel. Vamos mostrar que 0/1 é o neutro da adi¢ao e 1/1 é a unidade do
anel. De fato:

(a1/s1) + (0/1) = (a1s + Or)/t onde t = s;s = 1r € S. Logo, (a1/s1) +
(0/1) = (a18)/t onde t = 5358 =1 € S. Mas, (a15)/t = (a15)/(s15) = a1/s1,

pela observacao feita anteriormente.

Agora, (a1/s1) - (1/1) = (ayr)/(1s) onde s;r = 1s, isto é, s = syr. Logo,
(arr)/(1s) = (arr)/s = (a1r)/(s17) = a1/s1. Também, (1/1) - (a1/s1) =

(1r)/(s1s) onde 1r = ays, isto é, r = ays. Entao, (1r)/(s18) = r/(s18) =

(a15)/(s18) = (a1/s1).

Queremos agora construir um homomorfismo entre R e RS™!. Seja
©:R— RSt

a—all
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¢ é homomorfismo de anéis. De fato, pois se a,as € R, entao ¢(ay)
p(ag) = a1/1+ as/1 = (a1s +agr)/t onde t = 1.s = 1.r € S. Entdo t = s
re Se(as+agr)/t = (a15s+ azs)/s = (a1 + ag)s/s = (a1 + az)s/(1.s)
(a1 + az)/1 = p(a; + ag).

Para a multiplicagdo temos, p(a;)e(as) = (a1/1) - (ag/1) = (a7r)/(1s)

onde 1r = ags, isto é, r = ays. Logo, (a17)/(1s) = (ayases)/(1s) = (araz)/1 =

¢(ayaz). Portanto, ¢ é homomorfismo de anéis.

Precisamos verificar que valem (a), (b) e (¢). Em primeiro lugar, note
que, dado s € S temos, (1/s) - (s/1) = (1r)/(1s') onde sr = ss’. Entao
sr —ss’ = 0, ou seja, s(r —s') = 0. Entéo por (2), existe s” € S tal
que (r — s')s” = 0, ou equivalentemente, rs” = s's”. Logo, (1/s) - (s/1) =
(1r)/(1') = r/s" = (rs")/(s's") = (s's")/(s's") = [L(s's")]/[1(s"s")] = 1/1.
Da mesma forma, (s/1) - (1/s) = (sr)/(ss’) onde 1.r = 1.¢, isto é, r = ¢.
Logo, (/1) (1/s) = (s7)/(s) = (s5')/(s5') = [1(s)]/[1(s5))] = 1/1. Segue
entao que vale (a). De fato, dado s € S, temos que ¢(s) = s/1. Pelo que ja
foi visto, s/1 é invertivel e seu inverso é 1/s.

Para mostrar que vale (b), tomemos x um elemento qualquer de RS~
Temos que © = a/s onde a € R e s € S. Além disso, observe que
(a/1)-(1/s) = (ar)/(ss’) onde 1.r = 1.5, ou seja, r = s’. Entao,
(a/1)-(1/s) = (ar)/(ss') = (as")/(ss') = a/s. Portanto,
r=afs = (a/1)- (1/s) = p(a)p(s)".

Para verificar (c), suponha que a € R é tal que ¢(a) = 0. Logo, a/1 = 0/1,
isto é, (a,1) ~ (0,1). Entao existem ¢,d € R tais que ac =0d e lc = 1d € S.
Logo, ac =0 e ¢ =d € S. Reciprocamente, seja a € R tal que as = 0 para
algum s € S. Temos, p(a) = a/1 = (as)/(1s) = 0/s = (0s)/(1s) = 0/1.

Portanto, vale (c), o que completa a demonstragao do teorema. [

Observacao 1.39. Mostra-se que o anel quociente a direita R’ de um anel

R (quando eziste), € unico a menos de isomorfismos.

Observacao 1.40. Dado um anel R e um sistema multiplicativo S, dizemos
que S € um Sistema de Ore a direita quando a condi¢ao (1) do Teorema 1.38

€ satisfeita.

Nos proximos capitulos, trabalharemos efetivamente com o sistema mul-
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tiplicativo S = R\ P, onde P é um ideal completamente primo de R. Se
existir o anel quociente a direita de R, segundo o sistema multiplicativo S,
vamos chama-lo de localizacao a direita de R em P e denoté-lo por Rp.
Observe que, se fizermos a suposicao adicional de R ser um dominio, a
condigao (2) do Teorema 1.38 é satisfeita trivialmente. Entao, nesse caso

particular, obtemos o seguinte resultado a partir do Teorema 1.38:

Corolario 1.41. Seja P um ideal completamente primo de um dominio R.
Entao a localizagao a direita Rp de R em P existe se, e somente se, S = R\ P

é um Sistema de Ore a direita.

Proposicao 1.42. Seja R um dominio e P um ideal completamente primo
de R. Se a localizacdo a direita Rp de R em P existe, entao Rp ¢ um anel

local.

Demonstragao: E facil verificar que
a
PRp={J:acPbgP}

¢ um ideal & direita de Rp. Além disso, se L € Rp e z ¢ PRp entdo x ¢ P
Y Yy

e y ¢ P. Logo, g é invertivel em Rp. De fato, pois

T YT onde yr=ys com r € R e s¢ P.
y T xS
Entao, y(r —s) = 0. Como R é dominio e y # 0, pois y ¢ P, temos que
r—s=20, isto é, r =s. Logo, oy T Portanto, Rp ¢é um anel local
y
com J(Rp)= PRp. O

Se considerarmos R um anel comutativo e S um sistema multiplicativo de
R, as condicoes (1) e (2) do Teorema 1.38 sao satisfeitas trivialmente. Logo,
o anel quociente de R sempre existe. Note que, em Algebra Comutativa, é

usual definir a relacao de equivaléncia em R X S da seguinte forma:
(a,s) ~ (d',¢') & as'u = a’su para algum u € S. (%)
E anteriormente definimos:

(a,s) ~ (d',s') < b, b € R tais que sb= s €S e ab=a'bl € R. (%)
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Observe que, supondo R comutativo, se (a,s) ~ (a’,s") segundo (x) entao
(a,s) ~ (d,s') segundo (xx). Basta tomar b = s'u e V' = su. A reciproca
dessa afirmacao também é verdadeira. Basta tomar v = sb = s’V € S.
Logo, os anéis quocientes (localizagdes), usualmente construidos em Algebra

Comutativa utilizando () sao casos particulares dos exibidos aqui.
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Capitulo 2

Anéis e Modulos Distributivos

Neste capitulo, apresentaremos as nocoes e resultados principais sobre os
anéis e os modulos distributivos. Trataremos também de radicais classicos

nessa classe de anéis.

2.1 Alguns Resultados e Definicoes

Definicao 2.1. Seja Mg um R-mddulo a direita. Mg é chamado de médulo

distributivo se o reticulado de submddulos de M € distributivo, isto €, se

VABC<M, (A+B)NC=(ANC)+(BNC).

Observacao 2.2. De acordo com a Proposicao 1.25, temos que um modulo

M ¢ distributivo se, e somente se,

V A, B,C<M, (ANB)+C=(A+C)N(B+0).

Considerando um anel R como sendo um R-moédulo a direita sobre si
mesmo, temos que o reticulado de ideais a direita de R ¢é exatamente igual
ao reticulado de submédulos do médulo Rg. Entao, obtemos naturalmente

como caso particular de 2.1 a seguinte

Definicao 2.3. Seja R um anel. R é chamado de anel distributivo a direita

se o reticulado de ideais a direita de R € distributivo, isto €, se
VA BC<4R, (A+B)NC=(ANC)+(BNC).
Um anel R é chamado um anel distributivo a esquerda se o reticulado de

wdeats a esquerda de R é distributivo.
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Exemplo 2.4. O objetivo deste exemplo é mostrar que o anel Z dos nimeros
inteiros é distributivo (a direita e a esquerda). Sejam A, B e C' ideais nao
nulos de Z. (Se algum deles for o ideal nulo, a igualdade da Defini¢ao 2.3
verifica-se trivialmente). Como Z é um anel de ideais principais, existem
a,b,c € Z\ {0} tais que A=aZ, B=10Z e C = cZ. E f4cil verificar que
A+ B =aZ+VZ =mdc{a,b}Z e AN B =aZNbZ =mmc{a,b}Z.
Utilizando a notacao: mde{z,y} := (z,y) e mmc{z,y} :=[z,y] temos,
A+ B=(a,b)Z ¢ AnNB=]a,blZ. Entao,
(A+B)NC = (aZ + bZ) N cZ = (a,b)Z N cZ = [(a,b), c|Z (x)
A seguinte propriedade elementar de nimeros inteiros serd utilizada em (x):
Va,b,ce Z\{0}, [(a,b),c] = ([a,c],[b,c]). Logo, obtemos,
(A+B)NC = [(a,b),c]Z = ([a,c], [b,))Z = [a,c|Z + [b,c]Z = (aZ N cZ) +
(WZNcZ)=(ANC)+ (BNC).

Portanto, Z é um anel distributivo (a direita e a esquerda).

Mais adiante, apresentaremos um exemplo de um anel que também ¢é
comutativo (como Z) mas que nao é distributivo. Vejamos alguns resultados

que serao necessarios nesse exemplo.

Lema 2.5. Seja M um R-mddulo a direita. Entao o reticulado de submaodulos
de M € modular, isto €, para quaisquer submodulos A, B e C' de M com B C C'
temos (A+B)NC =(ANC)+ B.

Demonstracao: Se x € (A+ B)NC entdo © = a + b para algum a € A
e algum b € B. Logo, a € C' pois a = v —b e x,b € C. Portanto,
re(ANC)+ B.

Reciprocamente, se € (ANC)+ B entdo z =w+b onde w € (ANC)
e be B. Como B C (), temos que b € C e, conseqiientemente, z € C.
Entao, x € (A+ B) e z € C. Portanto, = € (A+ B)NC, o que mostra que

o reticulado é modular. [
Utilizando o Lema 2.5 e o Teorema 1.34, obtemos o seguinte

Corolario 2.6. Para um R-modulo a direita M, as sequintes condig¢oes sao

equivalentes:
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(i) Mg € distributivo.

(ii) O reticulado de submddulos de Mg nao contém um subreticulado da forma

E

D

Corolario 2.7. ([15], Lema 1.3) Seja V' um espago vetorial sobre um corpo

F. Se dimpV > 1, entao o mddulo a direita Vg nao é distributivo.

Demonstracgao: Visto que dimgV > 1, existem vetores vi,vs € V linear-
mente independentes. Sejam A, B e C os seguintes subespacos vetoriais
(submédulos) de V, A = vWF, B = v F e C = (v; +v)F. Podemos

construir o seguinte subreticulado do reticulado de subespacos de V':

UlF + 'UQF
A C
0
Portanto, pelo corolario anterior, Vx nao é distributivo. O]

Observacao 2.8. No Corolario 2.7 podemos substituir o espago vetorial por

um mddulo livre L onde {vi,v2} sdo dois elementos da base de L.

Temos agora ferramentas suficientes para apresentarmos um exemplo de

um anel comutativo que nao é distributivo.

b
Exemplo 2.9. Seja M = {(3 ) ra € Z,bER} :
a
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Este conjunto, juntamente com as operacoes usuais de soma e multiplicacao
de matrizes, é um anel comutativo. Para mostrar que M nao é distributivo,
necessitamos da seguinte observacao: Se H é um submoddulo de Ry, isto é, se

H é um subgrupo do grupo aditivo R, entao o conjunto

0 H 0 h )
= che H é um ideal de M.
0 0 00

Agora, sejam A, B e C subméddulos de Rz. Entao,

(-G
(G0 o))+ (60 ))-

Comparando (1) com (2) percebemos que se Rz nao é um moédulo distributivo
entao M nao é um anel distributivo. Logo, vamos nos concentrar em mostrar
que Rz nao é distributivo. Observe que R é também um Q-moddulo e todo
Q-submodulo de R é também um Z-submodulo de R. Conseqiientemente, se
Rg nao é distributivo entao também Rz nao ¢ distributivo. Note que Rg é um
espaco vetorial sobre Q e dimgR > 1. Logo, pelo corolario anterior, tem-se

que Rg nao ¢ distributivo e portanto, M nao é distributivo.
Proposicao 2.10. Seja Mgr um R-modulo distributivo e N um submddulo
de M. Entao M/N é um mddulo distributivo.

Demonstracao: Sejam A, B e C' submédulos de M/N. Entao A = N;/N,
B = Ny/N e C = N3/N onde Ni,Ny e N3 sao submédulos de M tais que
N C N; Vie{l,2,3}. Devemos mostrar que

(N1/N + Ny/N)N N3/N C (N;/N N N3/N)+ (Ny/N N N;3/N).
A outra inclusao ocorre, de acordo com a Proposicao 1.26.

Seja x € (N1/N + No/N) N N3/N. Entao, x = y + z, onde y € N;/N,
z € Ny/N e x € N3g/N. Dai segue que, y = ny + N para algum n; € Ny,
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z =ng+ N para algum ne € Ny e x =nzg+ /N paraalgum ng € N3. Temos,
r=n3+ N = (ni+ N)+ (n2+ N) = (n; +n2) + N. Conseqiientemente,
existem n,n’ € N tais que n3 +n = (n; + n2) + n’  ou, equivalentemente,
ny+mng =ns+ (n—n'). Mas N C N3, entdao (n —n') € N3, donde vem que
(ny + n2) € N3. Como (ny + ny) € Ny + Ny e (ng + ng) € N3 tem-se que
(n1 4+ na) € (Ny + Na) N Ns.

N1, Ny e N3 sao submodulos de M que é distributivo por hipétese, logo,
(N14+N2)NN3 = (N1NN3)+(N2NN3). Entao, (n1+ng) € (N1NN3)+(N2NN3),
istoé, ny+na=h+10 onde he (N NN3)e [€(NaNN3).

Tinhamos que x = (n;+ny)+N. Logo, z = (h+1)+N = (h+N)+(I+N),
onde h € (NiNN3) e [€(NaNN3). Conseqilentemente, (h+N) € Ny/N
e (h+ N) € N3g/N. Também, (I + N) € Ny/N e (Il + N) € N3/N, isto
é, (h+ N) € (Niy/NNN3/N) e (I+ N) € (Ny/N N N3/N). Portanto,
(h+N)+({+N)=z¢€ (Ny/NNN3/N)+ (Ny/NNN3/N). O

Corolario 2.11. Se R é um anel distributivo a direita e I é um ideal de R

entio R/I € um anel distributivo a direita.

Proposigao 2.12. Seja Mg um R-mddulo a direita. Sao equivalentes:
(i) Mg € distributivo.
(i) V a,b,c € M (aR+bR)NcR = (aRNcR) + (bRNcR).

Demonstracao: Que (i) implica (ii) é imediato. Mostraremos entao que (ii)
implica (i). Sejam A, B e C submdédulos de M. De acordo com 1.26, basta
provar que (A+ B)NC C (ANC)+ (BNCO).

Sejax € (A+ B)NC. Entao, z =a+b, onde a€ A,be Be z€C.
Usando a hipétese (ii) tem-se: (aR+bR)NzR = (aRNxzR)+ (bRNzR). Pelo
fatodex =a+b=al+b1 e z=uxl, temosquez € (aR+bR)NzR
e conseqlientemente z € (aR N aR) + (RN zR). Logo, x = j + [ onde
je(@RNzR) e le (bRNxR). Temos,

J=uary =xry paraalgum ri € R ealgum r € R e

[ =brs =2r, paraalgum r3€ R ealgum r4€ R.
Comoa € Aexz € C temos que j € Aej e C,istoé, j € (ANC).
Analogamente, [ € (BN C). Portanto, j+l=z€ (ANC)+(BNC). O
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Exemplo 2.13. Qz é um médulo distributivo. Para verificar essa afirmacao,
. a; by o ~ -
sejam PRl e € Q onde ay,by,ci,a9,ba,c0 € Z € ag,by € co sao nao

Az 02 Cg
nulos. De acordo com a proposicao anterior e com 1.26 basta mostrar que

b b

Y7+ 2z nlzc (Zznz) + (2zn2z).
a9 b2 Co ao Co b2 Co

A verificagao dessa inclusao é bastante simples, bastando efetuar alguns

calculos e utilizar o fato de Z ser distributivo.

2.2 Algumas Caracterizagcoes de Moddulos

Distributivos

Nesta secao, serao apresentadas algumas caracterizagoes importantes para
modulos distributivos. Para iniciar, necessitamos do seguinte resultado geral
cuja demonstracao serd omitida porque consiste em cédlculos bastante simples

e naturais.

Proposicao 2.14. Sejam Mg e Ng mddulos a direita sobre o anel R e seja

a: M — N um homomorfismo de maodulos. Entao,
a) VA<M, o'(a(A)=A+kera,
b)VA<N, a(a'(A)=ANnIma,
c)VAB<M, oA+B)=alAh)+a(B),
d)VAB<N, a'(AnNB)=a"'(A)Nna!(B).

O exemplo seguinte mostra que, para submédulos A e B de um mddulo

M, a(AN B) nao é necessariamente igual a a(A) N a(B).

Exemplo 2.15. ([15], Exemplo 2.1 ) Seja M = {z + yv/2: 2,y € Z}. E facil
verificar que este conjunto, juntamente com as operacoes usuais de adicao de
nimeros e multiplicagao por elementos de Z, é um Z-modulo.

Seja a: M — 7Z, a funcao dada por « (:l: + y\/§) = 2. Entao o é um
homomorfismo de Z-mddulos.

Sejam A =7Z e B = {m+x\/§ tx € Z}. E facil verificar que A e B
sao submédulos de M e AN B = 0. Assim, também a(AN B) = 0.

Por outro lado, a(A) = Z e «(B) = Z. Logo, «(A)Na(B) = Z.
Conseqlientemente, (AN B) # a(A) Na(B).
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Como podemos descrever modulos M tais que para qualquer homomor-
fismo de médulos o« : M — N e quaisquer submédulos A e B de M temos
a(ANB) =«a(A)Na(B)? Na verdade, o que ocorre é que esta propriedade
caracteriza modulos distributivos. De fato, nds temos o seguinte resultado
obtido por Stephenson, cuja demonstracao apresentada aqui é de Mazurek e

encontra-se em ([15], Teorema 2.2):

Teorema 2.16. ([20], Lema 1.4) Para um R-mddulo a direita M as sequintes

condicoes sao equivalentes:
i) M € distributivo.
ii) Para qualquer R-mddulo a direita N e qualquer homomorfismo

a: M — N, tem-se YA B<M, a(ANB)=a(A)NaB).
iii) Para qualquer R-mddulo a direita N e qualquer homomorfismo

a:N— M, tem-se VA B<M, a'(A+B)=a*A4)+a'(B).
Demonstragao: i) = i) Suponhamos que M é distributivo e a : M — N
¢ um homomorfismo de moédulos. Sejam A e B submoddulos de M. Primeira-

mente, utilizando a Proposicao 2.14, observe que

distrib.

aH(a(AN B)) 2 (ANB)+kera = (A+kera)n (B + kera) 2
aHa(A) Na(«(B)) D (a(A) Na(B)) (*)

Conseqlientemente,

a(ANB) = a(ANB)NIm « U a<of1(a(AﬂB))) (; a(a‘l(a(A)ﬂa(B)))

((A)Na(B)) NIma = a(A) Na(B).

v
=

i1) = i) Suponhamos que vale (ii) e, por contradigdo, suponhamos que M
nao ¢ distributivo. Entao, pelo Teorema 2.6, o reticulado de submoédulos de
M contém um subreticulado da forma

E
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Seja a : M — M/C o epimorfismo canénico entre os R-mdédulos M e M/C,
isto é, a(m) =m+ C para todo m € M. Temos,

a(ANB)=a«a(D). Mas D C C, entao (AN B) = 0.
a(Ad)=(A+C)/C=E/C,

a(B)=(B+C)/C=FE/C.

Assim, a(A)N«a(B) = E/C # a(AN B), o que é uma contradi¢ao.

i) = 44i) Suponhamos que M é distributivo e & : N — M é um homo-
morfismo de modulos. Sejam A e B submoddulos de M. Utilizando 2.14,

temos:
distrib.

o(a YA+ B) 2 (A+B)NnIma =" (AnTma) + (BNIma) 2
a(a7'(4) +a(a(B) L a(aH(4) +a }(B)) (=)

Logo,
o (A+B)=aY(A+B) +kera 2o (a(a—l(A + B))) )

o (afa (4) +a7(B))) 2 (a7 (4) +a~ (B)) +kera = a”'(A)+a~ (B,

i11) = i) Suponhamos que vale (iii) e, por contradigao, suponhamos que M
nao ¢ distributivo. Entao, pelo Teorema 2.6, o reticulado de submoédulos de

M contém um subreticulado da forma

E

D

Seja a : C — M o homomorfismo inclusdo de C' em M, isto é, a(c) = ¢
para todo ¢ € C. Entao,

al(A+B)=aY(E)=C e

al(A)+a ' (B)=(ANC)+(BNC)=D+D=D.

Portanto, a™'(A + B) # a '(A) + a~(B), o que é uma contradigio. [

28



Proposigao 2.17. (]20], Corolario 1,(i)’) Sejam A e B submddulos de um
modulo distributivo M. Se AN B =0 entao Homg(A, B) =0.

Demonstragao: Seja f : A — B um homomorfismo qualquer entre os R-
moédulos A e B, onde estamos supondo AN B = 0. Devemos mostrar que
f = 0 ou, equivalentemente, ker f = A. Sejam N = {a+ f(a):a € A} e
f(A)={be B:b= f(a) para algum a € A}. N e f(A) sao submédulos
de M. E imediato que (A+ f(A)NN=N.

Além disso, AN N = ker f. De fato, tomando x € AN N, temos que
r = a+ f(a) para algum a € A. Entdo, x —a = f(a). Mas z —a € A,
fla)e B e ANB =0. Logo, t—a =0 e f(a) =0 o que implica z € ker f.
A outra inclusao é ébvia.

Também, f(A)N N = 0. De fato, se z € f(A)NN entao = = f(a) =
a + f(a') para a,a’ € A. Logo, f(a—d')=d'. Mas, f(a—d')€ B, d € A
e ANB=0. Assim, ' =0 e f(a) =0, isto é, z =0.

Pelo fato de M ser distributivo temos que

N=(A+f(A))NN=(ANN)+ (f(A)NN) =ker f C A.

Agora, estamos em condi¢oes de mostrar que, para qualquer a € A,
f(a) =0, isto é, A =ker f. De fato, a € A implica a+ f(a) € N C A. Logo,
a+ f(a) = d para algum o € A. Entdo, ' —a = f(a). Mas, a’ —a € A,
f(a) € B e An B = 0. Conseqiientemente, f(a) = 0. O

O teorema a seguir, foi provado também por Stephenson e é uma carac-
terizacao de médulos distributivos que sera bastante utilizada posteriormente
neste trabalho. A demonstracao que apresentaremos aqui é de Mazurek e

encontra-se em ([15], Teorema 2.3).

Teorema 2.18. (]|20], Teorema 1.6 (ii)) Seja M um mddulo a direita sobre

um anel R. As duas condi¢des a sequir sao equivalentes:
i) M € distributivo.

ii) Para quaisquer a,b € M existem z,y € R tais que t+y =1, ax € bR e
by € aR.

Demonstragao: i) = ii) Suponhamos que M seja um médulo distributivo.

Sejam a,b € M e denotemos ¢ = a + b. Entao,

29



¢ € (aR+bR)NcR = (aRNcR)+ (bRNCcR).

Assim, ¢ = ¢r + ¢s para algum r € R e algum s € R com cr € aR e
cs € bR. Para concluir a demonstracao, basta tomar t =s e y=1—s. De
fato, x+y = s+(1—s) = 1. Além disso, ax = as = (c—b)s = (cs—bs) € bR.
Também, by = b(1—s) = (c—a)(1l—s) = c¢(1—s)—a(l—s) = c—cs—a(l—s) =
cr —a(l —s) € aR.

i1) = 1) Suponhamos que vale (ii). Sejam A, B e C' submédulos de M. De

acordo com a Proposicao 1.26, basta mostrar que
(A+B)NCC(ANC)+ (BNQO).

Sejac € (A+B)NC,isto é, ¢ =(a+b) € Ccoma €€ Aebe B. Por
(ii), existem z,y € R tais que x +y = 1, axr € bR C B e by € aR C A.
Mas, cy = (a+ b)y = (ay + by) € aR C A. Também, cy € cR C C. Logo,
cy € (ANC). Damesma forma, cx = (a+b)x = (ax+bx) € bR C B. Também,
cx € cR C C. Logo, cx € (BNC). Como c=c-1=c(y+z)=cy+ cz,
segue que c € (ANC)+ (BNCO). O

Observagao 2.19. A condigdo ii) do Teorema 2.18 pode ser escrita de forma

equivalente a:

i)’ Para quaisquer a,b € M, {vr € R:ax € bR} +{y € R:by € aR} = R.
No Capitulo 1, ja foi mencionado o fato de que todo anel de cadeia a

direita é local. A seguir, daremos um exemplo onde o anel R é local e no

entanto nao ¢ de cadeia a direita. Logo apds, mostraremos uma proposi¢ao

que nos diz que, se acrescentarmos a hipdtese de o anel ser distributivo a

direita ao fato de ser local, entao ele sera de cadeia a direita.

b
Exemplo 2.20. Seja R = { (g ) aeQ,be R} .
a

Este conjunto, juntamente com as operacoes usuais de soma e multiplicacao

de matrizes, é um anel comutativo. Temos que

0 R 0 r .
= relR é um ideal de R.
0 0 0 0
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0 R
Todos os elementos de R que nao estao em (0 0> sao invertiveis. Logo, R

0 R

¢ um anel local com J(R) = (0 O). Além disso, R nao ¢ distributivo.

De fato: Observe que se H é um submoddulo de Rg, entao o conjunto

0 H 0 h , )
= che H ¢ um ideal de R.
0 0 00

Agora, sejam A, B e C' submdédulos de Rg. Entao,

(-GG
(2) G0 (606 0)-

Comparando (1) com (2) percebemos que se Ry nao é um mdédulo distributivo
entao I nao ¢ um anel distributivo. E o fato de Rg nao ser distributivo ja foi
justificado no final do Exemplo 2.9. Logo, pela Proposi¢ao 1.27, temos que
R nao é um anel de cadeia (a direita). Portanto, R é um anel local que nao

¢ de cadeia.

Proposicao 2.21. Para um anel R as sequintes condicoes sao equivalentes:
i) R é um anel de cadeia a direita.

ii) R € um anel local e distributivo a direita.

Demonstracao: i) = i) E imediato, visto que todo anel de cadeia & direita
é local e distributivo a direita de acordo com a Proposicao 1.27.

i1) = 1) Sejam a,b € R. Por 1.9, basta mostrar que a € bR ou b € aR.
Pelo fato de R ser distributivo a direita, utilizando 2.18, existem z,y € R tais

que z+y =1, ar € bR e by € aR. Claramente, x ¢ J(R) ou y ¢ J(R).
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Desta forma, = € U(R) ou y € U(R). Se x € U(R) entdao a € bR e se
y € U(R) entao b€ aR. O

Vamos aplicar agora esta proposi¢ao, no proximo exemplo, para mostrar
que a localizacao do anel dos inteiros Z em um ideal primo P ¢ um anel de

cadeia. Isto foi feito por Mazurek em ([15], Exemplo 2.7).

Exemplo 2.22. Seja p € Z um namero primo e seja R = 7Z o anel dos
numeros inteiros. P = pZ é um ideal primo de R e R é um dominio comuta-

tivo. Note que a localizacao de R em P
r
Rp:{—: r,s € Z, 3¢P}
s
¢ um anel local comutativo com

J(Rp):{gz r,sGZ,rEP,ngP}

Entao, pela proposicao anterior, para mostrar que Rp é um anel de cadeia, é

suficiente mostrar que Rp é um anel distributivo. Para tal, utilizaremos 2.18.

a/ /

Sejam a,b € Rp. Entao, a = — e b = —. Podemos reduzir a e b a um
S
. . , ay 1
denominador comum, isto é, escrever a = —, b= — com ay,b;,s € Z e
s

s
s ¢ P. Visto que Z é distributivo, existem x,y,c,d € Z tais que a;z = byc,

biy =a1d e z+y =1 (por 2.18). Logo,

Ty r vy x+y 1
—,=€R -+ == = -
T S R T B |
Também,
r a T w@mx bie b c
_ = — —:—:—:—-—:b — bR
“ 1 s 1 S S S 1E P
Y by y by ad ay
b-—:—-—:—:—:—-—: . — R
1 s 1 S S s 1 “ 1 € akp

Entao, Rp é um anel distributivo e, portanto, ¢ um anel de cadeia.

Observe que os ideais de Rp sao {P'Rp:i >0}, os quais obviamente

formam uma cadeia.
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2.3 Radicais Classicos de Anéis Distributivos
a Direita

Esta secao sera dedicada a propriedades de alguns radicais classicos de
anéis distributivos a direita. Comegaremos mostrando que todo ideal a di-
reita maximal de um anel distributivo a direita é um ideal (bilateral) com-

pletamente primo. Precisaremos de dois lemas:

Lema 2.23. Seja I um ideal de um anel R que é maximal como ideal a direita

de R. Entao I € um ideal completamente primo de R.

Demonstragao: Sejam a,b € R tais que ab € [ e b ¢ I. Temos que bR+ 1 é
um ideal a direita de R satisfazendo b € bR+1 e I CbR+1. Mas,b¢ I el
¢ maximal como ideal a direita de R, entao, bR+ 1 = R. Logo, existem r € R
e i € I tais que br + ¢ = 1. Temos, a(br + i) = a.1 ou, equivalentemente,
(ab)r + ai = a o que implica a € I. Portanto, I é um ideal completamente

primo de R. O]

Lema 2.24. Se Mg é um mddulo distributivo e a € End(Mg), entao:
i) Para qualquer submddulo A de M, a(A)Na=1(A) C A

ii) Para qualquer submddulo A de M, se a?(A) C A+a(A) entao a(A) C A.

Demonstragao: i) Seja m € a(A) Na~'(A). Entao, m = a(a) para algum
a €A e a(lm)e A Pelo fato de M ser distributivo, utilizando o Teorema
2.18, temos que existem z,y € R taisque x +y =1, mx € aR e ay € mR.
Claramente, mx € A e my = a(a)y = a(ay) € a(mR) = a(m)R C A.
Desta forma, m = m.1 = m(z + y) = (mz + my) € A.

ii) Suponhamos que a*(4) C A+ «(A). Entao, a(4) C a ' (A+ a(A4)).
E facil ver que a~'(A+a(A)) = a1(A) + a ' (a(A)). Por 2.14 a), temos
a (A +a ! (a(d) =a Y (A) + A+kera = a'(A) + A. Logo,
a(A) Ca '(A) + A. Conseqilentemente, a(A) = a(A)N (a1 (A)+ A) =
((A)na™'(A)) + ((A)N A). Aplicando agora i), obtemos a(A) C A. O

Corolario 2.25. Se R ¢ um anel distributivo o direita e A € um ideal a

direita maximal de R, entdo A € um ideal (bilateral) completamente primo

de R.
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Demonstragao: Para mostrar que A é um ideal de R é suficiente provar que
A é um ideal a esquerda de R. Por contradicao, suponha que existe r € R
tal que rA ¢ A. Como A+ 1A éum ideal a direita de R, pela maximilidade
de A, segue que A+rA = R. Seja a: R — R, dado por a(z) = rz. Entao
a € End(Rg) e o*(A) =r?AC R= A+rA = A+a(A). Conseqiientemente,
pelo Lema 2.24,(ii), a(A) C A. Assim, rA C A, o que é uma contradicao.
Desta forma, A é um ideal de R. Utilizando o Lema 2.23, segue que A é um

ideal completamente primo de R. ]

Teorema 2.26. ([15], Teorema 4.1) Seja Mg um mddulo distributivo e seja

a € End(Mg). Se A é um submddulo de M tal que para algum n € N,
a"(A) C A+ alA)+a?(A) + ... +a" H(A), entio a(A) C A.

Demonstragao: Vamos fazer inducao em n. O caso n = 1 é ébvio e o
caso n = 2 foi mostrado no Lema 2.24,(ii). Suponhamos que o resultado é

verdadeiro para um certo n e que o™ (A) C A+a(A)+a?(A)+...+a"(A).
Observe que A+ a(A) +a?(A) + ...+ a"(A) =
A+ a(A)+ a(A) + a?(A) + ?(A) + ...+ a" H(A) + a" HA) + a"(A) =
(A+a(4) +a(A+a(4) +®(A+ () +...+a" A+ a(4)).
Logo,

a1 (A) C (A+a(d) +a(A+a(A) +o(A+a(A)) +...+a" H(A+a(A)).

Como, a™(A+ a(A)) = a™(A) + a1 (A) e

a"(A) C (A+a(d) +a(A+a(A) +?(A+a(A) +...+a" A+ a(A)),

resulta,

a"(A+a(A) C(A+a(A) +a(A+a(A) +?(A+a(d) +...+
" A+ a(A)).

Utilizando a hipétese de inducao, temos que a(A + a(A4)) C A+ a(A).
Mas, a*(A) C a(A) + a*(A) = a(A+ a(A)).
Logo, a?(A) C A+a(A). Entao, pelo Lema 2.24,(ii) segue que a(A) C A. [

O exemplo seguinte mostra que o conjunto 7'(R) dos elementos nilpotentes

de um anel R nao é, necessariamente, fechado para a adi¢ao e multiplicagao.
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Apos o exemplo, mostraremos que, se R for distributivo a direita, essa ultima

afirmagao ocorre. Assim, neste caso, T'(R) é um subanel de R (sem unidade).

Exemplo 2.27. ([15], Exemplo 4.2) Seja K um anel e R = My(K) =

a b
ca,bc,d e K ;.
c d

Observe que

L) G600

1o\ (1 o) (1 o0
-1 0) \-1 0 -1 0)
Proposigao 2.28. ([15], Proposicao 4.3) Seja R um anel distributivo a di-

reita. Entdao T(R) é um subanel (sem unidade) de J(R) e T(R) é a soma
dos ideais nilpotentes de T(R).

Demonstragao: Seja t € T(R). Entao t" = 0 para algum n > 1. Seja
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a : R — R definida por «a(r) = tr. Observe que, encarando R como um
modulo a direita sobre si mesmo, a é um homomorfismo de mdodulos.

Seja a € R e considere o submédulo A = aR de Rp. Temos,
a"(A) =a"(aR) =t"aR =0

Logo, a™(aR) =0 C aR + a(aR) + o*(aR) + ... + o™ *(aR). Entdo, pelo
Teorema 2.26 segue que «a(aR) C aR, isto é, taR C aR. Dessa forma,

ta € aR. Em resumo, temos:
Se teT(R) e a€ Rentao ta € aR (%)
De (%), é facil verificar que
ti,ta, ..., t, € T(R), ay,as,...,a, € R= tiaitaas ... .tya, € a1as...a, R (x%)

Sejam ty,ts € T(R). Entao, t} = tJ' = 0 para algum n > 1 e algum
m > 1. Supondo n > m, temos que t} =t = 0. Logo, utilizando (x%) segue
que (t1t2)" € th R =0 e, desta forma, tits € T'(R).

Além disso, (t;+t2)*" é uma soma de produtos de elementos nilpotentes e
em cada um desses produtos t; ou t, aparece ao menos n vezes. Conseqiien-
temente, por (xx), (t; +t2)?" = 0 e, assim, t; + ¢, € T(R). Logo, T(R) é um
subanel de R.

Seja t € T(R) com t" = 0 e seja I o ideal de T'(R) gerado por t, isto é,
I =tZ+tT(R)+T(R)t+T(R)tT(R). Observe que todo elemento de I"™ é uma
soma de produtos de elementos nilpotentes e em cada um desses produtos ¢
aparece ao menos n vezes. Logo, por (x%), obtemos que I™ C t"R = 0. Entéo,
I é um ideal nilpotente de T'(R) com t € I. Portanto, o anel T'(R) é a soma
de seus ideais nilpotentes.

Pelo Corolario 2.25, um ideal a direita maximal de R é um ideal com-
pletamente primo de R. E é facil ver que qualquer elemento nilpotente de
R, isto é, qualquer elemento de T'(R) estd na intersecgdo de todos os ideais
completamente primos de R. Segue entao que T(R) C J(R), ou seja, T(R)
¢ um subanel de J(R). O

Lema 2.29. (Andrunakievich) Se R € um anel, A € um ideal de R, I é um
ideal de A (isto é, XA R) e I* € o ideal de R gerado por I entio (I*)* C I.

Demonstragao: Pelo fato de R ser um anel com unidade, temos que o
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ideal I* de R gerado por I é I* = RIR. Logo, (I*)° = (RIR)® =
(RIR)(RIR)(RIR). Entretanto, I C A< R. Entao, (RIR)(RIR)(RIR) C
A(RIR)A C (AR)I(RA) C AIA. Agora, utilizando o fato de I <1 A segue
que AIA C I e portanto, (I*)* C I. O

Existe uma célebre conjectura que denominamos atualmente de problema
de Koethe que foi introduzida por G. Koethe em 1930 e nao foi resolvida
até hoje. Recentemente, na tentativa de resolvé-la, muitos progressos foram
feitos, porém uma resposta definitiva e completa nao foi dada.

O problema pode ser formulado de varias maneiras elementares equiva-
lentes. Vamos considerar a forma encontrada em ([6], pagina 87). Sabemos
que se I e J sao nil ideais bilaterais de R, entao I + J é um nil ideal de
R. Também, se I e J sdo ideais a direita (esquerda) nilpotentes de R, entao
I + J é também nilpotente. Porém, ainda nao sabemos responder a seguinte

questao:
Problema de Koethe: A soma de dois nil ideais a direita é também nil ¢

O seguinte teorema mostra, em particular, que A(R) = ((R) se R é
um anel distributivo a direita. Assim, podemos concluir que o problema de
Koethe possui uma solugao positiva na classe dos anéis distributivos a direita.
De fato, se I e J sao dois nil ideais a direita entdo I + J C A(R) = B(R).
Mas, B(R) é um nil ideal de R pelo que foi visto no Capitulo 1. Portanto,
I + J é um nil ideal a direita de R.

Teorema 2.30. ([15], Teorema 4.4) Seja R um anel distributivo a direita.
Entao, B(R) = Nil(R) = A(R).

Demonstragao: Em geral, 5(R) C Nil(R) C A(R), conforme visto no
Capitulo 1. Entao, no caso de R ser distributivo a direita, se mostrar-
mos que A(R) C [(R), o teorema fica provado. Seja a € A(R). Entao,
a =a +ay+ ...+ a, onde a; € T(R). Pela Proposicao 2.28, T(R) é
fechado para a soma e, assim, a € T(R). Seja I o ideal de T'(R) gerado por
a,isto é, I = aZ +aT(R)+ T(R)a+ T(R)aT(R). Entao, pela demonstragao
da Proposigao 2.28, o ideal I é nilpotente e I <t A(R) < R. Seja I* o ideal
de R gerado por I. Entao, pelo lema de Andrunakievich, temos (1 *)3 C I
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Desta forma, I* é um ideal nilpotente de R e conseqiientemente, I* C 3(R).
Portanto, a € S(R), isto é, A(R) C B(R). O

Lema 2.31. ([15], Lema 4.5) Seja R um anel distributivo a direita e U(R)

o grupo de invertiveis de R. Denotemos por
p(R) :={uit; + ...+ upt, :neN, u; € UR), t; e T(R)} e
AMR) = {tiwus + ...+ tpun :meN, t, e T(R), u; € U(R)}.

Entao, p(R) = A(R) é um ideal de J(R).

Demonstragao: Se v € U(R) et € T(R) entao ut = utu™'u e além disso,
utu™' € T(R). Logo, p(R) € A(R). Analogamente, A(R) C p(R). Pela
Proposicao 2.28, temos que T(R) C J(R). Logo, p(R) C J(R). De fato, se
r € p(R) entdo x = uit; + ...+ uyt, onde t; € T(R) C J(R) < R, o que
implica x € J(R). Falta mostrar que p(R) < J(R). Sabemos que para cada
j€ J(R), 1+j€ U(R). Conseqiientemente, se u € U(R) et € T(R) entao
Jut = (14 j)ut —ut € p(R) e tuj = tu(l+j) —tu € A(R) = p(R). Portanto,
p(R) é um ideal de J(R). O

Teorema 2.32. ([15], Teorema 4.6) Para um anel distributivo a direita R as

sequintes condicoes sao equivalentes:
a) R € um dominio.
b) R € um anel fortemente primo a direita.

c) R € um anel fortemente primo a esquerda.

Demonstracao: a) = b) Seja I um ideal ndo nulo de R e 0 # i € [.
Considere A = {i}. Se x € R é tal que z € dr(A), entao ix = 0. Como R
¢ um dominio, segue que = = 0, isto é, dgr(A) = 0. Portanto, R é um anel

fortemente primo a direita.

b) = a) Suponhamos que R é um anel fortemente primo a direita e, por
contradicao, suponhamos que R nao é um dominio. Por 1.11, R é um anel
primo e, entdo, utilizando 1.6, segue que T'(R) # 0. Logo, p(R) definido no
lema anterior é nao nulo. Seja I oideal de R gerado por p(R). O fato de R ser
primo, o lema anterior e o Lema de Andrunakievich implicam 0 # I* C p(R).
Conseqiientemente, I3 contém um subconjunto finito F' = {a1,as,...,a,}

tal que dg(F) = 0. Visto que F C p(R), todo elemento a; tem a forma
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a; = > Uity, onde uy, € U(R) ety € T(R). Da Proposicao 2.28, segue que
o subanel S de R gerado por todos os elementos t;; é nilpotente. Se m é um
inteiro positivo tal que S™ # 0 e S™*! = 0, entao, obtemos 0 # S™ C dr(F),

o que é uma contradicao.

A equivaléncia entre (a) e (c¢) é demonstrada de forma andloga. O
Diretamente do Teorema 2.32, obtemos o seguinte resultado:

Corolario 2.33. Se R é um anel distributivo a direita entao
Ny(R) = Sa(R) = Sc(R).
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Capitulo 3

Dois Teoremas Centrais

Neste capitulo, iremos provar dois teoremas importantes sobre os anéis
distributivos a direita. A demonstracao do primeiro deles foi dada por H. H.
Brungs ([2], Teorema 1) em 1975 mas a prova que apresentaremos aqui é de
R. Mazurek ([15], Teorema 3.7). O outro teorema foi demonstrado por M.
Ferrero e G. Torner ([5], Teorema 8). Iniciaremos com uma proposigao que

trata de localizagoes em dominios distributivos a direita.

Proposicao 3.1. ([15], Proposicao 3.4) Seja P um ideal completamente
primo de um dominio distributivo a direita R. Entdo a localizagao a direita

Rp de R em P existe e Rp ¢ um anel de cadeia a direita.

Demonstragao: Primeiramente, vamos mostrar que Rp existe. Pelo Teo-
rema 1.41, basta provar que a Condicao de Ore a direita é satisfeita. De fato,
sejama € R e s € S = R\ P. Visto que R é distributivo a direita, pelo
Teorema 2.18, existem x,y € R taisque z+y =1, ar € sR e sy € aR.
Se x € S, entao ar € sRNas, isto ¢, a Condicao de Ore vale. Suponha, que
x ¢ S, ou equivalentemente, x € P. Entao, y ¢ P, e desta forma, também
sy ¢ P. Mas, sy € aR. Logo, sy = at para algum ¢t € R. Visto que sy ¢ P,
segue que at ¢ P o que implica t ¢ P, isto é, t € S. Entao, sy € sRN aS.
Portanto, vale a Condicao de Ore, ou seja, Rp existe. De acordo com a
Proposicao 1.42, Rp é um anel local. Entao por 2.21 basta mostrar que Rp
¢ um anel distributivo a direita. Para isso, usaremos 2.18:

Sejam a,b € Rp. Entdo, existem aj,by € R e s € S =R\ P tais que
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a b

a=— e b=—. Como R é distributivo & direita por hipotese, segue de
5 s

2.18, que existem z,y,z,t € R taisque x+y =1, a;x =biz e by = a;t.

1 s z+y 1 s (/x y\ 1
Cl t,—:—-—-—:—-<— —>-—: , d
aramente 1 1 1 S 1 1+1 S r1 + Y1, onde
s x 1 s y 1 , . ap s ¢ 1 a x 1
Ty =—+—+ - ey =—--=-- . Além disso, ary = — - — - — =—. - - =
1 s 1 1 s s 1 1 s 1 1 s
ar 1 bz 1 b z1 b s 2z 1 s z 1
Ao A2 _ A _ 22z —p.2. 2. Z € bR». Anal t
15 1 s 115 51155 17175 ¢c0e Anaogamente,
byléaRp.

Acabamos de mostrar que, dados a,b € Rp, existem z1,y; € Rp tais que
r1+ 1y =1, ary € bRp e by; € aRp. Logo, Rp é distributivo a direita.

Portanto, por 2.21, Rp é um anel de cadeia a direita. ]

Teorema 3.2. ([2], Teorema 1) Para um dominio R as sequintes condi¢oes

sao equivalentes:
a) R é um anel distributivo a direita.

b) Para cada ideal o direita mazimal M de R, a localiza¢ao a direita Ry de

R em M existe e Ryq € um anel de cadeia a direita.

Demonstracao: a) = b) Seja M um ideal a direita maximal de R. Entao,
pelo Corolario 2.25, M é um ideal (bilateral) completamente primo de R.
Logo, pela Proposicao 3.1, a localizacao a direita R, existe e Ry ¢ um anel

de cadeia a direita.

b) = a) Sejam a, b€ R, A={x € R: ax €bR} e B={y € R: by € aR}.
Entdao, A e B sao ideais a direita de R. Mostraremos que A + B = R.
Suponha que A+ B # R. Entao, A+ B C M para algum ideal a direita
maximal M de R. Por b), Ry é um anel de cadeia a direita. Assim, por
1.9, % € IRM ou 1 € %RM. Suponhamos que % € ?RM. Entao % = ? . g
para algum r € R e algum s ¢ M. Utilizando a definigdo de multiplicacao
em Ry vista no Capitulo 1, chegamos em ¢ @, ou equivalentemente,
(a,1) ~ (br,s). Entao, existem V',0” € R tais que f.b’ =sb" ¢ M e all =
(br)b” € R. Logo, a.(sb”) = (br)t" ou (as)b” = (br)b”. Pelo fato de R ser um

dominio, temos as = br € bR, isto é, s € A C M o que é uma contradicao.
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a a
Conseqilientemente, 1 ¢ bR, e de maneira similar, mostra-se que 1 ¢ IRM.
Desta forma, A+ B = R e assim, pela Observacao 2.19, segue que o anel R

¢ distributivo a direita. O]

Brungs provou também que este teorema ¢é valido substituindo a hipdtese
de R ser um dominio, pelo fato de R ser Noetheriano a direita. Podemos
ainda supor, apenas, que R satisfaz a condi¢ao de cadeia ascendente (c.c.a.)
sobre os anuladores principais a direita. Vamos omitir essas demontragoes

com o objetivo de nao tornar o texto muito extenso.

Em ([17], Teorema 2) E. C. Posner afirma que se um anel de cadeia a
direita R satisfaz a (c.c.a.) ou a (c.c.d.) sobre os anuladores a direita entdo o
radical primo B(R) de R éigual ao conjunto T'(R) dos elementos nilpotentes

de R e este é um ideal completamente primo de R.

O que ocorre é que a demonstragao deste resultado nao esta completa.
Para provar o resultado Posner trabalha no quociente R/3(R) e nao podemos
garantir que as condigoes de cadeia sobre os anuladores a direita em R sao
herdadas pelo quociente R/F(R). Contudo, este teorema é vélido e serviu de
motivagao para a busca de uma prova correta. Na verdade, M. Ferrero e G.

Torner demonstraram um resultado mais geral que é o seguinte

Teorema 3.3. ([5], Teorema 8) Seja R um anel distributivo a direita que
possui ao menos um ideal completamente primo contido no radical de Jacob-
son, J(R), e satisfaz a condigcdo de cadeia ascendente (c.c.a) ou a condigdo
de cadeia descendente (c.c.d) sobre os anuladores principais a direita. Entdo
o radical primo B(R) de R, € igual ao ideal singular o direita Z(R) de R, e

€ completamente primo e nilpotente.
Para demonstrar o teorema, vamos precisar de alguns lemas:

Lema 3.4. Seja R um anel que satisfaz a (c.c.a.) sobre os anuladores prin-

cipais o direita. Entao Z(R) é T-nilpotente a direita. Em particular, temos
que Z(R) C B(R).

Demonstragao: Suponhamos, por contradi¢do, que (z;);eny € uma seqiiéncia

de elementos em Z(R) tal que z,...zs21 # 0 para todo n € N. E trivial
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que dg(z1) C dr(zazy) € ... Entao, por hipdtese, existe m € N tal que
dr(z,b) = dg(b), com b = x,_y...21. Agora, z,, estd em Z(R) e b # 0.
Assim, dg(x,,) NbR # 0 e existe y € R com by # 0, z,,by = 0, 0 que é uma
contradicao. A prova do lema estd completa, tendo em vista que todo ideal
que é T-nilpotente a direita estd contido no radical primo 3(R), de acordo

com o Teorema 1.3. ]

Nos resultados a seguir diremos que o anel R satisfaz a condi¢ao (C)

quando valer a seguinte afirmagao:

(C) Eziste um ideal completamente primo Q de R contido no radical de
Jacobson J(R) de R.

b

Exemplo 3.5. ([14], Exemplo 3.6) Seja R = {(g ) ca €Z,be Q}.
a
_ 0 b , :

Observe que o conjunto K = 00 :beQp é um ideal do anel R e

R/K ~ 7. Logo, K é um ideal completamente primo de R e R/K ¢é um
anel distributivo (& direita). Observe também que o nil radical generalizado
Ny(R) de R éigual a K e portanto K ¢é um ideal completamente primo de
R contido no radical de Jacobson J(R). Além disso, é facil ver que os ideais
de R contidos em K sao Z-submddulos de Q. Assim, de acordo com o
Exemplo 2.13, Q7 é um modulo distributivo. Logo, os ideais de R contidos
em K formam um reticulado distributivo. Visto que, I C K ou K C I para

qualquer ideal I de R, segue que R é um anel distributivo (a direita).

Exemplo 3.6. ([4], Exemplo 4.1) Seja A um dominio distributivo a direita
e o um monomorfismo de A. Entdo, utilizando ([20], Proposicao 3.3(ii))
temos que o “skew”corpo de fragoes F' de A existe e o reticulado de A-
submoédulos de F' é distributivo. Denotemos também por ¢ a extensao de o
a um monomorfismo de F' e por F[[t;o]] o “skew”anel de série de poténcias
definido por at = ta” para qualquer a € F'.

Seja R = A®tF|[[t;o]]. Em ([4], Exemplo 4.1) os autores mostram que se
I<4R,entao I = (INA)@tF[[t;o]]. Assim, temos que o radical de Jacobson
de R é J(R) = J(A)®tF[[t; o]]. Além disso, os autores também mostram que
se H<4R,entao H = t"Hy+t""'F|[t;o]] onde Hy={a € F :t"a € H} éum
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A-submoédulo de F'. Como o reticulado de A-submédulos de F' é distributivo
segue que R é distributivo a direita. Se tomarmos por exemplo, A = Z,
temos J(A) = 0 e, entdao, J(R) = tF|[[t;o]] e este ideal é completamente
primo de R porque R/J(R) ~ Z.

O proximo lema serd composto de alguns resultados que sao encontrados
em ([20], Proposicao 2.1(ii)) e ([14], Lema 3.1(i), Lema 3.1(ii), Teorema
3.2, Coroldrio 3.3 e Teorema 3.4).

Lema 3.7. Seja R um anel distributivo a direita e Q) um ideal completamente

primo contido em J(R). Entdo:
(i) Para cada ideal o direita I de R, temos I C Q ou Q C 1.
(ii) Se r€ R\ Q entdio Q =rQ.

(iii) Para quaisquer a,b € R temos: os elementos a,b sao compardveis no
sequinte sentido, aR C bR ou bR C aR, ou a@) = bQ.

(iv) Se I € um ideal de R ndo nilpotente tal que I C @Q entdo a intersec¢ao

Npen I € um ideal completamente primo de R.
(v) O radical primo 3(R) de R é um ideal primo.
(vi) Nao existe ideal I de R com [((R) C I C Ny(R).

Demonstragao: (i) Suponhamos que I ¢ @ e seja a € I tal que a ¢ Q.
Entao, para qualquer ¢ € @, {v € R : ax € qR} C Q. Pela Observagao
2.19, temos {r € R:ax € qR} +{y € R : qy € aR} = R. Entretanto,
{r €R:ax € qR} C Q. Logo, Q+{y € R: qy € aR} = R. Entao, podemos
escrever 1 = ¢ +y' para algum ¢ € Qe algum ¢ € {y € R : qy € aR}.
Equivalentemente, 1 — ¢ =%'. Como @ C J(R) por hipdtese, ¢ C J(R).
Logo, 1 —¢ =14 éinvertivel em R. Portanto, existe um elemento invertivel
no ideal a direita {y € R: qy € aR}, o que implica {y € R: qy € aR} = R.
Conseqiientemente, ¢ € aR C I. Portanto, ) C I.

(i) Utilizando a parte (i) e o fato de que r ¢ @, temos que @ C rR. Seja
q € Q. Entao existe x € R com ¢q = rz. Mas () é completamente primo,
ré¢Q e qe€@. Logo, x € Q. Entao, ¢ € rQ, isto é, Q@ C rQ. A outra

inclusao é 6bvia. Portanto, Q) = rQ.
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(iii) Suponhamos que aR ¢ bR ¢ bR ¢ aR. Pelo Teorema 2.18, existem
r,y € R com x+y =1, ar € bR e by € aR. Se y € J(R) entao
x =1—y é um invertivel de R e obtemos a € bR, o que é uma contradicao.
Desta forma, y ¢ J(R) e conseqlientemente, y ¢ (). Agora, (i) implica
bQ) = byQ) C a@). De forma andloga, utilizando a hipétese de bR ¢ aR
chegamos em a() C b(Q).

(iv) Suponhamos, por contradigdo, que existem a,b ¢ [ _I" tais que

neN
ab € (),en I Entdo a,b ¢ I™ para algum natural n. Seja x € I". Visto que
aR ¢ xR e bR ¢ xR, a parte (iii) do lema implica zI™ C 2Q C a@Q N bQ).
Desta forma, I?" C a@Q NbQ e agora, [ = I*"]*" C aQI*" C al* C abQ.
Visto que ab € I'", ab = abq para algum ¢ € Q. Mas, Q C J(R). Assim,
q € J(R) e, conseqiientemente 1 — ¢ ¢é invertivel. Segue que ab = 0. Logo,

I*" =0 e I é nilpotente, o que é uma contradicao.

(v) Observe inicialmente que, da parte (i) do lema, temos o seguinte resultado

A condicao (C) ¢é satisfeita em um anel distributivo a direita se, e somente

se, o nil radical generalizado Ny(R) de R € completamente primo.

De fato, se valer a condigao (C'), utilizando a parte (i) deste lema, con-
cluimos que os ideais completamente primos de R, contidos em J(R) formam
uma cadeia. Logo, é de facil verificagdo que N,(R) é um ideal completamente
primo. Reciprocamente, do Corolario 2.25, temos que N, (R) C J(R) isto é,

vale a condi¢ao (C).

Agora, se Ny(R) = B(R), entdo obviamente ((R) é primo. Suponhamos
que B(R) C Ny(R). Visto que Ny(R) é completamente primo, qualquer ideal
de R é comparavel com Ny(R) pela parte (i) do lema. Conseqiientemente,
P C Ny(R) para algum ideal primo P de R. Agora, da parte (iv) do lema
segue que P ¢é nilpotente e assim, P C B(R). Desta forma, §(R) = P e

conseqiientemente, 3(R) é primo.

(vi) Suponhamos, por contradi¢do, que existe um ideal 0 # [ < R com
B(R) C I C Ny(R). Logo, I é um ideal nao nilpotente e, por (iv), (,en "
¢ um ideal completamente primo de R. Entao, Ny(R) C[),cnI" C Ng(R) o

que é uma contradicao. 0]
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Proposigao 3.8. Seja R um anel distributivo a direita que satisfaz a condi¢do
(C). Entao R € um anel nao singular a direita se, e somente se, é um

dominio.

Demonstragao: Suponhamos que Z(R) = 0 e seja ) um ideal completa-
mente primo de R contido em J(R). Se @ ¢é igual a zero ndo ha nada a
fazer. Assim, suponhamos Q) # 0. Tome quaisquer elementos nao-nulos
a,b € R. Pelo Lema 3.7 (ii7), nés temos as alternativas aR C bR, bR C aR
ou a@) = bQ. Inicialmente, vamos considerar o caso a() = bQ). Se a) = 0
entdo dr(a) 2 Q e, pelo Lema 3.7 (i), e o fato de @ # 0, dgr(a) é um ideal
a direita essencial de R. Conseqiientemente, a € Z(R) = 0 o que é uma con-
tradicao com o fato de a ser nao-nulo. Logo, a() = 0 nao pode acontecer.
Se a@ # 0 segue que aRNbOR # 0 pois a@) = b(Q). Se ocorrer uma das outras
alternativas, isto é, aR C bR ou bR C aR, temos também que aRNbOR # 0
pois a e b sao nao-nulos. Logo, em qualquer um dos casos em que nao ocor-
reu contradicao temos aR N bR # 0, onde a e b sao quaisquer elementos
nao-nulos de R. Entao, pela Observacao 1.15, segue que qualquer ideal a
direita nao nulo de R é essencial. Logo, pela Proposigao 1.19, Z(R) =0 ¢
um ideal completamente primo de R e, portanto, R é um dominio. A outra

implicacao é 6bvia. O]

Lema 3.9. Seja R um anel distributivo a direita. Entdo R/Z(R) nao possui

elementos nilpotentes nao nulos.

Demonstragao: Suponhamos que a ¢ Z(R) e a*> € Z(R). Conseqiien-
temente, H = dg(a?) é um ideal & direita essencial de R e L = dg(a)
nao é essencial. Assim, existe um ideal a direita ndao nulo B de R com
LNB =0 e, entdo, LN (H N B) = 0. Pela Proposigao 2.17, temos que
Homgr(HNB,L) =0 evisto que a(HNB) C L, nés obtemos a(H NB) = 0.
Logo, H N B C dgr(a) = L e, conseqiientemente H N B = 0, o que é uma

contradicao. ]
Veremos agora, alguns lemas que serdo necessarios para o caso de (c.c.d.).

Lema 3.10. Seja R um anel distributivo a direita que satisfaz a condi¢ao

(C). Se I € um ideal de R com Ny(R) ¢ I, entao temos I C B(R).
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Demonstracao: Pelo Lema 3.7 (i), I C Ny(R). Conseqiientemente, se
N,y(R) = f(R) nao ha nada a fazer. Vamos assumir entao que 5(R) C Ny(R).
Suponhamos, por absurdo, que existe a € I com a ¢ [B(R) e tomemos
b € B(R). Pelo Lema 3.7 (i7i), uma das trés condigoes seguintes ird ocorrer:
(i) a € bR C B(R), (i) aNy(R) = bN,(R) C B(R) ou (iti) b€ aR CI. A
primeira condi¢cdo é um absurdo pois a ¢ B(R). A segunda estd em con-
tradicdo com o fato de ((R) ser primo. A ultima possibilidade implica
B(R) € I C Ny(R) e assim, pelo Lema 3.7 (vi), I = B(R). Isto é uma
contradi¢do com a hipétese de existir a € I tal que a ¢ B(R). Desta forma,
IC B(R). O

Lema 3.11. Seja R um anel distributivo a direita e Q) um ideal completa-
mente primo contido em J(R). Entdo Q* = {ab: a,b € Q}.

Demonstracao: Por inducao, é suficiente provar que se & = a;b;+asby € Q?
com a;,b; € Q e i = 1,2, entao existem a,b € () tais que = = ab. Pelo Lema
3.7 (ii1), nés temos que a; = asy ou as = a1y, para algum y € R, ou ainda
a1Q) = a2Q). Se a; = asy, entdo T = a1by + asby = asyby +ashy = as(yby +09).
Note que (yb; + b2) € @ e portanto, z é o produto de dois elementos de Q.
Se a; = a1y a demonstracao é andloga. No 1ltimo caso, a;b; = agb’, para
algum ¥ € Q. Entao, x = agb' + asby = as(b/ + be). Como (V' +bs) € @, o

lema estd4 demonstrado. O]

Lema 3.12. Seja R um anel distributivo a direita e ) um ideal completa-
mente primo de R contido em J(R). Além disso, suponhamos que R satisfaz

a (c.c.d.) sobre os anuladores principais a direita. Entao nds temos:
(1) Z(R) €@
(i) Se Q = Q*+#0, entao Z(R) C Q.

Demonstracao: (i) Se @ = 0, entdo R é um dominio e Z(R) = 0. Con-
sidere entao, @ # 0. Suponhamos @ C Z(R) e sejam a € Z(R), a ¢ Q e
0# b€ Q. Pelo Lema 3.7(ii), nés temos @ = a@). Conseqiientemente, existe
c € @ tal que b = ac. Assim, dg(c) C dg(b) e dg(a) NcR # 0. Desta
forma, existe * € R com cx # 0 e acx = 0, que implica dgr(c) C dg(b).

Com este mesmo raciocinio e iniciando com ¢ ao invés de b, nés obtemos
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uma seqiiéncia dg(c) D dr(c1) D dr(c2) D ... o que é uma contradigdo com
a (c.c.d.). Logo, Z(R) C @, pelo Lema 3.7 (i).

(ii) Suponhamos @ = Z(R) e tomemos qualquer elemento 0 # a € Q.
Por hipétese, a = bc para certos b,c € @, (utilizando o Lema 3.11). Con-
seqiientemente, dr(c) C dg(a), e com os mesmos argumentos usados em (i),
podemos concluir que dg(c) C dg(a). Isso leva novamente a uma contradi¢ao
como em (i). Portanto, Z(R) C Q. O

Estamos agora em condigoes de provar o Teorema 3.3.

Demonstracao do Teorema 3.3: Caso 1. Suponhamos que R satisfaz
a (c.c.a.) sobre os anuladores principais a direita. Entao, pelo Teorema 1.18,
R/B(R) é um anel nao singular a direita. Além disso, como R satisfaz a
condigao (C), é facil ver que R/F(R) também satisfaz (C'). Pelo Corolario
2.11, segue que R/B(R) é distributivo a direita. Entao ([(R) é completa-
mente primo pela Proposigao 3.8. Também, Z(R) = B(R) pelos Lemas 3.4
e 3.9. Finalmente, pelo Lema 3.7(iv), nés temos que (B(R) é, ou nilpotente,
ou B(R) = (ﬁ(R))2 # 0. Suponhamos que 3(R) = (ﬁ(R))2 # 0 e tomemos
0 # a € B(R). Entdo existem aj,b; € S(R) com a = a1b;. Repetindo
o argumento, iniciando com a; em vez de a, nés temos a = asbob; para
az, by € B(R). Por inducdo, obtemos a seqiiéncia {by, by, ...} de elementos
de B(R) tais que para cada m > 1, existe a,, € S(R) com a = a;by, ... bs.
Por outro lado, B(R) = Z(R) ¢é T-nilpotente a direita e, assim, obtemos

a = 0, o que é uma contradicao.

Caso 2. Suponhamos que R satisfaz a (c.c.d.) sobre os anuladores principais
a direita. Visto que o nil radical generalizado Ny(R) ¢é completamente primo,
Z(R) C Ny(R) pelo Lema 3.12. Assim, Z(R) C B(R) se Ny(R) = B(R). Se
Ny(R) # B(R), nés temos Ny(R) = (Ng(R))2 # 0 de acordo com o Lema
3.7 (vi). Isso implica Z(R) C N,(R) pelo Lema 3.12. E entdo, pelo Lema
3.10, Z(R) C B(R) em qualquer um dos casos. Logo, utilizando o Lema
3.9, B(R) = Z(R) e R/B(R) é um anel primo que nio possui elementos
nilpotentes nao nulos. Logo, [(R) é completamente primo. Finalmente, se
B(R) nao é nilpotente, como no caso 1 nds obtemos [F(R) = (ﬁ(R))Z # 0.
Assim, Z(R) C B(R) o que é uma contradicao. O
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Corolario 3.13. Seja R um anel distributivo a direita que satisfaz a condi¢ao
(C) e a(c.c.a.) sobre os anuladores principais a direita. Entao, B(R) = Ng(R)

onde N4(R) é o conjunto dos divisores de zero a direita de R.

Demonstracao: Obviamente, G(R) C Ny(R). Para mostrar a outra in-
clusdo, suponhamos por absurdo que existe a € Ng(R) tal que a ¢ ((R)
ou, de forma equivalente, dgr(a) # 0 e a ¢ [(R). Conseqiientemente,
dr(a) Cdg(a®) C ... e a™ ¢ B(R) para qualquer inteiro n, visto que B(R)
é completamente primo. Por hipdtese, existe m tal que dgr(a™) = dg(a™").
Tomemos qualquer 0 # b € dg(a). Desta forma, ab =0 e, entdo, segue que
be B(R) Ca™R. Logo, b= a™x para algum x € R. Assim, a™"z =0, o

que nos leva a b= a"x =0, que é uma contradicao. O

Vamos encerrar o trabalho com o Teorema de Posner que comentamos

anteriormente e que passa a ser uma consequiéncia do Teorema 3.3:

Corolario 3.14. ([17], Teorema 2) Seja R um anel de cadeia a direita que
satisfaz a (c.c.a.) ou a (c.c.d.) sobre os anuladores a direita. Entao o radical
primo B(R) de R é igual ao conjunto T'(R) dos elementos nilpotentes de R e

¢ um ideal completamente primo de R.

Demonstragao: De acordo com a Proposicao 1.27, pelo fato de R ser um
anel de cadeia a direita, R é um anel distributivo a direita. Além disso, R é
um anel local e o nico ideal a direita maximal é exatamente o radical de Ja-
cobson J(R). Pelo Corolario 2.25, J(R) é um ideal (bilateral) completamente
primo. Logo, utilizando o Teorema 3.3 segue que o radical primo F(R) de R
é completamente primo. No Capitulo 1, vimos que $(R) é um nil ideal de R,
entao S(R) C T(R).

Reciprocamente, se x é um elemento nilpotente de R, existe n € N tal
que z" = 0 € S(R). Mas, B(R) é completamente primo pelo que concluimos
acima. Entao, x € B(R) e portanto, 3(R) = T(R). O
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