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RESUMO

O free-electron laser (FEL) surgiu como uma nova fonte de radiagdo eletromagnética. O
presente trabalho trata do efeito de carga em um FEL especifico: de passagem Unica; €, sendo
que as interacdes relevantes sdo entre o feixe e 0 campo magnético e entre os elétrons (néo
séo estudados os campos auto consistentes do laser). Encontram-se as equagdes de movimento
de cada particula dentro do poco e comparam-se os resultados analiticos com os resultados
obtidos por simulagdo computacional, para os limites de povoamento dos elétrons em uma
situacdo de equilibrio. Posteriormente, se analisa o efeito de carga através dos mapas de
Poincare, introduzindo particulas com uma determinada distribuicdo inicial, dentro do
potencial aprisionador. Conclui-se que a introducdo de cargas aumenta o nimero de graus de
liberdade do sistema, fazendo com que os mapas de Poincaré ndo sejam mais uma boa
ferramenta para analisar a dindmica do sistema. Observa-se, também, o fendbmeno de quebra
de onda no FEL através do efeito do balanco do potencial e de uma distribuicdo inicial de

elétrons diferente da distribuicdo de equilibrio.

Palavras-chave: mapas de Poincaré, free-electron laser, potencial ponderomotriz,

quebra de onda, distribuicdo de equilibrio.



ABSTRACT

Free-electron laser (FEL) was first created as a new source of electromagnetic radiation. The
present work is about the charge effect on a specific FEL: single pass; and, with interactions
between the beam and the magnetic field and between electrons (laser self consistent fields
are not studied). Motion equations of each particle inside ponderomotive well are discovered,
and then analytic results for the limits of electronic population are compared with simulated
ones, in the situation of equilibrium. Afterwards, particles are introduced in the trapping
potential, respecting a defined initial distribution, so the charge effect is analyzed through
Poincaré maps. In conclusion, the introduction of charges raises the number of freedom
degrees of the system. This makes the Poincaré maps not such a good tool to analyze the
system dynamics. The wave breaking phenomenon is also observed in FEL through

oscillation balance effect and an initial electronic distribution distinct of the equilibrium one.

Keywords: Poincaré maps, free-electron laser, ponderomotive potential, wave

breaking, equilibrium distribution.



SUMARIO

I 101 (0o o Lo TS USRS 1
2. O Nascimento do Free-EIeCtron LaSEr.........ccccoviiiiieiiiiieici s 4
3. Os Lasers ConvencionaiS € 0 FEL........ccccoiiiiiiiiecce e 6
3.1. Descricdo basica do funcionamento dos lasers convencionais.............ccceeeveveeeenne. 6

3.2. Descricio bAsica de Um FEL.......cocoiiiiiiiieeeeee e 9

3.2.1. Tip0s de aCeleratores........ccviveiieiieieiieie e 10

3.2.2. Configuragies do FEL..........cccoviiieiiiiieieeceee e 11

3.2.2.1. FEL de passagem UNICa.........cccccvevueeieieesiesieseesiesreesie e 11

3.2.2.2. FEL 0SCIlAadOr........ooviiiiiiiiieeee s 12

3.2.3. Dispositivos geradores de campo MagnetiCo..........ccovevrereerenereereneneenn 13

4. A Fisica do Free-EICtrON LASEr........coiiiiieiiiieiieiee et 15
4.1. O FEL € realmente Um TaSEI?.......cccooiiiiiiieiieieise et 16

4.2. O FEL ESTUAAAO. .....ccuieiieiiiteieieie ettt 17

4.2.1. O potencial ponderomMOtriZ...........ccceiveiiiiieiie i 17

4.2.1.1. A eSCOINA A TaSE......ccueiiiriiiiiicieee e 26

4.2.2. Interacdo entre as PartiCulas...........cooeveireieneieicne e, 28

4.2.3. EquagOes de movimento para 0 problema...........ccccovveiviinciniicnennn, 35

4.2.4. O PrOQIaMA. .. .cveeieeiiesiisieesie ettt sb et n e nneenne e 37

A.2.4. 0. TESEE Lt 38

B.2.4.2. TSR 2.ttt 40

424201 TESIE 2A. . e 42

4.2.4.2.2. TESIE 2B 46

4.2.4.2.3. TESIE 2C... oottt 49

4.3 Limitacdo do modelo de interago...........ccoovvvvvreniieiiiiniiieen, 52

5. Mapas 0 POINCAIE...........c.coiiieiie ettt te et be e be e sreeste e e e sbaere e 59
5.1. BUSCANAO 0 PEIIOUO. .....ceveeiieiieieee sttt ettt 62

5.2, REQIOES A8 INTEIESSE. . .cuviiiirieitee it itie sttt e et e e eeae e saee s 66



5.3. Curva de perturbagao MAXIMA. ........ccerrireririerieieerie e 72

oI B o (T (oI [ oF: 1 T USSR 75
5.4. 1 SITUAGAOD L.ttt 75
SR O | (VT Lo 1o 1 OSSR 80
5.4.3 SIUAGAD 3.ttt 84
5.5 DISCUSSED. ...tttk b bbb bbbt b bbb 88
5.6 PONtO hIPErDOIICO.......coviiiicic e e e 88
O TNt o] 7= Mo (o O o - TSR 99
T IS (T Vo Lo 0 USSR 100
6.2 SITUAGAD 2.ttt bbbt bbb e ettt nb b 103
TGS (T Vo= Lo TSR PR 106
6.4 DISCUSSED. ... vttt ettt bbbttt e bbbttt b et e et bbb 108
7. CONCIUSAD. ...t bbbttt bbbttt e e bbb bt 110

Referéncia BiblIOGrafiCas..........cciiiiiiiiiicc e 113



1 — Introducéo

As fontes de radiacdo eletromagnética (REM) podem ser naturais ou artificiais. Como
expoente de fonte de REM natural tem-se 0 Sol, a estrela mais proxima da Terra. As fontes de
REM, como diz 0 nome, séo responsaveis por emitir REM. A REM esta dividida em vérias

faixas (correspondente a um intervalo de comprimento de onda):

e Ondas de radio (0.3m < A < o0)1;

e Micro-ondas (1 mm < A < 0.3m);

e Infravermelho (0.75um < A < 1mm);
e Luzvisivel (380nm < A < 750nm);
e Ultravioleta (10nm < A < 380nm);

e Raios-X (1A < A < 10nm);

e Raios Gama (0 < A < 14);

As fontes de radiacdo eletromagnética tém um papel muito importante na sociedade
contemporanea. Elas fazem parte do dia-a-dia de todos. Seja na hora de ligar para alguém,
através de um aparelho de telefonia moével, ou no hospital, ao se fazer uma tomografia
computadorizada com o auxilio de raios-X. Além disso, as fontes de REM sdo usadas em
radares, televisores, fornos de micro-ondas, transmissdo de dados por fibras oOticas, entre

outros.

Essas fontes tém diversas formas de funcionamento. Uma lampada incandescente, por
exemplo, tem o seu filamento aquecido por uma corrente elétrica até uma temperatura a qual
ela emite luz visivel. Entretanto, o aquecimento do filamento ndo apenas converte energia

elétrica em luz visivel, como também, obviamente, produz energia térmica, o que é

A= comprimento de onda.



indesejado. A sua eficiéncia (o quanto de energia elétrica é transformada em luz) €, portanto,

reduzida, justamente, devido a esse aquecimento do filamento.

Com a descoberta de novas fontes de REM no visivel (geralmente chamadas de
lampadas), verifica-se uma gradual substituicdo das lampadas incandescentes por lampadas
mais eficientes. O aumento da eficiéncia de uma simples lampada pode gerar uma economia

extraordinaria de energia para um pais, se parte da populacao utilizar a nova fonte.

Existem, também, regides do espectro que carecem de fontes eficientes e relativamente
baratas. Novas fontes de REM podem ser muito Uteis para essas regifes. E o free-electron
laser (FEL) encaixa-se exatamente aqui. Tanto que, o FEL tera, conforme Tréager (2007),

grande importancia nas regides do infravermelho distante e no intervalo dos THz.

O presente trabalho é dividido em capitulos, para facilitar o seu entendimento:

O capitulo dois apresenta a motivacdo ao surgimento do FEL e, também, um pouco da

historia do FEL;

O capitulo trés traz a descricdo de um laser convencional (quais sdo 0S Sseus
componentes e qual € o principio de funcionamento), bem como, dos tipos de FEL

(componentes do FEL, tipos de FEL...);

O capitulo quatro € destinado a apresentacdo do FEL estudado, elucidando algumas
das hipdteses assumidas para o trabalho: explicando um pouco da fisica do FEL;
demonstrando a forma do potencial ponderomotriz; propondo uma forma de interacdo entre os
elétrons aprisionados; calculando, analiticamente, os limites de povoamento do potencial (e
confrontando com os resultados da simulacdo computacional); e, estabelecendo os limites do

modelo proposto;



O capitulo cinco refere-se a anélise do efeito de carga através dos mapas de Poincare.
Neste capitulo, ha um breve resumo sobre a utilidade dos mapas de Poincare. Utilizam-se o0s
mapas para encontrar parametros interessantes (regides de interesse). Sobre essas regides,
inserem-se elétrons aprisionados no potencial ponderomotriz (com uma distribuicdo de carga
especifica: a distribuicdo de equilibrio). Espera-se que, com a introducéo de elétrons, a forca
de interacdo entre eles faca com que a sua dindmica seja alterada. A competicdo entre a forca
de interacéo e a forca devido ao potencial ponderomotriz pode produzir uma dindmica assaz
complicada. Por outro lado, com uma densidade grande de elétrons, pode ser que a dinamica
deixe de ser complicada, uma vez que a forca de interacdo entre eles restringe a sua

mobilidade. Como pode a dindmica dos elétrons ser afetada pela densidade de carga?

Esta andlise, da dindmica dos elétrons, serd feita através do uso dos mapas de

Poincaré.

Posteriormente, no capitulo seis, hd uma pequena discussdo sobre o efeito de quebra
de onda (wave breaking). Trés tipos de situacBes sdo analisadas, no intuito de verificar a
possibilidade de haver o efeito de quebra de onda no FEL. O efeito de quebra de onda néo é
desejavel para um FEL real. A quebra de onda espalha as particulas no espaco de fases mais

rapidamente, podendo saturar o ganho de amplitude de radiagcdo de forma prematura.

E, por fim, no capitulo sete, é feita uma pequena discussdo sobre os resultados obtidos

no decorrer do trabalho.



2 — O Nascimento do Free-Electron Laser

Antes do nascimento do free-electron laser (FEL), Dirac e Kapitza propuseram, em 1933, que
poderia haver uma grande transferéncia de momento quando as fungdes de onda estacionérias
de um elétron interagissem com um campo circularmente polarizado de um féton de onda
estacionéria. Sendo, entdo, uma forma de se produzir radiagdo coerente. Essa predi¢do ficou

sendo conhecida como efeito Dirac-Kapitza.

Segundo O’Shea e Freund (2001), a emissdo espontanea no espectro visivel e radiagdo
coerente na regido das micro-ondas ja haviam sido observadas no inicio dos anos 50. Motz et
al. (1953) fizeram um feixe de elétrons com 100Mev de energia (obtido com um acelerador
linear) passar por um ondulador, produzindo luz polarizada. Motz tratou os resultados como

aparentemente prom issores.

O primeiro FEL, imbuido de base tedrica, foi construido apenas na metade da década
de 70 por John Madey e colegas (Saldini et al., 2000). Madey (1971) ja havia publicado a
possibilidade de produzir radiacdo coerente usando um elétron relativistico em um campo
magnético transversal e periddico espacialmente e, ainda, calculara o ganho de amplitude. O
FEL de Madey funcionava na regido do infravermelho, produzindo radiacdo coerente em um
comprimento de onda de 3.4 um [Madey et al. (1977)]. Operava na configuragéo oscilatoria,
ampliando o feixe de CO, com o uso de elétrons livres relativisticos gerados pelo Stanford

Superconducting Linac?.

Segundo Dattoli (1993), porém, a grande competicdo entre fabricantes de lasers e

masers pode ter sido o principal fator prejudicial ao surgimento, ou desenvolvimento, do FEL.

2 Atitulo de curiosidade, esse acelerador linear foi construido em 1962 e ajudou pesquisadores a conquistar, pelo

menos, quatro prémios Nobel, conforme http://www.slac.stanford.edu.


http://www.slac.stanford.edu/

Novas propriedades e novos materiais para constituir os meios-ativos eram vastamente

pesquisados, 0 que impedia o surgimento de fontes alternativas de radiagéo.

O FEL converte a energia cinética dos elétrons do feixe em radiacdo [Ready et al.
(2001)]. Como serd visto adiante, isto se d& porque o feixe de elétrons incidente (com
velocidade relativistica) interage com o campo magnético gerado por um dispositivo gerador

de campo magnético (DGCM).



3 — Os Lasers Convencionais e o FEL

Apesar de muito promissor, o FEL enfrentou algumas dificuldades no seu desenvolvimento,
em especial porque os aceleradores de particulas eram demasiadamente onerosos e ndo muito

desenvolvidos.

Entretanto, o FEL tera duas areas de importancia: fontes de radiacdo de alta poténcia

média e comprimentos de ondas pequenos [O’Shea ¢ Freund (2001)].
3.1 — Descricao basica do funcionamento dos lasers convencionais

O FEL surgiu como uma nova fonte de radiacdo coerente, diferente dos lasers convencionais.
LASER ¢é um acrénimo de Light Amplification by Stimuled Emission of Radiation (ou,
amplificacdo da luz por emissdo de radiacdo estimulada). Os lasers convencionais sdo
compostos por: um meio-ativo, um dispositivo que forneca energia para o bombeamento e um
ressonador (ou cavidade ressonante). O meio-ativo® é constituido de um sistema atdmico ou
molecular, de pelo menos dois niveis (ou, no minimo, trés, para que haja amplificacdo)

[Demtroder (2002)].

Antes da descricdo do funcionamento do FEL, é Gtil explicitar o esquema basico de

funcionamento de um laser:

® Segundo Mendel (2007, pg. 362, em traducdo livre), [...] Quase todos os materiais (exceto metais solidos)
podem ser usados como meios-ativos em lasers. [...] A eficiéncia e as propriedades possiveis para o laser
limitam esse nimero, que, ainda assim, é grande. [...] Em qualquer caso, a agdo do laser (emissao estimulada)
ocorre entre pelo menos dois niveis de energia (ou bandas) da matéria... Ou seja, 0 meio-ativo deve ser um
material que permita a transi¢éo entre pelo menos dois niveis quando interage com o feixe incidente, propiciando
a emisséo estimulada.
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Figura 3.1: Esquema simplificado de um laser, onde R é a refletividade.

A funcdo de cada componente do laser pode ser descrita conforme Menzel (2007, pg.

O feixe incidente interage com o meio-ativo, provocando a emissdo estimulada
de um féton (que, espacialmente, ndo possui direcdo preferencial) de uma
molécula ou um &tomo. A emissdo faz com que o nivel quantico associado a
molécula ou ao 4&tomo decaia para um auto estado de menor energia.

O mecanismo de bombeamento propicia energia para a inversdo de populagédo
no meio-ativo (devolvendo a populacdo para o estado de maior energia).

O ressonador pode ser composto, por exemplo, por dois espelhos [um dos
espelhos tem refletividade (R) inferior a 100% e é através da passagem do
feixe por ele que se obtém o feixe de saida]. Os espelhos refletem os fotons,
devolvendo-os para o meio-ativo. O ressonador é o responsavel pela selecdo
da direcdo de propagacédo, polarizacdo, comprimento de onda, entre outras
caracteristicas. Os fotons refletidos interagem novamente com o meio-ativo
ocasionando novas emissdes estimuladas (ocorre o decaimento de um estado
quéantico, de maior para menor energia, com a emissdo de um foton com
frequéncia correspondente a diferenca de energia entre o estado quantico

inicial e final), produzindo mais fdétons. Por este motivo é necessario um



mecanismo de bombeamento, que faca a populacdo voltar para o estado
quantico de maior energia. Evidentemente, o processo de emissdo ocorre em

cadeia e € o responsavel pela amplificagdo do feixe inicial.

Segundo Christensen (1984), quando se constréi um laser, busca-se: usar a menor
poténcia possivel (ter a maior eficiéncia possivel); priorizar um comprimento de onda;
minimizar os custos de operagédo; adequar o tamanho e peso do laser ao lugar onde ele
operard; fazer com que opere por grandes periodos de tempo sem a necessidade de
manutencdo; e, que sua saida tenha caracteristicas temporais e espaciais especificas, entre
outras. Porém, é dificil satisfazer todas essas condi¢des simultaneamente. Seria interessante se

houvesse novas fontes de radiacdo capazes de atender essas condigdes com um custo menor.

Apesar da descricdo simples, escondem-se problemas bastante complicados no estudo
e no desenvolvimento de lasers. Para os fins desse estudo sera desnecessario estender-se sobre
os lasers convencionais, mas pode-se afirmar que, segundo Menzel (2007), entre 0s principais
problemas (relacionados com o meio-ativo e com grande amplitude ou poténcia do feixe

incidente), estdo:

e Geralmente um meio-ativo responde da maneira esperada para um intervalo
bastante pequeno de comprimento de onda.

e Ao usar um feixe muito potente e com perfil ndo uniforme espacialmente, o
meio-ativo sera aquecido, obviamente, de forma ndo uniforme, implicando em
um gradiente de temperatura. Atrelado ao gradiente de temperatura esta um
gradiente de refracdo. Em decorréncia desse Ultimo gradiente, havera efeitos
ndo lineares ndo desejados, como, por exemplo, a auto focalizagdo (self-
focusing). O uso de um feixe com grande poténcia pode, até mesmo, danificar

irreversivelmente o meio-ativo.



e O uso de feixes com campos eletromagnéticos associados de grande amplitude
(da ordem dos campos eletromagnéticos envolvidos nos &omos ou nas
moléculas) provoca efeitos ndo lineares de segunda e terceira ordem, ou ainda,

de ordens superiores.

Os lasers, portanto, estdo limitados a uma poténcia maxima, determinada,
basicamente, pelo meio-ativo. Alguns lasers contam com mecanismos para o resfriamento do
meio-ativo, na tentativa de reduzir os efeitos recém-mencionados. Entretanto, as solucbes

tornam-se cada vez mais onerosas.
3.2 — Descricdo basica de um FEL

O FEL surgiu como uma nova fonte de radiagdo coerente. Como maiores atrativos, de acordo
com Trager (2007), existem vantagens com relagdo aos lasers convencionais. O FEL pode
produzir radiacdo tdo coerente a ponto de ela ser totalmente definida por efeitos de difracéo.
Como consequéncia imediata dessa propriedade, o FEL poderia ser utilizado para transmitir
radiacdo a longas distancias ou ser Util para a obtencdo de radiacdo altamente focalizada.
Ainda, segundo Ready et al. (2001), deve-se mencionar que o FEL tem um nUmero,
essencialmente, ilimitado de comprimentos de ondas (0 espectro ndo é mais discreto, como no
caso dos lasers convencionais), a poténcia da saida pode ser muito grande e ndo ha risco do

meio-ativo ser danificado.

O comprimento de onda de radiacdo é determinado por uma série de fatores:
velocidade do feixe de elétrons, comprimento de onda do campo magnético atrelado ao
dispositivo gerador de campo magnético (DGCM) e a amplitude deste campo magnético. O
campo do DGCM, geralmente, é fixo, mas a velocidade do feixe e a amplitude do campo
magnético podem ser mudadas, 0 que permite gerar radiacdo em diferentes comprimentos de

onda, embora ndo simultaneamente.



Entretanto, conforme Tréger (2007), os FEL séo relativamente caros. O que torna sua
aplicacdo razoavel apenas para regides onde as outras fontes de radiagdo convencionais ndo
conseguem trabalhar. A saber, essas regides sdo a do infravermelho distante e o intervalo dos

THz.

Uma vez apresentadas as vantagens do FEL, o esquematiza-se, de forma basica, na

figura a seguir:

Acelerador ::::]:I
\____]]\

E:. DGCM E:

Figura 3.2: Esquema simplificado de um FEL unidimensional. O espelho E; tem refletividade de 100%
enguanto E, tem refletividade menor que 100%. O feixe gerado pelo acelerador se desloca da esquerda para a

direita, sofrendo influéncia do campo magnético produzido pelo DGCM.

3.2.1 —Tipos de aceleradores

O acelerador tem o papel de dar energia cinética ao feixe de elétrons. Cabe aqui, como
curiosidade, comentar que até, pelo menos, 1996 a maior parte dos FEL eram construidos
utilizando aceleradores ja disponiveis (existentes) [Freund & Antonsen (1996)].
Recentemente, aceleradores especificos tém sido desenvolvidos para atender as necessidades
exigidas. Com isto, o FEL deixa de ser um instrumento de laboratdrio e abre possibilidade
para ser usado para diversas finalidades, como por exemplo, nas comunicacgdes, na biologia

molecular, na defesa militar, entre outras.
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Existem vérios tipos de aceleradores, conforme Tréger (2007): aceleradores
eletrostaticos®, aceleradores lineares RF (RF linacs®), aceleradores de inducdo (induction
accelerators®), microtrons’, anéis de armazenamento (storage rings®), entre outros. Como o

objetivo do trabalho néo é tratar dos aceleradores, esta discussao encerra-se aqui.
3.2.2 — Configuracdes do FEL

Conforme Saldin et al. (2000), os FEL podem ser divididos em dois tipos: o de passagem

unica (ou amplificador) e o oscilador.
3.2.2.1 — FEL de passagem Unica

O FEL de passagem unica pode ser esquematizado como na figura a seguir:

Figura 3.3: Esquema simplificado de um FEL de passagem Unica.

* Segundo Hellborg (2005), o acelerador de Van der Graaf e o Tandem sdo exemplos de aceleradores

eletrostaticos. De acordo com Wangler (2008), o feixe ganha energia de um campo elétrico constante. A maior

limitacdo dos aceleradores eletrostaticos é que a energia méaxima obtida ndo pode ser maior do que o produto da

carga pela diferenca de potencial, o que ndo passa de dezenas de megavolts.

> Conforme Wangler (2008), nos aceleradores lineares de radio frequéncia (RF linacs), o feixe é acelerado por

campos eletromagnéticos de comprimento de onda compardvel a radio frequéncia com uma dependéncia

temporal harménica. As vantagens dos RF linacs é que os feixes podem alcancar alta energia com alta qualidade

(pequeno diametro do feixe e pequena diferenca de velocidades entre as particulas do feixe).

® para Moskalev e Sergeev (2003), o acelerador de induco transfere energia cinética para um feixe de elétrons

por meio de um campo elétrico produzido por uma mudanca do fluxo magnético.

' Para Chao e Tigner (2002), uma cavidade de radio frequéncia com um intervalo de aceleracéo é colocada em

um campo magnético uniforme. A aceleragdo ressonante é adquirida pelos elétrons que atravessam esse intervalo

com fase préxima da radio frequéncia ou multiplas.

® De acordo com Dikanski e Pestrikov (1994), os anéis de armazenamento s&o aceleradores circulares onde o

feixe de particulas se mantém circulando (e ganhando energia cinética) por um longo periodo de tempo. Estdo

confinados a uma érbita quase circular pela presenga de um campo magnético produzido por dipolos magnéticos.
11



Na figura 3.3, o feixe linearmente polarizado propaga-se na direcdo do eixo Y.
Paralelos e equidistantes ao eixo y estdo dois conjuntos formados por magnetos com polos
invertidos (os dois conjuntos formados por magnetos formam o DGCM, neste caso), a fim de
produzir um campo magnético com periodicidade espacial. O feixe que se propaga entre 0s
dois conjuntos de magnetos interage com o campo magnetico produzido por eles, dando

origem a radiacdo do FEL.
3.2.2.2 — FEL oscilador

O FEL oscilador, por sua vez, pode ser esquematizado da seguinte maneira:

”

Espelho

Espelho

Figura 3.4: Esquema simplificado de um FEL oscilador.

A principal diferenca entre as figuras 3.3 e 3.4 é a presenca de espelhos na figura 3.4.
No FEL oscilador, o feixe é refletido nos espelhos. O termo oscilador se deve ao fato do feixe
ser refletido nos espelhos, passando diversas vezes pelo campo magnético gerado pelo DGCM
(existe, portanto, interacdo da saida com a entrada). Como na figura 3.2, um dos espelhos tem
refletividade menor do que 100% (esta é a saida). Conforme Trager (2007), o FEL de
configuracdo oscilatoria é limitado para comprimentos de onda pequenos (menores do que 0
ultravioleta). O motivo é simples: ndo existem espelhos com boa refletividade para estes

comprimentos de onda.
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Para os fins deste trabalho, sera estudada apenas a configuracdo do FEL de passagem
unica.
3.2.3 — Dispositivos geradores de campo magnético
Outro componente do FEL é o dispositivo gerador de campo magnético (DGCM). O DGCM
pode possuir distintas simetrias e, evidentemente, cada simetria produzirda um campo
magnético distinto. Os DGCMs mais utilizados séo os helicoidais e os planares, formado por

uma sucessdo de magnetos com polaridades invertidas ou rotadas por 90°. No presente

trabalho, 0o DGCM do FEL estudado sera planar, representado a seguir:

T E T

VARV
e

Figura 3.5: DGCM planar produzindo um campo magnético sinusoidal sobre o eixo da coordenada q. Apgem

corresponde ao periodo do campo magnético gerado (equivalente ao intervalo entre dois magnetos com a mesma

polaridade).
Os DGCMs podem ser onduladores (undulators®) ou wigglers. Segundo Brown et al.

(1983), a distincdo entre onduladores e wigglers se da por um parametro (K), que € igual a:

K =0.934 BO [T]}\DGCM [Cm] 10

% Conforme Motz e Luchini (1990), o termo undulator foi introduzido por Motz, em 1951, com base na palavra
latina unda (onda) e significa fazedor de onda (wave maker).

1 Onde: B,[T] é a amplitude maxima do campo gerado pelo DGCM, dada em Tesla e Apgem[cm] é O
comprimento equivalente a um periodo do campo magnético gerado, dado em centimetros.
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Se K< 1, entdio o DGCM é chamado de ondulador. Se K> 1, entdo o DGCM ¢é

chamado de wiggler.
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4 — A Fisica do Free-Electron Laser

No FEL, um feixe de elétrons incidente (com velocidade relativistica), com uma onda
eletromagnética copropagante (ou seja, um campo eletromagnético de radiacdo), interage com
0 campo magnético, espacialmente periodico, gerado por um dispositivo gerador de campo
magnético (DGCM). Da interacdo entre o campo do DGCM e o campo copropagante, nasce
uma onda (chamada de onda ponderomotriz ou ponderomotiva), que viaja a uma velocidade
menor do que a da luz [O’Shea e Freund (2001),]. Essa onda ponderomotiva aprisiona 0S
elétrons dentro de pocos potenciais periddicos [a origem desse potencial ponderomotriz esta

na forca de Lorentz que deflete (periodicamente) os elétrons].

Imaginando apenas um elétron dentro do potencial ponderomotriz (que é, neste caso,
senoidal), ele pode doar ou receber energia do campo (desacelerando ou acelerando,
respectivamente), dependendo da sua fase. Pode-se fazer um paralelo com a imagem de um
surfista: se o elétron encontra-se antes do fundo do pogo (isto &, sua fase é negativa), ele é
acelerado, e, se ele possui fase positiva, ele é desacelerado pelo potencial ponderomotriz. A
estrutura do FEL para um unico elétron (em regime de baixo ganho, como é conhecido)

poderia, portanto, acelerar um elétron ou desacelera-lo.

Com a introducdo de mais elétrons, a interacdo coulombiana entre eles faz com que
eles se comuniquem, abrindo possibilidade para o FEL trabalhar em regime de alto ganho
[high-gain regime]. No regime de alto ganho, os elétrons formam grupos (bunches) na escala
do comprimento de onda da radiacdo. Isto é chamado de modulagédo espacial [Bonifacio et al.
(1990)]. Essa modulacéo espacial faz com que a amplitude da radiagdo copropagante aumente
exponencialmente (ou seja, € um efeito coletivo que faz com que a amplitude da radiacéo

aumente). A evolucdo da amplitude da radiacao € dada pela equacdo de onda.
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O ganho de amplitude atinge a saturacdo quando os elétrons se aproximam o maximo
possivel e o ponto de saturacdo aumenta a medida que aumenta a densidade de particulas

dentro do FEL.

Mas existe uma limitagdo: com o aumento da densidade de particulas dentro do FEL,
também aumenta a repulsdo elétrica entre elas, o que produz efeitos ndo lineares que fazem a
amplitude de radiagdo saturar mais rapidamente (e que inibem, até certo ponto, o crescimento
exponencial da amplitude de radiacdo). Se houver o fendmeno de quebra de onda, o
espalhamento de particulas no espaco de fases sera ainda mais rapido, reduzindo

consideravelmente a saturacdo da amplitude de radiacéo.

O presente trabalho tem como foco analisar o efeito de carga sobre a dinamica dos
elétrons em um FEL (e observar um possivel efeito de quebra de onda), sem levar em conta a
dindmica da amplitude de radiacdo. Ignorar a dinamica da amplitude da radiacdo implica em
afastar-se da fisica que ocorre no FEL, mas, ao mesmo tempo, possibilitara uma melhor

compreensdo do efeito de carga (e especialmente da quebra de onda) sobre o FEL.

4.1 — O FEL é realmente um laser?

Tendo em vista o funcionamento e os componentes do FEL, pode-se fazer o seguinte
questionamento: o FEL é realmente um laser? Schmuser et al. (2008, pg. 7) responderam,

exatamente, a essa pergunta dizendo:

[...] Os elétrons em um laser quéntico convencional estdo ligados aos niveis de energia
atdmicos, moleculares ou de estado sélido, desta forma, pode-se chamar esse dispositivo
de laser de ‘elétron-ligado’, em contraste ao fiee-electron laser, no qual os elétrons se

movem no Vacuo. [...]
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Em certo sentido, o FEL se aproximaria mais dos tubos de ondas viajantes (travelling
wave tubes [TWT]), por envolver apenas a interacdo do feixe com um campo eletromagnético

[Dattoli et al. (1993)].

4.2 — O FEL estudado

Neste trabalho, o FEL estudado tera as seguintes propriedades:

e Serade passagem unica;

e As interagOes levadas em conta serdo entre o feixe e 0 campo magnético e
entre os elétrons, apenas (ndo serdo estudados 0s campos auto consistentes do
laser);

e O estudo do FEL sera realizado dentro de apenas um dos pogos do potencial

ponderomotriz. O poco sera seguido durante todo o0 processo.

Buscar-se-4 analisar a dindmica de varios elétrons presos dentro de um potencial
chamado de potencial ponderomotriz. Espera-se encontrar regides de interesse para a

dindmica dos elétrons com a variacdo dos parametros do problema.

O primeiro passo € construir um campo magnético e um potencial vetor para o feixe e

analisar a forma do potencial ponderomotriz.
4.2.1 — O potencial ponderomotriz

Considera-se um feixe propagando-se ao longo do eixo-z. Uma onda eletromagnética
propaga-se junto com o feixe e possui um campo eletromagnético associado descrito pelo

seguinte potencial vetor:

A, = a,'(y,zt) el W0 ¢ (41)
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O feixe propaga-se em um DGCM que produz um campo magnético espacialmente

periddico descrito pelo potencial vetor:
Apem = apgem'(y) e w2t Wl ¢ (4.2)

Como se observa na equacéo (4.2), o referencial ndo € o do laboratorio (uma vez que o
campo do DGCM nao ¢ estatico). Este referencial, como sera visto adiante, é o do potencial
ponderomotriz. Esta escolha € muito apropriada para simplificar o entendimento e a resolucéao

do problema [Rizzato (1990)].

Procurar-se-d0 as equagdes de movimento para uma particula do feixe. Para esta

finalidade, utilizar-se-a, a relacdo de forca de forma relativistica:
d
F. = m (yv). (4.3)

Onde F. é a forca total resultante, em cada direcdo. A forca resultante € a soma de

todas as forgas que atuam sobre um sistema.

Esta equacdo pode ser escrita como:
q
F.=qE+ EVX B. (44)

Trabalhar-se-4 com o potencial vetor, para fins praticos. Para que isto seja possivel,

devem ser introduzidas as equac6es de Maxwell (para uma particula):

Usando também que:

B=VxA (49)
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Tem-se:

VxXxE = 1aB— a[lv A] 410
X_cat_atcx - (410

Sabendo que a posicdo e o tempo sdo variaveis independentes, a operacdo de derivada

no tempo comuta com o operador rotacional (que é em posi¢éo), portanto:
VXE=-V [1 oA 4.11)
xE = X <ol (4.

E, desta forma:

E = oA 4.12

Uma vez obtido este resultado, a expressdo (4.12), pode-se voltar a expressao (4.4),

reescrevendo-a da seguinte forma:

0A

—q- (413)

qE =

Trabalhando com a outra parte da expressao (4.4):
% vxB = % vx (VxA). (4.14)
Desta maneira:
d JA q
m&(yv) = —qa+ Z VX (VxA). (4.15)

Cabe aqui utilizar uma informacdo importante. Assume-se que y seja praticamente
constante no tempo, ou seja, que y dependa apenas das intensidades dos potenciais vetores do

feixe e do DGCM (e isso é verdadeiro, uma vez que o referencial é o referencial

ponderomotriz). Assim:
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Lo =mys. (16
mthV—mydt. (4.16)

O fator de Lorentz (y), pela equacéo (4.16), age apenas como uma corre¢do de massa.

Portanto, para a velocidade, tem-se a seguinte expressao:

v__a {—a—A+‘—C'x(vXA)}. (4.17)

dt  yml ot

Assim como o potencial escalar, o potencial vetor total pode ser obtido pela

superposicao de varios potencias vetores, de tal forma:
i

O problema, como descrito, conta com dois potenciais vetores. Originados pelo campo

magnético do DGCM e pelo campo do feixe [vide equacdes (4.1) e (4.2)].

Desde modo, (4.22) fica:

AT = Z Ai = AO + ADGCM' (4’19)
i

Usando as expressoes (4.1) e (4.2), chega-se a:
At = A, + Apeem = [Aox + Apilx + [Agy + Apy |y + [Ao, + Ap ]z (4.20)
Entretanto:
Aoy =Apy= A, = Ap,= 0. (4.21)
Ou seja:

Ar(y,2,t) = Ag + Apgem = [Aox + Apxlx  (4.22)
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S6 h& componente ndo nula na diregdo x para At. Usando At em (4.17):

v__4a {—%+‘—CIX(VXAT)}. (4.23)

dt  yml ot

O proximo passo é transformar a equagdo (4.23) em trés equagbes, uma para cada

componente. Para fazer isso, calcula-se o termo:

X y z
a d 0

VxAr = E a_y 32l (4.24)
Ary 0 O

0 0
Vx AT = _ATX.V — a_yATXZ (425)

0z
E:
0 d
v [VxAf] =vx {EATX},_O_yATXZ}' (4.26)
Deste modo:
X ¥ z
Vy vy v,
vx [VxAg] = 9 9 . (4.27)
0 &ATX ay ATX
Ou ainda:

0 0 0 0
vx (VxAr) = _Vya_yATX —VZ£ATX]X + [VX£ATX]2+ VXO_yATX]y' (4.28)

Com isto, a expressédo (4.27) esta dividida em trés equac6es, uma para cada dimensao:
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(dvy g { 0A Ty d 0 }
dt ~ yme C 5t vy ayATX v, azATX . (4.29)
dv q 0
< —=-Th—anl @
dt ymc Vx 8yATX (4.30)
v, __d { N } 4.31
\ dt  ymc Vx g, Txf (4.31)

Despreza-se movimento no eixo y, assumindo que as forgas ponderomotrizes
transversais sdo focalizadas. As particulas sdo atraidas para y = 0, onde 0s campos sdo

localmente homogéneos. Portanto, a velocidade no eixo y é igual a zero.

dvy _ q{ aA }—0 4.32
dt_ymcvxay Tx( — Y- ( )

Trabalhando a equacédo (4.29):

dvy q { 0ATy 0
dt  ymc

0
= C ot _vya_yATX_VZEATX}' (4.33)

Sabendo que At ndo depende de X, conclui-se que:

9]
VX&ATX(y, z,t) =0. (4.34)

Adicionando a expressao (4.34) a expressao (4.33):

dvy q { 0ATy 0 0
dt ymc

0
= CT—VYa—yATX _VZ&ATX_VX&ATX}' (435)

Lembrando que:

9 ox0
Yxox ~ atox’
9 ayo
<Vy6—yzaa—y.
d 0zo0
\"28z ~ dtoz’
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Reescreve-se a equacao (4.39):

dvy  q 0Ary dy 0 d0z 0 0x d

. e A e Apy — A b (436
dt _ymc) ot gtay ¥ ataz X otgx ™ (4:36)
0

0

dvy q{ d dyad 0z0 GXG}A 437
dt ~ymel Sat dtay otz avaw e (437)

0 dyd 0zd 0x0 d

ot otdy atdz odtox  dt’ (4.38)

Obtém-se:
dvy q
— =———Aq,. 4.39
dt ymecdt ¥ (4:39)
ve= ——L AL (440)
X yme Tx* .

Se 0 movimento do feixe é dado, inicialmente, no eixo z, e, como suposto, ndo ha

movimento na direcdo do eixo y, a velocidade no eixo x corresponde a velocidade

perpendicular.

q
=-——Anx. (441
vy ymc TxX ( )

Pode-se substituir a equagéo (4.41) na equagéo (4.31):

ddvtz - (ﬁ)z {%%('ATXW}- (4.42)

Lembrando que:

Ar(y,2,0) = a,/(y,z,t)elkewtHe) aDGCM,(Y)e_i(kWZ+Wt)- (4.43)
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Para a condigdo imposta de v, = 0, assume-se que:
apgem' (¥) = apgemcosh(k py).
Usa-se para a,’, entdo, a seguinte relacao:
a, (y,z,t) = a,(z t)cos(k, y).

Mas supondo injecédo de particulas em y = 0:

Aty (v,2,1) = a,(z,t)el W0 4 g0 - e ikwz+wt (4 44)
Assumindo para este trabalho que a amplitude de radiacdo é constante, ou seja:

a,(z,t) = a,.

Tem-se que:

|Argl? = a2 + apgem? + 2apapgemcos(kz + kyz + 0).  (4.45)
Verificando a condicdo de casamento de fase, que é tal que:

kp =k+ky. (4.46)

Onde k, é o numero de onda do potencial de aprisionamento (ponderomotriz).

Portanto, a equacdo anterior reduz-se a:
|ATX|2 = aoz + aDGCMZ + ZaoaDGCMCOS(kpZ + 9) (447)

Cabe aqui dizer que a velocidade de propagacdo da onda ponderomotriz (no

referencial do laboratério) é dada por:

v, = (4.48)

k+ Ky,
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Onde c ¢ a velocidade da luz no vacuo. Percebe-se que particulas com velocidade zero

no referencial do potencial ponderomotriz, tem velocidade dada por v, no referencial do

laboratorio.

Através das equac0es (4.44) e (4.47), finalmente, obtém-se:

de_( q

2
Tt \FC) aoapgeM kpsin(kpz + 9). (4.49)

Entretanto (com y constante):

(4.50)

Logo:

2

q
F, = yme? ——3a,apgeMm K sm(k z+ 9) (4.51)

Lembrando que:

Onde se obtém:

0

0 0 0
F=-Vo=Fx+Fy+F,z=—- {—x+a y+az }(D.

Identificando:

Assim:

— —® =——ajapgem K sm(k z+ 9) (4.52)
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Ou ainda:

2

® = —\%aoaDGCM[k + Ky f sin([k + kylz + 0) dz.  (4.53)

Portanto:

2

q
D = WaoaDGCM cos([k + ky ]z + 6).

2

q
D, = ~mez odpGem cos{kpz +6}.  (4.54)

E este € o potencial ponderomotriz (de aprisionamento) para uma particula. Como se
pode ver, a auséncia da frequéncia w e de uma dependéncia temporal explicita justifica o
nome do referencial, uma vez que este referencial acompanha o potencial ponderomotriz do

problema.

Como foi dito anteriormente, a fase 6 é muito importante para a solucéo do problema.
Uma escolha errada de fase pode fazer com que os elétrons ndo sejam aprisionados pelo

potencial ponderomotriz.
4.2.1.1 — A escolha de fase

O quanto os elétrons sdo aprisionados depende do potencial ponderomotriz sobre eles. A
escolha feita para o referencial tem um papel importante na determinacéo da fase do feixe de

elétrons.

Quer-se que o aprisionamento ocorra nas imediagdes de z = 0. Portanto, o potencial

ponderomotriz deve ser, em valor absoluto, maximo neste ponto.

2
q
ch(Z =0) = WaoaDGCM |COS{9}| = |q)pmax|- (4.55)
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Isto acontece quando:
|cos{0}| = 1.
Ou seja, quando a fase 6 do feixe é:

0 =0ouT.

2
Define-se wi—czaoaDGCM como uma quantidade positiva. Deste modo, pode-se calcular

a fase.

A fase sera escolhida de tal forma que, em z = 0, o potencial (dado como Acos{6},

neste ponto, com A sendo uma constante real positiva qualquer) serd minimo.

lx)
alx)

05 -

05 +

Figura 4.1: A curva em verde representa a fase 6 = 0 e a curva em vermelho representa a fase 6 = .

Portanto, o potencial € minimo, no ponto z = 0, para a fase:

0 =T

Dessa maneira;
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2

q
D, = ~mc dodpGcu cos{kpz + }.  (4.56)

E como:
cos{kpz + 1} = —cos{k,z}. (4.57)

Tem-se, finalmente:

2

q
D, = ~ e 2oacu cos{kpz}. (4.58)

E, enfim, o problema esta resolvido, pelo menos quanto a relacdo particula-potencial

ponderomotriz.

O objetivo do trabalho é analisar a dinamica de elétrons interagindo dentro do poco

ponderomotriz. Porém, como sera considerada essa interacdo? E possivel encontrar a

dindmica analiticamente? A proxima secdo versa sobre como serd considerada a interacdo

entre as particulas.

4.2.2 — Interacdo entre as particulas

Dentro do potencial ponderomotriz sdo colocados elétrons que interagem entre si.

Analiticamente, a forca exercida sobre cada elétron é dada pela soma discreta das forcas

exercidas por todos os outros elétrons sobre ele. Ou seja:
N
Fri = z Fll (4’59)11

j#i

De forma que:

1 Onde F;i, € a forca elétrica exercida por j sobre i e N € o nimero total de elétrons.
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N q2
Fri = Zr—zr,] (460)
1]

j#i

Para que o problema fosse resolvido analiticamente, ter-se-ia que as posi¢oes relativas
entre os elétrons mudariam a cada intervalo infinitesimal de tempo. Isso levaria a calcular a
forca que cada particula exerce sobre a outra em cada intervalo infinitesimal de tempo. Neste
trabalho, buscar-se-4 analisar a dindmica de um sistema com varios elétrons [0 nimero total
de elétrons (N) é muito grande (por volta de milhGes, pelo menos)] durante um intervalo
significativo de tempo. Nota-se, imediatamente, que mesmo para um computador, é inviavel

calcular exatamente a forca sobre cada elétron por um tempo muito grande.

Diante deste problema, urge a necessidade de simplificar o modelo. A simplificagéo

sera dada da seguinte forma (conforme modelo de Rizzato et. al. (2009)):

e Considera-se que os elétrons estejam uniformemente distribuidos sobre N placas de
area muito grande, tendo essas placas, portanto, densidade igual a o (todas as placas
possuem a mesma carga ng);

e Em vez de calcular a forga exercida por todos os elétrons sobre um elétron, sera
calculada a forca de todas as placas sobre uma placa;

e As placas estardo dispostas perpendicularmente ao eixo de estudo (e de relevancia), ou

seja, ao eixo-z. A dindmica do problema sera estudada apenas sobre este eixo;
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XYy

|5

VA
2

Figura 4.2: Exemplo de placas, de 1 a 5, com &rea A e dispostas paralelamente aos eixos x e y.
Este conjunto de simplificacfes permite escrever a forca sobre uma das placas como:
Fl‘i = Z Fll (4’61)12
j#i

Para calcular a forca gerada sobre cada placa, é conveniente encontrar, primeiramente,

0 campo elétrico sobre cada placa. Que sera:

N

j#i

A vantagem, até agora, ndo é muito grande desse modelo com relacdo ao analitico. A

Unica diferenca é que se reduziu o namero de particulas, de nN para N.

Outra suposicéo do modelo diz que a area de cada placa é grande, grande com relacéo

a distancia entre elas. Permite-se dizer, disto, entdo, que o campo elétrico produzido por cada

12 Onde, agora, i e j representam as placas i e j e ndo mais os elétrons i e j.
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placa pode ser considerado uniforme e, assim, pode ser calculado via Teorema de Gauss,

como se pode ver na figura a seguir:

1y
VA o _
2 | |
| |
+— |
U3 —>
| | M2
| | ,
| |
)
| |
| |
VA | |
— S

Figura 4.3: Em vermelho esta a placa (p1). As linhas azuis pontilhadas denotam as superficies gaussianas. Os
n’s sdo as normais as superficies ¢ os E’s sdo 0s campos elétricos gerados pela placa (que, como foi mencionado,
é uniforme).

Da figura, obtém-se que:

VA/2 ~VA/2
f Epyndxdy = 4mng.  (4.63)

—A/2/-/A/2
Recorrendo novamente a figura, sabe-se que:

Elnz.
Epy = {Ezng_ (4.64)

n,t.

n=1{ 2% (4.65)1
n3(—z). '

n,(—t).

13 Onde t é qualquer componente ou combinacéo de componente na direcdo perpendicular & coordenada z.
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Logo:

VA/2 VA/2 VA/2 ~VA/2
f f Ep1 ndxdy = f f (Einy + E;ng)(ngt + nyz — ngz — n,t) dxdy.

VA/2)—A/2 VA/2)—VA/2

Usando a propriedade de ortogonalidade do produto escalar:

VA/2 VA/2 VA/2 \/—/2
f f Ep1 ndxdy = f f — E,) dxdy.
VA/2/—\A/2 VA/2J—VA /2

Identificando:

El :_EZ :E

vA/2 ~VA/2 VA/2 ~VA/2
f f Epp ndxdy = 2E f f dxdy.

—VA/2J-VA/2 VA/2 /A2

E, assim:

VA/2 VA/2
f f Epp ndxdy = 2 EA.
VA/2J)—A/2

Esta integral, como foi visto, é igual a:
2EA =4mnq. (4.67)

De modo que:

Ou:

nq
E= ZHXZ =2noz. (4.68)14

! Onde o é a densidade de carga na placa.

(4.66)
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Este € o campo elétrico gerado por cada uma das placas.

O campo entre duas placas pode ser visto na figura a seguir:

VA
2
Z
=
E
VA
7

Figura 4.4: Exemplificando o campo entre duas placas.

De forma que o campo elétrico fica:
n
E; = Zan(z —(-z)) =4noz. (4.69)

Com este campo, € possivel calcular a forga exercida:

n
F12 = [Z ql] 410 Z.
i=1

Como todas as cargas sao iguais, tem-se que:

(nq)?

Fi, =4mnqoz = 41 Z.

Para calcular a forga sobre uma placa, utilizar-se-a4 o exemplo que decorre:
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N[5

VA
2

Figura 4.5: Exemplo para calcular a forca exercida sobre a placa P;.

A forca sobre P, é:

N
FPl = Z F]'pl.

j#i

Como foi visto, os campos elétricos tem 0 mesmo modulo. Assim, constrdi-se que:

(nq)?
Fp, = 41‘[T [Nesqpl — Nairp, 2. (4.70)15

Reescreve-se a Ultima equacdo como sendo:

Py

4mN(nq)? [Nesqp,  Nairp,
= — . 4.71
A [ N N = 37D

Fica evidente que:

N
0<%Pls1.

Ngirp
0<—=<1.
N

> Onde Nesqp, € 0 NUmero de placas a esquerda de P; e Ng;.p, € 0 nimero de placas a direita de P;.
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E, como parametro, estabelece-se:

_ 4mN(ng)?

= . 4,72
Pb A >0. (4.72)

De modo que a forca de interacdo sobre cada placa é igual a:

= 4.7
' N N (4.73)

4.2.3 — Equacdes de movimento para o problema

Basicamente, duas espécies de forca atuam sobre cada placa: a forca de interacdo entre as
placas e a forca proveniente do potencial ponderomotriz. Estas forcas descrevem,

inicialmente, 0 movimento de cada placa e, assim, a dindmica do sistema, como um todo.
A forca gerada pelo potencial ponderomotriz sobre uma particula, como foi visto, €
igual a:

2

q .
F,=- WaoaDGCM[k + kw] Sll‘l([k + kW]Z)' (4'74)

A forca do potencial sobre a placa deve ser, portanto:

q’n .
F, = —WaoaDGCMkp sm[kpz]. (4.75)

Estabelecendo outro parametro:

q°n
Pa = maoaDGCMkp > 0. (4’76)

Assim:
F, = —mp, sin[kpz]. (4.77)
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Nota-se que 0s pardmetros p, € py Sdo completamente independentes. Ou seja, pode-
se alterar um sem alterar o outro. Isto, simplificadamente, porque a amplitude do campo do
DGCM pode ser ajustada sem estar atrelada a densidade ou quantidade de cargas e placas

presentes no potencial ponderomotriz.

A forca sobre cada placa i seré:

Noco: Noasos
F,=—-mp, sin[kpzi] + mpy [ el:]ql — Erl]. (4.78)

Nesqi Ndiri

N N

F; = m{—pasin[kpzi] + py [ ]} (4.79)

Uma vez encontrada a forca resultante sobre cada placa, € possivel descobrir a sua

posi¢cdo em um instante de tempo posterior, onde se poderia fazer, por exemplo:

ai(t) -,
z;(t + At) = z;(t) + vi (DAt + > [At]*. (4.80)
Onde, enfim:
F; Nesqi  Nairi
a;(t) = El = —pasin[kpzi] + Py [ 'i\slql — i}“]. (4.81)

O movimento de cada placa é, entdo, afetado, pelo nimero de placas que estdo a sua
direita e esquerda, bem como, depende da densidade de elétrons nas placas, da amplitude do

campo do DGCM, da sua posicédo e, também, da sua velocidade.

A relacdo de aceleracdo proposta tem varias vantagens. Entre as principais estdo:

e Ela possibilita uma comparacao direta entre a for¢a do potencial ponderomotriz e a de

interacdo. Uma vez que p,e p;, S&0 0s valores maximos que essas forcas podem ter;
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e O valor relativo entre esses dois parametros (p,/pp), quando igual, reproduz a mesma

dindmica das placas;

Ainda que a equacdo tenha se simplificado enormemente supondo que os elétrons se

agrupem em placas, € impossivel (ou melhor, seria extremamente demorado) calcular a

equacdo de movimento para todas as placas (e esta conta seria repetida por milhares de

vezes).

A solucdo é calcular as equacOes de movimento através de um programa de

computador. O problema exige uma boa acurécia, de modo que as equacdes serdo resolvidas

com o método Runge-Kutta de quarta ordem, utilizando a linguagem FORTRAN.

4.2.4 — O programa

O método escolhido para atacar o problema é o Runge-Kutta de quarta ordem.

Resumidamente, conforme Scherer (2005), 0 método consiste em usar médias ponderadas de

uma funcdo f (que aqui é a equacdo 4.81), dentro de apenas um passo temporal (entre t; e

ti+1) de forma que:

F1 = f(X],t])
F,At At
Fz = f(X] +T,tj +?)
F,At At
F3 = f(XJ +T,tj +?>

F4_ = f(X] + F3At, t] + At)

At
Xj+1 = X]' + Z(Fl + 2F2 + 2F3 + F4)
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A integracdo a cada passo temporal € feita com o0s pesos acima, 0 que diminui

enormemente o erro intrinseco da programacao.

Uma vez tendo sido feito o programa, é necessario testa-lo, para ver se esta certo. E

este € 0 tema da subsecédo subsequente.
424.1—Testel

Testa-se 0 movimento de uma Unica placa, buscando uma equacdo de movimento analitica.

Conforme a expressédo (4.81), a equacdo de movimento é dada por:

F;

aj(t) = - = —pasin[kpzi] + Py [

N N

Nesqi Ndir i]

Tomando py, = 0:
aj(t) = —pasin[kpzi]. (4.82)

Supondo que kpz; < 1, chega-se a (aproximacdo parabdlica do potencial e linear da

forga):
Z,(t) = _pakp zi(t). (4.83)

Que é a equacgdo de um oscilador harmdnico com frequéncia igual a:

W= ’pakp. (4.84)16

A pergunta a ser feita é: Quando se tem a condicdo k,z; «< 17?

Sabidamente a aproximacao lim,_,, sin[x] = x, é valida para angulos menores do que

10°. Assim:

1% 0 valor negativo esta de acordo, uma vez que p, € menor do que zero.
38



sin(—10°) < sin{kpzo;} < sin 10°.
Usando que:
1rad = 57,2956°.
10° = 0,174533 rad.

Assim:

—0,174533 0,174533

- < 7 S~ (4.85)17

p p

Usando que k,, = 4m?, se z; for:
—0,00442 < zy; < 0,00442.

A particula, analiticamente, deve oscilar como um oscilador harménico simples. O

grafico obtido pelas simulagdes foi:

" Onde zo; € 0 valor inicial da posigao da placa j.
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Figura 4.6: As linhas verde e azul representam a amplitude do movimento. Como condig&o inicial foi escolhido

que a posicdo valeria 0.1/k, (que esta dentro do limite da aproximagdo), com k,, = 47? e p, = 1, 0 que acarreta

emum w = 2w e emum periodo T = 1.

O grafico foi exatamente de acordo com as predicGes. O programa foi efetivo no teste:
reproduziu um movimento harmdnico simples sem a interacdo com outras placas, na regiao de

validade da aproximacdo linear para o seno.

4.2.4.2 —Teste 2

Um segundo teste é proposto: analisar a distribuicdo das placas em uma situacéo de equilibrio.
A ideia é relativamente simples: para que as placas estejam em equilibrio, a forca sobre cada

placa deve ser nula, de forma que:

0 =F, — Fgist 2 Fz = Fgist-

Entretanto, disto decorre que:
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®, = Dyig.  (4.86)18
m
Dgise = P, = ~ T Pa cos{kpz}. (4.87)
p
Sabendo que:

A
V - Edist = 8_ (488)19
0

E que:
Egist = —V®gist-

Tem-se que:

A
V- (Vyis) = o
0

De forma que:

V2D g = —l 4.89
dist . ( )
€o

Assim:

Sabendo que:

m

d? d? { }
— [Pgist] = ==1{——pa cosikyzir. (4.90)
dzz "~ dzZ| k, ° p

A(z) = Mk, cos{kpz}. (4.91)

'8 Onde dg;q, € 0 potencial associado a distribuigao.
1% Onde A é a densidade linear de placas.
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Esta curva determinaria a distribuicdo de placas se houvesse um continuo de placas.
Como ndo é o caso, a integral dessa curva, ao longo de z, no intervalo em que ha, de verdade,

distribuicdo, deve corresponder ao nimero de placas.

Ou seja:

fzh(z)dz =N. (492

—Z

Uma pergunta que pode surgir é: como encontrar a solucdo de equilibrio atraves do
programa? A resposta € relativamente simples: introduz-se um termo de amortecimento no
programa. Mais especificamente, no termo de forca, de modo que o movimento das placas
seja reduzido gradualmente (e quanto mais lenta essa reducdo, melhor). A equacdo de forca

para cada placa fica com o seguinte aspecto:

Nesqi  Nairi
el\slq‘—% +bvi}. (4.93)20

F; = m{—pasin[kpzi] + Pp [

Desta forma as placas migram para regides onde a forca resultante sobre elas (essa
forca resultante ¢ a soma das forcas de interacdo com as outras placas e com a forca

ponderomotriz) seja nula.

E necessério atentar que ao cabo do tempo de integracdo realmente ndo haja mais
movimento. Se ainda ha movimento é porque ainda ha forca resultante sobre as placas e,

logicamente, as placas ndo estdo em equilibrio.

4.2.42.1—Teste 2A

% Onde b é o termo de amortecimento e v; é a velocidade de cada placa.

42



O primeiro teste foi realizado com a forca ponderomotriz sendo muito superior a forca de
interacdo entre as placas (mil vezes, em media). O programa foi rodado com 200 placas

interagentes e com 0s seguintes parametros:

pa = 1.0,
pp = 0.001,
k, = 4m?,
b = —0.1.

E importante ressaltar que as velocidades iniciais de cada placa so iguais a zero e que
a distribuicdo espacial inicial de placas foi aleatoria e préxima da origem (dentro da

aproximacéo parabélica para o potencial®!).

E de se esperar que as placas povoassem as cercanias do poco do potencial
ponderomotriz (z = 0), uma vez que a forca exercida pelo potencial € muito maior do que a
forca de interacdo entre as placas. Com esta consideracdo é possivel aproximar a seguinte
equacéo:

d? d? m
P [chist] = @ —k—ppa COS{kpZ} . (494)
Supondo, entdo, que o0 cosseno pode ser aproximado como uma parabola, préximo da

origem, tem-se:

d2 dz m 2
32 [Paist] = 571~ Pa {1-kpz} { =H. (4.95)
P

2! De forma alguma essa condic&o é necessaria. A distribuicéo inicial poderia ser dada em qualquer regido dentro
do potencial. Escolheu-se que fosse proxima a origem para diminuir o tempo até que todas as placas atingissem o
equilibrio.
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Ou seja:

Az) < H.  (4.96)2

A distribuicdo de placas € independente de z, se ela encontra-se perto da origem. Isto
quer dizer que o numero de placas para intervalos iguais perto da origem é igual, ou ainda,

que a distribuicdo de placas perto da origem é uniforme.

Pode-se fazer uma aproximacao para saber os limites da distribuicdo. Sabendo que:

I\Iesqi _ Ndiri]} -0

F; = m{_paSin[kpZimax] + Py [ N N

Tem-se:

N N

Nesai  Ngiri
_pasin[kpzimax] = —Ppp [ kL dir 1].

Considerando que as placas estdo todas a esquerda de imax:

sin[kpzimax] = &. (4.97)

a

Substituindo os valores de p, e py, € aproximando 0 seno:

0.001
Z; = .
1max kp

Como existe simetria no problema, com relacdo ao eixo-z, pode-se dizer que o valor

minimo da distribuicdo é:

0.001
Zimin = — Kk .

22 Onde H é uma constante.
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0.001 0.001
)
kp © kp

E facil ver que se o intervalo z = | ] for dividido em dez partes iguais,

pela distribuicdo ser homogénea, devera haver vinte placas por intervalo. Pode-se comparar

esse resultado com o obtido pelas simulagdes:

30

20

Numero de Placas

Intervalo

Figura 4.7: Histograma de distribuicdo das placas em dez intervalos iguais entre z = [—2.52x1075,2.52x1075].
A curva em verde representa o resultado analitico (exatamente igual ao da simulagdo, que estd em vermelho).

Pode-se comparar mais claramente o resultado da simulacédo e o analitico. O namero
de placas em cada intervalo é igual na simulacdo, como se supds ser. Além disso,
analiticamente, foi encontrado um limite inferior e outro superior (simétricos) de ocupacao

das placas. O limite encontrado foi:

0.001

Zimax/min = + k.
p

Usando k,, = 4m?, tem-se:
Zimax/min = i 2533X10_5

Este € o valor analitico. O valor encontrado nas simulacdes foi:
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Zimax/min = 4 2.52036x107°,

simulagdo

Os valores encontrados sdo muito proximos. Proximos o suficiente para dizer que o

resultado é bom.
4.2.4.2.2 —Teste 2B

Roda-se 0 mesmo programa com parametros diferentes (usando, também, 200 placas):

Pa = 1.0,
pp = 0.1,
k, = 4m?,
b = —0.1.

Novamente, é importante ressaltar que as velocidades iniciais de cada placa eram
iguais a zero e que a distribuicdo espacial inicial de placas foi aleatoria e proxima da origem.
O resultado, em si, ndo depende da distribuicdo inicial espacial, ou de velocidades, das placas.
Privilegia-se essa configuracdo para o resultado ser obtido mais rapidamente (demandando

menos tempo de programacao).

Desta vez, a interacdo entre as placas comeca a ter um papel representativo, se
comparada com o potencial ponderomotriz (as placas, a principio, ndo estdo mais tdo
préximas da origem). Pode-se, mesmo assim, analiticamente, descobrir a forma da

distribuicdo. Relembrando a expresséo (4.94):

d? 2 ( m N
122 [Paist] = 12 —k—ppa cos{kpz}p = ——.

Donde se extrai:
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A(z) = MKk, cos{kpz}.
E, como:
Zmax
f A(z)dz = N.
—zZmax
Sabendo os limites da distribuicdo, pode-se calcular o coeficiente M de normalizag&o.

Encontram-se os limites analiticos considerando que as placas estdo todas a esquerda de imax:

sin[kpzimax] = % .

a

(4.97)

Logo:
KpZimax= sin~1(0.1).

0.1001674

Zimax=———— = 0.002537.
p

Evidentemente:
Zimax/min = i 2537X10_3
Enquanto o valor encontrado nas simulacdes foi:

Zimax,/min = + 2.5245x1073.

simulagao
Mais uma vez, os valores obtidos na simula¢do sdo muito préximos.

Usando os limites analiticos:

0.002537
J M kp cos{kpz} dz = 200.

—0.002537

M sin{0.1001674} — M sin{—0.1001674} = 200..
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M = 1000.
O namero de placas em qualquer intervalo € dado, analiticamente, por:
N, = f Mk, cos{kpz} dz. (4.98)
Ou seja:
Np = 1000 (sin{4n® zs} — sin{4m® z;}). (4.99)23

Os resultados obtidos s&o expressos no seguinte grafico:

30

25 B

20

Niumero de Placas

Intervalo
Figura 4.8: Histograma de distribuicdo das placas em dez intervalos iguais entre z =
[—0.0025245,0.0025245]. Em verde esté a distribui¢do calculada analiticamente e em vermelho a distribui¢do
dada conforme a simulagéo.

A figura 4.8 é praticamente igual a figura 4.7: as duas indicam que as placas estdo
fortemente presas ao potencial ponderomotriz (estdo no fundo do pogo). Além disso, a

aproximac&o linear para o seno ainda é valida.

23 Onde zg é 0 valor méximo de z neste intervalo e z; é o valor minimo de z neste intervalo.
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O ideal para o proximo teste é aumentar significativamente o valor do pardmetro py,

de modo que ndo seja mais valida a aproximacéo parabdlica para o potencial (ou linear para o

Seno).

4.2.4.2.3—Teste 2C

Roda-se, agora, 0 mesmo programa com parametros diferentes (usando, também, 200 placas):

Pa = 1.0,
pp = 0.5,
k, = 4m?,
b =-0.1.

As posi¢des de maximo e de minimo, analiticamente, sdo encontradas quando todas as

placas estdo a esquerda e a direita das extremadas, respectivamente (calculando o maximo):
sin[kpzimax] = 0.5.
Logo:
KpZimax= sin~1(0.5).

0.5236
Z: e —
1max kp

= 0.013263.

Evidentemente:

Zimax/min = i 0013263

Enquanto o valor encontrado nas simulacdes foi:
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Zimax/min = 1 0.01318985.

simulagao
De novo, os valores obtidos na simulacdo sdo muito proximos aos analiticos.

Usando os limites analiticos:
0.013263
f M kp cos{kpz} dz = 200.
—0.013263

M sin{0.5236} — M sin{—0.5236} = 200.
M = 200.

O namero de placas em qualquer intervalo € dado, analiticamente, por:
N, = f Mk, cos{kpz} dz.

Ou seja:
Np = 200 (sin{4n® zs} — sin{4n? z;}).

Os resultados obtidos sdo expressos no seguinte grafico:
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Figura 4.9: Histograma de distribui¢do das placas em dez intervalos iguais entre

z = [—0.01318985,0.01318985]. Em verde est4 a distribui¢do calculada analiticamente e em vermelho a

distribui¢do dada conforme a simulagéo.

Na figura 4.9 é possivel ver que a aproximacdo parabdlica para o potencial

ponderomotriz jA ndo é mais valida. Apesar disso, viu-se que o resultado obtido pela

simulacdo ficou muito préximo daquele encontrado analiticamente.

Para assegurar que as placas encontraram seu estado estacionario, recorre-se ao

seguinte gréfico:
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Figura 4.10: Gréfico da posi¢ao contra o tempo para uma das placas. Nota-se que, com o passar do tempo, a
placa ndo muda mais sua posi¢do (sinal que ndo ha forca resultante sobre ela).

Estes testes servem para mostrar que o programa é confidvel. Se ele integra algo, ele o
faz de forma correta, gerando pouco erro. Depois desta pequena analise, é possivel (e seguro),

computacionalmente, prosseguir o trabalho.
4.3 — Limitacdo do modelo de interacdo

Computacionalmente, os resultados parecem ser confidveis. Entretanto, a hip6tese de
interacdo entre as placas feita na se¢do 4.2.2 merece uma justificativa. Como forma de
justificar o modelo utilizado, recorre-se a uma nova abordagem (real). Nela, os elétrons estdo

confinados préximos ao plano y = 0, de modo que:
Vip = —4n 8(y) d(z). (4.100)

Sendo ¢, o potencial gerado pela presenca da densidade de carga d(z).
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Existem, também, duas placas condutoras, contidas nos planosy = — L/z ey = L/z (a

presenca das placas acaba atraindo as linhas de campo geradas pela particula carregada). Com

essa condicdo, pode-se conjecturar que:

@ = nZlcpn(z) sin (n—:y) (4.101)

E, representando 6(y) como:

. (Omy
8(y) = z A, sin (T) (4.102)
n=1
Tem-se, das expressdes 4.100 e 4.101, que:

d? d?
2
Vv O = <d_yz + E) . (4103)

Substituindo a expressdo 4.101 em 4.103:

Vi = il + il
¢= dy? = dz?
n=1

i ©,(z) sin (%’)] . (4104)

Esta expressao fica resumida a:

Vo = ZI mTy {dz{;pznz(z)} (HT[) oz )}l (4.105)

Remontando a expressao 4.100 e utilizando a definicdo contida na expressao 4.102:

Zl mLTy {dz{;pan(Z)}_ (nTﬁ)z(pn (Z)}l__4nz Ansin(—) d(z).  (4.106)

n=1
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A expressdo 4.106 pode ser resolvida fazendo uma multiplicacdo e uma integral.
Dividindo essa expressao em duas (lado esquerdo e direito, respectivamente) e procedendo

conforme descrito:

X[ 6 o}, (D) sn )]
/2

n=1
n(z) A, f];//z sin (mIT‘y) sin (m;‘Ty) dy] .
—/2

. 2

(4.107)

L
E necessario, por ortogonalidade, que n = m para que f /2 sin (?) si n( )dy *

0, Assim, 0s somatdrios desaparecem e a equacado 4.106 pode ser escrita como:

d2 n 2
% - (%) 0n(z) = —4nd(2) A,. (4.108)

Supde-se que d(z) seja uma particula em uma posicao z, qualquer. Portanto:

d(z) = 6(z — z,).

Logo:

2 2
d {:jpznz(z)} _ (%) op(z) =—4nd(z—12z,) A,. (4.109)

Resolve-se esta equacdo diferencial para n = 1 (0 motivo sera explicado em seguida),

ou seja:

2
d {;pzlz(Z)} _ (g)z (pl(Z) =—4n é(z — Zo) A (4.110)

Além disso, impde-se que o potencial e o campo elétrico sejam periddicos (i.e. estas
séo as condicoes iniciais do problema [pensando que o pogo ponderomotriz tem como limites

Z=-—-TMez=Tm):
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@1(—m) = @1(m). (4.111a)

dep, dep,
az = a7 (4.111b)

Z=TU

A solucédo da equacéo 4.110 é complicada. Para chegar até ela, foi utilizado o software

algébrico Maple®*.

41
2m (e“z/ L— e_“Z/L)

01(2) = — (A L {[eﬂ(ZHr—zo)/L + e—T[(Z+T[—zo)/]_,] O(—T + z,)

_ [e—n(—z+1t+zo)/L + eTt(—Z+1T+Zo)/L] @(T[ + Zo) _ e1I(z+‘r[—z(,)/L
+ e—n(—z+1‘t+zo)/L + e‘rt(—z+‘rt+zO)/L _ e—n(z+1‘t—zo)/L

+ [e—n(—z+1t+zo)/L _ e‘IT(—Z+1T+ZO)/L + e—n(—z+n—zo)/L + en(z+1‘t—zo)/L] @(Z
—z)}).  (4.112)
Onde 6(z — z,,) é a funcdo de Heaviside, definida como:

0,paraz > z,
1,paraz < z,

0(z—1z,) = {
Para os seguintes valores:

L=10m z, =0; A, = 1. (4.113)

Monta-se, a seguir, um gréafico que descreve o potencial gerado por uma particula.
Espera-se que as linhas de campo sejam absorvidas pelos condutores, que é o que acontece na

realidade.

2 Um produto Maplesoft®.
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- 16,434

Figura 4.11: Grafico do potencial de uma particula postaem z = 0.

Vé-se que o potencial é simétrico com relacdo a posi¢cdo da carga e que possui valor e

derivada iguais nos extremos.

0,5 1
d
& ¢(z)

-0,5 ™=
Figura 4.12: Grafico da derivada do potencial de uma particula postaem z = 0.

A derivada do potencial, que representa o campo elétrico, possui valor igual nos
extremos (nulo). Tanto em uma, quanto em outra, figura, o decaimento da curva é dado como
uma exponencial. A forma com que as curvas decaem depende do valor da distancia L das
placas. Com n maiores do que um, o decaimento se daria muito mais abruptamente, de forma
gue, torna-se plausivel a escolha por desconsiderar a soma dos termos relativos a valores de n

maiores do que um.
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Esta abordagem real deve ser comparada com o modelo. No modelo adotado para este

trabalho, o valor do campo elétrico de cada placa é constante, ou seja:

03
g
—_— il
& @(z)
-3 -2 10 i 3 3

o
[ ]

Figura 4.13: Grafico do campo elétrico de uma particula posta em z = 0 para 0 modelo utilizado para este
trabalho.

Plota-se, agora, as duas curvas em um mesmo grafico, para se observar a diferenca

mais nitidamente:

Figura 4.14: Grafico dos campos elétricos de uma particula posta em z = 0 para: em vermelho, o0 modelo real;
em verde, 0 modelo utilizado para este trabalho.

Para analisar este grafico, imagina-se, agora, outra particula (testemunha) em uma
posicao diferente de z = 0. Esta particula sente o campo elétrico produzido pela particula na
origem. No modelo do trabalho, a particula testemunha né&o sente alteragdo no campo elétrico
a medida que se afasta ou se aproxima da origem, enquanto na situacdo real, o campo decai

(em mddulo) com o aumento da distancia com relacdo a origem. Porém, se a distancia entre a
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particula testemunha e a particula carregada for pequena, o valor sentido pela particula

testemunha seré praticamente igual, nos dois casos (no modelo do trabalho e no modelo real).

Como a distancia entre os elétrons aumenta conforme o aumento da densidade (por
repulséo eletrdnica) pode-se afirmar que o modelo descreve bem a realidade para densidades

de carga ndo muito grandes. Esta é, sem davida, uma limitacéo do trabalho.
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5 — Mapas de Poincaré

Jules Henri Poincaré foi um matematico, fisico e filésofo da ciéncia francés. Ele estudou o
problema de trés corpos, estimulado por um desafio do rei Oscar Il, da Suécia. O rei Oscar, na

ocasido, indagou se o sistema solar era estavel.

A observacdo do espaco de fase completo dos corpos era complicada e, a principio,
ndo trazia informacg&o concreta sobre a dindmica do sistema. Poincaré propds que a analise da
dindmica deveria ser feita captando os pontos que interseccionassem um plano dentro do
espaco de fase e, além disso, esses pontos deveriam atravessar o0 plano sempre no mesmo
sentido. Conforme Medeiros (2010), a figura formada pela intersecgdo dos pontos com o

plano forma o mapa de Poincaré.

Segundo José & Saletan (1998), o mapa de Poincaré é uma ferramenta util para
analisar a dinamica de um sistema, quando este sistema é periédico ou quase periodico ou,
ainda, quando possui uma forca externa periodica. O mapa de Poincaré torna a compreensao
do espaco de fase mais facil, uma vez que ele ndo marca toda a trajetoria no espaco de fase e,

sim apenas alguns pontos (isto é, ele reduz em uma dimenséo a analise do espago de fases).

Imagina-se, entdo, um oscilador harmdnico simples unidimensional, governado pela

seguinte equacdo de movimento:
%(t) = —wy? x(t). (5.1)25

A solucdo do problema é uma curva senoidal, tanto para a posicdo (x), quanto para a
velocidade (%) e para a aceleragdo (X). O espacgo de fase do oscilador fica, portanto, com a

seguinte forma:

%> Onde w, é a freqiiéncia do oscilador.
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Figura 5.1: Espaco de fase de um oscilador harménico. Com w, = 21 e com condi¢es iniciais de
x(0) =1ex(0) = 0.

Para fazer o mapa de Poincare, estabelece-se que havera plotagem no espaco de fase
apenas uma vez a cada periodo de tempo. O periodo de tempo [T] que torna o entendimento
do problema mais facil € aquele tipico do problema. No caso do oscilador harménico simples

ele esté relacionado com a frequéncia natural do sistema [w,], ou seja:
_2m <
0‘)0 - T " ( " )
Logo:
=22 (53
= oy (5.3)

E, neste caso especifico:

21
T=—=1u.a.t.26
2T

?® Onde u.a.t. quer dizer: unidade arbitréaria de tempo.
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Uma vez descoberto T, plota-se um ponto a cada periodo de 1 u.a.t.,, obtendo o

seguinte gréfico:

Vz
o
T
4
,

Figura 5.2: Mapa de Poincaré de um oscilador harménico, com w, = 21 e com condices iniciais de
x(0) =1ex(0) =0.

O resultado ndo poderia ser distinto. Um oscilador harménico simples tem como
caracteristica, exatamente, oscilar, isto €, voltar a uma posicdo qualquer ocupada no espaco de
fase apds um certo intervalo de tempo, chamado periodo [T]. Se ao invés de plotar o espaco
de fase completo do oscilador, forem plotados apenas pontos no espaco de fase que distam
temporalmente de um intervalo igual ao periodo, espera-se que estes pontos sejam
acumulados, isso quer dizer, que estejam sobrepostos, uns aos outros. Trajetorias periddicas,

em geral, sdo marcadas como pontos no mapa de Poincaré.

Entretanto, trajetérias quase periddicas no espaco de fases ndao formam pontos no
mapa de Poincaré. Na verdade, elas formam trajetorias fechadas (curvas KAM) no mapa. Ha
uma explicacdo razoavel: depois de um certo numero (mesmo que muito grande) de

passagens, a particula que cruza o mapa volta a sua condicéo inicial. Se a trajetdria € caotica,
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formar-se-4 uma area completamente preenchida no mapa de Poincaré: a particula precisaria

de um tempo infinito para voltar a sua condicéo inicial.

Parte-se desta ideia: para uma dindmica periddica, enxerga-se um numero finito de
pontos no mapa de Poincaré; para uma dindmica quase periodica, se enxerga uma curva

fechada; e, para uma dindmica cadtica, enxerga-se uma area preenchida por pontos.
5.1 — Buscando o periodo

Com base no capitulo anterior, fica dificil imaginar que exista um periodo natural para o
sistema proposto no presente trabalho, por alguns motivos: a aproximacdo parabdlica do
potencial funciona apenas para regides proximas a z = 0; e, a interacdo entre as placas,

certamente, altera a dindmica das proprias placas.

Isso é verdade. Entretanto, imagina-se que a interacdo entre as placas ndo tdo seja
grande, se comparada com a interacdo com o potencial, e que, para regides ndo tdo proximas a

z = 0 a dindmica seja quase periddica (como serd visto na figura 5.4).

Uma vez postos estes argumentos, buscar-se-a encontrar uma frequéncia intrinseca do
problema, como se cada placa ndo fosse perturbada pela outra e como se o potencial fosse
parabolico. Espera-se que, com essa frequéncia, seja possivel obter mapas de Poincaré com

qualidade.

Para tal, constroi-se o lagrangeano de um elétron sob a acdo, apenas, do potencial

ponderomotriz. Define-se o lagrangeano como:
L(gj g;t) =T—-U. (5.4)%

Quando o sistema for conservativo (e o sistema é conservativo), pode-se expressar:

2" Onde T é energia cinética da particula e U é a energia potencial sobre a particula j.
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T =T(g;,t). (5.5)

U =1U(g;t). (5.6)

Assim:

L(g; g5 t) = T(q;t) = U(apt). (5.7

Identifica-se, para os fins deste trabalho, U como sendo o potencial ponderomotriz, ou

seja:

2
U(q],t) = CDp(Z) = —‘%éoaDGCM' COS{kpZ]'}. (58)

O lagrangeano, portanto, fica:

. mz®  g? ,
L(zj, Zj,t) = + WaoaDGCM cos{kpz]-}. (5.9

Através do lagrangeano é possivel calcular as equacdes de movimento da particula.

Para isto, recorre-se a equacdo de Euler-Lagrange:

L(z,z;,t)  d [0L(z,2t) 0. (510)
— — |- G

9z dt| o
De modo que:
o q% | d[a (mz’
50 WaoaDGCM,COS{kPZ]’}}_a a—zl{ > }l =0, (511)
G d

A , d
WaoaDGCM a_z]{ cos{kpzj}} T [mzj] =0, (5.12)

2

q A o .
—WkpaoaDGCM sm{kpzj} —mz =0. (5.13)
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. p/ 4 2 .
Z] = —— (m_c) aoaDGCM, Sln{kij}. (514’)
Lembrando, do capitulo anterior, que:

1 g°n )
Pa = \_(_mzcz doapgcMm Kp-

Tem-se que:
. _ Pa . K 515
4 =—"7 sm{ pzj}. (5.15)

Esta € a equacdo de movimento para um elétron j sob a influéncia do potencial
ponderomotriz. Como sdo n elétrons sobre cada placa, multiplica-se o resultado obtido em
(5.15) por n, obtendo, desta maneira, 0 movimento da placa j sem levar em conta a presenca

da interagdo com as outras placas:
Z) = —Pa sin{kpzj}. (5.16)

Como se pode notar, esta expressdo ndo tem uma frequéncia temporal bem definida.
Como foi mencionado anteriormente, pode-se forcar a existéncia de uma frequéncia temporal
bem definida fazendo com que as placas sejam confinadas, fortemente (deeply trapped), no
fundo do poc¢o do potencial ponderomotriz (e assumir que mesmo que as placas ndo estejam
fortemente presas no fundo do poco, elas serdo quase periodicas). Assim, recupera-se a
equacdo de um oscilador harmdnico simples (OHS), uma vez que a forca produzida pelo

potencial ponderomotriz é proporcional a coordenada z.

Para recuperar a equacdo de um OHS, parte-se, do seguinte limite?®:

sin x
lim( - )=1. (5.17)

x—0

%8 Limite, este, obtido conforme o teorema do confronto.
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Obtendo-se:
E_{% sin{kpzj} = kpzj. (5.18)

De forma que se substitui sin{kpzj} por k,z; na expressdo da equagdo de movimento,

encontrando:

7y = —(pakp) 7. (5.19)

Esta é a equacdo de movimento de uma placa movendo-se no fundo do pog¢o do
potencial ponderomotriz. A frequéncia natural de oscilacdo é obtida por comparacdo. Sabe-se

que a equacdo de um OHS unidimensional, na dire¢do do eixo-z, é dada por:
7 =—wy’z (5.20)
Identificando os termos, conclui-se que:
wo? = pakp.  (5.21)
Ou seja:
wo = |pakp. (5.22)
Esta é a frequéncia natural para uma placa que se move no fundo do poco

ponderomotriz, sem levar em conta a interacdo com as outras placas.

Como a interacdo com as outras placas e a ndo linearidade da forca produzida pelo
potencial ponderomotriz fardo apenas uma perturbacdo no periodo de oscilacdo da placa
(tornando-a quase periddica), assume-se que o periodo do mapa de Poincaré esteja associado

a esta frequéncia w,. Portanto, o periodo de plotagem € [conforme a expressao (5.3)]:
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2T
T= . (5.23)
pakp

Uma vez encontrado o periodo de plotagem, é possivel buscar regides de interesse,

variando os parametros.

5.2 — Regides de interesse

O aumento na amplitude das placas dentro do potencial ponderomotriz apenas implica que a
trajetoria executada por cada placa passe a ser ndo periddica. As Orbitas das placas seriam,
portanto, quase periddicas. Pode-se observar esse comportamento através do mapa de

Poincaré:

0.3

01 r 1
;:-N o -
01 F _

0.2 F ]

-0.3

-0.06 -0.04 -0.02 0 0.02 0.04 0.06
VA

Figura 5.4: Mapa de Poincaré de 20 placas com energias iniciais distintas, sem interagdo entre as placas, para:

k, = 4m?, w = 2m,p, = 1.

Se possivel, seria interessante encontrar mapas de Poincaré que apresentem estados
cadticos. Segundo Goto (2006), é possivel produzir ilhas de ressonancia e, posteriormente,

caos através da introdugdo de uma perturbacao.
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Mas o que sdo as ilhas de ressonancia? As ilhas sempre surgem em conjuntos.
Supondo que, hipoteticamente, existam duas ilhas (do mesmo conjunto) em um mapa de
Poincaré: se a condicao inicial for o ponto central de uma das ilhas, a trajetéria no mapa de
Poincaré sera este ponto e um outro, que é o ponto central da outra ilha. Se for um conjunto
com quatro ilhas (e como condicdo inicial o centro de uma delas), o mapa de Poincaré
possuird quatro pontos e etc. O surgimento das ilhas indica que existem pontos que possuem,
neste caso, ressonancia com o periodo de plotagem do mapa de Poincaré do tipo 1:2, 1:4...
1:n, onde n representa 0 nimero de ilhas de um conjunto de ilhas. As ilhas sdo trajetdrias

fechadas (ou seja, quase periddicas) que se formam em volta dos pontos com ressonancia.

Sugere-se fazer uma perturbacdo no potencial ponderomotriz. Tal alteracdo faz com
que a forca produzida pelo potencial ponderomotriz sobre uma placa i ganhe uma

dependéncia temporal, assumindo a seguinte forma:
F,i = —mp, sin[kp{zi + F(t)}].
Onde a perturbacéo F é:
F(t) = esin(wt). (5.24)2°
Portanto:
F,=—mp, sin[kp{z + € sin(oot)}]. (5.25)

Onde a frequéncia w escolhida é w,. A escolha por w, € justificada no trabalho de

Rizzato (1990). Segundo ele, esta frequéncia maximiza a instabilidade no FEL.

2% Com & muito menor que o limite espacial do pogo ponderomotriz original (sem a perturbagéo).
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Constroem-se, assim, mapas de Poincarée para 40 energias iniciais distintas (e com mil

pontos para cada particula), variando o pardmetro perturbativo € (lembrando que € = 0 ja foi

plotado [figura 5.4]):

0.3 ¢

02

017t

01 ¢

02+

0.3 ¢

-0.08 -0.06 -0.04 -0.02 0 0.02 0.04 0.06

Figura 5.5: Mapa de Poincaré com € = 0.0003,k,, = 4m?, w = 2m,p, = 1.
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1.

Figura 5.6: Mapa de Poincaré com € = 0.0015,k,, = 412, 0 = 2T, p,
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0.04 0.06
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-0.04 -0.02

-0.06

Figura 5.7: Mapa de Poincaré com £ = 0.003,k, = 42, w = 2m,p, = 1.
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Figura 5.8: Mapa de Poincaré com £ = 0.0045,k,, = 4, w = 2m,p, = 1.
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Figura 5.9: Mapa de Poincaré com € = 0.006,k,, = 4m? w = 2m,p, = 1.

004 003 -0.02  -0.01 0 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05

Figura 5.10: Mapa de Poincaré com £ = 0.0075,k,, = 42, w = 2m,p, = 1.
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Ha uma ressalva para estas figuras: Excluem-se dos mapas as condicdes iniciais quase
extremas (entendendo-se como quase extremas as condi¢des iniciais que deixam a placa na

iminéncia de sair do poco).

E importante notar que, em todos os mapas, a introducdo do termo perturbativo
propiciou 0 surgimento de ilhas de ressonancia. Para pequenos valores do parametro
perturbativo (como visto nas figuras 5.5, 5.6 e 5.7), surgiram ilhas menos pronunciadas e
mais distantes do ponto fixo central. A medida que o parametro de perturbagio aumenta o
ponto fixo central é deslocado para cima (ou seja, o valor de v, do ponto fixo central

aumenta).

As figuras 5.9 e 5.10 merecem um pouco mais de atencdo. A figura 5.9 apresentou

varios conjuntos de ilhas, enquanto na figura 5.10, ha formacéo de pontos hiperbolicos.

Né&o foi possivel encontrar regides significativamente grandes com caos. Sem que essa
regido seja encontrada, busca-se compreender o efeito das cargas variando a perturbacdo e a

densidade de carga.
5.3 — Curva de perturbacdo maxima

Antes de analisar o efeito da carga sobre os mapas de Poincaré, faz-se uma curva entre dois
parametros (0 pardmetro € e 0 parametro py), maximizando o parametro de perturbacdo do

00c0.%

A curva auxiliara no entendimento desses parametros, para que se ajustem as
limitacbes do trabalho, mais especificamente: esta curva possibilitara a visualizacdo da
perturbacdo maxima do parametro ¢ (e esta perturbacdo maxima terd o nome de &..j;) COMO

funcdo da densidade de carga [para uma distribuicdo inicial de equilibrio].

% Lembrando que sempre se utiliza: k, = 41, w = 27, p, = 1.
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Para a construcdo da curva, a distribuicao de equilibrio foi utilizada como distribuicéo
inicial de placas. Além disso, usou-se um tempo de integracdo de quinhentas vezes o0 periodo
de uma particula no fundo do poco ponderomotriz. A simulacdo foi composta por duzentas

placas interagentes.

A posicédo e a velocidade de cada placa foram monitoradas ao longo do tempo de
integracdo. Se a posicdo de uma das placas ultrapassar o limite do poco, positivamente ou
negativamente, diz-se que a placa foi ejetada do po¢o e que o parametro € superou o valor de
€crit- Diminui-se, entdo, gradualmente o parametro &, até que nenhuma placa seja ejetada,

encontrando, enfim, €.

A figura a seguir representa a curva desejada:
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Figura 5.11: Curva de &4 X pp para uma distribui¢do inicial de equilibrio.

E importante notar que a medida que o pardmetro & cresce, o valor da densidade

méaxima diminui (de uma forma visualmente semelhante a uma exponencial).

Com essa curva pode-se estimar os valores maximos para 0 parametro p;, para 0S

seguintes valores escolhidos de «:
g1 = 0.002; Ppmax = 0.1. (5.26)

g5 = 0.006; Ppmax = 0.01. (5.27)
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g3 = 0.0077; ppmax = 0.005. (5.28)
5.4 — Efeito de carga

Nesta secdo serd feita a analise do efeito de carga sobre o FEL, utilizando os valores de
perturbacdo escolhidos no final da secdo anterior ([€4, €,, €3] definidos nas equacdes 5.26,
5.27 e 5.28). Para esta analise, utilizar-se-d0 duzentas placas interagentes em cada simulacéo.
O tempo de integracdo é mil vezes maior do que o periodo de uma placa proxima ao fundo do

poco. Ou seja, 0 mapa de Poincaré de cada particula € composto por mil pontos.

A distribuicdo inicial de placas, para todas as simulacbes, é a distribuicdo de
equilibrio. Além disso, serd monitorado o movimento de vinte placas (chamadas de placas de
controle), ao longo de todo o tempo de integracdo. A andlise dos mapas de Poincaré seré feita

com base na dinamica das placas de controle.
5.4.1 — Situagéo 1

Na Situacdo 1, o valor do pardmetro perturbativo é €, = 0.002. Produzem-se mapas de

Poincare para dois diferentes valores de densidade de cargas (p, = 0.05 e p,, = 0.1).

O mapa de Poincaré das placas de controle, sem levar em conta a interacdo entre as
placas, para uma distribuicéo inicial de equilibrio com p;, = 0.05 pode ser visto na figura a

sequir:

75



0.2

018 t

016 |

0.14 |

012 ¢

0.08 |

0.06

0.04 ¢

0.02 ¢

-0.02
-0.025 -0.02 -0.015 -0.01 -0.0058 O D005 001 0015 002 0.025

Z
Figura 5.12: Poincare Plot com k, = 4m?, w = 2m,p, = 1 e £ = 0.002 para vinte placas.

Nota-se que na figura 5.12 as trajetorias das placas de controle estdo praticamente

sobrepostas, 0 que significa que suas condic¢des iniciais sao muito proximas.

Estes mapas serdo a referéncia para que se possa entender como a interagdo entre as
placas afeta o sistema. Nos mapas a seguir, serdo usadas as mesmas condic¢des iniciais para as

placas de controle, mas levando em conta a interacdo entre as placas:
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Figura 5.13: Poincaré Plot com k, = 4m*,w = 2m,p, = 1,p, = 0.05e & = 0.002 para: a) vinte
placas; b) uma placa.
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Observa-se que a introducgéo de carga fez com que o mapa de Poincareé saisse borrado

(de uma forma ndo clara). A discussao sobre esse resultado sera feita mais adiante.

Aumenta-se a densidade de carga. A seguir esta 0 mapa de Poincaré das placas de
controle, sem levar em conta a interagdo entre as placas (mapa de referéncia), para uma

distribuicéo inicial de equilibrio com p,, = 0.1:

U.E T T T T T T T T T

0.18 |

016 ¢

014 ¢

012 ¢

01 ¢

0.08 |

0.06 ¢

0.04 ¢

0.02 |

-0.02
0.025 -002 -0.015 -0.01 -0.005 O 0.005 001 0015 002 0.025

Figura 5.14: Poincaré Plot com k, = 412, w = 2m,p, = 1 e £ = 0.002 para vinte placas.

Novamente, as condic@es iniciais das vinte placas sdo muito proximas, fazendo com
que elas figuem sobrepostas na figura 5.14. A seguir estdo os mapas relativos a interacdo

entre as placas:
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Figura 5.15: Poincaré Plot com k,, = 4m?,w = 2m,p, = 1,pp, = 0.1 e & = 0.002 para: a) vinte placas;
b) uma placa.
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Comparando as figuras 5.13 e 5.15, nota-se que 0 aumento da densidade de carga,

tornou o mapa ainda mais borrado.

5.4.2 — Situacdo 2

Na Situacdo 2, o valor do pardmetro perturbativo é &, = 0.006. Produzem-se mapas de

Poincaré para dois diferentes valores de densidade de cargas (py, = 0.005 e p, = 0.01).

O mapa de referéncia para uma distribuicdo inicial de equilibrio com p;, = 0.005 pode

ser visto na figura a seguir:

0.3 T T T T T T T

025t A

0.2 ¢
V, 015
01+t
0.05 }

T O O O

0.05 : : : : : : :
004 003 002 001 0 001 002 003 004
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Figura 5.16: Poincaré Plot com k,, = 4m?, w = 2m,p, = 1 e £ = 0.006 para vinte placas.

Observa-se na figura 5.16 que as trajetorias das placas, no mapa de Poincaré, ficaram

sobrepostas, evidenciando a proximidade das suas condi¢es iniciais.
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Fazendo com que as placas interajam, obtém-se os seguintes mapas:
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Figura 5.17: Poincaré Plot com k,, = 41*,w = 2m,p, = 1,p, = 0.005 e & = 0.006 para: a) vinte placas; b)
uma placa.
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A introducdo da interagdo novamente alterou o mapa de Poincaré, tornando-o borrado.

Aumentando a densidade de carga para py, = 0.01, obtém-se o seguinte mapa de

referéncia:
0.3
025 ¢
02t
Vg 015¢

0.1+

0.05}

-0.05
-0.04

Figura 5.18: Poincaré Plot com k, = 412, w = 2m,p, = 1 e £ = 0.006 para vinte placas.
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As condicBes iniciais continuam muito préximas. Fazendo com que as placas

interajam, obtiveram-se 0s seguintes mapas:
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Figura 5.19: Poincaré Plot com k,, = 4m?,w = 2m,p, = 1,pp, = 0.01 e £ = 0.006 para: a) vinte placas; b) uma
placa.
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Em relacdo a figura 5.17, a figura 5.19, com mais carga, ficou mais borrada, menos
clara.
5.4.3 — Situacdo 3

Na Situacdo 3, o valor do pardmetro perturbativo é €5 = 0.0077. Produzem-se mapas de

Poincaré para dois diferentes valores de densidade de cargas (py, = 0.0025 e py, = 0.005).

O mapa de referéncia para uma distribuicdo inicial de equilibrio com p, = 0.0025

pode ser visto na figura a seguir:

0.2
0.15 "7 "
i.,_r"r- 1
01}
Vg
0.05 |
.| f n
[ I:P". |
Vo I vl
Vo7 [ v
i o v
0.05 +d
0.05 -0.04 -0.03 -0.02 -0.01 0 001 002 003 004 005
Z

Figura 5.20: Poincare Plot com k, = 4m?,w = 2m,p, = 1 e £ = 0.0077 para vinte placas.

Como sempre, as placas de controle tém condic¢des iniciais muito proximas. Com a

interacdo entre as placas, obtém-se 0s seguintes mapas:
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Figura 5.21: Poincaré Plot com k,, = 41*,w = 2m,p, = 1,p, = 0.0025 e £ = 0.0077 para: a) vinte
placas; b) uma placa.
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Apesar da pouca densidade de carga, os mapas de Poincaré ficaram borrados.

Aumentando a densidade de carga para py, = 0.005, chega-se ao seguinte mapa de

referéncia:

0.2

015 ¢

01t

0.05 |

0.05 : : : : : : : : :
005 004 003 002 001 0 001 002 003 004 005

Z

Figura 5.22: Poincare Plot com k,, = 4m?,w = 2m,p, = 1 e £ = 0.0077 para vinte placas.

A interacdo entre as placas propiciou 0s seguintes mapas de Poincaré:
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Figura 5.23: Poincaré Plot com k, = 4m*,w = 2m,p, = 1,p, = 0.005 e & = 0.0077 para: a) vinte
placas; b) uma placa.
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O aumento na densidade de carga fez os mapas ficarem mais borrados. Na préxima

subsecdo sera feita uma discussdo sobre os resultados obtidos com os mapas de Poincaré.
5.5 — Discussao

Notoriamente, a introducdo de cargas fez com que as trajetorias nos mapas de Poincaré
fossem, aparentemente, pontos aleatorios distribuidos ao longo do espaco. Alguém que fizesse

uma analise rapida diria que esse comportamento € tipico de dindmicas cadticas.

Entretanto, ndo se pode afirmar em nenhum dos casos que as placas possuem dinamica
cadtica. O bom funcionamento dos mapas de Poincaré esta atrelado ao numero de graus de
liberdade do sistema estudado. A representacdo das trajetorias do FEL sem interacfes via
mapa de Poincaré estava correta, pois a analise bidimensional fornecida pelos mapas

compreende os graus de liberdade do sistema.

A introducdo da densidade de carga (através da interacdo entre as placas) acaba
introduzindo novos graus de liberdade. A principio, tantos graus de liberdade quanto forem as
placas. E aqui o mapa de Poincaré ja ndo é mais uma boa ferramenta de andlise de
estabilidade (0o mapa ndo tem mais a capacidade de predizer se ha caos), pois se destroem
completamente as defini¢cbes das curvas KAM, por exemplo. Os borrdes vistos nos mapas

com as interacdes, portanto, ndo implicam em caos.

Se ha algo que se possa dizer a respeito das placas € que a interacdo entre elas fez com

que a sua dindmica se tornasse mais complexa, provavelmente reduzindo a coeréncia do FEL.
5.6 — Ponto hiperbolico

Outra forma de visualizar o efeito de carga é através da variacdo da frequéncia da

perturbacdo. A sua variacdo possibilitara encontrar um novo conjunto de pontos fixos, além
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do ponto fixo central, no mapa de Poincaré. O periodo de plotagem do mapa de Poincaré sera

modificado. Ele estar, agora, atrelado a nova frequéncia de perturbacédo, ou balan¢o do pogo.

Surgira, com os parametros corretos, um novo conjunto de ilhas de ressonancia dentro
da, anteriormente, regido das 6rbitas quase periodicas, no mapa de Poincaré. No centro desse
conjunto de ilhas haverd um novo ponto fixo eliptico (o ponto eliptico original € deslocado
para cima, com o aumento da frequéncia). O significado desse novo ponto é simples: se uma
placa foi inicialmente posta sobre este ponto fixo; depois do periodo da perturbagéo, ela
estard, exatamente, sobre este mesmo ponto do espacgo de fases, indicando que a placa esta em
ressonancia®' com a frequéncia de vibracéo (perturbacio) do poco (isso sem levar em conta a
presenca de cargas). Evidentemente, a frequéncia da perturbacdo deve ser menor que do que a
frequéncia natural das placas no fundo do poco, por um motivo simples: o periodo das placas

aumenta a medida que elas se afastam do centro do poco.

Assim como surge um novo ponto eliptico, surge, necessariamente, também um ponto
hiperbdlico (que se localizara abaixo dos pontos elipticos). Contendo este ponto hiperbdlico,
existe uma curva chamada curva separatriz (vale lembrar que o periodo da Orbita torna-se

infinito sobre a separatriz, conforme Quillen [2003]).

A separatriz €, segundo Guevara (2003), uma 6rbita homoclinica, isto é: uma curva
fechada que contém um ponto fixo. As orbitas homoclinicas ndo sdo estruturalmente estaveis,
podendo ser destruidas por qualquer pequena perturbacdo de algum pardmetro, gerando

Orbitas periddicas ou caos.
Para encontrar o ponto hiperbélico, fixam-se 0s seguintes parametros:

k, = 4m?,p, =1lee =0.001

31 Neste caso é uma ressonancia do tipo 1:1.
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O pardmetro que resta é a frequéncia da perturbacdo (lembrando: a;(t) =
—Pa sin[kp{zi + e sin(wt)}]). A sequéncia de figuras abaixo é formada por vinte placas com
condicdes iniciais diferentes e tem por finalidade mostrar o surgimento dos novos pontos

fixos, a medida que se diminui a frequéncia w:

0.3

0.2

0.1

0.3 - - - - -
006  -0.04 -0.02 0 0.02 0.04 0.06

Figura 5.24: Mapa de Poincaré de vinte placas com condigdes iniciais distintas para w = w,;

A figura 5.24 mostra um mapa muito semelhante com 0s ja vistos neste trabalho. Nao
h& nenhuma novidade. Espera-se ver (ou comecar a ver) mudancas a partir da proxima figura,
que possui uma frequéncia de balango ligeiramente inferior a frequéncia natural de uma placa

no fundo do poco.

Com a mudanga da frequéncia do balanco do potencial, muda-se também o periodo de

plotagem para 0 mapa de Poincaré, de acordo com a expressao:
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Utilizando o periodo da equacéo 5.29, constrdi-se 0 mapa abaixo:

-—U_EIE -0.04 -0.02 0 0.02 0.04 0.06

Figura 5.25: Mapa de Poincaré de vinte placas com condicdes iniciais distintas para w = w,/1.04;

Na figura 5.25 observam-se deformacfes das curvas fechadas que contém valores
entre v, = —0.1 e v, = 0.1 para z = 0. Essas deformacdes estdo indicando o surgimento de
um novo conjunto de ilhas de ressonancia e, como consequéncia, um novo conjunto de pontos

fixos.

Diminui-se mais um pouco a frequéncia de balanco do potencial para, enfim, obter:
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0.3

0.2 ¢
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-0.06 -0.04 -0.02 0 0.02 0.04 0.06

Figura 5.26: Mapa de Poincaré de vinte placas com condices iniciais distintas para w = w,/1.07;

A figura 5.26 apresenta-se notoriamente mais complexa que as anteriores. Nela
surgem 0s novos pontos fixos: um ponto eliptico (agora 0 mapa possui dois pontos elipticos) e
um ponto hiperboélico. O novo ponto eliptico é denotado pelo ponto e, enquanto a regido h é a

regido que contém o ponto hiperbdlico.

Seria interessante estudar melhor a regido h, para localizar com precisdo o ponto
hiperbdlico. Para que isto seja possivel, inicia-se a simulacdo fazendo com que as placas
tenham condic@es iniciais muito préximas do ponto hiperbolico. Os mapas obtidos para essas

condigdes podem ser vistos na sequéncia:
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Figura 5.27: Mapa de Poincaré para vinte placas com condices iniciais perto do ponto hiperbdlico: a)
mapa completo; b) zoom da regido indicada na figura a.
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A figura 5.27 confirma as expectativas da figura 5.26 sobre o fato do ponto
hiperbdlico existir, uma vez que é bem perceptivel a formacdo de uma bifurcacdo do tipo
tangente (ou do tipo sela-nd), com a separatriz (ela nao foi representada nos mapas) dada em
forma de x. E possivel ainda, através da ampliacdo da figura, aproximar o valor do ponto fixo

hiperbalico:
Vyhip = —0.132532 € zy,;, = 0.

Para observar o efeito de carga, deve-se simplesmente introduzir este efeito a dindmica
das placas (exatamente como nas subsecdes anteriores). A dinamica de cada placa, para

lembrar, fica regida pela equacéo:

Nesqi _ Ndir i]

(9 = pusinllf + esin(w0)] + o [~

Neste estudo, as condi¢des iniciais das duzentas placas, que fardo parte das

simulag0es, estardo muito préximas ao ponto hiperbdlico, dentro do intervalo abaixo:
—0.138 < v,; < —0.128, para z; = 0.
A dindmica foi simulada para trés cargas distintas:
pp; = 0.0001; pp, = 0.01; e, pys = 0.05.

Como resultado, foram obtidos os mapas de Poincaré observados a seguir:
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Figura 5.28: Mapas de Poincaré para p,; = 0.0001 e: a) uma placa; b) vinte placas, na regido préxima ao ponto
hiperbdlico.
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Figura 5.29: Mapas de Poincaré para p,,, = 0.01 e: a) uma placa; b) vinte placas, na regido préxima ao ponto
hiperbdlico.
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Figura 5.30: Mapas de Poincaré para p,; = 0.05 e: a) uma placa; b) vinte placas, na regido préxima ao ponto
hiperbdlico.
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Em todas essas trés figuras (figuras 5.28, 5.29 e 5.30), o efeito de cargas produziu um
borrdo nos mapas de Poincaré. Como anteriormente mencionado, os borrGes ocorreram
devido a um aumento no numero de graus de liberdade do sistema, propiciado pela inclusdo

de placas.

Dessa forma, 0 mapa de Poincaré deixa de ser uma ferramenta Util para a anélise da
dindmica e, portanto, ndo é possivel assegurar o que aconteceu com o ponto hiperbdlico, ou,
mais precisamente: ndo se pode afirmar qual é o efeito de cargas sobre o ponto fixo

hiperbdlico.
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6 — Quebra de Onda

Segundo Trines (2003), a quebra de onda (wave breaking) é um processo dinamico no qual a
velocidade de um elétron em uma certa regido passa a ser muito grande em relacdo a
velocidade de fase da onda nesta mesma regido, desenvolvendo uma singularidade (um
grande aumento na densidade de carga em uma pequena regido do espago) a medida que a
onda passa. Quando esta singularidade torna-se muito pronunciada, ha a eje¢do (dada como se
fosse, realmente, um jato [jet]) de algumas particulas. Conforme Rizzato et. al (2007), a
quebra de onda ocorre com uma razdo: as particulas carregadas relaxam para um fluxo

estacionario quando partem de um fluxo ndo estacionario.

Depois de haver a quebra de onda, o sistema relaxa. Quando o sistema atinge o
relaxamento, é possivel perceber a existéncia de duas regides bem distintas: o nucleo (core) e
o halo (halo). O nacleo apresenta particulas com pouca velocidade, enquanto o halo é

composto por particulas com grande velocidade.

Evidentemente, a inomogeneidade e a densidade de carga sdo variaveis relevantes para
0 surgimento da quebra de onda. Por exemplo, mesmo com uma inomogeneidade grande, no
feixe, pode ndo ocorrer a quebra. Para isto, a densidade de carga deve ser muito baixa. Assim
como, para uma densidade de carga consideravel, desde que seja bem homogénea, pode nédo
ocorrer a quebra. No caso deste trabalho, o que seria uma distribuicdo homogénea €, na

verdade, uma distribuico de equilibrio.

Da mesma forma, deve-se perguntar: o balanco gerado no potencial (produzido pela
perturbacdo €) faz com que surja quebra de onda? Tornando a distribui¢do de carga inicial

distinta da distribuicéo de equilibrio, havera quebra de onda?

O objetivo desta secéo é verificar se ha quebra de onda em trés situacdes distintas:
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e Situacdo 1: Na presenca da perturbacdo temporal do potencial (€), com distribuicéo
inicial de equilibrio.

e Situacdo 2: Na auséncia da perturbacdo temporal do potencial, com distribuicéo inicial
diferente da distribuicdo de equilibrio.

e Situacdo 3: Na presenca da perturbacdo temporal do potencial e com distribuigédo

inicial diferente da distribuicao de equilibrio.
Alguns parametros foram fixados para todas as situacdes:
k, = 4m%, w =2m,p, = 0.5ep, =1

A onda, que pode ou ndo quebrar, deve ser vista no espaco de fase instantaneo® e
completo®®. A quebra de onda sera vista através de simulagdes computacionais. Nas trés

situacOes, foram utilizadas mil placas interagentes.
6.1 — Situacdo 1

Nesta situacdo, propde-se a distribuicdo inicial como sendo a distribuicdo de equilibrio de mil
placas interagentes, com as particulas interagindo entre si dentro do potencial ponderomotriz

com uma perturbacédo temporal.

A escolha da perturbacdo é relevante para o aparecimento da quebra. Além disso, o
valor da perturbacdo determina quando haverd a quebra. Provavelmente, o aumento da

perturbacao diminui o tempo transcorrido até a quebra de onda.

O valor escolhido para a perturbagdo foi baseado na figura 5.11: buscou-se um valor
menor que &.., para que, deste modo, assegure-se que as particulas ndo sejam ejetadas do

pogo. Porém, o valor ndo poderia ser tdo baixo a ponto do balangco ndo contribuir para a

%2 Ou seja, levando em conta as posicdes e velocidades do momento apenas.
% Posicdes e velocidades de todas as particulas que estio no poco.
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dindmica do sistema. Pensando nessas duas condicdes, escolheu-se o valor do parametro

perturbativo como:

€ =0.0002

A sequéncia de figuras, a seguir, revela o aparecimento da quebra de onda e o estado

de relaxacéo:

Tempo= 0.010 Tempo= §.490
0.1
a) b)
005 - b F b
g ) - - /\_/ -
=005 b F b
o L 1 1 1 1
=004 =002 0 002 0.04 | -0.04 =002 0 .02 004
Tempo= §.970 Tempo=25.070
0.1
s
0.05 b F . b
e
Yoot 1 - . . 1
+ et o s
hit.
EENEAS e
-0.05 1 F : ., . N 4
c) d)
ot 1 1 1 1 1 1
=004 =002 0 .02 ou0d | -0.04 =002 0 .02 0.4
z z

Figura 6.1: Sequéncia de snapshots do espaco de fase para e = 0.0002: a) distribuico inicial de placas; b)
singularidade antes da quebra; c) quebra e iminéncia de uma nova quebra; e, d) sistema relaxado.

A distribuicéo inicial, vista na figura 6.1a, se transforma em uma onda, com um ponto
de singularidade, que quebra por volta do tempo arbitrdrio 8.49, na posicéo
z = —0.013, como visto na figura 6.1b. Uma nova singularidade é vista na figura 6.1c, por

volta da posi¢do z = 0.015, na iminéncia de provocar uma nova quebra de onda. A quebra de
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onda surge, basicamente, com o acumulo de cargas (placas) muito proximas, mas com

velocidades distintas. A formacéao do jato foi incipiente, tanto na figura 6.1b quanto na 6.1c.

A figura 6.1d revela o sistema relaxado: é nitida a presenca de um nucleo, composto
por placas com velocidades baixas, e de um halo, formado por placas com velocidades

grandes.

E mister ressaltar, na sequéncia dessas figuras, que o nicleo ndo esta centrado em

v, = 0, porque existe a perturbacdo, que balanca o poco temporalmente.

Observa-se claramente a quebra de onda. Porém, apenas com as fotografias
(snapshots) instantaneas do espaco de fases ndo é possivel avaliar se o sistema esta relaxado.
Propde-se uma abordagem rudimentar para verificar o estado de relaxacdo: quando o sistema
esta relaxado (e como se observou na figura 6.1d), formam-se duas regides, a saber, 0 nlcleo

e 0 halo. Define-se uma nova variavel, chamada v;;,,,, da seguinte forma:

e Vi, € a maior velocidade, em modulo, entre as velocidades de todas as placas a cada

instante de tempo.

H& uma explicacdo plausivel para a definicdo dessa nova variavel. Enquanto ndo ha
quebra de onda, a variavel vy;,, aumenta gradualmente, conforme a onda no espaco de fase se
propaga. Do momento da quebra até o0 momento no qual o sistema relaxa, hd um aumento
consideravel no valor da nova variavel. Porém, quando o sistema relaxa, o valor de vy;,,, varia
em torno de uma posicdo média. Pensa-se que essa nova varidvel seja quase como uma
distancia entre o nucleo e o halo (no espago de fase) e, consequentemente, que a relaxagao

seja como uma estabilizacdo desta distancia.

Monitora-se a varidvel vj;, ao longo do tempo de integracdo, obtendo o seguinte

grafico:
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Figura 6.2: Monitoramento da varidvel vy;,, ao longo do tempo.

Verifica-se na figura 6.2 que h& um aumento brusco do valor da nova varidvel por
volta de t = 10, perto do tempo da quebra da onda. Percebe-se que, por volta de t = 20, 0
valor de vy;,, oscila em torno de uma média, ou seja, o sistema relaxa por volta desse valor (e
isso, valida, de certa forma, a descricdo da figura 6.1d). Uma das mdaltiplas frequéncias

presentes na figura corresponde a frequéncia de balanco do poco.

Conclui-se que a interacdo entre as cargas, com uma distribuicdo inicial de equilibrio,

somada ao balanco do pocgo, produz efeito de quebra de onda.
6.2 — Situacdo 2

Nesta situacdo, propde-se que a distribuicdo inicial ndo seja a distribuicao de equilibrio e que

ndo exista a perturbacdo temporal no potencial ponderomotriz (isto é: € = 0). Pensa-se nessa
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situacdo como sendo mais realista que a anterior, no sentido da distribui¢do inicial ndo ser a

de equilibrio, 0 que na pratica é muito dificil realizar.

Provoca-se uma inomogeneidade transformando a posi¢éo inicial de cada placa (em

relacdo a distribuicéo de equilibrio). Essa transformacdo é dada da seguinte forma:

Zio = Ziogqg T A { (6.1)34

l }
Zmax — Zmin

Com:

¥ = (Zioeq - Zmin) (Zmax - Zioeq) . (6.2)

O valor de A esta fortemente ligado ao tempo transcorrido até a quebra de onda. Uma
pequena variacdo do fator de inomogeneidade® pode gerar uma grande variacio entre os

tempos de quebra de onda.
Para esta situacdo, se estabelece o valor do fator como:
A=0.5. (6.3)

A pergunta que precisa ser respondida nesta secdo €: a inomogeneidade das condi¢cbes

iniciais pode produzir quebra de onda, ainda que sem a perturbacdo do potencial?

Para responder a essa pergunta, simulou-se o resultado computacionalmente. Da

simulacdo, nasceram as seguintes figuras:

% Onde: z;, é a posicdo inicial da placa i; zioeqé a posicdo inicial de equilibrio para a placa i; A é o fator de
inomogeneidade; z,., € 0 valor maximo de posicdo das placas na distribuicdo de equilibrio; e, z,;, é 0 valor
minimo de posicao das placas na distribuicdo de equilibrio.
% A inomogeneidade, aqui, significa o quéo diferente da distribuicao de equilibrio a nova distribuico esté.
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Figura 6.3: Sequéncia de snapshots do espaco de fase para € = 0 e A = 0.5: a) distribuicdo inicial de placas; b)
singularidade logo que a onda quebra; c) quebra de onda, com a presenca de um jato [jet] sendo ejetado do
nlcleo; e, d) sistema relaxado.

Na sequéncia de fotografias do espaco de fases da figura 6.3 é possivel ver o instante
da quebra de onda (figura 6.3b) e a posterior ejecdo de um jato de placas (figura 6.3c).
Verifica-se ainda a relaxacdo do sistema, na figura 6.3d. Nota-se que, diferentemente da
Situacdo 1, as placas presentes no nacleo possuem velocidades muito préximas a zero, com

pouca variacdo entre elas. Essa € uma consequéncia direta do potencial ndo oscilar no tempo.

Monitorando, novamente, a variavel vy;,, ao longo do tempo, é possivel estimar o

tempo no qual o sistema é considerado relaxado:
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Figura 6.4: Monitoramento da variavel vy;,, ao longo do tempo.

Pela figura 6.4, nota-se um aumento brusco do valor da nova variavel, comegando por
volta de t = 13, tempo proximo da quebra da onda. A relaxacdo ocorre por volta de t = 30
u.a.t. (unidades arbitrarias de tempo). Apesar da dinamica complicada de vy;,, Vijm, a0 que

tudo indica, oscila em torno de uma média.

Conclui-se, nessa situacdo, que, mesmo que o potencial ponderomotriz ndo seja
perturbado temporalmente, é possivel observar o fenbmeno de quebra de onda no FEL

submetido a efeitos de carga distribuida fora do estado de equilibrio.
6.3 — Situacdo 3

Nesta situacéo, propde-se que a distribuigdo inicial ndo seja a distribuicdo de equilibrio e que,

ainda, exista a perturbacédo temporal no potencial ponderomotriz.
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A distribuicdo utilizada nesta secdo é a mesma gerada pela transformacdo da
distribuicdo de equilibrio proposta na secao anterior (vide equagdo 6.1), com 0 mesmo fator
de inomogeneidade (A = 0.5) e utilizando 0 mesmo parametro perturbativo da Situagdo 1

(¢ = 0.0002). Como resultado da simulagdo, mostra-se a seguinte sequéncia de snapshots:

Tempo= 0,010 Tempo= 6930
0.1 T T T T T T

008 - 1 F 1

T~

WE
=1
T
1
1

-0.05 - . - .

o1 L L L L L
-0.04 -0.02 0 .02 .04 -0.04 =002 0 .02 .04
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005 1
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0 . . . . . .
-0.04 -0.02 0 0.02 004 | -0.04 -0.02 0 0.02 0.04

Z Z

Figura 6.5: Sequéncia de snapshots do espaco de fase para € = 0.0002 e A = 0.5: a) distribuicdo inicial de
placas; b) singularidade, na iminéncia da quebra de onda; c) surgimento de um jato [jet] sendo ejetado do nicleo;
e, d) sistema relaxado.

A sequéncia de imagens da figura 6.5 revela o efeito de quebra de onda na presenca da
perturbagdo do potencial e com uma distribuicdo inicial distinta da obtida na situacio de

equilibrio.

O monitoramento da variavel v};,,,, para esta situacédo, pode ser visto a seguir:
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Figura 6.6: Monitoramento da varidvel vy;,, ao longo do tempo.

A figura 6.6 mostra um busco crescimento da variavel vy;,, antes de t = 10, enquanto

a relaxacdo parece ocorrer por volta de t = 20.

Conclui-se que também ocorre quebra de onda na situacao trés.

6.4 — Discussao

Trés possiveis cenarios foram analisados. Nas trés situacdes ocorreu a quebra de onda no
espaco de fases. Isto significa que existem, pelo menos, trés formas de provocar quebra de
onda no FEL através do uso de uma densidade de carga aprisionada no potencial
ponderomotriz significativa. Este resultado é positivo em pelo menos um aspecto (observado
neste capitulo): a quebra de onda transforma a flutuacdo coerente de um fluxo néo

estacionario em energia cinética microscopica (aumentando a energia dos elétrons).
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Entretanto, o processo de quebra de onda ndo pode ser controlado, pois gera uma distribuicéo
final de energia dentro de um intervalo muito grande de energia, 0 que ndao é muito

interessante.

Outro problema referente ao efeito de quebra de onda é que o efeito de onda esta
associado a efeitos ndo lineares e, especialmente, a saturacdo da amplitude de radiacdo em um
FEL real. Portanto, do ponto de vista da utilidade do FEL (amplificar um sinal de radiacéo de

entrada), a presenca da quebra de onda é um efeito ndo desejavel.
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7 — Conclusao

Apo6s uma breve descri¢do sobre o FEL e a exposi¢do do modelo utilizado para este trabalho,
foram comparados valores analiticos para as posi¢des minima e maxima ocupadas por uma
placa na situacdo de equilibrio para diversos valores de densidades de carga. Aqui, 0S
resultados obtidos através das simulagBes computacionais (executadas utilizando o método
Runge-Kutta de quarta ordem, para a integracdo das equacdes) se assimilaram aos analiticos.
Mostrou-se que o modelo responde muito bem a realidade para densidades de carga baixas e

que ele é limitado quando as placas estdo longes umas das outras.

Em uma etapa seguinte, 0 mapa de Poincaré foi a ferramenta para a analise da
dindmica das placas, com e sem interagéo entre elas. Introduziu-se um parametro perturbativo
no potencial ponderomotriz (fazendo-o ter uma dependéncia temporal periddica), com a
mesma frequéncia de uma particula fortemente aprisionada no potencial (a ponto de ser
possivel fazer a aproximacao parabdlica para o potencial ponderomotriz). Ndo foi possivel
encontrar regides significativamente cadticas sem a interacdo entre as placas. Apesar disso,
foi feito um estudo sobre a influéncia do efeito de cargas sobre a dinamica das placas,

utilizando uma distribuicdo inicial de equilibrio.

Os mapas de Poincaré ficaram borrados, como se a dinamica fosse caotica. Entretanto,
esta andlise, além de prematura, ¢é errada. A conclusdo correta € que 0os mapas de Poincaré ndo
poderiam mais ser uma boa ferramenta de andlise, uma vez que a introducdo da interacdo
entre as placas provocou, irremediavelmente, o surgimento de novos graus de liberdade (a
principio, tantos quanto forem o numero de placas, fazendo com que fosse destruida a
definicdo das curvas KAM) no sistema. O que pode se afirmar sobre o efeito de cargas é que
ele, a0 menos, torna a dindmica das placas muito mais complexa, podendo, inclusive,

comprometer a coeréncia do FEL.
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Abordando o problema de outra forma, variou-se a frequéncia de perturbacdo do
potencial, fazendo surgir um novo par de pontos fixos (um novo ponto eliptico e um ponto

hiperbdlico [instavel]).

Foram distribuidas placas com condic¢Ges iniciais proximas ao ponto hiperbdlico,
imaginando que o efeito de carga pudesse tornar a regido mais estavel. O mapa de Poincaré,
mais uma vez, ndo se mostrou uma boa ferramenta para analisar o impacto que as cargas
produziram na dindmica das placas com trajetdrias (no mapa de Poincaré) proximas ao ponto
hiperbdlico, recaindo na situacdo anterior: ndo se pode afirmar, exatamente, qual o efeito que
as cargas tiveram sobre o ponto hiperbdlico. A interacdo entre as placas destruiu a definicao

das curvas KAM.

A interacdo entre as placas dentro do potencial ponderomotriz do FEL poderia resultar
no fendmeno de quebra de onda. Com base nessa suposi¢édo, fez-se um novo estudo do FEL.
Foram propostas trés situacdes distintas (em uma delas, havia a perturbacdo temporal do
potencial e uma distribui¢do inicial fora do equilibrio; noutra, ndo havia perturbacdo do
potencial, mas havia uma distribuicdo inicial fora do equilibrio; e, por fim, a Ultima, onde

havia a perturbacdo do potencial, porém a distribuicdo inicial era a distribuicdo de equilibrio).

O efeito de quebra de onda ocorreu nessas trés situagdes, mostrando, pelo menos, trés
formas diferentes de produzir quebra de onda em um FEL. Notou-se, também, que na situacéo
em que havia balango e distribuigdo inicial diferente a de equilibrio, concomitantemente, a
quebra e a relaxagdo aconteceram antes das outras situacdes. A situacdo na qual ndo havia
balanco (apenas distribuicéo inicial diferente a de equilibrio) foi a que mais tempo levou para

haver quebra de onda e relaxar.

A quebra de onda pode acelerar elétron, ao passo que, de modo negativo, ela aumenta

o0 intervalo de distribuicdo de energia dos elétrons. Além disso, para um trabalho futuro, a
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quebra de onda pode atrapalhar no processo de ganho de amplitude de radiagcdo, uma vez que
ela espalha mais rapidamente os elétrons no espaco de fase, prejudicando a formacao de

grupos de elétrons coerentes (que ajudam no ganho de amplitude da radiacao).

A concluséo do trabalho € que, baseado no modelo apresentado, a introdugéo de carga
no FEL faz com que se perca o controle sobre muitas propriedades interessantes desta fonte

de radiacdo, uma vez que o efeito de carga torna a dindmica das placas bastante complexa.

O projeto futuro deste trabalho € construir um modelo mais realista, levando a
introducdo dos campos auto consistentes, que, seguramente, afetardo na dindmica das
particulas. O objetivo primeiro de um trabalho futuro é analisar como esta quebra de onda
observada neste trabalho afeta a saturacdo do ganho de amplitude por parte da onda

eletromagnética de radiag&o.
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