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RESUMO 

Neste trabalho a dinâmica de rede dos cristais de ga-

ses inertes é descrita pela aproximação não-harmônica. São ob-

tidas as matrizes de força e respectivas matrizes dinâmicas pa 

ra o primeiro e segundo vizinho da rede FCC. São determinados 

os tensores de força de terceira ordem para interações de dois 

e de três corpos, bem como os respectivos tensores dinâmicos. 

A freqüência renormalizada dofononé obtida considerando-se nos 

cálculos a primeira contribuição não-harmônica. Os resultados 

teôricos são comparados com os resultados experimentais para o 

36Ar. 

ABSTRACT 

In this work the lattice dynamics of inert gas 

crystals is described by anharmonic approximaticn. Force 

matrices and their respective dynamic matrices for the first 

and second FCC lattice neighboor are obtained. Th third order 

force tensors for interaction of two and three bodies are 

determined, as his dynamics tensors. The renormalized frequency 

of the phonon is obtained by considering in the calculation the 

first anharmonic contribution. Theoretical results are compared 

with experimental results to 36Ar. 
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INTRODUÇÃO 

O interesse em trabalhar com cristais de gases 

inertes reside no fato de podermos separar o movimento eletrô-

nico do movimento dos núcleos, o que constitui a aproximação 

adiabãtica. Assim sendo, existe uma energizy. potencial 4) conhe-

cida para o núcleo. Esta energia pode ser expandida em série 

de potências nos deslocamentos dos átomos de suas posições de 

equilíbrio. A aproximação harmônica considera até o termo qua-

drático nesta expansão e, como veremos no Capitulo III, ë sufi 

ciente para explicar propriedades dos modos normais de vibra-

ção do cristal. 

A existência de fenômenos físicos não descritos 

pela teoria harmônica nos conduz ã utilização da teoria não-

-harmônica, a qual considera também os termos de ordem superi-

or a dois na expansão da energia potencial. Através da teoria 

não-harmônica, que apresentamos no Capítulo IV, ê possível ex-

plicar propriedades físicas devidas ao acoplamento de modos 

normais. A presença dos termos não-harmônicos resulta em corre 

ções na freqüência do fonon. 

Desenvolvemos neste trabalho um método de obten-

ção das correções da freqüência do fonon, baseado integralmen-

te em relações de simetria e invariãncia da energia potencial 

e suas derivadas, sem no entanto, especificar qualquer potén 

ciai interatômico. Estas relações são estabelecidas no Capítu-

lo IT, para as constantes de força de segunda ordem, e no Capi 

tnlo Ir para as constantes de força de terceira ordem. 
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O estudo das relações de simetria e invariância 

nos permitiu deduzir os tensores dinâmicos generalizados. 

Fizemos, utilizando os tensores dinâmicos, a de-

terminação numérica da freqüência renormalizada do fonon para 

o 36Ar na direção [1001 e polarização L, considerando a corre-

ção devido a inclusão do termo de ordem três na expansão da 

energia potencial. 

Os cálculos foram realizados incluindo primeiros 

e segundos vizinhos, devido à particular forma de ligação dos 

cristais de gases inertes, e considerando interações de dois e 

três corpos. A forma de cãlculo e os resultados são apresenta-

dos no Capitulo VI. 

Os cristais de gases inertes, devido a sua estru 

tura, constituem os cristais nos quais mesmo a baixa temperatu 

ra pode-se esperar a presença de efeitos não-harmOnicos, dai a 

utilização dos mesmos neste trabalho. 

O trabalho, por ser genérico, permite obtenção 

das freqüências renormalizadas do fonon para os danais cris-

tais de gás inerte, bem como para distintas direções e polari-

zações. Tais determinações não foram realizadas em virtude da 

relativa carência de dados experimentais. 
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T 	CRISTAIS DE GASES INERTT.,,S 

I.1 Introdução  

Cada particula de um solido cristalino oscila per 

manentemente numa r,2gião do espaço centrada em seu ponto de re 

de. Essa oscilação varia com a temperatura, mas está presente 

mesmo no zero absoluto. 

Quando o átomo se desloca de seu ponto de rede, 

que é ao mesmo tempo a sua posição de equilíbrio, fica sujeito 

a forças que o fazem restaurar a sua localização. Essas forças 

se originam da interação de cada átomo com todos os outros ãto 

mos do cristal. Nos pontos de equilíbrio essas forças, que são 

combinações de forças atrativas e repulsivas, em principio se 

cancelam. 

Todos os átomos do cristal interagem entre si, 

isto é, cada átomo tem energia potencial de interação com todo 

e qualquer átomo do cristal. No entanto, as contribuições de 

átomos distantes para essa energia serão geralmente desprezí-

veis quando comparadas com as contribuições de átomos hem pró-

ximos ao considerado. Desta forma nos é permitido incluir pou-

cos termos na soma de contribuições à energia de interação. Na 

realidade não há regra que indique o número correto de átomos 

vizinhos a ser incluído nessa soma, visando determinada preci-

são de resultados. Somente através da lei de força interatOmi-

ca que caracteriza o sistema, e mais especificamente, da razão 

com que esta decai com a distância, é que podemos determinar o 

nimero de vizinhos que contribuem de forma apreciável para o 
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valor da energia de interação. 

Vejamos então o problema dos cristais de gases 

inertes, aos quais nos referiremos no que segue como rGI. 

T.2 Estrutura 

Foi detectado através de estudos de difração de 

raios-X que os gases inertes cristalizam formando uma estrutu-

ra FCC. 

Podemos descrever convenientemente a rede de um 

cristal molecular FCC como sendo construída de camadas de esfe 

ras e  cada esfera representa uma molécula e, considerando copla 

nares os centros de um grande número de esferas, e sendo estas 

esferas empacotadas proximas no plano, fica cada esfera em con 

tato com seis outras do mesmo plano. Da superposição de muitos 

Planos idênticos a esse, visando um volume intersticial mínimo 

(cada esfera fica em contato com três esferas do plano superi-

or e três esferas do plano inferior), as esferas de cada plano 

sendo alinhadas verticalmente com as esferas do terceiro plano 

em relação ao considerado, fica estabelecida uma orC;enação do 

tipo ABCABC... . Esta descrição coresronde a uma representa-

ção da geometria envolvida. 

Para uma estrutura FCC a célula unitãria e cúbi-

ca de face centrada, ou seja, um cubo de aresta a, o que e opa 

rãmetro de rede, com um á-tomo de gás inerte em cada vértice e 

em cada centro de face. 

A relação entre a mol&cula no centro d.e cada fa- 
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ce e cada uma das quatro moléculas dos vértices de cada face, 

é de primeiro vizinho; e a relação entre a molécula no vértice 

de uma face e as moléculas nos vértices adjacentes, é de se-

gurdo vizinho. Para um cristal FCC o número de primeiros vizi-

nhos é 12 e a distãncia correspondente ("i de a/iT; o número de 

segundos vizinhos é 6 e a distãncia ë a. 

1.3 Tipo de Ligação 

Os gases inertes são constituídos de átomos com 

camadas eletrônicas completas, o ciue nos levaria de imediato a 

pensar na impossibilidade de formarem cristais. Tal não ocorre, 

e na realidade os CGI são objeto de muitos estudos em estado 

sólido, particularmente devido a sua estrutura. Tratam-se dos 

sólidos que mais se aproximam dos modelos teóricos simples nos 

quais se considera os átomos esfericamente simétricos, arranja 

((-)s em redes compactas, ligados por forças centrais e de curto 

alcance do tipo de Van der Waals. 

Natm.almente e necessário explicar como átomos to 

talmente neutros podem constituir um cristal. As camadas ele-

trônicas dos CGI são completas e os átomos não possuem momento 

de dipolo elétrico permanente. Mas, os eletrons estão continua 

mente em movimento ao redor do núcleo, de acordo com LondonW, 

o que gera um momento (1.a (Ur) )10 elétrico instantâneo associado 

as diferentes posições dos elétrons no átomo. Assim, conside- 

rAndn dois átomos neutros separados por uma distância r, pode-

mos dizer que o momento de dipolo instantâneo de um átomo pro- 
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duz um campo elétrico E, que por sua vez irá induzir um momen-

to de dipolo elétrico instantâneo no segundo átomo. Resulta en 

tão uma força atrativa entre dois dipolos, conhecida como inte 

ração dipolo-dipolo induzido, interação de London ou interação 

de Van der Waals. 

Átomo 2 

FIGURA 1.1 - Argumento clássico para a origem da 

interação de Van der Waals 

1.4 Modelos de Potencial 

A interação dipolo-dipolo é proporcional a r-7, 

o que dá uma contribuição â energia potencial de dois corpos, 

usando teoria de perturbação até segunda ordem 
[2] 

 , de 

VA(r) = - 
C dd 
r6 

1.1 

Considerando termos de ordem superior na expan- 

são da interação atrativa entre os dois átomos, temos as con-

tributOes referentes a interações do tipo dipolo-quadrupolo, 

quadrupolo-quadrupolo, etc. 



A expressão da interação atrativa fica 

C 	C 
Cdd 212  

VA (r) 	
- 	_251  

r 6 	r 8  

Uma análise mais completa dessa expansão e dada 

pc: Margenau, e uma comparação das constantes é vista em 

Born e Huang-[1  , que mostram claramente o predomínio do primei 

ro termo da expansão sobre os demais. 

Quando esses átomos são aproximados pode ocorrer 

superposição das camadas eletrônicas, gerando forte repulsão 

entre eles. Isto nada mais e do que uma constatação do princí-

pio de exclusão de Pauli e essa força muito semelhante para 

todos os ãtomos e moléculas com camadas eletrônicas completas. 

Essa lei de força repulsiva interatômica pode ser determinada 

através da mecânica quântica, mas o cãlculo, por envolver um 

grande número de elétrons, e muito trabalhoso tornando usual a 

rr,1 
escolhak- ' de uma expressão repulsiva forte e de curto alcance. 

A contribuição da força repulsiva ao potencial entre dois cor-

pos e dada, em geral, por 

VA(r) = -- rm 

onde m normalmente um inteiro maior que 10. 

Da combinação da força atrativa e da força repul 

siva resulta a interação total entre os dois átomos, e podemos 

escrever o potencial interatómico de dois corpos como 

A 	C 
01)(r) = -- - 

rm r 

.7 

1.2 



As constantes A e C nesse potencial são positi-

vas e seus valores dependem da distancia de equilibrio entre os 

átomos, a, e da energia potencial minima, c. 

A forma analítica desse potencial dada por mí4.- 

Lennard-Jones é 

4)(r) =mr—r_ f 	(5.1_ ) in _ 
m-nm r 

m > n 	 1.5 

que para os CGI quase sempre e aplicada com m= 12, n= 6 (MLJ- 

Forma l2-6). 

Desta maneira admite-se que as interações de pa- 

res de átomos de CGI são do tipo esfericamente simetricas, de 

curto alcance, do tipo dipolo-dipol.o e descritiveis por um po-

tencial radial. 

FIGURA 1.2 - Potencial de interação de MLJ para 

dois átomos neutros 

É interessante notar nue as forças de Van der 



Waals são fracas Quando comparadas com outras forças coesivas 

que atuam em sistemas s5lidos. Em cristais tônicos, os jitomos 

sãn ligados por forças eletrostáticas atrativas que variam com 

r , sendo assim fortes e de longo alcance, o que para o cálcu 

c 3a energia de interação implica em somar sobre todos os vi-

zinhos. Em cristais covalentes ocorrem ligações fortes entre os 

eletrons partilhados por átomos de camadas externas semi-preen 

chidas; e nos metais os íons são ligados pelos elétrons de con 

dução. Desta forma um potencial radial simples não descreve cor 

retamente cristais covalentes e metálicos. 

Além do potencial de Mie-Lennard-Jones hã vários 

outros potenciais radiais que descrevem interações centrais (4e 

dois corpos [6] . 
r 4- 

Sabe-se que as relações de Cauchyl . entre 	as 

constantes elásticas são plenamente verificadas se a estrutura 

cristalina e tal que cada partícula da rede ocupa um centro de 

simetria e se estas interagem através de forças centrais. 

Foi constatado experimentalmente que os CGT, nos 

Quai cada átomo ocupa um centro de simetria, não satisfazem as 

relações de eauchy[71, levando a crer que um potencial puramen 

te central não descreve completamente o sistema. 

Um possível potencial não-central é o potencial 

de Axilrod-Teller 1-81  que considera a interação de três corpos 

constituindo um triplo-dipolo induzido. Esse potencial é obti-

cln através de teoria de perturbação em terceira ordem, supondo 

interações de Van der Waals entre os átomos envolvins. 

Sua expressão geral para átomos idéntims é 
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, 
0(R ,R ,R ) = 	4- 3 COSO Cose COSO i/R R R 	1.6 
—1 —2 —3 	 1 	2 	3- 	12 23 21 

onde v é um parâmetro que envolve características atômicas, e 

Rij  é a distância compreendida entre o ãtomo i e o âtomo j, e 

os ângulios são formados pela união dos três lados constituindo 

um triângulo. A geometria estâ expressa na figura abaixo 

FIGURA 1.3 - Os pontos 1, 2 e 3 caracterizam 

os três âtomos interagentes 

A expressão 1.6 para o potencial de Axilrod-Tel 

ler pode ser escrita da formaL r9  

(3)  = v[7, 1 7, 2 Z 3  + 3 (Z i  + Z2  — 23) (Z 1  — Z2  + Z 3) Y 

X (—Z 1  — Z2  + Z 3)] (Z 1 Z2Z 3)-5/2  1.7 

onde 

, 2 
Z 1  = 	2 + X2  — r 1  - x I  — 

Z2  = Ira  + x 3  — ri  -r j e 

,2  
3 Z 	rr- 3 + X 3  — r2 	x2j 
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sendo El  a posição de equilíbrio do átomo i e xi  o deslocamen-

to do átomo a partir de sua posição de equilíbrio. 

Neste trabalho consideramos o potencial total de 

interação expresso pelas contribuições de interações de dois 

corpos e de três corpos, o que escrevemos como 

TOT 	y 	 ' 

	

„Cor2, r 2., 	 y 	4NC(zi,z2,z3;01,02,03)  
R,,t 1  

1.8 

cnde os índices 2,, t', St" se referem aos átomos interagentes e 

o somatório é em principio sobre todos os atomos. A contri-

buição referente à" parte central pode ser escrita como função 

somente da distãncia relativa entre os átomos considerados, uma 

vez que não envolve qualquer dependência angular. 

O problema da determinação do potencial de inte-

ração que descreve o cristal não é livre de discussões, e mui-

to esforço vem sendo feito na tentativa de melhores resulta-

dos [1°]  

A nossa proposição é desenvolver um conhecimento 

de características físicas dos CGI baseado unicamente em pro-

priedades de simetria e invariancia. Desta maneira o trabalho, 

no enfoque teórico, é bastante geral. 

De muitos pontos de vista os CGI apresentam van-

tagens para a tentativa de descrição do comportamento dinãmico 

de redes cristalinas, em especial o fato de não ser necessário 

considerar interações entre os elétrons e a rede e, em geral, 

as contribuições dos elétrons para as propriedades fisicas.Com  

parando ainda com outros sól idos, os CGI apresentam a vantagem 
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adicional de serem monoatOmicos, o que como veremos simplifica 

grandemente os cálculos. 
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II - SIMETRIA E INVARIANCIA 

Neste capitulo fazemos uma análise da importân-

cia da aproximação adiabâtica no tratamento tecirico da Dinâmi-

ca de Rede dos CGI, e como conseqüencia do emprego dessa apro-

ximação é obtido um potencial genérico, função somente de dis-

tâncias relativas. Considerando esse potencial geral pode-se es 

tabelecer relações de simetria e invariancia que são essenci-

ais para o desenvolvimento deste trabalho. 

1 .1  !xrt15íJ2nÈãl2 121sliãlaltisÊ. 

Estamos interessados na solução do problema dinã 

mico do cristal. Consideramos o cristal como constituído de 

íons (núcleos e elétrons internos ou fortemente ligados ao nú-

cleo) e elétrons externos ou elétrons de condução, e escreve-

mos o Hamiltoniano do sistema 

	

92 	g/ 92 	• 
H 
= 	

2M  
 + v  , j.  M 

	

are' 	 ar
i 
 

onde R
ft representa a posição do t-ésimo íon na 2-ésima célula, 

uma vez que supomos um átomo por célula unitária; ri  represen-

ta a posição do i-ésimo elétron. 

Assim, o primeiro termo do Hamiltoniano corres - 

ponde â energia cinética dos íons, o segundo, ã energia cinéti 

ca dos elétrons e o último termo simboliza a energia potencial 
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total do sistema consistindo das interações eletrostáticas Cou 

lombianas atrativas e repulsivas entre todos os pares de car-

gas. 

A equação de Schredinger do sistema fica 

HT(R,r) = eT(R,r) 	 11.2 

onde a função de onda depende das posições dos íons e dos elé-

trons e e é um autovalor de energia. 

Como a energia cinética dos íons é normalmentepe 

quena, devido a sua grande massa, quando comparada com a do; 

elétrons, escrevemos 

H = Ho  + TN 
	 11.3 

onde 

H o  = 
r  )12 	a2 
i 2m 	2 	

V(R,r) 

9r
i  

11.4 

e 

TN 
	- 	5.171  2.1_ 	 11.5 

âR
2_2 

Desta forma podemos resolver o problema por teo-

ria de perturbação pois TN  é pequena. Ho  é o Hamiltoniano dos 

elétrons com os núcleos em posições fixas. Este é essencialmen 

te o tratamento de Born-Oppenheimer[4,11]  

Resolvemos então a equação de Schródinger 

Ho x(R,r) = Ee(R) x(R,r) 	 11.6 
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onde os autovalores de energia para os elétrons estão associa-

dos com as posições dos íons, e a autofunção depende das posi-

ções tanto dos lons como dos elétrons. 

Seguindo com o procedimento de Born-Oppenheimer, 

usamos Ee
(), que é a energia total do sistema de elétrons em 

função das posições dos lons, como função energia potencial pa 

ra resolver o movimento Jônico, obtendo a equação de Schrõdin-

ger 

[-T + Ee  (R)1 (I)(R) = scD(R) 
	

11.7 

onde agora só aparecem as posições dos íons, ou seja, o movi-

mento dos 'íons esta descrito independentemente do movimento 

dos elétrons. 

Deste tratamento resulta que a solução do proble 

ma exato, Eq. 11.2, E! dada pelo produto das duas soluções lã 

obtidas 

Assim 

T(R,r) = x(R,r) cl)(R) 	 11.8 

É fácil verificar que a aplicação deH (Eq. 11.3) 

nesta função resultara em dois termos adicionais não essenci- 

almente nulos mas que dependem da razão entre a massa de um ele 

tron e a massa de um íon. Esses termos são chamados não-adiabã 

ticos e em boa aproximação da solução podem ser desprezados E12]  

Nessa aproximação os elétrons seguem adiabatica- 

mente os movimentos iéSnicos, isto e, se movem como se os ions 
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estivessem fixos em posições instantâneas. Num movimento adia- 

ID,11.tice os elétrons não realizam transições de um estado para 

outro, mas oestado eletrônico é deformado continuamente em fun 

çãn dos deslocamentos ionicos. Em ordens mais altas de teoria 

de perturbação esse principio adiabâtico fica alterado. 

Aqui esboçamos apenas a parte física da aproxima 

ção adiabâtica. Um tratamento matemãtico rigoroso pode ser vis 

to em Born-Pluang[43. 

O importante para nosso trabalho é que esse tra-

tamento 6- perfeitamente aplicável aos CGI onde serâ possível 

tratar a dinâmica dos núcleos independentemente dos elétrons, 

uma vez que estes estando fortemente ligados ao núcleo necessi 

tam de uma energia muito alta para ocupar o primeiro estado ex 

citado. 

11.2 Expansão da Energia Potencial 

A teoria que desenvolveremos estâ baseada na apro 

ximação adiabâtica de Born e Oppenheimer, na qual se obtêm uma 

energia potencial (1)(R) para o núcleo, onde R2' são posições nu 

c3eares. Como estamos tratando de CGI usaremos sempre o âtomo 

como elemento ba.sico do cristal. Para baixas temperaturas e (3-)►l 

pequenas tensões mecânicas externas, os deslocamentos dos âto-

mos de suas posições de equilíbrio são muito pequenos quando 

comparados com a constante de rede. Assim, podemos expandir a 

energia potencial em série de potências nesses deslocamentos. 
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A posição real do átomo fica 

R = R R.+ u2' 
	

11.9 

— 9 	 - onde R e a posição de equilíbrio, e u 2,  e o deslocamento. A ex 

pansão do potencial é dada por 

onde 

Z  (t(... D  AN 	= 4/0 + (Dl + 02  + 03  + 04  -11-  

0 0  = 	 ...) , 

(1) r■ 	R. 	R, = L (D. ua.. 
ki 

(1) 	r 	RA' 	R = — 	(1).. 	 , 2 	
1 
21 L 	

13 
/ j 

ij 

(1)
3 
. 
 r! R.Z.  St" 

0
ijk 	

ui uj uk 	e 

ijk 

0 	1 
	Rit i til t m 	R,' 	2."2." 

4 = ju evii m ijkm 	ui uj uk  u
m  

ijkm 

II.10 

 

Os coeficientes da expansão (1)4 . 	são chamados 

constantes de força ou parãmetros de acoplamento de ordem n e 

correspondem ãs derivadas de ordem n da energia potencial com 

relação aos deslocamentos, tomadas no ponto de equilíbrio ã jt  . 

Assim 



tte 
1j 

a U o 

â 2 C1)  

R. , 	 ] 

âu. 3u. 	o 
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II.12.a 

II.12.b 

etc., onde O (zero) indica a posição de equilíbrio, u = u
£' = 

• 	
0. 

Fisicamente 	significa a componente i da força 

sobre o átomo t quando todas as partículas estão em posição de 

equilíbrio; stDii . é a força sobre o átomo Z na direção ti]  

quando o átomo t' se desloca de u2''  de sua posição de equill- 

Q" 
uj uk 

é a comuonente i da força 

sobre o átome Q mlando o átomo t' se d.:.,sloca de 11£'  de sua po-

sição de eclnilibrio e o átomo R." de uk ' • e sucessivamente. 

Para um cristal infinito a energia potencial, 

Eq. II.10, perde o seu significado físico pois torna-se infini 

tamente grande. Além disso, tratamos na realidade com cristais 

de dimensões finitas. Os cristais finitos apresentam condições 

particulares prOximo às superfícies livres originando efeitos 

de superfície, que no entanto são irrelevantes na discussão de 

características internas. Esses efeitos podem ser evitados con 

siderando a rede como se estendendo infinitamente em todas as 

direções, e estabelecendo um volume de periodicidade V que con 

siste de N células unitárias, resultando num número finito de 

graus de liberdade (3N), e numa repetição periódica dos proces 

sos físicos. São as chamadas condições de contorno periódicas. 

tt't" 
brio na direção j; (Dijk  
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11.3 Propriedades das Constantes de Força 

O conhecimento em detalhe da função energia po-

tencial (D(R) nos permite obter de imediato as diversas cons-

tantes de força de suas expressões gerais. Entretanto, a fun-

ção energia potencial é bem definida para poucos casos. 

O emprego das propriedades de simetria e invari-

ancia que relacionam as constantes de força, e que não estão 

vinculadas a qualquer forma especifica de potencial, nos permi 

te reduzir o número de parãmetros independentes. O número de 

constantes de força independentes é.  determinado através do uso 

das relações que estabeleceremos a seguir. 

a) Permutação de índices  

Os parãmetros de acoplamento são invariantes fren 

te a permutação de índices i,j,...: 

£ 1 2, = (1).. (Dij 	ji 
II.13.a 

JAIR," 	fy,2,2."2,' 	ti.vt 

'ijk 	= 'ikj 	= ()kji 	= 
• • • II.13.b 

Esta propriedade é facilmente verificãvel jã que 

os parãmetros de acoplamento são definidos como derivadas de or 

dem n da energia potencial. 
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b) Invariancia da energia potencial sob translação,  

rotação e reflexão 

Como a energia potencial (I) é um escalar, apresen 

ta propriedades de invariancia sob translação, rotação e refle 

xão. Isso significa que (1) deve ser função somente de distân-

cias relativas entre os átomos. Para deslocamentos rígidos de 

toda rede a energia potencial permanece invariante se esses des 

locamentos estão referidos a um sistema cartesiano que 'é orien 

tado similarmente ao cristal. 

Supomos uma operação genérica D, formada por uma 

rotação arbitrária n e uma translação T, que atuando em R
R. re-

sulta 

DR = 2122' + T 

Ou, na forma de componentes 

(DR
2,). = E 2.. x. + Ti  

3 

11.14 

11.15 

A condição de invariancia da energia potencial é 

expressa por 

D(1)(... Rt ...) = (D(... DR2' ...) = 	R
t 
...) 
	

11.16 

As constantes de força presentes na expansão de 

4 (R') são tensores de ordem n e obedecem as transformações de 

tensores sujeitas à simetria da rede, isto é, para rotações pu 

ras, 
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Pd) = 	 u •• 	(I) 11••4-n 	11.17 

j; — '411 jlii 	Jr r'n' 	{j11 ...jr;}.  

sendo 2 uma rotação infinitesimal, expressa por 2 = 1 +ti), com 

w. 	= - w4 ,4  (antisimétrica). Assim 
j . i  J i j i 

= 	(6. .,6. i ,...6. 	+ 6. i  ...si i  wi 	+ 

---in) 	E...4 3 1 3 1 32-2 	;yr' 	) 24 	J11-2; J1J: 

+ S. 6.,6. 	,...8 	'w 	+ ...+a 
3 1  3 1  3 - 3 	j 	j ji  

	

n n 2 2 	 j 	j e  1 
x 

x 6..,... 
3232 

+O(w2) 
.n-lin-1 JnJn 

, 	W 4  4, 	) (I) 

11.18 

Considerando apenas termos lineares em w, resulta 

ncp 
fi  • 

= 0  
ji...j 	p=1 j' 	p p 

11.19 

N condição de invariancia !los permite escrever a expressão 

= ct, 	 11.20 

3, • ..in 

Lembrando que, 

EQ = 	Q.R. = 	1 . 	w
13
..)2. = ti  + 	133 , . 	3 	7   1 

11.21 
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• • • 

+ p -n -n 

jn 

II . 11.--111) 
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e chamando 

p. = E 13 3 , segue 

.22 

Expandindo o segundo termo da expressão acima ate 

segunda ordem, de forma anãloga ã expansão da energia potenci-

al, resulta 

LIA + Pi — Sn 

...jn  
ct) 

• *--n 

• •in'} n+1 [ii 

in+1 

• • 'jn+1) 
3n+1  

11.23 

como p. 	= E w, 	, e w. 	. = - w.. 	, comparando as 
Jn+1 j Jn+1J J 	3n+13 	nn+i 

expressões 11.19 e 11.23 temos 

n 
F. 

p=1 
W 	(I) 
JpJp 

31• 	
jr.)...jnj 

= - 	
f.11•• 4n4.1 

	

. 	4) ,\  
2, 	 33n+1 3  

	

n+1f 3 	( i 1 • • • in+i 

jn+1 
11.24 

chamando j1.14.1  = j', podemos escrever finalmente 

y 	y 	4, 
:d l 	31 	2, 

_ n+1 ji wie  

• .1t. p...1111 
6 	6 	. 	= O 	 11.25 

. 	 iip 

n 
y]  
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Esta expressão evidencia a relação entre constan 

tes de força de ordem n e ordem (n+1), estabelecida pela inva-

riancia rotacional, resultando numa interdependência entre as 

constantes de força de diferentes ordens. 

Particularizando para n = 0,1,2 a expressão aci-

ma, que impõe simetria em j e j', temos 

E 0. t. 	= O, 	n=0 , 
3 3 

t i  

	

' 	3 E 	4)2'i j 	£. + 0 , 	13 . 	8.- = O, 	n =1 , )  

II.26.a 

II.26.b 

E „ 
4,tti" 	Au, x  

L. y41.4 , 	A.,4 	41,k  uij 	pii, uki  = 0, 	n= 2 	I1.26.c j  

As translações infinitesimais, cujo deslocamento 

dado por T = t, e que é o mesmo para todos os átomos, man-

tém invariantes as constantes de força de qualquer ordem, e uma 

análise análoga a que fizemos com as rotações infinitesimais 

mostra que 

wl'n+1^ 
 t. 	= o 
	

11.27 

n+1 
	—311+1 	3n+1 

jn+1 

e, mmn ti  é arbitrário, para n = 0,1,2 resulta 

E i
= = O 4 n=0 

4)•. = n = 1 
2' 11  

II.28.a 

11.28.b 
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V't"  = O + n=2 
9" 	" 

estabelecendo-se assim outra propriedade das constantes de for 

ça. 

c) Oueras§ep de simetria da rede cristalina 

Consideremos agora o conjunto das operações 

4.-,11 as quais a energia potencial é invariante, pois transfor-

mam a rede em si mesma. Estas transformações S levam as posi-

ções de equilíbrio RR  ã posições de equilíbrio 	equivalentes 

—Q' D, , ou seja 

	

t 	 t' 
SR = PR + T = R 

	

••••• 	 •••■• 	 ■••■■• 
11.29 

A condição de invariancia da energia potencial im 

põe que 

então 

V... SRí  ...) = 	Rí  ...) 

V... Rt' + 2uí  ...) = V... R + u ...) 
•■••• 	 ••••• 

11.30 

11.31 

Novamente podemos expandir ambos os membros da 

equação acima em potências dos respectivos deslocamentos, e 

igualar termos de mesma ordem na ,wansão. Assim 
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, 	2'1 	2'1 	 t1t 2 	t 1 	2. 2 
00 (... R 	...) + L 	0.u. 	+ —T

. 	
L 	0. . 	U. 	U. 	+ 	= 

3 	3 	2 	3 3 	3 	3 1 	1 	jii2 	1 2 	1 	2 

2,1 	 21 2 2 

- 

	 2' 	 St 
' 

00(... R
R. 	 1 

...) + 	X 	(I) , R 	. 	u 	+ 

j1i j• 	il 	j13 1 	il 

t • 

t g i l  
1 	 1 2 

	

4).,., 	2.,. 2! ..1 	3 3 	3 3 
3 1 3 2 	1  2 	1 1 

j 1 j 2 

2 122 

Q.,. 
3 23 2 

St 1 
u. 

 3  1 

2, 
u. 
3 

2 

2 
+ 

Então a relação entre as constantes de força ori 

Binais e as transformadas fica 

	

t't' 	 t .. 
F 	(1)(-1* -n 	... -1 	Stn - 

j1 	3232 	
. 

	

2 	
_ 

	

n 	; 	
2 	• , 	 11.32 _ 

3nn  

Esta relação nos permite obter as constantes de 

força relativas a cada vizinho de um átomo uma vez conhecida a 

matriz das constantes de força correspondente a este átomo e as 

matrizes de transformação geradoras de seus vizinhos. 

d) Translação  

Da condição de periodicidade da rede segue que 

adicionando um inteiro múltiplo dos vetores básicos da rede a 

todos os índices de células unitárias de um coeficiente,aener 

(fia potencial não se altera. 

Esta operação é equivalente a uma translação da 



f 4 - rn 

) 4)1 	ra -- it • 
o 

, com h = - 9, 

9, m 
- j 

com h = - m 
II.35.b 
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rede como um todo, com Ç) = 1 e T = KI1, com h inteiro, e K é a 

ratriz construida a partir dos três vetores básicos da rede 

(.Eij  = g). 

As constantes de força não se alteram em virtude 

da invariancia da energia potencial frente a uma translação da 

rede como um todo. 

Então, segue 

ít i +h...2,n +h 

(f) 	. 	 = (I) 
3 1 	 , 

11.33 

j iw i n 

II.34.a 

Para n= 1, temos 

+ h 
= 4).7-

t 	, h arbitrário 
1 

quando h = 

Pi 
t 	o = 4)1.  11.34.b 

donde, as constantes de força de primeira ordem são independen 

tes de t. 
Para n= 2 

m 	2, + h m + h 	h arbitrário 
	 II.35.a 

3 

As constantes de força de segunda ordem dependem 



R, m n 	R, + h m4 h n + h 
= 	 

ijk 	1 
para h arbitrário 	II.36.a 

j 	k 
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somente de separações relativas entre os dois átomos envolvi- 

dos. 

rara n= 3 

m-n 
3 

mn 	m o n-m 
ijk 

o m- R, n 

)7 - 

(1) 	- 
3 	k  

, 	com h = - n — 	_ 

, 	com h = - m  

, 	com h=- - R, 

II.36.b 

As constantes de força dependem das separaçOesre 

lativas 5-11, n- n, etc. 

Todas as relações obtidas neste capitulo são vá-

lidas independente do conhecimento da energia potencial, pois 

são baseadas em propriedades de simetria e invariancia que ce-

vem se verificar para uma teoria fisicamente consistente. 

Para a determinação do número de constantes de 

força independentes utilizamos todas as operações de simetria 

role mantém invariante o conjunto de pontos ao qual se refere a 

constante de força. 

Nos capítulos que seguem faremos estas determina 

ções. 
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- MODELO HARMÔNICO 

111.1 AlroximaçÃo■HarmOnca 

A dinâmica das vibrações dos átomos em um sólido 

pode ser discutida em termos da aproximação harmónica, que con 

siste em considerarmos, na expansão da energia potencial, Eq. 

IT.10, termos ate segunda ordem nos deslocamentos dos átomos 

de suas posições de equilíbrio. 

Temos então a energia potencial dada por 

L 	1 	r 	' 	' = 4)0  + L 4)a a + 	L 	a
0  ua  0  

ta 	
tt,  

a8 

onde o primeiro termo e o termo constante, o termo (t,2'
a 
 é a com-

ponente a da força sobre o átomo 2, quando todos os u,c't  são nu-

los. Como a força sobre cada partícula deve ser nula quando to 

dos os deslocamentos são nulos (configuração de equilíbrio mi-

croscópica), segue que ()a
t   = 0, e cada termo da primeira soma 

se anula. Alem disso, como no nosso modelo de cristal cada ãto 

mo ocupa um ponto de rede, os quais são equivalentes, as for-

ças atuando em cada átomo serão as mesmas, o que nos permite 

escrever (1) = 4)°(It. A simetria do cristal nos assegura a existen 

cia de tantos valores positivos quantos negativos de u, resul 

tando numa media nula, e o termo de primeira ordem se anula. 

A energia potencial harmónica fica então reduzi- 

da a 

= 	y 	(1)".' 112- 115"  
H 	2: tí, a0 	a n 

a8 

I.TI .2 
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onde não consideramos o termo constante 4). 

O Hamiltoniano harmônico fica expresso por 

2, 2 	 4,2,2, 1  
H = 	M(1Q +

ka 	
2! 	4'a0 u

a  uí3 	 111.3 

as 
2 	 2.2,1 

onde o primeiro termo representa a energia cinética, sendo M a 

massa do átomo. 

Conhecendo o Hamiltoniano estamos em condições 

de resolver as equações de movimento do conjunto de átomos. O 

termo de energia cinética e a soma de energias associadas com 

o movimento de cada partícula, e cada elemento desta soma en-

volve somente um 'átomo e uma direção. 

Já a contribuição da energia potencial não é ex-

pressa de forma tão simples porque envolve deslocamentos de 

dois átomos distintos do cristal, o somatôrio constituindo-se 

d.e termos cruzados. 

Das equações de movimento de Lagrange obtemos 

M  a = -- L 	4)0tr3 	uo  
R°0 

111.4 

A expressão acima representa um sistema de equa-

ções diferenciais lineares acopladas, infinitas em número. De-

sejamos encontrar um sistema de coordenadas no qual as equa-

ções não apresentem temor, cruzados, ou seja, queremos substi-

tuir os u2,
a 
 por outro conjunto de coordenadas. Se existir um sis 

tema tal que desacople as equações, não havendo termos cruza-

dos, esse sistema será corstituido de coordenadas normais. 
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111.2 Modos Normais de Vibração  

Supomos o cristal dividido em macrocélulas, L em 

cada direção de forma que L 3  = N células. A condição de perio-

dicidade transiacional da rede impõe que o movimento sejaomes 

mo para cada macrocélula. Desta maneira podemos esperar para 

solução da Eq. 111.4 uma expressão do tipo onda plana [41  . 

Escrevemos então 

u
OC — 

	

(q) 	 R, 
F u = 	exp i (q. r - u (q) t) a 	• 	2 q M 

111.5 

onde q é vetor de onda. 

Substituindo a expressão acima nas equações de mo 

vimento 111.4, temos 

W
2

(q)11a (q) = D (q) u ( ao 	q) 
 

111.6 

Com 

Det(3 (q) 
x 	 ' 

= 	
r 	

,„ ot 	e p
.9, 	

r 	) 111.7 

Verificamos que DocC 
 (q) depende de r2 	

r9, 	ou 

	

seja, da distancia relativa entre os átomos envolvidos. 	Isto 

nos permite fazer r = O, usando a propriedade transiacional 

vista no Capitulo II. 

Ficamos então com 

1 y 	iq.r 
D (q) = 	L 	„ e ao 	M , ias 

. 8 
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Supomos agora que u~u
(q) está relacionado com uma 

quantidade e a
(q) através de um fator constante. Fazemos a subs 

tituição de uct(q) por ea(q) na Eq. 111.6 e escrevemos a equa-

ção matricial 

w2(q)e(q) = D(q)e(q) 	 111.9 

sendo que e(q) A um vetor e D(q) constitui uma matriz 3x3. 

A substituição de coordenadas efetuada através 

da Eq. 111.5 em 111.4 nos permitiu reduzir o número infinito 

de equações iniciais a um sistema de três equações lineares ho 

;mgêneas. O determinante dos coeficientes deve ser nulo para 

que o sistema tenha solução. 

Assim, temos a equação determinantal 

Ip ot (
q) 	w 2(q),J = 0.  

A Eq. III.10euma equação de terceira ordem em 

2 e, podemos indicar as três soluções por w2(q,j), com j = 1, 

2,3. A cada valor de w2(q,j) em 111.6 corresponde um conjunto 

(le valores para ea(q) que designaremos por ea(st,j). Desta ma-

neira reescrevemos as equações 111.6 e 111.10 na forma 

w2(q,j)ea(q,j) = 	„(q)e0(q,j) 

e 

jnao(q) - w2(q,j)d aij = O 	 ?T1 .12 
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A matriz D(q) é usualmente chamada matriz dinámi 

ca. Vemos que a equação 111.11 é uma equação de autovalores, 

com os e (q, j) sendo autovetores da matriz dinâmica, represen-
a 

tando a polarização do modo (q,j), ou seja, descrevendo a ori-

entação das vibrações atômicas referentes a um dado modo defi-

nido por q e j. Os autovalores desse sistema serão as freqüen-

cias do modo normal. No caso harmônico os modos normais são os 

modos harmônicos caracterizados por um vetor de onda q. Consi-

derando o sistema com N átomos, o número de modos normais fica 

sendo 3N. 

Os autovetores devem satisfazer as condições de 

ortonormalidade e clausura 

y e
a 
 (qj)ea 

 (nj') = d.., 
3.1 a 

111.13.a 

ea(qi)en(qj) = 6a8 	 111.13.h 

para que se determine um conjunto consistente de autovetores. 

A expressão 111.5, que descreve as vibrações no 

cristal, pode ser escrita em termos de segunda quantiza-

00 r13,141 ,  ficando então 

onde 

= y 	
) 1/2 

e(qj)A(qj)exp(iq.j) 
N 	(2w(qj)NM 

(11  

111.34 

A (qj ) = a(qj ) + 

sorrio a e at  respectivamente oR operadores quânticos de des- 
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truição e criarão. 

A transformação 111.14 aplicada ao Hamiltoniano, 

Eq. 111.3, resulta 

H = 	KA3(cd) Lat(qj)a(qj) + 
cli 

Aqui podemos notar que uma descrição quãntica re 

vela que os modos normais são quantizados e cada quantum do mo 

do normal é chamado de fonon. Os operadores a e at são, então, 

operadores de destruição e criação de fonons. Assim os 3N pa-

res de operadores correspondem a 3N fonons. O fonon está asso-

ciado ã energia do modo normal do sistema em vibração, que é o 

cristal em questão. Esta energia dos modos normais é distribui 

da através do cristal no espaço real, mas é localizada no espa 

Go definido por q e j. 

TII.3 Determinação das Matrizes de Força  

Como vimos os modos de vibração do cristal são 

diretamente relacionados com as constantes de força interatômi 

cas. Um estudo desses modos nos permite obter informações so-

bre as constantes de força. 

Estudaremos agora a relação entre a dinãmica e as 

constantes de força interatômicas do sólido. O cristal que es-

tamos analisando possui um ãtomo por célula unitãria. Na seção 

anterior vimos que a relação entre as freqüencias dos modos 
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normais de vibração do sólido e as constantes de força é ex-

pressa pela equação determinantal: 

iDar (q) - w 2 (q,j)8a  I = 

onde q é o vetor de onda do modo propagado. O termo D,10(q) 

chamado elemento da matriz dinãmica e sua relação com as deri-

vadas segundas da função energia potencial O está expressa na 

Eq. 111.8. 

Para um dado par de átomos, as quantidades 0
a8 

são chamadas constantes de força e a correspondente matriz 3x3 

(^,; dada por 

(1) aa 	s*'n0 	cl)clY 

4)0a 	(1) 80 	Cb8Y 

<)ya 0Y0 . YY I/ 

Esta matriz é chamada matriz das constantes de 

força ou matriz de força. 

Considerando uma operação de simetria 2, que man 

tém a estrutura de equilíbrio invariante, sabemos pelas rela-

ceies do Capitulo II que podemos escrever 

xi 	2002(V) 
/= 	 ct I a  n an 	 s' 	(3'n a v   

gane na forma matricial fica 



ou ainda 

(I)200P(V) = 	(I) 23,1 
	

111.20 
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onde Q' é a matriz transposta de 2, (Q') ao= (M ut, e 21 2 = 1 

para rotações. 

Analisemos primeiramente o caso do cubo simples, 

considerando a interação do ponto (0,0,0) com o ponto (1,0,0), 

e determinando a correspondente matriz de força. A partir de 

convenientes transformações de simetria podemos obter as matri 

zes de força para os outros cinco primeiros vizinhos, represeis 

tados na Figura III.1. 

y 

FIGURA III.1 - Posição dos seis primeiros vizinhos 

do cubo simples 

Temos então na forma geral 

(O I  O 1  O) (1 O O) 

	

(4)11 	(1) 12 	(1) 13 

	

4)21 	4)22 	4)23 

	

' 4) 31 	4)32 	4)33 
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Usando argumentos de simetria verificaremos que 

esta matriz resultará grandemente simplificada. 

Sabendo que uma operação de simetria da rede 

transforma a rede em si mesma, devemos esperar que a matriz de 

força também se transforme de uma maneira definida sob opera-

ções de simetria. 

Consideremos, por exemplo, uma rotação de 90°  no 

sentido anti-horário em torno do eixo X. Esta operação leva o 

ponto (0,0,1) ao ponto (0,-1,0), ou seja 

111.22 

Ao mesmo tempo da Eq. 111.20 que é a própria ex-

pressão da lei de transformação de tensores de segunda ordem, 

temos 

(0,0,0)(0,1,0) = 5.2(00 1 O0)(0,0,1) 
(I) 	 2' 	 111.23 

A matriz 2 que representa esta rotação é dada 

por 

111.24 

pois leva x 	x, Y 
	z, z 	-y. 

Mas observemos que esta operação deixa os átomos 

(npo,n) e (1,0,0) invariantes, o que nos permite escrever 



4)12 	4)13\ 

$22 	$23 

$32 	4)33/ 

/ c,1 1 

$21 

4)31 

$12 

$22 

4)32 

$13 

$23 

4)33 

/1 

O 

\ir) 

O 

0 

1 
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(0,0,0)( 1 , 0 , 0 ) p4"(o 0,0)(1,0,0) c.2 , =  111.26 

ou mais explicitamente 

assim 

4)12 

4)22 

(5 32 

$13 

(1) 23 

4)33) 

	

/ $11 	$13 -$12 

= 

	

- 21 	$33 -$32 

	

:(5 21 	-$23 	(522 

o que nos dã as relações 

4) 22 = 
	

33 

== 
4)12 = 	$13 	12 	412 	413 = 0  

th 
'23 = -4)32 

$31 = -$21 

Chamamos, para simplificar 

	

4, 11 = a1 	(1)  

	

1 	22 = 
	

1 f 	' 
6 
21 = 

a
1  ; 
	6 

1-  23 = Y1 

e a matriz das constantes de força fica 
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a1 O O ‘\ 

a 1 	í1 	y l 

- C5 	y CYCL 1 	1 	R1 

Considerando agora a operação de simetria de re-

flexão em relação ao plane xy, temos a seguinte matriz de trans 

formação 

/ 1 O O 

St 	

) 

= 	O 1 O 

\O O -1 

111.27 

A qual leva x 4 x, y y, z ►  -z. Novamente, não 

temos alteração na relação entre os pontos (0,0,0) e (1,0,0), 

que ficam invariantes sob esta segunda operação. 

Podemos escrever 

(ai  O 

a i 	13 1 	Yi 

--Y 	/ 

	

1 	13 1 

/ 

O O / ai  O 	O \ 1 O O 

1 O 	o* 1 	(3 1 	y1 	O 	1 O 

O -1 \-a i  -yi  81/ O 0 -1 

logo 

a1 () 	O \ 	a 	O O 

= 0 1 -Y1 

\\..-G1 -Y1 	RI/ 	Y 1 	B 1 

Resulta que ai  = -ai  4 ai  = 0; y1 = -y i  4 yi  = 0; 

e a matriz de força para os pontos (0,0,0) e (1,0,0) é final- 



fts  (o ,o ,o) (1 ,o ,o) 

\o 

0 	 111.28 

a 	O 	O 

13 1 

.39 

mente 

A partir desta matriz podemos encontrar as matri 

zes de força correspondentes aos demais primeiros vizinhos, 

pois as transformaç6es 

z'} = {±x, ±y, ±z} 	 111.29 

geram os diversos primeiros vizinhos do cubo simples. Construi 

mos, então, as respectivas matrizes de transformação e obtive-

mos as diversas matrizes de força para os primeiros vizinhos, 

o que pode ser visto na Tabela 1. 

Se, no entanto, a interação entre os pontos (0,0,0) 

e (1,0,0) for descrita por um potencial central, qualquer rota 

ção de um ângulo O em torno do eixo X deixara a matriz 

(!)(o ,o , o) , o , o) invariante, tal rotação pode ser escrita como 

0 	0 

coso serie 

-seno cose / 

Com esta operação 2 e utilizando a eq. III.26,se 

obtem facilmente que 131  = 0. 
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Com o objetivo de representar pictoricamente as 

constantes de força, imaginamos um esquema que em muitos casos 

favorece a visualização das simetrias. Para o par de pontos 

(0,0,0) e (1,0,0) temos os seguintes esquemas: 

(5 2 It 	
3 

c 3 
 

1, 
	x 

ys 
Ca 

ã 
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A primeira operação de simetria usada, 	rotação 

de 9( em torno do eixo x, produz era nossos esquemas a seguin-

te configuração 

'23 

031 

ii
i..aaans> X 

FIGURA ITI.2.b 

Anulando cp12' ( 13f  (21 e (P 31, que não mais apre-

sentam simetria em relação ao plano frontal eda base, e estabe- 

lecendn as relaç5es (23  .32' 4)22 = (33, a segunda operação 

nn esquema acima resulta na configuração 



(:) 3 3 

Estabelecendo a relação 4) 23  = CP 32 • resultando en 

tão que ( 23  = O. Desta forma e possível determinar pictorica-

mente a matriz de força. No entanto, este procedimento sõ 

e conveniente para casos muito simples. 

Jã para os segundos vizinhos do cubo simples,nme 

são em número cie doze, se 61-)trri outra matriz de força. Conside 

.43 
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ramos a interação do ponto (0,0,0) com o ponto (1,1,0). Nova-

mente, na forma geral temos 

	

/ 4) 11 	4) 12 	4) 13 

o ( o ,o ,o) (1, 1,o) 	

4) 21 	4) 22 	4) 23 

	

4) 31 	4) 32 	(5 33 

Usando a transformação (x,y,z) 4- (y,x,-z), dada 

pela matriz 

(0 1 O 

2 = 	1 O O 

O O -1 

111.30 

que mantém os pontos (0,0,0) e (1,1,0) invariantes, obtemos: 

( o ,o , o ) ( , 1 o 
) 

(0 1 

I O 

0 0 

°\ 	4 11 	4) 12 	4) 13 

o 4)21 	4)22 	4)23 

-1 	4) 11 	4)32 	4)33 

( O 1 0 

1 0 0 

0 O —1 

Assim 

(

( 11 4) 12 4 13 

4)21 4)22 4)23 

4) 31 4) 32 4) 33/ 

	

4)22 	4)21 -4)23 

	

4)12 	4)11 -4)13 

-(!)32 -4)31 	4) 33 

resulta 
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( 4) 11 	4) 12 	4) 13 

(0,0,0) (1,1,0) 
1 2 	4) 11 -4)13 

4) 31 -4)  31 	11) 33 

Considerando ainda a transformação 	(x,y,z) -4- 

(x,y,-z), que também mantem os pontos (0,0,0) e (1,1,0) invari 

antes, e .é representada por 

1 O O \ 

S2= 	oro 

obtemos 

(1) 11 	4)12 	4)13 

( 

4)12 	4)11 -11)  13 	
= 	

4)11 	4)12 -4)13 

(1) 12 	(I) 11 	4)13 

4)31 -4)31 	4)33 	.-4)31 	4)31 	4)33• 

com o que 013  = 031  = 0. Chamando (1) 11  =a, (1) 	= 	= Y 

	

2 	12 	2 	39 	2 

temos finalmente a matriz das constantes de força relativa aos 

pontos (0,0,0) e (1,1,0) 

a2 0 2 o 

(0,0,0)(1,1,0) = 11) 	 2 
n 
2 

a 

	

o 	Y2  

111.32 

Resta obter as matrizes correspondentes aos de-

mais segundos vizinhos do cubo simples, o que esta mostrado na 

Tahola IT. 
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TABELA II 
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ns terceiros vizinhos d.o cubo simples são em nú-

mero de oito. Para a obtenção das diversas matrizes de força 

partimos da interação entre o ponto (0,0,0) e o ponto (1,1,1). 

Cs terceiros vizinhos serão dados pelos pontos (±1,±1,±1). 

Reali?.ando a transformação (x,y,z) 	(y,x,z), da 

da por 

0 1 0 

5'2= 	1 O 	O 

(O O 1 

111.33 

temos 

	

4) 11 	412 	°13 
4) ( 0 f 0 f 0 ) ( 1,1,1)=,,, 	4)21 	(1) 22 	023 

	

1)31 	°32 	4)33.  

Resulta 

	

(4)1 1 	°12 	°13 

(1) (0,0,0)(1,1,1) 
	

4)12 	(1) 11 	13 

	

\, 6 
31 	4)31 	(1) 33.  

Com a transformação (x,y,z) 	(x,z,y), que tam- 

bém mantém os pontos (0,0,0) e (1,1,1) invariantes, e que e ex 

pressa pela matriz 

(1 O O 

ck = 	O O 1 

0 1 O 

111.34 



)

a 3 0 3 0 3  

(1) 	 = 
	

í 3 	a 3 	B 3 
(O ,0 ,O) (1 ,1,1) 

B 3 	3  as 

111.35 

obtemos 

.48 

	

/ 4' 11 	41 12 	4) 13 

	

0 12 	41 11 	/3  

(1T-' 31  '32 	4) 33  

41 11 	4) 13 	41 12 

= 4) 31 	4) 33 	4) 31 

4)12 	4)13 	4) 11 

Assim temos, th =  
= 4) 33;  4)12 	

(f) 
13 = 31 

e a ma- 

triz de força fica 

onde fizemos, th il  = a3 e 4)12 = (3 3.  

Analogamente aos casos anteriores se obtém as ma 

trizes de força para os sete outros terceiros vizinhos, o que 

"éj, visto na Tabela III. 



	

r3 	-53 

) 
-"?; 

- ;?3 	c(3 

(.3  —G, n, 

- i5 -2 	n3  -...'i..3  ... 
-133  cx3  

( 0, 0, (C) 

(-1,-1,-1) 
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2 ' 

( 0, o, (') 

( 1, .1, .1) 

( C, 0, 0) 

1, 1) 

(0, r, 0) 
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33 

f33 '13 
e1 03 

- (13  
J 

- > 

"3 ..- 3 C33 
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0 1 0 

O -1 

O 

° 
() O 0 -1 (

c-3 í33 --33 
R3 '13 -- 1 

--e)3 -i33 	cA.3 
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111.4 Relações d.e 	Harmônicas  

Através da matriz dinâmica se obtém as relações 

de dispersão, c que, em princípio, pode ser feito para qual-

quer direção especificada dentro da primeira zona de Brillouin 

e para qualquer rede. 

Escrevemos a definição da matriz dinâmica, Eq. 

111.8, como 

DaB (g) y 
M e 

(I)  B  exp ig.t a  
111.36 

onde fizemos 

t=r
t =ta +ta +ta 

••■■ 	•■■ 	 11 	2-2 	33 
111.37 

sendo a., (i = 1,2,3), os vetores unitários que constituemare 

de, e ti  variando de zero ao comprimento da célula unitária, o 

qual muda conforme a rede que estivermos considerando; e q eum 

vetor da rede recíproca expresso por 

g = tibi  + t2b2  + t3b3 	 111.38 

sendo b. os vetores unitários característicos da rede recipro- 

ca e os t 1 são inteiros. 

Podemos agora exemplificar como se obtem uma re- 

lação de dispersão. 

Tomemos o caso de uma rede FCC com interação não 

-central com os primeiros vizinhos, e central com os segundos 

vizinhos. Para determinar as matrizes de força necessãriasãso 



Oar3 	= (13 a O 
000 110 

a (3 O) 

O O y 
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lução devemos lembrar que há uma correspondência entre os pri-

meiros vizinhos da rede FCC e os segundos vizinhos da rede SC, 

e dos segundos vizinhos do FCC com os primeiros vizinhos do SC. 

Assim, as matrizes envolvidas serão 

111.39 

e 

(a1  O O) 
000 200 

ae 	= 0 0 0 

O O O 

111.40 

A primeira matriz representa a interação não-cen 

tral do ponto (0,0,0) com o primeiro vizinho do FCC, - a segun 

da matriz representa a interação central do ponto (0,0,0) com 

o segundo vizinho do FCC. 

Necessitamos agora as matrizes de força referen- 

tes aos demais primeiros e segundos vizinhos, o que já calcula 

mos e pode ser visto nas Tabelas II e I respectivamente. 

Fazendo agora a transformada de Fourier conforme 

Eq. 111.36, lembrando que no caso 

e = (0,0,0) , 119  = (a,a,0) , 9,29  = (2a,0,0) 

onde a é, por conveniência, a metade da aresta da célula unitá 

ria. 

Temos então 



(q) = MD a (q) 
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D; 1 
ff 	f c1 2 ) a  

(q) 
-1((1 1  + (1 2) a) 	i 	- q 2 ) a 

+ e 	 + (e 

-i(cli-c12)a) 	( i(q 1  + q 3)a 	-i(q 1  +q 3  )a 
+ e 	 + e 	 -I- e 

+ 
-q3)a 

+ e 
-i(q 1  - q 3)a)  i(q2 	(1 3 )  

a 

-"q2 ql)a  
♦ e 

 
) 4- 

e 
i ( q2  - q3)a 4.  

e
-"(1 2 -  (1 3 )a  

-iq l 2a 
+ al(e 	+ e 

Se chamarmos 

	

= 	 1 aq. , C.1 
 = cosC1  

. , S.
1 
 = senr. 

- 1 	 ' 

podemos escrever 

D' (q) = 2a 	
1 	

F 2  cos 	+ 	) + cos(C
1 
 -C 

2 	 1 
) + cos( 	4- P:

'3 
3 ) 

+ 
1 i 	..... 	'  

+ cos (C, - 3)+ 2y cos (C2  + C 3) + cos 

+ 

e finalmente 

n 1  ((I) = 4n 1
C

2 	 1 (C 	+ C IC3)  + 4y C 2C 3 	2a' (1 2S
2

) 
-  

Po forma anãloga obtemos 

D' 2  (q) = - 4n s1s2 1_ 
111.42 
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Na determinação dessas expressões não incluímos 

a. contribuição do ponto R. 
Sabemos, da propriedade das matrizes de força, 

que mostra não haver força sobre um átomo como resultado de uma 

translação uniforme, anue 

2. = o F. 	R 0, 

2, 	- 

e obtemos para o caso que estamos tratando 

(11  + 8a + 4y + 2a' = O • 4)11 = - 8a - 4y - 2a' 

'5°1 2 = ° 

Acrescentar do estas contribuições aos respecti-

vos termos da matriz dinâmica obtemos 

D y
, 

(q) = 4n (C 1C2  + C 1C 3  - 2) + 4y (C2C 3  - 1) - 4a'S: 

D: 2(q) = - 40 s1s2  

os demais termos são nulos. 

Ficamos com a equação secular 

2 

1 	D11 -(4 
	D ti 2 	

D
13 

D ? - 6)
2 

D21  

	

2 	 D2 3 

2 
11 

n 32 	D33 - (4 
 

O 	111.45 
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Obter as relações de dispersão agora muito sim 

pies bastando especificar as direções. Para simplificar a de-

monstração escolhemos direções de alta simetria. 

Na direção ri 0 0] ficamos com 

MW
2 = 16n sen2 M + 4n 1  sen2qa 

	 III.46.a 

Mo2 = 8(n + y) sen2  2 	 III.46.b 

Na direção [I 1 01 temos ci i  = q 2 = g, 3 = 

D; 1  = D; 2  = 4 (a + a') sen2qa + 8 ( + y) sen 2  2 

D1
33 

= 16a sen2 gp.,  + 4y sen2qa 

D13 = D31 = D23 = 1)32 = O 

D 1  = D1 1 = 4n sen2qa 

e n‘ rmns como soluçõeq da equação secular 

Mm2  = 16a sen2 	+ 4y sen2qa 

MW
T 

= 4(a + (i + al)sen
2qa + 8(a + y)sen2  

I 
 

Mm2  = 4(n - 	+ n1 ) sen2qa + 8(a + y)sen2  W 
T2 

 

III.47.a 

III.47.b 

III.47.c 

Finalmente para a direção ri 1 1] com q l  = 	= 

= q3 = g temos 



n' = D' = 3 1 	D22 	D33 

	

D112 = D21 = DI13 	D;1 = D23-  = D132- - 

n' = 4(2a + y + rx')sen2
qa 

D1 2 
= 4n sen2qa 

o que produz uma equação cúbica da forma 

rt - „, 2 P] + 2p3 - 3p2t = O 

a qual segundo Kittel[26]  tem uma das raizes expressa por f2p+ 

t) e as outras duas por (t-p). No caso proposto ficamos com 

Mu = 4(2a + 2n + y + a')sen2qa 
	

I11.48.a 

MW2 = 4(2n - n + y + a')sen2qa 	 III.43.b 

De forma anãloga podem ser obtidas outras rela-

ções de dispersão para outras interações e relações de vizi-

nhanca, bem como para direções genéricas. 

111.5 Vantagens e Limitações do  Modelo Harmônico 

O modelo harmônico ô de grande importância e uti 

lidade porque nos permite resolver a dinâmica do sistema sgli-

J0 en, terms de modos normais independentes. AVim disso, e 
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que nos parece de maior relevância, a descrição dos deslocamen 

tos atômicos em termos de operadores de criação e destruição 

usuais da mecânica quântica deu origem a um conceito fundamen-

tal na atual teoria de sólidos, que é o fonon. 

Entretanto, a teoria harmónica é deficiente por-

que não pode explicar muitos fenômenos físicos que envolvem 

acoplamento de modos normais, tais como expansão térmica, con-

dutividade térmica, espalhamento de neutrons térmicos, entre 

outros. 

Desta maneira, é necessãrio um modelo teórico de 

maior alcance, e consequentemente, maior complexidade, que é a 

teoria não-harmônica. 
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IV - TEORIA NÃO-HARMÔNICA 

IV.1 Interação fonon-fonon 

Muitas propriedades físicas dos cristais reais 

não podem ser explicadas pela aproximação harmônica pois depen 

dem da interação entre modos normais. Exemplos de propriedades 

do cristal que envolvem a não-harmonicidade da rede podem ser 

a condutividade térmica, a dependência com a temperatura das 

constantes elásticas e dieletricas, o espalhamento de neutrons 

térmicos, entre outros. Na descrição física dessas proprieda-

des a aproximação não-harmônica assume importância incontestâ- 

vel. 

Supondo um sistema físico previamente em equilí-

brio sofrendo uma influência externa, para uma certa absorção 

de energia os átomos mais leves vibram com amplitudes maiores 

Rn que os átomos pesados. Desta maneira, pode-se esperar que 

cristais compostos de 'átomos leves apresentem não-harmonicida 

de mesmo em temperaturas relativamente baixas. Deve-se também 

considerar a intensidade das forças interatômicas e como vimos, 

nns C(I as forças de interação são fracas. Dai ser licito espe 

r. ar nue os CGI mais leves sejam fortemente não-harmônicos. 

Podemos esboçar a não-harmonicidade da forma que 

segue. 

Um oscilador no qual se adiciona energia tem sua 

amplitude aumentada, mas enquanto permanece harmônico não há mu 

dança na freqUência. No oscilador quântico a absorção ou emis- 
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são d energia se clã por múltiplos inteiros de W1). Favenio urra 

adição de energia tal que provoque um aumento constante nas 

energias de um conjunto de osciladores, suas amplitudes aumen-

tam resultando na perda de validade da aproximação harmônica. 

Isto ocorre porque os átomos executando movimentos de grande 

amplitude se aproximam e interagem, em conseqüência disto a 

energia potencial de interação requer termos de ordens mais al 

tas na expansão para descrever o sistema consistenefu,nte. As 

sim sendo, o sistema de osciladores, ou conjunto de modos nor-

mais mantém independência somente para oscilações pequenas. 

Em termos de fonons temos que um acréscimo de 

energia no cristal corresponde a um processo de criação de fo-

nons. A medida que aumenta o número de fonons no cristal a in-

teração entre os mesmos passa a ser significativa. Pnrisso os 

termos não-harmônicos são interpretados como interações entre 

fonons. 

TV.2 Espalhamento de Neutrons Térmicos 

O estudo da difração de neutrons por cristais se 

intensificou a medida que foi sendo constatada a conveniência 

de seus resultados comparativamente a outras técnicas 1151. Os 

neutrons térmicos tem o comprimento de onda da ordem das dis- 

lãnnias interatômicas do cristal permitindo, assim como o raio 

X, estudos de difração. Além disso, apresentam vantagens sobre 

ítimos uma vez que têm energias e momentum comparáveis com 
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os valores correspondentes para fonons. Desta forma, conside-

rando um processo de interação, podemos esperar um espalhamen-

to significante e que as medidas de energia dos neutrons espa-

lhados por cristais em função do ângulo de espalhamento forne-

çam informações sobre energias das vibrações da rede com mais 

precisão do que por outras técnicas. 

É interessante fazer a distinção entre espalha-

mento de neutrons coerente e incoerente. 

O cristal e constituído de uma ordenação periOdi 

ca de núcleos, sendo assim a onda do neutron espalhada por um 

dos núcleos pode interferir com outra espalhada por outro nú-

cleo. Este é o espalhamento coerente, que pode estar presente 

tanto no espalhamento elástico como no inelástico e, cuja in-

tensidade esta diretamente relacionada com a pureza isotOpica 

do cristal e a ausência de spin nuclear. No caso da presença 

de spin nuclear e/ou variação isotOpica, pode-se esperar, em ge 

ral, uma distribuição uniforme das orientaç8es de spin, ou ti-

pos de iseStopos nos diversos sítios da rede. Desta maneira ca-

da núcleo tende a espalhar a onda de neutron independentemente 

dando origem ao espalhamento incoerente, também presente tanto 

no espalhamento elástico como no inelástico. 

O espalhamento inelástico coerente de neutrons 

térmicos possibilita a obtenção da curva de dispersão do fonon, 

relação entre as freqüências dos modos de uma dada polarização 

e o vetor de onda q, pela analise da variação de energia dos 

neutrons espalhados para uma certa transferência de momen- 
J6 171 tum 	° 
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Nos limitaremos, no que segue, ao enfoque do es-

palhamento inelástico coerente de neutrons térmicos, por pro-

cessos de um fonon. 

O tratamento do espalhamento de neutrons 	pela 

aproximação harmônica resulta numa secção de choque de espalha 

mento de um fonon, com transferência fixa de momentum 	= 

do neutron para o cristal, dada por um conjunto de picos de fun 

ção (5. Esses picos estarão centrados nas freqüências dos modos 

normais w(qj) e o número desses picos é definido pelas condi-

ções de conservação de energia e momentum envolvidas no proces 

so de espalhamento. 

Consideremos agora o cristal não-harmônico, que 

o cristal físico, e é descrito por um Hamiltoniano que in-

clui também termos de ordem superior a dois nas potências dos 

deslocamentos dos ãtomos de suas posições de equilíbrio. Este 

Hamiltoniano submetido à transformação que diagonaliza o Hamil 

toniano harmônico revela o acoplamento dos modos harmônicos com 

os termos não-harmônicos como veremos a seguir. Este resultado 

conduziu ao emprego de técnicas de muitos corpos no estudo das 

propriedades dinãmicas e térmicas dos cristais não-harmônicos. 

Os cálculos das freqüências dos fonons atravós 

da aproximação harmônica levam a resultados que estão em desa-

tordo com os valores experimentais. Nosso objetivo neste traba 

lho e, através do emprego da aproximação não-harmônica como em 

hasamento teórico e considerações de ordem física quanto às in 

terações (que aparecem explicitas nos capítulos que seguem) , ob 

ter valores teóricos mais realísticos para as freqüências dos 

fonons, bem como suas dependências com a temperatura. 
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IV.3 Hamiltoniano Não-Harmónico  

A aproximação não-harmónica consiste em conside-

rar termos além do quadrático na expansão da energia potencial 

em série de potências dos deslocamentos dos átomos de suas po-

sições de equilibrio. 

O Hamiltoniano não-harmónico para um cristal mo-

noatômico fica então 

1 r   H = 	M(u .£) + 	y 	t' L 	
a 	-ir 	 + ae u

a 
u
R 

 

1 	 Win R, 2,' 2" + -- 	 u U U + 3! (l'etoy 	a 	Y 
a,3 ,y 

4,22.2-2,- st 	2' 	2- 	ft- 

	

o 	y 	(s 	 IV.I 4! 9  01ve,2," a0r5  

	

a,e,Y

u 	u 	u 

,6 

cujos termos foram explicados no Capitulo II. 

A discussão teórica será aqui limitada ã determi 

nação dos efeitos não-harmónicos de terceira e quarta ordem. 

Posteriormente, na aplicação da teoria não-harmónica nos fixa-

remos nos efeitos de terceira ordem por razão que ficará clara 

nos Capitulos V e VI. 

As componentes dos deslocamentos dos átomos de 

suas posições de equilíbrio, como vimos no Capitulo III, podem 

ser expressas em termos de operadores de criação e destruição 

de fonons, 
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u = 	 2NM1  

1/2 	e (qj) 
a ..._ 	rat . + a 	p2wiq.2, 

eli Vw(cli)1 L  
IV.2 

Nesta expressão N é o número de 'átomos do cris-

tal. M ó a massa atômica, w(qj) é a freqüência do modo normal 

caracterizado pelo vetor de onda q e índice de polarização j, 

e (c;j) é a componente do vetor de polarização do modo (qj). 

Pelas expressões IV.1 e IV.2 podemos ver que as 

contribuições não-harmônicas envolvem somas de três ou mais ve 

tores de onda e igual número de índices de polarização. Os va-

lores permitidos para os vetores de onda estão uniformemente 

através da primeira zona de Brillouin da rede 

sua soma deve ser igual ao vetor translação da rede recíproca. 

Escreveremos agora o Hamiltoniano não-harmónico, 

Eq. IV.l, em termos dos operadores de criação e destruição de 

fonons, usando a expressão IV.2. Observe-se que em se tratando 

de um cristal monoatómico nas expressões relativas ã dinâmica 

de rede não estã presente o somatório concernente ã base. 

Introduzindo o operador r
131 

A() = a(qj) + a(--aj) 
	

IV. 3 

as expressões de interesse ficam grandemente simplificadas. E 

parlemos escrever o Hamiltoniano do cristal não-harm8nicona for 

ma 



e (qi)e, (q tjl)ey  ((VI VI ) 

r.(gï).(g,J,).(g.J.)11/ 2  

exp [27ri (q.1 + q . 3Z ' + q".SYI) 	IV.5 
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H = 	wi ud)a t a  + y vci4 
gi 	qj  _ .„,,„ cul 

1 

vUri.c4: g: 	 cr) Aec.i„,) 
3 	3 	3  

i v3"3- 111 

o • • IV.4 

onde 	energia do ponto zero foi omitida. 

O coeficiente de terceira ordem na expressão IV.4 

e 

'51 ss")j' j " 

1 ( X )3/2 	y, 	(1) tt'2," 
3: 2NM 	 aRy ttsZ" 

aRy 

Das propriedades das constantes de força apresen 

tadas no Capitulo II, sabemos que podemos subtrair o mesmo In- 

" 
clice 9, de todos os indices de célula de (I) 

tt't  sem modificar o 
aRy 

seu valor. Usando este recurso e ainda fazendo t' = t'- Q + t, 

9," = 2" - Q. + 9, na exponencial, e introduzindo R' - t" t 

como indices de soma em IV.5, se obtém 

g g' 	_ r" 	1 ( 	\3/2 	
(I) 
t-t £ 1-9, 

1")  - E \2NM 

et 	 y 

(qi)e
n 
 (q'j')e

Y 
 (q"j") 

- 	 1/2 

i (Cii)M(CI" j 2)(1)(q"j") 

expi2iri(q 	+ q' 	 + 

x 

(t"-9,))] exp[2irri((q + 	
(..ft).2) IV.6 
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Redefinindo os índices de soma como t' e R.", 	e 

[41 
lembrando que - 

N 	- 

X exp 27ri (q. 2,)] = NA (q) 
- t=1 

IV. 7 

1 4- se a e um vetor da rede recíproca ou zero 
A(q) = 

O 	outros valores de q. 

Assim 

A(q + q' + q") 

\7( -1 	21) = 	( 	)3 /2  
1  3' 

j" / 
	Himcvilmci ny)1 1/2 	3 3'  in  

IV. 8 

onde 

ot'tu 
3 33 	vt.  (4y 	ea(2))e r3(21 Y)e (q"j")M-3/  c(j 	= 

 

eWy 

x exp 27ri(q'.52, 1  + q".t")] 	 IV.9 

O procedimento e anãlogo para os termos de or-

dens superiores, e um termo geral se escreve 

-q...q 

	

(1)  (02, 	. 2, 
st, 	t 	ot8 	e oc (2i )  • • ey (Linin) M

- 3 / 2 
 

1 • • • n 

x exp[ 21ri(c[1 .ZI  + . 	cin' 2'n) 

 -1 	 IV .10 
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Isto posto o Hamiltoniano do cristal não-harmoni 

co, Eq. IV.4, fica por fim 

3/2  H = y Piw(qj)a+  a 	+ JLT  (MA x 

qj 	qj 	3• k2N11 

(q  + 	(111) 

 

e, (34: -cf„) Aq)AG:-115) 	+ 
[to  (ci j) w  ( ct  j.  1 ) to  ( ci llj 11) 

 

1 

  

 

Mq + 	q" + q ui ) 

 

	

4: ,2, 	 I /2 

	

4  " 	25 1 .2"5. 1" 	rw  (cji) co 	I ) ( et 	) w 	tit 

CP(C"
E."1" ) AnAeli) ("'C!")A(11") "4".  ••• 

t 

3 3 	3 	3  II, 	 j 	 lei 
IV.11 

Esta forma do Hamiltoniano do cristal não-harmô-

nico revela claramente o acoplamento dos modos normais do cris 

tal como resultado da presença dos termos não-harmônicos na ex 

pansão da energia potencial. Observe-se que a expressão para 

u
n 
foi a mesma usada no Capitulo III, com a qual foi possível 

diagonalizar o Hamiltoniano harmônico separando-o em modos nor 

mais. 

O tratamento que veremos a seguir se deve intei-

ramente si necessidade de uma descrição da dinâmica de rede dos 

cristais não-harmônicos por técnicas de muitos corpos. 
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IV.4 Cálculo das Contribuições Não-Harmônicas  

O tratamento teórica da dinãmica de rede de cris 

tais não-harmônicos tem sido apresentado por vários 	autores 

18]14, [ com o uso de técnicas de teoria de muitos corpos 13,14,181. O 

procedimento usual é resolver o problema quântico de muitos 

corpos através de funções termodinãmicas de correlação depen -

dentes do tempo, que são as funções de Green da teoria quãn-

tica de campos. As funções de Green são mais usadas porque são 

mais diretamente relacionadas com a experiência do que as fun-

ções de onda, o que em geral conduz mais facilmente a uma in-

terpretação física. Estas funções de Green são obtidas de equa 

coes de campo com ordenação temporal. Utiliza-se uma equivalên 

cia de tempo e temperatura complexos, que transforma a condi-

ção de contorno numa condição de periodicidade ao longo de uma 

particular linha no plano complexo. Isto permite expressar as 

funções de Green ao longo desta linha como uma êrie de Fourier. 

Com  isto as transformadas de Fourier estão definidas para um 

conjunto discreto de pontos no plano complexo de energia. A ex 

tensão do domínio da função para um intervalo continuo se pro- 

l-19,20] ressa através da continuação analitica,  

Por se tratar de um cálculo extenso, e que pode 

ser visto em maior detalhe na literatura já citada, apf,- senta-

remos apenas os passos principais da obtenção do pico (3),  sec-

ção de choque de um fonon. 

O sistema é descrito em termos de funçF)es de 

Green ou propagadores das excitações do sistema, usualmente 

escritos na representação de Heisenberg. A função de Green de 
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um fonon 6 definida por 

G(qjj,t) = <A (gl t) A 1(-1C) > 	t > 

= <A.±(g10) A (git.)> 	t > 0 
3 	3 

IV.12 

Como há interesse em estudar a dependencia com a 

temperatura, é necessário explorar a similaridade entre o tem-

po e a temperatura na eq. IV.12, a qual reescreveremos explici 

tamente 

1 Tr  Hp(-011)P{exp(iHt/X)A(g)exp(-iHt/X)A1-(41-) } IV.13 

onde P é o operador ordenação temporal, Z é a função partição 

e T = 1/keT, sendo lc,3  a constante de Boltzmann. 

Para fazer uso dessa similaridade reescrevemos a 

eq. IV.13 em termos do tempo imaginário T = it, o operador P 

sendo redefinido para atuar na parte imaginária do tempo. 

As funções de Green ficam, então, 

G(ciii 1 ,T) = 
1 Tr Encp(-13H+ TH/)A(g)exp(- HAAA1-(3;-)] 	T > O 

IV.14.a 

1 = w Tr  rexp(-13H)At(g.7)exp(THAMA(g)exp(-TH/X1 	, T < O 

Da comparação dessas duas expressões e do uso da 

propriedade cíclica do traço, resulta a condição de periodici-

dade í 31 

G(qjj', T+(3 ) = G(qjj',T) 	, 	O > T > 	 IV.15 
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Desta maneira, com-) estas funções de Green são pe 

ri5dicas na direção do plano complexo, podem ser expandidas em 

série de Fourier 

co 

G(qjj',T) = 	1. 
n=-oo 

G(qjj',iwn) exp(i.wnT) 	 IV.16 

onde 

	

wn = 271-n/i3X 
	

IV.17 

e 

ox 
= 	G(qjj',T) exp(-iwnT)dT 
	

IV.18 

A expressão IV.14.a, relativamente ao cristal har 

mônico, é diferente de zero somente para j=j', quando a expres 

sãc nr,  reduz a 

g (qj ,T) 	(g) exp T I co (qA + 	(g) + 	exp IT co(qA 	IV.19 
3 

onde 717(g) é número de ocupação do modo (g). 

Obtem-se os coeficientes da transformada de Fon-

rirr da eq. IV.18, que serão 

g(qi,t(011) 
:= ,w 	(q

j)+ iw 	w
(
qj)

1
- iw 11  (w 	  

)  

13X(w(qj) 2 + w2 n) 
IV.20 

Os coeficientes de Fourier, eq. IV.18, estão ate 

o momento definidos para valores de iwn  no conjunto infinito 
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de pontos, dado pela eq. IV.17, no eixo de freqüência imaginá-

rio. No entanto, estabelecendo a continuação analítica ao eixo 

de freqüência real fazendo 

iwn 	+ ic 
	 com 	c > O, 	E. 	O 	IV.21 

muitas propriedades físicas dos cristais podem ser calculadas 

através dos coeficientes de Fourier, eq. IV.18. 

Considerando que os efeitos não-harmônicos devem 

alterar a freqüência do fonon e tornar finita a vida média dos 

modos normais, associamos A ao deslocamento de freqüência e r 

ao inverso da vida média, resultando para a função de Green de 

um fonon, analiticamente continuada ao eixo real de freqüên-

cias, a forma 

G(aji,  SZ + ic) = 
2w( 

13ificii(aj) 2  - 	+ 2w(aj) (A-ir)) 
Iv.22 

Esta equação já está simplificada, pois não envolve o acopla - 

mento dos modos j e j'. 

A equação geral com a qual se obtém a função de 

Green é 

2 
7 	(03(aj) 	

2 	
+ 2w()) (A(jj',12) - ir(jj'IQ))1 x ji 	 33 

G(aVi", 	2w(ai)(Siju 
	 IV-23 

Esta é a equação fundamental da descrição dos e- 
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feitos não-harmônicos para processos de um fonon no cristal. A 

matriz A(ajj'12) corresponde à parte hermitiana do efeito da 

não-harmonicidade nos modos normais, e origina deslocamento na 

freqüência dos modos normais. Os efeitos de vida média se ori-

ginam da presença da matriz não-hermitiana r(ajj',Q). É inte-

ressante salientar que os efeitos da não-harmonicidade não de-

pendem somente da temperatura, mas também da freqüência apli - 

cada. 

As contribuições de ordem mais baixa para o des-

locamento e inverso da vida média do modo normal podem ser de-

terminados por meio de diagramas. Nestes diagramas os fonons 

são representados por linhas e as interações 	não-harmônicas 

por vertices. 

O conjunto de regras para determinação das con-

tribuições é muito semelhante ao da teoria quântica de campos 

na interpretação dos diagramas de Feynman. 

As contribuiç ões ficam então 

(:q 

_q c/ 
_1 mciii,12) 

= 12 y v 	— 
_ 

12( 	qi 	i 	j'  il 	J 
ji 

(

271 (21) 
ji 

_ 18 y, 	v 	
-(1 1 -q2 	 -c12\ 

V 
2 c

l1g2 	,j 	ji 	j2 	j 	j21  

j1j2 

IV.24) 

R (2) 

onde 



2w(qj)F(qj(2) 
(c{j12) =  	

_
- 

. 2 	 2 
cai (cn) 	5?,2  + 2ui (q7) 	12)1 	+ 4w (q7) _ 	

2 r 
cc1
, _ 

3) , 
1 
m)  
, 2 
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R(P) = 	+-n2  +1) 
1 + 	1  

( W 1+W2+2) P 	
(w 4w2+Q) P 

 

 

r 

  

+ (n2a  ) 

  

1 	 1  
(W 1 -- W 2 +2) 	((.1) 1-W2-2) P 

+ 
	

P__ 
IV.25 

  

  

    

com as abreviações ni = n (-i), e wi = w(q j ), o subscrito p i\j. 

sjclnifica valor principal. E 

	

(g -(11 -q2 	/-(1 (11 
nqjje l su 	181.1" y 	v 	 V 

(2 	qa(12 	i 	ja 	j2 C\ 	I  j 
i l j 2 

(. 

S ( C.2 ) 

IV.26 

onde 

S(M) = (7-11 2+1) [6(w 1+w 2-2) - 6(w1+w 2 +2)] + 

-Q) + (n,-n )[-(5(w 1  -w 2 	- (Ss(w 1  -w 2  +Q)] 
	

TV. 27 

Os diagramas próprios que contribuem para A e r 

são os da figura IV.1. 

Por fim, a função resposta para o pico de absor-

ção de um fonon e dada por 

IV.28 

onde_ também não foi considerado o acoplamento de modos. 
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FIGURA IV.1 

O diagrama a contribui para o primeiro termo de A e o diagrama 

b para o segundo termo da A e para a função F. São as contri - 

buiçOs de ordem mais baixa para a correção da auto-energia do 

foncr. 

Vemos então que o efeito da não-harmonicidade no 

pico de um fonon e de originar um deslocamento na posição e um 

alargamento, em relação ã resposta harmônica, que seria ura del 

ta centrada na freqüência do modo normal. 

Tais efeitos, apresentados analiticamente neste 

capftuln, serão verificados no capitulo VI. 
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V - CONTRIBUIÇÕES DE TERCEIRA ORDEM 

Neste trabalho estamos considerando o Hamiltonia 

ro não-harmônico incluindo o termo de terceira ordem da expan-

são da energia, Necessitamos, desta forma, obter as constantes 

de força de terceira ordem, que são tensores de ordem três, nos 

quais em geral podemos esperar 3
3 = 27 elementos distintos. 

A determinação se restringirã às constantes de 

força do tipo 4)
0111
iik

112 
 , devido a propriedade de invariancia fren 

te a translação, conforme expressão 11.36.b. 

Vamos considerar intern8es de dois corpos e de 

três corpos, isto és , determinaremos as expressões de .4)
7)i e de 

oh 1  h 2  #k 

ijk 
-- , e quais serão seus elementos distintos. Para isso nos 

P  

valemos da propriedade de transformação tensorial, eq. 11.32, 

e escrevemos 

SU't" 
aPy 	= 

 
(f)(. 	 , R nwy, 	4, 
	u i 	yl 	a (1. O' %ly 

então 

4,200 2W) 2(t") - y 4,32,2,19," Q 	2 	2 	, e, 	ye 	 nOy 	nal 	RE3' 	yy 
aRY 

Para efetuar mais facilmente a operação acima po 

demos escreva-la matricialmente da forma 

nu) n(Q,.) n(Q.) tvt- = 2 4) (i) 

V.1 

2 

V.3 

onde 2' indica a matriz transposta de Q. 
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v 1 Constantes de Força de Dois Corpos de Terceira Ordem  

Analisemos primeiramente a simetria do conjunto 

de pontos (O, O, 100). Lembramos que as operações de simetria 

permitidas para a determinação das constantes de força indepen 

dentes são as que mantém o conjunto de pontos relacionados in-

variante. Para o conjunto de pontos (O, O, 100) a simetria ES 

dada por uma reflexão em relação ao plano da base seguida de 

uma reflexão em relação ao plano frontal, simetria esta identi 

ca ado -tensor de segunda ordem, primeiro vizinho do cubo simples. 

A transformação efetuada analiticamente reduz as 

corinonentes do tensor, inicialmente com elementos genéricos, a 

a ; O O 
o o 100 

stir 	= 	O 	01  O 3 k 	 1 

O 	O 	(3 I  1 

/ O O; O 
0 0 soo 
j k 	= 	Y; 	° 	e  

O O O 

O O 1 0 0 
0 O 0; 

= (( 0 O O 

Podemos verificar este procedimento pictoricamen 

1-r nos esquemas das Figuras (V.1) e (V.2). Nesses esquemas as 

setas indicam a direção em que admitimos o deslocamento dos ãto 

mos de suas posições de equilíbrio. 
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-› reflexão em relação ao plano da base 
2 2 	reflexão em relação ao plano frontal 

FIGURA V.2 

Jã o conjunto de pontos interagentes (O, O, 110) 

tem a redução a constantes de força independentes realizada por 

uma reflexão em relação ao plano frontal, onde estão contidos 

os três pontos, resultando como componentes do tensor de ter-

reira ordem característico: 

o o 110 
4)1 j k 

c/
2 (5; 

13 2 R; o 
o Y; 



o;  ol 
0 	0. 	110 	f 	e 

2 
(12  O 	e (1)-2- j k 

O O Y;/ 

o o 1 1 O 

(1).-; j k 

\, c; 

O 

O y;  
c- e O 

2 

As componentes desse tensor estão representadas 

pictoricamente na Figura V.3. 

Para a obtenção dos tensores relativos aos de-

mais vizinhos, usamos a transformação tensorial expressa na eq. 

V.3, sendo necessãrío conhecer as diversas matrizes de trans-

formação que levam de um ponto a outro, da mesma ordem de vizi 

nhança em relação à origem. O resultado para os primeiros vizi 

nhos do cubo simples e visto na Tabela IV, e para os segundos 

vizinhos, na Tabela V. Nas tabelas omitimos, para facilidade 

gràfica, os subindices e os apóstrofos, mas e fundamental sa-

lientar que, em principio, as constantes de força da Tabela TV 

são distintas das constantes de força da Tabela V. 
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PONTOS 2 c2° ,ocl 
r̀ xjk 

, 
9

ooh 
— yjk 

ooh 
9 	— zjk 

( 	O, 	0, 	0) 

( 	0, 	0, 	0) 

( 	1, 	0, 	O) 

ccoo) 

( 	o 	B 	o 

o 	o 	g 

	

(013o 	) 

y 	o 	o 

o 	o 	o 

(ooB) 

o 	o 	o 

y 	o 	o 

( 	0, 	0, 	0) 

( 	0, 	0, 	0) 

(-1, 	0, 	O) 

	

-1 	0 	0 ) 

( 	O 	1 	O 

	

O 	O 	1 

( 	-1 	0 	0 ) 

	

O 	1 	O 

	

O 	O 	1 

( -a 	o 	c ) 

o -g 	o 

o 	o -13 

( 	o -B 	o 	) 

-yoo 

o 	o 	o 

( 	o 	o -0 

oco 

	

-y 	o 	o 

( 	0, 	0, 	O) 

(0,0,0) 

( 	0, 	1, 	O) 

0 	1 	0 ) 

1 	O 	O 

0 	0 	1 

( 	O 	1 	O) 

1 	O 	O 

0 	0 	1 

y 	o ) 

e 	o 	o 

o 	o 	o 

	

( 6 	o 	o 	) 

	

o 	a 	o 

	

o 	0 	0 

	

(o 	o 	o 

	

o 	o 	5 

	

o 	y 	o 

( 0, 	0, 	0) 

( 0, 	0, 	0) 

( 0,-1, 	O) 

( 	0 	1 	O) 

	

-1 	O 	O 

	

0 	0 	1 

( 	0-1 	O ) 

1 	O 	O 

0 	0 	1 

( 	0-yo 

	

-f3 	o 	o 

	

o 	o 	o 

-Boo 

o -a 	o 

o 	c., —a 

000 

o 	o -(3 

o -y 	o 

( 0, 	0, 	0) 

( 	O, 	O, 	O) 

( 	0, 	0, 	1) 

( 	0 	0 	1 ) 

0 	1 	0 

1 	O 	O 

( 	0 	0 	1 ) 

O 	1 	O 

1 	0 	0 

(00y) 

o 	o 	o 

(3 	o 	o 

oo) 

o 	o 	y 

r 

o 	13 	o 

(Boo) 

o 	o (3 

o 	o 	cx 

( 	O, 	0, 	O) 

( 	O, 	0, 	O) 

` 	n . 	n,--1) 	i 

i 	0 	0 	1 ) 

U) 1 O 

	

—1 	o 	o 

( 	O 	O -1 

O 	1 	O 

1 	0 	o 	) 

	

o 	o -y ) 

	

o 	o 	o 

	

( —‘3 	o 	a 

( 0 	o 	o 	) 

o 	o -y 

o —B 	o 

( -13 	o 	o 

o —5 	o 

0 	o -a 

TABELA IV 
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PONTOS P. 5":'' 
xjk 

e,(Y11  
'y -;,;e: 4'7.,j1: 

( 	0, 	0, 	O) a& 	O O 	e 	O O 	O 

( 	O, 	e, 	i. e 	o 	o ra 	n 1 	o 	o 	., 

( 	3, 	,, o 	o 	y o 	o e. 	c 

( 	0, 	0, 	0) -1 	0 	0 -1 	0 	0 ---,( 	6 G -S 	o o 	o -y 

( 	0, 	O, 	0) ( 	O 	1 	G O 	1 	O o -R 	o -6 	a 	c. Q 	O 

(-1, 	1, 	0) O 	O 	1 0 	O 	1 e 	o -y o 	o 	y --c 	c". 	o 

( 	O, 	0, 	0) 1 	0 	0 1 	0 	0 a -6 	o --i-_ 	R 	o o 	O 

( 	0, 	O, 	O) o -1 	O 

( 

O -1 	O -R 	R 	o 6 	-J. 	o c 	o 	---; 

( 	1,-1, 	O) O 	O 	1 O 	O 	1 o 	o 	Y, o 	o -y E -C 

( 	I), 	O, 	O) -1 	O 	O -1 	O 	O -a -6 	o -R -R 	o O 	o --( 

( 	O, 	O, 	O) ( 	O -1 	O ) ( 	O -1 	O ) ( -C -R 	o -8 -a 	o o 	o -y 

1 (-,-1, 	0) \ 	O 	O 	1 O 	O 	1 o 	o -y c 	o -y -c -E 	o 

( 	0, 	0, 	0) 1 	O 	O 1 	OO o 	6 O 	y 	O O 	o 	3 

( 	0, 	0, 	0) (001) (OH ( 	oy 	o E 	0 	E 

) 

C) 	y 	C 

( 1, O, 	n O 	3_ 	O O 	1 	O R 	o 	R o 	y 	o 8 	o 	a 

( 	O, 	0, 	0) -1 	O 	O -1 	O 	O -a 	o O -I, 	O O. 	o -3 

( 	0, 	0, 	O) (00:',) (001) ( 0-Y 	3 -C 	O 	E ) ( 	O 	y 	O 

(-1, 	0, 	1.) O 	1 	O O 	1 	O o 	o --3 O 	y 	o -t5 	o 	a 

( 	O, 	0, 	0) 1 	0 	0 1 	0 	0 a 	o -6 o 	V 	o -R 	o 	C 

( 	0, 	0, 	0) (001) (00-1) (o 	y 	o E 	O -C O -y 	o 

( 1, 	0,-1) O -1 	O O 	1 	O --1 	o 	0 o -y 	o 6 	o -a 

( 	O, 	0, 	0) -1 	O 	0 0 	0 ---_. 	o 	-6 o -y 	0 -e 	o 	--,.: 

( 	o. 	o, 	n) ( 	o 	o 	1 ) 

(-1 

o 	o -1 	) ( 	o -y 	o -e 	-E 0 -y 	■ 

(-1, 	0,-1) O -3_ 	O O 	O -R 	o - o -y 	o -.5 	o -a 

( 	0, 	0, 	O) 0 	0 	1 0 	0 	1 0 	C 0 -) o 

( 	O, 	0, 	0) (OH (010) (y 	o 	o) (o 	a 	6 ) (- 	F 	R 

( 	O, 	1, 	3) 1 	G 	O 1 	O 	o y 	n 	O o 	(-' 	B o 	6 	a 

( 	O, 	O, 	O) F-: -Y 	o  y 	o 	o 

{ O, 0, 	m 
(001) 

o 	--.! 	o 
(001 

o -1 	O 

re 

- Y 	o 	o c 	-,-x 	k'ç,  o 	R -V, 

( 

( 	0,-1, 	3) ' 	\, 	O 	o 	, , 	l. 	o 	n y 	o 	o O -t-, / o -, , 

( 	0, 	0, 	O) /. 	n 	o 	i 	N\ n 	o -1 ( 	-,:. i 	0 - -( 

( 	o, 	o, 	0) c 	O 	1. 	O 	) 0 	1 	0 c c) 	a -6 .- 	-c; 
) 

0_ 	1-.:1) 1 	O 	O 	/I  3_ 	o 	O \-- o 	-P, 	!"' 
i 

■ 	, 

( 	o, 	(, 	c) o -1 	i; ( 	n -:1 o -1? -E 

V 
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V.2 Transformadas de  Fourier 

As transformadas de Fourier das constantes de for 

ça são dadas pela expressão 

Ohlh2 fia g 	 y 	1 	 e rjr  er3 (1-,) ey  
7") 	 h;y 3/2 

(1)aoy 

exp {R.hi  + q".h21} 	 V.4 

Aparentemente a eq. V.4 tem forma assimétrica, 

mas segundo Born e Huang [41  os coeficientes 

"g + cv 	q") 	1: 

Si) 	

V.5 

são totalmente simétricos em relação aos índices 

(g) Somente interessa demonstrar que a eq. V.4 é simétrica 

no caso de 

	

a+ q' + ri" = Q 	 V.6 

onde 	um vetor da rede reciproca para o qual A(q_ + q' + 

Uma vez que 

oh h 	oh h 
12 	Á. = 

ay0 

f, ra evidente a simetria na eq. V.4 entre (9,) e li17,) . 
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Para mostrar que aeq. V.4 apresenta simetria tam 

bem quanto a (?1) e (cif ,) trocamos (0,a) com (h1 ,8) na derivada 

de 4) e em seguida redenominamos a, B respectivamente como B, a, 

transformando a eq. V.4 em 

4) 9— 	
• 

	

h o 
v v. 	1 	A1 

h 
— 2 = 

	

L L 	waBy 
Bh1  a —h 2yM  

exp.h1 + q".hA 

tq l\ e (T\ x 

V.7 

AcTora, subtraindo h l  dos índices da derivada de (I) e escrevendo 

n' 	o - q q" (onde usamos eq. V.6) no fator exponencial, 

ficamos com 

tf) 1c,-, 
3 3 1̀") 

o-h h -h 
.iyyy_75-0,0;-1-2 	er3 (51)ea(51- :) ey((5-::) 

B h l  a h2y M 

exp 	 ) + q".(h - h )V — —2 —I 

x 

V.8 

Aqui observa-se que Q não contribui para o fa 

tor exponencial uma vez que Q.111 	um múltiplo de 2n. Tomando 

-h , h -h como índices do somatório e em seguida chamando-os -1- -.2 

como hi  e 11.2, obtemos 

o("3 (-3 1  
1 

e I 

Y. 
--3/2 

a hI B h2y M 

oh h 

ciOy 
(7Ne (-9"  x 
3 -"Y 3" 

fi[14 , 	cr -1121) 
	

V.9 

Comparando com a eq. V.4 vemos que o lado direi- 



to da expressão acima é igual a (1)(7: 3  j 
, nu sejn 
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7/5 Cl'  

j e  1 11)  
v.10 

Ficando claramente expressa a simetria esperada, 

que é então usada para caracterizar os tensores distintos. 

A argumentação usada para verificação das sime- 

trias dos termos de terceira ordem é naturalmente geral, isto 

q• 
0 . • ••• 

h y 

o!: 	hs 
Y. 1 	—1 

,0  • ..y  
M
s/2 

. + qs e (\ e (7-11 	e s 	rer . h + 
ce,  3 	s 	• • • 

	

Y - 	_- 	1 	 - 
V.) 1 

É simétrico nos s conjuntos de 'índices q+ q• + ci" + 	+ q5  

ci (h) . 

Como primeiro passo para obtenção dessas trans- 

formadas nos preocupamos em calcular o que chamamos de trans-

formada de Fourier intermediária e que fica expressa por 

oh h -1 —2 	c F 	 il 
,(1 1 ,(1") = y 	0 	exP) Lq i -h, +" 9""1( 

m8Y - - 	h h a8Y 
-1-2 

\I 2 

importante salientar que nesta soma enfram t 

dos ns t.ensores distintos resultantes das trocas de posições 

de h e h . -1 
Agora, para maior clareza escrevemos explicita-

A‘a  o i 
y

o 
menmenti? T a contribuição de 	 para o primeiro elemento da 



transformada de Fourier intermediária. 

Para este caso temos 

(±1, 0, 0) 

F 	= (0,0,0) ; 	h = 	( 01±1, 0) 

( 0, 0,±1) 

e 

- (cl1 ,q2 ,q3) 
	

= (re/fq;,C113) 	 (qt;'Cl",(n) 

entro 

ás  —1-2 	
— —1 ig".112 

(I) 	
oh h 	ice .h 

J.) 	(cr,(V,c(") 	 e 	e - 	= 
i13 	— 	 W ill 

h2 
 

+ = o o 1 o o 

	

m 1 4. 	o -loo x 1 
Y e xlxe 4)- 

111 	 " 111 

" 
o o ol0 	

iq 	 -icre; 

x 1. 	e 	2 ♦ 	
o 0 r-lo 

X 	x 
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O O 0 0 1 x 1. x e 
-iq" 

o o 0,-1 	
s R 

X 1. X e 
111 

Consultando a Tabela IV resulta 

D(1)(q") = 2iasen q 1  1 

Procedendo desta maneira obtivemos as contribui-

ções do primeiro vizinho do cubo simples para os elementos da 

transformada de Fourier intermediária, construindo então o nue 

chamamos elementos do tensor dinámico, em analogia com o (-aso 

harmnir- 
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/
/asenq7 Ysenc; ysenq;' 

D(1)  = 2i ( 0sence; O 
ley 	

senc; 	O 	, 	V.13.a 

\ísenq; 	O 	Osencf;/  

/ Osenç Osenq7 	O ,`\ 

D(1)  = 2i ( ysenq" asenq;  ysenq; \ e 	V.13.b 
20y 	 \  

\ 	O 	Osenq; Bseng2" i 

(Bsenq; 	O 	Osenc; 

D ,315) = 2i 	
O 	Osenq; Osenq; 	. 	V.13.c (1

y  
ysenq7 ysenq" asenq; 

Devemos agora considerar as demais contribuições 

para os elementos do tensor dinâmico. 

Observando que 

oho 	oo 0 	= 0h 
a0y 	ay0 

hoo 	ooh 
0—  = 	— ay 	nYa 

,ohh 	,-hoo _ _ hoo = _ ooh 
PaiíY 	(PnOY 	wa0Y 	nlYa 

V.14.a 

V.14.b 

V.14.c 

Relações estas obtidas com a aplicação das pro-

priedades das constantes de força demonstradas no Capitulo II. 

Desta maneira torna•se fãcil a determinação das 

constribuições restantes, o que pode ser feito mediante o uso 

da Tabela VI. 
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Rsenq 12  ysenq; 	O 

D(2)  = 2i 	Osenq: asem]; Osenq; 
2My 

O 	ysenq' Osenq2, 

V.15.b 

.87 

Os elementos do tensor dinâmico correspondentes 

ho 	ho 
a 4,roj, e a drct o-wv  ficam expressos respectivamente por 

asenq: Osenq; 8senq; 

2i 	ysenq; Osenq; 	O 

,yseng; 	O 	8senq; 

V.15.a 

e 

Oseng 13 	O 	yseng;) 

D
(2) = 2i 	O 	Osenq; ysenq2 
18y 

Oseng: Osence2  asenn' / 

asenq i  Pseng2  Osenq 3  

(3) 
D 	= 	 2  -2i 	ysenq ysenq 	O 

:Sy 
Rseng 3 	O 	yseng1  

ysenq2  Osenq i 	O 

n(30
) 	-2i 	Osenq i  asem, Osenq 3  

2y 
O 	(3senn 3  ysenq

2 
 / 

V.16.a 

V.16.b 

(3) D 	= -2i (

O  yseng 3  Osency 

O 	yseng 3  nsenq2  

nsennsenel2  asenq 
A 	 - 3 

V.16.c 

Da condirão de redução A primeira zona de Bri-

llnuin vê-se nue as contribuições D
(3) podem, também, ser es- 

critas em função de (q' + q"). 

É interessante salientar que se verifica uma si-

metria quanto A forma geral das componentes dos tensores no que 
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se refere ás posições ocupadas pelas componentes dos vetores 

dr onda, a mudança ocorrendo nas constantes de força multipli
-

ctivas. 

Da combinação das três contribuições estabeleci-

das acima escrevemos o tensor dinâmico apresentado na página 

seguinte pelas equações V.17.a a V.17.c. 

O procedimento de cálculo do tensor dinâmico re-

ferente ar,  ponto (1,1,0) é inteiramente análogo ao já realiza-

do. AtravAs da eq. V.12, Tabela V e Tabela VII, encontram-se 

as contribuições para o tensor dinâmico correspondente ao se-

gundo vizinho do cubo simples. 

Os elementos do tensor ficam dados pelas matri-

zes apresentadas nas páginas 91, 92 e 93 pelas equações V.18.a 

a V.18.c, V.19.a a V.19.c e V.20.a a V.20.c, onde 2.  

ira, e o tensor dinâmico pode ser obtido como no caso anteri-

or. 

Os tensores que determinamos são gerais no senti 

do de permitirem cálculos para qualquer direção na rede reci-

nroca. 

Particularmente neste trabalho nos fixaremos na 

direção (-i001 , o que implicará numa considerável redução no nu 
_ 

mero de elementos não nulos do tensor. 

o resultado que aqui conseguimos (Capitulo VI) re 

presenta uma pequena parte da serie de determinações que se Po 

de fazer com o uso desses tensores dinâmicos. 



89 
RS 

r"- 
	 N 
	 r- 

r-4 

. 	 C) 	 . 	 CA 

....„,....----,....., 
Q

- 

4 

	

::: 	el 	.--... 	 •,,. •-• 	.... ed 

	

:: o+ 	........ 

	

1)1 	 r. •-• 	 tj4 	:

b" 	 C 	C 	:  
C: 	 h ` 	 11  

	

I: 	 C) 	C) 	01 	 U) 

O 	 C) 	 VI 	C) 	 11) 	V) 	C 

tr) 	
O 

+ 	 + 	 + + 	 + + 4. 	-5 

	

. .. 	 ...... 	.. e4 	 .--•— O 
tx, 	bi 	t31  

	

cr, 	 IA 	tr)(1) 

	

to 	.....,  
+ 	ca 	 + ela 	 + + + 	O 

+ VI + 	 .4 	C4 	141 
ti 

	

01 	 H 	 .Sr 	C.: 	 tr 	r 	tr 	O 

	

e 	tr 	 c: 	tr 	 r, 	r, 	C 	 -,4 

	

C) 	 C 	 C) 	C  

	

ll: 	 C) 	 V) 	C) 	 V) 	O 	ti 
,_,„, 	,„...„, 	 .r.i 

	

......, 	 th 	 , , 	11) •
> 

	

Ca 	 > 	 ca 	}- 	 ca 'a 	L5 

O 
S-I 
-.-1 
Ci3 

	

. ... 	. e+ 	 ..--,. 	r. rt e . ..., 	......  

	

til 	- 	 tr, 	........ 	tr h'•C: 	 -,-i 

	

r 	o' 	 7..- N 	c.; 

	

C) 	g 	 O 	O' 	C) 	 í 	co 
c) 	tn 	Pd 

	

tr) 	C) 	 ti) 	C: 	V) 

	

- 	tf) 	 }- 	C) 	?". 	 O 	?•-• 

+ .. ... 	..-,. 

	

.,..--. 	- ri 	 ,..--. 	 ....... 
ty • t4 

	

• a-4 	tr 	 : .-4 • csi ::: .", 

tr r. 	 tr 	o,  oi 	 r 	o, 	ai 

	

O) 	tO 	 el 	CI 	C) 	 cí) 	C) 
--• 	ui 

	

(1) 	....-., 	 UI 	V) 	O 	 W c•.1 
Cfl 	 + 	 'ri 

+ + ++ 
 

+ C•4 + 6.4 	el 	r. 

	

1,1 	
0. 	 PI 	ty. 	 O 

	

01 	on; 	 04 	01 	. 

	

11 	1-71 	 1 ■ 	r 	 trv. 	a+c.. 	o 

	

C) 	f: 	 C) 	C) 	C) 	 C/2 
C,) 	til 

	

V) 	0.) 	 V) 	O 	O  N 
	...... ........ 	......., 	......-- 

	

........ 	in 

	

Cfl 	>--- 	 cp. 	6 	c.a 	 ?..-- 	e), 
IA 
O 
) 

..... wi 
o. e4 ••• 	 .0.■ 	

O 

	

...--, 	b ' 	t7 	 r: c,: 	r; 	 :. 4,1 	 01 

	

-, 	r. 	C 	 b' 	r 	 O' 	 r. 	 • ,--I 

	

h' 	C) 	C) 	 i: 	C) 	 r: 	C) 	E. 

	

r. 	o 	o 	 c) 	o 	 c) 	o 	r rd 

	

C) 	›.-- 	?-- 	 II) 	',,- 	 O 	 >-- 	 1:4 
bl 4 4- 
	+ 	 4- 	 + 	 -ri 

- 	--+ - 
..-... 	

rd 

	

+ 	 • ..1 	 .. ri 	^.-- 	,-... 

	

.. r. 	r: .^.1 	r: ,^* 	 01 	.- 	 tY' 	... ... 

	

h' 	h' 	IV 	 C: 	h' 	 r. 	hr` 

	

1• 	C 	C: 	 C) 	r 	o 	 O) 	o 	C,' 	 O 

	

C) 	CJ 	C) 	 O 	C) 	 V) 	 C) 	 4f) 

	

O 	tr) 	1, i 	 ....... 	in 	 .......- 	 O 

cri 	 : 

	

l. 	 Ca 

	

+ 	+ 	+ 	 1- 	 + 	 (1) 
+ + 	...4 	4 ) 

	

Ir. 	
►

e4 	trl 

	

01 	bl 	ti' 	 6,1 	01 	 Cl 	 r51 

	

ro 	il 	/..: 	 0i 	ri 	 V1  

O O) 	0 	 r: 	O 	 r: 	 c ) 	 rti 

	

tf) 	1i) 	c: 	 c) 	1) 	 Cl 	 ....
rn ., 

	

t•) 	"- - 	 VI 	
Ui 

	

ti 	Cri 	CO 	 >--• 	cC. 	 ?" 	 CO 
C,) 

	-----"r 	 's------____---- 	
■.,,,,...__ 	______,,, 

4-3  

..-4 	 -.1 	
- ri 	 Cii) 

CNI 	 C.,1 	 CM 

II 	 I! 	 I i 	 o 
ri 

0-1 	 tr 

tv 

cu 
tJ 



.90 

1 ch o 
4 	-,- xik - 

chn ,:, 	--- 
yjk 

oh- 
I. 	- zjk 

11,0 
4.- xjk 

hor 
o.- 
Iik 

hcc A,- 
'zjk 

1 	1 	0 

n 	

F, 	e 

, 	e ) 

o 	:-., 	y 

(5 

( 	a 
\ 	o 	7,  

/ 	O 	C, 

o 	..:, 

Y 	Y 	o 

( 	c)tt 	: 

c, 	c; 

4 

a 

o 

	

O 	') 	y 

	

( o 

	o 	y 

	

Y 	Y 	- 

- 1 	1 	0 

(-a 	6 	O ) 

d -R 	G 

0 	e -y 

/ 	3 	--,5 

i 	.• O 	a 	o 

\ o 	o 	Y 

( 	o 	O -E 

o 	O 	f: 

-y 	y 	o 

	

-a 	a 	O 

( 5 -5 	o ) 

	

o 	o -c 

	

,5 	- 

	

—a 	ao 

	

o 	o 	E 

( 	C 	O -Y 

	

o 	o 	"r 

	

-y 	y 

1 -1 	O 

1 a 	-e 	o ) 

	

-e 	B 	o 

	

o 	o 	y 

(- a 	(S 
3 -a 	o 

o 	O - 

( 	0 	0 	, 

o 	o -c 

	

( et 	—e 	O ) 

	

-0 	5 	o 

	

O 	o 	C: 

O 	o ) 

-a 	o 

o 	O - c 

	

( o 	o 

	

2 	o -y 

y -y 

-1 -1 	0 

	

(-a -ES 	c ) 

	

-ó -a 	o 
o 	o -y 

(-0 -. 

-13 -a 	o 

o 	o - 

	

( o 	O -e ) 

	

o 	o -e 

	

--y 	-y 	o 

	

(-a 	-8 	O ) 

	

-3 	-(S 	o 

	

o 	o -E 

/-6 °O 	O ) 

(-S 	-a 	o 

\ O 	o -E 

( 	O 	O -1' 
o 	o -y 

-Y -Y 	o 

1 	O 	1 

a 	c 	(3 )  

o 	y 	o 

(S 	o 	a 

	

(o 	c 	o) 

	

y 	o y 

	

o 	c 	o 

	

(0 	o 	6) 

	

o 	y 	o 

C 	o 	ct 

	

(a 	o 	0) 

	

o 	E 	o 

	

3 	o 	5 

	

(o 	y 	o) 

	

y 	o 	y 

	

o 	'y 	O 

	

( 5 	o 	8 

	

o 	c 	o 

	

a 	o 	a 

-1 	O 	1 

ra 	o 	13 ) 
( 	o -y 	o 

\. 	5 	o -a 

	

( o 	-c 	o ) 

	

-y 	o 	y 

	

o 	c 	o 

	

( 0 	o -5 ) 

	

o 	y 	o 

	

-3 	o 	a 

	

ca 	o 	íS 

o-co) 

	

a 	o -5 

c -y 	O 

(-1 0 Y) 

o 	y 	o 

	

( 5 	o -0) 

oco 

	

-8 	o 	a 

1 	0 -1 

	

0 a 	o -O ) 

	

o 	y 	o 
( 

X .' ó 	o 	O 

( o 	e 	o ) 

y 	o -y 

o - c 	o 

(-3 	o 	5 ) 

o -y 	o 

f3 	o -a 

( a o -8 ) 

	

o 	c 	o 

	

-O 	o 	5 

( o 	y 	o 

,r3  Y 	-Y 

o -y 	o 

-5 	o 	a 
o -c 	o 

3 	o -a 

-1 	O -1 

	

(-a 	o -O 
o -Y 	o ) 

	

-5 	o -a 

	

o -c 	o ) 

(--Y 	o 	-Y 

	

o -c 	o 

	

(-0 	o -5 ) 

o -y 	o 

	

-a 	o -a 

	

ça 	o -0 ) 

o -c 	o 

	

-8 	o -5 

( o 	- Y 	') 

-y 	o 	-y 

	

o -y 	o 

5 	o -6) 

o -c 	o 

CS 	o -a 

0 	1 	1 

o 	y 	y ) 

c 	o 	e 

E 	O 	O 

	

( y 	o 	o 

	

o 	ci 	3 

	

O 	S 	a 

	

( y 	o 	0 ) 

	

o 	3 	5 

	

O 	E3 	a 

	

( o 	y 	y ) 

	

y 	o 	o 

	

y 	o 	o 

	

( E 	O 	O 

	

o 	a 	B 

	

o 	t3 	ó 

( C 	0 	0 

	

o 	5 	O 

	

o 	3 	a 

0 ." 1 	1 

 o -y 
  (-co 	c 

‘' 	c 	o 	, 

	

çy 	o 	o 

	

n 	-a 	(3 

	

o 	5 - 

(-y 	O 	o 

o -6 	5 ) 

o 	3 -a 

	

o -1' 	y ) 

--y 	o 	o , y 

	o 	o 

c E 	O 	0 ) 

o -a 	3 

o 	B -5 

( E 	O 	O 

o 	5 -3 

o -3 	a 

O 	1 -1 

/ o 	Y -Y 

( 	c 	c) 	o 

x-r. 	o 

	

y 	o 	o 

rx 	-3 

	

. 	: 	--. 	, 

Y 	o 

( ° -: -: ) 

y -y ) 

n 	o 

- 	o 	o 

	

( r_.' 	O 	O 	) 

	

o 	a -3 

	

o 	-3 	(5 

 E 	O 	O 

o -5 	e 
o 	3 -a 

1 	A -1 	..1 

)

-E 

	

o 	--I 	-"; 

	

(-r: 	C' 	0 

	

0 	C, 	, 

(-f 

0 	- ri -? 

n 	- 	-- 9. 

	

-,/ 	o 	0 

	

n 	- l'' 	-F. 

 , 	o 	-1? 	-a 

e- 'y 	- Y 

- ^C 	2 	c‘ 

-y 	0 	C 

	

c C. 	0 

	

C 	- et 	-i  

	

O 	- S 	- ,5 

	

- : 	... ; 	0 

	

,) 	- i:', 	-a 

TABF.LA VII 



.Q 	 .91 

co 	 co 
r-i 
	 co 

ri 
o 

• 

	

....„ 	 -.-, 	.--- 	 ...-.... 

	

ei 	I: el 	 -.: ed 	:: 01 	 :.: 041 	:: 0/ 	.444-4, 	 .1) 

	

Ia, 	4 	 0-4 	çai 	 04 	ell 	'2 N

Cf) 	 U) 	

-4-) 

	

In 	U) 	 u) 	u) 	0... 	 • 
o o 	 o o 	 o 	o 	u) 	o) In 

	

o 	o 	 o o 	 o c) o 	 a) 

	

= — 	= tm 	 = .... 	::: .444 	 :4.' IN 	: 44. 	: •••■ 	 C.) 	U) 

	

C).: 	CD 	C 4 	 o 	0., 	fa, 	 ai 	C:14 	ai 

	

UI 	 U) 	 (1) 	Cf) 	 U) 	U) 	Cf) 	 U) 	O 

O O 	 O O 	 o O O 	 4 rd m• 

o o 	 U U U U C) 
›.-- 	?-- 	 U 

	

..—. 	 ..... 	 -..... 	 -.-. en 

	

-4- 0-. 	r.e, 	 ....7. en 	7: t".4 	 = .•-• 	= c‘i 	0., 	 o 
U^ rd 

	

sa) 	41 	 a) 	(t) 	 (1) 	a) 	u) 	 O 

	

tn 	to 	 to 	cn 	 01 	cn 	zr3  

N 
-ri 

	

.---.. 	..--.. 	 ...--. 	 ..--... 	 ..—... 	..---.. 

	

el 	 :,.' o") 	..--.. 	r: rd 	 = "4 	:: .n 	 O 

	

0-4 	c24 	 0.4 	Cn  CIÀ 	 04 	0,-, 	w gi 

	

to 	to 	 a) 	cl, 	to 	 u) 	U) 	 rd 

O O 	 O 	(I) 	O 	 O 	O 	‘.--1 

o U 	 () 	O 	U 	 O 	U 	-H t")-1  

	

(,3 	>,-- 	 ?..- 	t) 	ca 	 cri 	K-) 	 (1) 	(1) 
cn 

S-1 	O 

	

... 	....: "I 	 = C,/ 	:: .. 	:7, .•4 	 :: .... 	:: ..4 	 al 	ni 

	

0.1 ai o 	 a a a 	 o a a 

	

UI 	ti) 	 Cf) 	(1) 	Ui 	 U) 	to 	 to 	O 

o O 	 O O O 	 C) O 	i rd > 

O 0 	 U 	O 
	

O 	 U 	U 	 -.--; 

	

rà.) 	 (1) 	4--) 

4-)  H  
14 (1) 
G) -.1 
Ti 
il O 
C) () 
cli -,-1 
rr) FE; 
(1) 4 a1 

..-.... 	..—. 	 ,,...., 	„ 	 ..—.. 	...—. 	 -, 1 
cs, 	 ....: en 	r el 	 r.' e4 	 :. 01 	 O 	Ti 

: c" c), 	a 	 a 	a 	 C2.4 	a, 	 t) 

I 

▪ 	

u) 	to 	 (1) 	ti) 	 m 	tf) 	 S-I 

(n O O 	 O O 	 O 	 O 	 In O 

O O 	O 	 O 	ti 	 0 	 U 	 (1) Cn 

() 	 — 	c° 	 Cl )1 
--4 	a) 

-)- 	+ 	± 	 + 	+ 	 + 	 + 	 •-1 4,-) 
4-)  

r. C■1 	::: ...4 	: : • - • 	 ":. • . • • 	'4' . Cli 	 :44-  •"4 	 :4 C•4 	 Cd 	o 

04 M4 a 	a a o 	 iD4 CD ci  

CO 	Cf) 	tfl 	 Cf) 	tfl 	 UI 	 C/) 

O O O 	 O O 	 O 	 O 
0 	0 	C ) 	 t.) 	O 

	
O 	 r.) 

- -.• 	Cri_ 	Cfl 	 (Ti 	.0 	 CY1 	 (A) 

::: ..... 	....... 	....... 	 ......• 	......, 	 ......... 	 ....... 

-i 	r. c., 	:: e") 	 :: c■I 	:: ..--. 	 ::, 1.1 	 r.' ..-4 

• a a 	 ri. a 	 a 	0, 
g) 	Ç.': 	r: 	 C: 	17: 	 I: 	fi 
UI 	a) 	O ) 	 (i) 	0) 	 a) 	 $3.) 
r'S 	(f) 	tf) 	 UI 	Cf) 	 u) 	 U) 

'----...,---," 
/ 

t
 

''---• 0...-) 	era 	 ca :.)- 	 >- 
,,, 	..., 	 ...., 	,..„, 	...... 	 v 	......  
fá.... c., 	:.. •-• 	 r .. 	a, 	.... en 	 •.:. t'n 	'J.' cm 

ri. D. 	04 	 0444 	0-4 

Cz: 	O 	 a) 
(1) 	0) 	fn 	a) 	 G) 	(1) 
to 	to 
	

ter) 	ei 	ti) 	 tt) 	u) 

✓.11 

!I 

4-4.4 

• r4 

II 

n/* 



t, 
a, a, 0 
o 	C) 
o o 
Ca Ca 

N 

tn 
(1) 	o 	o 
o O O 
O 	ca 	(.1 

+ 

N 
04 	O, 

(1) 	(i) 
o
1.) 	

o 	o 
O O 

(I) 

• gv) • Cvb 

• .4 • N 

04 	4 
u) 
O O 
O O 
ca ca 

r-1 

- 
a, a, 
u) 	(I) 
o o 
o o ("a 	cn. 

+ + 

o a, a, 
cn 

o o 

N 

04 a, 
a) 	(1) 
(1) 	tf) 

- 	_ 
P (i) 
o o 
›- 

- 
0, o 04 

O 	O 
eu_ 
v 	 W 

- (4, 	- 

a) 	a) 
114 

UI 

4) 	• 
cn 

W 

0 04 

e -.A 
O ci) o 

o 
s 

O 
ti) 
a) O 
O f'd 

4 

-i N 
4-)  

o 
o o 

rcj 

(ti 
rei b 

c:4 	033 
tn 

0.) 
(ll 	O 
(1) 

(1) 	O 

(l) 	4-) 
(1) 
4-) 
1-: 	(I) 
(1) 
rd 

O 
o o 
(1) 
(1) 

O RJ 

o 
(!) 

4) 

o 

M
a
t
r
i
ze
s
  

CrN 
e-i 

.92 

a) 

o 

• 

N 
04 

O 
U 
ca 

04 
tr) 
o 
ect 

• ,n 

04 
cr) 
O 
U 

• 01 

04 
cn 
O 
U 
co 

• C4 

c14 
rn 
 O  
U 

+ + 
	 + + + 

n, 
to 
o 
?-- 

04 
12: 
(1) 
cn 

a, (Ti 
O 

(.4 
04 

to 

0, 
o 

0* 	s. 

04 

W 
N 

a, 
o 
U 
(•) 

• Csi 

04 
g 
W 
to 

- 
c), 
O 
U 

ff) 

04 
C 
a) 
tf) 
CS 

- 	-
a,
. 

04 
to 	0, 	ri) 
O 	(1) 
o o 
(4.) 	o 	co 

+ + + 
•■• N 	••• 0°1 	ee' e".  

04 04 	04 

o o O 
U U 

(4) 

N 
... 	04 	• RI 

04 	a, 
(1) a) 	(1) 	(1) 



41. 

11 

c, C'1 

ta 

o 
CU 

o 
C■3 

.93 

a) • 

	-.., 

...... 	 .... 	 •••••■ 	0..... 

4 	 en 	 Cd 	en 	 en 	Ce) .■. 

P-4 	a, 	 0.4 	r...4 	 5:14 	g:14 	t%1 

U) 	 U) 	 U) 	U) 	 UI 	U) 

o 	o 	D.  o o 	 o o 	 cn 
C) 0 	 U 	O 	 C.) 	C.) 	O 

>- 	co 	 (n. 	Go 	 cin. 	ca. 	U 

-I- 	 4- 	 + 	+ 	 -1- 	4- 	+ 

.4 	 "I 	 .-4 	.4 	 C,/ 	•-• 	 UI 

	

a, o 	o., 	a 	Q. 	a, 	 a a, a 	 ,-- 
a) 

	

(f) 	 tn 	 tn 	u) 	 Lr) 	u) 	 1 

O O 	 O O 	 O O 	 Q.4 

	

OU 	o 	 o o 	 o 	(,) 

	

Ca 	 (L) 	 - 	(,) 	 >*-- 	›"" 	
• r-I 

	

...... 	 .-,.., 	 ......, 	 U) 

en 	t•J 

el-4 P , n4 P-, a, a  O 
C C: C C C c: É 

rd ..Q 

42) $3) 0:1) (1) (1) CD O 
N u) 	 tn 	cn 	 U) 	(1) 	 U) U 

Cl) 
t O O 
C> rCi 
--1 

O 

en 	01 	 4V) 	...... 	(,4 	

....., 	••••■ 

C4 
 

-,-4 

	

..--.. 	.....--.. 	 ,.... 	 ,-- , 

	

a. 	a, 	 a.. 	. a, 	 Cli 	124 	

• 

-H 

	

rn 	ul 	 ul 	04 	tn 	 u) 	u) 	 4-) N 

u) 	 O 	O 
O O 	 O 	O 	 C •,-1 

0 O 	 () O O 	 O O 	 O .5 

• (..) 	 ›-- 	O 	ca 	 to 	r.2 	 O 
O 

O + 	 + 	+ 	+ 	 + 	+ 	 (.0 rCi 

.-; 
o. 	ej 	 C4 	ri 	N-4 	 .-1 	"4 	

rd 	c: 

 ri 

	

04 	04 n 	 0-4 	r.14 	04 	 c) 	Q 	a, 	 • d tr. 

	

ul 	U) 	 U) 	(c) 	u) 	 U) 	u) 	 O 	(1) 

O O 	 O O O 	 O O 	 O rn 

O O 	 O O O 	 O O 

	

-, - 	-....., 
 0) O 

CA 	rw 	 e. 	a 	All 	 m 	(NI 

P4 	R. 	 fi 	C": 	0.4 	 fl, 	PÁ 	 rri O 

	

c: 	r, 	 r.: 	(I) 	c.  

	

Cl) 	c» 	 (1) 	U) 	Cl) 	 Cl) 	0.) 	 -H 
4.3  

	

ir) 	rn 	 U) 	25 	tf) 	 (1) 	u) 	 u)  
(I) 	rld 
-p 	,-,--i 
c_4, 	o) 
(1) 
rd 

	

,---. 	-----. 	 — 	---.. 	 .---. 

 
s O .— 

	

,— 	m 	O/ 	 01 	PI 	 (•4 	 cn 	 O O 

	

In r14 	P., 	 a, 	a, 	 a, 	a. 	a. er-1 

	

a, 	tn 	tn 	 U) 	U) 	 U) 	 UI 
	 tn i 

(1) 	
F-_..: 

	

tf) 	o 	o 	 O 	O 	 O 	O 	rd 

O O 	f ) 	 O 	U 	 O 	O 	 $-i I: 

O >- 	•,-.-- 	 w 	>-- 	 () 	 ca 	 $. 	-r-1 
O 9  

)--1 

N 	.--. 	.4 	 .. 	C•1 	 ,4 	 (4 tn O 

	

ni 	a, 	a, 	c.) 	n, 	c) 	a, 	cp 	p., 	(1) (n 

	

cr) 	rn 	ul 	 01 	(r) 	 U) 	 UI 	 N1 	-11, 

o o 	o 	 o 	o 	 o 	o 	 -.--1 (1.) 
O O O 	 O O 	 O 	O 	 4-) 

._. .. 

	

na 	n-). 	 ,r) 	ca 	 'O 	>- 	 4-) 
..., 	....... 	....... 	 ...... 	..,-.. 	 ....... 	 rd 	O 

0.4 

	

I 	

04 	en 	 "I 	 co ... 
 

	

14 	CI4 	04 	 çll 	i"24 	 cl, 	cl. 

	

0 	C 	 C 	C 

	

U 	Q) 	(U 	 Cl) 	Cl) 	 (1) 	 a) 

	

25 	tn 	tn 	 u) 	u) 	 U) 	rn 

1c
  



.94 

V.3 Constantes de For 'a de Três Corpos de Terceira  Ordem 

Vários autores têm dado atenção ao problema da 

interação de três corpos na discussão da dinâmica de rede dos 

C' I, e novamente assume importância a escolha do potencial des 

c-itívo
[10,11,22,23] 

Também incluimos em nossos cálculos a interação 

de três corpos, visando resultados mais precisos para a fre-

qüência não harmónica do fonon, mas o tratamento usado neste 

trabalho e genérico, isto é, não está vinculado a qualquer des 

crição especifica de potencial de interação. 

O potencial de trás corpos tem um alcance muito 

curto. Assim, o conjunto de 'átomos com menor distância em rela 

cão â origem e também entre si é [(1,0,1),(1,1,0)-1. Desta for-

ma, o conjunto de três átomos interagentes a considerar fica 

sendo í(0,0,0),(1,0,1),(1,1,0)] e as combinações do mesmo. 

Uma análise detalhada das simetrias desses trioln 

-dipolos nos permite determinar as matrizes de força para a in 

teração do conjunto de pontos referido. 

Para comprovação dos resultados retomamos a def i 

ni.ção das constantes de força, derivadas de ordem n da energia 

potencial, e derivamos em relação a um pot-encial de três cor- 

pns qem-Crico. 	
oh h 

Queremos construir (paBy 	
com h1  = (1,0,1) e h 2 

(1,1,0). É interessante salientar que hl  e diferente de 11.2 , 

caracteriza a interação de três corpos, um dos quais õ a 

nicTem. 
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Sabemos que 

0 110 	1 01 	O 10 1 	110 
4)1 	

= 4,1 y  
13 

V.21 

e consideramos a transformação 

( 1 O O 

5" = 	O O 1 	 V.22 

,,,0 	1 	O 

que leva o ponto (1,1,0) ao ponto (1,0,1), e o ponto (1,0,1) ao 

ponto (1,1,0). 

Supomos, genericamente que 

,0 110 
Y 1  0 

10 1 

Y 

a b c 

d e f 

g h i 

V.23 

Utilizando a regra de transformação expressa na Eq. V.3, fica-

mos c"m 

A o lo 1 ilo 

4'1 R 

a c b 

g i h 

\,d f e 

V.24 

Empregando a relação V.21 obtemos 

O 110 
41) 1  0 

1 01 

a b 	N, 

c e f 

\,b h e 

V.25 



e 

a" b" 

d" e" 
( g" h" 

V.27 O 	110 	101 

4)3  

c   

f 

i" 
y 
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Fazemos ainda, genericamente 

o 	110 	101 
(P2 (l a' b' c'\ 

d' e' f' 

g' h' V/ 

V.26 

Aplicando a Eq. V.3 em V.26, usando V.22 resulta 

0 101 

(1)3  B 
1 It O 

Y c a' c' b' 

g' i' h' 

d' f' e' 

V.28 

então 

,L o 	110 	101 
Y 3  g 

g' d'\ 

c' 	f' 

b' h' e' 

V.29 

comparando V.27 com '57.29 vem 

a" = a' 
	= e' 
	

e" = i' 
	

g" =1) 1  , d" =c' , 

f te = f 	hei =ge 
	c"=d' , h"=h' . 

Agora, expressamos a transformação S, 	composta 

de uma rotação (própria ou imprópria) 2 e uma translação T, co 

mutantes, para o dado conjunto de pontos interagentes, da for- 

ma 



= (0 O 0) V.31 

= (1 0 1) 

= (1 1 0), e a operação Q que sa 

(W. 1 o) 	T 

Q(1 0 1) + 

Der,ta maneira T 

.9-  

S(0 

S (1 

(1 

O 

1 

O 

0) 

0) 

I 

= 

= 

2(0 O 0) 	+ T 

2(1 1 0) 	+ T 

nu o 1) + T 

V.30 

Urn transfimação que mantém o conjunto invaran 

9(0 0 0) + 	=(1(110) 

te 

t- isfaz '7 .31 serã uma reflexão dada por 

2= V.32 

Agora, conhecendo uma operação que mantem o con-

11Into rie pontos invariante podemos proceder a redução aos para 

metros de acoplamento independentes. 

n processo a o mesmo desenvolvido anteriormente, 

atra,.4,is da Eq. v.3. 

Então, 

h oh 	 oh h 
Y
oY ,  ny 

2 
 cy

,
, 	R ° C3 	'y'y 

V.33 

onde 2 õ a transformação V.32, e 2' a sua transposta, 	que 



o 101 110 
(f) 1  B 

O 101 110 
C) 2  R y 

Y 	c5 

-Y c 

--- 

-0 n 

(-g -a g 

c y 

V. 35.a 

V.35.b 
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no caso, A a mesma matriz. 

Ficamos, assim, com 

e. 

O 	1 1 0 	1 O 1 

f3 	'Y 

o 110 101 
4) 2  

O 110 101 

3 n 

a b 

c -c 

b h 

-a' h 

-h -a c 

g' a' b 

a' 	g' -lo \  

h h c 

a' -a 1 

V.34.a 

V.34.b 

V.34.c 

Chamamos agora 

=r,4 , b=f , c = 	f=6 , h=c , 	 g 

mimem de constantes :!.ndependentes fica reduzido a sete. 

Finalmente, usamos a Eq. V.21 e temos as matri-

zes das constantes de força procuradas, que são 

e 

° 
3  

101 110 

r" 	V 

V.35.c 



PLANO A 

	 PLANO B 

	 PLANO C 
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Torna-se necessãrio determinar o conjunto dos 

tripo-dipolos em mesma ordem de vizinhança cuja origem é o pon 

to (0,0,0). Os primeiros doze vizinhos são caracterizados pe-

los pontos (±1,±1,0) e (±1,0,±1); desta forma os primeiros tri 

pio-dipolos serão constituidos por combinações de pontos do con 

junto f(0,0,0),(±1,±1, 0),(±1,0,±1)}. 

A disposição dos doze primeiros vizinhos, bem co 

re,  seus respectivos planos, e mostrada na Figura V.4. 

vTnURN V.4 - Disposição
' 
 dns doze primeiros vizinhos 

na rede FC. 



.10 0 

O plano fl. 11-  I} contém 6 conjuntos de triplo-di-

rolos, Devemos ainda considerar os planos fl 1 1}, {1 1 I}, e 

f ) T 11, o que resulta num total de 24 conjuntos de triplo-ai-

pnlos. Um exemplo desses conjuntos pode ser visto na Figura V. 

inr V. 5 - Conjunto dos triplo-dipolos referidos ao 

plano 1 

Os triplo-dipol os perpendiculares ã direção 111 

sike) 	(1,04) , (1,1,0) T ,f (1,1,0) ,, (0,3 ,-1)},{ (0,1,-1) ,(-1,o,-1)}, 

, (0,-1,1)} e 1: (0,-1,1) ,  

considerando-se tambem o ponto (0,0,0) . 

O tensor de força para o primeiro conjunto ia foi 
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escrito, de maneira que, encontrando as transformações que ge-

ram os demais pontos a partir dos primeiros, calculamos os ten 

sores de força para os 24 triplo-dipolos. O resultado pode ser 

viste,  na Tabela VIII. 

Resta agora calcular as componentes do tensor 

nâmico usando a Eq. V.12. Como o procedimento foi mostrado an-

teriormente, nos limitamos a transcrever aqui os elementos do 

nrimcNir0 tensor dinâmico, por ser o que nos interessa no cálcu 

lo ave desenvolvemos pelo computador, uma vez que consideramos 

a direção r? o 61 e polp,rizar:ão L, como será visto no Capitulo 

T. 

Os elementos do primeiro tensor dinâmico são da-

nelas exnmssoes V.36.a a V.36.i. 
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V.4 Potencial de Três Corpos 

Nesta seção desenvolvemos um tratamento que visa 

a comprovação das constantes de força determinadas na seção an 

terior. O objetivo é, através da definição de constante de for 

ça e de um potencial genérico, verificarmos os resultados obti 

dos inteiramente pelas propriedades de simetria e invariância. 

O potencial de dois corpos entre dois ãtomos se-

parados por uma distância r, depende somente da distância rela 

tiva entre eles, isto e, serã sempre descrito por um potencial 

central. 

O potencial de três corpos para três ãtomos dis-

postos como na Figura 1.3, é expresso por 

-r I 2  ) _ 
V (r ,r ,r ) = V (Ir -r 
3c —1 —2 —3 	3c —1 —2 

1  

1  2 

	

{r2 —2 

r 
—31  2 
	

—3 —1 
V.37 

Chamamos 

Z. = Ir. -r 
1 	—J 

2 

onde 

r = x
9„ + 

nu, ria forma de componentes, 



.107 

r = x + u
2
a
, 

sendo x2' a posição de equilíbrio, e u
9. o deslocamento a partir 

desta posição. 

Uma representação da interação de três corpos 

a forma escrita por Bobetic e Barker[91 para o potencial de 

Axilrod-Teller, qual seja 

3 
V (Z 	.Z ) = viZ Z Z + 	(Z1  +Z2  -Z 3  )(Z 1  Z2  +Z 3  ) 
3C 	1' 2-  3 	1 2 3 	8  

x (-Z 1  + Z 2  + Z 3 )1 ( Z 1 Z 2 Z 3 )
-5/2 

 

PM rearranjo desta equação nos leva ã expressão 

V3c 	75: [2(Z 1Z2Z 3)
-3/2 

 - 3 (-Z
3 
 + Z

2
Z2 	1 +Z

2Z3 1 	1 	2 V  - 

♦ 
2 	2 	 2 	2 	I 

Z
2
Z
3 
-i- Z

2
Z

1 
- Z

3 
3 
  + Z 3Z 1

+ Z 3
Z
2
)  

V.38 

V.39 

Desta maneira este potencial pode ser escrito da 

forma 

V 3c  = F 1 ( Z I )F 2 (Z 2 )F 3 (Z 3 ) + 	(Z2 )F 2 (Z 3 )F 3 (Z 1 ) + 

+ F (Z 3  )F2 
 (Z 1  )F 3 

 (Z 2  ) 

	
V.40 

É fácil notar que a Eq. V.40 é um caso particu-

lar da forma geral 

3 
sT 	.Y. 	F.(Z )F.(Z )F (Z ) c 	

j 	
1 3 	 1 	] 	2 	k 	3 

i,,k=1 

V.41 
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Esta seria para nós a expressão genérica de lampo 

tencial de três corpos porque inclui todas as possíveis combi- 

nações de produtos das funções F. 

Vamos agora particularizar esta analise para os 

triplo-dipolos vistos na seção anterior. Façamos a correspon-

dência 

0 4- (0,0,0) 

1 4 h l  

2 4. h, 

Escrevendo agora 

1 
	

I 1 
 
+ ui 
	

X 
	

U
012 

1X2  + U
2 X0 - u°  1 2  e 

2 

z 3  IX2 	U
2 	

X
1 	

U
112 

I • 

Nosso interesse e determinar as derivadas 	de 

Vc i f 2 f  3 
(Z Z Z ) até terceira ordem, isto é, queremos 	encontrar  

â 317  3c 
O 	1 	2 âu ãtiA 911

y  
Agora 

	

â 9Z 1 	â 	âz2 	âZ3 	â + ___ ___ + 

	

911

__.í 	
âu

0 
 âZ 	9u

o â7, 	âu
o âZ 

a 

	

a 	 1 	ct 	2 	ri 	3 

az 1 	a 	az 2 	â = 	 - 

ãn
o 9Z 

1 	
o â72 

	

a 	a 

V.42 
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a = - 2 (x + u1 
 - xo 

- uo ) 	- 2 (x2 u 2 x 0 u 0 
a 	a 	a 	aâZ 1 	a 	a 	a 	a

au
o' 2 
a 

Da mesma forma se obtém 

9 	 9 	 9 
= 2(x

1  + 	-u° ) 	- 2 (x 2  +u2 - x1 -u 1 ) 
00e0 az 	o 	0 	0 	o aza ul)  

e 

= 2(X
2 

+ U
2 xo - uo ) =L + 2 (x

2 + U
2 x1 - ) 

	

2 	 Y 	Y Y " 2 	Y Y Y Y n 
ãll 	

3 
•k; 

Já para as derivadas segundas temos 

9
2 

= - 4 (x 1  ex  + u1  a  - xO  
a  - u

Oa) d 1  + (x 2  a  + u2  a  - xO  a  - ua°  ) d2111 x 
9u 9u 

	

o 	a. 

x [(x + u
R 

- x
o - u

o
r3 )d - (x

2  +u 22 X 	U
R

) d
3
1 

onde fizemos 

= d. 
9Z. 

usaremos analogamente 

2 

	

d. 	= 

	

ij 	9Z i
9Z j 

V.43.a 

V.43.b 

V.43.c 

V.44 

V.45 .a 

V.45.b 

e 
3 

d
ij 

a  - 
k 	9Z9Z.9Z 

I. 	k 
V.45.c 
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Chamamos, para facilitar a notação,Ria°  = xlct +u ct 

x° -u°  =-R 1 , de (10a), e analogamente para os demais. 
a 	et 	a 

Procedendo em V.44 a derivação de u em relação ã 

Z, e considerando que naturalmente devemos ter 

V.46 

Finalmente, se obtém 

= - 4 [(10cx)(108)d li  - (10a) (210)d13  + 

+ (20a)(100)d 12 — (20a) (21(i)d23.1 - 2 dasdi 	V.47 

onde o termo em d1 
 só contribui quando a = 8. 

Passamos então à determinação do operador relati 

vo às derivadas terceiras. 

Queremos 

9
2 

au O 	1 âu0 

9 

(, 

a 2 

9 o u a O 

= 21--(20y)d2 - (12y)d
31 f-4[(10a)(100)d 1  

9u2 

(10a) (21 ) 11 3  + (20a) (10r3)d12 

- (20a) (210)d23 	 V.481 - 2 (Sodj,  

Realizando todas as derivações e recorrendo à co 

~atividade das derivadas parciais, resulta 



9
2 

— 8 [(10a) (108) (20y)d 
112 

+ 	(10a) (120) (20y) d123 + 
91.10n 	

1 UI2  e 	y 

+ 	(20ct) (108) (20y) d 1  22 + 	(20a) (120) (20y)d223  + 

- 	(10a) (108) (12y)d1 13  - 	(10a) (128) (12y)d133 + 

(20a) (100) (121)d123  - 	(20a) (120) (12y)d233  + 

+ 1 (sac (20Y)d 12  - 	S aí3 (12y)d13 
	 V.49 

Para o triplo-dipolo básico no nosso cálculo te-

mos a correspondência 

f:,ntão 

0 4- (0,0,0) 

1 ► 
 (1,1,0) 

2 4- (1,0,1) 

Ri°  = (1,1,0) 

R
12 

= (0,1,-1) 

R
20 

= (1,0,1) 

Como última etapa se obtém as componentes 	de 

o 110 
(P cx e  

101 a partir da expressão V.49. 

Desta maneira temos 

et.,) 1 1 2 = 113 
- d123  

'  

A 	.57, 
71 -131 3c 

(fi)  1 1 X 

1 
= —81-d112 + d 	-c- 	d 1V 

122 g 	12 	3c 



-8 [d112 
	

d 122 
	d113 + d123 + 4" d12 + 4- d131V 3c  

.112 

-8[..d112 + d123 + d122 + d 2231V 3C 

= -8 11-d i 	113 
d133 - d123  d233  15/ 3C 

= -8[d112
+d123

+d122
+d223 

= 

+ d113 
+ d133  + d123 +  2 	

V
331 3 ‘" 

-8 -d123 - d ]V 
223 	3 ~ 

-8[d133 + d233IV 3C 

d) 113 

(1: 121 

( 122 

4) 123 

4' 131 

(t) 132 

X 133 
= -8[-d123 	d223 

	
d 133 
	

d233] 3C 

4)211 = 
-8"d 	iv ,e 

= -81----d 	1V 
th 21.2 	113... 	3C 

=  
'213 	

-8[d112 
+ d 113 

V 3C 

1 
=  221 	-8[d112 + d123 + -4 d121 V 3c 

 _  
( 	

= -8 	 d 	A 133 	it - l d13  1V 3c  
222 	

1---d 113  ... 

4) 223 = 
-8rd112  + d123 + d113 

1 + d 	+ 133 d12  
d v  

‘i 	13 	3C 

(1) 231 = 

	 1 123 V,r. 

(f) '232. 
-81-d 	V 

1331 3C 

= 	 _ 
2 3 3 	 123 	133 V 3C 
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4)311 

4)312 

-8 [d l 221V3C 

-8  I-d 1V 123 3C 

4)313 	-811d122 

▪ 

 dI23 V 3C 

4)321 	L 
-8 [

d122

• 

d2231V3C 

- 
(1) 322 	 d123 	

d23 V3C 

 

d122 + d223 + d123 
+ d2331513C 4)323 = -8  

331 = -8E-d223 
	

di2Iv3c 

-41233 4)332 
•■•■ 

1 
4 

d13 11. 13c 

=- d 	+ d 	-7 d 1V 
1 	1

-84)333 	-d223 	233 	4 	12 	

• 	

13 	3C 

As derivadas do potencial são calculadas no pon-

to de equilíbrio, isto é, quando u°  = ul  = U2  = 0. Alem disso 

os triplo-dipolos envolvidos no nosso cãlculo constituem triãn 

mulos cujo ponto (0,0,0) é um dos vértices, de tal maneira que 

nn ponto em que são calculadas as derivadas do potencial, to- 

dos os triãngulos são equiláteros porque Z1  = Z2  = Z3. 

Na forma V.40 do potencial de Axilrod-Teller as 

funções F1, F2, e F3  tém seus argumentos mudados ciclicamente 

entre Z1,  7,2 e Z 3
. 

Isto nos permite afirmar que todas d..11
. V 

3C
, com 

1  
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i,j = 1,2,3, i 0 j, são iguais, pois como jã foi dito, sãocal-

culadas no ponto de equilíbrio. 

A contribuição das derivadas segundas para a cons 

tante de força de terceira ordem, em comparação com a contra 

bnição das derivadas terceiras, torna-se desprezível, o que no 
1, 81 

(Re ser visto pelos valores encontrados por Maradudin-Fein 

para o chumbo. 

Desprezando as derivadas segundas nas expressões 
oh h 12 

r'as componentes de q)any 
,e usando as características defini - 

das acima para as derivadas terceiras,& fÃcIl a 	:lentificação 

(1ns elementon encontrados analiticamente, com os c,'-)tidos atra- 

das propriedades de simetria e invarinnr...ia. 
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tf I - PROCEDIMENTO DE CÃLCULO E RESULTADOS 

VI.1 ...2rr12C FnCia do  Fonon  

Neste capítulo apresentamos o procedimento usado 

ra obtenção das freqüências renormalizadas dos fonons, corrigi 

das pela contribuição não-harmônica de terceira ordem, conside 

fandn interações de dois e três corpos. 

No Capítulo IV mostramos as expressões analíti- 

cas das contribuicões não-harmônicas de terceira ordem, que são 

(q 	-1̀  )v(.9-- 21 6(3)(qji,1 9)  = 
— 
g y 	v,7 7 	2 	 . )R(n) 

,11(12 	̀.1 	J 	J 	] 31 )2 

j1j2 

VI .1 

R(P) = ( 1 + 2 

(fi 	-171 2 	1 

+ l) 
1 

(h), 

1 

+ 63 2  P) G) 1 
+ (1) 2 

1 VI .2 
(G) 

L— 
— CO, 

‘" 
+ 9) Go 1 - tt3 2 

— 

(,,,. 1,, = 	y 	vec4 -cm„(-2 2, (4.2)s(2) 
Ya 	

.(11(12 
	12 
	 32 

2 

VI .3 

(men 



  

" " CrCl 	Ci 
2 

- -1  -2 	R ( ) 
1 	j 2 

 

qa 
1 	r8 

2) = 2. 

Pf a 142  

ilj2 

VI.5 
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S(r) = (F1 	/71
2 

4- 1) (5(11, +w2 - ) 	
( 	03 	p,)

1 
1 	2 

(n2  -211 ) [-6 	- 	- 	- (S (6)1  - cl)2 	5",)] 	 VI.4 

Wd./k T p 
senclo Ri  = 1/(e 	- 1) o LISmero de ocupação d-) modo wi 

(i) (qi ji). 

:screvemos agora 

r(' = 
$ g g 12 

iXj2 

S(A ) 	 ''I.6 

 

Observe-se que usamos j' = j, desconsiderando a 

-1 
ristnra de polarizações que, em principio, e pequena!-L 11  

nisto resulta 

2 

2) r.a 511 (12) Cl 5, \Ti"! 	—(1  
12' 	 j2P 

VI.? 

n as equaces vI.1 e VI.3 ficam simplificadas. 

Temos que 

cT 
7 	• 	- 1 	- 1  

2N
3  

2 (}1(-1- er,) -22'1 ,4  
ix 1"1"21 

"" (12 ) 

VI . 8 
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onde 	 e dado pela expressão IV.9. 
3 	31 	32 

Nosso objetivo é calcular a função resposta refe 

rente ao espalhamento inelástico com produção de um fonon, ou 

seja 

2(1), (qj)r(qj(2) 

X (n) -  	2 
[03  (qi ) 2 	5-22 + 2a)  (qj 	(qi 51)1 	 I 

VI.9 

Calcularemos esta função com as contribuições de 

terceira ordem VI.5 e VI.6, e seu máximo estará relacionado com 

a freqüência renormalizada do fonon, ou freqüência não-harmOni 

ca. 

Os cálculos foram realizados considerando-se uma 

particular direção e polarização. Ocupamo-nos do ramo longitu-

dinal, que corresponde a j=1 na direção [100]. 

O tempo de processamento fica reduzido se toma-

mos a direção [100], a qual em geral tem dados experimentais 

mais precisos. Nesta direção o ramo longitudinal é mais atraen 

te porque além de reduzir ainda mais os elementos a calcular, 

não apresenta degenerescência como os ramos transversais. 

Ê importante salientar que uma vez que tratamos 

com deslocamentos reais, as componentes dos vetores de polari-

zação estão sujeitas às condições [24]  

E e me( e  a 3 
a,j VI.10.a 
33 

= an 
	 VI.l0.bn  
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Na derivação dos autovetores de polarização atra 
r-21 

vós da matriz dinâmica para a direção r1001, 	verifica-se 

4:11.(F,,0,0) 
que somente a componente e ( - 1 	

) = 1, sendo as demais nu 

las. 

Desta forma o cãlculo se reduz à determinação dos 

g g - g , 
valores de V(- 71 	7 2N  ). As expressões dos elementos dos tenso 

1 31 	3 2 

res dinâmicos são conhecidos do Capítulo V. Estes elementos, 

bem como a soma sobre as duas polarizações não especificadas, 

fatores estes presentes na expressão de V(51 21 -Eli),foram cal 1 ji  jr  

culados através do programa PHONO. 

VI.2 Região de Cálculo 

As funções a calcular estão referidas ao espaço 

de mementa, e é preciso considerar a rede recíproca correta. Cus 

CGT possuem estrutura cristalina do tipo FCC, à qual rorrespon 

de uma primeira zona de Brillouin do tipo BCC. Esta, por sua 

vez, pode ser considerada como formada por duas estruturas SC 

superpostas, de forma que o vértice de um cubo corresponda ao 

rentrn do outro, o que resulta numa restrição quanto à locali-

zação dos pontos pertencentes à rede reciproca. Temos que os 

valores de i, j e k para cada ponto são todos pares, ou são to 

dos ímpares, como e mostrado na Figura VI.1 



(0,0,0) 	(2,0,0) 

FIGURA VI.1 - Pontos da rede reciproca que podem ser 

incluídos na região de cãlculo. 

Na primeira zona de Brillouin os três vetores di 

reciorais j e k podem variar de zero até N
1/3, ondeNeonü 

mero de ãtomos em cada direção no cristal. No entanto, podemos 

rios valer de relaç6es de simetria para reduzir o cãlculo ã me-

nor região fisicamente representativa. A rede BCC é um dos ti-

nos de rede de maior simetria, contendo em 1/48 da primeira zo 

na de Brillouin toda a informação física sobre as vibrações na 

rede, as quai,
s se repetem periodicamente ao longo da mcsmar-12]. 

A região de cãlculo fica para nõs restrita ã par 

te destacada da Figura VI.2. 
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k 

PTGURA \TI.2 - A região destacada corresponde a 1/48 da primei- 

ra zona de Brillouin da rede BCC. 

A divisão da região de cálculo é.  um fator impor-

tante na obtenção de resultados precisos. Evidentemente, a re-

de deve ser dividida de forma a permitir a inclusão do maior 

número possível de pontos que contribuem para a propriedade que 

esta sendo calculada. A Figura VI.3 ilustra como precisando o 

retículo ocorre inclusão de maior número de pontos da rede re-

nfrroca, nu seja, maior número de vetores de onda. 
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	4>i 

rTGURA VI.3 - A precisão na divisão da rede implica 

na inclusão de maior número de pontos 

no cálculo. 

Apesar de ser necessário aumentar a divisão da 

rede para incluir o maior número possível de vetores de onda e 

obter melhores resultados, é preciso também atentar para o tem 

po de processamento que, naturalmente, cresce com o refinamen-

to. Apresentamos na Tabela IX o número de pontos pertencentes 

respectivamente a 1/48 da primeira zona de Brillonin, e ã zona 

completa, para distintas divisões da rede. Incluimns o tempo 

de processamento do programa PHONO para cada um desses valores. 

Os tempos de processamento se referem ao computador HP-2100 

utilizado para a obtenção dos resultados nnmricos. 
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N9 DE PONTOS 
EM UMA 

DIREÇÃO (ND) 

N9 DE PONTOS 
EM 	1/48 

 DA 	1.' 	Z.B. 

N9 DE PONTOS 

NA 	1... 	Z.B. 

TEMPO 	DE 

PROCESSAMENTO 

8 30 1.440 1 min 	30 

10 48 2.304 3 min 	35 s 

12 74 3.552 4 min 	10 s 

16 149 7.152 9 min 	35 s 

20 262 12.576 13 min 	30 s 

24 422 20.256 24 min 

32 913 43.824 55 min 

40 1.686 80.928 1 h 	55 min 

50 	 3.143 150.864 3 h 	15 min 

TABELA IX 

VI.3 Representação das Funções Delta e Valor Principal  

A presença da função valor principal na expres-

são de A, e da função delta na expressão de r acarreta sérios 

problemas computacionais. Tornou-se necessário escolher repre-

sentações para estas funções que, neste caso, foram 

(x) = 1 	
c 

7r 
X

2 +E 2 
VI.11 

1 

	

() 	- 	 

	

x 	2 	2 
X +c P  

VI.l2 

Estas representações já foram empregadas por ou- 
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tros autores e mesmo preferidas em relação a outras representa 

ções possiveis
[-10,18,21,25I  

Aqui, surge uma das dificuldades principais,qual 

seja, a de estabelecer a relação mais adequada entre a divisão 

da zona de Brillouin e o parâmetro c presente nas representa-

ções das funções delta e valor principal. 

Como tentativa de explicação do que ocorre, es-

crevemos a função r na forma simplificada 

r(w) = E F (q) 6 (c1) 	(g) ) 	 VI.13 

onde F(q) contém os fatores numéricos e dependências outras em 

q que não as da função 6. Escrita a função nesta forma, fica 

claro que, quanto maior o número de vetores de onda presentes 

no calculo, mais preciso é o valor de r. O parâmetro e, na re-

presentação escolhida para a função delta, Eq. VI.11, esta re-

lacionado com a largura da curva. 

FIGURA VI.4 - A precisão no valor da função delta esta 

relacionado com a escolha do parâmetro e. 
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Desta maneira, o comportamento de uma função que 

envolva um somatório de deltas também fica comprometido. O mes 

mo ocorre no cálculo de funções com valor principal. Se para 

uma determinada divisão da rede (núm ero de vetores de onda) fa 

zemos e diminuir, as funções passam a apresentar uma oscilação 

muito grande; no caso inverso, para valores crescentes de e, fi 

cam escessivamente suavizadas. 

Nas Figuras VI.5.a e VI.5.b podemos observar es- 

te comportamento. Nestes gráficos consideramos somente a parte 

central, ou seja, apenas contribuições de dois corpos, o que 

não prejudica a ilustração do caráter geral das funções anali- 

sadas. 

Verificamos também a variação das funções A e r 

mantendo e fixo e mudando a divisão da rede. O parâmetro e es-

colhido é aquele que nas Figuras VI.5, nos fornece curvas com 

oscilação intermediária. Esta variação pode ser vista nas Figu 

ras VI.6.a e VI.6.b. 

Nestes gráficos constata-se que as 	oscilações 

são atenuadas quando se aumenta o número de vetores de onda na 

zona. As curvas dos gráficos VI.5 e VI.6 estão normalizadas. 

O resultado teórico ideal seria obtido fazendo- 

-se o número de vetores de onda tender a infinito e o pasme - 

tro e tender a zero. 

Da comparação desses quatro gráficos 	(Figuras 

VI.5 e VI.6) e da consideração do tempo de processamento envol 

vido (conforme Tabela IX) escolhemos calcular as freqüencias 

renormalizadas combinando 20.256 vetores de onda com o parame- 
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E = 0.025. Esta escolha nos possibilita precisão maior do que 

a encontrada na literatura ate então [10,25]. 

Ressaltamos aqui o que constitui a característi-

ca essencial deste trabalho: todos os resultados são obtidos 

sem considerações especificas quanto ao potencial interatOmico. 

Este procedimento difere do usual pois a literatura sobre cal-

culos numéricos para os CGI, de nosso conhecimento, não explo-

ra integralmente as propriedades de simetria e invariância que 

nos levaram ã determinação dos tensores dinâmicos. 
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VI.4 O Programa PHONO  

Para calcular a freqüência renormalizada do fonon 

desenvolvemos um programa que constroi a rede BCC e calcula as 

expressões da seção VI.1 para diferentes divisões da rede so-

mando sobre todos os vetores de onda. 

O programa possibilita cálculos para os diversos 

cristais de gases inertes a diferentes temperaturas. Há parti-

cularização quanto ã direção de propagação do fonon e ã polari 

zação que são respectivamente Cl 0 OJ e L, o que se reflete 

nos elementos dos tensores dinâmicos que são considerados. Es-

ta restrição pode facilmente» ser eliminada se incluirmos os de 

mais tensores, o que tornara o programa mais versátil, permi-

tindo a obtenção dos valores das freqüências do fonon para ou-

tras direções e polarizações. A particularização que fizemos 

se deve principalmente ã diminuição no tempo de processamento 

e também ã existência de dados experimentais. 
211-  

Para um dado vetor de onda q = — (,0,0) o pro-

grama soma sobre todos os q' na parte irredutível da primeira 

zona. Assim, para cada q' estabelece q" e calcula a matriz di- _ 

nãmica para q' e q". Por meio de uma subrotina bastante rápi-
_ 

[27-1  
da 	J são calculados os autovalores w(q'j') e w(q"j") bem co- 

mo os autovalores e (q' j') e eI 
 (q"j"). Com estes valores é cal 

cilada a expressão 

(q,q,,q.)e (q.j,)e 
 y
(q.j.) 



.131 

que será a contribuição para V (a 	" 2 ) para o particular ve 
j" 

ter de onda q. Só nos interessa D 271- (,0,0),L) = , pois e (—a  10y  

(1,0,0). 

Como o potencial 0(R) para os CGI é de curto al-

cance nos restringimos ao primeiro e segundo vizinhos no cálcu 

lo da matriz dinâmica. Para os termos não-harmônicos considera 

mos somente interação com os primeiros vizinhos. 
g g' j" g",  

De posse da contribuição para V (– 	) e cal 

culado 1V1 2 e multiplicado por R(2), eq. VI. 	e S(Q), eq. 

VI. , para diferentes valores de 2. Varrida toda a zona, tere 

mos A(qj,2) e F(qj,2). Obtidas as contribuições não-harmônicas 

e possível determinar a variação da função resposta x em rela-

ção a Q. Verifica-se o mãximo de x e o valor de w corresponden 

te. Resulta, finalmente, a frequência não-harmônica e a largu-

ra de linha para o fonon escolhido. 

As funções A, F e x resultantes podem ser grafi-

cadas, normalizadas ou não. 

VI.5 Parâmetros de A:liste Teórico 

As considerações apresentadas no Capítulo V nos 

permitem reduzir de sete para duas as constantes de força de 

terceira ordem de três corpos (contribuição não-central). Ha-

víamos obtido que somente eram distintas as derivadas de ter-

ceira ordem D...,igj,eD..ijk 
 i, todas as D..j  

sendo iguais. 

Chamando agora 
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C2 = D... V 113 	3c 

C3 = D.. V • ljk 3c 

reduz-se as relações obtidas no Capítulo V a 

a = -16 C. 

8 = 8(C2  + C3) 

Y = 

6 = 

= 

= 

-8(3C2  

-16(3C2  

-16 C 2  

-8 C2 

+ C3) 

+ C3) 

= 8 C 3  

Assim, é possível simplificar o ajuste teórico 

dos parâmetros de terceira ordem de três corpos. 

A parte central do tensor de força de terceira or 

dem (interação de dois corpos) fica reduzida a uma única cons-

tante, pois a derivada correspondente é da forma[21]  

	

Ao o h 	93V(r)  = AO"' + 

	

i j k 	o o h au.9u.Du-1 j k 

onde 

4,"' 
d3V(r) 

dr3  = O 
11111•■•• 

e 

4)" 
d
2
V(r) 

dr
2  
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COM 

r 	I xo 	uo 	,1 - ,11 
-.r. 	I 

Se desprezarmos cp" em relação a 4"1, como fizemos 

anteriormente, resulta um único parâmetro de terceira ordem de 

dois corpos, o qual chamamos Cl. 

A derivada terceira e" entra como parâmetro no 

programa PHONO, e sua unidade é 1010 erg/cm3. Fazemos eti= ci x 

1010  erg/cm3. 

Constatamos que se C1  < 0.1 a correção não-harmo 

nica é muito pequena. No entanto, se C1  > 2.5, a forma da res-

posta linear não nos permite mais a interpretação através do 

conceito de fonons pois x apresenta mais de um pico. Além dis-

so, para valores de C1  muito altos o termo não-harmónico deixa 

de ser correção e passa a ser dominante, o que certamente não 

corresponde a uma boa descrição física da dinâmica do sólido. 

Os parâmetros de segunda ordem, que permitem cal 

ciliar a freqüência harmónica, podem em alguns casos ser encon-

trados na literatura experimental. 

Para o CCI que analisamos tal foi possível, e o 

ajuste teórico compreendeu os três parâmetros de terceira or-

dem. 

VI.6 Compararão com  Resultados Experimentais 

A literatura experimental de espalhamento de neu 

[16 17 28-37] trens por CGI não é reduzida- " 	, mas uma anãlise da 
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mesma nos revelou a dificuldade de se obter curvas completas 

de ajuste teórico da variação da freqüência do fonon com a tem 

peratura. Tal ocorre porque os dados apresentados nos diversos 

artigos não apresentam continuidade quanto ã variação de tempe 

ratura, impossibilitando uma comparação dos resultados sem 

usar o recurso da extrapolação. Pensamos que seria interessan-

te proceder os ajustes teóricos das freqüências não-harmônicas 

para os diversos CGI para distintas temperaturas mediante ouso 

do programa PHONO, e estabelecer comparações entre os resulta-

dos. A carência de dados experimentais restringiu o trabalho de 

ajuste ao 36Ar. Utilizamos os dados experimentais de Fujii 

et alI_28 I, cujas medidas foram realizadas no Laboratório Brook 

haver_ usando um espectrómetro de neutrons de eixo triplo. Esco 

lhemos esta referência dentre as demais por se tratar das medi 

das mais recentes e com dados para diferentes temperaturas, o 

que é fundamental para nossos propósitos. 

Os parâmetros de segunda ordem que utilizamos cor 

respondem a um modelo com interação não-central até segundo vi 

zinho, com o qual se pode obter a freqüência harmónica do 
36Ar 

a 10°K. Estes parâmetros são referidos no citado artigo e seus 

valores já são uma indicação da necessidade de se considerar 

força de três corpos, porquectOey 0  (segundo a notação 

da Tabela II). 

Assim, o ajuste por nós realizado se processa pe 

la variação dos parâmetros de terceira ordem, a fim de se ob-

ter a melhor concordância com os resultados experimentais. Rea 

lizamos a variação do parâmetro de dois corpos, com ND = 8, e 

verificamos que a concordância com os valores experimentais de 
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distintas temperaturas ocorre para di feren Les parãmetros, como 

pode ser visto na Tabela X (freqüências em THz). Tal era espe-

rado porque estamos considerando somente a primeira contribui-

ção não-harmônica. A partir dos dados da Tabela X, obtivemos os 

valores das freqüências renormalizadas do fonon com precisão 

maior, pois aumentamos o número de vetores de onda (ND=24), e 

dir'inuimos o intervalo em 2. 

A baixas temperaturas os efeitos não-harmOnicos 

devem se fazer sentir com menor intensidade. Em nosso trata-

mento isto deve implicar em que um bom ajuste e o que dá o va-

lor da freqfiência não-harmônica mais prOximo do valor experi-

mental para baixas temperaturas. Esta concordância deve aumen-

tar à medida que nos aproximamos de 0°K. Em virtude da carên-

cia de dados experimentais tomamos a temperatura de 10°K como 

a mais baixa, e realizamos o ajuste em função da mesma. Alêm 

disso, não consideramos expansão termica, ou seja, o parâmetro 

de rede foi mantido constante para as diferentes temperaturas. 

Dentro destas considerações, os parâmetros que 

apresentaram melhor resultado, para baixas temperaturas, foram: 

Cl C2 C3 

-1.0 0.0005 0.00075 

10 
em unidades , 10erg/cm. 
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RE;:,ULTPDOS TEÓRICOS PARA O 36Ar OBTIDOS COM O PROCPAMA PHONO 

, 
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2 C3 	I 	NH 

___ ..._ 
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-2.0 0.0005 0.00075 
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35 

I 	551  

-2.0 0.0005 i 	0.00075 ! 	7.93 8.66 
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I 	0.00075_4 	
7,85 

-,.., ---- 
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| 	0.00075 	L.19 
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-.........., 
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_____ , 
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1- 	
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0.00075 	' 	0..09 
_ . ..___ __ _ 

3.66 
_______ __ ....... 

'`5 /  
,... 

-1.7 0.0005 | 	0.00075 7.97 3,30 

5 1, _ -1.7 
--- 

0.0005 0.00075 
-- --- 
7.89 7.63 

J110 -1.5 0.0005 
._ .1. 

0.00075 E..-.5 
.1l1 IMIW............... .., 

8.90 
•••■•■•al...■*... ....M.M...-■•■■■■■ 

O 	
''.' 

, 
-1.5 
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0.0005 

__ 

..a.,.....M.W...** 1 I SC. 

0.00075 8.22 
____ 

8.66 

7 r° 

,_ 
-1.5 

0.0005 

0.0005 

0.000 - r /à 

____ 
0.00075 

__ 

8.10 

7.90 

C.54 
________ 

- 
8.30 

...._ 
1 	7.63 

. 	. 
8.90 

___ 
-1.2 0.0005 0.00075 

______ 
'35 

11-- 
-,'' 

-1.2 0.0005 0.00075 
. 	________ 

8.44 	8.66 

-1.2 0.0005 0.00075 
, 

8.31 	8.3O 
_ 	_ _ _ _ .. -- 

75 -1.2 0.0005 
- 	 . .-- 

,,_  
0.00075 

__ 

0.00075 
'^.."' 

8.19 	i 	7.1-', 
- 

10 

'") 	/ 
, 3 

....omm=mr.---  -..... 

-1.0 0.0005 8.64 	8.90 
vo _______ . mim.i.%. ...... . 

-1.0 0.0005 0.00075 8.57 	8.66 

-1.0 0.0005 

0.0005 

0.0005 

0.00075 

0.0607r) 
--- 

O 	0007') 

	

.47 	8.30 

	

_ _ _. ....... . 	.. 	, . 

	

8.38 	7.63 
. 	_ 	.. 

5 -1.0 
.. 
JO 

3 E 

-0.8 8,/3 8,90 

/1 	',8 
,____ ............ .. , 	„ 

0.0005 0.00075 8.r3 7.63 

TABELA X 
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Considerando o ajuste de parâmetros de terceira 

ordem empregado, obtivemos um gráfico da frequência renormali 

zada do fonon contra vetor de onda, ou seja, a relação de dis 

persão para o ramo L, na direção [1 O O] do "Ar, na tempera-

tura de 10°K. O resultado obtido nos parece bastante bom se 

compararmos com os dois únicos resultados experimentais de 

Fujii et al. Para Ç = 0.3 o resultado experimental é wExp  = 

= 5.52 + 0.06 THz e o valor teórico encontrado foi WTEO 

= 5.50 + 0.13; e para = 0.5, wEXP 
= 8.89 + 0.03 e o valor 

teórico foi W
TEO 

= 8.83 + 0.13. A relação de dispersão é mos-

trada na figura VI.7. 

Com o mesmo conjunto de parâmetros foi possível 

determinar os valores da função resposta para as temperaturas 

nas quais há valores experimentais para o 
36Ar. O resultado 

pode ser visto na figura VI.8, onde fica evidente a dependên-

cia de x e de w com a temperatura. O desvio e o alargamento 

do pico, devido ã contribuição da parte real e imaginária da 

auto-energia, funções A e r. respectivamente, fica claramente 

mostrado. 

Obtivemos também os gráficos da variação 	das 

funções A e r para diferentes temperaturas, gráficos VI.9.a e 

VI.9.b. Uma análise destes gráficos revela a sensibilidadedes  

sas funções a uma variação de temperatura. Desta forma torna-

se fácil percebermos o quanto os efeitos não-harmónicos assu-

mem importáncia quando a temperatura aumenta. 
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FIGURA VI.7 - Relação de dispersão do 
36Ar na direção [100]I, ã 

temperatura de 10°K obtida com o programa PHONO. 

Os pontos são os resultados teóricos e os triãn-

Tilos são os resultados experimentais. 
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devidos ã não-harmonicidade. 
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Finalmente, apresentamos o gráfico resultante 

da comparação dos resultados teóricos com os valores experi - 

mentais. No gráfico VI.10 aparecem os pontos obtidos conside-

rando-se interações de dois corpos(wNH (2c)) e de dois e três 

corpos(wNH(3c)) A região de temperaturas mais baixas foi a-

nalisada em maior detalhe mas não dispomos de valores experi-

mentais para o intervalo 10°K a 35°K. 

O ajuste teórico nos parece razoavelmente bom 

até à temperatura de 30°K, demonstrando a conveniência de se 

incluir o termo de terceira ordem com interação de três cor-

pos nos cálculos da freqüência renormalizada do fonon. 

Ao nosso ver, um ajuste perfeito, mesmo a bai-

xas temperaturas, não teria significado físico, uma vez que 

somente o primeiro termo não-harmônico foi considerado. Natu-

ralmente, a diferença dos valores teóricos obtidos com este 

modelo, em relação aos valores experimentais, toma proporções 

bem maiores para temperaturas altas. Entendemos que tal seria 

esperado pois, à medida que a temperatura aumenta, os efeitos 

não-harmônicos de ordens superiores deveriam ser levados em 

consideração. Desta forma, segundo o método desenvolvido nes-

te trabalho, teriamos um número maior de parâmetros a ajustar. 

Assim, acreditamos que se obteria um resultado mais realísti-

co, mesmo na região de temperaturas mais altas. 

De fato, os modelos teóricos baseados em poten-

ciais interatômicos específicos não obtêm boa concordância= 

os resultados experimentais[28]. Oque torna o método aqui a-

presentado mais interessante é a generalidade e a possibilida 

de de resultar em valores teóricos melhores, com o acréscimo 

de outros termos não-harmônicos. 
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Além disso, pensamos que a temperaturas mais al 

tas o acoplamento de modos normais talvez não seja suficiente 

para descrever a dinâmica de rede, outras interaç6es podendo 

assumir importância. 
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VII - CONCLUSftS 

O método desenvolvido neste trabalho difere do 

procedimento usualmente encontrado na literatura relativa ã di 

nãmica de redes dos cristais de gases inertes. 

A renormalização da freqüência do fonon é obtida 

pela consideração de interações de dois corpos, constituindo a 

parte central de um potencial interatomico, e de três corpos, 

que corresponde a um termo não-central no mesmo potencial. No 

entanto, não tivemos a preocupação de supor um potencial inte-

ratômico especifico o que, naturalmente, implicaria em perda 

de generalidade. 

O modelo teórico é uma rede FCC, com interações 

de dois e três corpos, ate segundo vizinho, cuja dinâmicaédes 

crita pela aproximação não-harmónica através da permanência na 

expansão da energia potencial do primeiro termo não-harmônico. 

Partindo deste modelo foi possivel, através de 

relações de simetria e invariãncia, satisfeitas por um poten-

cial interatomico genérico, fisicamente consistente, determi-

nar os tensores de força e os correspondentes tensores dinâmi-

cos. 

Os tensores dinâmicos obtidos são gerais, e per-

mitem particularização para qualquer direção e polarização. 

De posse desses tensores é possivel, utilizando 

o programa PHONO, calcular as correções não-harmónicas de ter-

ceira ordem da freqüência do fonon, e obter a freqüência renor 

malizada. 



.146 

Este câlculo foi realizado particularizando-se a 

direção [100] e polarização L, devido à redução que acarreta 

no tempo de processamento, em razão da diminuição de elementos 

não nulos no tensor dinâmico, e ainda por ser a direção para a 

qual encontramos dados experimentais mais precisos. 

Os resultados numéricos foram obtidos com dados 

experimentais relativos ao 
36Ar. Infelizmente, para os demais 

CGI a literatura experimental é muito pobre, impedindo-nos de 

explorar integralmente o programa PHONO, o qual é bastante geral. 

Os grãficos resultantes mostram claramente a de-

pendência da freqüência do fonon, bem como das funções 6, rex, 

com a temperatura. Fica também explicita a influencia da inte-

ração de três corpos na freqüência do fonon e a necessidade de 

ser considerada nas temperaturas mais baixas. 

O ajuste procedido constou da variação gradual 

dos parâmetros de terceira ordem, os de segunda ordem sendo ob 

tidos na literatura, de maneira a obter uma boa concordância 

com os valores experimentais da freqüência para baixas tempera 

turas, onde deve-se esperar menor intensidade dos efeitos não-

-harmônicos. 

Um trabalho mais amplo, e que pode agora facil-

mente ser feito envolveria fonons com vetores de onda nas dire 

ções r110-] e [111] e diversas polarizações. As aplicações para 

os demais CGI estão, de certa forma, condicionadas à existên-

cia de maior quantidade de dados experimentais. 

É fundamental salientarmos aqui que consideramos 

somente a contribuição não-harmônica de terceira ordem, e que 
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naturalmente um ajuste perfeito para as freqüências a distin-

tas temperaturas não teria sentido físico, pois a medida que 

se aumenta a temperatura as contribuições não-harmônicas de or 

dens superiores passam a ter efeitos que deveríamos considerar. 

Entretanto, o cálculo da contribuição hão-harmô-

nica de quarta ordem é de execução mais simples, e tal poderá 

ser realizado assim que determinarmos os tensores dinâmicos de 

quarta ordem. 

O resultado obtido neste trabalho parece sugerir 

que as correções em temperaturas altas não são devidas essen-

cialmente ãs interações de três corpos. De qualquer forma, a 

região de temperaturas altas deve ser mais analisada, tanto ex 

perimental quanto teoricamente. E, acreditamos ser este traba-

lho uma contribuição também neste sentido. 

Para finalizar, salientamos que o método aqui de 

senvolvido tem a possibilidade de ser estendido para o cálculo 

de propriedades termodinâmicas dos CGI, o que temos a intenção 

de realizar brevemente. 
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