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RESUMO

Neste trabalho a dinamica de rede dos cristais de ga-
ses inertes é descrita pela aproximagao nao-harmdnica. Sao ob-
tidas as matrizes de forga e respectivas matrizes dindmicas pa
ra o primeiro e segundo vizinho da rede FCC. Sao determinados
os tensores de forga de terceira ordem para interagoes de dois
e de trés corpos, bem como os respectivos tensores dinamicos.
A freqfiéncia renormalizada do fononé obtida considerando-se nos
cdlculos a primeira contribuigdo nao-harmdnica. Os resultados
tedricos sao comparados com os resultados experimentais para o

36Ar.

ABSTRACT

In this work the lattice dynamics of inert gas
crystals is described by anharmonic approximation. Force
matrices and their respective dynamic matrices for the first
and second FCC lattice neighboor are obtained. The third order
force tensors for interaction of two and three bodies are
determined, as his dynamics tensors. The renormalized frequency
of the phonon is obtained by considering in the calculation the
first anharmonic contribution. Theoretical results are compared

36

with experimental results to ™ Ar.
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INTRODUGAO

O interesse em trabalhar com cristais de gases
inertes reside no fato de podermos separar o movimento eletro-
nico do movimento dos nicleos, o que constitui a aproximagao
adiabatica. Assim sendo, existe uma energia potencial ¢ conhe-
cida para o niicleo. Esta energia pode ser expandida em série
de poténcias nos deslocamentos dos atomos de suas posigoes de
equilibrio. A aproximagdo harmdnica considera até o termo qua-
dratico nesta expansdo e, como veremos no Capitulo III, & sufi
ciente para explicar propriedades dos modos normais de vibra-
¢ao do cristal.

A existéncia de fendomenos fisicos nao descritos
pela teoria harménica nos conduz a utilizagao da teoria nao-
-harménica, a qual considera também os termos de ordem superi-
or a dois na expansao da energia potencial. Atraves da teoria
nao-harménica, que apresentamos no Capitulo IV, & possivel ex-
plicar propriedades fisicas devidas ao acoplamento de modos
normais. A presenca dos termos ndo-harmdnicos resulta em corre
coes na freqgtiéncia do fonon.

Desenvolvemos neste trabalho um método de obten-
cao das correcdes da freqtiéncia do fonon, baseado integralmen-
te em relagcdes de simetria e invariadncia da energia potencial
e suas derivadas, sem no entanto, especificar qualquer potén -
cial interatdémico. Estas relagoes sao estabelecidas no Capitu-
lo IT, para as constantes de forga de segunda ordem, e no Capi

tulo V para as constantes de forca de terceira ordem.



0 estudo das relacoes de simetria e invariancia
nos permitiu deduzir os tensores dinamicos generalizados.

Fizemos, utilizando os tensores dinamicos, a de-
terminagdo numérica da freqtiéncia renormalizada do fonon para
o 36Ar na direcdo [100] e polarizagao L, considerando a corre-
¢do devido a inclusdo do termo de ordem trés na expansao da
energia potencial.

Os calculos foram realizados incluindo primeiros
e seqgundos vizinhos, devido a particular forma de ligagao dos
cristais de gases inertes, e considerando interacoes de dois e
trés corpos. A forma de cidlculo e os resultados sao apresenta-
dos no Capitulo VI.

Os cristais de gases inertes, devido a sua estru
tura, constituem os cristais nos quais mesmo a baixa temperatu
ra pode-se esperar a presenca de efeitos ndo-harmdnicos, dal a
utilizacdo dos mesmos neste trabalho.

O trabalho, por ser genérico, permite obtencao
das freqti®ncias renormalizadas do fonon para os demais  cris-
tais de gas inerte, bem como para distintas diregoes e polari-
zacoes. Tais determinagdes ndo foram realizadas em virtude da

relativa caréncia de dados experimentais.



I - CRISTAIS DE GASES INERTES

I.1 Introducao

Cada particulade um s6lido cristalino oscila per
manentemente numa regido do espago centrada em seu ponto de re
de. Essa oscilaqéo varia com a temperatura, mas esta presente
mesmo noc zero absoluto.

Quando o atomo se desloca de seu ponto de rede,
que & ao mesmo tempo a sua posigdo de equilibrio, fica sujeito
a forcas que o fazem restaurar a sua localizacao. Essas forgas
se originam da interacio de cada atomo com todos os outros ato
mos do cristal. Nos pontos de equilibrio essas forgas, que sao
combinacoes de forgas atrativas e repulsivas, em principio se
cancelam,

Todos os atomos do cristal interagem entre si,
isto &, cada dtomo tem energia potencial de interagao com todo
e qualquer atomo do cristal. No entanto, as contribuicoes de
stomos distantes para essa energia serao geralmente desprezi-
veis quando comparadas com as contribui¢des de atomos bem pro-
ximos ao considerado. Desta forma nos & permitido incluir pou-
cos termos na soma de contribuigdes 3 energia de interagao. Na
realidade nao ha regra que indique o nimero correto de &atomos
vizinhos a ser incluido nessa soma, visando determinada preci-
sio de resultados. Somente através da lei de forca interatdmi-
ca que caracteriza o sistema, e mais especificamente, da razao
com que esta decai com a distancia, €& que podemos determinar o

niimero de vizinhos que contribuem de forma apreciavel para ©



valor da energia de interacgao.
Vejamos entdao o problema dos cristais de gases

inertes, aos guais nos referiremos no que segue comO CGI.

I.2 Estrutura

Foi detectado através de estudos de difragao de
raios-X que os gases inertes cristalizam formando uma estrutu-
ra FCC.

Podemos descrever convenientemente a rede de um
cristal molecular FCC como sendo construida de camadas de esfe
ras, cada esfera representa uma molécula e, considerando copla
nares os centros de um grande numero de esferas, e sendo estas
esferas empacotadas proximas no plano, fica cada esfera em con
tato com seis outras do mesmo plano. Da superposigao de muitos
planos idénticos a esse, visando um volume intersticial minimo
(cada esfera fica em contato com trés esferas do plano superi-
or e trés esferas do plano inferior), as esferas de cada plano
sendo alinhadas verticalmente com as esferas do terceiro plano
em relagao ao considerado, fica estabelecida uma ordenagao do
tipo ABCABC... . Esta descrigao corresponde a uma representa-
cao da geometria envolvida.

pPara uma estrutura FCC a célula unitaria & cubi-
ca de face centrada, ou seja, um cubo de aresta a, o que € o pa
rametro de rede, com um atomo de gas inerte em cada vértice e
em cada centro de face.

A relacdo entre a molécula no centro de cada fa-



ce e cada uma das quatro moléculas dos vértices de cada face,
€ de primeiro vizinho; e a relagao entre a molécula no vértice
de uma face e as moléculas nos vértices adjacentes, & de se-
gundo vizinho. Para um cristal FCC o numero de primeiros vizi-
nhos € 12 e a distdncia correspondente & de a/vY2; o numero de

segundos vizinhos € 6 e a distancia é a.

I.3 Tipo de Ligacao

Os gases inertes sac constituidos de atomos com
camadas eletrdnicas completas. 0 «ue nos levaria de imediato a
pensar na impossibilidade de formarem cristais. Tal nao ocorre,
e na realidade os CGI sao objeto de muitos estudos em estado
s6lido, particularmente devido a sua estrutura. Tratam-se dos
s6lidos que mais se aproximam dos modelos tedricos simples nos
quais se considera os atomos esfericamente simétricos, arranja
dos em redes compactas, ligados por forcgas centrais e de curto
alcance do tipo de Van der Waals.

Naturalmente & necessario explicar como atomos to
talmente neutros podem constituir um cristal. As camadas ele-
tronicas dos CGI s3o completas e os atomos nao possuem momento
de dipolo elétrico permanente. Mas, os elétrons estao continua
mente em movimento ao redor do nicleo, de acordo com London[lj,
0 que gera um momento de dipolo elétrico instantaneo associado
as diferentes posigcoes dos elétrons no atomo. Assim, conside-
rando dois Atomos neutros separados por uma distancia r, pode-

mos dizer que o momento de dipolo instantdneo de um atomo pro-
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duz um campo elétrico E, que por sua vez ira induzir um momen-
to de dipolo elétrico instantaneo no segundo atomo. Resulta en
tao uma forca atrativa entre dois dipolos, conhecida como inte

racao dipolo-dipolo induzido, interagao de London ou interagao

de Van der Waals.

Atomo 2

ﬁmnml

FIGURA I.l - Argumento classico para a origem da

interagac de Van der Waals

I.4 Modelos de Potencial

A interacao dipolo-dipolo é proporcional a 7,
o que da uma contribuigao a energia potencial de dois corpos,

usando teoria de perturbacao até segunda ordemtz], de

Vh(r) = - — - T )

Considerando termos de ordem superior na expan-

sao da interacao atrativa entre os dois atomos, temos as con-
tribuigdes referentes a interagGes do tipo dipolo-quadrupolo,

cquadrupolo-quadrupolo, etc.
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A expressao da interacao atrativa fica

C C c
V() = -S4 <dd_ ad I.2
rs r8 rlo

Uma anilise mais completa dessa expansao & dada
por Margenau[3], e uma comparagao das constantes & vista em
Born e Huang[4], que mostram claramente o predominio do primei
ro termo da expansao sobre os demais.

Quando esses atomos sao aproximados pode ocorrer
superposicao das camadas eletrdnicas, gerando forte repulsao
entre eles. Isto nada mais & do que uma constatagao do princi-
pio de exclusao de Pauli e essa forca & muito semelhante para
todos os atomos e moléculas com camadas eletrdonicas completas.
Essa lei de forca repulsiva interatomica pode ser determinada
através da mecdnica quantica, mas o calculo, por envolver um
grande nimero de elétrons, é muito trabalhoso tornando usual a
escolha[s] de uma expressao repulsiva forte e de curto alcance.
A contribuicao da forca repulsiva ao potencial entre dois cor-
pos € dada, em geral, por

Vplr) = L Tud

m
r

onde m é normalmente um inteiro maior que 10.

Da combinagao da forga atrativa e da forga repul
siva resulta a interacdo total entre os dois atomos, e podemos

escrever o potencial interatomico de dois corpos como

A C
¢(r) = — - — T.4
rm 1:‘s



As constantes A e C nesse potencial sao positi-
vas e seus valores dependem da distadncia de equilibrio entreos
atomos, o, e da energia potencial minima, €.

A forma analltica desse potencial dada por Mie-

Lennard-Jones é

o(r) = %11%{% O™ - % (%)“} , m>n 1.5

que para os CGI quase sempre € aplicada com m= 12, n=6 (MLJ-
Forma 12-6).

Desta maneira admite-se que as interacoes de pa-
res de atomos de CGI sdo do tipo esfericamente simétricas, de
curto alcance, do tipo dipolo-dipolo e descritiveis por um po-

tencial radial.

o(r)

m

FIGURA I.2 - Potencial de interagao de MLJ para
dois atomos neutros

£ interessante notar que as forcas de Van der



Waals sao fracas quando comparadas com outras forgas coesivas
que atuam em sistemas sdlidos. Em cristais idnicos, os Aatomos
sao ligados por forgas eletrostaticas atrativas que variam com
r-z, sendo assim fortes e de longo alcance, o que para o célcg
io da energia de interagao implica em somar sobre todos os vi-
zinhos. Em cristais covalentes ocorrem ligagoes fortes entre os
elétrons partilhados por atomos de camadas externas semi-preen
chidas; e nos metais os ions sao ligados pelos elétrons de con
ducao. Desta forma um potencial radial simples nao descreve cor
retamente cristais covalentes e metalicos.

Além do potencial de Mie-Lennard-Jones ha varios
outros potenciais radiais que descrevem interagoes centrais de
dois corpos[s]. |

Sabe-se que as relacoes de Cauchy[q] entre as
constantes eldsticas sao plenamente verificadas se a estrutura
cristalina & tal que cada particula da rede ocupa um centro de
simetria e se estas interagem através de forcas centrais.

Foi constatado experimentalmente que os CGI, nos
quais cada atomo ocupa um centro de simetria, nao satisfazem as
relacoes de Cauchy[7], levando a crer que um potencial puramen
te central nao descreve completamente o sistema.

Um possivel potencial nao-central € o potencial
de Axilrod-Teller[B] que considera a interagdo de trés corpos
constituindo um triplo-dipolo induzido. Esse potencial & obti-
do através de teoria de perturbacao em terceira ordem, supondo
interagcGes de Van der Waals entre os atomos envolvidos.

Sua expressao geral para atomos idénticos &
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¢(§1.§z.53) = v[? + 3 cose1 cose2 cosea__l/'RnR“R31 I.6
onde v € um pardmetro que envolve caracteristicas atdmicas, e
R1j é a distdncia compreendida entre o atomo i e o atomo j, e
os angulos sdo formados pela unido dos trés lados constituindo

um tridngulo. A geometria esta expressa na figura abaixo

FIGURA I.3 - Os pontos 1, 2 e 3 caracterizam
os trés atomos interagentes

A expressao I.6 para o potencial de Axilrod-Tel

ler pode ser escrita da forma[g]

¢(3) = u[%,zzz, + % (2, +2,-2,)(2z, -2, +2,) %
x (-2, - 2, + z,):l (2.5.%,) " * I.7
onde
2
Zy = |x, + X, -, - 51] '
2
Z, = |Xy+ X, - - 5!] @
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sendo r, a posigao de equilibrio do atomo i e X, o deslocamen-

i
to do atomo a partir de sua posigao de equilibrio.

Neste trabalho consideramos o potencial total de
interagcdo expresso pelas contribui¢des de interagoes de dois

corpos e de trés corpos, O que escrevemos cCOmo

¢T°T=§1-.- ) ¢c(|r2—r£'|)+31 ) ¢Nc(z1,zz,z3;al,ez,es)
; A e

I.8
onde os Indices %, &', 2" se referem aos atomos interagentes e
o somatdrio & em principio sobre todos os atomos. A contri-
buicd3o referente 4 parte central pode ser escrita como fungao
somente da distdncia relativa entre os atomos considerados, uma
vez que nao envolve qualquer dependéncia angular.

O problema da determinagao do potencial de inte-
racdo que descreve o cristal ndo & livre de discussCes, e mui-
to esforgo vem sendo feito na tentativa de melhores resulta-
dos[loj.

A nossa proposicao & desenvolver um conhecimento
de caracteristicas fisicas dos CGI baseado unicamente em pro-
priedades de simetria e invariancia. Desta maneira o trabalho,
no enfoque tedrico, & bastante geral.

De muitos pontos de vista os CGI apresentam van-
tagens para a tentativa de descrigdo do comportamento dinamico
de redes cristalinas, em especial o fato de nao ser necessario
considerar interagdes entre os elétrons e a rede e, em geral,
as contribuicoes dos elétrons para as propriedades fisicas. Com

parando ainda com outros s6lidos, os CGI apresentam a vantagem
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adicional de serem monoatomicos, o que como veremos simplifica

grandemente os calculos.



+ 33

II - SIMETRIA E INVARIANCIA

Neste capitulo fazemos uma anidlise da importan-
cia da aproximacao adiabdtica no tratamento tedrico da Dinami-
ca de Rede dos CGI, e como conseqliéncia do emprego dessa apro-
ximagdo & obtido um potencial genérico, fungao somente de dis-
tancias relativas. Considerando esse potencial geral pode-sees
tabelecer relagoes de simetria e invariancia que sdo essenci-

ais para o desenvolvimento deste trabalho.

I1.1 Aproximacao Adiabatica

Estamos interessados na solugdao do problema dind
mico do cristal. Consideramos o cristal como constituido de
jons (niicleos e elétrons internos ou fortemente ligados ao na-
cleo) e elétrons externos ou elétrons de condugao, e escreve-

mos o Hamiltoniano do sistema

2 2 .
N % B 3% - Z gﬁ 322 + V(R,r) IT.1

onde gz representa a posi¢ao do %-ésimo Ion na g-ésima célula,
uma vez que supomos um atomo por célula unitaria; gi represen-
ta a posicdo do i-ésimo elétron.

Assim, o primeiro termo do Hamiltoniano corres -
ponde i energia cinética dos fons, o segundo, a energia cineti

ca dos elétrons e o ultimo termo simboliza a energia potencial
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total do sistema consistindo das interagdes eletrostaticas Cou
lombianas atrativas e repulsivas entre todos os pares de car-

gas.

A equagao de Schrddinger do sistema fica

HY(R,xr) = e¥(R,X) II.2

onde a fungdo de onda depende das posigdes dos Ions e dos elé-
trons e € € um autovalor de energia.

Como a energia cinética dos Ions & normalmente pe
quena, devido a sua grande massa, quando comparada com a dos

elétrons, escrevemos

H=H, + TN II.3
onde

2 2
Hy = = E ZLm 312 + V(R,r) II.4

or

e
w8 Bofls
') 3R£

Desta forma podemos resolver o problema por teo-
ria de perturbacado pois Ty é pequena. H, € o Hamiltoniano dos
elétrons com os niicleos em posigcoes fixas. Este & essencialmen
te o tratamento de Born-Oppenheimer[g'lij.

Resolvemos entdo a equagao de Schrddinger

Hyx(R,x) = E_(R) x(R,r) | II.6
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onde os autovalores de energia para os elétrons estao associa-
dos com as posigles dos Ions, e a autofungao depende das posi-
¢oes tanto dos Ions como dos elétrons.

Seguindo com o procedimento de Born-Oppenheimer,
usamos E_(R), que é a energia total do sistema de elétrons em
funcdo das posigOes dos Ions, como fungao energia potencial pa
ra resolver o movimento idnico, obtendo a equagao de Schrddin-

ger
E"‘N + E, (3)] 8(R) = €o(R) I1.7

onde agora s6 aparecem as posicdes dos Ions, ou seja, o movi-
mento dos Ions esta descrito independentemente do movimento
dos elétrons.

Deste tratamento resulta que a solugao do proble
ma exato, Eq. II.2, & dada pelo produto das duas solugdes  ja
obtidas

Assim
‘P(ErE) - X(ErE) @(B_) II.8

£ ficil verificar que a aplicagao deH (Eq. II.3)
nesta funcdo resultari em dois termos adicionais ndo essenci-
almente nulos mas que dependem da razdo entre a massa deum elé
tron e a massa de um fon. Esses termos s3o chamados ndo-adiabd
ticos e em boa aproximagdo da solugao podem ser desprezados[lz:].

Nessa aproximagao os elétrons seguem adiabatica-

mente os movimentos idnicos, isto &, se movem como se os Ions



estivessem fixos em posig¢des instantdneas. Num movimento adia-
batico os elétrons nio realizam transices de um estado para
outro, mas oestado eletrdnico & deformado continuamente em fun
cao dos deslocamentos idnicos. Em ordens mais altas de teoria
de perturbagdo esse principio adiabatico fica alterado.

Aqui esbocamos apenas a parte fisica da aproxima
¢do adiabdtica. Um tratamento matemdtico rigoroso pode ser vis
to em Born—Huang[A].

O importante para nosso trabalho & que esse tra-
tamento & perfeitamente aplicavel aos CGI onde serd possivel
tratar a dindmica dos nicleos independentemente dos elétrons,
uma vez que estes estando fortemente ligados ao nicleo necessi
tam de uma energia muito alta para ocupar o primeiro estado ex

citado.

II.2 Expansao da Energia Potencial

A teoria que desenvolveremos estd baseada na apro
ximacdo adiabatica de Born e Oppenheimer, na qual se obtém uma

energia potencial ¢(§2) para o nicleo, onde Bz

sao posigoes nu
cleares. Como estamos tratando de CGI usaremos sempre O atomo
como elemento bisico do cristal. Para baixas temperaturas e sob
pequenas tensdes mecanicas externas, os deslocamentos dos &ato-
mos de suas posigOes de equilibrio sao muito pequenos quando

comparados com a constante de rede. Assim, podemos expandir a

enerqgia potencial em série de poténcias nesses deslocamentos.



onde R

pansao do potencial € dada por

2

é a posigao de equilibrio, e u

A posicao real do atomo fica

E=

=l

+E£

L

.17

II.9

€ o deslocamento. A ex

@(... BR l..) = ¢° + ¢1 + ¢2 + ¢, + ¢~ + - an II.lO
onde
=4
¢, = ¢(..c R™ ..0) II.ll.a
= 1 of uf , I1T.31.5
L]
0, = %! u{' «bi’;“ uj u II.1l.c
ij
1 2.2.'!." 2! 2"
%, = ,_,;!u)r‘z“ ®iyx Uy Uy uy e II.11.4
ijk
2 -]; 22.'!,“2"' £ 2! !'n ”m
¢, 4!21'£"£m ¢ijkm uy uj uo uy II.ll.e
ijkm
Os coeficientes da expansao ¢i§"'° sao chamados

constantes de forga ou parametros de acoplamento de ordem n e

correspondem as derivadas de ordem n da energia potencial com

relacdao aos deslocamentos, tomadas no ponto de equilibrio

Assim
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ot = f--ai’-) ; II.12.a
i \BUR
i 0
' 2
Ju 3uj 0

]
etc., onde 0 (zero) indica a posigao de equilibrio, upu = ug =

eee = 0.
Fisicamente ¢i significa a componente i da forga

sobre o itomo & quando todas as particulas estdo em posigao de

' ' -
equil Ibrio; @ig u§ é a forgca sobre o atomo & na diregao i
L}
quando o atomo &' se desloca de u? , de sua posigdo de equili-
] n ] L]
brio na diregao j; ¢i§k£ u; u é a componente i da  forga

L]
sobre o dtomo % quando o atomo L' se desloca de u; de sua po-

sigdo de equilibrio e o atomo 2" de uﬁu; e sucessivamente.
Para um cristal infinito a energia potencial,
Eq. II.10, perde o seu significado fisico pois torna-se infini
tamente grande. Além disso, tratamos na realidade com cristais
de dimensdes finitas. Os cristais finitos apresentam condigdes
particulares prdximo 3s superficies livres originando efeitos
de superficie, que no entanto sio irrelevantes na discussao de
caracteristicas internas. Esses efeitos podem ser evitados con
siderando a rede como se estendendo infinitamente em todas as
direcSes, e estabelecendo um volume de periodicidade V que con
siste de N células unitarias, resultando num numero finito de

graus de liberdade (3N), e numa repeticdo periddica dos proces

sos fisicos. Sio as chamadas condi¢des de contorno periddicas.
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I1.3 Propriedades das Constantes de Forca

O conhecimento em detalhe da fungao energia po-
tencial ¢(§£) nos permite obter de imediato as diversas cons-
tantes de forca de suas expressOes gerais. Entretanto, a fun-
¢do energia potencial & bem definida para poucos casos.

O emprego das propriedades de simetria e invari-
ancia que relacionam as constantes de forgca, e que nao estao
vinculadas a qualquer forma especifica de potencial, nos permi
te reduzir o nimero de parametros independentes. O nimero de
constantes de forga independentes & determinado através do uso

das relacdes que estabeleceremos a seguir.

a) Permutacao de Indices

Os parametros de acoplamento sdo invariantes fren
% 2
te a permutagdo de indices i,j,...:

22" _ . 2'%

TR LICN | T N e X

Esta propriedade & facilmente verificavel ja que
os parametros de acoplamento s3o definidos como derivadas de or

dem n da energia potencial.



.20

b) Invariancia da energia potencial sob translacao,

rotacdao e reflexao

Como a energia potencial ¢ € um escalar, apresen
ta propriedades de invariancia sob translagao, rotagao e refle
x30. Isso significa que ¢ deve ser fungdo somente de distdn-
cias relativas entre os atomos. Para deslocamentos rigidos de
toda rede a energia potencial permanece invariante se esses des
locamentos estdo referidos a um sistema cartesiano que & orien
tado similarmente ao cristal.

Supomos uma operagao genérica D, formada por uma

L

rotagao arbitriaria Q e uma translagao T, que atuando em R re-

sulta

pr* = ar' + 1 I1.14

Ou, na forma de componentes

xg + T I1.15

=

A condigao de invariancia da energia potencial &

expressa por

L L

DA Lo B e Wl DR ) = B oe) I11.16

As constantes de forga presentes na expansao de
¢(§£) sdo tensores de ordem n e obedecem as transformagoes de
tensores sujeitas a simetria da rede, isto é, para rotagdes pu

ras,
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Q6 &""L“}.= ) jieety g 0 &"'”&“}. T1.17
s [ W (. e 1 k! InIn yeesdt

sendo 2 uma rotagao infinitesimal, expressa por 2 = 1+w, com

We 20 = = Wi, (antisimétrica) . Assim
3334 343y

._Q;' co.&
Q¢ -l .n}r_ ) I (GJ 3'63 J'...G j. + 6j j'...aj j.wj j.+
Jlnhojn J ...:] 1 n 2<2 n'n 1-1

+ L ] + .-.+ »
S 55003 Yy 4204 98 53,3
x & ool w + 0(w?) ¢ { R
1232 in-1Jn-1 Jnin IR P
\. 1* n

Considerando apenas termos lineares em w, resulta

2 2 AR e n fosselinessl
Z1***2n =21 =n =1 =p E-
X o s 8 I O e T e
Jyeeedn Jyeeedn, p=1 Jp p’p Jyeeedgeeedy

IT.19

A condigao de invariancia nos permite escrever a expressao

{ I ] 9&"'9&n}. T
jl... J jl ...jn

Lembrando que,

[9&]1 = ? Q425 = g(aij + wij)ﬁj =9, + § Wl 11,21
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e chamando

Py = z wi.ﬂ. , Segue

5 91373
j Y N L, + Py ees & + D

Q6 { ' } - § { St A II.22
Lj]"‘Jn ) Jl PR Jn

Expandindo o segundo termo da expressao acima ate
sequnda ordem, de forma andloga a4 expansao da energia potenci-

al, resulta

L, +P eeelntP yooeln (%5 s shpuy
¢ { v I 1 ¢ { SR Py
- 3 ; n+1

l]l ao-jn ljlooan ln.',l 31..-Jn+l
In+1
11.23
como p. =Iw R W = - W , comparando as
Jnt1 5 In+1d 3 R i+
expressoes I1I.19 e II.23 temos
n & ...2")...£'n &1...-20’“"'1
L, &, B4 ¢ Sl TP TR
n=1 Jp p P J,...jp...Jn_ Lnt+10d jl...3n+lj n+1
In+1
II.24

chamando j. ., = j', podemos escrever finalmente

i AP,
I, @590 [-Z Ly o {"1 B
] 2‘ L] - ]

.J’...J

n 2 ...-2 ...‘g
w1 F oedT TN T ey g | =0 I1.25
r:.-:l -l; 31...j‘;...jn ﬂ
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Esta expressdo evidencia a relagao entre constan
tes de forga de ordem n e ordem (n+l), estabelecida pela inva-
riancia rotacional, resultando numa interdependéncia entre as
constantes de forga de diferentes ordens.

Particularizando para n = 0,1,2 a expressao aci-

ma, que impoe simetria em j e j', temos

z ¢£ L. =0, > n=0 , IT.26.a
0y Ay
(A L
R Bl LT e II.26.b
et 9" 20"
i" ¢ikj' g'j * d’j'k Gij - ¢ij' 'skj =0, » n=2 II.26.c

As translagoes infinitesimais, cujo deslocamento
€ dado por T = E, e que & o mesmo para todos os atomos, man-
tém invariantes as constantes de forca de qualquer ordem, e uma
analise andloga a que fizemos com as rotagoes infinitesimais

mostra que

TR { - “+1} t, =0 II.27
fn+a Jy1+++Inh o

jn+1
e, como tj é arbitrario, para n = 0,1,2 resulta

z ¢y = 0 » n=0 II.28.a

T ¢i'_| =0 » n=1 II.28.b
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gL e"

Lok

E'll

=0 =+ n=2 11.28.¢c

estabelecendo-se assim outra propriedade das constantes de for

qa.

c) Operacoes de simetria da rede cristalina

Consideremos agora o conjunto das operaqaes S,
«ob as quais a energia potencial & invariante, pois transfor-

mam a rede em si mesma. Estas transformagoes S levam as posi-

L

¢Bes de equilibrio R° & posigées de equilibrio equivalentes

= F
R" , ou seja

Poor' 41 = B I1.29

SR
A condigao de invariancia da energia potencial im

poe que

L

Q(o.- SE --o) =¢(---B_ so-) 11030

entao

.
(... 5& + Qul

o.u)=¢(ooa§ +E o-l) II.S]-

Novamente podemos expandir ambos os membros da
equagao acima em poténcias dos respectivos deslocamentos, e

igualar termos de mesma ordem na expansdo. Assim
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® - " Ly 2, v ) 2,2, 2, 2, o "
s Giwe B wes) Z ¢j1 ujl = L. ¢j 3 uj! u:.Iz e =
I J1J, =l
2, 2,2,
L! L
=2 1 1
. (ove B wwe) ® ) Gyp Ruga By #
0 - jlj; Jy ¥y 3y
2
L L
1 1%2 1 2
. 0 Ql L) 9. ul u +...
27 jEj. ¢J;J2 o Tl [ B 9. T
172
3,3,
2,2,

Entao a relagao entre as constantes de forga ori

ginais e as transformadas fica

2.'...2' _p: a-._g
) o {" ‘“} Qg Byeg wee By =¢{' “} II.32
j;...jﬁ j;...jﬁ 1 1 2 z nn jl...jn

Esta relagcao nos permite obter as constantes de
forca relativas a cada vizinho de um atomo uma vez conhecida a
matriz das constantes de forga correspondente a este atomo e as

matrizes de t:ansformagao geradoras de seus vizinhos.

d) Translacao

Da condigao de periodicidade da rede segue que
adicionando um inteiro miiltiplo dos vetores basicos da rede a
todos os Indices de células unitarias de um coeficiente, aener

gqia potencial nao se altera.

Esta operacdo € equivalente a uma translagac da
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rede como um todo, com @ = 1 e T = Ah, com h inteiro, e A & a

matriz construida a partir dos trés vetores basicos da rede

% . =3
(Aij = ai).

As constantes de forga n3ao se alteram em virtude

da invariancia da energia potencial frente a uma translagao da

rede como um todo.

Entao, segue

2 +hee.f +h % il
% e Bl e 7T iR S II.33
j, .oojn jlo.ojn

Para n=1, temos

+h

o
NS
Fe

= ¢ , h arbitrario I1.34.a

quando h = -

j=

¢i - ¢i II.34.b

donde, as constantes de forga de primeira ordem sao independen

tes de 2.
Para n= 2
d%jg = ¢%+p~ %‘-"’_E , h arbitrario II.35.a
2 m %-E ;' com h=-m

As constantes de forgca de segunda ordem dependem
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somente de separagoes relativas entre os dois atomos envolvi-

dos.
rara n=3
L mn 2+4h m+h n+h -
20 = = = == ==, bit i II.36.
¢1jk ¢i 3 X para h arbitrario a
£ =-n m=n 0 =hAnT
[72 §7% s om e a
fmn _ £=m o n-m o
o m-2 n-2 T
-¢i ] k ’ com l'_l .&

As constantes de forga dependem das separagoes re
lativas £ -m, m-n, etc.

Todas as relacdes obtidas neste capitulo sdo va-
lidas independente do conhecimento da energia potencial, pois
sio baseadas em propriedades de simetria e invariancia que de-
vem se verificar para uma teoria fisicamente consistente.

Para a determinacdao do nimero de constantes de
forca independentes utilizamos todas as operagoes de simetria
que mantém invariante o conjunto de pontos ao qual se refere a
constante de forga.

Nos capitulos que seguem faremos estas determina

coes.
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TII - MODELO HARMONICO

III.1 Aproximacao Harmonica

A dinamica das vibragGes dos atomos em um sdlido
pode ser discutida em termos da aproximagéo harmonica, gue con
siste em considerarmos, na expansao da energia potencial, Eq.
IT.10, termos até segunda ordem nos deslocamentos dos atomos
de suas posicoes de equilibrio.

Temos entdo a energia potencial dada por

N £k 0 [ XL R L
Oy = b, + %a by Uy * 3T LE' beg Yo Yp III.1
aB
onde o primeiro termo e o termo constante, o termo ¢§ e a com-
ponente a da forga sobre o atomo £ quando todos os ui sao nu-

los. Como a forca sobre cada particula deve ser nula quando to
dos os deslocamentos sao nulos (configuragdo de equilibrio mi-
croscopica) , segue que ¢§ = (0, e cada termo da primeira soma
se anula. Além disso, como no nosso modelo de cristal cada ato
mo ocupa um ponto de rede, os quais sao equivalentes, as for-
cas atuando em cada atomo serao as mesmas, O que nos permite
escrever ¢§ = ¢;. A simetria do cristal nos assegura a existén
cia de tantos valores positivos quantos negativos de uﬁ, resul
tando numa média nula, e o termo de primeira ordem se anula.

A energia potencial harmdnica fica entao reduzi-

da a

ITI.2
¢GB uOl u
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onde n3o consideramos o termo constante ¢ .

O Hamiltoniano harmonico fica expresso por

1 N A 1 5 G Yoa
H=x)] M) " +3557 1 ¢ u’.m IIT.3
2 §o o 2. 00 aB a B
aB

onde o primeiro termo representa a energia cinética, sendo M a
massa do atomo.

Conhecendo o Hamiltoniano estamos em condigoes
de resolver as equacbes de movimento do conjunto de atomos. O
termo de energia cinética € a soma de energias associadas com
o movimento de cada particula, e cada elemento desta soma en-
volve somente um dtomo e uma diregao.

Ja a contribuicao da energia potencial nao & ex-
pressa de forma tao simples porque envolve deslocamentos de
dois Atomos distintos do cristal, o somatdrio constituindo-se
de termos cruzados.

Das equagoes de movimento de Lagrange obtemos

¥ Gl et 2"
M= QZB ¢aB ug III.4

A expressao acima representa um sistema de equa-
coes diferenciais lineares acopladas, infinitas em numero. De-
sejamos encontrar um sistema de coordenadas no qual as equa-

coes nao apresentem termos cruzados, ou seja, queremos substi-

L
a

tuir os u’ por outro conjunto de coordenadas. Se existirumsis
tema tal que desacople as equag¢oes, nao havendo termos cruza-

dos, esse sistema sera constituido de coordenadas normais.
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III.2 Modos Normais de Vibracao

Supomos o cristal dividido em macrocelulas, L em
cada diregao de forma que L’ = N células. A condigdo de perio-
dicidade translacional da rede impOoe que o movimento sejao mes
mo para cada macrocélula. Desta maneira pcdemos esperar  para
solucdo da Eq. III.4 uma expressao do tipo onda plana[;].

Escrevemos entao

u_(q)
) o Nisse L
uu = CZI W exp i(g._!.'_ - m(g)t) III.S

—

onde q é vetor de onda.

Substituindo a express3o acima nas equagGes de mo

vimento III.4, temos

w2(g)uu(g) =) Dastg)ustg) III.6
B

com

=1 2 TR L
Dyg (@ = E' bos ©XP ig.(z” - ") I1I.7
2 2"
Verificamos que DuB(E) depende de r” - " , ou

seja, da distadncia relativa entre os atomos envolvidos. Isto
nos permite fazer 52 = 0, usando a propriedade translacional
vista no Capitulo II.

Ficamos entao com

[
=L 02' _iq.r

III.8
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Supomos agora que ua(q) esta relacionado com uma
quantidade ea(q) através de um fator constante. Fazemos a subs
tituicao de u (q) por e, (q) na Eq. III.6 e escrevemos a equa-

cao matricial
w’(g)e(g) = D(g)el(q) ITI.9

sendo que e(q) € um vetor e D(g) constitui uma matriz 3x3.

A substituicdo de coordenadas efetuada atraveés
da Eq. III.5 em III.4 nos permitiu reduzir o numero infinito
de equagdes iniciais a um sistema de trés equagdes lineares ho
mogéneas. O determinante dos coeficientes deve ser nulo para
que o sistema tenha solugao.

Assim, temos a equagao determinantal
2 ; .
Dygl@) - w (@8 5] =0 III.10

A Eq. III.10 éuma equagao de terceira ordem em
0w’ e, podemos indicar as trés solugOes por mz(g,j), com j =1,
2,3. A cada valor de mz(g,j) em III.6 corresponde um conjunto
de valores para ea(g) que designaremos por ea(g,j). Desta ma-

neira reescrevemos as equagoes III.6 e III.10 na forma

2 . wonl 2
w?*(q,3)e (q,3) = é Dyg (@) eg (a/3) o o

0

2 3
nas(g) - w (g.J)GaB =0 ITL: N2
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A matriz D(g) & usualmente chamada matriz dinami
ca. Vemos que a equagao III.ll & uma equagado de autovalores,
com oOs ea(g,j) sendo autovetores da matriz dinamica, represen-
tando a polarizagao do modo (g,j), ou seja, descrevendo a ori-
entagao das vibragGes atomicas referentes a um dado modo defi-
nido por qe j; Os autovalores desse sistema serdo as freqlién-
cias do modo normal. No caso harmdnico os modos normais sao os
modos harménicos caracterizados por um vetor de onda ¢. Consi-
derando o sistema com N Atomos, o nimero de modos normais fica
sendo 3N,

0s autovetores devem satisfazer as condigoes de
ortonormalidade e clausura

. T
E ea(gj)ea(gj ) ij, III.13.a

§ e laie (aid) = 8.4 4 A O 10

para que se determine um conjunto consistente de autovetores.
A expressdo ITI.5, que descreve as vibragoes no
cristal, pode ser escrita em termos de segunda quantiza-

[13,14]
’

cao ficando entao

1/2
“i o (5;13%%gﬁﬂ E(gj)h(gj)exp(ig.;”) II1.14
1] -
onde
A(gi) = a(gi) + aT(-qi) ITI.15

sendo a e al respectivamente os operadores quanticos de  des-
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truigcao e criacao.
A transformagao III.1l4 aplicada ao Hamiltoniano,

Eq. III.3, resulta

H = Z, Hw (g3) [a'f'(gj)a(gj) + %] I11.16
qj

Aqui podemos notar que uma descrigao quantica re
vela que os modos normais sao quantizados e cada quantum do mo
do normal & chamado de fonon. Os operadores a e a' sdo, entao,
operadores de destruicao e criagao de fonons. Assim os 3N pa-
res de operadores correspondem a 3N fonons. O fonon esta asso-
ciado i energia do modo normal do sistema em vibragao, que € o
cristal em questao. Esta energia dos modos normais é distribul
da através do cristal no espago real, mas é localizada no espa

¢o definido por g e j.

TII.3 Determinacao das Matrizes de Forca

Como vimos os modos de vibragdo do cristal sao
diretamente relacionados com as constantes de forga interatdmi
cas. Um estudo desses modos nos permite obter informagées so-
bre as constantes de forga.

Estudaremos agora a relagdo entre a dinamicae as
constantes de forca interatdmicas do s6lido. O cristal que es-
tamos analisando possui um atomo por célula unitaria. Na segao

anterior vimos que a relagdo entre as freqliéncias dos modos
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normais de vibragao do so6lido e as constantes de forca & ex-

pressa pela equacdao determinantal:
2 .
Daatg) - w (g,])das =0

onde g & o vetor de onda do modo propagado. O termo DaB(g) =
chamado elemento da matriz dindmica e sua relagdo com as deri-
vadas segundas da fung3ao energia potencial ¢ esta expressa na
Eq. III.8.

Para um dado par de atomos, as quantidades QaB
sao chamadas constantes de forca e a correspondente matriz 3x3

é dada por

¢aa ¢a8 ¢aY
%80 ®g %y o X
¢YG y8 ¢YY

Esta matriz é chamada matriz das constantes de
forca ou matriz de forcga.

Considerando uma operagao de simetria 2, que man
tém a estrutura de equilibrio invariante, sabemos pelas rela-

¢oes do Capitulo II que podemos escrever

a)a(')

¢£2' = ] ¢ Q Q I111.18
af tar o' B a'a "B'B :
a'B
que na forma matricial fica
$ V8w g RN g ITT.19
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ou ainda

Q)o(L') 2%°

¢ =Q ¢ Q! III.20

onde Q' & a matriz transposta de Q, (g')aB = (Q)Ba' e Q'Q =1
para rotagoes.

Analisemos primeiramente o caso do cubo simples,
considerando a interagdao do ponto (0,0,0) com o ponto (1,0,0),
e determinando a correspondente matriz de forga. A partir de
convenientes transformacoes de simetria podemos obter as matri

zes de forca para os outros cinco primeiros vizinhos, represen

tados na Figura III.l.

FIGURA III.l - Posigao dos seis primeiros vizinhos
do cubo simples

Temos entao na forma geral

SO T
¢21 ¢zz ¢2a III.21
¢31 ¢3z ¢33

12 13

¢(°r°r°) (1,0,0) =
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Usando argumentos de simetria verificaremos que
esta matriz resultara grandemente simplificada.

Sabendo que uma operagao de simetria da rede
transforma a rede em si mesma, devemos esperar que a matriz de
forga também se transforme de uma maneira definida sob opera-
¢Oes de simetria.

Consideremos, por exemplo, uma rotagdo de 90° no
sentido anti-hordrio em torno do eixo X. Esta operagao leva o

ponto (0,0,1) ao ponto (0,-1,0), ou seja

0
QL o] = (-1 III.22
1 0

Ao mesmo tempo da Eq. III.20 que &€ a propria ex-
pressdao da lei de transformagao de tensores de segunda ordem,

temos

p(0r0s0) (0,m2,0) _ o (0,0,0)(0,0,1) g III.23

A matriz 9 que representa esta rotagdo & dada

por

o
|
o o ¥+

0 0
0 -1 III.24
1 R

pois leva x -+ x, y* 2, 2z *+ -Y.
Mas observemos que esta operacao deixa os atomos

(0,0,0) e (1,0,0) invariantes, o que nos permite escrever
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¢(°r°f°) (1,0,0) = Q¢(°r°:°) (1,0,0) Q°

III.26
ou mais explicitamente
b, ¢, ¢, 1 00 ¢y, ¢1z ¢13 1 00
037 %5, 0, | = |0 O0-1 LPT R PPRN P ¢ 6 &
by P50 Py 0 10 Pg1 952 95, e O
assim
¢,y %2 by, by by4 "0y,
0,0 P Pps | = %y b5 "9,
dsy b5, Py ch,y "0y 93
o que nos da as relagoes
$,, = 94,
by = by ==, >0, =0,," 0
¢23 = _¢32
031 = "9z,

e a matriz das constantes de forca fica
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o, 0 0
o, B, Y,
G S

Considerando agora a operagao de simetria de re-

flexao em relacao ao planc xy, temos a seguinte matriz de trans

formacgao
1 0 O
Q = 0o 1 O II1.27
0 0 -1

A qual leva x + X, y +y, z + -z. Novamente, nao
temos alteragao na relagao entre os pontos (0,0,0) e (1,0,0),
que ficam invariantes sob esta segunda operagao.

Podemos escrever

a, O g " 1 0 O a, O 0 1 0 O

o, B1 ¥y = 0 1 O o, B1 ¥y 0O 1 0

=Ty Yy . By 0 0 -1 Oy =Yy By 0 0 -1

logo
a, 0 0 a, O 0
o, By Yy =109 By Y,
TRy, ¥y B1 % Y3 Bl
Resulta que ¢, = -0, + 0, =0; v, = -y, +y, =0;

e a matriz de forca para os pontos (0,0,0) e (1,0,0) e f£final-
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mente
a, O 0
¢(°lol°)(lf°l°) - 0 81 0 III.ZB
0 0 B,
A partir desta matriz podemos encontrar as matri
zes de forca correspondentes aos demais primeiros vizinhos,

pois as transformagoes
{x', y', z'} = {x, ty, *z} III.29

geram os diversos primeiros vizinhos do cubo simples. Construi
mos, entdo, as respectivas matrizes de transformagdao e obtive-
mos as diversas matrizes de forca para os primeiros vizinhos,
o que pode ser visto na Tabela I.

Se, no entanto, a interacgao entre os pontos (0,0,0)
e (1,0,0) for descrita por um potencial central, qualquer rota
¢ao de um angulo 6 em torno do eixo X deixara a matriz

0,0,0) (1,0 ; i ~ _ .
¢( 10,0) (1,0,0) invariante, tal rotagao pode ser escrita como

'8 0 0

o]
I

0 cosfH senbd

0 -senf cos6

Com esta operacao @ e utilizando a eq. III.26,se

obtém facilmente que 8, = 0.
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Com o objetivo de representar pictoricamente as
constantes de forga, imaginamos um esquema que em muitos casos
favorece a visualizagao das simetrias. Para o par de pontos

(0,0,0) e (1,0,0) temos os seguintes esquemas:

FIGORA TIXI.2.a
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A primeira operacao de simetria usada, rotacao

de 90° em torno do eixo x, produz em nossos esquemas a seguin-

te configuracao

4 pdl /1
I | |
| I |
| I |
y— ) T .
- y
LI P12 By,
T 7 t
| : :
|
MG 8 I § S | B,
i { F
| I |
Loddy [hezld e,
63, bs2 L

FIGURA ITI.2.b

Anulando ¢,,, ¢,,, ¢,, © ¢,,, que nao mais apre-
sentam simetria em relacao ao plano frontal eda base, e estabe-

lecendo as relagdes $25 = ~93,, ¢,, = ¢,,, a segunda operagao

arlicada no esquema acima resulta na configuragao
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“ %>
¢21 ¢!? ¢23
4 A
| | |
| | |
J—— = == Jo——
v > rd
93, ¢, by
AY
o
2

FIGURA TiI.2.C

Estabelecendo a relagao ¢,, = ¢,,, resultando en
tdo que ¢,, = 0. Desta forma & possivel determinar pictorica-
mente a matriz de forga. No entanto, este procedimento so
& conveniente para casos muito simples.

Ja para os segundos vizinhos do cubo simples, que

sao em nimero de doze, se obtdm outra matriz de forga. Conside



ramos a interacdo do ponto (0,0,0) com o ponto (1,1,0). Nova=

mente, na forma geral temos

¢ll ¢.lz ¢13
¢(°r°r°)(1rlr°) . ¢2! ¢22 ¢23
¢3I ¢32 ¢3!

Usando a transformagao (x,y,z) + (y.,X,~2), dada

pela matriz

giud =0
Q= 1 0 0 III.30
g 0 =1

que mantém os pontos (0,0,0) e (1,1,0) invariantes, obtemos:

0 1 0 ¢1l ¢12 ¢13 0 1 0
¢(n,o,o)(!;1c°) = 1 0 O b,y b, ¢, 1 00

0 0-1 by 032 3 0 0-1

Assim

¢14 b, b4 b, ¢2, _¢2sl
b, 022 %23 | =| %12 $11 ~®1s
LI by, P35 b3y ~031 P33

resulta
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¢‘ll ¢12 ¢13
¢(n'f’°)(l'l'°) = | %12 &y, -9,
%31 %4y P45
Considerando ainda a transformacao (x,y,2) =~

(x,y,~2), que também mantém os pontos (0,0,0) e (1,1,0) invari

antes, e & representada por

1 0 O
Q = 0 1 0 II1.31
0 0 -1
obtemos
¢y ¢, ¢y, ¢y 0y, "0,
S0 P40 s ] =) %2 6y 9y,
by, ~05; b4y "0y, by, 94,

com o que ¢,, = ¢,, = 0. Chamando G =00 By ™ Bye $55 ™ ¥y
temos finalmente a matriz das constantes de forca relativa aos

pontos (0,0,0) e (1,1,0)

o, B, O
¢(°'°'°”1'1'°) =|8, a, O II1.32
0, 0 vy

Resta obter as matrizes correspondentes aos de-

mais sequndos vizinhos do cubo simples, o que estid mostrado na

Takela IT.
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Ns terceiros vizinhos do cubo simples sac em nua-
mero de oito. Para a obtencao das diversas matrizes de forca
partimos da interagdo entre o ponto (0,0,0) e o ponto {1:X:1)s
Os terceiros vizinhos serdo dados pelos pontos (:1,%*1,%l1).

Realizando a transformagao (x,y,z) + (y,x,z), da

da por
0 1 0
Q= 1 0 O III.33
0 0 1
temos
b1y 42 ¢1a
¢(°t°:°)(lrll1)=n ¢21 ¢22 ¢23 9!
-¢al ¢3z ¢s:
Resulta
¢:1 ¢1z ¢13
¢(n,o,o)(1;la1) ¢12 ¢11 ¢13
¢31 ¢31 bys

Com a transformacao (x,y,z) =+ (x,2,y), que tam-
bém mantém os pontos (0,0,0) e (1,1,1) invariantes, e que e ex

pressa pela matriz

III.34

2

[}
o o o
| (=] o
o = o
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obtemos

¢y %2 4y, ¢y %13
¢, 031 Oy ] = | %s1 Py Oy,
%31 %32 %49 by, 933 Oy

Assim temos, ¢, 6 = ¢’3: ¢ = ¢ = ¢31, e a ma-

triz de forca fica

plor00) (o1, 1) gy g III.35

By By o

onde fizemos, ¢,, = @, © $ie ™ By
Analogamente aos casos anteriores se obtém as ma
trizes de forgca para os sete outros terceiros vizinhos, o que

@ visto na Tabela III.
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ITI.4 Relacoes de Dispersdao Harmonicas

Atraves da matriz dindmica se obtém as relagoes
de dispersdo, o que, em principio, pode ser feito para qual-
quer diregdio especificada dentro da primeira zona de Brillouin
e para qualquer rede.

Escrevemos a definicdo da matriz dindmica, Eq.

IXI.8, como

i L
Duﬂ(g) - E 0qp ©XP 1g.% I1I.36
onde fizemos
- ok .
L =x £,2, + 2a + 2,2, I11.37

sendo a.,

de, e %, variando de zero ao comprimento da célula unitaria, o

(1 = 1,2,3), os vetores unitarios que constituema re

qual muda conforme a rede que estivermos considerando; e q eum

vetor da rede reclproca expresso por
+ t,b, + t. b III.38

sendo b, os vetores unitirios caracteristicos da rede recipro-
ca e os t, s@o inteiros.

Podemos agora exemplificar como se obt&m uma re-
lagao de dispersao.

Tomemos o caso de uma rede FCC com interagao nao
-central com os primeiros vizinhos, e central com os segundos

vizinhos. Para determinar as matrizes de forga necessdrias asQ
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lugdo devemos lembrar que hd uma correspondéncia entre os pri-
meiros vizinhos da rede FCC e os seqgundos vizinhos da rede SC,
e dos segundos vizinhos do FCC com os primeiros vizinhos do SC.

Assim, as matrizes envolvidas serao

a B O
000 110
¢a8 = B a O III.39
0 0 ¥y
e
a' 0 0
000 200
¢a6 = 0 0 O III.40
0 0 O

A primeira m#triz representa a interagao nao-cen
tral do ponto (0,0,0) com o primeiro vizinho do FCC, = a segun
da matriz representa a interagao central do ponto (0,0,0) com
o segundo vizinho do FCC.

Necessitamos agora as matrizes de forga referen-
tes aos demais primeiros e segundos vizinhos, o que ja calcula
mos e pode ser visto nas Tabelas II e I respectivamente.

Fazendo agora a transformada de Fourier conforme

Eq. III.36, lembrando que no caso

19 29

E? = (0,0,0) , & = (a,a,0) , 2" = (2a,0,0)

onde a &€, por conveniéncia, a metade da aresta da célula unita

ria.

Temos entao
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Déﬁ(g) & MDaE(g)

: 2 i 5 )
{(el(ql +q,)a - 1(q!+q2)a) N (el qq = 9,08 5

L

D},@ =«

+

-i( -q,)a i(q. + Ja -i(q, *q.)a
- 1lq, =49, ) + (e 9, %9, i - 1 3 )

itq, ~q,)n -i(q, - q,)a i(q, +q,)a
” G! 1 e 1 3 )} + % {G’ 2 " &

-i(qz-q3)a)} ¥

+ e

. e—i(qz +q3)a) A (ei(qz- q,)a

iq,2a -iq,2a
.( )
a’ (e + e

Se chamarmos
E. = aq. ., Ci = cosEi ¢ Si = senEi

podemos escrever

D;:(ﬂ) = 2q {cos(gl4-gz) + cos(gl- gz) + cos(gl +E3) +
+ COS(E,"E,)} + 2y {cos(52+ £ + cos (£, - Ea)} +
+ 2a'cosg,
e finalmente
D! (@) = 4a(C,C, + C,C,) + 4y C,C, + 2a'(1-287)  TIT.41

De forma analoga obtemos

D;z(g_) = - 48 8,8, TIT.42
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Na determinagao dessas expressGes nao incluimos
a contribuigao do ponto 0.

Sabemos, da propriedade das matrizes de forga,
que mostra ndo haver forga sobre um atomo como resultado de uma

translacao uniforme, aue
2
g"’aa"o
e obtemos para o caso que estamos tratando

¢, + Ba+ 4y + 2a' =0 > ¢, == 8a - 4y - 2a

Acrescentando estas contribuigoes aos respecti-

vos termos da matriz dinamica obtemos

2
D! (q) = 4a(C,C, +C,Cy=2) + 4Y(C,C, - 1) - 4a'S, I11.43

P!,lq) = - 48 S,S, TIII.44
os demais termcs sao nulos.

Ficamos com a equagao secular

2
g3 =0 Dy, D

2
D,, D,, = B = 0 IIT.45

31 12 33
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Obter as relagcoes de dispersao & agora muito sim
ples bastando especificar as direcdes. Para simplificar a de-
monstracdo escolhemos diregdes de alta simetria.

Na direcao [1 0 0] ficamos com

: 2 qa = 2
MwL l6a sen %T + 4a' sen'qga III.46.a

Moz = 8(a + ¥) sen’ 42 III.46.D
Na direcdo [1 1 0] temos q,=q, =¢,+d; =0

D, = Dyy = 4 (o +a")sen’qa + 8 (a + y)sen? %?

D'. = 1l6a sen? %? + 4y sen’qa

D!, = D!

] L] -
51 ® D3y = Dy =0

' - 2
D, = D,, = 48 sen qa

e nhtemns como solugoes da equagao secular

Mm: = 16a sen’ %? + 4y senzqa IITI.47.a

Mol = 4(a + B + a')sen’qa + 8(a + y)sen® &2 II1.47.b
1

Mm; = 4(a - B + u')senzqa + 8(a + Y)sen2 %? I11.47.c

Finalmente para a diregao [1 1 1] com q, =49, =

=q, = q temos
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b
=)
I

1]
- Daa

_— Ead { ] — 1 [ | o 1 —_
Dy = Dy, = D3y =Dy, = Doy =Dg, =0

4(2a + vy + a')senzqa

)
]

41 senzqa

2
It

o0 que produz uma equacao cubica da forma
3 3 2
rt - mzp] + 2p’ - 3p*t =0

a qual sequndo Kitte1[26] tem uma das ralzes expressa por (2p+

t) e as outras duas por (t-p). No caso proposto ficamos com

Mw: = 4(2a + 28 + y + a')senzqa I1I.48.a
Mm,;. = 4(20 - B + vy + a')sen’qa I1II.48.b

De forma analoga podem ser obtidas outras rela-
coes de dispersdo para outras interagbes e relacdes de vizi-

nhanca, bem como para direg¢oes genéricas.

III.5 Vantagens e Limitacoes do Modelo Harmdnico

0 modelo harménico & de grande importdncia e uti
lidade porque nos permite resolver a dindmica do sistema sdli-

do em termos de modos normais independentes. Além disso, e o
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que nos parece de maior relevancia, a descrigao dos deslocamen
tos atdmicos em termos de operadores de criacao e destruicgao
usuais da meca@nica quintica deu origem a um conceito fundamen-
tal na atual teoria de sdlidos, que & o fonon.

Entretanto, a teoria harmonica & deficiente por-
que nao pode explicar muitos fendmenos fisicos que envolvem
acoplamento de modos normais, tais como expansao térmica, con-
dutividade térmica, espalhamento de neutrons térmicos, entre
outros.

Desta maneira, & necessario um modelo tedrico de
maior alcance, e consequentemente, maior complexidade, que é a

teoria nao-harmonica.



IV - TEORIA NEO-HARMONICA

IV.1l Interacao fonon-fonon

Muitas propriedades fisicas dos cristais reais
ndc podem ser explicadas pela aproximagao harmdonica pois depen
dem da interacao entre modos normais. Exemplos de propriedades
do cristal que envolvem a nao-harmonicidade da rede podem ser
a condutividade térmica, a dependéncia com a temperatura das
constantes elasticas e dielétricas, o espalhamento de neutrons
térmicos, entre outros. Na descrigao fisica dessas proprieda-
des a aproximacdo ndo-harménica assume importdncia incontesta-
vel.

Supondo um sistema fisico previamente em equili-
brio sofrendo uma influéncia externa, para uma certa absorgao
de energia os atomos mais leves vibram com amplitudes maiores
do que os atomos pesados. Desta maneira, pode-se esperar que
cristais compostos de atomos leves apresenteml nao-harmonicida
de mesmo em temperaturas relativamente baixas. Deve-se também
considerar a intensidade das forcas interatdmicas e como vimos,
nos CGI as forcas de interagdo sdo fracas. Dal ser licito espe
rar que os CGI mais leves sejam fortemente nao-harmdnicos.

Podemos esbocar a nao-harmonicidade da forma que
segue.

Um oscilador no qual se adiciona energia tem sua
amplitude aumentada, mas enquanto permanece harmdnico nao ha mu

danca na freqfiéncia. No oscilador quantico a absorcao ou emis-
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s3o de energia se da por multiplos inteiros de Hw. Havendo uma
adicao de energia tal que provoque um aumento constante nas
energias de um conjunto de osciladores, suas amplitudes aumen-
tam resultando na perda de validade da aproximagdo harmdnica.
Isto ocorre porque os atomos executando movimentos de grande
amplitude se aproximam e interagem, em conseqliéncia disto a
energia potencial de interagao requer termos de ordens mais al
tas na expansao para descrever o sistema consistentemente. As
sim sendo, o sistema de osciladores, ou conjunto de modos nor-
mais mantém independéncia somente para oscilagoes pequenas.

Em termos de fonons temos que um acréscimo de
energia no cristal corresponde a um processo de criacao de fo-
nons. A medida que aumenta o numero de fonons no cristal a in-
teracao entre os mesmos passa a ser significativa. Porisso os
termos nio-harmdnicos sdo interpretados como interagoes entre

fonons.

IV.2 Espalhamento de Neutrons Térmicos

0 estudo da difracdao de neutrons por cristais se
intensificou a medida que foi sendo constatada a conveniéncia
de seus resultados comparativamente a outras técnicas[lsl. Os
neutrons térmicos tém o comprimento de onda da ordem das dis-
tAncias interatdmicas do cristal permitindo, assim como o raio

X, estudos de difragdo. Além disso, apresentam vantagens sobre

a5 filtimos uma vez que tém energias e momentum comparaveis com
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os valores correspondentes para fonons. Desta forma, conside-
rando um processo de interacao, podemos esperar um espalhamen-
to significante e que as medidas de energia dos neutrons espa-
lhados por cristais em fungao do éngulo de espalhamento forne-
cam informagOes sobre energias das vibragdes da rede com mais
precisaoc do que por outras técnicas.

£ interessante fazer a distingao entre espalha-
mento de neutrons coerente e incoerente.

O cristal & constituido de uma ordenagdo periddi
ca de nucleos, sendo assim a onda do neﬁtron espalhada por um
dos nicleos pode interferir com outra espalhada por outro nii-
cleo. Este &€ o espalhamento coerente, que pode estar presente
tanto no espalhamento elastico como no inelastico e, cuja in-
tensidade esta diretamente relacionada com a pureza isotdpica
do cristal e a auséncia de spin nuclear. No caso da presencga
de spin nuclear e/ou variagao isotdpica, pode-se esperar, em ge
ral, uma distribuicao uniforme das orientacdes de spin, ou ti-
pos de isGtopos nos diversos sitios da rede. Desta maneira ca-
da niicleo tende a espalhar a onda de neutron independentemente
dando origem ao espalhamento incoerente, também presente tanto
no espalhamento elastico como no inelastico.

O espalhamento inelastico coerente de neutrons
térmicos possibilita a obtengao da curva de dispersdo do fonon,
relagao entre as freqtiéncias dos modos de uma dada polarizagio
e o vetor de onda g, pela andlise da variagao de energia dos
neutrons espalhados para uma certa transferéencia de momen-

16,17

tum -
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Nos limitaremos, no que segue, ao enfoque do es-
palhamento ineldstico coerente de neutrons térmicos, por pro-
cessos de um fonon.

O tratamento do espalhamento de neutrons pela
aproximacao harménica resulta numa secgao de chogue de espalha
mento de um fonon, com transferéncia fixa de momentum Kk = 2Tlg
do neutron para o cristal, dada por um conjunto de picos de fun
cd3o &§. Esses picos estardo centrados nas freqliéncias dos modos
normais w(qj) e o nimero desses picos & definido pelas condi-
¢oes de conservacao de energia e momentum envolvidas no proces
so de espalhamento.

Consideremos agora o cristal ndo-harménico, que
& o cristal fisico, e é descrito por um Hamiltoniano que in-
clui também termos de ordem superior a dois nas poténcias dos
deslocamentos dos atomos de suas posigdes de equilibrio. Este
Hamiltoniano submetido 3 transformagdo que diagonaliza o Hamil
toniano harménico revela o acoplamento dos modbs harménicos com
os termos nio-harmdnicos como veremos a seguir. Este resultado
conduziu ao emprego de técnicas de muitos corpos no estudo das
propriedades dinamicas e térmicas dos cristais nao-harmonicos.

Os calculos das freqliéncias dos fonons  através
da aproximacao harmdnica levam a resultados que estao em desa-
cordo com os valores experimentais. Nosso objetivo neste traba
lho &, atraves do emprego da aproximagdo nao-harmdnica como em
basamento tedrico e consideragSes de ordem fisica quanto &s in
teracoes (que aparecem explicitas nos capitulos que seguem), Ob
ter valores tedricos mais realisticos para as freqliéncias dos

fonons, bem como suas dependéncias com a temperatura.
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IV.3 Hamiltoniano Nao-Harmonico

A aproximagao nao-harmdnica consiste em conside-
rar termos além do quadratico na expansdao da energia potencial
em série de poténcias dos deslocamentos dos atomos de suas po-

si¢cOes de equilibrio.

O Hamiltoniano nao-harménico para um cristal mo-

noatomico fica entao

g 22 1 get g g
H=Z]IM@) +57 ] 6, uyug +
2 .8
o o,B
1 520 T A G T
+ +
_3-!- 2,2',2" C‘-BY ua uB uY
a,B,yY
1 R-R-'R.".Q.m £ gl g'll R'm
+ —_— s e 8 V-
4! g .0 |§£u L "m GBY(S uc: uB uY uﬁ . x 1
al’B!YIG

cujos termos foram explicados no Capitulo II.

A discussao tedrica sera aqui limitada a determi
nacao dos efeitos nao-harmdnicos de terceira e quarta ordem.
Posteriormente, na aplicagao da teoria nao-harmdénica nos fixa-
remos nos efeitos de terceira ordem por razao que ficara clara
nos Capitulos V e VI.

As componentes dos deslocamentos dos atomos de
suas posigSes de equilibrio, como vimos no Capitulo III, podem
ser expressas em termos de operadores de criacao e destruigao

de fonons,
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1/2 e (gqj) .
ot = (E%ﬁ) 2 [é* s a8 .1 e2®igs8 Iv.2
¢ qj Vo(gi) L7314

Nesta expressao N & o numero de atomos do cris-

m

tal. M é a massa atomica, w(q3) a fregfiéncia do modo normal

caracterizado pelo vetor de onda g e indice de polarizagao j,
e  (aj) & a componente do vetor de polarizagao do modo (gj).

Pelas expressoes IV.l e IV.2 podemos ver que as
contribuicdes ndo-harmdnicas envolvem somas de trés ou mais ve
tores de onda e igual niimero de indices de polarizagdo. Os va-
lores permitidos para os vetores de onda estao uniformemente
distribuidos através da primeira zona de Brillouin da rede e
sua soma deve ser igual ao vetor translagdo da rede reciproca.

Escreveremos agora o Hamiltoniano nao-harménico,
Eq. IV.1l, em termos dos operadores de criagao e destruicao de
fonons, usando a expressao 1IV.2. Observe-se que em se tratando
de um cristal monoatdmico nas expressoes relativas a dinamica
de rede ndo estd presente o somatorio concernente a bhase.

Introduzindo o op@rador[:]'3—-|
ay _ ; B d
A(j) = a(gi) + at(-qj) IV.3
as expressoes de interesse ficam grandemente simplificadas. E

podemos escrever o Hamiltoniano do cristal nao-harménico na for

ma
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LL]

j q q. q q' qll
H = czlj Mo (q3)at ag; * qng v(3 3, Lya@a)a) +
- 33
g gu gu gun g gl a" gm
+ qq.guql" v(j jl jn juJ‘A(j)A(jt)A(ju)A(j.o . IV.4
i

onde a energia do ponto zero foi omitida.

0 coeficiente de terceira ordem na expressao IV.4

(11}

q q! qu 1 H 3/2 v [ERE AL
Vis =, = R v ] o
(j 3| J") 3. (ZNM 21%2" ¢GBY
aBy
e,laileg(g'i")e (9"]")
X 7 exp[?wi(q.&-bg'.&'-Fq".&“)] IV.5
1/2 = -

[m (ai) w(q'I ')w(g“j"):‘

Das propriedades das constantes de forga apresen
tadas no Capitulo II, sabemos que podemos subtrair o mesmo in-
dice % de todos os 1nd1ces de celula de ¢2§Y£ sem modificar o

seu valor. Usando este recurso e ainda fazendo &' = &'-2% + £,

" = " - 2+ & na exponencial, e introduzindo gt - %, A" = 3

qq'q 1 3/2 -9 2'-2 A"-%
V(T = —:-,,) =37 z ¢
1] ] (ZNM R“ﬁ,l'“l;ﬂ"*ﬂ a B Y
o B Y

ea (gj)eB (glj l)e-Y (gllj")

exp[?vi(q .(2-2) +q' .(2'-2) +
. d 1

—

-
lm(gﬁ)m(g'i')m(g"j")]

+ ﬂ".(&"—&))] exp[éﬂi((g + q' + g“).&)] IV.6
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Redefinindo os Iindices de soma como &' e ", e

lembrando que[q:I

N
I exp[Zwi(q.&):I = NA(q) VLT
L=1 - -
e
1 + se g € um vetor da rede reciproca ou zero
Alq) = -
- 0 » outros valores de q.
Assim
I L LU LRI R B
J 3% 3" 30 Lt _ . _ 1/2 43 3 3"
[w(g])w(g'j')M(g“J")]
IV.8
onde
g gl gtl = O!.'R," . - - _~3,2
¢(j L gz“ bapy Sa(gd)egl(a’ite, (") M X
aBy
X exp|:2'rri(g_'.£' + g"._&"):l Iv.9

O procedimento € analogo para os termos de or-

dens superiores, e um termo geral se escreve

Qoo . oli1:e.2 . . -3/2
¢(§---OJ?:) - R, z 2’ ¢(G.B u--Yn) ea(gj) ...eY(gnJﬂ)M x
1oty
(1 P

X exp[21ti(gl.£l + s.. + g_n'&n):l Iv.10



.65

Isto posto o Hamiltoniano do cristal nao-harmoni

co, Eq. IV.4, fica por fim

3/2
H =] Holgdal. a . +§1—.-(—ﬁ—3) D
a - 2N aq'q"
j A Tl
ﬁ(g + _C_i‘ + _9_“} qq'q"

L] q gl gﬂ
————=—— (5 3+ 3) MHAGEIAG ¢
[w(gj)m(g.:jl)m(glljﬂ)]

' n m
5 f# _gi 7 Alg +gq' +g" + g™ g
2% sy e regs 1
Jl 11 e e
g g! qu _q-lll g gl gn gill ot
¢(] 3 3" j'“) A j)A(J l) A(j")A(j'“) + V.11

Esta forma do Hamiltoniano do cristal nao-harmo-
nico revela claramente o acoplamento dos modos normais do cris
tal como resultado da presenca dos termos nao-harmSnicos na ex
pansdao da energia potencial. Observe-se que a expressao para
ui foi a mesma usada no Capitulo III, com a qual foi possivel
diagonalizar o Hamiltoniano harmonico separando-o em modos nor
mais.

0 tratamento que veremos a seguir se deve intei-

ramente a necessidade de uma descricao da dinamica de rede dos

cristais nao-harménicos por técnicas de muitos corpos.
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IV.4 cCcalculo das ContribuicOes Nao-Harmdnicas

O tratamento tedrico da dindmica de rede de cris
tais nao-harmonicos tem sido apresentado por viarios autores

[13,14,18] o

com o0 uso de técnicas de teoria de muitos corpos
procedimento usual & resolver o problema quantico de muitos

corpos através de fungOes termodindmicas de correlacdo depen -

dentes do tempo, gue sao as funcoes de Green da teoria quan-

tica de campos. As fungOes de Green sao mais usadas porque sio

mais diretamente relacionadas com a ekperiéncia do que as fun-

coes de onda, o que em geral conduz mais facilmente a uma in-

terpretagao fisica. Estas fungdes de Green sao obtidas de equa

¢cOes de campo com ordenagao temporal. Utiliza-se uma equivalén

cia de tempo e temperatura complexos, que transforma a condi-

cao de contorno numa condigao de periodicidade ao longo de uma

particular linha no plano complexo. Isto permite expressar as

fungSes de Green ao longo desta linha como uma série de Fourier.
Com isto as transformadas de Fourier estao definidas para um

conjunto discreto de pontos no plano complexo de energia. A ex

tensdo do dominio da fungdo para um intervalo continuo se pro-

cessa através da continuagao analiticarlg'zo].

Por se tratar de um calculo extenso, e que pode
ser visto em maior detalhe na literatura ja citada, apresenta-
remos apenas os passos principais da obtencao do pico da sec-
¢ao de choque de um fonon.

O sistema & descrito em termos de fungdes de

Green ou propagadores das excitagoes do sistema, usualmente

escritos na representagcao de Heisenberg. A funcao de Green de
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um fonon é definida por[14]

G(gij,t) = <a (%[t) A*(-J‘.l.—|o)> , t>0

IV.12

<A+(%|0) A (%[t):- , t>0

Como ha interesse em estudar a dependéncia com a
temperatura, € necessario explorar a similaridade entre o tem-
po e a temperatura na eq. IV.12, a qual reescreveremos explici

tamente

IS

: I:exp(-BH) P{exp(th/b()A(%) exp(-th/M)A"‘(f,L) }] IV.13

onde P & o operador ordenagao temporal, Z é a fungao partigao
e T = 1/kBT, sendo kB a constante de Boltzmann.

Para fazer uso dessa similaridade reescrevemos a
eq. IV.13 em termos do tempo imagindrio v = it, o operador P
sendo redefinido para atuar na parte imaginaria do tempo.

As funcoes de Green ficam, entao,

=

G(qii',t) =7 T, [exp(-BH+ H/W) A () exp (- H/mA*(fJJT)] ;T >0

IvVv.1l4.a

- % Tr |-exp(_BH)AT(%T)exp(TH/H)A(%)EXP(-TH/“)] , T <0

IV.14.b

Da comparacao dessas duas expressoes e do uso da

propriedade ciclica do trago, resulta a condigao de periodici-
dade[13]

G(gij', t+BH) = G(giji',t) . 0>t > -BY Iv.15
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Desta maneira, como estas fungoes de Green sao pe
ribdicas na direcao do plano complexo, podem ser expandidas em

série de Fourier

G(gii',™ = ] G(gii',iw ) exp(iw 1) IV.16
e n=-o
onde
w, = 2mn/BK Iv.17
e
BH
G(gjj':iwn) = E%H G(giji'.T) exp(-imnt)dr IV.18
-BK

A expressao IV.l4.a, relativamente ao cristal har
monico, & diferente de zero somente para j=j', quando a expres

sao se reduz a
o =-—- g 5 — - .
g(qj,T) n(j)exp(l-clm(q_j)) + (n(%) + l)exp( h]w(gj)) IV.19

onde H(%) é niimero de ocupagao do modo (%).

Obtém-se os coeficientes da transformada de Fou-

rier da eq. IV.18, que serao

w - 1 1
g(qi,iw,) @ \el@ ¥ T, + T iwn)

_ 2w (q3j)
B (w(qi) 2 + w?)

IV.20

Os coeficientes de Fourier, eq. IV.18, estao até

o momento definidos para valores de iwn no conjunto infinito
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de pontos, dado pela eq. IV.17, no eixo de freqliéncia imagina-
rio. No entanto, estabelecendo a continuacao analitica ao eixo

de freqliencia real fazendo

iwn = 0 .+ g . 4 com e > 0, e > 0 Iv.21

muitas propriedades fisicas dos cristais podem ser calculadas
através dos coeficientes de Fourier, eq. IV.18.

Considerando que os efeitos nao-harmdénicos devem
alterar a freqliéncia do fonon e tornar finita a vida média dos
modos normais, associamos A ao deslocamento de freqliéncia e T
ao inverso da vida média, resultando para a fungao de Green de
um fonon, analiticamente continuada ao eixo real de freqlién-

cias, a forma

G(gij, @ + ie) = — 2‘”(?) IV.22
B (w(gj) ™ - 27 + 2w(gj) (A-il))
Esta equacao ja estd simplificada, pois nao envolve o acopla -
mento dos modos j e j'.
A equagao geral com a qual se obtém a fungao de
Green é

1

-
P elgd) ? - nz)éjj. + 20(gd) (B(gii'lm - iT(@ii'lo) | x
]l i

G(gi'j", Q+ie) =2w(gj)6jj.. IV-23

Esta € a equacao fundamental da descricao dos e-
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feitos nao-harmdOnicos para processos de um fonon no cristal. A
matriz A(gjj'!Q) corresponde & parte hermitiana do efeito da
nao-harmonicidade nos modos normais, e origina deslocamento na
freqliéncia dos modos normais. Os efeitos de vida média se ori-
ginam da presenca da matriz néo-hermfliana rigij'.a). £ inte-
ressante salientar que os efeitos da nao-harmonicidade nao de-
pendem somente da temperatura, mas também da freqliéncia apli -
cada.

As contribuigoes de ordem mais baixa para o des-
locamento e inverso da vida média do modo normal podem ser de-
terminados por meio de diagramas. Nestes diagramas os fonons
sao representados por linhas e as interagoes nao-harmonicas
por vértices.

O conjunto de regras para determinacao das con-
tribuigOes & muito semelhante ao da teoria quantica de campos
na interpretagao dos diagramas de Feynman.

As contribuigdes ficam entao

9-9 49, 79,
Mgiiti) =22y v (zﬁ (%1) +1>+

K oq, g 3 3 A 1

i)

94 "4, "9, 4 -9, "9,
_}..g.): v v R(Q)

K® q,q, 3 Jsx Iy 3 9z Is

i i,

IV.24)

onde
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_ - 1 1
R(®) = (n, +n, +1) + +
1 2 I}ml+w2+ﬂ)p (m1+m2+9);]

- 1 1
+ (n, -n,) {(w,-wzm)p - (wl_wz_mj IV.25

P - _ = (9; - g
com as abreviacoes n, = ni(j%), e w; m(giji), o subscrito p

significa valor principal. E

g -4, "9, /-9 9, 4,
sy _ 187 P = - -
r(g]] IQ) ki = Z A% v . ' S(R)
K" q,q, 5 (N R 33, %,
3,3,
IV.26
onde
S(Q) = (n,+n,+1) E;(wlmz-m - 6(‘°1+“’2+9)J +

+ (HZ-HI) [&(wl—mz—ﬂ) - 6(wl-m2+9)] Iv.27

Os diagramas proprios que contribuem para A e T
sao os da figura IV.1l.

Por fim, a fungao resposta para o pico de absor-
¢ao de um fonon € dada por

a
2u(q3d) T (g3 |Q)

x(ajlQ) = =
- a2, ol . : .y 2 , 2
En(g;) - Q +2m(g_J)A(gJ|R)1 + 4dw(gi) © T(a3) [9)

IV.28

onde também nao foi considerado o acoplamento de modos.
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b

FIGURA IV.1

0 diagrama a contribui para o primeiro termo de A e o diagrama
b para o segundo termo da A e para a fungao I'. Sao as contri -
buicGes de ordem mais baixa para a corregao da auto-energia do
fonon.

Vemos entao que o efeito da nao-harmonicidade no
pico de um fonon & de originar um deslocamento na posigao e um
alargamento, em relacao a resposta harménica, que seria uma del
ta centrada na freqliéncia do modo normal.

Tais efeitos, apresentados analiticamente neste

capitulo, serao verificados no capitulo VI.
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V - CONTRIBUICOES DE TERCEIRA ORDEM

Neste trabalho estamos considerando o Hamiltonia
no nao-harmdénico incluindo o termo de terceira ordem da expan-
sio da energia. Necessitamos, desta forma, obter as constantes
de forca de terceira ordem, que sdo tensores de ordem trés, nos
quais em geral podemos esperar 33 = 27 elementos distintos.

A determinagdo se restringira ds constantes de
forgca do tipo ¢:§;ﬁz, devido a propriedade de invariancia fren
te a translagdo, conforme expressao II.36.b.

Vamos considerar interagoes de dois corpos e de

trés corpos, isto &, determinaremos as expressoes de ¢2g% e de

¢0*_1,1_12
ijk
valemos da propriedade de transformagao tensorial, eq. II.32,

, € quais serao seus elementos distintos. Para isso nos

e escrevemos

Lete" _ Q(2) (L") QL")
¢GBY alBZYI ¢(l' Bl .Yl a'f.! QB'B QY'Y V-l
entao
Q) Q') Q") _ gLt”
¢(1.' Bl .Yl “u z ¢GBY aa’ QBB' Q.Y.Y! V.2

ofBy

Para efetuar mais facilmente a operagao acima po

demos escreve-la matricialmente da forma

g2 (2 2 20" | |‘9 phe' e Q.]Q. V.3

onde Q' indica a matriz transposta de Q.
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V.1l Constantes de Forca de Dois Corpos de Terceira Ordem

Analisemos primeiramente a simetria do conjunto
de pontos (0, 0, 100). Lembramos que as operagoes de simetria
permitidas para a determinacao das constantes de forca indepen
dentes sdo as que mantém o conjunto de pontos relacionados in-
variante. Para o conjunto de pontos (0, 0, 100) a simetria e
dada por uma reflexdao em relagao ao plano da base seguida de
uma reflexdao em relacdo ao plano frontal, simetria esta idénti
ca ado tensor de segunda ordem, primeiro vizinho do cubo simples.

A transformagdo efetuada analiticamente reduz as

componentes do tensor, inicialmente com elementos genéricos, a

((!; 0 0

0 0 100 _ '

¢1jk _.0 Blo ’

\0 O B;

0 B; 0

0 0 100 _ ,

¢, 3k Y00 =
0O 0 0
0 0 B;

0 0 100

¢3 j X = 0 0 0 .
Yy'o 0

Podemos verificar este procedimento pictoricamen
te nos esquemas das Fiquras (V.l) e (V.2). Nesses esquemas as
setas indicam a direcao em que admitimos o deslocamento dos ato

mos de suas posigoes de equilibrio.
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2

Lo]
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"___;> %110 =
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/
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|
o

17

3
X
¥
(/

PR >¢113=0

£, = reflexao em relagao ao plano da base

2, -> reflexao em relagdo ao plano frontal

FIGURA V.2

Ja o conjunto de pontos interagentes (0, 0, 110)
tem a redugao a constantes de forca independentes realizada por
uma reflexdo em relagao ao plano frontal, onde estao contidos
os tres pontos, resultando como componentes do tensor de ter-

ceira ordem caracteristico:

a, 6§, 0

0 0 Y;
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0 110 2 B2 0

¢, 5 " = §, a, 0 e
O 0 9y
0 0 v,

655 =0 0 vi) .
8; e' 0

As componentes desse tensor estao representadas
pictoricamente na Figura V.3.

Para a obtengdo dos tensores relativos aos de-
mais vizinhos, usamos a transformagao tensorial expressa na eq.
V.3, sendo necessario conhecer as diversas matrizes de trans-
formacao que levam de um ponto a outro, da mesma ordem de vizi
nhanca em relacao i origem. O resultado para os primeiros vizi
nhos do cubo simples & visto na Tabela IV, e para os segundos
vizinhos, na Tabela V. Nas tabelas omitimos, para facilidade
qrafica, os subindices e os ap6strofos, mas & fundamental sa-
lientar que, em principio, as constantes de forca da Tabela IV

sao distintas das constantes de forca da Tabela V.
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V.2 Transformadas de Fourier

As transformadas de Fourier das constantesde for

ca sdo dadas pela expressdo

(R 1 Ohl.}h L o
*3 3 3 - ?’: h,8 ?}_EY 77 tay ea(F)26(3) o (57)

Aparentemente a eq. V.4 tem forma assimétrica,

mas segundo Born e Huang |_4] os coeficientes

Mg+ q' + a"e(F ?: %:) V.5

L
sio totalmente simétricos em relagao aos indices ( gs) . (?.) , e

(%t,) . Somente interessa demonstrar que a eq. V.4 é simétrica

no caso de

g+g'+a" =2 s

onde Q0 & um vetor da rede reciproca para o qual Alq + q' +

Uma vez que

oh h oh h
6 —1—2 _ ¢ —2=1
aBy ayf

] n
fica evidente a simetria na eq. V.4 entre (c]'.) e (?..) .
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Para mostrar que aeq. V.4 apresenta simetria tam

]
bém quanto a (—‘_}) e (%.) trocamos (0,a) com (}_\_‘.B) na derivada
de ¢ e em seguida redenominamos a, B respectivamente como B8, a,

transformando a eq. V.4 em

q qy o 1 17=2 q qy rqy
"y 3 ¥“) )f; gl, gt _EY n/? oy eB\'J")eu(J' eyljm *
exp {1[;1"}_‘.. + 3"‘13-2]} V.7

Agora, subtraindo h, dos Indices da derivada de ¢ e escrevendo

a' = 0 - g - g" (onde usamos eq. V.6) no fator expcnencial,

ficamos com

ol —-11—1-2 =1 . &
M? %' %“’ % _l_);, E h): 7_ a8y 88(%)9'0(%') e‘\'(%") X

Xp {1[3. (<h,) + g"(h, - g,)]} V.8

Aqui observa-se que Q nao contribui para o fa
tor exponencial uma vez que Q.h, & um miltiplo de 2m. Tomando
-h,, h, =h, como {ndices do somatdric e em seguida chamando-os

como h1 e hz' obtemos

" 0!1 !l_ ’ "
?",) = (Z! z F.Y ]:; 2 ¢0[S':f : eu(s’}') eﬁ(:})e-‘,(%n} =

Comparando com a eq. V.4 vemos que O lado direi-
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to da expressao acima é igual a ¢(%: % %:), ou seja

9q'a’y =49 29 V.10
¢(J J' 'J“) ¢K\Jt j n)

Ficando claramente expressa a simetria esperada,
que & entdo usada para caracterizar os tensores distintos.

A argumentagao usada para verificacao das sime-

trias dos termos de terceira ordem & naturalmente geral, isto

' s . s
eu(%}ee(%«) coe eY(?s) exp{'i g'sh + ...+ g .g_j} V.11

P

S -

£ simétrico nos s conjuntos de indices q+q'+q"+ ...+ q
q(h).

Como primeiro passo para obtengao dessas trans-
formadas nos preocupamos em calcular o que chamamos de trans-

formada de Fourier intermediaria e que fica expressa por

oh_h

-—]

' " ( ' " l
nasy(g_.g q") = hzh Ragy NP i.i[-q' -h +qg".h ]' V.12
b |

ff importante salientar que nesta soma entram to-

dos os tensores distintos resultantes das trocas de posicoes
de h e h_ .
-1 ~3

Agora, para maior clareza escrevemos explicita-

100 nara o primeiro elemento  da

mente a contribuicao de ¢; E ¥
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transformada de Fourier intermediaria.

Para este caso temos

(¢1, 0, 0)
Dl = (0,0,0) ; hz = ( 0,21, 0)
( 0, 0,%1)
e
g = (q..q,.q9) : d = (a),q,.a)) 7 4" (a¥,qay.q})
entao
h h iq'.-h iq".h
(1) W 00,2, T34 oy T2t
Dil;‘ﬂ'ﬂ"ﬂ ) = hz=0 ¢ 8 = .
-1
h,
iqn _ _iqll
- ¢%|1 10 3 % @ S ¢%1: 108 3 % e 1,
iqll _iqﬂ
0 0 010 2 0 0 0-10 2
g ¢111 *lae * ¢111 4 xe *
iq" _iqu
0 0 o001 3 0 0 00T 3
o R e i

Consultando a Tabela IV resulta

(") L] — L]
9111(3 ) = 2iasen q,

Procedendo desta maneira obtivemos as contribui-
coes do primeiro vizinho do cubo simples para os elementos da
transformada de Fourier intermediaria, construindo entao o que
chamamos eclementos do tensor dindmico, em analogia com o caso

harmonico.
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asenqy ysenq} Ysenq:\

‘1) = n L]
DIBY 2i Bsenq, Bsenqg} 0 P v.l3.a
" n !
Bsenq 0 Bsenq) ,
Bsenq! Bsenq) 0 \\
D(" = 2i | ysenq" asenq” vysenqg! | e V.13.b
2 BY 1 2 3

0 Bsenq’y Bsenq; /

/Bsenq: 0 Bsenq:
= 24 | 0 Bsenq: Bsenq; . V.l3.c

p1) |
\ysenq] ysenq; aseng’y

3BY

Devemos agora considerar as demais contribuigdes

para os elementos do tensor dinamico.

Observando que

oho _ ,ooh

-_— v.l".a
¢uBY ¢ayB
hoo _ ,o0h
¢GBY ¢BYu v.1l4.b
ohh _ .~hoo _ _  hoo _ _ ooh
¢uBY ¢03Y afy ¢Bva V.ld.c

RelagGes estas obtidas com a aplicagao das pro-
priedades das constantes de forga demonstradas no Capitulo II.
Desta maneira torna-se facil a determinagao das
constribuigoes restantes, o que pode ser feito mediante 0o uso

da Tabhela VI.
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Os elementos do tensor dindmico correspondentes

a ¢0- e a ¢%§$ ficam expressos respectivamente por

aaenq; Bsenq' Bsenqg'
(2) 2 3

D‘BY = 24 Yaenq; Bsenq; 0 ' V.15.a
‘ysenq; 0 Bsenq;
Bsenq; vsenq; 0
D:;i = 2i Bsenq; usenq; Bsenq; i V.15.b
0 Ysenq; Bsenq;
Bsenq; 0 Ysenq;
D:;i = 21 0 Bsenq; Ysenq; ¢ Vv.15.c
] ] ]
Bsenq1 Bsenq2 asenqs
e
asenq, fsenq Bsenq
(3) 2 ’
DIBY = =21 Bsenq2 ysenq, 0 " V.l6.a
Bsenq, 0 ysenq
ysenq, Bsenql 0
(3) _ _
nzBY 21 Bsenq, asenq, Bsenq, ’ V.16.b
0 Bsenq3 ysenq,
ysenq, 0 Bsenql
D:;L = =21 0 ysenq, Bsenqz . V.l6.c

Bsenq1 Bsenqz asenq,

Da condicdo de reducao a primeira zona de  Bri<

(3)

aBy podem, também, ser s~

llouin vé-se que as contribuicdes D
critas em funcao de (q' + q").
£ interessante salientar que se verifica uma si-

metria quanto & forma geral das componentes dos tensores no que
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se refere as posicOes ocupadas pelas componentes dos vetores
de onda, a mudanga ocorrendo nas constantes de forca multipli-
cativas.

Da combinacdo das trés contribuigoes estabeleci-
das acima escrevemos o tensor dinamico apresentado na pagina
sequinte pelas equagdes V.l7.a a Vel7+Cs

0 procedimento de calculo do tensor dinamico re-
ferente ac ponto (1,1,0) & inteiramente anilogo ao ja realiza-
do. Através da eq. V.12, Tabela V e Tabela VII, encontram-se
as contribuigdes para o tensor dinamico correspondente ao se-
gundo vizinho do cubo simples.

0s elementos do tensor ficam dados pelas matri-
ses apresentadas nas paginas 91, 92 e 93 pelas equagoes V.18.a
a V.18.c, V.19.a a V.19.c e V.20.a a Vv.20.c, onde p =
Vﬁ“g, e o tensor dinamico pode ser obtido como no caso anteri-
or.

Os tensores que determinamos s3o gerais no senti
do de permitirem cdlculos para qualquer direcdo na rede reci-
proca.

Particularmenﬁe neste trabalho nos fixaremos na
direcao [100], o que implicard numa considerdvel redugdo no ni
mero de elementos nao nulos do tensor.

0 resultado que aqui conseguimos (capitulo VI) re
presenta uma pequena parte da série de determinagoes que se po

de fazer com o uso desses tensores dinamicos.
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V.2 Constantes de Forga de Trés Corpos de Terceira Ordem

Virios autores tém dado atengdo ao problema da
interacdo de trés corpos na discussdo da dinamica de rede dos
CGI, e novamente assume importancia a escolha do potencial des
critiwo[io'll’zz'ZBJ.

rambém incluimos em nossos calculos a interagao
de trés corpos, visando resultados mais precisos para a fre-
qtiéncia nao harmdénica do fonon, mas o tratamento usado neste
trabalho é gendrico, isto &, n3o esta vinculado a qualquer des
cricdo especifica de potencial de interagao.

0 potencial de trés corpos tem um alcance muito
curto. Assim, o conjunto de atomos com menor distancia em rela
¢ao a origem e também entre si & [ﬂl,O,l),(l,l,O)]. Desta for-
ma, o conjunto de trés atomos interagentes a considerar fica
sendo [10,0,0),(1,0,1),(1,1,0)] e as combinagOes do mesmo.

Uma analise detalhada das simetrias desses triplo
-dipolos nos permite determinar as matrizes de forga para a in
teracao do conjunto de pontos referido.

Para comprovacao dos resultados retomamos a defi
nicao das constantes de forca, derivadas de ordem n da energia
potencial, e derivamos em relagao a um potencial de trés cor-
pos genérico.

oh h
Queremos construir ¢a8; 2 com h1==(1,0,1) e h, =

(1,1,0). £ interessante salientar que h, & diferente de h,, ©
aque caracteriza a interacdo de trés corpos, um dos quais e a

origem.
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Sabemos que

o 110 101 0 101 110

98 v “hhiy 8 p
e consideramos a transformagao
1 0 ©
Q = 0 0 1 V.22
\0 1 0

que leva o ponto (1,1,0) ao ponto (1,0,1), eo ponto (1,0,1) ao
ponto (1,1,0).

Supomos, genericamente que

110 101

0
%) 8 v V.23

= +h Q

a b
= d e
g h

Utilizando a reqra de transformagao expressa na Eq. V.3, fica-

mos com

a ¢ b
0 101 110 _
big 4y =|€ % R V.24
f e
Empregando a relagao V.21 obtemos
a b c
0 110 101 _ o V.25

¢, 8 vy
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Fazemos ainda, genericamente

a' b' ¢!
b oy mlave s V.26
gl hl il
e
a" bll c“
0 llo 101 e n n n
¢, 8 Y a" e" £ V.27
gll hl! ill
Aplicando a Eq. V.3 em V.26, usando V.22 resulta
al cl bl
Ty =l V.28
a* ' e’
entao
al gl dl
. [‘5” ;“ =| c' i* £ V.29
b' h' e'

comparando V.27 com V.29 vem

a"=a' , i"=e"' , e"=1i b gu=b| . d"=¢"' ,

fr=f"' , hn____gl . c"=4"’ , h"=h"' .

Agora, expressamos a transformagao S, composta
de uma rotacdo (propria ou imprépria) & e uma translagao T, co
mutantes, para o dado conjunto de pontos interagentes, da for-

ma



S(0 0 0)

Q(0 00) + T

S(1 1 0) (1 10) + T V.30

S(1L01) =91 01) + T

Uma transformacao que mantém o conjunto invarian

D

te

Q0 0 0) + T

i
_—~
—

1 0)

Q(l 1 0) + T

il

(0 0 0) V.31

Q(L 0 1) +T = (101)

U}
—~
=

Desta maneira T 1 0), e a operagao 9 que sa

tisfaz V.31 serda uma reflexao dada por

Agora, conhecendo uma operagao que mantém o con-
junto de pontos invariante podemos proceder a reducao aos para
metros de acoplamento independentes.

0 processo & o mesmo desenvolvido anteriormente,
através da Eq. V.3.

Entao,

h_oh 0}_1_lh2

- V.3:
Popy a'BZY. %arp'y' Tata Tprp Cyty 33

onde 0 & a transformagao V.32, e Q' a sua transposta, que
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no caso, @ a mesma matriz.

Ficamos, assim, com

b c
o) g g ¢ = £ v.34.a
b h ~-c
a' =a' h
¢: ;‘0 ;01 = -b =-a c V.34.b
g' a* b
e
a' g' -b
07 5" 3= | b c) . v.34.c

-~a' a' -a,

Chamamos agora

a=o , b'—'B; C=Y f=5: h=€r a|=gf g':n.

O numero de constantes independentes fica reduzido a sete.
Finalmente, usamos a Eq. V.2l e temos as matri-

zes das constantes de forga procuradas, que sao

y B8
¢: énl ;10 = B -y € 4 Viu3B &
Y O =Y,
E =B n
0, g 4" g -a E v.35.b
Yy B
e
E € =%
¢2 E“‘ ;‘“ b g Bk v.35.c
-8B ¥ ~a
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Torna-se necessario determinar o conjunto dos
tripo-dipolos em mesma ordem de vizinhanca cuja origem € o pon
to (0,0,0). Os primeiros doze vizinhos sao caracterizados pe-
los pontos (*+1,*1,0) e (+#1,0,%*1); desta forma oOs primeiros tri
plo-dipolos serdo constituidos por combinacées de pontos do con
junto {(0,0,0),(£1,%+1,0),(£1,0,¢1)}.

A disposicac dos doze primeiros vizinhos, bem co

mo seus respectivos planos, & mostrada na Figura v.4.

PLANO A
——a PLANOD B
PLANO C

FIGURA V.4 - Disposicao dos doze primeiros vizinhos
na rede FCC.
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0 plano {1 T I} contém 6 conjuntos de triplo-di-

polos. Devemos ainda considerar os planos {1 1 1}, {111}, e
f1 T 1), o que resulta num total de 24 conjuntos de triplo-di-

nonlos. Um exemplo desses conjuntos pode ser visto na Figura V.5,

A
l 110 42
/
101 |
L 01-1
SR
| 57
3 &= S B
7
0-11 4 |
21 0-1
110

PTaURA V.5 - Conjunto dos triplo-dipolos referidos ao
plano {1 1 1}.

Os triplo-dipolos perpendiculares adiregao [l'i T]
550 { (1,0 ,1} » (1,1;0) ]‘ ;‘r (1rlr0) ’ (031 ,—l)},{ (O rlr'"l) ’ ("1,0,"1)};
{(-1,0,-1),(-1,-1,00},{ (-1,-1,0),(0,-1,1)}e { (0,-1,1),(1,0,1) },

considerando-se também o ponto (0,0,0).

0 tensor de forca para o primeiro conjunto ja foi
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escrito, de maneira que, encontrando as transformagoes que ge-
ram os demais pontos a partir dos primeiros, calculamos os ten
sores de forca para os 24 triplo-dipolos. O resultado pode ser
visto na Tabela VIII.

Resta agora calcular as componentes do tensor di
namico usando a Eq. V.1l2. Como o procedimento foi mostrado an-
teriormente, nos limitamos a transcrever aqui os elementos deo
primeiro tensor dindmico, por ser o que nos interessa no cdlcu
lo que desenvolvemos pelo computador, uma vez que consideramos
a direcdo [1 0 0] e polarizagao L, como sera visto no Ccapitulo
VI.

0s elementos do primeiro tensor dinamico sao da-

Aos pelas expressoes V.36.a a V.36.1i.
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3°9E°A ﬁnmmmou *bsos "w:ﬁm + meoo *bsoo uwuﬂm“w + Hmcmou *bsoo Hwnﬁm +

+ ”wmoo *bsoo “U:ﬁmwm + nwvmou ”mmou + HWmou mUmnuuﬂwcﬂmhgﬁm = nsm“.m~mw a

D°9E A ﬁhmwmoo HWmoU anﬂm + vaou *bsoo mwnﬂmuu + AMWmou 'bseco wwcﬂm +

+ ”wmoo wamou _mcﬂmuk + ﬂ"wmau bsoo ”w:ﬂm + mmmou 'bseo mwnﬂmwmQﬁw = Azw._m~mv a

0°9¢°*A ﬁRWWmoo 'bsoo ”w:ﬂm + MWmoo ,bsco "wnﬁmvr + HWWmou ”wmou "Wnﬁm +

+ mmmou 'bsoo ”mcﬂmvu - A”mmoo 'bsoo (buts + ’bsoo 'bsco mmnﬂmum;ﬂm = a=m~.m~mun_~a

n.mm.> ﬁAHWmou 'bsoo wwcﬂm + Mwmou "bsco mvaﬁmvm + AWWmou 'Bsco ”wnﬂm +

+ ?bsoo ‘bsoo 'buts)3 + (,bsoo ‘bsoo 'Burs + .bsco 'bsce mwnﬂmwh;ﬁm = (,B*,B‘E)*''a

sege s 3 z € z T
BT9ETA Ew.wmou kecc + bscc bscz) ,burs +

£ 4 € < ! € [4 € [4 2! Ton
+ ( bsoo . bsco 4+ ,bsoo “bsood) ,buis 3 (,bsoc bscc + bscc =Wmonw~wcﬂmﬂnﬂma = (.,b’.,BE‘D}
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T°9€°A

Y 9e'A

beg9g-A

3°9L°A

ﬁﬂnwmoo nWmou ”wnﬂm 5 wumou *bsoo chﬁmvm + AWWmoo *bsco nmcﬁm +

+ tbsoo ‘bsoo ,buts)3 + (’bsoo Sbsoo 'burs + ,bsoo *bsco ﬁwnﬂmvmgﬂm

ﬁauwcam nwcﬂm “wnﬂm + mvcﬂm uwnﬁm “mnﬁm + wvcﬂm ”mcﬂm _wcﬁmvm +

+ amwcam mwcﬂw “wnﬂm + ”w:«m *buts ”Unﬂwvc + mwnﬂm mwc«m "vnﬂmmgﬁm

ﬁn«wmou 'bsoo Sbuts + ,bsoo ’bsoo ‘burs)3 + (‘bsco ‘bsco burs +

+ bsoo ‘bsoo fbuts)g + (ibsoo _bsoo ‘burs + 'bsoo Zbsco mwnﬂmvkgﬁw

ﬁa“wnﬁm uwcﬂm "w:ﬁm + mwaﬁm *buts “mcﬂmvn + mwmﬂm ”wnﬁm 'bursy +

+ (buts ‘burs Lburs + ¢ buts ’burs [buys + ”wcﬁm mwnﬁm "buts) 2| 18

]

(.B*,b*b) **'q

(B ,BB)**ta
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V.4 Potencial de Trés Corpos

Nesta secao desenvolvemos um tratamento que visa
a comprovagao das constantes de forga determinadas na segcao an
terior. O objetivo &, através da definigdo de constante de for
ca e de um potencial genérico, verificarmos os resultados obti
dos inteiramente pelas propriedades de simetria e invariancia.

O potencial de dois corpos entre dois atomos se-
parados por uma distdncia r, depende somente da distancia rela
tiva entre eles, isto &, sera sempre descrito por um potencial
central.

O potencial de trés corpos para trés atomos dis-
postos como na Figura I.3, & expresso por

2
VSc(£1'£z'£a) = vac('£1'ﬁ£z‘ 4 lEz-'Ealz' ‘Ea"Ellz) o

Chamamos

zi " |£J I ’

ou

onde

ou, na forma de componentes,
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sendo 52 a posicao de equilibrio, e u* o deslocamento a partir
desta posigao.

Uma representagao da interacao de trés corpos 2
a forma escrita por Bobetic e Barker[g:l para o potencial de

Axilrod-Teller, qual seja

3
V, (2,:2,,2,) = \:[zlzzz3 + 3 (2,+2,-2,)(2,-2,+2,) X
-5 /2
x ( zl-+zz-rza)] (lezza) V.38
Um rearranjo desta equagao nos leva & expressao
v -3/2 _ o 0! 2 26 0
Vie * B [2(2,2223) 3(-2,+2,2,+2,2,-2,+
2 2 3 2 2
. zzza'+ zzz1 Za * 23214'2322)] V.39

Desta maneira este potencial pode ser escrito da

forma

<
1

v = FL(Z)F, (2,)F (3)) + F (2,)F, (2)F (2,) +

+

F1(za)Fz(z1)Fatzz) V.40

£ facil notar que a Eq. V.40 & um caso particu-

lar da forma geral

3
Voo = . L Fi(BOF(Z)F(2) Vol
i,jrk=1
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Esta seria para nds a expressdo genérica de um po
tencial de trés corpos porque inclui todas as possIveis combi-
nacdes de produtos das fungoes F.

Vamos agora particularizar esta analise para Os
triplo-dipolos vistos na secao anterior. Fagamos a correspon-—

dencia

o~ (0,0,0)
l-+h,
2+h,

Escrevendo agora

1
7, = IE i El o Eo = wYE
2 2 0
z, = Ix* + 0’ - x* -u'|* e
2 2 1
Z, = |§ +u° -x - - S
Nosso interesse e determinar as derivadas de

Ve lZ112,02,) até terceira ordem, isto &, queremos encontrar
3%
ic

bn.dacd
auaauﬁauY
Agora

0 = 0 ad '] % 0
aum 3uu 3Zl auu azz aua aza
9Z. 9 9z, 9
- : ! V.42
du. 9% s’ 3z
o 1 2
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Ainda
3 n o a(x’4ul -x® -u®) 2= - 2(x2+ul-x’ -u’) - V.43.a
0 a o a a 92 o a a a’ 932
Ju 1 2
o
Da mesma forma se obtém
2 = 2(x}+ul-x2-ud) 2 - 2(x2+u? -x! -ul) o V.43.b
aué 8 B B B® 32, B B B B’ 92,
e
) 2 2 0 0 9 2 2 1 1 )
— = - - — + - -u') — V.43.c
- 2(::,‘,+u_Y X, uY) 3, 2(x‘r u, - X, Y) I
&
Ja para as derivadas segundas temos
32 1 1 0 0 2 2 0 0
= - - - - - X
T ‘q[(xm-!-uuL X, uld, + (x +u -x, “u)dz]
a B
1 1 0 0 2 2 1 1
- - - + - - "
x I:(xB+uB Xq “g)dn (xs ug xB uB)ds] V.44
onde fizemos
9 = .45.
e Y V%38
1
usaremos analogamente
52
dij = W Vv.45.b
1 ]
e
3
= ""_""'"'a__- V-45.C
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Chamamos, para facilitar a notagio,R&" = x;+-u;—

x;-u; =-R;1, de (10a), e analogamente para os demais.
Procedendo em V.44 a derivacdo de u em relagdo a

%2, e considerando que naturalmente devemos ter

2 2
? Tse 2 s V.46
il 1a,.0
auaauB auaaua
Finalmente, se obtém
52
-2 = - 4[(10::) (108)d,, - (10a) (218)d,, +
au°au1
oa B
+ (201:1)(108)(11z - (20&)(218)624] - 2 63861 V.47

onde o termo em d, s0 contribui quando a = 8.

passamos entdo a determinacdo do operador relati

vo as derivadas terceiras.

Queremos

P ( 32 )
2 0 1
au,Y auaau

B

2[(20'()&2 w (12‘Y)d3] {-4 l-(IOu) (108)d, , +

(100) (218)d,, + (20a) (10B)d,, +

(20a) (Zlﬂ)d“] - 2 susd,} V.48

Realizando todas as derivagdes e recorrendo aco

mutatividade das derivadas parciais, resulta
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2
—2 = -8{(100 (108) (20714, ,, + (100) (126) (207)d,,  +
3u°3ué3u$ e
a

+ (200) (108) (20Y)d,,, + (20a) (128) (20Y)d,,, +

- (10a) (108) (12y)d,,, - (10a) (128) (12y)d,,, +

- (20a) (108) (12v)d,,, - (20a) (128) (12y)d,,, +
1

1l
* aaﬂczoy)d,2 -3 608(12y)d13 V.49

Para o triplo-dipolo basico no nosso calculo te-

mos a correspondéncia

o -+ (0,0,0)
1~ (1,1,0)
2 + (1,0,1)

entao

10 = (1,1,0)

I
]

'2 = (0,1,-1)
20

I
]

|
n

(1,0,1)

Como {iltima etapa se obtém as componentes de

o 110 101

¢“ 8 " a partir da expressao V.49.

Desta maneira temos

1l
dy11 = 'B[duz +d,,, + 7 dlz]vac

- . o |
$112 = B[dln dy23 Zd1JVn
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¢1121

¢122

‘blz!

¢131

¢132

133

®211

¢212

213

¢22).

¢222

¢223

¢231

¢232

¢233

I

-8|-a
-8_d112+d123+d122+d223+d
=81=d,,, dzza] 3¢

133

+112

123
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¢3!1 ™ =8 _dlzz]VSC

312

<
L}
|
@
T \ 1
o 1
-
[
w
w
(e}

¢313

I}
I
[o.]
u
]
»
+
(o N
N
w
BRI
<
w
0

b3y T -81d,,, * dzzs]vac

bygs ™ "0 %05 T dzas]vac

by29 T -BLglzz +d,,, v 4y, * dzsa]VSc
Pygy = =8 }dzzs-i' %’ dlz]VSC

$332 -a:dzaa - %’ d,3(Vsc

$yss = 'B-ldzza - I % d,, * % d1;]vac

As derivadas do potencial sao calculadas no pon-

to de equilibrio, isto &, quando g° = 3’ = u? = 0. Além disso

os triplo-dipolos envolvidos no nosso cilculo constituem trian
gulos cujo ponto (0,0,0) € um dos vértices, de tal maneira que
no ponto em que sao calculadas as derivadas do potencial, to-
dos os tridngulos sao equilateros porque 2, = 2, = 2,.

Na forma V.40 do potencial de Axilrod-Teller as
funcoes F,, F,, e F, tém seus arqumentos mudados ciclicamente
entre 72 ,, Z, e Z,.

Isto nos permite afirmar que todas diii Vsc, com
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i,y =1,2,3, i # j, sao iguais, pois como ja foi dito, sao cal-
culadas no ponto de equilibrio.

A contribuicdo das derivadas segundas para acons
tante de forca de terceira ordem, em comparagio com a contri -
buicao das derivadas terceiras, torna-se desprezivel, o que po
de ser visto pelos valores encontrados por Maradudin-Fein 518]
para o chumbo.

Desprezando as derivadas segundas nas expressoes
das componentes de ¢Z§;hﬁ.e usando as caracteristicas defini -
das acima para as derivadas terceiras, e facil a identificagao

dos elementos encontrados analiticamente, com oOs ohtidos atra-

was das propriedades de simetria e invariancia.
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VI - PROCEDIMENTO DE CALCULO E RESULTADOS

VI.1 Correcao da Fregliéncia do Fonon

Neste capitulo apresentamos © procedimento usado
na obtencao das freqliéncias renormalizadas dos fonons, corrigi
das pela contribuigdo ndo-harmdnica de terceira ordem, conside
rando interacdes de dois e trés corpos.

No Capitulo IV mostramos as expressaes analiti-

cas das contribuicdes ndo-harmdnicas de terceira ordem, que sao

AV (@it |y = - 32 ] v(2 "3, 74, v(qqn L r@ vl

\j y
q,4, I 32 3, Js

J1Jz
onde

R(Q2) = (n, +n,+ l)l:(wl+m2+9)p * Tm,a,mz-mp‘ ¥

5o, e + . VI.2
2 L(ml-mz+9)p (wl-mz-Q)p
e
1-.(3) (q.ljt lg) = l'_g_ y (q -q-.-z) V(-q q q:\‘;(g’ Vi.3
e K a,q, 11 J2 3'3, 32
3,1,

onde



s(9) = (ﬁ‘+ﬁz+1)[ﬁ(ml+wz-9) - ﬁ(ml+wz+9)]

(Ez -1-1!) (v, ~w, =Q) - 6(ml-mz+ﬂ):‘

ﬁmi/kBT
sendo ﬁi =1/ (e

{
w ‘E{iji) .

IIscrevemos agora

2
R ()

i@l = -2 ] g

9,9,
]1.]2
&
18 an |
r () (310 - 18 ) |(- —: -,-z)' 5(9)
a2 1,4, J2
Yids

- 1) o nimero de ocupagao do modo
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VI.4

we: =

VI.5

VI.6

Observe-se que usamos j'= j, desconsiderando a

mistura de polarizacdes que, em principio, & pequena‘“™

Disto resulta

T T R q-q, -a,|’
v(@ 5 Lyy(Tdh 2. fv(d T YY)

e as equacoes VI.1l e VI.3 ficam simplificadas.

Temos que

979 "IN, L K 54 1 1 -9, "‘_1.
A\ - -1 =2) = 2 A(
( 3 3 J ) L [0y, ] b ( 1 30

Vi.?
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-gl _gi) é dado pela expressao IV.9.
2% 3

Nosso objetivo & calcular a funcao resposta refe

onde ¢(%

rente ao espalhamento ineldstico com produgao de um fonon, ou
seja

2w (q3) T (qi |Q)
x(Q) = = = VI.9

2
[wt@)? - 0% + 20(a9) 8 (a3 Im] + 4w@nirgin?

Calcularemos esta funcdo com as contribuigles de
terceira ordem VI.5 e VI.6, e seu maximo estara relacionado com
a freqfiéncia renormalizada do fonon, ou freqli®ncia ndo-harmoni
ca.

Os calculos foram realizados considerando-se uma
particular diregao e polarizagdo. Ocupamo-nos do ramo longitu-
dinal, que corresponde a j=1 na diregao [100].

0 tempo de processamento fica reduzido se toma-
mos a direcdo [100], a qual em geral tem dados experimentais
mais precisos. Nesta diregao o ramo longitudinal & mais atraen
te porque além de reduzir ainda mais os elementos a calcular,
nao apresenta degenerescéncia como Os ramos transversais.

£ importante salientar que uma vez que tratamos
com deslocamentos reais, as componentes dos vetores de polari-

zagao estao sujeitas is condigoes (24]
e (De (3) - 8440 vI.10.a
oV T L

q q
zj: eu(j')es(?j') = 8.0 VI.10.bn
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Na derivacao dos autovetores de polarizaqﬁo atra

(2]

vés da matriz dindmica para a diregao foo], verifica-se
%"TE'(E '0'0))

1 = 1, sendo as demais nu

que somente a componente el(
las.

Desta forma ocidlculo se reduz a determinagao dos

valores de V(% -%l -%2 . As expressoes dos elementos dos tensQ
1 2

res dindmicos sao conhecidos do Capltulo V. Estes elementos,

bem como a soma sobre as duas polarizagdes nao especificadas,

fatores estes presentes na expressao de V(% *%1 _ﬁe),foram cal
1 2

culados através do programa PHONO.

VI.2 Regido de Calculo

As fungdes a calcular estao referidas ao espago
de momenta, € € preciso considerar a rede reciproca correta.Os
CGT possuem estrutura cristalina do tipo FCC, @ qual correspon
de uma primeira zona de Brillouin do tipo BCC. Esta, por sua
vez, pode ser considerada como formada por duas estruturas SC
superpostas, de forma que O vértice de um cubo corresponda ao
centro do outro, o que resulta numa restriqﬁo quanto a locali-
zacao dos pontos pertencentes 3 rede reciproca. Temos que os
valores de i, j e k para cada ponto sio todos pares, ou sao to

dos Impares, como & mostrado na Figura VI.1l
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FIGURA VI.l - Pontos da rede reciproca que podem ser
incluidos na regido de calculo.

Na primeira zona de Brillouin os trés vetores di

recionais i, je k podem variar de zero ats NY/3

, onde N éonil
mero de atomos em cada diregg.o no cristal. No entanto, podemos
nos valer de relagdes de simetria para reduzir o calculo a me-
nor regiao fisicamente representativa. A rede BCC & um dos ti-
pos de rede de maior simetria, contendo em 1/48 da primeira zo
na de Brillouin toda a informacdo fisica sobre as vibragdes na
rede, as quais se repetem periodicamente ao longo da mesma[;zj.

A regido de cdlculo fica para nos restrita a par

te destacada da Fiqgura VI.Z2.
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FTGURA VI.2 - A regiao destacada corresponde a 1/48 da primei-
ra zona de Brillouin da rede BCC.

A divisdo da regiao de calculo e um fator impor-
tante na obtencao de resultados precisos. Evidentemente, a re-
de deve ser dividida de forma a permitir a inclusao do maior
nimero possivel de pontos que contribuem para a propriedade que
estd sendo calculada. A Figura VI.3 ilustra como precisando o
reticulo ocorre inclusio de maior numero de pontos da rede re-

ciproca, ou seja, maior numero de vetores de onda.
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FIGURA VI.3 - A precisdo na divisdo da rede implica
na inclusido de maior numero de pontos
no calculo.

Apesar de ser necessirio aumentar a divisao da
rede para incluir o maior nimero possivel de vetores de onda e
obter melhores resultados, é preciso também atentar para o tem
po de processamento que, naturalmente, cresce com O refinamen-
to. Apresentamos na Tabela IX o nimero de pontos pertencentes
respectivamente.a 1/48 da primeira zona de Brillouin, e a zona
completa, para distintas divisoes da rede. TIncluimos O tempo
de processamento do programa PHONO para cada um desses valores.
Os tempos de processamento se referem ao computador HP-2100

utilizado para a obtencao dos resultados numéricos.
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s g:i mTOS NQESE i(/}gos Ne DE PONTOS TEMPO DE
DIREC.EO (ND) DA 12 Z.B. NA 12 Z.B. PROCESSAMENTO
8 30 1.440 1 min 30 s
10 48 2.304 3 min 35 s
| 12 74 3.552 4 min 10 s
g 16 149 7.152 9 min 35 s
20 262 12.576 13 min 30 s

24 422 20.256 24 min

j 32 913 43.824 55 min
40 | 1.686 80.928 1 h 55 min
[ 50 i 3.143 150.864 3h 15 min

TABELA IX

VI.3 Representacﬁo das Funcoes Delta e Valor Principal

A presenca da fungao valor principal na expres-
sio de A, e da funcdo delta na expressao de T acarreta sérios
problemas computacionais. Tornou-se necessario escolher repre-

sentacoes para estas fungdes que, neste caso, foram

5(x) = 3 —E— vI.11
x‘ +¢€

1l X

(=_ = VI.1l2

Xp  x?4e?

Istas representacdes jd foram empregadas por ou-
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tros autores e mesmo preferidas em relagao a outras representa
¢coes possiveis[io'la'ZI'zsj.

Aqui, surge uma das dificuldades principais, qual
seja, a de estabelecer a relagao mais adequada entre a divisao
da zona de Brillouin e o parametro € presente nas representa-
gbes das fungOes delta e valor principal.

Como tentativa de explicagao do que ocorre, es-—

crevemos a funcao I' na forma simplificada
Ttw) = I F(q)8(w-w(q)) VI.13
q

onde F{g) contém os fatores numéricos e dependéncias outras em
q que nao as da funcdo §. Escrita a fungdo nesta forma, fica
claro que, quanto maior o nimero de vetores de onda presentes
no calculo, mais preciso é o valor de I'. O parametro €, na re-
presentagao escolhida para a fungcdo delta, Eq. VI.1ll, esta re-

lacionado com a largura da curva.

A

c

3

© i - €,> €4
Q T

FIGURA VI.4 - A precisdo no valor da fungdo delta estd
relacionado com a escolha do parametro €.
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Desta maneira, o comportamento de uma fungdo que
envolva um somatdrio de deltas também fica comprometido. O mes
mo ocorre no calculo de fungbes com valor principal. Se  para
uma determinada divisdo da rede (nimero de vetores de onda) fa
zemos € diminuir, as fungOes passam a apresentar uma oscilagao
muito grande; no caso inverso, para valores crescentesde e, fi
cam escessivamente suavizadas.

Nas Figuras VI.5.a e VI.5.b podemos observar es-
te comportamento. Nestes graficos consideramos somente a parte
central, ou seja, apenas contribuicoes de dois corpos, O que
nao prejudica a ilustragao do cariter geral das fungOes anali-
sadas.

Verificamos também a variagao das fungdes A e T
mantendo ¢ fixo e mudando a divisdo da rede. O parametro € es-
colhido & aquele que nas Figuras VI.5, nos fornece curvas com
oscilagdo intermedidria. Esta variagdo pode ser vista nas Figu
ras VI.6.a e VI.6.b.

Nestes graficos constata-se que as oscilagoes
s3o atenuadas quando se aumenta O nimero de vetores de onda na
zona. As curvas dos graficos VI.5 e VI.6 estdo normalizadas.

O resultado tedrico ideal seria obtido fazendo-
-se o nimero de vetores de onda tender a infinito e o parame -
tro ¢ tender a zero.

Da comparagao desses quatro graficos (Figuras
VI.5 e VI.6) e da consideragao do tempo de processamento envol
vido (conforme Tabela IX) escolhemos calcular as freqfiéncias

renormalizadas combinando 20.256 vetores de onda com O parame-
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€ = 0.025. Esta escolha nos possibilita precisao maior do que
a encontrada na literatura até entéo[;o'zsj,

Ressaltamos aqui o que constitui a caracteristi-
ca essencial deste trabalho: todos os resultados sao obtidos
sem consideragoes especificas quanto ao potencial interatomico.
Este procedimento difere do usual pois a literatura sobre cal-
culos numéricos para os CGI, de nosso conhecimento, nao explo-
ra integralmente as propriedades de simetria e invariancia que

nos levaram a determinagdo dos tensores dinamicos.
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VI.4 O Programa PHONO

pPara calcular a freqgliéncia renormalizada do fonon
desenvolvemos um programa que constroi a rede BCC e calcula as
expressdes da secao VI.l para diferentes divisdes da rede so-
mando sobre todos os vetores de onda.

O programa possibilita cilculos para os diversos
cristais de gases inertes a diferentes temperaturas. Ha parti-
cularizagao quanto a direcdo de propagagao do fonon e a polari
zagao que sao respectivamente 1o Q] e L, o que se reflete
nos elementos dos tensores dinamicos que sao considerados. Es-=
ta restrigao pode facilmente ser eliminada se incluirmos os de
mais tensores, O que tornara o programa mais versatil, permi-
tindo a obtencao dos valores das freqtiéncias do fonon para ou-
tras direcoes e polarizagoes. A particularizagao que fizemos
se deve principalmente i diminuicao no tempo de processamento

e também 3 existéncia de dados experimentais.

Para um dado vetor de onda g = %; (¢,0,0) o pro-
grama soma sobre todos os g' na parte jrredutivel da primeira
zona. Assim, para cada g' estabelece g“ e calcula a matriz di-
namica para g‘ e g“. Por meio de uma subrotina bastante rapi-
da[27] s3io calculados os autovalores w(g'j') e w(g"3j") bem co-
mo os autovetores eﬁ(g'j') ) eY(g"j“). Ccom estes valores & cal

culada a expressao

1 n 13 nan
Dygy (2,99 Jeg(g'i')e (g"] )
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ql
;.
tor de onda g. SO0 nos interessa Dlay' pois g.(gg (E,0.0),ID =

que sera a contribuigao para V’(% %:) para o particular ve
(1,0,0)

Como o potencial ¢(R) para os CGI & de curto al-
cance nos restringimos ao primeiro e segundo vizinhos no calcu
lo da matriz dindmica. Para os termos nao-harmdnicos considera
mos somente interagao com os primeiros vizinhos.

De posse da contribuigao para V (% %: g: é cal
culado ]V|2 e multiplicado por R(R), eg. VI. e S(R), eq.
VIi. , para diferentes valores de Q. Varrida toda a zona, tere
mos A(gj,R) e r(gj,f) . Obtidas as contribui¢oes nao-harmonicas
é possivel determinar a variagao da fungao resposta X em rela-
gdo a Q. Verifica-se o maximo de x e o valor de w corresponden
te. Resulta, finalmente, a fregfiéncia nao-harmonica e a largu-
ra de linha para o fonon escolhido.

As fungdes A, T e X resultantes podem ser grafi-

cadas, normalizadas ou nao.

VI.5 Parametros de Ajuste Tedrico

As consideragdes apresentadas no Capitulo V nos
permitem reduzir de sete para duas as constantes de forga de
terceira ordem de trés corpos (contribuigao nao-central). Ha-
viamos obtido que somente eram distintas as derivadas de ter-
ceira ordem Diij' i#3, e Dijk' i#3#%k # 1, todas as Diij

sendo iguais.

Chamando agora
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c, = Diij Vac

Cy = Disx Vae

reduz-se as relagdes obtidas no Capitulo V a

o = -16 C2
B = 8(C, + C,)
Yy = -8(3C2 + C’)

§ = -16(3C, + C,)

e ==16 C,
E=-8C¢C,
n=82¢

3

Assim, & possivel simplificar o ajuste tedrico
dos parametros de terceira ordem de trés corpos.

A parte central do tensor de forga de terceira ox
dem (interagao de dois corpos) fica reduzida a uma Unica cons-

tante, pois a derivada correspondente & da forma[zl]

3
auiaujaui
onde
o = d’V;rz
3
dr” . Eﬂ o E1 =0
e
" = dzv(rl
2
dr Eo e gl -0
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com

romefg? = mh e gboiyl]

Se desprezarmos ¢" em relagcao a ¢"', como fizemos
anteriormente, resulta um tnico parametro de terceira ordem de
dois corpos, © qual chamamos C,.

A derivada terceira ¢ "' entra como parametro no

programa PHONO, e sua unidade & 1010 3

19 erg/cm3.

erg/cm™. Fazemos ¢ "' = C,; X
10

Constatamos que se C, < 0.1 a corregao nao-harmg
nica € muito pequena. No entanto, se C, > 2.5, a forma da res-
posta linear nao nos permite mais a interpretacao através do
conceito de fonons pois X apresenta mais de um pico. Além dis-
so, para valores de C, muito altos o termo nao-harmonico deixa
de ser corregdao e passa a ser dominante, o que certamente nao
corresponde a uma boa descricao fisica da dinamica do sdlido.

Os parametros de segunda ordem, que permitem cal
cular a freqliéncia harmdonica, podem em alguns casos ser encon-
trados na literatura experimental.

Para o CGI que analisamos tal foi possivel, e o
ajuste tedrico compreendeu os trés parametros de terceira or-

dem,

VI.6 Comparacao com Resultados Experimentais

A literatura experimental de espalhamento de neu

[16,17,28-37]

trons por CGI nao € reduzida , mas uma analise da



.134

mesma nos revelou a dificuldade de se obter curvas completas
de ajuste tedrico da variagao da freqliéncia do fonon com a tem
peratura. Tal ocorre porque OS dados apresentados nos diversos
artigos nao apresentam continuidade quanto a variagao de tempe
ratura, impossibilitando uma comparagao dos resultados sem
usar o recurso da extrapolagao. Pensamos que seria interessan-
te proceder os ajustes tedricos das freqiéncias nao-harmonicas
para os diversos CGI para distintas temperaturas mediante ouso
do programa PHONO, e estabelecer comparagaes entre os resulta-
dos. A caréncia de dados experimentais restringiu o trabalhode
ajuste ao 36Ar. Utilizamos os dados experimentais de Fujii
et al[zsj, cujas medidas foram realizadas no Laboratorio Brook
haven usando um espectrometro de neutrons de eixo triplo. Esco
lhemos esta referdncia dentre as demais por se tratar das medi
das mais recentes e com dados para diferentes temperaturas, O
que é fundamental para nossos propositos.

Os parametros de segunda ordemque utilizamos cor
respondem a um modelo com interacdo ndo-central até segundo vi
zinho, com o qual se pode obter a freqliéncia harmonica do 36Ar
a 10°k. Estes parametros sao referidos no citado artigo e seus
valores ja sao uma indicagao da necessidade de se considerar
forca de trés corpos, porque a #B e y # 0 (segundo a notagao
da Tabela II).

Assim, o ajuste por nos realizado se processa pe
la variagao dos parametros de terceira ordem, a fim de se ©ob-
ter a melhor concordancia com os resultados experimentais. Rea
lizamos a variagao do parametro de dois corpos, com KD = 8, e

verificamos que a concordancia com os valores experimentais de
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distintas temperaturas ocorre para diferentes parametros, como
pode ser visto na Tabela X (freqliéncias em THz) . Tal era espe-
rado porque estamos considerando somente a primeira contribui-
¢ao nao-harménica. A partir dos dados da Tabela X, obtivemosos
valores das freqliéncias renorrmalizadas do fonon com precisao
maiocr, pois aumentamos o nimero de vetores de onda (ND=24), e
diminuimos o intervalo em Q.

A baixas temperaturas os efeitos n3o-harmonicos
devem se fazer sentir com menor intensidade. Em nosso trata-
mento isto deve implicar em que um bom ajuste é o que da o va-
lor da freqgliéncia nao-harmdénica mais proximo do valor experi-
mental para baixas temperaturas. Esta concordancia deve aumen-
tar a medida que nos aproximamos de 0°kK. Em virtude da carén-
cia de dados experimentais tomamos a temperatura de 10°k  como
a mais baixa, e realizamos o ajuste em fungdo da mesma. Além
disso, nao consideramos expansao térmica, ou seja, o parametro
de rede foi mantido constante para as diferentes temperaturas.

Dentro destas consideragaes, os parametros que

apresentaram melhor resultado, para baixas temperaturas, foram:

&4 Ca ¢y

=X.0 0.0005 0.00075

em unidades de 10lO erg/cmB.
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RESULTADOS TEORICOS PARA O 36Ar OBTIDOS COM O PROGRAMA PHONO

$0.0005

0.00075 |

1 2 NH EXP
04 -2.0 0.0005 0.00075 7.97 8.90
35]  -2.0 0.0005 0.00075 7.93 8.66
55| -2.0 0.0005 0.00075 7.85 8.30
0.0005 0.00075 7.76 7.63

35]  =1.7 0.0005 0.00075 2.09 8.66
551 =17 0.0005 0.00075 7.97 8.30
78]  ~1.7 0.0005 0.00075 7.89 763
10] * =1.9 0.0005 | 0.00075 8.35 8.90
3] #1.5 0.0005 0.00075 8.22 8.66
55| =1.5 0.0005 0.00075 8.10 8. 30

35| -1.2 0.0005 0.00075 8. 44 8.66
55] -1.2 0.0005 0.00075 8.31 8.30
18]  =1.2 0.0005 0.00075 8.19 7.63
10] -1.0 0.0005 0.00075 8.64 8.90
35 -1.0 0.0005 0.00075 8.57 8.66
55  -1.0 0.0005 0.00075 |  8.47 8.30
75|  -1.0 0.0005 0.00075 8.38 7.63
10] -o0.8 0.0005 | 0.00075 | 8.73 8.90
35| -0.8 0.0005 0.00075 8.70 8.66
55|  -0.8 0.0005 0.00075 8.61 8.30
75l -0.p 0.0005 0.00075 7.63

TABELA X
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Considerando o ajuste de parametros de terceira
ordem empregado, obtivemos um grafico da freqliéncia renormali
zada do fonon contra vetor de onda, ou seja, a relaqﬁo de dis
persaoc para o ramo L, na dirggao [1 0 0] @0 36Ar, na tempera-
tura de 10°K. O resultado obtido nos parece bastante bom se

compararmos com os dois Unicos resultados experimentais de

Fujii et al. Para £ = 0.3 o resultado experimental & WExP

= 5.52 + 0.06 THz e o valor tedrico encontrado foi Ogney ™
= 5.50 + 0.13; e para £ = 0.5, wgyp = 8.89 + 0.03 e 0o valor
tedrico foi wpp, = 8.83 + 0.13. A relagao de dispersao & mos-

trada na figura VI.7.

Com o mesmo conjunto de pardmetros foi  possivel
determinar os valores da fungao resposta para as temperaturas
nas quais h& valores experimentais para o 36Ar. o resultado
pode ser visto na figura VI.8, onde fica evidente a dependén-
cia de x e de w com a temperatura. O desvio e o alargamento
do pico, devido & contribuicdo da parte real e imagindria da
auto-energia, fungoes A e I'. respectivamente, fica claramente
mostrado.

Obtivemos também os graficos da variagao das
fungbes A e I' para diferentes temperaturas, graficos VI.9.a e
VI.9.b. Uma andlise destes graficos revela a sensibilidadedes
sas fungdes a uma variagao de temperatura. Desta forma torna-
se facil percebermos o quanto os efeitos nao-harmonicos assu-

mem importd@ncia quando a temperatura aumenta.
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FIGURA VI.7 - Relagao de dispersao do 36ar na diregao [100]L &

temperatura de 10°K obtida com o programa PHONO.
Os pontos s3ao os resultados tedricos e os trian-
gulos sdao os resultados experimentais.
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FIGURA VI.8 - Variagdo da fungdo resposta X em relagdo a@ tempe

ratura. Observa-se claramente a variagao da posi
¢ao do pico, bem como o seu alargamento, efeitos

devidos a nao-harmonicidade.
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Finalmente, apresentamos o grafico resultante
da comparagao dos resultados tedricos com os valores experi -
mentais. No grdfico VI.1l0 aparecem os pontos obtidos conside-
rando-se interagoes de dois corpos (mNH(Zc)) e de dois e trés
corpos (wNH(3c)). A regido de temperaturas mais baixas foi a-
nalisada em maior detalhe mas nao dispomos de valores experi-
mentais para o intervalo 10°k a 35°k.

O ajuste tedrico nos parece razoavelmente bom
até 3 temperatura de 30°K, demonstrando a conveniéncia de se
incluir o termo de terceira ordem com interagao de trés cor-
pos nos calculos da freqliéncia renormalizada do fonon.

Ao nosso ver, um ajuste perfeito, mesmo a bai-
xas temperaturas, nao teria significado fisico, uma vez que
somente o primeiro termo nao-harmonico foi considerado. Natu-
ralmente, a diferenca dos valores tedricos obtidos com este
modelo, em relagao aos valores experimentais, toma proporgoes
bem maiores para temperaturas altas. Entendemos que tal seria
esperado pois, a medida que a temperatura aumenta, os efeitos
nao-harmonicos de ordens superiores deveriam ser levados em
consideraqéo. Desta forma, segundo o método desenvolvido nes-
te trabalho, teriamos um niimero maior de parametros a ajustar.
Assim, acreditamos que se obteria um resultado mais realisti-
co, mesmo na regiao de temperaturas mais altas.

De fato, os modelos tedricos baseados em poten-
ciais interatdmicos especificos nao obtém boa concordancia com
os resultados experimentais[za], O que torna o método aqui a-
presentado mais interessante @ a generalidade e a possibilida

de de resultar em valores tedricos melhores, com o acréscimo

de outros termos nao-harménicos.
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Além disso, pensamos que a temperaturas mais al
tas o acoplamento de modos normais talvez nao seja suficiente
para descrever a dindmica de rede, outras interagoes podendo

assumir importancia.
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VII - CONCLUSOES

0 método desenvolvido neste trabalho difere do
procedimento usualmente encontrado na literatura relativa a di
nimica de redes dos cristais de gases inertes.

A renormalizacdo da freqtiéncia do fonon & obtida
pela consideragado de interagdes de dois corpos, constituindo a
parte central de um potencial interatdmico, e de trés corpos,
que corresponde a um termo nao-central no mesmo potencial. No
entanto, nao tivemos a preocupagdo de supor um potencial inte-
ratdmico especifico o que, naturalmente, implicaria em perda
de generalidade.

0 modelo tedrico & uma rede FCC, com interagoes
de dois e trés corpos, até segundo vizinho, cuja dinamica e des
crita pela aproximacdo ndo-harménica através da permanéncia na
expansdo da energia potencial do primeiro termo nao-harmonico.

Partindo deste modelo foi possivel, através de
relagSes de simetria e invaridncia, satisfeitas por um poten-=
cial interatdmico genérico, fisicamente consistente, determi-
nar os tensores de forca e os correspondentes tensores dinami-
cos.

Os tensores dinamicos obtidos sao gerais, e per-
mitem particularizacdo para qualquer diregdo e polarizagdo.

De posse desses tensores & possivel, utilizando
o programa PHONO, calcular as correcoes nido-harmdnicas de ter-
ceira ordem da freqiéncia do fonon, e obter a freqliéncia renor

malizada.
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Este calculo foi realizado particularizando-se a
direcdo [100] e polarizagdo L, devido @ redugao que acarreta
no tempo de processamento, em razao da diminuigao de elementos
nio nulos no tensor dinamico, e ainda por ser a diregado para a
qual encontramos dados experimentais mais precisos.

Os resultados numéricos foram obtidos com dados
experimentais relativos ao 36Ar. Infelizmente, para os demais
CGI a literatura experimental € muito pobre, impedindo-nos de
explorar integralmente o programa PHONO, o qual & bastante geral.

Os graficos resultantes mostram claramente a de-
pendéncia da freqtiéncia do fonon, bem como das funcdes A, Te X,
com a temperatura. Fica também explicita a influéncia da inte-
racdo de trés corpos na freqtiéncia do fonon e a necessidade de
ser considerada nas temperaturas mais baixas.

0 ajuste procedido constou da variacao gradual
dos parametros de terceira ordem, os de segunda ordem sendo ob
tidos na literatura, de maneira a obter uma boa concordancia
com os valores experimentais da fregliéncia para baixas tempera
turas, onde deve-se esperar menor intensidade dos efeitos nao-
~harmonicos.

Um trabalho mais amplo, e que pode agora facil-
mente ser feito envolveria fonons com vetores de onda nas dire
cées [110] e [111] e diversas polarizagdes. As aplicagOes para
os demais CGI estdo, de certa forma, condicionadas & existén-
cia de maior quantidade de dados experimentais.

£ fundamental salientarmos aqui que consideramos

somente a contribuicao nao-harmdnica de terceira ordem, e que
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naturalmente um ajuste perfeito para as freqtiéncias a distin-
tas temperaturas nao teria sentido fisico, pois a medida que
se aumenta a temperatura as contribuigoes nao-harmonicas de or
dens superiores passam a ter efeitos que deveriamos considerar.

Entretanto, o cdlculo da contribuigao hao-harmé-
nica de quarta ordem & de execugao mais simples, e tal podera
ser realizado assim que determinarmos os tensores dinamicos de
quarta ordem.

0 resultado obtido neste trabalho parece sugerir
que as corregoes em temperaturas altas nao sao devidas essen-
cialmente ds interagoes de trés corpos. De qualquer forma, a
regiao de temperaturas altas deve ser mais analisada, tanto ex
perimental quanto teoricamente. E, acreditamos ser este traba-
lho uma contribuigao também neste sentido.

Para finaiizar, salientamos que o método aqui de
senvolvido tem a possibilidade de ser estendido para o calculo
de propriedades termodinamicas dos CGI, o que temos a intencao

de realizar brevemente.
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