
O Teorema de Equilíbrio de Nash via 

Teorema do Ponto Fixo de Kakutani

Este trabalho apresenta um estudo da demonstração do Teorema de Equilíbrio de Nash utilizando o Teorema do Ponto Fixo de 
Kakutani. Tal resultado, fundamental na Teoria de Jogos, estabelece que:

Tal resultado foi apresentado na tese de doutorado de John F. Nash Jr. pela Universidade de Princeton em 1949 causando grande 
impacto para as áreas de Economia e Ciências Sociais.

Todo jogo, definido por matrizes de payoffs, possui pelo menos um equilíbrio de Nash em estratégias mistas.
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Conceitos Iniciais

Resultados Auxiliares

Teorema do Ponto Fixo de Kakutani

Teorema de Nash

Introdução

· Conclusão: Verificado que a função Melhor Resposta satisfaz a hipótese do Teorema do Ponto Fixo de Kakutani, conclui-se 

que existe o ponto fixo ( )*p MR p* Î  e, pelo resultado que relaciona Função Melhor Resposta e Equilíbrio de Nash, tal ponto 

fixo p* , é um Equlíbrio de Nash. 

· Seja a função contínua ( )   : if SD ® ¡  tal que ( )1

1

, ..., 1
i

i

m

m k

k

f x x x
=

= =å  

A imagem inversa do conjunto fechado {}1 , {}( ) ( )1
1 if S

-
= D  é um 

conjunto fechado. 

· [ ]( ) 0,1
i

S BD Ì , portanto ( )iSD é limitado. 

· ( ) ( ) ( ), , 0 1 1
i i i i i i

p q S t t p tq S" ÎD £ £ Þ - + ÎD  

· ( )iSD é compacto e convexo. 
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· ( ) ,  p MR p" ÎD  é compacto 

· ( ) ,  p MR p" ÎD  é convexo 

· : 2MR DD ®  é uma função semicontínua superiormente 
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· ( )1 , .., ,...,i np p p p* * * *= ÎD  é um Equilíbrio de Nash em 

estratégias mistas se, e somente se, ( )i i ip MR p
* *
Î  

1,...,i n" =  isto é,  ( )p MR p
* *
Î . 
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convexo para todo ,x XÎ  então f  possui pelo menos um ponto fixo, isto é, existe p X* Î  tal que ( )p pf* *Î . 

Em sua demonstração, é utilizada a propriedade que afirma que pontos fixos de Kakutani são invariantes sobre retrações. Assume-se 

que X é K-simplex e define-se também uma função :nf X X® tal que ,p X" Î  é escolhido ( ) ( )nf p pfÎ . Como nf  é contínua sobre um 

compacto e convexo, pelo Teorema do Ponto Fixo de Brouwer, tem um ponto fixo, digamos np* . Supõe-se que lim n
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semicontinuidade superior de f  e a convexidade de ( )xf , o ponto fixo é p* , ou seja, ( )p pf* *Î . 
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· Espaço de Estratégias Mistas: ( ) ( )1 ... nS SD = D ´ ´D  

· Perfil de estratégia: ( ),i ip p p-= Î D , com ( )i ip SÎD  e 
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· Função Utilidade em Estratégias Mistas: ( ):iu p D ® ¡  

· Função Melhor Resposta do Jogador i: 
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· Função Melhor Resposta do jogo G: 
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· Seja nK Ì¡ , compacto, tal que ( ) ,   x K x Xf Í " Î  e ( ) ,nxf Ì¡  

x X" Î . A função : 2 XXf ®  é semicontínua superiormente 
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· Seja nX Ì¡ . Dizemos que p X* Î  é um ponto fixo de uma 

função : 2 XXf ®  se ( )p pf* *Î  

 

· Equilíbrio de Nash é um perfil de estratégia  ( ),
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