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Resumo
Este trabalho tem por objetivo estudar a regularidade de soluções de

Equações Diferenciais Parciais Eĺıpticas da forma Lu = f , para f ∈ Lp(Ω),
onde p > 1. Para isto, usamos a Decomposição de Calderon-Zygmund
e um resultado que é conseqüência deste, o Teorema da Interpolação de
Marcinkiewicz.

Além disso, usando quocientes-diferença provamos a regularidade das
soluções para o caso p = 2 e L = −∆ de uma forma alternativa.
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Abstract
In this work we study the regularity of solutions of Elliptic Partial Dif-

ferential Equations in the form Lu = f , where f ∈ Lp(Ω) and p > 1. For
that we use the Calderon-Zygmund Decomposition and a result which is a
consequence of that, the Marcinkiewicz Interpolation Theorem.

Moreover, using difference quotients we prove the regularity of the solu-
tions for the case p = 2 end L = −∆ , in a different way.
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Introdução

O objetivo deste trabalho é estudar a regularidade de soluções de equações
diferenciais parciais lineares eĺıpticas da forma Lu = f , onde f ∈ Lp, 1 <
p < ∞ e o operador Lu é dado por

Lu =
n∑

i,j=1

aij(x)Diju +
n∑

i=1

bi(x)Diu + c(x)u,

com coeficientes aij, bi e c definidos em Ω ⊂ Rn, satisfazendo hipóteses ade-
quadas.

Mais precisamente, no caṕıtulo 2 obtemos estimativas das derivadas de
segunda ordem na norma Lp através do método de Decomposição do Cubo
(de Calderon). Esta decomposição é usada juntamente com o Teorema de
Marcinkiewicz [Ma], para mostrar o Teorema da Desigualdade de Calderon-
Zygmund [CZ] e [St] , que estabelece que se w é o Potencial Newtoniano de
f , então w ∈ W 2,p(Ω) e satisfaz

||D2w||p ≤ c||f ||p.

Como conseqüência desta estimativa, conseguimos provar no caṕıtulo 3
a regularidade de Lu = f . Usamos [GT] como a principal referência deste
trabalho.

Por fim, no caṕıtulo 4, usando um método alternativo, obtemos regulari-
dade de −∆u = f , com f ∈ L2(Ω). Mostramos assim que a solução u está em
H2

loc(Ω). Neste caso, a filosofia usada foi o conceito de quocientes-diferença
[Ev].

No caṕıtulo 1 introduzimos alguns conceitos e propriedades.
Algumas propriedades podem ser achadas em [Co], [Ev], [Mz] e [GT].
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Caṕıtulo 1

Alguns Conceitos e
Propriedades Preliminares

Este caṕıtulo tem por objetivo apresentar algumas definições e propriedades
que servirão de ferramentas para se desenvolver o trabalho ao longo dos
demais caṕıtulos. Por se tratar de um caṕıtulo introdutório, alguns dos
teoremas aqui enunciados não são demonstrados, mas suas demonstrações
podem ser encontradas em [GT].

1.1 Conceitos Preliminares

Teorema 1.1 Sejam Ω um domı́nio limitado com fronteira C1 e ν o vetor
exterior unitário normal à ∂Ω. Então, para qualquer campo de vetores w :
Ω → Rn de classe C1, temos:

∫

Ω

div wdx =

∫

∂Ω

wνdS, (1.1)

onde dS indica o elemento de área n− 1 dimensional em ∂Ω.

Definição 1.1 Seja Ω um domı́nio em Rn e u uma função em C2(Ω). O
Laplaciano de u, denotado por ∆u, é definido por

∆u =
n∑

i=1

Diiu = divDu. (1.2)

Definição 1.2 Suponhamos que u, v ∈ L2
loc(Ω). Seja α = (α1, ..., αn) ∈ Nn,

que denominamos multi-́ındice de ordem |α| = α1 + ... + αn. Dizemos que
v = Dαu é a derivada de ordem |α| de u no sentido fraco se

∫

Ω

uDαφdx = (−1)|α|
∫

Ω

vφdx,
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para toda função φ ∈ C∞
c (Ω), onde

C∞
c (Ω) = {φ : Ω → R|φ é infinitamente diferenciável em Ω e de suporte compacto},

e

Dαφ =
∂α1

∂xα1
1

...
∂αn

∂xαn
n

.

Definição 1.3 O Espaço de Sobolev

W k,p(Ω)

consiste no conjunto de todas as funções localmente integráveis u : Ω → R
tais que para cada multi-́ındice α com |α| ≤ k, a derivada no sentido fraco
Dαu pertence a Lp(Ω).
Em particular, se p = 2, escrevemos

Hk(Ω) = W k,2(Ω).

Definição 1.4 Seja u ∈ W k,p(Ω). Definimos a norma de u em W k,p(Ω) por

||u||W k,p(Ω) =


 ∑

|α|≤k

∫

Ω

|Dαu|pdx




1
p

.

Definição 1.5 Denotamos por W k,p
0 (Ω) o fecho de C∞

c (Ω) em W k,p(Ω).
Então u ∈ W k,p

0 (Ω) se, e somente se existem funções um ∈ C∞
c (Ω) tais que

um → u in W k,p(Ω).

Definição 1.6 Dizemos que u ∈ H1
0 (Ω) = W 1,2

0 (Ω) é solução fraca de−∆u =
f , com f ∈ L2(Ω), se

∫

Ω

∇u∇ϕ =

∫

Ω

fϕ , ∀ϕ ∈ C∞
c (Ω).

Definição 1.7 Dizemos que um operador diferencial parcial L é uniforme-
mente eĺıptico se ∃θ > 0 tal que

n∑
i,j=1

aij(x)ξiξj ≥ θ|ξ|2

para quase todo x ∈ Ω e ∀ξ ∈ Rn.
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Definição 1.8 Sejam u : Ω → R uma função localmente somável e V ⊂⊂ Ω.
Definimos então:

(i) o i-ésimo quociente diferença de tamanho h por

Dh
i u(x) =

u(x + hei)− u(x)

h
; i = 1, ..., n

∀x ∈ V e h ∈ R; 0 < |h| < dist(V, ∂Ω).
(ii) Dhu := (Dh

1u, ..., Dh
nu).

Teorema 1.2 Se B é um espaço de Banach Reflexivo, qualquer seqüência
limitada possui uma subseqüência fracamente convergente,i.e., se (xn) é li-
mitada em B, existe uma subseqüência (xnk

) e x ∈ B tal que `(xn) → `(x),
∀` ∈ B

′
.

Obs.: O espaço Lp (p > 1) é reflexivo, pois (Lp)
′′

= Lp.

Teorema 1.3 (i) Suponha 1 ≤ p ≤ ∞ e u ∈ W 1,p(Ω). Então, para V ⊂⊂ Ω,
existe uma constante c = c(V, Ω, n, p) tal que

||Dhu||Lp(V ) ≤ c||Du||Lp(Ω)

para todo 0 < |h| < 1
2
dist(V, ∂Ω).

(ii)Considere 1 < p < ∞, u ∈ Lp(V ), e que exista uma constante C tal
que

||Dhu||Lp(V ) ≤ C

para todo 0 < |h| < 1

2
dist(V, ∂U). Então u ∈ W 1,p(V ), com ||Du||Lp(V ) ≤ C.

Demonstração:
(i) Seja 1 ≤ p < ∞ e suponha que u é suave.
Então, para cada x ∈ V , i = 1, 2, ..., n, e 0 < |h| < 1

2
dist(V, ∂Ω), temos

u(x + hei)− u(x) =

∫ 1

0

uxi
(x + t · hei)dt · h,

logo

|u(x + hei)− u(x)| ≤ h

∫ 1

0

|Du(x + t · hei)|dt

então

|Dh
i u| =

∣∣∣∣
u(x + h.ei)− u(x)

h

∣∣∣∣ ≤
∫ 1

0

|Du(x + th.ei)|dt, ∀i = 1, ..., n (I)
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Assim, definindo1 |Dhu| :=
(

n∑
i=1

|Dh
i u|p

) 1
p

, temos, juntamente com a de-

sigualdade (I) vista acima que

|Dhu|p =
n∑

i=1

|Dh
i u|p ≤

n∑
i=1

[∫ 1

0

|Du(x + thei)|dt

]p

(?)

Note ainda que pela Desigualdade de Hölder, temos

∫ 1

0

|Du(x + thei)|dt =

∫ 1

0

|Du(x + thei)| · |1|dt ≤

≤
(∫ 1

0

|Du(x + thei)|pdt

) 1
p
(∫ 1

0

1qdt

) 1
q

,

concluindo assim que (?) fica

(?) ≤
n∑

i=1

[(∫ 1

0

|Du(x + thei)|pdt

) 1
p
(∫ 1

0

1qdt

) 1
q

]p

=
n∑

i=1

∫ 1

0

|Du(x + thei)|pdt

(∫ 1

0

dt

) p
q

= c

n∑
i=1

∫ 1

0

|Du(x + thei)|pdt

⇒ |Dhu|p ≤ c

n∑
i=1

∫ 1

0

|Du(x + thei)|pdt (II)

Integrando em V e após aplicando o Teorema de Fubini temos que (II) fica

∫

V

|Dhu|pdx ≤
∫

V

c

n∑
i=1

∫ 1

0

|Du(x + thei)|pdtdx =

= c

n∑
i=1

∫

V

∫ 1

0

|Du(x + thei)|pdtdx = c

n∑
i=1

∫ 1

0

∫

V

|Du(x + thei)|pdxdt.

Notemos que

∫

V

|Du(x + thei)|pdx =

∫

Vt

|Du(y)|pdy ≤
∫

Ω

|Du(y)|pdy,

onde y := x + thei e Vt := V + thei.

1A igualdade definida acima por |Dhu| é uma semi-norma. Para ver isto vide anexo ao
fim do trabalho
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Logo,

∫

V

|Dhu(x)|pdx ≤ c

n∑
i=1

∫ 1

0

∫

Ω

|Du(y)|pdydt = c · n
∫

Ω

|Du(y)|pdy

ou seja, acabamos de mostrar que

||Dhu||Lp(V ) ≤ C||Du||Lp(Ω).

(ii) Suponhamos que ||Dhu||Lp(V ) ≤ C (?) vale para todo 0 < |h| < 1

2
dist(V, ∂Ω),

com C > 0. Escolhemos i ∈ {1, ..., n} e φ ∈ C∞
c (V ) e notemos para algum h

pequeno que

∫

V

u(x)

[
φ(x + hei)− φ(x)

h

]
dx = −

∫

V

[
u(x)− u(x− hei)

h

]
φ(x)dx,

isto é ∫

V

u(Dh
i φ)dx = −

∫

V

(D−h
i u)φdx (??)

Esta é a fórmula de “integração por partes”para quocientes-diferença.
A estimativa (?) implica que

sup
h
||D−h

i u||Lp(V ) < ∞,

e além disso, como 1 < p < ∞, existe uma função vi ∈ Lp(V ) e uma
subseqüência hk → 0 tal que D−hk

i u ⇀ vi fracamente em Lp(V ).
Mas, então, pelo teorema da convergência dominada,

∫

V

uφxi
dx =

∫

Ω

uφxi
dx = lim

hk→0

∫

Ω

uDhk
i φdx = − lim

hk→0

∫

V

D−hk
i uφdx =

= −
∫

V

viφdx = −
∫

Ω

viφdx.

Então vi = uxi
no sentido fraco (i = 1, ..., n) e então Du ∈ Lp(V ). Como

u ∈ Lp(V ), deduzimos que u ∈ W 1,p(V ), concluindo assim o Teorema.

q.e.d.

Teorema 1.4 Seja Ω um domı́nio C1,1 em Rn e u ∈ W k,p(Ω). Então para
qualquer α > 0, 0 < |β| < k,

||Dβu||p;Ω ≤ α||u||k,p;Ω + Cα
|β|
|β|−k ||u||p;Ω

onde C = C(k, Ω).
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Teorema 1.5 (Desigualdade de Poincaré) Seja f : Ω ⊂ Rn → R, com Ω
limitado. Se f ∈ H1

0 (Ω), então vale a desigualdade a seguir

||f ||L2(Ω) ≤ c||Df ||L2(Ω),

onde c = c(n, Ω).

Teorema 1.6 (Desigualdades de Cauchy) Sejam a, b ∈ R e ε > 0. Temos
que vale a seguinte desigualdade:

a · b ≤ εa2 +
b2

4ε
. (1.3)

Em particular, para ε =
1

2
,

a · b ≤ a2

2
+

b2

2
. (1.4)

1.2 Representação de Green

Seja Ω um domı́nio para o qual o Teorema da Divergência valha e sejam
u, v funções ∈ C2(Ω). Notando que div(vDu) = v∆u + DvDu e aplicando o
Teorema(1.1)(da Divergência), obteremos a primeira identidade de Green:

∫

Ω

v∆udx +

∫

Ω

DuDvdx =

∫

∂Ω

v
∂u

∂ν
dS. (1.5)

Note também que vale

∫

Ω

u∆vdx +

∫

Ω

DvDudx =

∫

∂Ω

u
∂v

∂ν
dS. (1.6)

Subtraindo estas duas últimas igualdades:

∫

Ω

(v∆u− u∆v)dx +

∫

Ω

DuDvdx−
∫

Ω

DuDvdx =

∫

∂Ω

(
v
∂u

∂ν
− u

∂v

∂ν

)
dS

⇒
∫

Ω

(v∆u− u∆v) dx =

∫

∂Ω

(
v
∂u

∂ν
− u

∂v

∂ν

)
dS (1.7)

Esta última igualdade é a segunda identidade de Green.
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1.3 Solução Fundamental de ∆u = 0

A solução fundamental da Equação de Laplace ∆u = 0 é dada por

Γ(x− y) = Γ(|x− y|) =





1

n(2− n)ωn

|x− y|2−n , n > 2;

1

2π
ln |x− y| , n = 2.

(1.8)

Note que, para n > 2,

DiΓ(x− y) =
1

n(2− n)ωn

Di

[
n∑

k=1

(xk − yk)
2

] 2−n
2

=

=
1

n(2− n)ωn

2− n

2

[
n∑

k=1

(xk − yk)
2

] 2−n
2
−1

2(xi − yi) =

=
1

nωn

(xi − yi)

[
n∑

k=1

(xk − yk)
2

] 2−n−2
2

=

=
1

nωn

(xi − yi)|x− y|−n

⇒ DiΓ(x− y) =
1

n · ωn

· (xi − yi).|x− y|−n (1.9)

Note que, derivando esta última igualdade, para i 6= j, obtemos

DijΓ(x− y) =
1

n.ωn

(xi − yi)Dj|x− y|−n =

=
1

nωn

(xi − yi)Dj

[
n∑

k=1

(xk − yk)
2

]−n
2

=

=
1

nωn

(xi − yi)(−n

2
)

[
n∑

k=1

(xk − yk)
2

]−n
2
−1

2(xj − yj) =

= − 1

ωn

(xi − yi)(xj − yj)|x− y|−n−2(a).

Caso tenhamos derivado novamente em relação a i,(i.e., i = j), obtemos

DiiΓ(x− y) =
1

nωn

Di

[
(xi − yi)|x− y|−n

]
=

8



=
1

nωn


(xi − yi)(−n

2
)

[
n∑

k=1

(xk − yk)
2

]−n
2
−1

2(xi − yi) + 1|x− y|−n


 =

= − 1

ωn

(xi − yi)
2|x− y|−n−2 +

1

nωn

|x− y|−n =

=

[
− 1

ωn

(xi − yi)
2 +

1

nωn

|x− y|2
]
|x− y|−n−2 (b)

Note que podemos juntar (a) e (b) num só caso (i.e., ∀i, j ∈ {1, .., n}). Assim,
juntando (a) e (b) obtemos a igualdade seguinte:

DijΓ(x− y) =
1

nωn

[|x− y|2δij − n(xi − yi)(xj − yj)
] |x− y|−n−2. (1.10)

Realizamos estes cálculos pois no próximo caṕıtulo iremos precisar das igual-
dades (1.9) e (1.10).
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Caṕıtulo 2

Estimativas Lp

Neste caṕıtulo desenvolvemos um método de decomposição do cubo e o Teo-
rema da Interpolação de Marcinkiewicz, usado na demonstração do Teorema
da Desigualdade de Calderon-Zygmund. Um corolário deste último teorema
é de grande importância para o próximo caṕıtulo, que trata da regularidade
das soluções de Lu = f , com f ∈ Lp(Ω), p > 1.

2.1 Decomposição do Cubo (de Calderon)

Seja K0 um cubo do Rn, f uma função não-negativa integrável definida em
K0 e t um número positivo satisfazendo

∫

K0

f ≤ t|K0|. (2.1)

Por bissecção das arestas de K0, subdividimos K0 em 2n subcubos com inte-
riores disjuntos. Os subcubos K que satisfazem

∫

K

f ≤ t|K| (2.2)

são similarmente subdivididos e o processo é repetido indefinidamente. Seja
S o conjunto de subcubos K obtidos que satisfazem

∫

K

f > t|K|. (2.3)

Para cada K ∈ S denotamos por K̃ o subcubo onde a subdivisão dá K.

Disso, |K̃||K| = 2n, temos para qualquer K ∈ S

t <
1

|K|
∫

K

f ≤ 2nt. (2.4)
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Além disso, fazendo F =
⋃

K∈S K̃ e G = K0 − F , temos

f ≤ t q.s. em G. (2.5)

Esta última desigualdade é conseqüência do Teorema de Diferenciação de
Lebesgue, onde cada ponto de G está numa seqüência de cubos decrescentes
satisfazendo (2.2)com diâmetros tendendo a zero.

Em particular, quando f é a função caracteŕıstica XA de um subconjunto
mensurável A de F̃ , obtemos de (2.4) e (2.5) que:

|A| = |A ∩ F̃ | ≤ t|F̃ | (2.6)

2.2 O Teorema da Interpolação de

Marcinkiewicz

Definição 2.1 Seja f uma função mensurável num domı́nio Ω (limitado ou
não) em Rn. A função distribuição µ = µf de f é definida por

µ(t) = µf (t) = |{x ∈ Ω | f(x) > t}| (2.7)

para t > 0 e mede o tamanho relativo de f .

Note que µ é uma função decrescente em (0,∞), pois dados t1, t2 ∈ (0,∞),
com t1 < t2, temos que |{x ∈ Ω|f(x) > t1}| ≥ |{x ∈ Ω|f(x) > t2}|,i.e.,
µ(t1) ≥ µ(t2). As propriedades básicas da função distribuição estão no lema
que segue.

Lema 2.1 Para algum p > 0 e |f |p ∈ L1(Ω), temos

µ(t) ≤ t−p

∫

Ω

|f |pdx, (2.8)

∫

Ω

|f |pdx = p

∫ ∞

0

tp−1µ(t)dt (2.9)

Demonstração:
Temos que µ(t) = |{x ∈ Ω|f(x) > t}|.
Segue que f ≥ t ⇒ |f |p ≥ tp. Com efeito, integrando, obtemos

∫

|f |≥t

|f |pdx ≥
∫

|f |≥t

tp = tp
∫

|f |≥t

1dx = tp|{x ∈ Ω|f(x) ≥ t}| = tpµ(t)

11



⇒
∫

|f |≥t

|f |pdx ≥ tpµ(t)

e, como

∫

Ω

|f |pdx ≥
∫

|f |≥t

|f |pdx ≥ tpµ(t),

segue que

µ(t) ≤ t−p

∫

Ω

|f |pdx, e (2.8) fica mostrado.

Provaremos agora (2.9). Suponha que |f |p ∈ L1(Ω). Note que

∫

Ω

|f |pdx =

∫

Ω

∫ |f(x)|p

0

dtdx =

∫

Ω

∫ ∞

0

X0<t<|f(x)|p(x, t)dtdx

Aplicando agora o Teorema de Fubini, temos

∫ ∞

0

∫

Ω

X0<t<|f(x)|p(x, t)dxdt =

∫ ∞

0

∫

{x:|f(x)|p>t}
1.dxdt =

=

∫ ∞

0

|{|f(x)|p > t}|dt =

∫ ∞

0

|{|f(x)| > t
1
p}|dt

⇒
∫

Ω

|f |pdx =

∫ ∞

0

|{|f(x)| > t
1
p}|dt (I)

Fazendo s = t
1
p , temos:

∫ ∞

0

|{|f(x)| > t
1
p}|dt =

∫ ∞

0

|{|f(x)| > s}|psp−1ds = p

∫ ∞

0

µ(s)sp−1ds (II)

Logo, (I) e (II) provam a identidade (2.9).

q.e.d.

A seguir provamos o Teorema de Marcinkiewicz enunciado numa forma res-
trita.

Teorema 2.1 Seja T : Lq(Ω)∩Lr(Ω) → Lq(Ω)∩Lr(Ω) uma aplicação linear,
1 ≤ q < r < ∞ e suponha que existam constantes T1 e T2 tais que

µTf (t) ≤
(

T1.||f ||q
t

)q

e µTf (t) ≤
(

T2.||f ||r
t

)r

(2.10)

para toda f ∈ Lq(Ω) ∩ Lr(Ω) e t > 0.

12



Então, T estende-se como aplicação linear limitada de Lp(Ω) em si mesmo
para qualquer p tal que q < p < r, e

||Tf ||p ≤ cTα
1 T 1−α

2 ||f ||p (2.11)

para toda f ∈ Lq(Ω) ∩ Lr(Ω), onde
1

p
=

α

q
+

1− α

r
e c depende somente de

p, q e r.

Demonstração
Para f ∈ Lq(Ω) ∩ Lr(Ω) e s > 0, escrevemos: f = f1 + f2, onde

f1(x) =

{
f(x) se |f(x)| > s,

0 se |f(x)| ≤ s.

f2(x) =

{
0 se |f(x)| > s,

f(x) se |f(x)| ≤ s.

Afirmação 01: µ(t) = µTf (t) ≤ µTf1(
t

2
) + µTf2(

t

2
).

Note que, c.f. a Teoria da Medida, se A ⊂ B segue que µ(A) ≤ µ(B), onde
A e B são conjuntos mensuráveis. Assim, tomando

A = {x|Tf(x) ≥ t} e B =

{
x|Tf1(x) ≥ t

2

}
∪

{
x|Tf2(x) ≥ t

2

}
,

basta mostrar que A ⊆ B.
Por absurdo, se A 6⊆ B, então ∃β ∈ A tal que β /∈ B.

Logo, se β /∈ B, segue que Tf1(β) <
t

2
e Tf2(β) <

t

2
.

Mas então Tf(β) = Tf1(β) + Tf2(β) <
t

2
+

t

2
= t ⇒ Tf(β) < t, pois f =

f1 + f2 e T é linear, mas isso é um absurdo, pois se β ∈ A deveŕıamos obter
Tf(β) ≥ t.
Logo A ⊆ B.
Mas, c.f. citado acima, se A ⊆ B, segue que µ(A) ≤ µ(B), i.e.,

|{x|Tf(x) ≥ t}| ≤
∣∣∣∣
{

x|Tf1(x) ≥ t

2

}∣∣∣∣ +

∣∣∣∣
{

x|Tf2(x) ≥ t

2

}∣∣∣∣ ,

o que equivale à Afirmação 01, c.f. (2.7). Logo, tal afirmação é verdadeira.
Logo, com a Afirmação 01 e as hipóteses sobre as constantes T1 e T2 dadas
no Teorema, temos

µ(t) = µTf (t) ≤ µTf1

(
t

2

)
+ µTf2

(
t

2

)
≤

(
T1||f1||q

t
2

)q

+

(
T2||f2||r

t
2

)r

=

13



=

(
2T1

t

)q

||f1||qq +

(
2T2

t

)r

||f2||rr =

(
2T1

t

)q ∫

Ω

|f1|q +

(
2T2

t

)r ∫

Ω

|f2|r

Logo, µ(t) ≤
(

2T1

t

)q ∫

Ω

|f1|q +

(
2T2

t

)r ∫

Ω

|f2|r (?)

Pelo lema(2.1) e por (?), temos

∫

Ω

|Tf |p = p

∫ ∞

0

tp−1µ(t)dt ≤

≤ p

∫ ∞

0

tp−1

((
2T1

t

)q ∫

Ω

|f1|q
)

dt+p

∫ ∞

0

tp−1

((
2T2

t

)r ∫

Ω

|f2|r
)

dt = (??)

e, pela definição de f1 e f2 temos

(??) ≤ p

∫ ∞

0

tp−1 (2T1)
q

tq

(∫

|f |>s

|f |q
)

dt + p

∫ ∞

0

tp−1 (2T2)
r

tr

(∫

|f |≤s

|f |r
)

dt

= p(2T1)
q

∫ ∞

0

tp−1−q

(∫

|f |>s

|f |q
)

dt + p(2T2)
r

∫ ∞

0

tp−1−r

(∫

|f |≤s

|f |r
)

dt

⇒
∫

Ω

|Tf |p ≤ p(2T1)
q

∫ ∞

0

tp−1−q

(∫

|f |>s

|f |q
)

dt+

+p(2T2)
r

∫ ∞

0

tp−1−r

(∫

|f |≤s

|f |r
)

dt.

Escolhemos agora s como função de t. Em particular, tomamos t = As para
algum número positivo A, fixado posteriormente. Então temos

∫

Ω

|Tf |p ≤ p(2T1)
q

∫ ∞

0

(As)p−1−q

(∫

|f |>s

|f |q
)

Ads+

+p(2T2)
r

∫ ∞

0

(As)p−1−r

(∫

|f |≤s

|f |r
)

Ads

= p(2T1)
qAp−q

∫ ∞

0

sp−1−q

(∫

|f |>s

|f |q
)

ds

︸ ︷︷ ︸
(I)

+

+p(2T2)
rAp−r

∫ ∞

0

sp−1−r

(∫

|f |≤s

|f |r
)

ds

︸ ︷︷ ︸
(II)

.

Mas,
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(I) =

∫ ∞

0

sp−1−q

(∫

|f |>s

|f |q
)

ds =

∫

Ω

|f |q
(∫ |f |

0

sp−1−qds

)
=

∫

Ω

|f |q sp−q

p− q
||f |0 =

=

∫

Ω

|f |q |f |
p−q

p− q
=

1

p− q

∫

Ω

|f |p ⇒ (I) =
1

p− q

∫

Ω

|f |p

e também temos:

(II) =

∫ ∞

0

sp−1−r

(∫

|f |≤s

|f |r
)

ds =

∫

Ω

|f |r
(∫ ∞

|f |
sp−1−rds

)
=

=

∫

Ω

|f |r lim
m→+∞

sp−r

p− r

∣∣m|f | =
1

p− r

∫

Ω

|f |r lim
m→+∞

(mp−r − |f |p−r) =

= − 1

p− r

∫

Ω

|f |r|f |p−r =
1

r − p

∫

Ω

|f |p

⇒ (II) =
1

r − p

∫

Ω

|f |p

Nos cálculos acima notamos que mp−r → 0 quando m →∞, pois temos que
p < r, por hipótese.
Conseqüentemente, temos que a última desigualdade fica

∫

Ω

|Tf |p ≤ p(2T1)
qAp−q 1

p− q

∫

Ω

|f |p + p(2T2)
qAp−r 1

r − p

∫

Ω

|f |p =

=

{
p

p− q
(2T1)

qAp−q +
p

r − p
(2T2)

rAp−r

}∫

Ω

|f |p

⇒
∫

Ω

|Tf |p ≤
{

p

p− q
(2T1)

qAp−q +
p

r − p
(2T2)

rAp−r

} ∫

Ω

|f |p (III)

para qualquer número A. Vamos agora tomar o valor de A para que a
expressão entre chaves de (III) seja mı́nima.

Considere g(A) =
p

p− q
(2T1)

qAp−q +
p

r − p
(2T2)

rAp−r. Com isso temos que

g(A) é o aditivo entre chaves de (III). Calculemos g′(A), com o intuito de se
obter o mı́nimo:

g′(A) =
p

p− q
(2T1)

q(p− q)Ap−q−1 +
p

r − p
(2T2)

r(p− r)Ap−r−1 =
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p(2T1)
qAp−q−1 − p(2T2)

rAp−r−1

Com efeito, temos

g′(A) = 0 ⇔ p(2T1)
qAp−q−1 − p(2T2)

rAp−r−1 = 0 ⇔

⇔ p(2T1)
qAp−q−1 = p(2T2)

rAp−r−1 ⇔ (2T1)
qAp−q−1 = (2T2)

rAp−r−1 ⇔

⇔ (2T1)
q

(2T2)r
=

Ap−r−1

Ap−q−1
⇔ 2q−rT q

1 T−r
2 = Ap−r−1A−p+q+1 ⇔

⇔ 2q−rT q
1 T−r

2 = Ap−r−1−p+q+1 = Aq−r ⇔ Aq−r = 2q−rT q
1 T−r

2 ⇔

(Aq−r)
1

q−r = 2
q−r
q−r T

q
q−r

1 T
− r

q−r

2 ⇔ A = 2T
q

q−r

1 T
r

r−q

2 .

Este é o valor de A que dá ponto cŕıtico. Precisamos mostrar que este valor
de A é ponto de mı́nimo.

Sejam A1 = αT
q

q−r

1 T
r

r−q

2 e A2 = βT
q

q−r

1 T
r

r−q

2 , com 0 < α < 2 e β > 2.
Temos que A1 < A < A2. Lembremos ainda que g′(A) = p(2T1)

qAp−q−1 −
p(2T2)

rAp−r−1. Temos as seguintes afirmações.

Afirmação 02: g′(A1) < 0.

g′(A1) = p.2qT q
1 T

q(p−q−1)
q−r

1 T
r(p−q−1)

r−q

2 αp−q−1 − p.2rT r
2 T

q(p−r−1)
q−r

1 T
r(p−r−1)

r−q

2 αp−r−1

= p.2qT
q(q−r)+q(p−q−1)

q−r

1 T
r(p−r−1)

r−q

2 αp−q−1 − p.2rT
q(p−r−1)

q−r

1 T
r(r−q)+r(p−r−1)

r−q

2 αp−r−1

= p.2qT
q(p−r−1)

q−r

1 T
r(p−r−1)

r−q

2 αp−1α−q − p.2rT
q(p−r−1)

q−r

1 T
r(p−q−1)

r−q

2 αp−1α−r

= p

((
2

α

)q

−
(

2

α

)r)
T

q(p−r−1)
q−r

1 T
r(p−q−1)

r−q

2 αp−1.
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Note que p > 0, αp−1 > 0, T
q(p−r−1)

q−r

1 > 0 e T
r(p−q−1)

r−q

2 > 0. Logo, falta verificar

apenas o sinal de

(
2

α

)q

−
(

2

α

)r

.

Note que , como q < p < r ⇒ q < r ⇒
(

2

α

)q

<

(
2

α

)r

⇒
(

2

α

)q

−
(

2

α

)r

< 0.

Logo, g′(A1) < 0, provando assim a Afirmação 02.

Afirmação 03: g′(A2) > 0.

g′(A2) = p.2qT q
1 βp−q−1T

q(p−q−1)
q−r

1 T
r(p−q−1)

r−q

2 − p.2rT r
2 βp−r−1T

q(p−r−1)
q−r

1 T
r(p−r−1)

r−q

2 =

= p.2qβp−q−1T
q(q−r)+q(p−q−1)

q−r

1 T
r(p−q−1)

r−q

2 − p.2rβp−r−1T
q(p−r−1)

q−r

1 T
r(r−q)+r(p−r−1)

r−q

2

p.2qβp−q−1T
q(p−r−1)

q−r

1 T
r(p−q−1)

r−q

2 − p.2rβp−r−1T
q(p−r−1)

q−r

1 T
r(p−q−1)

r−q

2

= pβp−1(2qβ−q − 2rβ−r)T
q(p−r−1)

q−r

1 T
r(p−q−1)

r−q

2 .

Novamente, temos que p > 0, βp−1 > 0, T
q(p−r−1)

q−r

1 > 0 e T
r(p−q−1)

r−q

2 > 0. Vamos
agora analisar a diferença entre parênteses. Temos que

2qβ−q − 2rβ−r =

(
2

β

)q

−
(

2

β

)r

Note que β > 2 ⇒ 2

β
< 1.

Além disso, como q < r segue que

(
2

β

)q

>

(
2

β

)r

, ou seja,

(
2

β

)q

−
(

2

β

)r

> 0

o que mostra que tal diferença é positiva, provando assim a Afirmação 03.

Portanto, como g′(A) = 0 e pelas afirmações 02) e 03), g′(A1) < 0 = g′(A) <

g′(A2), onde A1 < A < A2; temos que de fato A = 2T
q

q−r

1 T
r

r−q

2 é ponto de
mı́nimo. E este será o valor de A a ser tomado.

Assim, com A = 2T
q

q−r

1 T
r

r−q

2 , temos que (III) fica:

||Tf ||pp =

∫

Ω

|Tf |p ≤

≤
{

p

p− q
(2T1)

q
(
2T

q
q−r

1 T
r

r−q

2

)p−q

+
p

r − p
(2T2)

r
(
2T

q
q−r

1 T
r

r−q

2

)p−r
} ∫

Ω

|f |p

=

{
p

p− q
2qT q

1 2p−qT
q(p−q)

q−r

1 T
r(p−q)

r−q

2 +
p

r − p
2rT r

2 2p−rT
q(p−r)

q−r

1 T
r(p−r)

r−q

2

}∫

Ω

|f |p
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=

{
p

p− q
2pT

q(q−r)+q(p−q)
q−r

1 T
r(p−q)

r−q

2 +
p

r − p
2pT

q(p−r)
q−r

1 T
r(r−q)+r(p−q)

r−q

2

} ∫

Ω

|f |p

=

{
p

p− q
2pT

q(p−r)
q−r

1 T
r(p−q)

r−q

2 +
p

r − p
2pT

q(p−r)
q−r

1 T
r(p−q)

r−q

2

}∫

Ω

|f |p

=

{(
p

p− q
+

p

r − p

)
2pT

q(p−r)
q−r

1 T
r(p−q)

r−q

2

}
||f ||pp

⇒ ||Tf ||pp ≤
(

p

p− q
+

p

r − p

)
2pT

q(p−r)
q−r

1 T
r(p−q)

r−q

2 ||f ||pp

Elevando à potência 1
p
, temos:

⇒ ||Tf ||p ≤ 2

(
p

p− q
+

p

r − p

) 1
p

T
q(p−r)
p(q−r)

1 T
r(p−q)
p(r−q)

2 ||f ||p (IV)

Chamando c = 2
(

p
p−q

+ p
r−p

) 1
p

e α = q(p−r)
p(q−r)

, temos que:

1− α = 1− q(p− r)

p(q − r)
= 1 +

q(p− r)

p(r − q)
=

p(r − q) + q(p− r)

p(r − q)

=
pr − pq + pq − qr

p(r − q)
=

r(p− q)

p(r − q)

Com estas condições, notamos que (IV) fica na forma

||Tf ||p ≤ c.Tα
1 T 1−α

2 ||f ||p ,

onde notamos também que

α

q
+

1− α

r
=

q(p− r)

p(q − r)

1

q
+

r(p− q)

p(r − q)

1

r
=

p− r

p(q − r)
+

p− q

p(r − q)
=

=
p− r

p(q − r)
+

q − p

p(q − r)
=

p− r + q − p

p(q − r)
=

1

p

Isto conclui o teorema.

q.e.d.
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2.3 A Desigualdade de Calderon- Zygmund

Nesta seção estabelecemos as estimativas Lp básicas para a equação de Pois-
son através de considerações adicionais do Potencial Newtoniano que será
definido a seguir.

Definição 2.2 Seja Ω um domı́nio limitado do Rn e f uma função em Lp(Ω)
para algum p ≥ 1. Definimos o operador Pontencial Newtoniano de f por

N(f)(x) =

∫

Ω

Γ(x− y)f(y)dy, (2.12)

onde Γ é a solução fundamental da Equação de Laplace, c.f. (1.8).

Obs.: Muitas vezes utilizaremos, por comodidade, a notação seguinte:

N(f)(x) = w(x).

Lema 2.2 O operador Newtoniano N é um operador cont́ınuo de L2(Ω) em
L2(Ω).

Demonstração:

De acordo com a Definição acima, temos que N(f)(x) =

∫

Ω

Γ(x− y)f(y)dy.

Logo,

||N(f)||2L2 =

∫

Ω

|N(f)(x)|2dx ≤
∫

Ω

(∫

Ω

|Γ(x− y)| · |f(y)|dy

)2

dx =

=

∫

Ω

(∫

Ω

|Γ(x− y)| 12 · |Γ(x− y)| 12 · |f(y)|dy

)2

dx = (?).

Aplicando a desigualdade de Cauchy- Schwarz e notando que
∫

Ω

|Γ(x− y)|dy = Cx ≤ C,

temos

(?) ≤
∫

Ω

[(∫

Ω

|Γ(x− y)|dy

) 1
2
(∫

Ω

|Γ(x− y)| · |f(y)|2dy

) 1
2

]2

dx

≤ C

∫

Ω

∫

Ω

|Γ(x− y)|.|f(y)|2dydx = C

∫

Ω

|f(y)|2
∫

Ω

|Γ(x− y)|dxdy

≤ C2

∫

Ω

|f(y)|2dy = C2 · ||f ||2L2

⇒ ||N(f)||2L2 ≤ C2 · ||f ||2L2 ⇒ ||N(f)||L2 ≤ C.||f ||L2 .
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q.e.d.

Teorema 2.2 Seja f ∈ L2(Ω) e seja N(f) = w o Potencial Newtoniano de
f . Então w ∈ H2(Ω), ∆w = f q.s. e

∫

Rn

|D2w|2 =

∫

Ω

f 2, (2.13)

onde

|D2w| =
(

n∑
i,j=1

|Dijw|2
) 1

2

.

Além disso, se w ∈ W 2,2
0 (Ω) é solução de ∆w = f q.s., então esta igual-

dade também é válida.

Demonstração: Se f ∈ C∞
c (Rn), temos w ∈ C∞(Rn) e ∆w = f . Con-

seqüentemente, para qualquer bola BR contendo o suporte de f ;
∫

BR

(∆w)2 =

∫

BR

f 2

Por definição, ∫

BR

|D2w|2dx =

∫

BR

n∑
i,j=1

(Dijw)2dx =

=
n∑

j=1

∫

BR

n∑
i=1

(Di(Djw))2 =
n∑

j=1

∫

BR

|∇Djw|2dx. (I)

Aplicando o Teorema da Divergência para v = Djw, j ∈ {1, ..., n}, temos

∫

BR

|∇Djw|2dx =

∫

BR

|∇v|2 =

∫

∂BR

v
∂v

∂ν
dS −

∫

BR

v∆vdx. (II)

Como ∆w = f , vale

∆v = ∆Djw = Dj∆w = Djf

Além disso, como f ∈ C∞
c (BR),

∫

BR

v∆vdx =

∫

BR

DjwDjfdx = −
∫

BR

fDjjwdx. (III)

De (III) e (II) segue que:
∫

BR

|∇Djw|2dx =

∫

∂BR

Djw
∂Djw

∂ν
dS +

∫

BR

fDjjwdx
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A partir disso, e de (I), temos

∫

BR

|D2w|2dx =
n∑

j=1

(∫

∂BR

Djw
∂Djw

∂ν
dS +

∫

BR

fDjjwdx

)
=

=

∫

∂BR

∇w
∂∇w

∂ν
dS +

∫

BR

f∆wdx =

∫

∂BR

∇w
∂∇w

∂ν
dS +

∫

BR

f 2dx

⇒
∫

BR

|D2w|2dx =

∫

∂BR

∇w
∂∇w

∂ν
dS +

∫

BR

f 2dx (IV)

Obs.: Caso w ∈ W 2,2
0 (Ω) então

∫

Ω

∇w
∂∇w

∂ν
dS = 0, completando a segunda

afirmação do teorema.

De acordo com (1.9),

DiΓ(x− y) =
1

nωn

(xi − yi)|x− y|−n.

Logo,

|DiΓ(x− y)| = 1

nωn

|xi− yi|.|x− y|−n ≤ 1

nωn

|x− y|.|x− y|−n = c|x− y|−n+1.

Então DiΓ(x− y) = O(|x− y|1−n), pois dizemos que f = O(g) se ∃c > 0 tal
que |f | ≤ c|g|.
Também vale

DijΓ(x− y) =
1

nωn

{|x− y|2δij − n(xi − yi)(xj − yj)}|x− y|−n−2, por (1.10).

Logo,

|DijΓ(x− y)| ≤ 1

nωn

{|x− y|2 + n|x− y|2}|x− y|−n−2 =
1 + n

nωn

|x− y|−n,

concluindo que DijΓ(x− y) = O(|x− y|−n).
Ou seja, com R = |x− y|, temos que

Dw = O(R1−n) e D2w = O(R−n) (2.14)

uniformemente em ∂BR quando R → +∞. Assim conclúımos que∫

∂BR

∇w
∂∇w

∂ν
dS → 0

quando R → +∞ e com isto, de (IV) segue a igualdade que queŕıamos provar,
ou seja, que ∫

Rn

|D2w|2 =

∫

Ω

f 2.

Por um argumento de aproximação, podemos estender o resultado para f ∈
L2(Ω).
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q.e.d.

Teorema 2.3 (Desigualdade de Calderon-Zygmund) Seja Ω um aberto lim-
itado de Rn e f ∈ Lp(Ω), 1 < p < ∞ e seja w o Potencial Newtoniano de f .
Então w ∈ W 2,p(Ω), ∆w = f q.s. e

||D2w||p ≤ c||f ||p (2.15)

onde c é uma constante que depende apenas de n e p.

Obs.: O Teorema anterior é caso particular deste quando p = 2.
Demonstração:
(i) Para i, j fixados, definimos o operador linear T : L2(Ω) → L2(Ω) por:

Tf = Dijw

Por essa definição e pelo lema(2.1) temos

µ(t) = µTf (t) = µDijw(t) ≤ t−2

∫

Ω

|Dijw|2 = (?)

Como |Dijw|2 ≤ |D2w|2, segue que

(?) ≤ t−2

∫

Ω

|D2w|2 = (??)

e, por (2.13), segue que

(??) = t−2

∫

Ω

|f |2 =
||f ||22

t2
=

( ||f ||2
t

)2

⇒ µ(t) = µTf (t) ≤
( ||f ||2

t

)2

(2.16)

para todo t > 0 e f ∈ L2(Ω).
Mostraremos agora que

µ(t) ≤ c
||f ||1

t
(2.17)

para todo t > 0 e f ∈ L2(Ω), condição necessária para aplicar o Teorema
da Interpolação de Marcinkiewicz. Primeiro estendemos f como sendo nula
fora de Ω e fixamos um cubo K0 ⊃ Ω tal que para t > 0 fixado, temos

∫

K0

f < t|K0|.
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Aplicamos a decomposição do cubo K0 de acordo com o procedimento des-
crito na seção (2.1), induzindo uma seqüência de subcubos paralelos {K`}∞`=1

tal que

t <
1

|K`|
∫

K`

|f | < 2nt (2.18)

e |f | ≤ t q.s. em G = K0 − ∪K`.
A função f é agora dividida em duas partes: uma “parte boa”g, definida por:

g(x) =





f(x) para x ∈ G,
1

|K`|
∫

K`

f para x ∈ K`, ` = 1, 2, ...

e uma “parte ruim”b = f − g.
Temos a seguir as seguintes afirmações:

Afirmação 01: |g| ≤ 2nt q.s.

|g| = |f | ≤ t q.s., se x ∈ G = K0 − ∪K` ; ou

|g| =
∣∣∣∣

1

|K`|
∫

K`

f

∣∣∣∣ ≤
1

|K`|
∫

K`

|f | < 2nt, se x ∈ K` , por (2.18).

Em ambos os casos, podemos escrever |g| ≤ 2nt, provando assim a Afirmação
01.
Afirmação 02: b(x) = 0 para x ∈ G.

Como b(x) = f(x)− g(x) e sabendo que g(x) = f(x), ∀x ∈ G, segue-se o
resultado.

Afirmação 03:

∫

K`

b(x) = 0, ∀` = 1, 2, ...

Note que

∫

K`

b(x)=

∫

K`

f(x)−g(x)=

∫

K`

f(x)−
∫

K`

g(x) =

∫

K`

f(x)−
∫

K`

1

|K`|
∫

K`

f(x)=

∫

K`

f(x)− 1

|K`|
∫

K`

1.

∫

K`

f(x) =

∫

K`

f(x)− 1

|K`| |K`|
∫

K`

f(x) = 0

⇒
∫

K`

b(x) = 0 , ∀` = 1, 2, ...

Visto que T é linear, temos Tf = Tg + Tb, e disso,

µTf (t) ≤ µTg

(
t

2

)
+ µTb

(
t

2

)
(2.19)
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(mesma estimativa feita durante a demonstração do Teorema da Interpolação
de Marcinkiewicz)

(ii) Estimativa de Tg:
Por (2.16), temos

µTg(
t

2
) ≤

( ||g||2
t
2

)2

=
4||g||22

t2
=

4

t2

∫
g2 =

4

t2

∫
|g||g| = (?)

e, como pela Afirmação 01 vale que |g| ≤ 2nt q.s. , temos

(?) ≤ 4

t2

∫
|g|2nt =

4.2n

t

∫
|g| = 2n+2

t

∫
|g| = (??)

e, pela definição de g, segue que

(??) =
2n+2

t

∫
|f |

⇒ µTg

(
t

2

)
≤ 2n+2

t

∫
|f |. (2.20)

(iii)Estimativa de Tb:
Escrevendo

b` = bXK`
=

{
b em K`,

0 caso contrário.

temos

Tb =
∞∑

`=1

Tb`

Fixemos então algum ` e uma seqüência {b`m} ⊂ C∞
c (K`) convergindo a

b` em L2 satisfazendo ∫

K`

b`m =

∫

K`

b`.

Pela definição de b` e a Afirmação 03, temos

∫

K`

b`m =

∫

K`

b` =

∫

K`

b = 0

Note que Tb`m = Dijv, onde

v(x) =

∫

K`

Γ(x− y)b`mdy

Para x /∈ K`, a aplicação y → Γ(x − y) não possui singularidade em K`, já
que y 6= x ∀y ∈ K`. De fato, a função é anaĺıtica em K`. Portanto,
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Dijv(x) = Dij

∫

K`

Γ(x− y)b`m(y)dy =

∫

K`

DijΓ(x− y)b`m(y)dy

Note também que, para x e ȳ fixos,

∫

K`

DijΓ(x− ȳ)b`m(y)dy = DijΓ(x− ȳ)

∫

K`

b`m(y)dy = 0,

pela Afirmação 03. Logo,

Dijv(x) =

∫

K`

DijΓ(x− y)b`m(y)dy=

=

∫

K`

DijΓ(x− y)b`m(y)dy−
∫

K`

DijΓ(x− ȳ)b`m(y)dy =

=

∫

K`

{DijΓ(x− y)−DijΓ(x− ȳ)} b`m(y)dy

⇒ |Tb`m(x)| ≤
∫

K`

{DijΓ(x− y)−DijΓ(x− ȳ)}b`m(y)dy

onde ȳ = ȳ` denota o centro de K`. Chamando de δ = δ` o diâmetro de K`,
obtemos a seguinte estimativa

|Tb`m(x)| = |
∫

K`

(DijΓ(x− y)−DijΓ(x− ȳ))b`m(y)dy|

≤
∫

K`

|DijΓ(x− y)−DijΓ(x− ȳ)|.|b`m(y)|dy = (?)

Usando o Teorema do Valor Médio, com x − ỹ entre x − y e x − ȳ (i.e., ỹ
entre y e ȳ) e também a Desigualdade de Cauchy para normas, temos

(?) =

∫

K`

|∇DijΓ(x− ỹ)(x− y − x + ȳ)|.|b`m(y)|dy

≤
∫

K`

|∇DijΓ(x− ỹ)|.|y − ȳ|.|b`m(y)|dy = (??)

e como |y − ȳ| ≤ δ, pois δ é o diâmetro de K`, temos

(??) ≤ δ

∫

K`

|∇DijΓ(x− ỹ)|.|b`m(y)|dy = (?̃)

Note agora que, de acordo com (1.9),

∂Γ(u)

∂ui

=
1

nωn

|u|−nui.
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Assim,

∇Γ(u) =

(
1

nωn

|u|−nu1, ...,
1

nωn

|u|−nun

)
=

1

nωn

|u|−n(u1, ..., un).

⇒ ∇Γ(u) =
1

nωn

|u|−nu

onde u ∈ Rn é um ponto do Rn de coordenadas u = (u1, u2, ..., un).
Note que, como vale a igualdade Dij∇Γ(u) = ∇DijΓ(u) para n > 2, temos,
para i 6= j,

∇DijΓ(u) = Dij∇Γ(u) = Dj(Di(∇Γ(u))) = Dj

(
Di

(
1

nωn

|u|−nu

))

=
1

nωn

Dj(Di(|u|−n · u)) =
1

nωn

Dj(Di{(u2
1 + ... + u2

n)−
n
2 · (u1, ..., un)}) =

=
1

nωn

Dj

(
−n

2
(u2

1 + ... + u2
n)−

n
2
−12ui(u1, ..., un) + (u2

1 + ... + u2
n)−

n
2 · ei

)

=
1

nωn

[
−nui

(−n− 2

2

)
(u2

1 + ... + u2
n)

−n−2
2

−12uj.(u1, ..., un)+

+(−n)ui(u
2
1 + ... + u2

n)
−n−2

2 ej + ei ·
(
−n

2

)
(u2

1 + ... + u2
n)−

n
2
−12uj

]

=
1

ωn

[
(n + 2)uiuj|u|−n−4 · u− ej|u|−n−2ui − ei|u|−n−2uj

]

onde ei = (0, 0, ..., 1, 0, ..., 0) é o vetor com todas entradas nulas, exceto a
i-ésima componente, que vale 1.

Obs.: Nos cálculos acima consideramos i 6= j. Para i = j ocorrerá uma
situação análoga ao ocorrido na seção(1.2). Omitimos essa situação aqui
apenas por comodidade.
Tomando-se o módulo, temos

|∇DijΓ(u)| = 1

ωn

|(n + 2)uiuj|u|−n−4 · u− ej|u|−n−2ui − ei|u|−n−2uj|

≤ 1

ωn

[(n + 2)|ui| · |uj| · |u|−n−4|u|+ 1 · |u|−n−2|ui|+ 1 · |u|−n−2|uj|]

≤ 1

ωn

[(n + 2)|u| · |u| · |u|−n−4|u|+ |u|−n−2|u|+ |u|−n−2|u|]

=
1

ωn

[(n + 2)|u|−n−1 + |u|−n−1 + |u|−n−1] =
n + 4

ωn

|u|−n−1.

Logo

|∇DijΓ(u)| ≤ n + 4

ωn

|u|−n−1.
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Tomando u = x− ỹ e chamando c(n) :=
n + 4

ωn

, a desigualdade acima fica

|∇DijΓ(x− ỹ)| ≤ c(n)|x− ỹ|−n−1.

Levando esta última desigualdade para (?̃), temos

(?̃) = δ

∫

K`

|∇DijΓ(x− ỹ)|.|b`m(y)|dy ≤ δ

∫

K`

c(n)|x− ỹ|−n−1|b`m(y)|dy

= δc(n)

∫

K`

1

|x− ỹ|n+1
|b`m(y)|dy = (A)

Definindo a distância entre x e K` da forma usual

dist(x,K`) := inf
y∈K`

|x− y|,

temos que

dist(x,K`) = inf
y∈K`

|x− y| ≤ |x− ỹ| ⇒ 1

dist(x,K`)
≥ 1

|x− ỹ|

⇒
[

1

dist(x, K`)

]n+1

≥ 1

|x− ỹ|n+1
⇒ 1

|x− ỹ|n+1
≤

[
1

dist(x, K`)

]n+1

e com isso, temos que (A) fica

(A) ≤ δ.c(n)

∫

K`

[
1

dist(x, K`)

]n+1

|b`m|dy

= δ.c(n) [dist(x, K`)]
−n−1

∫

K`

|b`m(y)|dy

⇒ |Tb`m(x)| ≤ δ.c(n)[dist(x,K`)]
−n−1

∫

K`

|b`m(y)|dy

para x 6∈ K`.
Sendo B` = B(ȳ) a bola de raio δ concêntrica ao cubo K`, integrando a
desigualdade encontrada acima, temos

∫

K0−B`

|Tb`m | ≤ c(n).δ

∫

K0−B`

[dist(x, K`)]
−n−1

∫

K`

|b`m(y)|dydx

≤ c(n).δ

∫

|x|≥ δ
2

|x|−n−1dx

∫

K`

|b`m(y)|dy ≤

≤ c(n).δ

∫

|x|≥ δ
2

(
δ

2

)−n−1

dx

∫

K`

|b`m(y)|dy
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= c(n).δ.

(
δ

2

)−n−1 ∫

|x|≥ δ
2

dx

︸ ︷︷ ︸
C(n)

∫

K`

|b`m(y)|dy = C(n)

∫

K`

|b`m(y)|dy

⇒
∫

K0−B`

|Tb`m| ≤ C(n)

∫

K`

|b`m(y)|dy (?)

Denotemos F ∗ = ∪B` e G∗ = K0 − F ∗.

Por construção de b`m , temos que b`m → b` em L2, logo

∫

K`

|b`m | →
∫

K`

|b`|.
A partir disto, de (?) e da linearidade de T , obtemos

∫

K0−B`

|Tb`m| →
∫

K0−B`

|Tb`|.

Com estas informações e com a última desigualdade feita acima, temos

∫

K0−B`

|Tb`| ≤ C(n)

∫

B`

|b`|.

Como F ∗ = ∪B`, temos que K0 − F ∗ ⊆ K0 −B` e portanto,

∫

K0−F ∗
|Tb`| ≤

∫

K0−B`

|Tb`| ≤ C(n)

∫

K`

|b`|.

Somando em relação a todos os `´s, temos

∑

`

∫

K0−F ∗
|Tb`| ≤ C(n)

∑

`

∫

K`

|b`|.

Logo, por propriedades elementares, temos

∫

K0−F ∗
|Tb| =

∫

K0−F ∗
|
∑

`

Tb`| ≤
∫

K0−F ∗

∑

`

|Tb`| =
∑

`

∫

K0−F ∗
|Tb`|

≤ C(n)
∑

`

∫

K`

|b| = C(n)

∫

∪+K`

|b|,

onde ∪+K` representa a união disjunta dos K`’s.
Com isso, segue que

∫

K0−F ∗
|Tb| ≤ C(n)

∫

∪+K`

|b| ≤ 2C(n)

∫

∪+K`

|f |dx ≤ c(n)

∫

K0

|f |dx =

= c(n)

∫

Ω

|f |dx (?̃)

pois ∪+K` ⊂ K0 e
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∫

∪+K`

|b|dx =
∑

`

∫

K`

|b|dx,

onde
∫

K`

|b|dx =

∫

K`

|f − g|dx ≤
∫

K`

(|f |+ |g|)dx =

∫

K`

|f |dx+

∫

K`

∣∣∣∣
1

|K`|
∫

K`

f

∣∣∣∣ dx

≤
∫

K`

|f |+
∫

K`

1

|K`|
∫

K`

|f |dx =

∫

K`

|f |dx +
1

|K`|
∫

K`

|f |.
∫

K`

dx

∫

K`

|f |dx +
1

|K`|
∫

K`

|f |.|K`| = 2

∫

K`

|f |dx

concluindo que

∫

∪+K`

|b|dx ≤
∑

`

2

∫

K`

|f |dx = 2

∫

∪+K`

|f |dx,

mostrando que valem as desigualdades em (?̃).
Assim, lembrando que denotamos K0 − F ∗ = G∗, temos

∫

G∗
|Tb| ≤ c(n)

∫

Ω

|f | (??)

A partir disso, utilizando-se do Lema (2.1) com p = 1 > 0, conclúımos que

|{x ∈ G∗||Tb| > t

2
}| = µTb

(
t

2

)
≤

(
t

2

)−1 ∫

Ω

|Tb| = (I)

e por (??), temos

(I) ≤ 2

t
c(n)

∫

Ω

|f | = c1(n)||f ||1
t

⇒ |{x ∈ G∗||Tb| > t

2
}| ≤ c1(n)||f ||1

t
. (2.21)

Chamando δ = δ` o diâmetro do cubo K` e ` a medida do seu lado, e
lembrando também que, por construção feita, B` é a bola concêntrica a K`

de raio δ, temos que
δ = diam(K`).

Mas diamK` = `
√

n
⇒ `

√
n = δ = rB`

.

Assim, sendo |B`| o volume da bola B`, temos

|B`| = ωnr
n
B`

= ωn(`
√

n)n = ωnn
n
2 `n.

29



Como `n = |K`| =volume do cubo K`, então

|B`| = ωnn
n
2 |K`|.

Somando sob todos os `’s, teremos:

|F ∗| = | ∪B`| = |
∑

`

B`| ≤
∑

`

|B`| =
∑

`

ωnn
n
2 |K`|

= ωnn
n
2

∑

`

|K`| = ω
n
2
n |F |

⇒ |F ∗| ≤ ωnn
n
2 |F |

Note também que

||f ||1 =

∫

Ω

|f |dx ≥
∫

F

|f |dx =

∫

∪K`

|f |dx =
∑

`

∫

K`

|f |dx = (A)

e, por (2.18) temos

(A) ≥
∑

`

|K`|t = t
∑

`

|K`| = t|F |.

Assim, ||f ||1 ≥ t|F | ⇒ |F | ≤ ||f ||1
t

.

Juntando esta última desigualdade com a anterior, obtemos

|F ∗| ≤ ωnn
n
2 |F | ≤ ωnn

n
2
||f ||1

t
= c(n)

||f ||1
t

,

onde c(n) := ωnn
n
2 . Juntando esta desigualdade com (2.21), temos que

µTb

(
t

2

)
≤ c

t
||f ||L1 .

A partir disso e de (2.19)e de (2.20)conclúımos (2.17).
(iv) Para concluir a prova do Teorema (2.3), notamos que (2.16) e (2.17),
que são respectivamente:

µTf (t) ≤
(

1.||f ||2
t

)2

, µTf (t) ≤
(

c.||f ||1
t

)1

cumprem as hipóteses do Teorema da Interpolação de Marcinkiewicz com
q = 1, r = 2, T1 = c e T2 = 1. Conseqüentemente, temos

||Tf ||p ≤ c1T
α
1 T 1−α

2 ||f ||p,
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para 1 < p < 2, onde temos, c.f. visto na demonstração do Teorema da
Interpolação de Marcinkiewicz, que

α =
q(p− r)

p(q − r)
=

2− p

p
⇒ α = α(p).

Logo, α depende de p. Do mesmo modo, temos que a constante c1 é

c1 = 2

(
p

p− q
+

p

r − p

) 1
p

= 2

(
p

p− 1
+

p

2− p

) 1
p

.

Logo, c1 = c1(p), i.e., c1 também depende de p; e finalmente, temos que
T1 = C(n) = ωnn

n
2 , c.f. visto anteriormente.

Assim, ||Tf ||p ≤ c1C(n)α(p)1||f ||p = c(n, p)||f ||p, onde c(n, p) := c1C(n)α(p)

é uma constante que depende de n e de p. Então

||Tf ||p ≤ c(n, p)||f ||p (2.22)

para todo 1 < p ≤ 2 e f ∈ L2(Ω). Veremos agora que a desigualdade (2.22)
pode ser estendida para p > 2 por dualidade.
Visto que se f, g ∈ C∞

c (Ω) e tendo em mente a definição dada para Tf , então

∫

Ω

(Tf)g =

∫

Ω

(Dijw)g =

∫

Ω

Di(Djw)g = (α)

Aplicando o Teorema da Divergência

(α) = −
∫

Ω

DjwDig +

∫

∂Ω

Djw.gνdS = (β)

Como g ∈ C∞
c (Ω), segue que

∫

∂Ω

Djw.gνdS = 0, e com isso temos

(β) = −
∫

Ω

DjwDig = (γ)

Aplicando novamente o Teorema da Divergência, segue que

(γ) =

∫

Ω

wDijg −
∫

∂Ω

wDigνdS

Mas como g ∈ C∞
c (Ω), segue que

∫

∂Ω

wDigνdS = 0, donde conclúımos que

∫

Ω

(Tf)g(x)dx =

∫

Ω

w(x)Dijg(x)dx

Como w = N(f),

∫

Ω

(Tf)g(x)dx =

∫

Ω

(∫

Ω

Γ(x− y)f(y)dy

)
Dijg(x)dx
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=

∫

Ω

∫

Ω

Γ(x− y)f(y)Dijg(x)dxdy =

∫

Ω

f(y)(

∫

Ω

Γ(x− y)Dijg(x)dx)dy = (?).

Analisemos a integral mais interna:

∫

Ω

Γ(x− y)Dijg(x)dx.

Como g ∈ C∞
c (Ω), podemos estender esta integral para todo o Rn, identificando-

se então uma convolução entre Γ(x− y) e Dijg(x)

∫

Ω

Γ(x− y)Dijg(x)dx =

∫

Rn

Γ(x− y)Dijg(x)dx = (Γ ∗Dijg)(y)

e, por propriedade de convolução, temos

∫

Ω

Γ(x− y)Dijg(x)dx = (Γ ∗Dijg)(y) = Dij(Γ ∗ g)(y) =

= Dij

∫

Rn

Γ(x− y)g(x)dx = Dij

∫

Ω

Γ(x− y)g(x)dx.

Como

Tg(y) = DijNg(y) = Dij

∫

Ω

Γ(y − x)g(x)dx

= Dij

∫

Ω

Γ(|y − x|)g(x)dx = Dij

∫

Ω

Γ(x− y)g(x)dx,

conclúımos que ∫

Ω

Γ(x− y)Dijg(x)dx = Tg(y),

e com isto, mostramos que (?) fica

∫

Ω

(Tf)g(x)dx =

∫

Ω

f(y)

(∫

Ω

Γ(x− y)Dijg(x)dx

)
dy

=

∫

Ω

f(y)Tg(y)dy ≤ (

∫

Ω

|f(y)|p) 1
p (

∫

Ω

|Tg(y)|q) 1
q = ||f ||Lp .||Tg||Lq ,

onde a última desigualdade é conseqüência da Desiguladade de Hölder com
p, q > 1 tais que 1

p
+ 1

q
= 1.

Assim,

∫

Ω

(Tf)g(x)dx ≤ ||f ||Lp .||Tg||Lq

Então, se p > 2 segue que q < 2 e, usando (2.22),

||Tf ||p = sup{
∫

Ω

(Tf)g|||g||Lq = 1} ≤ sup
||g||Lq =1

||f ||Lp||g||Lq

≤ ||f ||Lpc(n, q)||g||Lq ≤ c(n, q)||f ||Lp
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logo (2.22) vale para todo 1 < p < ∞. Note também que ||Tf ||p = ||Dijw||p,
e, além disso,

||D2w||p =
n∑

i,j=1

||Dijw||p =
n∑

i,j=1

||Tf ||p ≤
n∑

i,j=1

c(n, q)||f ||p

= n2c(n, q)||f ||p = C(n, q)||f ||p
⇒ ||D2w||p ≤ C(n, q)||f ||p

Como no caso p = 2 podemos então inferir a conclusão do Teorema 2.3 por
aproximação.

q.e.d.

Corolário 2.1 Seja Ω um domı́nio limitado em Rn, u ∈ W 2,p
0 (Ω), 1 < p <

∞. Então
||D2u||p ≤ C||∆u||p (2.23)

onde C = C(n, p). Se p = 2, teremos

||D2u||2 = ||∆u||2 (2.24)

Demonstração:
Como u ∈ W 2,p

0 (Ω) e ∆u = f em Ω, consideremos

ũ(x) =

{
u(x) se x ∈ Ω,

0 se x ∈ Rn − Ω.

Note que ũ ∈ W 2,p(Rn), e

∆ũ(x) = f̃(x) =

{
f(x) se x ∈ Ω,

0 se x ∈ Rn − Ω.
,

com f̃ ∈ Lp(Rn).
Seja w = N(f̃) em Rn e consideremos ∆w = f̃ . Seja também v = ũ− w.
Logo v ∈ W 2,p

loc (Ω) e −∆v = 0 q.s.
Portanto, ∆v = 0 no sentido fraco, pois

∫
∇ϕ∇v = −

∫
ϕ∆v = 0, ∀ϕ ∈ C∞

c (Ω).

Então, pela teoria clássica temos que v ∈ C∞(Rn).
Portanto, ∆v = 0, no sentido clássico.

Logo,

∆
∂v

∂xi

= 0, ∀i ∈ {1, ..., n},
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e além disso,
∂v

∂xi

é limitada em Ω, pois Ω é limitado. De fato,
∂v

∂xi

é limitada

em Rn, pois

∂v

∂xi

=
∂ũ

∂xi

− ∂w

∂xi

e
∂ũ

∂xi

= 0 em Ωc e

∂w

∂xi

= O(R1−n), c.f. (2.14) .

Assim, vxi
é harmônica e limitada.

Portanto, vxi
é constante, para todo i ∈ {1, ..., n}, e com isso temos que

vxixj
= 0, para todo i, j ∈ {1, ..., n}. Então

||Diju||Lp(Ω) = ||Dij(v + w)||Lp(Ω) = ||Dijw||Lp(Ω)

Assim, com aux́ılio do teorema precedente, temos

||Diju||p = ||Dijw||p ≤ c||∆w||p = c||∆(u− v)||p = c||∆u||p,

ou seja,
||D2u||p ≤ c||∆u||p.

Fazendo p = 2 teremos, c.f. Teorema de Calderon-Zygmund, que

||D2u||22 = ||D2w||22 =

∫
|D2w|2 =

∫
f 2 =

∫
(∆u)2 = ||∆u||22

⇒ ||D2u||2 = ||∆u||2,
provando assim (2.24). Isto conclui a demonstração do corolário.

q.e.d.

Obs.:Este Corolário será de grande importância para o próximo caṕıtulo.
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Caṕıtulo 3

Regularidade de Soluções de
Lu = f

Neste caṕıtulo estudamos a regularidade de soluções fortes da EDP eĺıptica
Lu = f . Para tanto, definimos o que é uma solução forte desta equação e a
partir disso demonstramos o principal resultado deste caṕıtulo.

Definição 3.1 Para operadores da forma geral

Lu =
n∑

i,j=1

aij(x)Diju +
n∑

i=1

bi(x)Diu + c(x)u (3.1)

com coeficientes aij, bi, c, onde i, j = 1, ..., n definidos num domı́nio Ω ⊂ Rn

e uma função f em Ω, dizemos que u é uma solução forte da equação

Lu = f (3.2)

se u ∈ W 2,1
loc (Ω) e satisfaz (3.2) para quase todo ponto.

Teorema 3.1 Seja Ω um aberto do Rn e u ∈ W 2,p
loc (Ω) ∩ Lp(Ω), 1 < p <

∞, uma solução forte da equação Lu = fem Ω onde os coeficientes de L
satisfazem, para constantes positivas λ e Λ,

aij ∈ C0(Ω); bi, c ∈ L∞(Ω), f ∈ Lp(Ω); , aij = aji,

n∑
i,j=1

aijξiξj ≥ λ|ξ|2,∀ξ ∈ Rn, (3.3)

|aij|, |bi|, |c| ≤ Λ,

onde i, j = 1, ..., n. Então, para qualquer domı́nio Ω′ ⊂⊂ Ω,

||u||2,p;Ω′ ≤ c(||u||p;Ω + ||f ||p;Ω),

onde c depende de n, p, λ, Λ, Ω, Ω′ e do módulo de continuidade dos coefi-
cientes aij em Ω′.
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Demonstração:
Para um ponto x0 ∈ Ω′ fixado, denotemos por L0 o operador de coeficientes
constantes definido por:

L0u =
n∑

i,j=1

aij(x0)Diju.

Como A := [aij(x0)] é simétrica, existe uma matriz P ortogonal e uma matriz
D diagonal tais que A = P tDP . Note que

D =




λ1 ... 0
0 ... 0
0 ... λn




onde os λ’s são autovalores de A.
Fazendo a troca de variável y = PX, temos dy = | det P |dX = dX, pois P é
ortogonal. Assim,




y1

...
yn


 =




p11 ... p1n

... ... ...
pn1 ... pnn


 .




x1

...
xn




ou 



y1 = p11x1 + ... + p1nxn

..................................

yn = pn1x1 + ... + pnnxn

Derivando parcialmente em relação a xi, i ∈ {1, ..., n}, obtemos




∂y1

∂xi
= p1i

...
∂yk

∂xi
= pki

...
∂yn

∂xi
= pni

Então

Diju = Dxixj
u =

∂

∂xj

(
∂u

∂xi

)
=

∂

∂xj

(
∂u

∂y1

∂y1

∂xi

+ ... +
∂u

∂yn

∂yn

∂xi

)

=
∂

∂xj

(
∂u

∂y1

p1i + ... +
∂u

∂yn

pni

)
. (?)

Chamando h =
∂u

∂y1

p1i + ... +
∂u

∂yn

pni, segue que

(?) =
∂h

∂y1

∂y1

∂xj

+ ... +
∂h

∂yn

∂yn

∂xj

=
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=
∂

∂y1

(
∂u

∂y1

p1i + ... +
∂u

∂yn

pni

)
∂y1

∂xj

+ ... +
∂

∂yn

(
∂u

∂y1

p1i + ... +
∂u

∂yn

pni

)
∂yn

∂xj

=

(
∂2u

∂y2
1

p1ip1j + ... +
∂2u

∂y1∂yn

pnip1j

)
+ ... +

(
∂2u

∂yny1

p1ipnj + ... +
∂2u

∂y2
n

pnipnj

)

=
n∑

k,l=1

∂2u

∂yk∂yl

pkiplj

⇒ Diju =
n∑

k,l=1

∂2u

∂yk∂yl

pkiplj.

Assim, temos

n∑
i,j=1

aij(x0)Diju =
n∑

i,j=1

aij(x0)
n∑

k,l=1

∂2u

∂yk∂yl

pkiplj =
n∑

k,l=1

∂2u

∂yk∂yl

n∑
i,j=1

aij(x0)pkiplj

= tr(D2
yyuPAP t) = tr(D2

yyu.D) = λ1uy1y1 + ... + λnuynyn

onde D2
yyu representa a derivada segunda de u, na nova variável y pela mu-

dança. Então

n∑
i,j=1

aij(x0)Diju = λ1uy1y1 + ... + λnuynyn

Integrando em Ω, e fazendo a troca conveniente de coordenadas y = PX, c.f.
já discutido, temos

∫

Ω

|
n∑

i,j=1

aij(x0)Diju|pdX =

∫

Ωy

|λ1uy1y1 + ... + λnuynyn |pdy. (??)

Seja uma nova mudança de variável, dada por zi =
1√
λi

yi, i ∈ {1, ..., n}.
Então

∂u

∂y1

=
∂u

∂z1

∂z1

∂y1

+ ... +
∂u

∂zn

∂zn

∂y1

=
∂u

∂z1

1√
λ1

+ 0 + ... + 0,

ou seja,
∂u

∂y1

=
∂u

∂z1

1√
λ1

Analogamente,
∂u

∂yi

=
∂u

∂zi

1√
λi

, i ∈ {1, ..., n}.
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Derivando-se pela segunda vez, com i ∈ {1, ..., n} teremos:

∂2u

∂yi∂yi

=
∂

∂yi

(
∂u

∂yi

)
=

∂

∂yi

(
1√
λi

∂u

∂z1

)
=

1√
λi

(
∂

∂zi

(
∂u

∂yi

))

=
1√
λi

(
∂

∂zi

(
1√
λi

∂u

∂zi

))
=

1

λi

∂2u

∂z2
i

.

Logo
∂2u

∂z2
i

= λi
∂2u

∂yi∂yi

i ∈ {1, ..., n}.

Voltando à (??), temos com esta segunda troca de variável

(??) =

∫

Ωy

|λ1uy1y1 + ...+λnuynyn |pdy =

∫

Ωz

|uz1z1 + ... + uznzn |p
√

λ1...
√

λndz

=
√

λ1...
√

λn

∫

Ωz

|uz1z1 + ... + uznzn |p dz =
√

λ1...
√

λn||∆zzu||pp ≥

≥
√

λ1...
√

λn
1

cp
||D2

zzu||pp
A desigualdade acima é consequëncia do Corolário (2.1). Segue que

∫

Ω

∣∣∣∣∣
n∑

i,j=1

aij(x0)Diju

∣∣∣∣∣

p

dX ≥
√

λ1....
√

λn
1

cp
||D2

zzu||pp. (A)

Note que

√
λ1....

√
λn||D2

zzu||pp =

∫

Ωz

|D2
zzu(z)|p

√
λ1...

√
λndz

=

∫

Ωy

∣∣∣∣
(

∂2u

∂zi∂zj

)∣∣∣∣
p √

λ1...
√

λndz. (1)

Como dy =
√

λ1...
√

λndz, e
∂2u

∂zi∂zj

=
√

λi

√
λj

∂2u

∂yi∂yj

,

∫

Ωy

∣∣∣∣
(√

λi

√
λj

∂2u

∂yi∂yj

)∣∣∣∣
p

dy ≥
∫

Ωy

(
√

λ
√

λ)p

∣∣∣∣
(

∂2u

∂yi∂yj

)∣∣∣∣
p

dy =

= λp

∫

Ωy

∣∣∣∣
(

∂2u

∂yi∂yj

)∣∣∣∣
p

dy (2)

onde λ := min
i∈{1,..,n}

{λi}.
Como D2u = P tD2

yyuP e P é ortogonal, segue que as matrizes D2u e D2
yyu

têm a mesma norma, ou seja,

|D2u| = |D2
yyu|
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A partir disto, usando (1) e (2), segue que
∫

Ωz

|D2
zzu|p

√
λ1...

√
λndz ≥ λp

∫

Ω

|D2u|dX. (B)

Juntando (A) com(B), temos

∫

Ω

|L0u|pdX =

∫

Ω

∣∣∣∣∣
n∑

i,j=1

aij(x0)Diju

∣∣∣∣∣

p

dX ≥ 1

cp
λp

∫

Ω

|D2u|pdX.

Logo

||D2u||p,Ω =

(∫

Ω

|D2u|pdX

) 1
p

≤
(

cp

λp

) 1
p

(∫

Ω

∣∣∣∣∣
n∑

i,j=1

aij(x0)Diju

∣∣∣∣∣

p

dX

) 1
p

=
c

λ

(∫

Ω

|L0u|pdX

) 1
p

=
c

λ
||L0u||p,Ω.

Ou seja, temos a estimativa

||D2v||p;Ω ≤ c

λ
||L0v||p;Ω, (3.4)

para qualquer v ∈ W 2,p(Ω), onde c = c(n, p) como em (2.20). Conseqüente-
mente, se v tem suporte na bola BR = BR(x0) ⊂⊂ Ω, temos

L0v =
n∑

i,j=1

aij(x0)Dijv =
n∑

i,j=1

aij(x0)Dijv −
n∑

i,j=1

aijDijv +
n∑

i,j=1

aijDijv

=
n∑

i,j=1

(aij(x0)− aij)Dijv +
n∑

i,j=1

aijDijv,

e, por (3.4), obtemos

||D2v||p ≤ c

λ
||L0v||p =

c

λ
||

n∑
i,j=1

(aij(x0)− aij)Dijv +
n∑

i,j=1

aijDijv||p

≤ c

λ

[
||

n∑
i,j=1

(aij(x0)− aij)Dijv||p + ||
n∑

i,j=1

aijDijv||p
]
≤

≤ c

λ

(
sup
BR

|a− a(x0)|.||Dijv||p + ||
n∑

i,j=1

aijDijv||p
)

≤ c

λ

(
sup
BR

|a− a(x0)|.||D2v||p + ||
n∑

i,j=1

aijDijv||p
)

,
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onde a = [aij]. Como a é uniformemente cont́ınua em Ω′, existe um δ > 0
tal que se |x− x0| < δ, então

|a− a(x)| ≤ λ

2c
,

e com isso temos

||D2v||p ≤ c

λ

(
λ

2c
||D2v||p + ||

n∑
i,j=1

aijDijv||p
)

,

o que equivale a

||D2v||p − 1

2
||D2v||p ≤ c

λ
||

n∑
i,j=1

aijDijv||p,

ou seja,

1

2
||D2v||p ≤ c

λ
||

n∑
i,j=1

aijDijv||p ⇒ ||D2v||p ≤ 2c

λ
||

n∑
i,j=1

aijDijv||p

⇒ ||D2v||p ≤ C||
n∑

i,j=1

aijDijv||p,

onde C =
2c(n, p)

λ
é uma constante que depende de n, p e λ, contanto que

R ≤ δ.
Tomemos σ ∈ (0, 1). Iremos agora introduzir uma função “cutoff”η ∈

C∞
0 (Ω) satisfazendo

0 ≤ η ≤ 1,

η = 1 em BσR,

η = 0 para |x| ≥ σ′R, σ′ =
1 + σ

2
,

|Dη| ≤ 4

(1− σ)R
,

|D2η| ≤ 16

(1− σ)2R2
.

Então, se u ∈ W 2,p
loc (Ω) satisfaz Lu = f em Ω e v = ηu, pela desigualdade

||D2v||p ≤ C||
n∑

i,j=1

aijDijv||p obtida anteriormente e também pelo fato de que

η = 1 em BσR, temos

||D2v||p,BσR
= ||D2ηu||p,BσR

= ||D2u||p,BσR
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e

||D2u||p,BσR
= ||D2v||p,BσR

≤ c||
n∑

i,j=1

aijDijv||p,BσR
= c||

n∑
i,j=1

aijDijηu||p,BσR
, (α)

Note que

Dij(η · u) = Di(Dj(ηu)) = Di(ηDju + Djη · u) = Di(ηDju) + Di(Djη · u) =

= ηDiju + DiηDju + DjηDiu + Dijη · u
⇒ aijDijηu = aij(ηDiju + DiηDju + DjηDiu + Dijη · u) =

= ηaijDiju + aij(DiηDju + DjηDiu) + uaijDijη

Juntando isto com (α) e notando que BσR ⊂ BR, uma vez que σ < 1, temos

||D2u||p,BσR
≤ c||η

n∑
i,j=1

aijDiju+
n∑

i,j=1

(aijDiηDju+aijDjηDiu)+u

n∑
i,j=1

aijDijη||p,BσR
≤

≤ c||η
n∑

i,j=1

aijDiju +
n∑

i,j=1

aijDiηDju + aijDjηDiu + u

n∑
i,j=1

aijDijη||p,BR
≤

≤ c[||η
∑
i,j=1

aijDiju||p,BR
+2

n∑
i,j=1

||aijDiηDju||p,BR
+||u

n∑
i,j=1

aijDijη||p,BR
]. (I)

De acordo com (3.1), temos que

n∑
i,j=1

aijDiju = f −
n∑

i=1

biDiu− c.u.

Assim

(I) = c

[
||η(f −

n∑
i=1

biDiu− c.u)||p,BR
+ ||2

n∑
i,j=1

aijDiηDju||p,BR
+

+||u
n∑

i,j=1

aijDijη||p,BR

]
≤

≤ c

[
||ηf ||p,BR

+ ||η
n∑

i=1

biDiu||p,BR
+ ||ηcu||p,BR

+ ||2
n∑

i,j=1

aijDiηDju||p,BR
+

+||u
n∑

i,j=1

aijDijη||p,BR

]
(?)

e como η = 0 para |x| ≥ σ
′
R, segue que
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(?) ≤ c

[
|η|∞ · ||f ||p,BR

+
n∑

i=1

|bi|∞ · ||ηDiu||p,B
σ
′
R

+ ||ηc · u||p,B
σ
′
R
+

+2||
n∑

i,j=1

aijDiηDju||p,B
σ
′
R

+ ||u
n∑

i,j=1

aijDijη||p,B
σ
′
R

]
≤

≤ c

[
|η|∞ · ||f ||p,BR

+
n∑

i=1

|bi|∞ · |η|∞ · ||Diu||p,B
σ
′
R

+ |η|∞ · |c| · ||u||p,B
σ
′
R
+

+2|
n∑

i,j=1

aij| · |Diη| · ||Dju||p,B
σ
′
R

+ |
n∑

i,j=1

aij| · |Dijη|.||u||p,B
σ
′
R

]
= (II)

onde |η|∞ = sup
x∈BR

|η(x)| e como

|η| ≤ 1, |bi| = |c| = |aij| ≤ Λ , |Diη| ≤ |Dη| ≤ 4

(1− σ)R
,

|Dijη| ≤ |D2η| ≤ 16

(1− σ)2R2
,

n∑
i=1

|bi| ≤ nΛ,

n∑
i,j=1

|aij| ≤ n2Λ,

||Dju|| ≤ ||Du||,
segue que

(II) ≤c

[
||f ||p,BR

+nΛ.1.||Du||p,B
σ
′
R
+1.Λ||u||p,B

σ
′
R

+ 2n2Λ
4

(1− σ)R
||Du||p,B

σ
′
R
+

+ n2Λ
16

(1− σ)2R2
||u||p,B

σ
′
R

]
=

= c

[
||f ||p,BR

+

(
Λ + n2Λ

16

(1− σ)2R2

)
||u||p,B

σ
′
R
+

+

(
nΛ + n2Λ

8

(1− σ)R

)
||Du||p,B

σ
′
R

]
= (III)

Note que, como 0 < σ < 1, segue que 0 < (1−σ)2 < 1, e tomando R ≤ δ ≤ 1,

temos que 0 < (1− σ)2R2 < R2 ≤ 1 ⇒ 1

(1− σ)2R2
≥ 1.

Analogamente obtemos
1

(1− σ)R
≥ 1.
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Assim, para n > 2, temos as majorações

nΛ ≤ n2Λ
16

(1− σ)2R2
,

nΛ ≤ n2Λ
8

(1− σ)2R2
,

e portanto, (III) fica

(III) ≤ c

[
||f ||p,BR

+

(
n2Λ

16

(1− σ)2R2
+ n2Λ

16

(1− σ)2R2

)
||u||p,B

σ
′
R
+

+

(
n2Λ

8

(1− σ)R
+ n2Λ

8

(1− σ)R

)
||Du||p,B

σ
′
R

]
=

= c

[
1.||f ||p,BR

+ 32n2Λ
1

(1− σ)2R2
||u||p,B

σ
′
R

+ 16n2Λ
1

(1− σ)R
||Du||p,B

σ
′
R

]
=(IV )

Seja M := max{1, 32n2Λ, 16n2Λ}. Temos que:

(IV ) ≤ c

[
M ||f ||p,BR

+ M
1

(1− σ)2R2
||u||p,B

σ
′
R

+ M
1

(1− σ)R
||Du||p,B

σ
′
R

]
=

= cM

(
||f ||p,BR

+
1

(1− σ)R
||Du||p,B

σ
′
R

+
1

(1− σ)2R2
||u||p,B

σ
′
R

)
,

onde cM := C(n, Λ, p, λ) e R ≤ δ ≤ 1.
Logo, acabamos de mostrar que

||D2u||p,BR
≤ C

(
||f ||p,BR

+
1

(1− σ)R
||Du||p,B

σ
′
R

+
1

(1− σ)2R2
||u||p,B

σ
′
R

)
,

com C = C(n, Λ, p, λ) e R ≤ δ ≤ 1.
Introduzimos agora as seminormas1

Φk = sup
0<σ<1

(1− σ)kRk||Dku||p,BσR
, k = 0, 1, 2.

Multiplicando a desigualdade acima por (1−σ)2R2 e lembrando que (1−σ)2 <
1, temos

(1−σ)2R2||D2u||p,BR
≤ C

(
(1− σ)2R2||f ||p,BR

+ (1− σ)R||Du||p,B
σ
′
R

+ ||u||p,B
σ
′
R

)
≤

≤ C
(
1.R2||f ||p,BR

+ (1− σ)R||Du||p,B
σ
′
R

+ ||u||p,B
σ
′
R

)

1A prova encontra-se no anexo
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Note também que, como σ
′
=

1 + σ

2
, segue que

1− σ
′
= 1−

(
1 + σ

2

)
=

2− 1− σ

2
=

1− σ

2

⇒ 1− σ = 2(1− σ
′
),

e, portanto, temos que a desigualdade acima fica

(1− σ)2R2||D2u||p,BσR
≤ C

(
1.R2||f ||p,BσR

+ 2(1− σ
′
)R||Du||p,B

σ
′
R
+

+||u||p,B
σ
′
R

)
≤

≤ C
(
2.R2||f ||p,BR

+ 2(1− σ
′
)R||Du||p,B

σ
′
R

+ 2.||u||p,B
σ
′
R

)
=

= 2C
(
R2||f ||p,BR

+ (1− σ
′
)R||Du||p,B

σ
′
R

+ ||u||p,B
σ
′
R

)
.

Chamando c = 2C, note que vale a majoração seguinte para qualquer σ
′

fixado

(1− σ)2R2||D2u||p,BσR
≤ c

(
R2||Du||p,B

σ
′
R

+ (1− σ
′
)R||Du||p,B

σ
′
R
+

+||u||p,B
σ
′
R

)
≤ c(R2||f ||p,BR

+ Φ1 + Φ0),

para qualquer σ. Em particular para o supremo, tem-se que

Φ2 = sup
0<σ<1

(1− σ)2R2||D2u||p,BσR
≤ c(R2||f ||p,BR

+ Φ1 + Φ0)

⇒ Φ2 ≤ c(R2||f ||p,BR
+ Φ1 + Φ0) (3.5)

Afirmação: A seguinte desigualdade

Φ1 ≤ εΦ2 +
c

ε
Φ0 (3.6)

vale para qualquer ε > 0, onde c = c(n).
Prova: Fazendo uma mudança de coordenadas, vemos que é suficiente provar
para o caso R = 1.
Para γ > 0, fixamos σ = σγ tal que

Φ1 ≤ (1− σγ)||Du||p;Bσ + γ.

Pelo Teorema (1.3), temos

||Du||p;Bσ ≤ α||u||2,p;Bσ +
c

α
||u||p;Bσ =
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= α
[||D2u||pp;Bσ

+ ||Du||pp;Bσ
+ ||u||pp;Bσ

] 1
p +

c

α
||u||p;Bσ ≤

≤ α(||D2u||p;Bσ + ||Du||p;Bσ + ||u||p;Bσ) +
c

α
||u||p;Bσ

⇒ (1− α)||Du||p;Bσ ≤ α||D2u||p;Bσ +
( c

α
+ α

)
||u||p;Bσ

⇒ ||Du||p;Bσ ≤
α

1− α
||D2u||p;Bσ +

c + α2

α(1− α)
||u||p;Bσ

Logo,

Φ1 ≤ (1− σ)

[
α

1− α
||D2u||p;Bσ +

c + α2

α(1− α)
||u||p;Bσ

]
+ γ =

= (1− σ)
α

1− α
||D2u||p;Bσ + (1− σ)

c + α2

α(1− α)
||u||p;Bσ + γ (?)

Seja α =
ε

2
(1− σ) <

1

2
. É posśıvel se ε é pequeno. Logo,

1− α ≥ 1− 1

2
=

1

2
,

então
α

1− α
≤

ε
2
(1− σ)

1
2

= ε(1− σ)

e

c + α2

α(1− α)
≤ c + 1

4

α(1− α)
≤ 2(c + 1

4
)

α
=

K

α
=

K
ε
2
(1− σ)

=
2K

ε(1− σ)
=

C

ε(1− σ)

Logo, por (?), temos

Φ1 ≤ (1− σ)ε(1− σ)||D2u||p;Bσ + (1− σ)
C

ε(1− σ)
||u||p;Bσ + γ

⇒ Φ1 ≤ (1− σ)2ε||D2u||p;Bσ +
C

ε
||u||p;Bσ + γ

Note que fazendo γ → 0, obtemos a afirmação.
Continuemos a prova do Teorema. Usando (3.6) em (3.5), temos:

Φ2 ≤ c
(
R2||f ||p,BR

+ Φ1 + Φ0) ≤ c(R2||f ||p,BR
+ εΦ2 +

c

ε
Φ0 + Φ0

)

⇒ Φ2 ≤ cR2||f ||p,BR
+ cεΦ2 +

c + ε

ε
cΦ0

⇒ Φ2 − cεΦ2 ≤ cR2||f ||p,BR
+

c + ε

ε
cΦ0
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⇒ (1− cε)Φ2 ≤ cR2||f ||p,BR
+

c + ε

ε
cΦ0

tomemos ε < min{ 1

2c
, 1}. Logo, teremos que 1 − cε > 0 e podemos fazer a

passagem seguinte:

Φ2 ≤ c

1− cε
R2||f ||p,BR

+
c(c + ε)

ε(1− cε)
Φ0

Tome k := max

{
c

1− cε
,

c(c + ε)

ε(1− cε)

}
, logo

Φ2 ≤ kR2||f ||p,BR
+ kΦ0 = k

(
R2||f ||p,BR

+ Φ0

)

⇒ Φ2 ≤ k
(
R2||f ||p,BR

+ Φ0

)

Assim, observando que Φ0 = sup
0<σ<1

||u||p,BσR
≤ ||u||p,BR

, temos

(1− σ)2R2||D2u||p,BσR
≤Φ2≤k

(
R2||f ||p,BR

+Φ0

)≤k
(
R2||f ||p,BR

+||u||p,BR

)

⇒ ||D2u||p,BσR
≤ k

(1− σ)2R2
(R2||f ||p,BR

+ ||u||p,BR
) (3.7)

com k = k(n, Λ, p, λ) e 0 < σ < 1.

Para R ≤ min{δ, dist(Ω
′
, ∂Ω)} e σ =

1

2
, temos

||D2u||p,BR/2
≤ 4k

R2

(
R2||f ||p,BR

+ ||u||p,BR

)
(A)

Pelo Teorema (1.3), tomando β = 1 e k = 2, temos

||Du||p,BR/2
≤ α

(
||u||pp,BR/2

+ ||Du||pp,BR/2
+ ||D2u||pp,BR/2

) 1
p

+
c

α
||u||p,BR/2

≤ αc1

(
||u||p,BR/2

+ ||Du||p,BR/2
+ ||D2u||p,BR/2

)
+

c

α
||u||p,BR/2

⇒ (1− c1α)||Du||p,BR/2
≤ αc1||D2u||p,BR/2

+
(
αc1 +

c

α

)
||u||p,BR/2

chamando k := αc1 +
c

α
e para α =

1

2c1

,

1

2
||Du||p,BR/2

≤ 1

2
||D2u||p,BR/2

+ k||u||p,BR/2

⇒ ||Du||p,BR/2
≤ ||D2u||p,BR/2

+ 2k||u||p,BR/2

Fazendo 2k := k1 e utilizando (A), obtemos:

||Du||p,BR/2
≤ 4k

R2

(
R2||f ||p,BR

+ ||u||p,BR

)
+ k1||u||p,BR/2

≤
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4k

R2

(
R2||f ||p,BR

+ ||u||p,BR

)
+k1||u||p,BR/2

≤ 4k

R2
R2||f ||p,BR

+

(
4k

R2
+k1

)
||u||p,BR

=(?)

Tomando k grande, k1 ≤ 4k

R2
e então

(?) ≤ 4k

R2
R2||f ||p,BR

+

(
4k

R2
+

4k

R2

)
||u||p,BR

=

=
4k

R2
R2||f ||p,BR

+
8k

R2
||u||p,BR

≤ 8k

R2
R2||f ||p,BR

+
8k

R2
||u||p,BR

=

=
8k

R2

(
R2||f ||p,BR

+ ||u||p,BR

)

⇒ ||Du||p,BR/2
≤ 8k

R2

(
R2||f ||p,BR

+ ||u||p,BR

)
. (B)

Trivialmente (lembremos que consideramos k grande e R pequeno),

||u||p,BR/2
≤ ||u||p,BR

≤ 4k

R2
||u||p,BR

≤ 4k

R2

(
R2||f ||p,BR

+ ||u||p,BR

)

⇒ ||u||p,BR/2
≤ 4k

R2

(
R2||f ||p,BR

+ ||u||p,BR

)
(C).

Somando (A), (B) e (C), temos

||u||2;p,BR/2
≤ c

(
||D2u||p,BR/2

+ ||Du||p,BR/2
+ ||u||p,BR/2

)
≤

≤ c

[
4k

R2
(R2||f ||p,BR

+ ||u||p,BR
) +

8k

R2
(R2||f ||p,BR

+ ||u||p,BR
)+

+
4k

R2
(R2||f ||p,BR

+ ||u||p,BR
)

]
=

= c

(
4k

R2
+

8k

R2
+

4k

R2

)
(R2||f ||p,BR

+ ||u||p,BR
) =

c1

R2
(R2||f ||p,BR

+ ||u||p,BR
).

Portanto
||u||2;p,BR/2

≤ c1

R2
(R2||f ||p,BR

+ ||u||p,BR
).

Como Ω
′ ⊂⊂ Ω, considerando F a famı́lia finita das bolas de raio R cuja

união cobre Ω, tomando R < min{dist(Ω
′
, ∂Ω)}, temos

||u||2;p,Ω
′ ≤

∑
BR∈F

||u||2;p,BR
≤

∑
BR∈F

c1

R2
(R2||f ||p,BR

+ ||u||p,BR
) ≤

≤ N
c1

R2
(R2||f ||p,Ω + ||u||p,Ω) = k(R2||f ||p,Ω + ||u||p,Ω) ≤ k(||f ||p,Ω + ||u||p,Ω)

⇒ ||u||2;p,Ω′ ≤ k(||f ||p,Ω + ||u||p,Ω)

provando assim o Teorema.

q.e.d.
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Caṕıtulo 4

Regularidade de Soluções de
−∆u = f

Neste caṕıtulo mostramos que as soluções da equação −∆u = f , onde f ∈
L2(Ω), estão em H2

loc(Ω). Para tanto analisamos o problema de regularidade
para soluções fracas. Utilizamos aqui o conceito de quociente-diferença, dado
na definição (1.8), para estudar este problema.

4.1 Motivação: Derivação formal de estima-

tivas

Para ver se existe alguma esperança de que uma solução fraca possua mais
regularidade que uma função em H1

0 (Ω), consideremos o problema

−∆u = f em Rn. (4.1)

Suponhamos, para propósitos heuŕısticos, que tanto u quanto suas derivadas
parciais até a ordem 2 são suaves e anulam-se suficientemente rápido quando
|x| → ∞ para justificar os seguintes cálculos. Computemos então:

∫

Rn

f 2dx =

∫

Rn

(∆u)2dx =
n∑

i,j=1

∫

Rn

uxixi
uxjxj

dx = (?)

e, pelo Teorema da Divergência,

(?) = −
n∑

i,j=1

∫

Rn

uxixixj
uxj

dx + lim
R→∞

n∑
i,j=1

∫

∂BR(0)

uxixi
uxj

νidS =

= −
n∑

i,j=1

∫

Rn

uxixixj
uxj

dx = (??)
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Aplicando novamente o Teorema da Divergência,

(??) =
n∑

i,j=1

∫

Rn

uxixj
uxjxi

dx− lim
R→∞

n∑
i,j=1

∫

∂BR(0)

uxj
uxixj

νidS =

=
n∑

i,j=1

∫

Rn

uxixj
uxixj

dx =

∫

Rn

|D2u|2dx

⇒
∫

Rn

f 2dx =

∫

Rn

|D2u|2dx (4.2)

Então vemos que a norma L2 da segunda derivada de u pode ser estimada(e de
fato é igual)pela norma L2 de f . Note também que este é um caso particular
do Teorema da Desigualdade de Calderon-Zygmund visto no caṕıtulo 2.

4.2 Regularidade Interior

Como sempre, supomos Ω ⊂ Rn um conjunto aberto limitado. Também
vamos supor que u ∈ H1

0 (Ω) é uma solução fraca da EDP (4.1). Vamos
também utilizar a condição de elipticidade uniforme, c.f. a definição (1.7),
para o operador L = −∆.

Teorema 4.1 (Regularidade H2-interior) Suponhamos que f ∈ L2(Ω) e que
u ∈ H1(Ω) é uma solução fraca da EDP eĺıptica −∆u = f em Ω. Então,
temos que

u ∈ H2
loc(Ω), (4.3)

e para todo subconjunto V ⊂⊂ Ω temos a estimativa

||u||H2(V ) ≤ c(||f ||L2(Ω) + ||u||L2(Ω)) (4.4)

onde a constante c depende somente de V e Ω.

Observações:
i) Note que não exigimos u ∈ H1

0 (Ω), i.e., não assumimos necessariamente a
condição de fronteira u = 0 em ∂Ω no sentido observado.
ii) Observe ainda que, já que u ∈ H2

loc(Ω), temos

−∆u = f q.s. em Ω

e, então, u realmente resolve a EDP, pelo menos para quase todo ponto
interior de Ω. Para ver isto, note que, para cada v ∈ C∞

c (Ω), temos
∫
∇u∇vdx =

∫
fvdx.
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Já que u ∈ H2
loc(Ω), podemos integrar por partes

∫
∇u∇vdx = −

∫
v∆udx.

Então
∫

(−∆u− f)vdx = 0, ∀v ∈ C∞
c (Ω) e então −∆u = f q.s.

Demonstração:
01) Dado um aberto V ⊂⊂ Ω, seja W um aberto tal que V ⊂⊂ W ⊂⊂ Ω.
Tomemos uma função suave ζ satisfazendo:

{
ζ ≡ 1 em V, ζ ≡ 0 em Rn −W

0 ≤ ζ ≤ 1.

Chamamos ζ de uma função “cutoff”. Seu propósito nos cálculos sub-
seqüentes será o de restringir todas as expressões para o subconjunto W , que
está a uma distância positiva longe de ∂Ω. Isto é necessário pois não temos
informações suficientes a respeito de u perto da fronteira ∂Ω. Note que este
racioćınio já fora utilizado no caṕıtulo anterior.
02) Agora, já que u é solução fraca de (4.1) temos

n∑
i=1

∫

Ω

uxi
vxi

dx =

∫

Ω

fvdx, ∀v ∈ H1
0 (Ω). (4.5)

03) Fixamos k ∈ {1, 2, ..., n}, seja |h| > 0 pequeno tal que o suporte de

v := −D−h
k (ζ2Dh

ku) (4.6)

está em Ω, onde Dh
ku denota o quociente diferença, c.f. a definição (1.8):

Dh
ku(x) =

u(x + hek)− u(x)

h
, h ∈ R; h 6= 0

Substituindo v em (4.5), podemos escrever a expressão resultante como

A = B (4.7)

onde

A :=
n∑

i=1

∫

Ω

uxi
vxi

dx =
n∑

i=1

∫

Ω

uxi
[−D−h

k (ζ2Dh
ku)]xi

dx (4.8)

e

B :=

∫

Ω

fvdx (4.9)
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04) Estimativa de A:
Nós temos, por (4.8) que

A =
n∑

i=1

∫

Ω

uxi
[−D−h

k (ζ2Dh
ku)]xi

dx = −
n∑

i=1

∫

Ω

uxi
(D−h

k (ζ2Dh
ku))xi

dx =

= −
n∑

i=1

∫

Ω

uxi
D−h

k (ζ2Dh
ku)xi

dx = (?)

Como vale que

∫

Ω

vD−h
k wdx = −

∫

Ω

wDh
kvdx, temos

(?) =
n∑

i=1

∫

Ω

(ζ2Dh
ku)xi

(Dh
kuxi

)dx.

⇒ A =
n∑

i=1

∫

Ω

(ζ2Dh
ku)xi

(Dh
kuxi

)dx =
n∑

i=1

∫

Ω

(Dh
kuxi

)(ζ2Dh
kuxi

+ 2ζζxi
Dh

ku)dx

⇒ A =
n∑

i=1

∫

Ω

Dh
kuxi

Dh
kuxi

ζ2dx

︸ ︷︷ ︸
A1

+
n∑

i=1

∫

Ω

Dh
kuxi

2ζζxi
Dh

kudx

︸ ︷︷ ︸
A2

(4.10)

Pela condição de elipticidade uniforme, c.f. definição (1.7), sendo ξi = ξj =
Dh

kui e (aij(x)) ≡ I temos

A1 =
n∑

i=1

∫

Ω

Dh
kuxi

Dh
kuxi

ζ2dx =

∫

Ω

(
n∑

i=1

Dh
kuxi

Dh
kuxi

)
ζ2dx ≥

≥
∫

Ω

θ|Dh
kDu|2ζ2dx = θ

∫

Ω

ζ2|Dh
kDu|2dx

⇒ A1 ≥ θ

∫

Ω

ζ2|Dh
kDu|2dx (4.11)

Além disso, temos também que

|A2| =
∣∣∣∣∣

n∑
i=1

∫

Ω

Dh
kuxi

2ζζxi
Dh

kudx

∣∣∣∣∣ ≤
∣∣∣∣
∫

Ω

2Dh
kDuζDζDh

kudx

∣∣∣∣ ≤

≤
∫

Ω

2|Dh
kDu| · |ζ| · |Dζ| · |Dh

ku|dx = 2

∫

Ω

ζ|Dh
kDu| · |Dζ| · |Dh

ku|dx
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⇒ |A2| ≤ 2

∫

Ω

ζ|Dh
kDu| · |Dζ| · |Dh

ku|dx

Aplicando a desigualdade de Cauchy com ε(c.f. (1.3)), segue que

|A2| ≤
∫

Ω

ζ|Dh
kDu|2|Dh

ku|·|Dζ|dx ≤
∫

Ω

(
εζ2|Dh

kDu|2 +
4|Dh

ku|2|Dζ|2
4ε

dx

)
=

= ε

∫

Ω

ζ2|Dh
kDu|2dx +

1

ε

∫

Ω

|Dh
ku|2|Dζ|2dx

Como ζ : Ω ⊂ Rn → R é suave e de suporte compacto, existe uma constante
k > 0 tal que 0 ≤ |Dζ| ≤ k.
Como

1

ε

∫

Ω

|Dh
ku|2|Dζ|2dx =

1

ε

∫

Ω−W

|Dh
ku|2|Dζ|2dx +

1

ε

∫

W

|Dh
ku|2|Dζ|2dx

e
1

ε

∫

Ω−W

|Dh
ku|2|Dζ|2dx = 0 pois ζ = 0 em Ω − W , pela construção da ζ,

segue que

1

ε

∫

Ω

|Dh
ku|2|Dζ|2dx =

1

ε

∫

W

|Dh
ku|2|Dζ|2dx ≤ k

ε

∫

W

|Dh
ku|2.1dx.

A partir disso, teremos que a majoração para |A2| discutida acima fica:

|A2| ≤ ε

∫

Ω

ζ2|Dh
kDu|2dx +

k

ε

∫

W

|Dh
ku|2dx (I)

Tomemos a estimativa seguinte,

∫

W

|Dh
ku|2dx ≤

∫

W

|Dhu|2dx ≤ c

∫

Ω

|Du|2dx (II)

onde a primeira desigualdade é evidente, pela definição de Dh
ku, e a segunda

provém do Teorema (1.2).

Considere ε =
θ

2
. Obteremos de (I) e (II) que:

|A2| ≤ ε

∫

Ω

ζ2|Dh
kDu|2dx+

k

ε

∫

W

|Dh
ku|2dx ≤ θ

2

∫

Ω

ζ2|Dh
kDu|2dx+

2

θ
.ck

∫

Ω

|Du|2dx =

=
θ

2

∫

Ω

ζ2|Dh
kDu|2dx + c1

∫

Ω

|Du|2dx

⇒ |A2| ≤ θ

2

∫

Ω

ζ2|Dh
kDu|2dx + c1

∫

Ω

|Du|2dx (4.12)
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Listemos (4.10), (4.11) e (4.12), respectivamente:

A = A1 + A2,

A1 ≥ θ

∫

Ω

ζ2|Dh
kDu|2dx,

−θ

2

∫

Ω

ζ2|Dh
kDu|2dx−c1

∫

Ω

|Du|2dx ≤ A2 ≤ θ

2

∫

Ω

ζ2|Dh
kDu|2dx+c1

∫

Ω

|Du|2dx.

Com elas, podemos escrever:

A = A1 + A2 ≥ θ

∫

Ω

ζ2|Dh
kDu|2dx− θ

2

∫

Ω

ζ2|Dh
kDu|2dx− c1

∫

Ω

|Du|2dx

⇒ A ≥ θ

2

∫

Ω

ζ2|Dh
kDu|2dx− c1

∫

Ω

|Du|2dx (4.13)

05) Estimativa de B:

Lembremos que (4.9) é a seguinte igualdade: B =

∫

Ω

fvdx.

Assim, tendo em vista que |f | ≤ |f |+ |Du|+ |u|, temos que:

|B| ≤
∫

Ω

|f |.|v|dx ≤
∫

Ω

(|f |+ |Du|+ |u|)|v|dx

⇒ |B| ≤
∫

Ω

(|f |+ |Du|+ |u|)|v|dx. (4.14)

Note também que, por (4.6) e pelo Teorema (1.3), temos

∫

Ω

|v|2dx =

∫

Ω

|−D−h
k (ζ2Dh

ku)|2dx = ||D−h
k (Dh

ku)||2L2(Ω) ≤ c||D(ζ2Dh
ku)||2L2(W ) =

= c

∫

W

|D(ζ2Dh
ku)|2dx = c

∫

W

|ζ2DDh
ku + 2ζ.Dζ.Dh

ku|2dx ≤

≤ c

∫

W

|ζ2DDh
ku|2dx + 4c

∫

W

|ζ|2|Dζ|2|Dh
ku|2dx = (?)

e, como 0 ≤ ζ ≤ 1 e 0 ≤ |Dζ| ≤ k, segue que

(?) ≤ c

∫

W

ζ2|Dh
kDu|2dx + 4c

∫

W

k2|Dh
ku|2dx =

= c

∫

W

ζ2|Dh
kDu|2dx + 4ck2||Dh

ku||2L2(W ) = (??)
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Naturalmente, ||Dh
ku||L2(W ) ≤ ||Dhu||L2(W ), e pelo Teorema (1.3) segue-se

que
||Dh

ku||2L2(W ) ≤ ||Dhu||2L2(W ) ≤ c1||Du||2L2(Ω)

com W ⊂⊂ Ω.
Com isso, temos

(??) ≤ c

∫

W

ζ2|Dh
kDu|2dx + 4k2c1||Du||2Lp(Ω) = (? ? ?)

Tomando c2 = max{c, 4k2c1}, temos que

(???) ≤ c2

∫

W

ζ2|Dh
kDu|2dx+c2||Du||2Lp(Ω) ≤ c2

∫

W

ζ2|Dh
kDu|2dx+c2

∫

Ω

|Du|2dx

⇒
∫

Ω

|v|2dx ≤ c2

∫

Ω

(|Du|2 + ζ2|Dh
kDu|2)dx (α)

Em (4.14), aplicando a Desigualdade de Cauchy com ε, obtemos

|B| ≤
∫

Ω

(|f |+ |Du|+ |u|)|v|dx =

∫

Ω

(|f |.|v|+ |Du|.|v|+ |u|.|v|)dx ≤

≤
∫

Ω

[(
εv2 +

f 2

4ε

)
+

(
εv2 +

|Du|2
4ε

)
+

(
εv2 +

u2

4ε

)]
dx =

= 3ε

∫

Ω

v2dx +
1

4ε

∫

Ω

(f 2 + u2)dx +
1

4ε

∫

Ω

|Du|2dx.

Utilizando (α), obtemos:

|B| ≤ 3εc2

∫

Ω

(|Du|2 + ζ2|Dh
ku|2)dx +

1

4ε

∫

Ω

(f 2 + u2)dx +
1

4ε

∫

Ω

|Du|2dx =

= kε

∫

Ω

ζ2|Dh
kDu|2dx +

1

4ε

∫

Ω

(f 2 + u2)dx +

(
1

4ε
+ kε

) ∫

Ω

|Du|2dx = (β)

e tomando 0 < ε < 1 <
1

ε
, tem-se

(β) ≤ kε

∫

Ω

ζ2|Dh
kDu|2dx +

1

4ε

∫

Ω

(f 2 + u2)dx +

(
1

4ε
+

k

ε

) ∫

Ω

|Du|2dx =

= kε

∫

Ω

ζ2|Dh
kDu|2dx +

1

4ε

∫

Ω

(f 2 + u2)dx +

(
1 + 4k

4ε

) ∫

Ω

|Du|2dx = (ββ)

Tome c := max

{
1

4
,
1 + 4k

4

}
=

1 + 4k

4
. Logo,

(ββ) ≤ kε

∫

Ω

ζ2|Dh
kDu|2dx +

c

ε

∫

Ω

(f 2 + u2)dx +
c

ε

∫

Ω

|Du|2dx
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Tomemos ε =
θ

4k
para obter

|B| ≤ k
θ

4k

∫

Ω

ζ2|Dh
kDu|2dx + c

4k

θ

∫

Ω

(f 2 + u2)dx + c
4k

θ

∫

Ω

|Du|2dx

⇒ |B| ≤ θ

4

∫

Ω

ζ2|Dh
kDu|2dx + c̃

∫

Ω

(f 2 + u2)dx + c̃

∫

Ω

|Du|2dx (4.15)

06) Iremos agora combinar (4.7), (4.13) e (4.15). Listando-as, temos

A = B

A ≥ θ

2

∫

Ω

ζ2|Dh
kDu|2dx− C

∫

Ω

|Du|2dx

B ≤ θ

4

∫

Ω

ζ2|Dh
kDu|2dx + c̃

∫

Ω

(f 2 + v2 + |Du|2)dx

Assim, temos com estas informações que

θ

2

∫

Ω

ζ2|Dh
kDu|2dx− C

∫

Ω

|Du|2dx ≤ A = B ≤ θ

4

∫

Ω

ζ2|Dh
kDu|2dx+

+c̃

∫

Ω

(f 2 + v2 + |Du|2)dx

(
θ

2
− θ

4

) ∫

Ω

ζ2|Dh
kDu|2dx ≤ C̃

∫

Ω

(f 2 + v2)dx + (C̃ + C)

∫

Ω

|Du|2dx ≤

≤ C̃

∫

Ω

(f 2 + v2 + |Du|2)dx

∫

Ω

ζ2|Dh
kDu|2dx ≤ 4

θ
C̃

∫

Ω

(f 2 + v2 + |Du|2)dx

Lembrando a definição da função cutoff, temos

∫

V

|Dh
kDu|2dx =

∫

V

ζ2|Dh
kDu|2dx ≤

∫

Ω

ζ2|Dh
kDu|2dx ≤ C

∫

Ω

(f 2+v2+|Du|2)dx

∫

V

|Dh
kDu|2dx ≤ C

∫

Ω

(f 2 + v2 + |Du|2)dx,

isto para k = 1, 2, ..., n e para todo h tal que |h| 6= 0 é suficientemente
pequeno.
Assim, pelo Teorema(1.3), temos que

∂u

∂xi

∈ W 1,2(V )
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e ∣∣∣∣
∣∣∣∣D

(
∂u

∂xi

)∣∣∣∣
∣∣∣∣
L2(V )

≤ c

∫

Ω

(f 2 + u2 + |Du|2)dx

então u ∈ W 2,2(V ) e ||D(Du)||L2(V ) ≤ c

∫

Ω

(f 2 + u2 + |Du|2)dx. Logo,

||D2u||L2(V ) ≤ c

∫

Ω

(f 2 + u2 + |Du|2)dx

⇒ ||u||H2(V ) =
(
||D2u||2L2(V ) + ||Du||2L2(V ) + ||u||2L2(V )

) 1
2 ≤

≤
(

c

∫

Ω

(f 2 + u2 + |Du|2)dx + ||Du||2L2(V ) + ||u||2L2(V )

) 1
2

≤

≤ C

(∫

Ω

(f 2 + u2 + |Du|2)dx

) 1
2

+ ||Du||L2(V ) + ||u||L2(V ) =

= C
(||f ||2L2 + ||u||2L2 + ||Du||2L2

) 1
2 + ||Du||L2(V ) + ||u||L2(V ) ≤

≤ C

∫

Ω

f 2dx + C

∫

Ω

u2dx + C

∫

Ω

|Du|2dx + ||Du||L2(Ω) + ||u||L2(Ω) =

= C||f ||L2(Ω) + (C + 1)(||u||L2(Ω) + ||Du||L2(Ω)) = (? ? ?).

Tendo em vista que em Rn todas as normas são equivalentes, temos que, para
um D > 0 adequado

(???) ≤ C||f ||L2(Ω)+D(||u||2L2(Ω)+ ||Du||2L2(Ω))
1
2 = C||f ||L2(Ω)+D||u||H1(Ω) ≤

≤ M(||f ||L2(Ω) + ||u||H1(Ω)),

onde M := max{CK, D}.
||u||H2(V ) ≤ M(||f ||L2(Ω) + ||u||H1(Ω)) (4.16)

07) Como V ⊂⊂ W ⊂⊂ Ω, pelos mesmos argumentos pode-se mostrar que
(4.16) fica refinada para

||u||H2(V ) ≤ C(||f ||L2(W ) + ||u||H1(W )) (4.17)

para uma constante C apropriada, dependente de V, W , etc. Agora escolhe-
mos uma nova função cutoff ζ satisfazendo as condições:

ζ = 1 em W, sptζ ⊂ Ω

0 ≤ ζ ≤ 1
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Seja agora v = ζ2u ∈ H1
0 (Ω). Como por (4.5)

∫

Ω

DuDvdx =

∫

Ω

fvdx,

segue que ∫

Ω

Du(Dζ2u)dx =

∫

Ω

fζ2udx

∫

Ω

Du(ζ2Du + 2ζDζu)dx =

∫

Ω

fζ2u

∫

Ω

ζ2|Du|2 + 2ζuDζDu =

∫

Ω

fζ2u.

Assim, ∫

Ω

ζ2|Du|2dx =

∫

Ω

fζ2udx− 2

∫

Ω

ζuDζDudx ≤

≤
∫

Ω

fζ2udx + 2

∫

Ω

|ζ|.|u|.|Dζ|.|Du|dx =

=

∫

Ω

fζ2udx + 2

∫

Ω

(|ζ|.|Du|)(|u|.|Dζ|)dx = (I)

Aplicando-se convenientemente as Desigualdades de Cauchy, de Cauchy com
ε e ab ≤ 2ab ≤ a2 + b2, com a, b > 0, obtemos os cálculos a seguir:

(I) ≤
∫

Ω

f.ζ2udx + 2

(∫

Ω

|ζ|2|Du|2dx

) 1
2
(∫

Ω

u2|Dζ|2dx

) 1
2

≤
∫

Ω

f.ζ2udx + 2

[
ε

∫

Ω

ζ2|Du|2dx +
1

4ε

∫

Ω

u2|Dζ|2dx

]

≤
(∫

Ω

f 2dx

) 1
2
(∫

Ω

(ζ2u)2dx

) 1
2

+ 2

[
ε

∫

Ω

ζ2|Du|2dx +
1

4ε

∫

Ω

u2|Dζ|2dx

]

≤
∫

Ω

f 2dx +

∫

Ω

(ζ2u)2dx + 2ε

∫

Ω

ζ2|Du|2 +
1

2ε

∫

Ω

u2|Dζ|2dx

⇒ (1− 2ε)

∫

Ω

ζ2|Du|2dx ≤
∫

Ω

f 2dx +

∫

Ω

(ζ2u)2dx +
1

2ε

∫

Ω

u2|Dζ|2dx

Tomando ε =
1

4
e notando que ζ2 ≤ 1 e |Dζ| ≤ c, obtemos

1

2

∫

W

|Du|2dx ≤
∫

Ω

f 2dx +

∫

Ω

u2dx + 2c

∫

Ω

u2dx

⇒
∫

W

|Du|2dx ≤ 2

∫

Ω

f 2dx + (2 + 4c)

∫

Ω

u2dx ≤
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≤ (2 + 4c)

[∫

Ω

f 2dx +

∫

Ω

u2dx

]
= c1

[∫

Ω

f 2dx +

∫

Ω

u2dx

]

⇒
∫

W

|Du|2dx ≤ c1

∫

Ω

(f 2 + u2)dx (II)

Note também que

||u||H1(W ) =
(
||u||2L2(W ) + ||Du||2L2(W )

) 1
2 ≤ ||u||L2(W ) + ||Du||L2(W ) ≤

≤ ||u||L2(Ω) + ||Du||L2(Ω) = (?)

e como Ω é limitado, temos pela Desigualdade de Poincaré (Teorema(1.5)),
e por (II)

(?) ≤ c||Du||L2(Ω) + ||Du||L2(Ω) =

= (c+1)||Du||L2(Ω) = (c+1)

(∫

Ω

|Du|2dx

) 1
2

≤ (c+1)

(
c1

∫

Ω

(f 2 + u2)dx

) 1
2

=

= k

(∫

Ω

f 2dx +

∫

Ω

u2dx

) 1
2

= (A)

e como para a, b ≥ 0 vale
(
a2 + b2

) 1
2 ≤ a + b, temos

(A) ≤ k

((∫

Ω

f 2dx

) 1
2

+

(∫

Ω

u2dx

) 1
2

)
= k(||f ||L2(Ω) + ||u||L2(Ω))

⇒ ||u||H1(W ) ≤ k(||f ||L2(Ω) + ||u||L2(Ω)). (4.18)

De (4.18) e (4.17) obtemos

||u||H2(V ) ≤ c(||f ||L2(W )+k(||f ||L2(W )+||u||L2(W ))) = (c+k)||f ||L2(W )+k||u||L2(W ) ≤

≤ (c + k)(||f ||L2(W ) + ||u||L2(W ))

⇒ ||u||H2(V ) ≤ C(||f ||L2(W ) + ||u||L2(W )),

o que conclui a prova do Teorema.

q.e.d.
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Anexos

Nesta seção iremos apresentar, sob forma de afirmações, alguns fatos que
foram utilizados durante o trabalho.

Afirmação 1: Seja V um compacto de Ω e h ∈ R tal que 0 < |h| <
dist(V, ∂Ω). A aplicação |.|d : E → R dada por

|Dhu|d =

(
n∑

i=1

|Dh
i u|p

) 1
p

é uma semi-norma (chamada de norma do quociente diferença), onde E :=
{u : Ω ⊂ Rn → R; |Dh

i u| < ∞,∀i ∈ {1, ..., n}, h ∈ R | 0 < |h| <
dist(V, ∂Ω)}.
Demonstração:
Iremos mostrar que valem as três propriedades de semi- norma para a aplicação
dada.

(i)|Dhu|d ≥ 0:

|Dhu|d =

(
n∑

i=1

|Dh
i u|p

) 1
p

≥ 0.

Isto conclui a propriedade (i) de semi-norma

(ii)|cDhu|d = |c| · |Dhu|d,∀c ∈ R:

|cDhu|d =

(
n∑

i=1

|c ·Dh
i u|p

) 1
p

=

(
n∑

i=1

|c|p · |Dh
i u|p

) 1
p

=

=

(
|c|p

n∑
i=1

|Dh
i u|p

) 1
p

= |c|
(

n∑
i=1

|Dh
i u|p

) 1
p

= |c| · |Dhu|d

(iii)|Dhu + Dhv|d ≤ |Dhu|d + |Dhv|d:
Note inicialmente que com o aux́ılio da definição de soma de funções, teremos:

Dh
i (u + v) =

(u + v)(x + hei)− (u + v)(x)

h
=
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=
u(x + hei)− u(x)

h
+

v(x + hei)− v(x)

h
= Dh

i u + Dh
i v.

Logo,
Dh(u + v) = (Dh

1u + Dh
1v, ..., Dh

nu + Dh
nv) =

= (Dh
1u, ..., Dh

nu) + (Dh
1v, ..., Dh

nv) = Dhu + Dhv.

Com efeito, podemos escrever:

|Dhu + Dhv|pd = |Dh(u + v)|pd =

(
n∑

i=1

|Dh
i (u + v)|p

) 1
p
.p

=

=
n∑

i=1

|Dh
i (u+ v)|p =

n∑
i=1

|Dh
i u+Dh

i v|p =
n∑

i=1

|Dh
i u+Dh

i v|p−1.|Dh
i u+Dh

i v| ≤

≤
n∑

i=1

|Dh
i u + Dh

i v|p−1.(|Dh
i u|+ |Dh

i v|) =

=
n∑

i=1

|Dh
i u + Dh

i v|p−1.|Dh
i u|+

n∑
i=1

|Dh
i u + Dh

i v|p−1.|Dh
i v| = (?)

Note que
1

p
+

1

`
= 1 ⇒ ` =

p

p− 1
. Assim, temos que (?) fica, aplicando-se a

Desigualdade de Hölder

(?) ≤
(

n∑
i=1

∣∣|Dh
i u + Dh

i v|p−1
∣∣ p

p−1

) p−1
p

(
n∑

i=1

|Dh
i u|p

) 1
p

+

+

(
n∑

i=1

∣∣|Dh
i u + Dh

i v|p−1
∣∣ p

p−1

) p−1
p

(
n∑

i=1

|Dh
i v|p

) 1
p

=

=




(
n∑

i=1

|Dh
i u + Dh

i v|p
) 1

p




p−1

·|Dhu|d+



(
n∑

i=1

|Dh
i u + Dh

i v|p
) 1

p




p−1

·|Dhv|d =

= |Dhu + Dhv|p−1
d |Dhu|d + |Dhu + Dhv|p−1

d |Dhv|d =

= |Dhu + Dhv|p−1
d (|Dhu|d + |Dhv|d)

Logo, temos

|Du +Dhv|pd = |Du +Dhv|p−1
d · |Du +Dhv|d ≤ |Du +Dhv|p−1

d (|Dhu|d + |Dhv|d)
e, simplificando, encontramos:

|Dhu + Dhv|d ≤ |Dhu|d + |Dhv|d.
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Com isso mostramos que também vale (iii).
Logo a Afirmação 1 fica provada.

Afirmação 2: Φk = sup
0<σ<1

(1− σ)kRk||Dku||p;BσR
, k = 0, 1, 2 são seminor-

mas.

Demonstração: Lembremos que no texto temos 0 < σ < 1 e R > 0. Vamos
mostrar que as três propriedades para seminormas são satisfeitas.

i) Φk(u) ≥ 0: De fato, por definição
Φk(u) = sup

0<σ<1
(1− σ)kRk||Dku||p,BσR

≥ 0, pois (1 − σ)k > 0, Rk > 0 e

||.||p;BσR
≥ 0, pois ||.||p;BσR

é norma.
ii)Φk(αu) = |α|Φk(u), ∀α ∈ R:

Φk(αu) = sup
0<σ<1

(1−σ)kRk||Dk(αu)||p;BσR
= |α| sup

0<σ<1
(1−σ)kRk||Dku||p;BσR

=

= |α|Φk(u)

Note que acima utilizamos ||Dk(αu)||p;BσR
= |α|.||Dku||p;BσR

pois ||.||p;BσR
é

norma.
iii) Φk(u + v) ≤ Φk(u) + Φk(v):

Φk(u + v) = sup
0<σ<1

(1− σ)kRk||Dk(u + v)||p;BσR
= (?)

como ||.||p;BσR
é norma, vale a desigualdade

||Dk(u + v)||p;BσR
≤ ||Dku||p;BσR

+ ||Dkv||p;BσR

e então

(?) ≤ sup
0<σ<1

(1− σ)kRk
(||Dku||p;BσR

+ ||Dkv||p;BσR

) ≤

≤ sup
0<σ<1

(1−σ)kRk||Dku||p;BσR
+ sup

0<σ<1
(1−σ)kRk||Dkv||p;BσR

= Φk(u)+Φk(v),

o que prova iii).
Assim, (i), (ii) e (iii) provam a afirmação.
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