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Resumo

Neste trabalho investigamos dois modelos exatamente soliveis para condensados de
Bose-Einstein através das equacgoes do ansatz de Bethe associadas. Através de uma analise
cuidadosa das solucoes numéricas das equacgoes do ansatz de Bethe, podemos observar uma
mudanca na estrutura das solucoes para o estado fundamental, quando variamos um con-
junto de parametros do Hamiltoniano em questao. Essa mudanca estd relacionada com a
transicao de fase quantica do sistema. Podemos observar esse comportamento por meio
de métodos usuais na analise de transicoes de fase quanticas, como o gap de energia e a
fidelidade. Dessa forma podemos utilizar o comportamento das solugoes das EAB como um
método alternativo para indicar uma transicao de fase quantica.
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Abstract

In this work we investigate two exactly solvable models for Bose-Einstein condensates
by studying the solutions of their Bethe ansatz equations. A careful numerical analysis
of these solution for the ground state of both models, as we vary some parameters of the
Hamiltonian, shows an abrupt change in the behavior of the roots of the Bethe ansatz
equations of the models. Then, by the use of standard techniques for approaching quantum
phase transition - gap, fidelity- we find that the change in the scenery in the roots of the
Bethe ansatz equations is directly related to a quantum phase transition, thus providing an
alternative method for its detection.
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Capitulo 1

Introducao

O condensado de Bose-Einstein (CBE), predito teoricamente por Albert Einstein se-
guindo o trabalho de S. N. Bose em 1925, é um estado da matéria no qual um conjunto
de particulas (fracamente interagentes, que obedecem a estatistica de Bose-Einstein) se
agregam no estado de menor energia do sistema. Esse estado sé ¢ atingido em temperaturas
muito baixas, sendo, portanto, um fenomeno de natureza quantica. De forma mais geral,
podemos descrever a condensacao de Bose-Einstein utilizando um argumento simples apre-
sentado em [1] por W. Ketterle: para altas temperaturas os dtomos fracamente interagentes
de um gas se comportam como bolas de bilhar que se chocam. Diminuindo a temperatura, os
atomos podem ser tratados como pacotes de onda com comprimentos de onda de d’Broglie
Aag- A medida que resfriamos o gas, o comprimento de onda de d’Broglie aumenta. Quando
atinge-se a temperatura critica T'= T o comprimento de onda de d’Broglie fica da ordem
da distancia média entre as particulas, dessa forma as funcoes de onda de uma grande
parcela de atomos se entrelacam formando o CBE; ao aproximar a temperatura préxima ao
zero absoluto as particulas mais energéticas desaparacem formando um CBE puro, como
ilustra a Figura (1.1).

Experimentalmente, os primeiros pesquisadores que obtiveram um CBE, com vapores,
foram Cornell, Wieman e Ketterle ([2], [3] e [4]), através do resfriamento de dtomos, uti-
lizando técnicas sofisticadas. Apds a obtencao dos primeiros CBE, varios experimentos de
sucesso foram realizados. Entre eles, é interessante citar a interferéncia entre dois conden-
sados, que foi observada em [7], onde estes estavam separados por uma pequena distancia e
foram criados em um pogo de potencial duplo. Esses resultados comprovaram diretamente a
existéncia de tunelamento e auto-aprisionamento em CBE. Seguindo-se aos resultados com
vapores de atomos, foram obtidas também moléculas ultra-frias do tipo homo-atomicas, isto
é, moléculas de dois atomos de mesma espécie, [5], [6].

Do ponto de vista tedrico, sabe-se que estes sistemas ultra-frios, atomicos e moleculares,
apresentam grandes flutuagoes quanticas. Ou seja, nao é apropriado o uso de métodos
aproximados para abordar esses sistemas. Neste sentido, passa a ser de grande relevancia
o estudo de modelos que sejam exatamente soltiveis e que descrevam condensados de Bose-
Einstein atomicos e moleculares. Neste trabalho de conclusao vamos investigar dois modelos
exatamente soliveis que descrevem estes fendmenos: (i) dois condensados de Bose-Einstein
acoplados por tunelamento Josephson que descreve o tunelamento de atomos entre dois
pogos, (ii) um condensado de Bose-Einstein do tipo atomico-molecular que descreve a in-
terconversao de atomos em moléculas e vice-versa.
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Fig. 1.1: Etapas na condensagio de Bose-FEinstein, de cima para baizo. (1) Para altas
temperaturas os atomos de um gas se comportam como fossem bolas de bilhar,
desprezando a interagdo entre elas. (2) Baizando a temperatura, numa descri¢ao
quantica simplificada, os dtomos podem ser wvistos como pacotes de onda com
comprimento de onda de d’Broglie \gp. (3) Baizando ainda mais a temperatura,
até chegar a temperatura critica T = T,, o comprimento de onda de d’Broglie fica
da ordem da distancia média entre as particulas, dessa forma as fungoes de onda
de uma grande parcela de dtomos se entrelagam formando o CBE. (4)Prézimo
ao zero absoluto de temperatura temos um CBE puro. Figura extraida de [1].
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O objetivo deste trabalho é mostrar como a andlise das solugoes das equacoes do ansatz
de Bethe (EAB) para o estado fundamental podem ser usadas como indicadores de transigoes
de fase quanticas (TFQ) nos sistemas citados acima. Este trabalho estd dividido da seguinte
forma: no segundo capitulo estudaremos o comportamento das solucoes das EAB do mo-
delo que descreve dois condensados de Bose-Einstein acoplados por tunelamento Josephson
e compararemos com os métodos tradicionais na analise de transicao de fase quantica. Fi-
nalizaremos o capitulo estabelecendo a relacao entre a TF(Q e o valor esperado do niimero
de particulas nos condensados. No terceiro capitulo, analisaremos o comportamento das
solucoes das EAB para o modelo que descreve o condensado de Bose-Einstein do tipo
atomico-molecular, comparando-as, novamente, com os métodos tradicionais na andlise da
TFQ. Encerraremos este capitulo relacionando a TFQ com o valor esperado do ntimero de
atomos e do numero de moléculas no condensado. No capitulo 4 apresentaremos a con-
clusdo, e no apéndice mostraremos como obter as EAB e as energias para o modelo de dois
condensado de Bose-Einstein acoplados por tunelamento Josephson através do método do
espalhamento inverso quantico.
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Modelo para dois condensados de
Bose-Einstein acoplados por
tunelamento Josephson

2.1 O Hamiltoniano

Para comecar a analise precisaremos de uma quantidade que contenha toda informacao
do sistema. Para isso, temos que o Hamiltoniano mais geral dado por [8] é
€
2
onde Uj, para j = 1,2, é um parametro que denota a interacao de dtomos no condensado

j e Uy denota a interagao entre atomos em diferentes condensados, € é a amplitude de
tunelamento de 4tomos entre os condensados e 0s ;s os potenciais externos. Os a) e a; sdo

H = U1N12+U2N22+U12N1N2+M1N1+/L2N2— (aJ{az—l—a;al) y (21)

i
operadores de criagao e destruigao, respectivamente, no i-ésimo condensado (i=1,2). Esses
operadores estao associados a algebra de Heisenberg e obedecem as seguintes relagoes de
comutacao:

[ai,a}] = 0;j, (2.2)
la;, a;] = [a},aﬂ =0. (2.3)

O operador nimero é dado por N; = a;aj, cujo autovalor revela quantos bdésons ha no
j-ésimo condensado, o nimero total de bésons no sistema é dado por N = N; + N,. Os
comutadores que envolvem esses operadores podem ser deduzidos utilizando as relagdes (2.2)
e (2.3), e sao dados por

[Ni, CLj] = —(52'3'(11', |:N“ aﬂ = 5@‘@3 (24)
Dentro da liberdade dos parametros que temos, vamos escolher a seguinte particularizacao:
U12 K
U=U,=——=="— 2.5
1 2 9 ] ) ( )
A
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Com isso podemos reescrever o Hamiltoniano (2.1) da seguinte forma:

K A
H=§(N1—N2)2—7“(N1—N2)

€

5 <aJ{a2 + a£a1> : (2.7)

Desta forma, podemos reconhecer K como o termo de acoplamento entre os bosons, sendo
atrativa se K < 0 e repulsiva se K > 0, e o parametro Ap como o potencial externo que
corresponde a uma assimetria entre os condensados. Neste trabalho vamos nos restringir ao
caso K < 0, pois foi mostrado em [10] e [14] que no caso atrativo o sistema apresenta uma
transigao de fase quantica (TFQ). Este Hamiltoniano, apesar de muito simples, apresenta
propriedades fisicas interessantes como foi discutido em [9], [10] e [11].

2.2 Solucao exata

O modelo descrito na secao anterior é interessante pois apresenta solucao exata e a
integrabilidade dele foi demonstrada usando o método do espalhamento inverso quantico.
A maior vantagem desse método, também conhecido como Método Algébrico do Ansatz de
Bethe, é que nos leva a um conjunto de equacoes conhecidas como equacoes do Ansatz de
Bethe cujas solugoes, quando inseridas na equacgao de energia, fornecem os autovalores do
Hamiltoniano (ver apéndice A). O conjunto de EAB e a energia para o Hamiltoniano (2.7)
podem ser dadas de duas maneiras diferentes: (i) na forma de produtério, (A.41) e (A.42),
ou (ii) na forma de somatério, (A.47) e (A.48). Nesse trabalho utilizaremos a forma de
somatoério, cuja energia é dada por:

KN? AuN e
E = 3 —T+§;'Uj, (28)

onde os parametros v; sao solugoes das EAB:

(v2 =1 e+ 2Ap— K (N — 1)) v, 2
e =) (2.9)
' g#

Assim, para cada conjunto de solugao das EAB (2.9), {v;|j = 1,..., N}, nés temos um
autovalor de energia associado (2.8). Analiticamente nao foi encontrada, em geral, uma
solugao para equacao (2.9); portanto, utilizaremos métodos numéricos para resolvé-la. Para
o caso atrativo, (K < 0), a solu¢gdo numérica para o estado fundamental apresenta solucao
complexa na forma {v;|j = 1,..., N}={z £iys|k = 1,..., 5'}. Isto é consistente fisicamente,
uma vez que, se uma equacao algébrica com coeficientes reais admite solucao complexa
a sua conjugada também deverd ser solucao para que os autovalores sejam reais. Todas
as solugoes obtidas foram comparadas com as da diagonalizacao exata, estando em plena
concordancia.

2.2.1 Solucao das EAB para alguns valores de N

Nesta secao apresentaremos algumas solucoes do estado fundamental para diferentes
valores do niimero de atomos. Nesses casos adotaremos Ay = 0, uma vez que esse parametro



Capitulo 2. Dois condensados de Bose-Einstein acoplados por tunelamento Josephson 6

apenas desloca o espectro de energia por uma constante, [10], e também porque muitos
experimentos sdo feitos na auséncia de potencial externo, [12]. Através da andlise cldssica
feita em [13] sabemos que podemos utilizar os pontos fixos como candidatos para pontos
criticos em uma transicao de fase quantica. Foi mostrado em [13] que esse modelo apresenta
um ponto de bifurcacao quando )\51 = —1, onde A\~! é um parametro definido como

2€

A=
KN

(2.10)

Vamos entao verificar o que ocorre com a distribuicao das raizes das EAB no plano
complexo para diferentes valores de A=!. Comecamos com o caso de N = 40, apresentado
na Figura 2.1, onde ocorre uma mudanca no comportamento das solucoes acima de um
pR— )\51. Abaixo de /\51, todas as raizes estao situadas na mesma curva, enquanto que
para valores maiores que \;', as rafzes comecam a se distribuir sobre familias distintas de
curvas. Isso também acontece para diferentes valores de N, conforme as Figuras 2.2, 2.3 e
2.4.

T T T T ] T 0
2 I .,,0"..:.t0—.,,‘ . 1
oy - N\ -0.2
‘e .
0 — —
» . -0.4
= - e
9-2 F07 . T -0.6
Q.
S . i
3 o <
o4 L : . -0.8
-4 e
X 0 :
‘o, '1
b o7k ]
- 1.2
s 1.2 _
| | | | | | | 14
-8 -6 -4 -2 0 2 4

eixo real

Fig. 2.1: Conjunto de solugoes para as EAB (2.9) no plano complexo para o estado fun-
damental para N=40 contendo o zoom da regiago de interesse. Cada curva estd
associada a um valor de \™t, que pode ser identificada pela tabela de cores no lado
direito. Uma mudanga no comportamento das raizes ocorre em \~! ~ —0.71
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Fig. 2.2: Conjunto de solugoes para as EAB (2.9) no plano complexo para o estado fun-
damental para N=60 contendo o zoom da regiago de interesse. Cada curva estd
associada a um valor de X1 que pode ser identificada pela tabela de cores no lado
direito. Uma mudanga no comportamento das raizes ocorre em \~! ~ —0.76
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Fig. 2.3: Conjunto de solugées para as EAB (2.9) no plano complexo para o estado fun-
damental para N=80 contendo o zoom da regiago de interesse. Cada curva estd
associada a um valor de X1 que pode ser identificada pela tabela de cores no lado
direito. Uma mudanga no comportamento das raizes ocorre em \~! ~ —0.81
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Fig. 2.4: Conjunto de solugoes para as EAB (2.9) no plano complexo para o estado fun-
damental para N=100 contendo o zoom da regiao de interesse. Cada curva estd
associada a um valor de X1 que pode ser identificada pela tabela de cores no lado
direito. Uma mudanga no comportamento das raizes ocorre em \~! ~ —(.82
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2.3 Transicao de fase quantica

Uma transicao de fase quantica é usualmente definida como uma transicao de fase no
estado fundamental do sistema quando variamos algum parametro deste sistema. Basica-
mente hd uma mudanca abrupta na estrutura do estado fundamental na TFQ, ocasionando
stubitas mudancas nas propriedades do sistema. Transi¢oes de fase quanticas ocorrem a
temperatura nula, devido a flutuagoes quanticas quando variamos algum parametro [15].
Embora a transicao de fase quantica seja definida no limite termodinamico, a analise feita
em sistemas finitos indica pontos que mostram uma resposta significativa a variagoes do
estado fundamental, indicando uma possivel transicao de fase. Rigorosamente, estes pon-
tos sao chamados de “pontos de pré-transicao de fase quantica”, mas para simplificar, nao
utilizaremos esta terminologia. Dentre as técnicas existentes utilizaremos o gap de energia
e a fidelidade para o estudo da transicao de fase quantica, para isso os auto-estados e os
autovalores do Hamiltoniano que serao utilizadas a seguir serao extraidos da diagonalizagao
exata.

2.3.1 GAP

Um método tradicional para analisar as transicoes de fase quanticas é pelo estudo do
gap da energia AF, definido como a diferenca entre o primeiro estado excitado (E(l)) e o
estado fundamental (E©®) do sistema, isto &,

AE =EWY - O, (2.11)

O valor do parametro A\~! para qual o gap de energia se anula ou apresenta um minimo
identifica uma TFQ. Continuando a analise do caso atrativo e com potencial externo nulo,
na figura (2.5) temos o gap de energia em funcio de A~!' para diferentes valores de N.
Um minimo nesse grafico indica uma TFQ e esse ocorre para A\~! ~ —0.68, \™! ~ —0.75,
A~ —0.79 e A &~ —0.82, para N=40, 60, 80 e 100, respectivamente. Conforme N
aumenta, vemos que o minimo se move para o ponto critico A} = —1.

2.3.2 Fidelidade

Outro método para analisar transicoes de fase quanticas é através do comportamento
da fidelidade. Esse conceito é largamente utilizado na teoria da informacao quantica, [16].
Podemos definir a fidelidade como o moédulo do produto escalar de dois estados quanticos,
ou seja,

F(,0) = | <9lo > |. (2.12)

Esse valor varia entre 0 e 1, onde 1 corresponde a estados indistinguiveis e 0 para estados
completamente distinguiveis, sendo [¢) > e [¢ > | estados fundamentais do sistema onde
eles diferem por uma pequena variacio no parametro A~'. Na Figura (2.6) apresentamos
a fidelidade, onde basicamente, o ponto em que a curva tem um declinio acentudo define o
valor critico para o parametro. Uma queda abrupta na fidelidade ocorre para A\=! ~ —0.73,
—0.78, —0.82, —0.84 com N = 40, 60, 80 e 100, respectivamente. A medida que N aumenta,
vemos que o minimo se move para o ponto critico )\51 =—1.
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Fig. 2.5: Gap de energia do estado fundamental como funcao de X\~ para diferentes valores
de N. Um minimo nesse grifico indica uma TFQ e esse ocorre para \™' ~ —0.68,
Al —0.75, A1~ —0.79 e At & —0.82, para N=40, 60, 80 e 100, respectiva-
mente. Conforme N aumenta vemos que o minimo se move para o ponto critico
Aot =—1.
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Fig. 2.6: Fidelidade do estado fundamental como funcao do parametro \=! para diferentes
valores de N. Uma queda abrupta na fidelidade ocorre para \=! ~ —0.73, —0.78,
—0.82, —0.84 com N = 40, 60, 80 e 100, respectivamente. A medida que N
aumenta vemos que o minimo se move para o ponto critico At = —1.
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2.3.3 EAB e transicoes de fase quanticas

Observando as figuras (2.5) e (2.6) podemos identificar os pontos de transi¢ao de fase
utilizando os métodos convencionais para um dado conjunto de parametros. Com isso,
podemos reparar uma notavel correspondéncia entre os pontos encontrados na analise das
EAB do estado fundamental com os observados na Fidelidade e no Gap. Podemos notar
também que o aumento do nimero de bésons aumenta a correspondéncia entre os métodos
tradicionais e o estudo da mudanca do comportamento das solucoes das EAB tendendo a
)\51 = —1, como fora predito pela andlise classica em [13]. Com isso, podemos utilizar o
estudo do comportamento das solugoes das EAB como método alternativo para identificar
um ponto de transicao de fase quantica.

Podemos interpretar essa transicao de fase quantica através do valor esperado do niimero
de dtomos (normalizado) em um dado condensado, n; = <NTZ> Observamos na Figura 2.7
que para valores de A™! < —1 temos, em média, metade dos dtomos em cada condensado,
dessa forma estamos na fase em que os bésons estao tunelando, ja para A™' > —1 temos uma
mudanca abrupta na curva indicando uma transicao de fase onde todos os atomos estao em
um dos condensados,ou seja, na fase de auto-aprisionamento. Esse comportamento ocorre
em A\~! ~ —1. Podemos entdo interpretar como uma transicao entre uma fase deslocalizada
com tunelamento de dtomos para A™! < —1 e uma fase localizada para A=' > —1.

05 T T T T ]
04 2 .
05 — . . 5‘.
03 ! i
& 0.49
02 b i -
0.48
01f -
0.47 L M T S
ol -0.95 -0.9 -0.85 -0.8 i
1 1 1 1 1 1
-6 5 -4 -3 2 1 0

Fig. 2.7: Valor esperado normalizado do miumero de dtomos em wm condensado como

fungdo de A\7'. Podemos observar uma mudanca abrupta na curva perto de
Al=-1
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Modelo para um condensado de
Bose-Einstein do tipo
atomico-molecular

3.1 O Hamiltoniano

Agora estudaremos o modelo que descreve a conversao de atomos idénticos em moléculas
diatomicas e a dissociacao destas num condensado de Bose-Einstein. O Hamiltoniano mais
geral que descreve este fenomeno é, [§],

H = U,N? + UpN; + Uit No Ny + 11aNo + 1Ny + Q (a'a’d + blaa) | (3.1)

onde b e bt sdo operadores de destruicdo e criacdo de moléculas, a e a' sdo os operadores
de destruicao e criacao de dtomos, respectivamente. O operador N, = a'a é o ntimero de
atomos nao ligados no condensado, enquanto N, = b'b é o ntimero de moléculas. O niimero
total de atomos ¢ dado por N = N, 4+ 2Ny, e corresponde a uma quantidade conservada do
sistema. O parametro U, denota a interagao entre atomos, U, a interacao entre moléculas,
Uqu a interagao entre atomos e moléculas, p;’s os potenciais externos e 2 a amplitude de
interconversao de atomos<>moléculas. Esses operadores também estao sujeitos a algebra de
Heinsenberg (2.2), (2.3) e (2.4),

[ai, a}] = 0ij,

la;, a;] = [aT aq =0,

R
[Ni, a;] = —dy;ai, [Ni,CLH = 5z'jajw
e também
[a,b] = [a,b] = [af,b!] = [al,b] = 0. (3.2)

Estudaremos aqui a seguinte particularizacao:
Ua:Ub:Uabzou

py = 0.
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Dessa forma podemos reescrever o Hamiltoniano (3.1) da seguinte forma,
H = jiuN, + Q (a’a'b + blaa) (3.3)

que, apesar de ser simples, ainda captura as principais propriedades fisicas do sistema. A
integrabilidade e solugao exata deste Hamiltoniano foi estudada em [13] juntamente com o
caso mais geral deste, (3.1).

3.2 Solucao exata

O modelo para o condensado de Bose-Einstein do tipo atomico-molecular apresenta
solucao exata e a integrabilidade pode ser mostrada através do método do espalhamento
imwverso quantico. Pode se mostrar que a energia do estado fundamental para este modelo é
dada por [13]

M
E =2, <M+§) +203 v, (3.4)
j=1
cujos parametros {v;’s} estao sujeitos as EAB,
M
2p+1 La 2
s — 2 ) 3.5
2v; Y Q ; U — U (3:5)
Sendo N
M = _—p7 (3.6)

onde p é igual a um se N for impar ou zero se N for par.

Dessa forma, para cada conjunto de solugbes das EAB, (3.5), nés temos um autovalor
de energia associado, (3.4). Em geral, ndo foram encontradas solugoes analiticas para esta
equacao. Com isso utilizaremos métodos numéricos para resolvé-la. Para o estado funda-
mental, a solugao numérica apresenta somente raizes reais.

3.2.1 Solucao das EAB para alguns valores de N

Iremos, nesta secao, verificar o comportamento das solugoes das EAB para diferentes
valores de N. Através da andlise cldssica feita em [13], temos que o Hamiltoniano (3.3)
apresenta um ponto de bifurcacao quando ac = —1, onde

Ha
a ok (3.7)
ou seja, esse ponto se torna candidato para uma transicao de fase quantica.

Comegamos a andlise com N = 40, ver Figura (3.1). A mudanga no comportamento
das solucoes das EAB se dé através do desprendimento das raizes junto a origem com uma
mudanca na densidade delas, isto €, para valores de o maiores que a¢ vemos que as solugoes
tem uma distribuicao comecando exatamente sobre a origem, estando bem préximas umas
das outras. Ao diminuir o valor de v vemos que as raizes se tornam menos densas e tendem
a se distanciar da origem depois de ultrapassar a¢. Esse comportamento ocorre também
para N = 60, 80 e 100, ver Figura (3.2), (3.3) e (3.4).
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Fig. 3.1: Solugoes das EAB (3.5) em fun¢do de o« com N = 40. Cada linha corresponde
a uma solucao das EAB para um particular valor de «. Podemos notar uma
mudanca no comportamento das solugoes para o ~ —0.8.
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Fig. 3.2: Solugoes das EAB (3.5) em fung¢do de o« com N = 60. Cada linha corresponde
a uma solucao das EAB para um particular valor de «. Podemos notar uma
mudanca no comportameto das solugoes para o ~ —0.85.
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eixo real

Fig. 3.3: Solugoes das EAB (3.5) em func¢do de o« com N = 80. Cada linha corresponde
a uma solucao das EAB para um particular valor de «. Podemos notar uma
mudanca no comportamento das solugoes para o =~ —0.90.
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Fig. 3.4: Solugoes das EAB (3.5) em fun¢ao de o« com N = 100. Cada linha corresponde
a uma solucao das EAB para um particular valor de «. Podemos notar uma
mudanca no comportamento das solugoes para o =~ —0.95.
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3.3 Transicao de fase quantica

Novamente, utilizaremos métodos tradicionais para o estudo da transicao de fase quantica
como o gap de energia e a andlise da fidelidade utilizando os resultados tirados da diago-
nalizagao exata do Hamiltoniano 3.3.

3.3.1 GAP

Como definido na equagao (2.11), o gap é a diferenca entre a energia do primeiro estado
excitado e a energia do estado fundamental do sistema. O valor do parametro o para qual
o gap de energia se anula ou apresenta um minimo identifica uma TFQ. Na figura (3.5)
temos o gap de energia como funcao de a para N = 40, 60, 80 e 100 com os minimos em
a = —0.85, —0.87, —0.90 e —0.91, respectivamente. Conforme N aumenta vemos que o
minimo se move para agc = —1.

Gap

Fig. 3.5: Gap de energia em funcao de o para diferentes valores de N. Um minimo nesse
grafico indica uma TFQ e esse ocorre para o« = —0.85, —0.87, —0.90 ¢ —0.91
quando N = 40, 60, 80 e 100, respectivamente. Conforme N aumenta vemos que
0 minimo se move para oo = —1.
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3.3.2 Fidelidade

Como definido na equacao (2.12), a fidelidade é o médulo do produto escalar de dois
estados quanticos. O valor de « para o qual a fidelidade apresenta um minimo identifica
uma transi¢ao de fase quantica. Na Figura (3.6) temos que os valores criticos para o « s@o
a = —0.85, —0.89, —0.91 e —0.92 para N = 40, 60, 80 e 100, respectivamente. A medida

que N aumenta vemos que o minimo se move para o ponto critico ac = —1.

0.99 | 1 . T
0.98 -
0.96

0.97

0.96 -

0.92

0.95 |

094

bty

093 —

0.92

0.91

Fig. 3.6: Fidelidade do estado fundamental como fun¢ao do parametro o para diferentes

valores de N. Um minimo nesse grdfico ocorre para o = —0.85, —0.89, —0.91 e
—0.92 com N = 40, 60, 80 e 100, respectivamente. A medida que N aumenta
vemos que o minimo se move para o ponto critico ac = —1.

3.3.3 EAB e transicoes de fase quanticas

Novamente, com ajuda das Figuras (3.5) e (3.6), podemos identificar os pontos de
transicao de fase quantica utilizando os métodos tradicionais como o gap de energia e a
fidelidade. Podemos notar uma correspondéncia entre os métodos tradicionais e o estudo
das solugoes das EAB. Logo, a utilizagdo do estudo das solug¢oes da EAB como método
alternativo para identificar um ponto de transicao de fase é consistente.

Essa transi¢cao também pode ser interpretada se olharmos a Figura (3.7), onde o valor
esperado do ndmero de moléculas normalizado n, = <X2= do estado fundamental como

N
funcao de «a para diferentes valores de N. Podemos notar que para valores de o > —1 temos
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uma conversao de atomos em moléculas e vice-versa ocorrendo, enquanto que para a < —1
temos uma saturacao no nimero de moléculas onde todos os atomos se ligaram.

0.6 |

0.5

04

0.3

Valor esperado de n,

0.1 -

Fig. 3.7: Valor esperado normalizado do nimero de moléculas (ny) como fungdo do

parametro .
o = —1

Podemos notar uma transicao abrupta perto do ponto critico
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Conclusao

A principal proposta desse trabalho foi mostrar que a identificacdo de uma transicao
de fase quantica pode ser inferida através do estudo do comportamento das EAB dos mo-
delos integraveis. Para isto, revisamos o método algébrico do Ansatz de Bethe, obtendo
assim os autovalores do Hamiltoniano e as EAB para um modelo de dois condensados de
Bose-Einstein acoplados por tunelamento de Josephson. Encontramos as solugoes numéricas
das EAB para o estado fundamental desse sistema, e verificamos que ocorre uma mudanca
abrupta no comportamento das raizes das EAB ao variar os parametros do sistema. Com-
parando estes resultados com métodos tradicionais de andlise de transicao de fase, como o
gap e a fidelidade, pudemos notar uma correspondéncia entre o ponto de transi¢ao de fase
quantica e o ponto critico onde ocorre a mudanca no comportamento das solucoes das EAB.

Posteriormente, partimos dos autovalores do Hamiltoniano para um condensado do tipo
atomico-molecular juntamente com as EAB associadas, resolvendo-as numericamente para
alguns casos no estado fundamental. Novamente quando comparamos estes resultados com
os métodos tradicionais de andlise das transicoes de fase quanticas pudemos notar o mesmo
tipo de correspondéncia. As estruturas das solugoes, embora diferentes entre os modelos,
apresentam um comportamento peculiar quando variamos alguns parametros do Hamilto-
niano indicando que as solugoes das EAB para o estado fundamental refletem uma mudanca
no comportamento do espectro de energia. Ou seja, pudemos verificar que a analise das
solucoes das equacgoes do ansatz de Bethe pode ser usada como método alternativo para
indicar uma transicao de fase quantica.



Apéndice A

Integrabilidade e solucao exata

A.1 Solucao exata: Forma de produtério

Esta se¢ao tem como objetivo mostrar que o Hamiltoniano (2.7) é integravel, obter as
equacoes do ansatz de Bethe e os autovalores para o condensado de Bose-Einstein com
tunelamento Josephson utilizando a algebra de Yang-Baxter. O mesmo procedimento pode
ser adotado para o modelo de condensado de Bose-Einstein do tipo atomico-molecular.
Primeiramente apresentaremos a equacao de Yang-Baxter,

Ria(u — v)Rya(u) Rag(v) = Ras(v) Ria(u) Ria(u — v), (A.1)

onde R;;, age sobre um END(V®V)* sendo V' um espaco vetorial, atuando nao trivialmente
sobre 0 i-ésimo e o j-ésimo espaco e como identidade nos outros. Esta equagao é fundamental
na teoria dos sistemas integraveis, pois a partir dela estes sistemas podem ser construidos,
como exemplificaremos a seguir.

A matrix R pode ser vista como constante de estrutura para a dlgebra de Yang-Baxter
que é gerada pela matriz de monodromia T(u) e regida pela seguinte equagao:

Ryp(u — o) Ty (u)Ta(v) = Ty (0) T, (u) Byp(u = v), (A.2)

chamada de algebra de Yang-Baxter para a matriz de monodromia.
Explicitamente, para os modelos deste trabalho, a matriz R utilizada ¢é

1 0 0 0
5 1 0 b(u) c(u) O
Bas =10 ctw) b 0 | (A.3)
0 O 0 1
onde b (u) = e € (u) = #n’ n é um parametro complexo arbitrario e a,3,0 e v variam de

um até dois. Dessa forma, a T'(u) deve ser uma matriz 2 x 2, onde a forma mais geral dela,
de forma explicita, é dada por

mio= (2o 1209 ) = (00) Do) ) (A4)

* END denota o endomorfismo sobre o espaco em questao
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e a equacdo (A.2) pode ser escrita explicitamente da seguinte forma
%2:1 Ref (u = 0)TE ()T (v) = ; T2 (0)T5 () Ry (u — v). (A.5)
Variando a’, I/, ¢ e d’ podemos tirar as relagoes de comutacio da algebra, isto é,
[A(w), A()] = 0, [B(u), B(v)] =0, (A.6)
[C(u), C(v)] =0, [D(u), D(v)] =0, (A7)
[A(), D)) = —— (C(w)B(w) - C(u) B(v))
= ——(B)C(v) - B)C(u)) (A.8)
A(u)Bv) = 2 ;f; TBw)A(u) + - g ~B(u)A(v) (A.9)
Aw)Cv) = & ;fj L)) - —L-Cw)A), (A.10)
D(u)B(v) = ;fj B@)D(w) - L B(w)D(), (A.11)
D(w)C(v) = 2 ;: T o) D(u) + - 1 ~C(u)D(v), (A.12)
BwA(@w) =2 ;f; " A(0)B(u) + - g ~A(u)B(v), (A.13)
B(u)D(v) = & ;ft ID()Bw) - - D(w)B(), (A.14)
Clu)A(v) = & ;fj TAWw)Cw) - - AwC(), (A.15)
C(u)D(v) = = ;f; TDw)C(u) + - 7 ~D(u)C(v), (A.16)
[Bw),C()] = —— (A@@)D(x) - A(v) D(w)
= - g — (D()A(u) = D(u) A(v). (A.17)

Tendo as relagoes de comutagao podemos seguir [8] e [17], e usar a seguinte realizacao:

L(u) = m (T(u)) = Li(u+ w) L3(u — w),

onde

a U+TINZ a; .
Lz(u):( (IT 77—1)7 Z:1)27

(A.18)

(A.19)
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e w é um parametro arbitrario, a ser escolhido posteriormente. Dessa forma,

L(u) = (u+w+nN)(u—w+nNy) +abay  (u+w+nNy)ar + 1 'ay (A.20)
(u—w+nNy)af +n~"a} ajaz +17 B
Podemos verificar que L(u) satisfaz a dlgebra de Yang-Baxter, isto é,
Ryo(u—v)Ly(u)La(v) = Lo(v) L1 (u)Ri2(u — v). (A.21)

ou seja, a escolha da realizagao é pertinente. Posteriormente vamos mostrar que esta escolha
serd oportuna e nos permitird fazer uma conexao com o Hamiltoniano (2.7). Com isso
podemos fazer a identificacao

m(A(u) = (u+w+nN)(u—w+nNg) —i—a;al, (A.22)
m(B(w) = (u+w+nNi)a +n "a, (A.23)
7(C(u) = (u—w+nNy)al +n "al, (A.24)
n(D(u) = alay+n> (A.25)

Agora podemos definir de forma usual a matriz de transferéncia como o trago da matriz
de monodromia. Em termos da realizacao escolhida, temos:

2
tu) = =« (Z T;) =
a=1
= w? +unN + >Ny Ny + nw(Ny — Ny) + a£a1 + aia2 +n7 2 —w?  (A.26)

E facil mostrar através das relagoes de comutacao para a matriz de monodromia que
[t(u),t(v)] = 0; ou seja, o sistema ¢é integravel.

O Hamiltoniano (2.7) pode ser escrito em termos da matriz de transferéncia e de algumas
constantes como

1
H=—x <t(u) — Z(t’(O))2 —ut'(0) —n? +w— u2) : (A.27)
onde foram feitas as seguintes identificagoes
dt
t'(0) = — =nN A2
O=| = (A.28)
K s> Ap €
R —— _— —_ = . A.2
4T 2 oy T Mg ER (A.29)

O préximo passo para continuarmos a aplicar o método algébrico do Ansatz de Bethe é
encontrar um pseudovacuo |0 >, tal que

A0 > = a(u)]o > (A.30)
Bw)o> = 0 (A.31)
Cw)0 > # (A.32)
D@0 > = du)o> (A.33)
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onde a(u) e d(u) sao fungoes escalares. O védcuo escolhido é o vicuo do espago de Fock pois
ele é aniquilado pelo B(u) e assim as fungoes escalares sao dadas por

alu) = (u+w)(u—w), (A.34)
dlu) = n 2 (A.35)

Escolhemos o estado de Bethe como

M
|17 >= |U1,’UQ, Uy >= HO(’UZ”O >, (A36)

i=1

nao importando a ordem dos C’s, ver equacao (A.7). Agora precisamos ver como a matriz
de transferéncia age sobre esse estado, (A.36). Para isso utilizaremos (A.10), (A.8), (A.34)
e (A.35). Dessa forma, temos que

Hw)|T >= m(AW)|7 > +r(D(W))|F >=

A)|7 > — Z [d(vi) (H %)] C(u)|v; >

i=1 i
+3 atw) (H %) Cu)fo > (A.37)
i=1 i ! J
onde y y
Alu) = a(w) (H %j”) +d(u) <H %) (A.38)

|v; >= |1, Vay ooy Vi1, Vi 1y oeey Ung > - (A.39)
Dessa forma, o estado (A.36) s6 serd autoestado da matriz de transferéncia se
d(vi) <ﬁ w) — a(vy) (ﬁ w) =0 (A.40)
A T A T

usando (A.34) e (A.35) podemos reescrever a equacao acima da seguinte maneira
M U. j— /l). j—
()P =] 2 (A.41)

sendo essa equacao a Fquagdo do Ansatz de Bethe (EAB).
Agora aplicando o Hamiltoniano, (2.7), sobre um estado |t >, cujos parametros satis-
fazem a EAB, podemos tirar que a energia é dada por

i i)

i=1

+ kK <7]2 —w2+u2+nT—unN) . (A.42)
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Para o modelo do condensando de Bose-Einstein do tipo atomico-molecular o procedi-
mento geral e a matriz R, (A.3), sdo os mesmos, mas utiliza-se outra realiza¢ao para a matriz
de monodromia para gerar o Hamiltoniano (3.3). Maiores detalhes podem ser encontrados
em [13].

A.2 Solucao exata: Forma de Somatédrio

Existe uma forma alternativa das EAB e energias, escritas em termos de somatorios no
lugar de produtérios (A.41), (A.42). Esta formulagao foi discutida em detalhes em [18].
Aqui revisaremos a idéia principal do método e apresentaremos a solucao em forma de
somatério. Para isso, utilizamos a realizagao de Jordan-Schwinger para dlgebra su(2) que é

dada por

1
St =alay, S =dba,, 5% = 3 (Ny — No),

com isso o Hamiltoniano (2.7) pode ser escrito da seguinte forma

K

H=—
2

(S%)2 — Ap(S7) — % (ST +57). (A.43)

Utilizando uma realizacao equivalente da élgebra su(2) que é dada por

d d
St=— S =nu—u’—, S == —u—,
du du 2 du
onde esses operadores agora agem sobre um espago cuja base ¢ dada por {1,u,u?, ..., u"}.
Portanto podemos representar o Hamiltoniano (2.7) como

K ,d 1 d en  Kn* Aun
H:3u2@+§((K(l—n)—i—?Au)u—e(l—ug))@—?u—i— s g (A.44)
Para acharmos a energia do sistema resolvemos a equacao de autovalores
HQ(u) = EQ(u), (A.45)
onde Q(u) é o ansatz de Bethe utilizado, sendo este dado por
Qu) = [J(w—1vy). (A.46)

Ou seja, se colocarmos (A.46) e (A.44) em (A.45) e avaliarmos em u = vy, temos

(vi—1)e+ (—2Apu — K(n —1))vg _ (Z&k H?;ék,j;éz(vk - Uj))
Ky a H?;ék(vk - vj)
=y 2 (A.A47)

Ak Uk
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Sendo essa a EAB para o Hamiltoniano (2.7) na forma de somatério. Para achar a energia

P St AT n n—1 n ; 3
usaremos a expansao assintética Q(u) ~ u" —u""' 377 v; aplicando em (A.44) e avaliando
a igualdade no termo de maior ordem, tiramos os autovalores de energia, dados por

_Kn*  Apn

€ n
E 8 —T—FE;U]‘. (A48)
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