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“... the stupid are cocksure while the intelligent are full of doubt. ”
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RESUMO

Apos o0 ajustamento de observacbes pelo método dos minimos quadrados (MMQ) ter sido
realizado, é possivel a deteccéo e a identificacdo de erros ndo aleatorios nas observagoes, por
meio de testes estatisticos. A teoria da confiabilidade faz uso de medidas adequadas para
quantificar o menor erro detectavel em uma observacdo, e a sua influéncia sobre os
parametros ajustados, quando ndo detectado. A teoria de confiabilidade convencional foi
desenvolvida para os procedimentos de teste convencionais, como o0 data snooping, que
pressupdem que apenas uma observacdo esta contaminada por erros grosseiros por vez.
Recentemente foram desenvolvidas medidas de confiabilidade generalizadas, relativas a testes
estatisticos que pressupdem a existéncia, simultanea, de maultiplas observacdes com erros
(outliers). Outras abordagens para o controle de qualidade do ajustamento, alternativas a estes
testes estatisticos, também foram propostas recentemente, como por exemplo, o método
QUAD (Quasi-Accurate Detection of outliers method). Esta pesquisa tem por objetivo fazer
um estudo sobre o controle de qualidade do ajustamento de observacfes geodésicas, por meio
de experimentos em uma rede GPS (Global Positioning System), utilizando tanto os métodos
convencionais quanto o atual estado da arte. Desta forma, foram feitos estudos comparativos
entre medidas de confiabilidade convencionais e medidas de confiabilidade generalizadas
para dois outliers simultaneos, bem como estudos comparativos entre 0 procedimento data
snooping e testes estatisticos para a identificagdo de multiplos outliers. Também se investigou
como a questdo das varidancias e covariancias das observacdes, bem como a
geometria/configuracdo da rede GPS em estudo, podem influenciar nas medidas de
confiabilidade, tanto na abordagem convencional, quanto na abordagem generalizada. Por
fim, foi feito um estudo comparativo entre 0 método QUAD e os testes estatisticos para a

identificacédo de erros.

Palavras-chave: MMQ); redes geodesicas; testes para identificacdo de erros; medidas de

confiabilidade; multiplos outliers, método QUAD.



ABSTRACT

After the adjustment of observations has been carried out by Least Squares Method (LSM), it
is possible to detect and identify non-random errors in the observations using statistical tests.
The reliability theory makes use of appropriate measures to quantify the minimal detectable
bias (error) in an observation, and its influence on the adjusted parameters, if not detected.
The conventional reliability theory has been developed for conventional testing procedures
such as data snooping, which assumes that only one observation is contaminated by errors at a
time. Recently, generalized measures of reliability has been developed, relating to statistical
tests that assumes the existence, simultaneous, of multiple observations with errors (outliers).
Other approaches to the quality control of the adjustment, alternatives to these statistical tests,
were also proposed recently, such as the QUAD method (Quasi-Accurate Detection of outliers
method). The goal of this research is to make a study about the quality control of the
adjustment of geodetic observations, by means of experiments in a GPS (Global Positioning
System) network, using both conventional methods and the current state of the art. In this
way, comparisons were made between conventional reliability measures and generalized
measures of reliability for two outliers, as well as comparisons between the data snooping
procedure and statistical tests to identify multiple outliers. It was also investigated how the
variances and covariances of the observations, as well as the geometry/configuration of the
GPS network in study, can influence the measures of reliability, both in the conventional
approach and in the generalized approach. Finally, a comparison was made between the

QUAD method and the statistical tests to identify outliers (errors).

Keywords: LSM; geodetic networks; statistical tests to identify errors; measures of
reliability; multiple outliers, QUAD method.
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1 INTRODUCAO

A Geodésia, tal como outras ciéncias, necessita da coleta de dados (observacdes), por
meio de processos experimentais de medidas. Desta forma, os pardmetros incognitos que se
deseja estimar, se relacionam com as observagOes realizadas (medidas), por meio de um
modelo matematico conhecido e previamente estipulado (TEUNISSEN, 2003). Por exemplo,
as coordenadas cartesianas dos vertices que formam uma rede geodésica (parametros
incognitos do modelo), podem ser determinadas por meio da medida de distancias
(observacdes) entre os diferentes vértices que formam esta rede (contanto que o sistema de
referéncia adotado esteja devidamente materializado por meio de injungdes, como as
coordenadas de pontos de controle).

Entretanto, devido a natureza experimental do processo de medigdes, as observacdes
sdo contaminadas por erros de diferentes tipos. Tradicionalmente, os erros que contaminam as
observacdes sdo classificados em aleatorios, sistematicos e grosseiros (GEMAEL, 1994).

Os erros aleatorios (ou acidentais) sdo inevitaveis, sendo uma caracteristica intrinseca
da observacgdo, resultando da incerteza associada a natureza experimental do processo de
medidas (ou seja, da propria precisdo da observagdo). Erros sistematicos sdo erros que
apresentam tendéncia, e, portanto, causa (por exemplo, alguma lei fisica conhecida), podendo
ser evitados por meio de técnicas especiais de observacado ou devidamente parametrizados no
modelo matematico. Por fim, os erros grosseiros sdo falhas (de natureza humana ou
instrumental), que devem ser evitados ou devidamente identificados (localizados) nas
observacgodes, para que a sua influéncia nos resultados finais (parametros estimados) possa ser
removida ou minimizada.

Devido a esta inevitavel existéncia de erros aleatorios nas observacoes, e a possivel
existéncia de erros ndo aleatorios (sistematicos e/ou grosseiros), geralmente, o geodesista
trabalha com observacdes redundantes, sendo duas as principais raz0es para isto: A primeira
visa melhorar a acurdcia dos resultados estimados, e a segunda visa detectar a possivel
presenca de erros (ndo aleatdrios) nos modelos e/ou nas observagdes (TEUNISSEN, 2006).

Porém, o uso de observacGes redundantes no modelo matematico resulta na
inconsisténcia do mesmo (ou seja, ndo existéncia de solucdo Unica e exata). Adicionando um
vetor de residuos ao sistema de equacdes, ou seja, admitindo que as observagcdes possuem
erros, este passa a ser matematicamente consistente, porém, com infinitas solucGes
(DALMOLIN, 2002).
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Para a solucdo Unica destes sistemas de equagdes redundantes e inconsistentes, o
critério mais adotado nas ciéncias geodésicas é o método dos minimos quadrados (MMQ), ou
seja, aquela solucdo para os parametros incognitos que minimiza a soma do quadrado dos
residuos, ponderados pelos respectivos pesos das observacdes (GHILANI; WOLF, 2006).

Quando apenas erros de natureza aleatoria contaminam as observacdes, 0 método dos
minimos quadrados é dito ser um estimador imparcial (GEMAEL, 1994). Além disso, quando
a ponderacdo das observacbes € tomada em funcdo de suas variancias e covariancias,
corretamente determinadas, 0 MMQ é dito o melhor estimador linear imparcial, e ainda,
quando os erros aleatdrios seguem distribuicdo normal multivariada, a solucdo pelo MMQ
coincide com a solucdo de maxima verossimilhanga (TEUNISSEN, 2003).

Entretanto, quando as observacdes também estdo contaminadas por erros néo
aleatdrios, estes podem exercer influéncia na solucao do ajustamento (ou seja, nos parametros
estimados), e assim estas propriedades do MMQ né&o séo satisfeitas (GUI et al., 2005).

Desta forma, diversas técnicas para a deteccdo e a identificacdo (localizagdo) de erros
(ndo aleatorios) nas observagdes foram desenvolvidas, estratégias estas aplicadas tanto antes
quanto apds o ajustamento pelo MMQ ter sido realizado (KAVOURAS, 1982).

Uma das técnicas para a deteccdo e a identificacdo de erros nas observagdes, ap6s o
ajustamento pelo MMQ, é o chamado B-Method, proposto por Baarda (1968). Neste trabalho,
Baarda propGe o uso do chamado Teste Global do Ajustamento para a detecgé@o de erros nas
observacdes e/ou no modelo, e o procedimento de teste data snooping para a localizacdo
destes erros, ou seja, para a identificacdo das observacdes suspeitas de estarem contaminadas.

Entretanto, por ser uma estratégia que se utiliza de testes estatisticos, ou seja, que
possui niveis de probabilidade associados, erros ndo aleatérios, porém de pequena magnitude,
podem ndo ser ndo identificados pelo procedimento data snooping (KAVOURAS, 1982).

Isto levou ao desenvolvimento da teoria de confiabilidade, que se utiliza de medidas
adequadas para quantificar o “menor erro detectavel” em uma observacdo, com certo nivel de
probabilidade, bem como a sua influéncia nos resultados do ajustamento (ou seja, nos
parametros estimados), quando ndo detectado. Uma série de trabalhos foram publicados sobre
a teoria de confiabilidade, como por exemplo, Baarda (1968, 1977), Pelzer (1979), Kavouras
(1982), Forstner (1987), Wang e Chen (1994), Chen e Wang (1996), Ding e Coleman (19964,
1996b), Schaffrin (1997), Teunisen (2006) e Proszynksi (2010), dentre outros.

Um inconveniente do procedimento de teste data snooping € que este pressupde que
apenas uma observacdo estd contaminada por erros por vez, e necessita, portanto, realizar

repeticdes do teste para a localizacdo de todas as observacOes suspeitas. Desta forma, as
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medidas de confiabilidade desenvolvidas também se baseiam no pressuposto de apenas uma
observagdo contaminada por erros por vez. Entretanto, mais de uma observacdo pode estar
contaminada por erros (simultaneamente), principalmente quando o numero de observacdes é
elevado (ALMAGBILE et al., 2011).

Além disso, segundo Gui et al. (2010), quando duas ou mais observacdes estdo
contaminadas por erros, pode ocorrer o fendmeno masking (quando uma observagéo
contaminada por erros € ndo detectada em virtude de outras observacdes também estarem
contaminadas por erros), e também o fenébmeno swampling (quando uma observacdo néo
contaminada por erros é identificada erroneamente devido a influéncia de observacoes
contaminadas por erros).

Desta forma, trabalhos apresentando medidas de confiabilidade considerando a
existéncia, simultanea, de mais de uma observacdo contaminadas por erros (outliers) também
foram publicados, como por exemplo, Ober (1996), Angus (2006), Knight et al. (2010) e
Almagbile et al. (2011). Uma discusséo detalhada sobre as diversas medidas de confiabilidade
que foram propostas para maltiplos outliers é obtida Knight et al. (2010).

O pressuposto da existéncia, simultanea, de mais de uma observacdo contaminada por
erros (ndo aleatérios), também requer o uso de testes estatisticos generalizados para estes
casos (ver, por exemplo, TEUNISSEN, 2006), que, conforme dito, sdo mais passiveis de
ocorrerem na préatica, principalmente quando o nimero de observacdes é elevado.

Abordagens alternativas aos procedimentos de testes para a detec¢do e a identificacédo
de erros (ndo aleatorios) no MMQ também foram propostas, como por exemplo, os métodos
de estimacdo robusta (HUBER, 1964; HEKIMOGLU; BERBER, 2002; YANG et al. 2002;
XU, 2005; KNIGHT; WANG, 2009; GUO et al., 2010), a analise de robustez (VANICEK et
al., 2001; BERBER, 2006; BERBER et al., 2006; GAMBIN et al., 2008; VANICEK et al.,
2008), e 0 método QUAD (OU, 1999; CHAI et al., 2002; GUI et al., 2005; GUO et al., 2007),
dentre outras.

No ambito nacional, alguns trabalhos referentes ao controle de qualidade do
ajustamento pelo MMQ (detecgdo e identificacdo de erros) também foram publicados, sendo a
maior parte relativa ao procedimento de teste data snooping e também as medidas de
confiabilidade convencionais (ou seja, propostas para o caso do data snooping). Dentre estes
trabalhos, pode-se citar os estudos de Tommaselli (1985), Mitishita (1986), Silva (1987),
Firkowski (1988), Magro (1990), Camargo (1992), Marques (1994), Moraes (2001), Oliveira
e Dalmolin (2003), Teixeira e Ferreira (2003), Machado e Monico (2004), Santos Junior et al.
(2005), Monico et al. (2006), Santos (2006), Oliveira (2007), Oliveira e Dalmolin (2008) e
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Carvalho (2009). Entretanto, no cenério nacional, nenhum trabalho havia sido publicado
abordando o estado da arte no controle de qualidade do ajustamento.

1.1 Objetivos

O objetivo geral desta pesquisa de mestrado é estudar, apresentar, aplicar e analisar 0s
temas referentes ao controle de qualidade no ajustamento de observacdes geodésicas,
contemplando a teoria convencional sobre o tema e o seu estado da arte.

Dentro deste contexto, para atingir o objetivo geral desta pesquisa, 0s objetivos

especificos sdo:

" Apresentar uma revisao tedrica do ajustamento pelo método dos minimos

guadrados, com uma énfase especial a interpretacdo geométrica do mesmo;

" Apresentar uma ampla revisdo tedrica dos testes estatisticos para a deteccédo e a
identificacdo de erros (ndo aleatorios) nas observacoes;

. Apresentar a Teoria de Confiabilidade Convencional (considerando apenas um
outlier por vez), bem como o seu atual estado da arte, ou seja, a sua recente

extensdo para multiplos outliers simultaneos;

. Apresentar uma abordagem alternativa aos procedimentos de testes para a
deteccdo e a identificacdo de erros nas observacbes, no caso, a técnica
escolhida foi o método QUAD (Quasi-Accurate Detection of outliers —
Deteccdo Quase-Acurada de outliers);

" Realizar o ajustamento pelo MMQ de uma rede geodésica, no caso, uma rede
GPS (Global Positioning System — Sistema de Posicionamento Global), bem
como aplicar o Teste Global do Ajustamento para a deteccdo de possiveis erros
nas observacoes e/ou nos modelos, e 0 procedimento data snooping para a

identificacdo (localizagdo) de possiveis erros nas observagoes;
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" Calcular e analisar as medidas de confiabilidade convencionais das
observacOes (considerando apenas um outlier por vez), e comparar com as
medidas de confiabilidade generalizadas para multiplos outliers (no caso, para

dois outliers simultaneos nas observacdes);

" Verificar a influéncia da precisdo das observacGes sobre as medidas de
confiabilidade (tanto no caso convencional quanto no caso generalizado),

alterando os valores das variancias e covariancias das observacoes;

" Verificar a influéncia da geometria/configuracdo da rede geodésica em estudo
sobre as medidas de confiabilidade (tanto no caso convencional quanto no caso
generalizado), alterando a geometria/configuracdo da rede (como por exemplo,
nimero de observacbes e/ou pardmetros, além da localizacdo dos pontos de
controle);

. Verificar o desempenho do procedimento data snooping e dos testes
estatisticos para a identificacdo de mdltiplos outliers simultaneos nas
observacOes, por meio da inser¢do de erros propositais nestas, bem como
comparar os resultados obtidos utilizando estas duas abordagens;

. Aplicar um método alternativo (método QUAD) aos procedimentos de testes
estatisticos supracitados para a identificacdo de erros nas observagdes, e
comparar 0s resultados obtidos com os obtidos pelo procedimento data

snooping e pelos testes para maltiplos outliers simultaneos;

1.2 Justificativa

Embora a formulagédo tedrica do MMQ seja largamente difundida no &mbito nacional,
por meio de trabalhos como Gemael (1994) e Dalmolin (2002), ndo havia nenhum trabalho
em lingua portuguesa tratando da interpretacdo geométrica do mesmo, obtida em Teunissen

(2003). Desta forma, como se fazia necessario apresentar uma revisdo teérica do MMQ neste
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estudo, optou-se por também apresentar a interpretacdo geométrica do mesmo, visando
contribuir, no &mbito nacional, com um melhor entendimento tedrico deste metodo de
estimacéao.

Da mesma maneira, embora alguns trabalhos apresentem o Teste Global do
Ajustamento e o procedimento data snooping, no cendario nacional, ainda ndo se tinha uma
revisdo teorica das raizes destes, que sdo pertencentes a uma Unica familia de testes geral,
formulada com base na razdo de verossimilhanca. Desta forma, optou-se por apresentar uma
revisao tedrica detalhada dos testes para a detecgdo e a identificacdo de erros nas observacoes,
visando contribuir, no &mbito nacional, com um melhor entendimento teérico destes.

Além disso, como as medidas de confiabilidade generalizadas para mdultiplos outliers
propostas na Literatura sdo relativamente recentes, existem poucos estudos sobre as mesmas,
bem como poucas comparacdes com as medidas de confiabilidade convencionais. Dentro
deste contexto, este trabalho pretende contribuir com o melhor entendimento destas medidas,
bem como realizar comparagdes com as medidas de confiabilidade convencionais.

De maneira anadloga, também foi feito um estudo comparativo entre o procedimento de
teste data snooping (que considera apenas uma observacdo com erro por vez), com os testes
estatisticos que consideram a existéncia, simultdnea, de duas ou mais observacdes
contaminadas por erros, por meio de diversos experimentos.

Como sera visto posteriormente, as medidas de confiabilidade consideradas
dependem, dentre outros fatores, da precisdo das observacdes, além da geometria
(configuracdo) do problema. Portanto, visando contribuir ainda mais com o entendimento das
mesmas, foi verificado em como a questdo da precisdo das observacdes, bem como da
geometria/configuracdo da rede em estudo, podem influenciar nas medidas de confiabilidade,
tanto no caso convencional (ou seja, apenas um outlier por vez) quanto no caso generalizado
(ou seja, dois ou mais outliers simultaneos). Ressalva-se que este tipo de estudo, para 0 caso
generalizado para multiplos outliers, ainda ndo havia sido encontrado na Literatura, devido ao
fato desta extensdo proposta para a Teoria de Confiabilidade ser relativamente recente.

Por fim, 0 método QUAD também é uma técnica de detec¢do e identificacdo de erros
relativamente recente, alternativa aos procedimentos de teste supracitados. Portanto, visando
comparar estratégias relativamente recentes no controle de qualidade do ajustamento de
observagdes, também foi feito um estudo comparativo entre 0 método QUAD e o0s testes
estatisticos para deteccdo e identificagdo de erros (utilizando tanto a abordagem para

maultiplos outliers simultdneos quanto o procedimento convencional data snooping).
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1.3 Estrutura do Trabalho

Este trabalho esta dividido em sete capitulos. No primeiro capitulo consta a introducéo
do mesmo. No segundo capitulo, é apresentada uma revisdo tedrica do ajustamento de
observagdes pelo MMQ, bem como a interpretacdo geométrica deste método de estimacéo,
além de algumas de suas propriedades. O terceiro capitulo apresenta uma revisao tedrica dos
testes estatisticos para a deteccdo e a identificacdo de erros (ndo aleatorios) nas observacdes,
em particular do Teste Global do Ajustamento e do procedimento data snooping, e se encerra
com algumas consideragdes encontradas na Literatura sobre os mesmos.

O quarto capitulo trata da Teoria de Confiabilidade Convencional, apresentando as
principais medidas de confiabilidade utilizadas nos experimentos desta dissertacao.
Encerrando a revisdo tedrica, o0 quinto capitulo contém uma breve revisdo sobre os trabalhos
publicados sobre o controle de qualidade do ajustamento, bem como apresenta dois métodos
recentes para a deteccdo e a identificacdo de erros nas observacBes, no caso, a Teoria de
Confiabilidade generalizada para multiplos outliers simultaneos, e também o método QUAD.

O sexto capitulo contém todos os experimentos realizados na dissertacdo, bem como
os resultados obtidos e as diversas analises realizadas neste estudo. Por fim, no sétimo
capitulo constam as consideragdes finais, as conclusdes e as recomendacgdes obtidas com a

realizacdo desta pesquisa.
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2 AJUSTAMENTO DE OBSERVACOES GEODESICAS

Antes de tratar do ajustamento de observacdes geodésicas propriamente dito, se faz
necessario apresentar a definicdo de Geodésia.

Segundo o Associate Committee on Geodesy and Geophysics (1973), a Geodésia é a
disciplina que trata da medicao e representacdo da Terra, incluindo o seu campo gravitacional,
em um espaco tridimensional temporalmente variavel.

Uma definicdo mais moderna, dada pela International Association of Geodesy (IAG)
(2011), estabelece que:

Atualmente, Geodésia é a ciéncia da determinacdo da geometria, campo de
gravidade, e rotagdo da Terra, bem como suas variacfes temporais. Esta
compreensdo da Geodésia moderna levou a definigdo dos trés pilares da Geodésia, a
saber: (1) Geodinamica, (2) Rotacdo da Terra e (3) o Campo Gravitacional. Estes
trés pilares estdo intrinsecamente ligados uns aos outros, e suas variagdes conjuntas
s80 uma conseqiiéncia dos processos dindmicos no sistema Terra como um todo
(IAG, 2011).

Desta forma, para a estimacao dos parametros incognitos que representam a forma e as
dimensbes da Terra, bem como as suas variagbes, a Geodésia, tal como outras ciéncias,
necessita da coleta de dados (observagdes) por processos experimentais.

Devido a natureza experimental do processo de medidas, as observacdes coletadas sao
contaminadas por erros dos mais diversos tipos, necessitando de redundéncia e resultando na
inconsisténcia do sistema de equacBGes que descreve a realidade que se pretente estudar
(GEMAEL, 1994).

Para resolver estes sistemas redundantes e matematicamente inconsistentes, necessita-

se de um ajustamento dos dados originais. Segundo Dalmolin (2002):

O ajustamento € um ramo da matematica aplicada. Tem por objetivo a solugdo Unica
para problemas onde o nimero de observagdes € superabundante e o sistema de
equacOes lineares € inconsistente. Objetiva ainda a estimativa da qualidade da
solugdo. Consiste em uma expansdo do método dos minimos quadrados
desenvolvido independentemente por Gauss (1795) e Legendre (1805). Nédo faz
sentido falar em ajustamento para problemas onde os dados (observaces ou
medidas) ndo excedem o minimo requerido para solu¢do (DALMOLIN, 2002, p.1).

Dentro deste contexto, a realidade fisica do problema que se deseja estudar deve ser
expressa em um sistema de equacdes linear(izado) com observagbes redundantes, situagéo

esta freqlientemente encontrada na Geodésia. Neste capitulo, serd abordado o ajustamento de
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observagdes segundo o principio dos minimos quadrados. Nos capitulos posteriores, seré
abordado o controle de qualidade do mesmo.
Segundo Ghilani e Wolf (2006), um sistema de equacGes lineares pode ser expresso

como:

yl = a11x1 + a12x2 + a13x3 + ... + aluxu

yz = alel + azzxz + a23X3 + ... + aZuxu (21)

yn = anlxl + a32x2 + a33x3 + ... + anuxu

Onde:

" Y1, Y2, - » Yn S80 as n observagdes ou medidas realizadas;

" X1, Xg, - , Xy, SA0 0S u parametros incognitos do modelo a serem estimados;

" a;j para i =1,2,..,n e j=1,2,..,u sdo os coeficientes da funcdo linear
adotada, que relaciona as grandezas observadas (y;, Vy,, ... , ¥n) Com as

grandezas desconhecidas que se deseja estimar (xq, x5, ..., Xy)-

Matematicamente, para solucionar o sistema de equacdes em (2.1), deve ter um
namero de observacdes n igual ao nimero de pardmetros u que se deseja estimar, ou seja,
n = u, caso contrario, o sistema nao admite solucdo Unica e exata.

Entretanto, as observagdes possuem uma propriedade inerente a elas, conhecida como
flutuacdes probabilisticas, pois, quando se repete “n” vezes a medida de uma grandeza, os n
valores ndo sao idénticos, mas estdo dispersos numa certa regido ou intervalo. Essas
flutuacdes, tradicionalmente, sdo classificadas como erros aleatérios e sdo inevitaveis no
processo de medicdo, sendo uma propriedade intrinseca da observacdo (GEMAEL, 1994).
Isto faz com que o sistema de equacgdes em (2.1) se torne matematicamente inconsistente.

No contexto do ajustamento, o numero de observacdes deve ser maior do que o
numero de parametros incégnitos, ou seja, n > u, tornando o sistema em (2.1) abundante. Se

as observacdes fossem valores exatos, isentos de erros e perfeitamente concordantes com o
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modelo matematico adotado, ter-se-ia um sistema abundante (pois n > u), porém,
matematicamente, com solugdo Unica e exata.

Admitindo a inevitavel presenca de erros aleatérios nas observagdes, como uma
caracteristica intrinseca do processo experimental de medicbes, pode-se adicionar em cada
equacdo do sistema linear em (2.1), um erro aleatorio e; referente a respectiva observacao y;,

resultando em:

V1 = a11X1 + aAi2Xy + ai3X3 + ... + A1yXy + €1

Vo = Ap1Xq + Ay7X;p + ady3X3 + ... + Ay Xy + (=5) (22)

VYn = An1Xq + a32XH + a33X3 + ... + anuxu+en

Desta forma, adicionando n erros aleatorios ao sistema (tal como os valores dos
parametros, desconhecidos a priori), este serd sempre consistente, porém com infinitas
solugdes, pois quaisquer valores que forem arbitrados para os parametros terdo um respectivo
conjunto de valores arbitrados para os erros aleatérios, e vice-versa. Resta entdo, decidir qual
a “melhor solu¢ao” entre as infinitas possibilidades.

Portanto, um critério de ajustamento das observacBes originais, para obtencdo de
solucdo unica do sistema em (2.2), deve ser utilizado.

Antes de tratar do ajustamento por minimos quadrados, que sera discutido na proxima
secdo, mais algumas consideracdes sobre 0s erros que contaminam as observacdes e o sistema
de equacdes se fazem necessarias.

Por exemplo, na implantacdo de uma rede geodésica, o problema consiste basicamente
em: Dado um conjunto de observacgdes realizadas (por exemplo, medidas de desniveis entre
dois pontos), estimar o conjunto de parametros de interesse (por exemplo, as cotas ou
altitudes dos pontos de uma rede de nivelamento geométrico), bem como sua precisdo, por
meio de um modelo matematico conhecido que estabeleca a relacéo entre as observacoes e 0s
parametros.

O modelo matematico envolve tanto o0 modelo funcional quanto o modelo estocastico.
O modelo funcional é o conjunto de equagdes que definem as condi¢Bes do ajustamento,
devendo estas ser conhecidas ou estipuladas. O modelo estocéastico consiste na determinacao
das variancias e covariancias, e subsequentemente dos pesos das observagdes (GHILANI;
WOLF, 2006).
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O modelo estocéstico é de fundamental importancia para a analise da qualidade e
confiabilidade do ajustamento (TEUNISSEN, 2006).

Para Teunissen (2003), a determinacdo de um modelo matematico apropriado pode ser
considerada a “arte” da disciplina. Segundo o mesmo autor, o0 modelo funcional descreve de
maneira tedrica (ou abstrata) a realidade fisica do problema, sendo o grau de aproximacgéo
entre a realidade fisica do problema e do modelo funcional adotado, intimamente ligado ao
nivel de incerteza considerado aceitavel (definido pelo modelo estocastico), evitando custos
extras desnecessarios aos propositos do ajustamento.

Quanto as observagdes, 0 modelo matematico pode envolver observagfes diretas,
observagdes diretas condicionadas ou observagdes indiretas (GEMAEL, 1994).

Observacdes diretas ocorrem quando as incognitas do problema sdo as proprias
grandezas mensuradas, como por exemplo, quando se deseja determinar a distancia entre dois
pontos por meio de sucessivas medigdes de distancias entre eles.

Observagdes diretas condicionadas sdo observacOes diretas que se relacionam por
meio de equacOes de condicdo, como por exemplo, a relacdo geométrica de que a soma dos
angulos internos de um tridngulo plano é igual a mt radianos.

Observagdes indiretas ocorrem quando os parametros do problema ndo séao
diretamente as grandezas mensuradas, mas se relacionam com estas por meio de um modelo
matematico, como por exemplo, uma poligonal em um plano topografico, onde sdo medidos
angulos e distancias entre os vértices da poligonal para se determinar as suas coordenadas por
meio de relagdes trigonométricas conhecidas.

Como corolario, toda medicdo contém erro, sendo o verdadeiro valor da grandeza
observada e a magnitude dos erros presentes sempre desconhecidos (GHILANI; WOLF,
2006).

E esta inevitavel existéncia de erros nas observagdes que resulta na inconsisténcia do
sistema de equac0es, sendo duas as raz0es principais para 0 uso de observacdes redundantes
no ajustamento (TEUNISSEN, 2006). A primeira visa melhorar a acuréacia dos resultados
estimados. A segunda visa detectar a possivel presenca de erros (ndo aleatdrios) nos modelos
e/ou nas observacgdes. Tais erros presentes nas observacdes sao tradicionalmente classificados
COMO erros grosseiros, erros sistematicos e erros aleatorios (GEMAEL, 1994).

Erros grosseiros sdo falhas (de natureza humana ou instrumental), que devem ser
evitados ou devidamente identificados (localizados), para que sua influéncia no processo de

ajustamento possa ser devidamente removida ou minimizada.
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Erros sistematicos sdo erros que apresentam tendéncia, e, portanto, causa (por
exemplo, alguma lei fisica conhecida), podendo ser evitados por meio de técnicas especiais de
observacao ou devidamente parametrizados no modelo matematico. Por possuirem tendéncia,
ndo sao aleatdrios, entretanto, quando sua magnitude for pequena ou sua causa desconhecida,
sdo tratados como erros aleatorios.

Erros aleatdrios, conforme j& visto, ndo sdo erros, mas flutuagdes probabilisticas das
observacdes, ndo possuindo causa conhecida e, portanto, tendendo a se compensarem quando
0 numero de observacBGes cresce. Erros aleatorios, ao contrario dos erros sistematicos,
obedecem a leis probabilisticas e ndo deterministicas, sendo caracteristicas intrinsecas das
observacdes e, portanto, inevitaveis nas medi¢oes.

Ressalva-se que somente os erros aleatorios devem fazer parte do processo de
ajustamento, uma vez que, em uma abordagem moderna, as flutuacdes probabilisticas ndo sao
erros, mas sim, caracteristicas intrinsecas das observacgoes.

Dentre os diversos critérios possiveis para 0 ajustamento das observagdes, 0 mais
difundido e aceito em Geodésia € aquele que segue o principio dos minimos quadrados, ou
seja, aquele que minimiza a soma do quadrado dos erros aleatorios, ponderados pelos

respectivos pesos das observacdes (GHILANI; WOLF, 2006), e que sera apresentado a seguir.

2.1 O Método dos Minimos Quadrados em Sistemas Lineares

Nesta secdo serd abordado o método dos minimos quadrados (MMQ) em sistemas de
equacdes lineares. Posteriormente, sera apresentada uma interpretacdo geométrica do mesmo,
bem como a linearizagdo do modelo, quando este for ndo linear. Para uma formulagéo teérica
mais rigorosa do método, sugere-se Gemael (1994), Lay (1997), Strang e Borre (1997), Koch
(1999), Dalmolin (2002), Teunissen (2003), Leick (2004) e Ghilani e Wolf (2006).

Inicialmente, considera-se novamente um sistema de equaces lineares, mas desta vez,

expresso na forma matricial:

Ynx1 = AnxuXux1 + €nx1 (23)
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Onde:

" Ynx1 € 0 Vetor das n observagdes ou medidas realizadas (dados originais);

" A, € amatriz dos coeficientes das equagdes lineares (matriz design);

" Xyux1 € 0 vetor dos u pardmetros incognitos do modelo a serem estimados;

" enx1 € 0 vetor dos n erros aleatorios, admitindo a inconsisténcia do sistema.

Desta forma, o problema que se deseja solucionar é: Dado o vetor das observacdes
Ynx1 € O funcional A,,, que relaciona linearmente as observacdes com os parametros,
admitindo a inconsisténcia deste sistema de n equacges, qual é a melhor estimativa para o
vetor dos parametros x,,,, € para o vetor dos erros aleatorios e,,,,?

Para 0 caso em que se tém apenas duas observac@es (y;, y,) € uma incognita (x), a
matriz design A,,, Se torna um vetor a,,; (pois n =2 e u = 1), e uma visualizagdo do

problema é obtida por meio da Figura 2.1:

}"zA

x,e =777

a x!f.f

= V1

Figura 2.1 — Diferentes estimativas para 0 parametro x e o vetor e, dados o vetor a e as observacoes y; € Y.
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Analisando a Figura 2.1 e a expressao (2.3), nota-se que para cada escolha distinta do
parametro x, ttm-se um correspondente vetor dos erros aleatorios e,,, associado, sendo o
sistema de equacgOes original em (2.1), redundante e inconsistente, transformado em um
sistema de equaces consistente, porem com infinitas solugfes, com o acréscimo do vetor dos
erros aleatorios ao sistema.

O vetor dos erros aleatorios e,,;, por meio de uma simples operacdo algebrica em

(2.3), pode ser expresso como:

enx1 = Ynx1 — AnxuXux1 (2-4)

No método dos minimos quadrados, cujo principio ja foi definido, busca-se como
estimativa para o vetor dos parametros x,,,; aquela cuja soma do quadrado dos erros

aleatdrios apresentar valor minimo, ou seja:

Inx1 — Anxuxuxl)zxn(ynxl — ApxuXuxi)nx1 = Minimo (2.5)

onde o sobrescrito 7denota a operacéo de transposi¢do matricial, e o produto interno entre um
vetor e 0 seu transposto expressa 0 quadrado de sua norma (ou modulo), ou seja, a soma do
guadrado das componentes deste vetor (LAY, 1997).

Considerando agora uma matriz peso para as observacdes, simétrica e positiva-

definida, designada por W,,,.,,, 0 critério expresso em (2.5) se torna:

(ynxl - Anxuxuxl)zxn ann (ynxl - Anxuxuxl)nxl = Minimo (26)

onde os elementos da matriz W,,, podem ser escolhidos para ponderar a influéncia de
observagdes especificas sobre a estimativa do vetor dos parametros x, .

Observagdes com peso maior terdo maior importancia no processo de ajustamento, ou
seja, maior influéncia na estimagdo dos pardmetros (GEMAEL, 1994). O critério de escolha

para uma matriz peso adequada para as observagdes sera abordado em sec¢des posteriores.

V1

Para um caso bidimensional, por exemplo (comn =2 e u = 1), onde y,,; = [}’2] :
2x1

a _[al] Waxz2 = [W11 Wiz € X141 = X, @ equacdo em (2.6) torna-se:
2L agly,, A W21 Wy 1x1 : ' :

]2x2
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wi(yq — a1x)2 + 2w (Y1 — a1x) (Y2 — axx) + wa (¥, — azx)z = Minimo (2.7)

Na expressdo (2.7) é utilizada a propriedade de simetria da matriz W,,.,, de forma que
wi, = Wy (ver, por exemplo, LAY, 1997).

Voltando agora ao caso geral da matriz W com dimensdo nxn, realizando as
operacdes matriciais em (2.6) e denotando esta soma ponderada do quadrado dos erros

aleatdrios por F(x), ou seja, como funcédo do vetor dos parametros x,,,, estimado, tem-se:

F(x) = yzonnxnynxl - Znyanannxuxuxl + x{quEonnannxuxuxl (2-8)

Pela teoria do Calculo vetorial, sabe-se que esta funcdo apresentara um valor
F(x) = Minimo quando o vetor dos parametros x,,, for um vetor estimado x,,; tal que
(KOCH, 1999):

daF

dxly=% =0 (2 9)
dZ_F > O .
dx?ly=z

Aplicando as condigdes de (2.9) em (2.8), resulta em:

dF , . PN

E(x) = _ZAEonnxnynxl + ZAEonnannxuxuxl = Oyx1
o (20)

ﬁ(x) = 240 WaxnAnxu > Ouxt

A Figura 2.2 ilustra esta condicdo de F(x) = Minimo para uma funcdo de apenas uma

variavel (ou seja, u = 1).
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F(x)*

F(x)

F(%)
| F(x) = Minimo em ¥

x
Figura 2.2 — Ponto X no qual a funcéo F(x) apresenta valor minimo F(X).

Como a matriz peso W,,, é assumida ser positiva-definida e simétrica, a segunda
condicdo de (2.10), ou seja, a garantia de ser um ponto de minimo, é sempre satisfeita
(TEUNISSEN, 2003).

Para a primeira condicdo de (2.10), realizando as operagOes matriciais, e isolando
Xyux1, resulta em (STRANG; BORRE, 1997):

fuxl = (Agonnannxu)_1A5onnxnynx1 (2-11)

sendo X, a estimativa por minimos quadrados do vetor dos parametros (ou seja, o vetor dos
parametros ajustados). O vetor das observacdes ajustadas y,,,, € obtido aplicando o vetor dos

parametros ajustados ao modelo linear de (2.3), resultando em:
Inx1 = AnxuXuxs = [Anxu(A{anVl/nannxu)_1 Agonnxn] Vnx1 (2.12)

Finalmente, o vetor dos erros aleatdrios ajustados é,,,.;, pode ser obtido combinando as

expressoes (2.4) com (2.12), resultando em:

énxl = ynxl - ynxl = [Inxn - Anxu(AanannAnxu)_l Aﬂonnxn] Ynxl (2'13)
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sendo é,,; € a estimativa por minimos quadrados do vetor dos erros aleatdrios (ou
simplesmente vetor dos erros aleatérios), e I,,,, € a matriz identidade nxn (ver LAY, 1997;
STRANG; BORRE, 1997). Os sobrescritos “*” em (2.11), (2.12) e (2.13) ilustram o fato dos
Vetores X1, Vnx1 € énx1 (OU Seja, as solugdes pelo MMQ para x,51, Ynx1 € €nx1) S€ tratarem
de estimativas (PAPOULLIS, 1991).

2.2 Interpretacdo Geométrica do MMQ

Em Teunissen (2003) é demonstrada uma interpretacdo geométrica para o método dos
minimos quadrados em sistemas lineares, que foi abordado na secdo anterior. Esta
interpretacdo geométrica serd aqui apresentada para o caso bidimensional ja definido
anteriormente (onden =2 eu = 1).

Inicialmente, considera-se a seguinte equacao geral, envolvendo um vetor genérico z,

de dimensdo nx1, e uma matriz simétrica W, de dimenséo nxn:
zl  WisnZne1 = Constante = C (2.14)
No caso bidimensional (ou seja, com n = 2), a expressao (2.14) se torna:
Wi12Z1% 4 2wy, (24 2) + Wypz,? = C (2.15)
Da geometria analitica, sabe-se que a equacgdo (2.15) descreve uma elipse no plano
(LAY, 1997). Se wy; = wy, € wy, = 0, a elipse € um circulo. Se wy; #wy,e wip, =0 a

elipse possui seus semi-eixos paralelos aos eixos z; e z,. E se w;, # 0, a elipse pode ter uma

orientacéo arbitraria (Figura 2.3).
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a) Wip = Wao
Wio :0

Wia =0

¢} wyq > wyy

d) wyy > wyy
Wias = 0

Wia2 =0

Figura 2.3 — Algumas orientagGes possiveis para uma elipse no plano.
Fonte: Adaptado de Mikhail e Gracie (1981)

Definindo uma fungdo F(z) para o vetor z,,; como F(z) =z'Wz=C (ver
novamente as expressdes 2.14 e 2.15), sabe-se do Célculo que o gradiente de F(z), calculado
em um ponto (vetor) z,, € um vetor que € normal & elipse F(z) = C no ponto (vetor) z,.

Em outras palavras, o vetor gradiente V F(z) em z, é perpendicular a linha tangente da

funcdo que descreve a elipse neste ponto z,. O vetor gradiente da funcdo F(z), calculado em

Z
um ponto (vetor) z, = [zﬂ , € dado por:
2x1

OF
VF(z)) = <Z;>
9z,

Aplicando as derivadas parciais de (2.16) em z,, resulta em (TEUNISSEN, 2003):

6(w11212+2 W12(21 Zz)+W22222)
021
2.16
d(w11212+2w1p(2q 23)+wp25%) (2.16)
Z 022

20

oF 2Wq11Z1 + 2W4,Z

71 _ 1121 1222 _

aa—F (2W1221 + 2szzz) 2Wax2 Zogxs (217)
z3

Z
Zo 0
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Este gradiente é normal (ortogonal) a elipse F(z) = C no ponto z, (Figura 2.4).

ZZA

ZWZO
i T
T
T
2o (z — zo)
z H“‘“~~~Mzg,"1fl/(z —zp) =0
H""‘H—\.

-
Z1

zZTWz=C

Figura 2.4 — Elipse F(z) = C e o vetor gradiente desta funcdo em um ponto (vetor) z,.
Fonte: Adaptado de Teunissen (2003)

Analisando a Figura 2.4, nota-se que para um dado vetor z, que se estende da origem
até um ponto qualquer sobre a linha tangente a elipse em z,, tém-se a seguinte relacdo de

ortogonalidade:
ZOIx2W2x2(ZZx1 - Zolxz) =0 (2.18)

Ou seja, 0 vetor Wy,7,,., € perpendicular ao vetor (z,yq — zo,,,), POiS 0 produto
interno entre estes dois vetores é nulo (STRANG; BORRE, 1997). Nota-se também que o
escalar 2 que multiplica o vetor Wz, ndo interfere nesta condicdo de ortogonalidade, pois ndo
altera a direcdo e o sentido, mas somente 0 modulo do vetor W z,,.

Ainda considerando o caso bidimensional (n = 2 e u = 1), 0 estimador por minimos
quadrados ponderados do parametro x € dado por um escalar X tal que o vetor dos erros
aleatérios é =y —ax é paralelo a linha tangente da elipse z'Wz = a’Wa em a, pois,

realizando operacdes algébricas em (2.11), pode-se escrever:

2=(@Wa)ta™Wy © a"W(y —ak) =0 (2.19)
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Ou seja, o vetor dos erros aleatorios é = y — a X deve ser perpendicular ao vetor Wa
e, portanto, paralelo a linha tangente da elipse a’ Wa = C no vetor a (Figura 2.5).

Nota-se ainda que quando W,,, = I, resulta em al ,(¥,y1 — Gax1X11) = 0, OU
seja, a elipse se torna um circulo (pois wy; = wy, = 1 € wy, = wy, = 0), e a estimativa por
minimos quadrados ndo ponderados X para o parametro x é obtida a partir da relacdo de

ortogonalidade entre os vetores é e y = ax (Figura 2.6).

Z3 A

y
a"W(z—-a)=0
!

zZ’Wz= a"Wa | -

| e

a 'II af

Wa

-
N (z - a) Zl

Figura 2.5 — Interpretacdo geométrica da estimagéo por minimos quadrados ponderados no plano.
Fonte: Adaptado de Teunissen (2003)

2% \

a’(z—a)=0 y
zTz= a"a \"\
\ e
\
ax

a
-
Z

(z—-a)
Z

\

Figura 2.6 — Interpretacdo geométrica da estimacao por minimos quadrados nao ponderados no plano.
Fonte: Adaptado de Teunissen (2003)
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De acordo com a expressdo (2.12), 9,1 = A% = [ A(ATWA)"TATW] y, e, segundo a
expressdo (2.13), é =y —9 =[1 - AATWA)1ATW] y.
Analisando estas expressbes e a Figura 2.5, nota-se que as matrizes
[ A (Al WhanAnx) ™ Al Wsn] - € [ nxn = Anscu (Aln WoanAnxu) ™ AlnWoan] - 80
projetores obliquos, denotados por (TEUNISSEN, 2003):

{ PA, wat = Anxu(AEonnan)_lAEonnxn (2.20)

1 — T —-1AT

P A, (WAt — ‘fnxn _Anxu(Auonnannxu) Auonnxn
Em outras palavras, o vetor das observacdes ajustadas y e o vetor dos erros aleatérios

ajustados é sdo projecOes obliquas do vetor das observacdes y, sendo estas duas projecdes

definidas pelos projetores obliquos P, )+ € Pt

% wayt €M (2.20), respectivamente.

Estas matrizes (projetores obliquos), expressas em (2.20), também serdo importantes
nos préximos capitulos, referentes ao controle de qualidade do ajustamento.

Para o caso bidimensional em questdo (onde n = 2 e u = 1), 0 vetor P, 4+ projeta
sobre uma linha gerada pelo vetor a, e ao longo de uma linha gerada pelo vetor (Wa)*, que é

ortogonal ao vetor Wa (Figura 2.7), e 0 vetor P; wayt projeta sobre uma linha ortogonal ao

vetor Wa, e paralelamente a direcdo do vetor a,,, (Figura 2.7).

Figura 2.7 — Projetores obliquos P, gt € P; Way- do vetor das observaces y.
Fonte: Adaptado de Teunissen (2003)
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Como Wa e (Wa)* séo ortogonais entre si, o produto interno destes dois vetores
resultaem [(Wa)*]"(Wa) = 0.

Com o auxilio de um vetor b,,,, definido de forma que seja ortogonal ao vetor a,,,
ou seja, (by,)T ay, = 0, pode-se escrever (Wa)* como W~1b.

Portanto, (W~1b)T(Wa) = 0, pois a inversa W1 de W existe, desde que W seja
positiva-definida (ver, por exemplo, LAY, 1997 e TEUNISSE, 2003).

Desta forma, com o auxilio do vetor W~1b, pode-se representar os dois projetores
definidos em (2.20) alternativamente como (TEUNISSEN, 2003):

{Pa, wayt = Pa, w1p = laxa = Wiy Dot (b1, Wiy b2xr) " by 2.21)

Pot wat = Pw-1p, o = Wi bax1(blaWorsbax1) ™ by,

A expressdo (2.21) é melhor compreendida com o auxilio da Figura 2.8, que se utiliza
de relacBes trigonométricas elementares, e das expressdes (2.21) e (2.14), podendo-se

escrever, para o vetor dos erros aleatérios é,,; (TEUNISSEN, 2003):

cosa W~lp

A pl _ _
é=Py wayt ¥ =Pwvay =V g (2.22)

Onde o escalar ||y|| % define 0 médulo do vetor resultante é = Py,-1,, , ¥, € 0 vetor

w~1p

normalizado (unitario) Wb

define a direcdo deste vetor resultante é = Py,-1,, 7,

lembrando que o vetor dos erros aleatérios ajustados é € uma projecdo obliqua do vetor das

observacdes y, e a matriz Py,-1,, , € 0 Seu projetor.
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bA
W™th
I .y
Py-1pq ¥
o /
8 o
° Y, ")(Q /
= AN
Z0p /D /
a
«90"-6{
; >
Pa, wip Y a

Figura 2.8 — Representagdo alternativa das projecdes obliquas € e § do vetor das observagdes y.
Fonte: Adaptado de Teunissen (2003)

Rearranjando a expressdo (2.22), de forma a agrupar os termos escalares

(unidimensionais) a direita, pode-se escrever:

lyll cos a

—_— 2.23
lW=1b|| cos B 1x1 ( )

—_ -1
PW‘lb,a Yy =W 52 bayq

Analisando a Figura (2.8), o escalar ||y|| cosa € igual ao produto interno entre os
vetores b, € Y21 (ver LAY, 1997 e também STRANG; BORRE, 1997), ou seja,
llyl| cos @ = bTy, e de maneira analoga, ||W ~1b|| cos p = (W~1b)Th.

Desta forma, pode-se finalmente escrever (TEUNISSEN, 2003):

Py-iyay =W b—22 = wlpp'w ) 'bT)y (2.24)
: W-1p)Th
Ou seja, a segunda expressdo de (2.21) é demonstrada geometricamente. A primeira
expressdo de (2.21), relativa ao projetor obliquo do vetor das observagdes y em a (sendo o
vetor ¥ a sua projecéo resultante), pode ser demonstrada de maneira similar.
Dando continuidade a interpretacdo geométrica do MMQ, relembrando o critério dos
minimos quadrados ponderados, que busca o vetor dos parametros x que minimiza a seguinte

expressao:
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min
X

(ynxl - Anxuxuxl)fxnwnxn (ynxl - Anxuxuxl)nxl (2-25)

Definindo um vetor z por z = Ax, a expressao (2.25) é equivalente a:

min
P (ynxl - anl){onnxn(ynxl - anl)nxl (2-26)
Como e =y — Ax, logo z = y - e. Para 0 caso bidimensional considerado, o vetor b

é ortogonal ao vetor a, ou seja, b a = 0. Com este pressuposto, resulta em:
bTz=bT(ax) =0 bT(y—e)=0 (2.27)

A expressdo (2.27) é satisfeita quando bTy = bTe. Mas se e = y — Ax, a expressio
(2.25) € equivalente a:

min
e e{xn ann €nx1 (2.28)

ou seja, no caso bidimensional considerado, o0 método dos minimos quadrados ponderados
consiste em estimar um vetor dos erros aleatdrios é que minimiza a expressao ey, Wyxnenx1,
e também, que obedece a relagdo bTy = bTe.

Fazendo el ,W,,,e,,1 = Constante = C, tém-se a equacio de uma elipse, conforme
ja fora visto. Para diferentes valores da constante C, tém-se diferentes elipses, e quanto maior
o valor da constante C, maior é o tamanho da elipse (Figura 2.9).
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Figura 2.9 — Diferentes elipses associadas a diferentes valores para a constante C.
Fonte: Adaptado de Teunissen (2003)

A estimativa (&) por minimos quadrados para o vetor dos erros aleatorios é dada pelo

ponto de tangéncia da linha b”y = bTe com a elipse e’ We = Minimo = F(&) (Figura 2.10):

_—

“linha bTy = bTe

P 1
aXx=y—e=P w-lba Y

Figura 2.10 — Interpretacdo geométrica para a estimativa do vetor dos erros aleatérios &
por minimos quadrados ponderados.
Fonte: Adaptado de Teunissen (2003)
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Neste ponto de tangéncia (€), a normal da elipse é paralela a normal da linha
bTy = bTe. Mas como a normal da linha b7y = bTe é dada por b, a normal da elipse em é
também é dada por b (para maiores detalhes, ver produto interno de vetores em LAY, 1997).
Portanto, o vetor é é paralelo ao vetor W~1b, diferindo apenas em médulo. Assim sendo,

pode-se expressar o vetor & por um produto entre W~1h e um escalar « (TEUNISSEN, 2003):
e=Wlha (2.29)
O escalar desconhecido a pode ser determinado pelo fato de que o vetor & tem que se
estender até a linha bTy = bTe. Desta forma, pré-multiplicando (2.29) por bT e realizando
operacOes algébricas, resulta em:

a = (bTW-1p)~1pTe = (bTW~1b)~1bTy (2.30)

Substituindo (2.30) em (2.29), os estimadores € e § por minimos quadrados
ponderados tornam-se (TEUNISSEN, 2003):

8=Py-1, oy=[W bW b)1b ]y (2.31)
J=y—&=Ply-1 o= -WbB'Wb)'bT]y '
Quando W,,, = I,,,, as expressoes em (2.31) se simplificam para:
e=[b(d™b)~ by
2.32
{yzy—éz[l— b(b"h) 1 b7y (232)

Para problemas envolvendo um maior numero de parametros (ou seja, u > 1), estas
solucBes alternativas as expressdes (2.12) e (2.13), obtidas por meio da interpretacdo
geométrica do MMQ, se tornam mais complexas, pois se deve definir uma matriz B,,,,, Cujos
vetores (colunas) sejam ortogonais a todos os vetores (colunas) da matriz design A,,,,, sendo
as matrizes A e B dois subespacos ortogonais entre si de u vetores cada e dimensdo n (KOCK,
1999). Maiores detalhes sobre a interpretacdo geométrica do MMQ e uma formulagdo mais
rigorosa dos conceitos de algebra linear envolvidos podem ser obtidos em Lay (1997), Strang
e Borre (1997), Kock (1999) e Teunissen (2003). Para exemplos numéricos da interpretagédo
geométrica do MMQ, ver Teunissen (2003) e Klein et al. (2011).
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2.3 Média e Matriz de Covariancia dos Estimadores por Minimos Quadrados

Nas duas se¢Oes anteriores, 0 método dos minimos quadrados em sistemas lineares foi
apresentado desconsiderando a natureza probabilistica dos erros que contaminam o vetor das
observagdes, sendo derivado a partir dos principios deterministicos da ortogonalidade e da
distancia minima. Ou seja, apenas foi demonstrada a solugdo algébrica, bem como uma
interpretacdo geométrica para 0 método.

Quando o vetor das observacdes y,,, € assumido ser um vetor aleatdrio (vetor cujas
componentes sdo variaveis aleatorias), as estimativas por minimos quadrados do vetor dos
parametros ajustados X,,,, do vetor das observacbes ajustadas y,,,; € do vetor dos erros
aleatdrios é,,,; também se tornam vetores aleatdrios, por serem funcdes lineares do vetor das
observacdes y,,1 (STRANG; BORRE, 1997). Portanto, pode-se propagar a distribuicdo de
probabilidade, a esperanca matematica e a matriz de covariancia do vetor aleatério y,,,, para
0S vetores X1, Vnx1 € €nx1-

Esta secdo trata apenas da propagacdo de médias e covariancias do vetor das
observacdes y,,,, ao vetor das observacOes ajustadas y,,, a0 vetor dos parametros ajustados
Xux1, € @0 vetor dos erros aleatdrios ajustados é,,,,. Somente a distribuicdo de probabilidade
resultante destes estimadores ndo sera considerada nesta secdo, sendo que um enfoque maior
as propriedades estatisticas das observagdes sera dado no proximo capitulo, Testes
Estatisticos para Deteccdo e Identificacdo de Erros.

Inicialmente, a média (vetor de médias), ou ainda a esperanca matematica, de um vetor
aleatério n dimensional qualquer, da forma: x,,; = [*1 X2 - Xu]%,, é formalmente
definida por (LEICK, 2004):

l ‘ [ *wllef(xl Xy vt Xn)dxg dxg ... dxp, (2.33)

onde f(¥1 Xz - Xp) é a funcdo densidade de probabilidade multivariada para o vetor
aleatorio x,,, (ou seja, a distribuicdo de probabilidade conjunta para as varidveis aleatorias
que formam este vetor). Considerando agora dois vetores aleatorios y e x, relacionados por

meio de um modelo linear da forma:
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y = Ax +b, (2.34)

onde A € uma matriz de coeficientes e b € um vetor formado por termos constantes

(independentes de x e y), a propagacao de médias se torna (DALMOLIN, 2002):
E{y} = E{Ax + b} = E{Ax} + E{b} = AE{x} + b (2.35)

Pois o valor esperado para uma constante (em A e/ou b) é igual a propria constante.
Aplicando a lei de propagacdo de médias do vetor das observacGes y para o vetor dos
parametros  ajustados  X,x1 = (Al WhanAnaw) T Al WosnVnxr €M (2.11),  tém-se
(TEUNISSEN, 2003):

E{®} = [(ATWA)~* ATW] E{y} (2.36)

Pois as matrizes A e W sdo tratadas como formadas por termos constantes no processo
de ajustamento, ou seja, E{(ATWA) " ATW} = [(ATWA)~1 ATW].

Para o vetor das observacdes ajustadas y = Ax, aplicando a lei de propagacdo de
médias, obtém-se (TEUNISSEN, 2003):

E{y} = AE{X} = Py, wayr E{¥}, (2.37)

onde, de acordo com a expressao (2.21), P, oyt = Anxu(Aisn WhanAnx) ™ Axn Whsn-

Finalmente, para o vetor dos erros aleatorios ajustados é,,1 = Vnx1 — Ynx1,» @
propagacdo de médias resulta em (TEUNISSEN, 2003):

E{e} = E{y} — AE{} = (I - Po, wayt)EW} = Py ey EVY (2.38)

onde, na expressdo (2.20), Pa{ wat = Lin — Anzu (AL i Wosn A ) "t AL iWosm.  E
importante destacar que o verdadeiro vetor de médias E{y} das observacdes y,,:, € sempre
desconhecido na pratica, porem, este principio da propagacdo de médias sera utilizado
posteriormente para determinar algumas propriedades do MMQ, bem como formular

hipoteses estatisticas para o controle de qualidade do ajustamento das observagdes.
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Segundo Leick (2004), o proposito da propagagdo de variancias e covariancias é
estimar as variancias e covariancias de funces lineares de varidveis aleatorias. Fun¢fes ndo
lineares primeiro devem ser linearizadas. A propagacdo de variancias e covariancias €
aplicavel a variaveis aleatorias unidimensionais, bem como a vetores aleatorios.

A matriz de variancias e covariancias X, (ou simplesmente matriz de covariancia) de
um vetor aleatério y de m componentes, € uma matriz quadrada n X n, cujo i-ésimo
elemento da diagonal principal corresponde a variancia ¢/ de sua i-ésima componente, e cujo
elemento localizado na i-ésima linha e na j-ésima coluna corresponde a covariancia o; ; entre
as componentes i e j deste vetor. Para uma definicdo formal do conceito de variancia e do
conceito de covariancia, sugere-se Papoulis (1991), Strang e Borre (1997) e Koch (1999).

Em notagdo matricial, a matriz de covariancia X, de um vetor aleatdrio y de n

componentes, é dada por (GEMAEL, 1994):

2
[of 012 - O1n]
2 see
z, = |921 02 - T2 | (2.39)
On1 On2 On

nxn

Naturalmente, a matriz de covariancia € simétrica, ou seja, o;; = 0;; (a covariancia
entre as componentes i e j de y,,; € igual a covariancia entre as mesmas componentes j e i).

De uma maneira mais formal, a matriz de covariancia de um vetor aleatério y,,,, pode
ainda ser definida por (STRANG; BORRE, 1997):

= E{[y - E{y}]nxl[y - E{y}]zxn } (2.40)

yTLXTL
Por meio da expressdo (2.40), serd desenvolvida agora a lei de propagacdo de
covariancias em modelos lineares. Desta forma, considerando novamente um modelo linear

do tipo y = Ax + b, relacionando dois vetores aleatorios y e x, a expressdo (2.40) por ser
substituida por (DALMOLIN, 2002):

2, = E{[Ax + b — E{y}][Ax + b — E{y}]"} (2.41)
Substituindo a lei de propagacdo de medias (expressdo 2.35), em (2.41), tem-se
(DALMOLIN, 2002):
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%, = E{[Ax + b — AE{x} — b][Ax + b — AE{x} — b]"} (2.42)
Efetuando as subtragcdes em (2.42), obtém-se:

Zy = E{[Ax — AE{x}][Ax — AE{x}]"} = E{[A(x — E{xD][A(x — E{x}]"} (2.43)
Usando algumas propriedades da algebra matricial em (2.43):

Zy = E{A[x — E{x}][x — E{x}]A"} = AE{[x — E{x}][x — E{x}]}A" (2.44)

Como por definicdo, X, = E{[x — E{x}][x — E{x}]”} (ver a expressdo (2.39)), a lei de

propagacao de covariancias em modelos lineares finalmente resulta em (DALMOLIN, 2002):

AT (2.45)

Segundo Gemael (1994), para modelos nédo lineares, primeiramente ¢é feita a

L - . . . oF
linearizacdo por série de Taylor e a matriz A se torna a matriz jacobiana A = =l sendo
X=Xo

que a linearizacdo do modelo para estes casos sera vista na proxima secéo deste capitulo.
Aplicando a lei de propagacdo de covariancias no vetor dos pardmetros ajustados
1 = (AL WhanArsa) ™t Al WhanYnx1 €M (2.11), obtém-se (DALMOLIN, 2002):

e = [(ATWA)_lATW]uxn Z'ymm[(ATVVA)_1ATVV]ZwLxu (2.46)

uxu

Realizando operacGes matriciais e considerando que Ny, = Al WisnAne €, qUE,
conforme sera visto posteriormente, usualmente a matriz peso das observacfes é tomada
como sendo igual & Wy, = a§ Z), 1nxn, a matriz de covariancia do vetor dos parametros ajustados X

resulta em (DALMOLIN, 2002):

uxu

Para o vetor dos parametros ajustados V.1 = AnxuXuxi, tem-se (GEMAEL, 1994):
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= Apxu 22 Azxn = 0_02 [A N7t AT]nxn (2-48)

ynxn uxu

E finalmente para o vetor dos erros aleatérios é,,,1 = Ynx1 — Vnx1 (LEICK, 2004):

5, =%, — 5,  =giw

2 -1 >4T

énxn Ynxn Vxn nxn 40 [A N A ]nxn (2-49)
Como as variancias sdo sempre positivas, analisando a expressdo (2.49), nota-se que a

variancia de um erro aleatorio ajustado € sempre menor que a variancia da respectiva

observacao original (aézi < aﬁi), Ou que a variancia desta observacéo ajustada (aézi < ayzi), pois

aézi = aﬁi - ayzi. Da mesma forma, a variancia de uma observacdo ajustada € sempre menor do

que a variancia de sua observacéo original (o5, < 03,), pois a5, = o3, — 03,

As expressoes (2.47), (2.48) e (2.49), sdo estimativas para a matriz de covariancia do
vetor dos parametros ajustados x, do vetor das observacdes ajustadas y , e do vetor dos erros
aleatdrios ajustados é, respectivamente. Desta forma, elas expressam a precisdo destas
estimativas pelo MMQ, pois, quanto menor é a variancia de uma grandeza estimada, mais

preciso é o valor desta grandeza (ver, por exemplo, GHILANI e WOLF, 2006).

2.4 Ajustamento pelo Método Paramétrico e Linearizagdo do Modelo Funcional

Nas secOes anteriores foi apresentado o ajustamento de observacdes em sistemas de
equacdes lineares, segundo o principio dos minimos quadrados, bem como a propagacao de
médias e covariancias do vetor das observacdes y,,,; para 0s estimadores por minimos
quadrados das observacdes (¥,,,1), dos pardmetros (X,.,1), € dos erros aleatorios (é,.,1)-

Nesta secdo, sera abordado o caso geral de ajustamento de observacgdes indiretas
(quando os parametros a serem estimados se vinculam com as observacdes por meio de um
modelo matematico), bem como a linearizacdo do modelo funcional (ou seja, do sistema de
equacdes), quando este for ndo linear em relacdo aos parametros.

Nesta secdo também sera mostrada a correspondéncia entre a notacdo matematica
adotada neste trabalho com a notacdo matematica adotada em Gemael (1994), que é a mais
difundida na area de Geodésia e Ajustamento no cenario nacional. Porém, salienta-se que 0

restante do texto continuara usando a notagdo adotada nas se¢des anteriores, uma vez que em
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um trabalho cientifico, ndo se deve estar limitado a usar uma determinada notacao, apenas por
esta ser a mais difundida.

Inicialmente, 0 método paramétrico de ajustamento pode ser expresso pelas chamadas
equac0es de observacdo (DALMOLIN, 2002):

ynxl = F(J’C\) = Anxux\uxl (2-50)

Onde a formulagdo J,,; = F(X) expressa o fato de que os pardmetros a serem
estimados (ajustados) se relacionam, explicitamente, com as observacfes ajustadas por meio
das equacOes de observacao (ajustamento de observaces indiretas).

No caso do modelo funcional ser ndo linear, a matriz design A,,,,, Se torna a matriz das
derivadas parciais das equacdes de observacdo em relacdo aos parametros (matriz jacobiana),
e no caso do modelo funcional ser linear, esta se torna a matriz dos coeficientes da funcao
linear adotada.

Ressalva-se que quando o modelo funcional é linear, conforme ja visto nas se¢des
anteriores, as derivadas parciais das equacOes de observacdo em relacdo aos parametros sao
de fato os coeficientes da funcdo adotada, ou seja, 0 modelo funcional, dado pela matriz
design A,,,,, ja € linear em relacdo aos parametros, pois contém apenas escalares conhecidos.

Segundo Ghilani e Wolf (2006), para os casos em que o0 modelo funcional é ndo linear,
deve ser feita uma linearizagcdo do mesmo e também iteracdes para que as solucdes deduzidas
nas secOes anteriores sejam igualmente validas para estes casos. Esta linearizacdo é feita via

série de Taylor em torno de um vetor dos parametros aproximados x,,,,, tomando apenas os

dois primeiros termos da série, conforme ilustra a Figura 2.11.
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y =F(x)

= X

Figura 2.11 — Linearizacdo de uma funcdo y = F(x) em torno de um ponto X, por Série de Taylor.

Esta linearizacdo introduz um erro de aproximacdo, erro este tanto menor quanto

melhor forem os valores aproximados do vetor x,, ., (DALMOLIN, 2002). A expansdo linear

de F(x) em torno de x,, por série de Taylor, € dada por (STRANG; BORRE, 1997):

F®)=F(xp) + 22| (R—x0) = yo +Ax (2.51)
X=Xo

Onde:

vo = F(x,) é a aplicacdo do vetor dos parametros aproximados x, as equacdes

de observacao (ao sistema de equagdes ndo lineares);

oF . N A . . :
A=— é a aplicacdo do vetor dos parametros aproximados a matriz das

ox fsz

derivadas parciais A,,,, tornando sua forma algébrica em numérica;

x=X—x, € a diferenca entre 0os parametros ajustados e 0s parametros

aproximados; ou seja, 0 vetor de corre¢do aos parametros aproximados.
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Combinando as expressoes (2.13) e (2.50), obtém-se:

ynxl = F()’C\) = Ynx1 ~ €nx1 (2-52)

Substituindo y,,., = F(X) = y, + Ax na expressdo (2.52), resulta em:

Yoper T AnxuXux1 = Ynx1 — €nx1 (2.53)

Definindo o vetor L,y POr lyx1 = Ynx1— Yo, €M (2.53), finalmente resulta em:

enx1 = lnx1 — AnxuXux1 (2-54)

Na equacdo (2.54), nota-se que o modelo obtido se torna linear em relacdo aos
pardmetros x,.1 (Lnx1 = AnxuXux1i + €nx1), Sendo resolvido pelo procedimento visto na secéo
2.1 e também por meio de processos iterativos de convergéncia.

Segundo Dalmolin (2002), o vetor x é o0 vetor de correcdo aos parametros
aproximados x, para a obtencdo dos parametros ajustados x, que serdo melhores estimativas
para os parametros desde que exista convergéncia no processo iterativo.

Ainda segundo Dalmolin (2002), o vetor x assim obtido é utilizado como o novo vetor
dos parametros aproximados x, e 0 ajustamento é realizado novamente. O processo iterativo é
encerrado quando ndo converge e ultrapassa certo nimero de iteragdes, ou quando 0s
elementos do vetor de correcdo x sdo menores que um escalar § arbitrariamente escolhido
como constante para o teste de convergéncia.

O processo iterativo de ajustamento no método paramétrico, considerando a

linearizacdo do modelo, pode entdo ser resumido nas seguintes etapas:

1) Estabelecer o modelo das equagdes de observagdo: y = F(X);

2) Atribuir um vetor dos parametros aproximados x,,, . ;

3) Calcular o vetor y,,. , = F(x,) € a matriz Jacobiana A, = or

> ’
ox 5C\=XO

4) Calcular 0 Vetor lyx1 = Ynx1 = Yo0qs

5) Calcular o vetor de corregdo aos parametros aproximados:

— T =1 AT .
xuxl - (Auonnannxu) Auonnxnlnxli
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6) Calcular o vetor dos parametros ajustados X = x, + x;
7) Na primeira iteragdo (i = 1), fazer x,'=! = % e repetir o processo a partir de 3);
8) Realizar i iteracGes até que os elementos do vetor de corregdo x‘ convirjam

para um determinado valor estipulado & (por exemplo, § =1 mm).

Uma questdo que também merece atencdo nesta secdo é em relacdo a definigdo do erro
de uma observacdo e a defini¢do do residuo desta observacao.

Segundo Gemael (1994), o erro aparente € a diferenca entre o valor observado de uma
grandeza e o valor estimado para esta grandeza, e o erro verdadeiro, desconhecido na pratica,
é a diferenca entre o valor observado de uma grandeza e o valor “verdadeiro” desta grandeza.

Ainda segundo Gemael (1994), o residuo € a diferenca entre o valor estimado de uma
grandeza e o valor observado para esta grandeza, ou seja, na pratica, corresponde ao erro
aparente com o sinal trocado (mantendo a sua magnitude). Desta forma, para o caso do
ajustamento de observacdes por minimos quadrados, o vetor dos n residuos ajustados 7,,,; Se
relaciona com o vetor dos n erros aparentes ajustados é,,; (assumidos serem de natureza

aleatoria), por meio da seguinte expressao:

Dnxt = — €nx1 = Ynx1t — Ynxt (2-55)

Portanto, o principio do método dos minimos quadrados, que consiste em minimizar a
soma ponderada do quadrado dos erros aleatérios, € equivalente ao critério de minimizar a
soma ponderada do quadrado dos residuos (pois as magnitudes dos termos sdo as mesmas).

Encerrando esta secdo, tém-se a correspondéncia entre a notacdo usada neste trabalho

para a notacdo adotada em Gemael (1994):

Ynx1 = Lyp,,, = Vetor das observacoes;

" nx1 = La,,, = Vetor das observacoes ajustadas;

" X0y = Xoy,q = Vetor dos parametros aproximados;

. Xux1 = Xux1 = Vetor de correcdo aos paramétros aproximados;

. Xux1 = X, = Vetor dos parametros ajustados;

AQuxi1
Anxu = Anxuw = Matriz design ou matriz das derivadas parciais (jacobiana);
" Upxr = Vi1 = —€nx1 = Vetor dos residuos ajustados;

" Yonz1 = Loy = Ablicagdo do vetor x,, . nas equagdes de observagao;
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" lnx1 = —Lnxq, = Diferenga entre os vetores y,.; € yo,,

" Wixn = Buxn = Matriz peso das observacoes.

A Unica ressalva feita € que, em Gemael (1994), Ly, = Lo,,,., — Lp,,,,» @0 inves de

Lnx1 = Lp,,q — Lo, & POrtanto, o vetor de correcdes aos parametros aproximados se torna:

Xuxl = - (Azxnpnannxu)_1A5xnpnannx1 (256)

Estas sdo as principais consideracdes envolvidas no ajustamento de observacbes por
minimos quadrados pelo método paramétrico: y,,; = F(X) ou, analogamente, L, = F(X,),
bem como na linearizacdo do modelo funcional por série de Taylor.

Maiores detalhes podem ser obtidos em Gemael (1994), Strang e Borre (1997),
Dalmolin (2002), Teunissen (2003), Leick (2004), e Ghilani e Wolf (2006).

2.5 Numeros de Condi¢des Minimas e Injungdes no Método Paramétrico

Segundo Gemael (1994), sistemas de equacOes lineares do tipo y = Ax séo ditos
sistemas “bem condicionados” quando uma pequena alteracdao em algum(s) valor(es) do vetor
dos termos independentes y ou nos coeficientes da matriz A ndo resultam em grandes
variacdes numeéricas no vetor dos pardmetros x. Por outro lado, quando pequenas mudancas
nos termos independentes ou na matriz dos coeficientes resultam em grandes variagdes no
vetor dos parametros x, o sistema de equacdes é dito mau condicionado.

Ainda segundo Gemael (1994), o risco existe mesmo no caso de coeficientes exatos,
pois a conversdo, nos computadores, do sistema decimal para o binario e vice-versa, pode
gerar erros em si, insignificantes, mas cuja dilatagdo, por meio do mau condicionamento,
poderd comprometer seriamente a solucdo de certos problemas. Tais consideracfes se tornam
mais graves se for considerado o fato de que nas ciéncias geodésicas, em geral os valores
provém de observacfes, bem como da linearizagdo do modelo em torno de um vetor dos
parametros aproximados, quando este for ndo linear.

Geralmente, matrizes com determinantes pequenos (proximos de zero) e inversas com

elementos de grande valor numérico podem representar sintomas de mau condicionamento,
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embora a relagdo inversa ndo seja necessariamente verdadeira. Por exemplo, multiplicando as
equacdes de um sistema bem condicionado por um determinado escalar, pode ser possivel que
este sistema passe a apresentar a matriz dos coeficientes A com determinante elevado e
pequenos elementos na matriz inversa A~1,

Uma forte correlacdo entre as observacdes (expressa pelas covariancias na matriz de
variancias e covariancias) pode ser um sintoma de mau condicionamento do sistema.

A priori, ndo é possivel saber o condicionamento de um sistema do tipo y = Ax, mas
0s numeros de condicdo podem servir de indicadores, como por exemplo, 0 numero de
condicdo H, dado por (GEMAEL, 1994):

(2.57)

onde méax u e min u sdo os autovalores maximo e minimo, respectivamente, da matriz AT A.

Outros nameros de condicdo, como por exemplo, os de Turing e Todd podem ser
utilizados para avaliar o condicionamento de uma matriz (maiores detalhnes em GEMAEL,
1994; e em STRANG; BORRE, 1997). No caso do ajustamento de observa¢des por minimos
quadrados, pode haver problema de mau condicionamento no denominado sistema de
equacOes normais (STRANG; BORRE, 1997):

Uyxr = NyxuXyx1 (2-58)

Com Ny = AL WosnAnzw € Uuxr = AlenWianlnx: (VEr a expressio (2.56)). As u
equacdes normais, a u incognitas X,,;, ilustram o fato de que, embora o sistema de equacdes
em (2.3) seja redundante e com infinitas solugdes com a incorporacdo dos erros aleatorios, a
solucdo X para o vetor dos parametros x que obedece ao critério dos minimos quadrados em
(2.10) é unica.

Segundo Leick (2004), uma das maneiras de evitar a singularidade das equacgdes
normais (ndo existéncia de inversa da matriz N,,,, devido ao mau condicionamento do
sistema) é com a incorporacdo de informacgOes externas sobre os parametros, por meio de
injuncdes. Ainda segundo Leick (2004), o rank da matriz design A, € igual ao rank da

matriz Ny, = ALy Wi Answ, € € menor ou igual ao niimero de parametros u, ou seja:

Rank(A,,) = Rank (AL, WomAnx) =R <u (2.59)
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sendo o rank de uma matriz o nimero de colunas linearmente independentes desta matriz
(LAY, 1997). A deficiéncia de rank (ou posto), dada por u — R, geralmente é causada pela
falta de definicdo do sistema de referéncia. A deficiéncia de posto de uma matriz é tratada
especificando u — R condigOes aos parametros (ou seja, injungdes).

Por exemplo, para uma rede de nivelamento geométrico, esta deficiéncia de posto
pode ser removida com a injuncédo da altitude de um ponto (STRANG; BORRE, 1997).

Em ajustamento de observacdes pelo MMQ, € usual subdividir as injuncdes em trés
categorias (DALMOLIN, 2002):

. Injuncdes absolutas;
. Injuncdes relativas;
. Injungdes funcionais.

As injuncdes absolutas consistem em impor invariabilidade a certos parametros, como
por exemplo, fixar as coordenadas de um ponto (denominado ponto de controle), durante o
ajustamento de uma rede geodésica. Portanto, no modelo matematico, as coordenadas deste
ponto, tal como os coeficientes da matriz design A,,,, ndo sdo tratadas nem como
observagdes, e nem como parametros, mas sim como constantes.

Uma injuncdo absoluta reduz, portanto, em uma coluna a dimensdo da matriz design
Anxu, € em uma linha a dimensédo do vetor dos parametros incognitos x,,,.;, sendo o respectivo
parametro injuncionado e tratado como constante no modelo matematico.

Ghilani e Wolf (2006) fazem algumas consideracdes quanto as injuncBes absolutas.
Neste tipo de injuncéo, as observagdes sdo “forgadas” a se ajustar aos pontos de controle, e,
portanto, as coordenadas injuncionadas devem ser altamente confiaveis, pois serdo tratadas
como constantes no processo de estimacdo. Além disso, pressupde-se que a variancia destas
injuncdes é nula, o0 que na pratica ndo ocorre. Outra ressalva feita € que as injuncdes devem
ter precisdo superior (ou seja, uma variancia menor) do que as componentes do vetor das
observacgoes y;,.1-

E importante salientar que, com a injuncdo de alguns pardmetros ao sistema de
equacdes, a estimativa por minimos quadrados dos demais pardmetros, para o caso geral de
modelo funcional linearizado, ainda é obtida por:

{x = (ATWA) 1ATWI (2:60)

X=x9+x
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Uma outra forma de injuncionar parametros ao modelo é por meio das injuncoes
relativas, que sdo introduzidas por meio da atribuicdo de pesos aos parametros. Variaveis
consideradas totalmente livres terdo peso nulo (livres para variar no processo de ajustamento),
e as constantes terdo peso praticamente infinito (para ndo variarem no ajustamento), sendo
que as demais terdo um peso intermediario, definido, por exemplo, pela ponderagdo usual em
funcdo das variancias e covariancias (DALMOLIN, 2002).

Na prética, um dos metodos de implementacéo das injunces relativas € feito por meio
das “pseudo-observagdes”, que aumentam a dimensdo do vetor das observagfes e também do
vetor dos parametros (GEMAEL, 1994).

No caso do método paramétrico, para cada injungdo x;,;, € inserida uma equagéao do
tipo x;,; = x;; @0 sistema de equacdes, e, portanto, as injungdes aparecem tanto no vetor das
observagdes quanto no vetor dos pardmetros, bem como na matriz peso das observacades.

Finalmente, as injun¢des funcionais consistem em impor condi¢Ges aos parametros, ou
a um subconjunto dos pardmetros, geralmente sob a forma G(x) = 0, sendo G um operador
funcional.

Quando injuncgdes sao inseridas no ajustamento pelo método paramétrico, o nimero de
graus de liberdade do sistema torna-se (GHILANI; WOLF, 2006):

r=n—-u-+c (2.61)

sendo “n” 0 nimero de observacgdes, “u” 0 nUmero de pardmetros incdgnitos originais € “c” 0
numero de injungdes. Independente do numero de parametros iniciais do modelo e 0 nimero
de pardmetros do mesmo apo6s as injuncdes, neste trabalho, a dimensdo do vetor das
observacdes y serd sempre designada por n, e a dimensdo do vetor dos parametros a serem
estimados x serd sempre designada por u.

Além disso, daqui para frente, todas as injungdes consideradas serdo da forma de
injuncdes absolutas (pois nos experimentos desta dissertagdo, apenas injungdes absolutas
serdo utilizadas) e o ajustamento das observacGes, no caso geral linearizado, sera expresso
pelo denominado modelo de Gauss-Markov (BERBER; HEKIMOGLU, 2003; GUI et al.,
2005; GUO et al., 2007; KNIGHT; WANG, 2009; KNIGHT et al., 2010):

Dnx1 = AnxuXuxs — lnxa (2-62)
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Sendo que as injuncbes aparecem implicitamente no vetor [,,,, pois l =y —y,, €
Yo = F(x,), ou seja, elas surgem na aplicacdo do vetor dos pardmetros aproximados ao
modelo matematico (ao sistema de equacgdes, com as devidas constantes injuncionadas).

Nos casos especiais em que ndo houverem termos independentes (constantes) no
sistema de equacdes, resulta em [ =y e em y = F(X) = AX, sendo 0 vetor dos residuos
ajustados dado diretamente por: ¥ = y — y, conforme a sua expressdo original em (2.55).

Salienta-se ainda que para os casos em que o modelo funcional ja é linear em relacdo
aos parametros, o vetor dos parametros aproximados pode ser arbitrado como sendo igual ao
vetor nulo x, = [0],,1, € O vetor dos pardmetros ajustados X se torna igual ao vetor de
corre¢do aos parametros aproximados: £yxq = Xo,,,; T Xux1 = Xux1, NA0 seNdO Necessarias as
iteracOes requeridas para o caso de modelos originalmente ndo lineares. De qualquer forma,
para estes casos, 0 vetor dos parametros ajustados X pode ser obtido diretamente por meio da
expressao (2.11), sem a necessidade de se definir um vetor x, e calcular um vetor [ = y — y,.

Também é importante mencionar que a utilizagcdo de injuncdes absolutas, por serem
constantes (assumindo, portanto, variancia nula), ndo altera a propagacdo de variancias e
covariancias das observacdes, ja apresentada na secdo anterior deste capitulo.

Uma fundamentacdo mais detalhada sobre o nimero de condi¢des minimas e as
injuncBes no ajustamento, bem como alguns exemplos numéricos, podem ser obtidos em
Gemael (1994), Dalmolin (2002), Teunissen (2003), Leick (2004), e Ghilani e Wolf (2006).

2.6 O Método dos Minimos Quadrados e o Melhor Estimador Linear Imparcial

A propagacdo de médias, apresentada anteriormente, independe da fungdo densidade
de probabilidade (fdp) assumida para o vetor das observacoes y,,,,. Entretanto, considerando
que a aleatoriedade do vetor y,,; € causada pelos erros de observacdo, 0 mesmo pode ser
expresso como a soma de uma componente deterministica (isto é, ndo aleatéria) Ax, e uma
componente aleatoria e (TEUNISSEN, 2003):

y=Ax+e (2.63)
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onde o sublinhado indica que se trata de uma varidvel ou de um vetor aleatério. Assumindo
ainda que a média (ou esperanga matematica) da componente aleatdria é zero, se aceita que 0s
erros de observagdo sdo iguais a zero “na média” (ressalva-se que ainda ndo foi definida
nenhuma funcdo densidade de probabilidade para o vetor das observacdes y).

Com este pressuposto de que E{g} = 0, a propagacdo de medias, dada por (2.35),
implica em (GEMAEL, 1994):

E {X} = Ax (2.64)
Substituindo (2.64) em (2.36), (2.37) e (2.38), resulta em (GEMAEL, 1994):

(E{z} = [(ATWA) P ATWA]x = x

J E{9)=ax=Ely} (2.65)
t E{e} = E{y} - ax =0

Nota-se que agora, os estimadores por minimos quadrados X, ¥ e & também sdo

representados com o sublinhado, indicando serem vetores aleatorios. A expressdo (2.65)
demonstra que estes estimadores por minimos quadrados sdo estimadores imparciais, e que
esta propriedade independe da escolha da matriz W,,,,, (TEUNISSEN, 2003).

Os estimadores por minimos quadrados sdo ditos imparciais, pois E{g} =x, 0 que
ocorre quando E{e} = 0 (GEMAEL, 1994).

Juntamente com a propriedade de estimador imparcial, uma matriz de variancias e
covariancias X de tragco minimo implica que existe uma alta probabilidade de que o vetor dos
pardmetros ajustados X esteja proximo do verdadeiro, mas desconhecido, vetor dos
parametros x (TEUNISSEN, 2003).

Segundo Strang e Borre (1997), o traco de uma matriz é igual a soma dos elementos
de sua diagonal principal, 0 que neste caso corresponde a soma das variancias dos parametros
ajustados.

Usando a decomposicdo X, = D"D (propriedade de simetria da matriz X)),
considerando novamente o caso bidimensional (onde n =2 e u = 1), e usando a lei de
propagacao de covariancias das observacdes, expressa em (2.45), para a obtencdo da variancia

a§ do parametro estimado X (u = 1), pode-se escrever (TEUNISSEN, 2003):
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2 _ (@™wbpTpawa)

£ 7 (aTp-1pwa)? (2.66)
Usando as propriedades de produto interno e norma de vetores, resulta em:

2 _ IDwall? _ 1
%% = owal [(0T) " alPcos?a  [(0T) " all*cos?a (2.67)

Sendo a 0 angulo entre 0S Vetores Dy, Woyp azyq € (D)7t ayyq. Para um valor

minimo de variancia a§ do parametro ajustado £, 0 angulo « deve ser zero (cos? 0 = 1).

Isto ocorre quando estes dois vetores sdo paralelos. Logo, a variancia 05 € minima
quando, partindo da origem, Dy, Ways Ggx1 = (D3x2) ™" a1, OU S€JA, 2 Woyy Goy1 = Apxq
(TEUNISSEN, 2003). Portanto, a variancia do pardmetro ajustado € minima quando se
escolhe uma matriz peso W,,, para as observacoes tal que:

Wax2 = Zy;xlz (2.68)

Gemael (1994), e Strang e Borre (1997) também demonstram que o método dos
minimos quadrados é uma solucdo de variancia minima para o caso geral (u < n), quando a
matriz peso das observacgdes é escolhida como sendo igual a W,,,, = Zy;xln, ou seja, igual ao
inverso da matriz de covariancia das observacdes.

O método dos minimos quadrados é um estimador linear (isto €, funcdo linear das
observacdes), um estimador imparcial que independe da escolha de W, e uma solucéo de
variancia minima, quando w =Ey_1. Portanto, ele é classificado como um BLUE (Best
Linear Unbiased Estimator — Melhor Estimador Linear Imparcial). O termo “melhor” é no
sentido de ser uma solucdo de variancia minina. Teunissen (2003) também demonstra que esta
solucdo BLUE é unica.

Além disso, pelo fato dos estimadores por minimos quadrados Vnx1 € Enx1 também
serem funcgdes lineares do vetor das observagoes Ynx1 (e do vetor dos parametros ajustados
Xux1), Pela lei de propagagéo de covariancias, estes também séo solugdes de variancia minima
para o vetor das observacOes ajustadas e para o vetor dos erros aleatorios, respectivamente.

Estas propriedades também sé&o validas para o caso geral de modelos linearizados e

com injuncdes (pelo modelo de Gauss-Markov), apesar de demonstradas apenas para 0 caso
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mais simples da secdo 2.1. Salienta-se também que, quando se assume E{g} = 0, tem-se que

E{y} = 0; pois, de acordo com as defini¢Oes apresentadas de erro e de residuo, v = —e.

2.7 O Método dos Minimos Quadrados e a Solucdo de Maxima Verossimilhanca

Conforme ja visto, o principio do método dos minimos quadrados consiste em
minimizar a forma quadrética (ynxl_Anxuxuxl)Ixn Whaxn (Ynxl_Anxuxuxl)nxL Sem
necessariamente considerar a natureza aleatéria dos erros que contaminam o vetor das
observagoes.

Ja para o melhor estimador linear imparcial (BLUE), apenas a média e a matriz de

covariancia do vetor das observacdes y,,, hecessitam ser especificados, e ndo a sua funcéo

densidade de probabilidade completa.
Denotando por p(y|x) a funcdo densidade de probabilidade (multivariada) do vetor

das observagdes y, onde x sdo os parametros que definem esta fdp, para um valor fixo para os

parametros x, a fdp p(y|x) é funcdo apenas de y, e para diferentes valores dos parametros x
(como por exemplo, média e variancia), a funcdo p(y|x) pode assumir diferentes formas
(Figura 2.12).

p(ylxs)

p(ylxz)

p(ylx1)

-y

Figura 2.12— Diferentes fdp p(y|x;) para uma varidvel aleatéria y unidimensional.
Fonte: Adaptado de Papoulis (1991)
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Segundo Papoulis (1991), dado o resultado de um experimento (como por exemplo, o
vetor das observacOes y), o objetivo do método de méaxima verossimilhanca é estimar o vetor
dos parametros x com base no vetor das observagdes y, ou seja, estimar o valor mais provavel
de x que resultou no observado y.

Isto consiste em considerar, para cada vetor possivel dos parametros x, 0 quao
provavel o vetor das observacdes y poderia ocorrer se 0 vetor dos parametros x fosse de fato
verdadeiro. Quanto maior esta probabilidade, maior é a evidéncia de que o vetor dos
parametros x em questdo produziu o vetor das observacdes y, e mais provavel é a ocorréncia
deste vetor x (TEUNISSEN, 2003).

Portanto, a expressdo p(y|x), considerando o vetor y fixo (dado ou observado), é
funcdo apenas de x e é chamada de funcdo de verossimilhanca de x (BREIMAN, 1973).

Denotando esta fungdo de verossimilhanca do vetor dos parametros por
L(x) = p(y|x), o principio da estimacgdo por maxima verossimilhanca € maximiza-la, ou seja
(LARSON, 1974):

T L(x) (2.69)

Portanto, no método de maxima verossimilhanca, € escolhido como estimativa para o
vetor dos parametros x, aquele que maximiza a probabilidade L(x) = p(y|x), para um dado
vetor das observacbes y. Desta forma, deve-se conhecer ou estipular a funcdo densidade de
probabilidade p(y|x) de y (LARSON, 1974).

Considerando o caso em que a fdp p(y|x) segue distribuicdo normal multivariada, e
que o vetor das observacdes y € normalmente distribuido com média E{y} = Ax e com matriz
de covariancia X, a fdp p(y|x) torna-se (TEUNISSEN, 2003):

-n -1 (-1 _
p(ylx) = 2m)z |2, |? ol7 -A0T 5y (r-ax) (2.70)

Onde n ¢ a dimensdo do vetor das obseracdes y e |, | é o determinante de sua matriz

de covariancia. Aplicando o logaritmo natural na expresséao (2.70), resulta em:

In p(ylx) = —glnIZHI — %ln|2y| —% (y —Ax)TZ, 7' (y — Ax) (2.71)
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Isto pode ser realizado pelo fato das funcbes In p(y|x) e p(y|x) possuirem seus
maximos para 0s mesmos valores de x, pois o logaritmo natural é uma funcéo

monotonicamente crescente (BREIMAN, 1973).
Como o vetor das observacdes y é fixo (isto €, dado), os termos —%lannl e —%1n|2y|

séo constantes para qualquer vetor dos parametros x e podem ser negligenciados.

Portanto, maximizar a funcdo In p(y|x) consiste em maximizar o termo

—% (y —Ax)TZy_l(y — Ax), 0 que é equivalente a minimizar apenas o termo quadratico

(y— Ax)TZy‘l(y — Ax), desconsiderando o sinal negativo e o escalar %

Este termo corresponde a norma quadratica que se busca minimizar no MMQ (ver a
expressdo 2.6). Logo, nos casos em que o vetor das observacgdes y segue distribuicdo normal
multivariada, com média E{y} = Ax e matriz de covariancia X, e a matriz peso é escolhida
como W = Zy_l, 0 estimador de méaxima verossimilhanca para o vetor dos parametros € o
mesmo estimador X do método dos minimos quadrados.

Em Teunissen (2003) é demonstrada uma interpretacdo geomeétrica para a relacéo entre
0 MMQ e o critério de maxima verossimilhanca, que também sera aqui apresentada. Para o
caso bidimensional (onde n =2 e u = 1), sabe-se que o termo quadratico que se deseja
minimizar em (2.71) corresponde a equacdo de uma elipse no plano (ver a expressao 2.14).

Portanto, pontos situados numa mesma elipse possuem um mesmo valor, constante,
para a funcdo densidade de probabilidade p(y|x) (TEUNISSEN, 2003):

p(y|x) = constante & (y — ax)TZ'y_l(y — ax) = constante = C (2.72)

Para diferentes valores da constante C tém-se diferentes elipses associadas (Figura
2.13). Quanto menor o valor da funcdo densidade de probabilidade, maior é o valor da
constante C e maior é a elipse associada, pois, conforme visto, maximizar a fdp p(y|x)

consiste em minimizar a forma quadratica (y — ax)TZy‘l(y — ax).
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Y2 A Y

V1

Figura 2.13 — Alguns contornos (elipses), nos quais p(y|x) = constante.
Fonte: Adaptado de Teunissen (2003)

Variando os valores do parametro x, a familia de elipses centradas no ponto p; = ax;

transladam ao longo da linha com direg&o dada pelo vetor a (Figura 2.14).

Ya

A y

e |

Figura 2.14 — Diferentes familias de elipses com p(y|x) = C, para diferentes valores do parametro x.
Fonte: Adaptado de Teunissen (2003)
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Conforme foi visto, para cada valor do parametro x, tem-se uma familia de elipses que
obedecem a relacdo (y — ax)TZy_l(y —ax) =C. Para o ponto dado pelo vetor das

observacdes y, cada valor do parametro x terd uma das elipses de sua familia que ira conter

em seu contorno este ponto y (Figura 2.15).

Y2

axs

axs

=Y

Figura 2.15 — Elipses de tangéncia para o vetor y centradas em diferentes pontos p; = a X;.

A melhor estimativa para o pardmetro x, segundo o critério de maxima
verossimilhanga, sera aquele valor X no qual a elipse passante pelo vetor das observacgdes y
tenha um valor minimo para a constante (y — ax)TZy_l(y — ax) = C, maximizando, desta forma,
o critério de maxima verossimilhanca: L(x) = p(y|x).

Logo, apds transladar a familia de elipses ao longo da linha com dire¢do dada pelo
vetor a, até que o vetor das observacgdes y se torne um ponto de tangéncia, cuja linha tangente
é paralela ao vetor a, o correspondente centro ax das elipses fornece o estimador de maxima
verossimilhanga para o pardmetro x (Figura 2.16).

Ressalva-se que se a familia de elipses fosse transladada em outra direcdo, dada por
um vetor b qualquer, o vetor das observacdes y se tornaria um ponto de tangéncia de uma

destas elipses, cuja linha tangente seria paralela a direcdo deste outro vetor b.
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Figura 2.16 — Estimador X de maxima verossimilhanca para o parametro x.
Fonte: Adaptado de Teunissen (2003)

Neste ponto de tangéncia, dado pelo vetor das observagdes y, a

y ol

linha normal

(perpendicular) a elipse é dada por Zy‘l(y — aX), pois esta linha, normal a elipse, é paralela

ao gradiente da elipse neste ponto, dado por 2 Zy_l(y — ax) (Figura 2.17), ver também a

expresséo (2.15).

}’2‘

Zy_l(y - CL.;C\)
L
L
y
o
— y —ax
e
L
/
- ax
-
a

: !

Figura 2.17 — Estimador X de maxima verossimilhanca e a linha Z'y‘l(y — ax) normal a elipse.

Fonte: Adaptado de Teunissen (2003)
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A linha dada por Zy_l(y —ax), normal a elipse, é, portanto, ortogonal a linha
tangente a elipse no ponto dado pelo vetor das observagdes y. Mas a linha tangente a elipse
neste ponto é paralela a linha com direcdo dada pelo vetor a (TEUNISSEN, 2003).

Logo, pela condicdo de ortogonalidade entre os vetores a e Ey_l(y — ax), resulta em

aTZy_l(y —aXx) = 0, 0 que demonstra mais uma vez que, para 0 caso em que o vetor das
observagdes y segue distribuicdo normal, o estimador ¥ de méaxima verossimilhanca e o
estimador por minimos quadrados com W = Zy_l sdo idénticos, pois no MMQ, a mesma
condicdo AL, Win Vnx1 — AnxuXuxi) = 0, ja apresentada anteriormente em (2.18), deve
ser satisfeita.

Estas sdo as principais caracteristicas e propriedades do método de estimacao por
minimos quadrados, que assume que 0s Unicos erros que contaminam as observacdes sdo de
natureza aleatoria, e desta forma, adota como solugdo para os parametros incognitos do
modelo aquela que minimiza a soma ponderada destes erros.

Neste capitulo, assumiu-se que o vetor das observaces segue distribuicdo normal
multivariada, e que apenas erros de natureza aleatoria contaminam as observacdes, ou seja,
ndo existem erros grosseiros e/ou sistematicos ndo parametrizados no modelo matematico.

Quando estas condigdes sdo satisfeitas, conforme apresentado, o estimador por
minimos quadrados para 0s parametros incognitos do modelo coincide com o seu estimador
por maxima verossimilhanca, além de ser dito o melhor estimador linear imparcial (BLUE).

No préximo capitulo, serdo abordados os testes de hipdteses para a deteccdo e a
identificacdo (localizacdo) de erros (ndo aleatérios) nas observacfes, ou seja, para quando

estes pressupostos que foram estabelecidos, na pratica, ndo sdo de fato obedecidos.
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3 TESTES ESTATISTICOS PARA DETECCAO E IDENTIFICACAO DE ERROS

No capitulo anterior, foi abordado o ajustamento de observacGes pelo método dos
minimos quadrados, utilizando os principios deterministicos da ortogonalidade e da distancia

minima. Posteriormente, foi assumido que o vetor das observacoes y,,1 € um vetor aleatério,

Ou seja, cujas n componentes sdo varidveis aleatorias, seguindo, portanto, uma distribuicdo de
probabilidade conjunta (ou seja, uma funcdo densidade de probabilidade multivariada),

completamente especificada pelos parametros vetor de médias (ou esperanca matematica)
E {y} e matriz de covariancia Z,,.

Entretanto, apenas foi assumido que a funcdo densidade de probabilidade (fdp) do

vetor das observacdes y é a distribuicdo normal multivariada, e que, quando apenas erros

aleatorios estdo presentes no conjunto de observagdes, o estimador por minimos quadrados
dos parametros é dito ser o melhor estimador linear imparcial, além de coincidir com o
estimador por maxima verossimilhanca, quando a matriz peso é escolhida como W = %;*.

Na pratica, entretanto, as observacdes podem estar contaminadas ndo apenas pelos
inevitaveis erros aleatorios, inerentes ao processo experimental de medic¢Ges, mas também por
erros sistematicos e/ou grosseiros. A etapa de deteccdo e identificacdo de erros (ndo
aleatdrios) nas observacdes pode ser realizada antes ou depois do ajustamento por minimos
quadrados ser realizado (KAVOURAS, 1982).

Neste capitulo, sera abordada a deteccdo e também a identificacdo (localizacdo) de
erros nas observacdes, apds o ajustamento por minimos quadrados ter sido realizado, por meio
de testes de hipOteses estatisticos, sendo esta a metodologia empregada nos denominados
procedimentos de testes convencionais para deteccdo de outliers - conventional outliers
detection test procedures (BERBER; HEKIMOGLU, 2003).

3.1 Conceitos Basicos em Testes de Hipdteses

Antes de apresentar os testes de hipdteses para a deteccdo e a identificacdo de erros no
ajustamento, algumas defini¢des de conceitos basicos se fazem necessarias.

Inicialmente, de acordo com Leick (2004):
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Observagdo: Uma observagdo (medida), ou um evento estatistico, € o resultado

de um experimento estatistico, como por exemplo, a medicdo de uma distancia;

Variavel aleatoria: Uma varidvel aleatéria é o resultado de um evento
estatistico (ou seja, de uma observagdo). Uma varidvel aleatoria pode ser de
natureza discreta ou continua (observacao: neste trabalho, assume-se que todas
as variaveis aleatorias tratadas sdo de natureza continua). Um vetor aleatorio é

um vetor cujas componentes sdo variaveis aleatérias;

Populacdo: Uma populagdo é a totalidade de todos os eventos. Ela inclui todos
0s possiveis valores que uma variavel aleatoria pode assumir. A populagédo é
descrita por um conjunto finito de parametros, denominados parametros
populacionais. A distribuicdo normal multivariada, por exemplo, descreve uma
populacdo de eventos e é completamente especificada pelos parametros vetor

de médias e matriz de covariancia;

Amostra: Uma amostra é um subconjunto da populacdo. Por exemplo, se uma
mesma distancia é medida (observada) dez vezes, entdo estas dez observacGes
formam uma amostra (subconjunto) de todas as medidas possiveis deste

experimento (ou seja, da populacdo deste evento estatistico);

Estatistica: Uma estatistica representa uma estimativa de pardmetros
populacionais, ou uma funcdo destes parametros. Ela é obtida a partir de uma
amostra da populacdo. Por exemplo, se uma mesma distancia é medida dez
vezes, entdo a média amostral destas dez observacbes pode ser utilizada para
estimar a média populacional deste experimento. O estimador é a média
amostral, e a estimativa € valor numérico da média amostral, obtido em funcéo

da amostra observada;

Probabilidade: A probabilidade estd relacionada com a freqiéncia de
ocorréncia de um evento (observacdo) em especifico. No caso de variaveis

aleatorias continuas, cada intervalo numérico [a, b] no qual a variavel aleatoria
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x pode estar contida tem uma probabilidade de ocorréncia associada, definida

por P(a < x < b), e esta sempre esté contidaentre 0 < P(a < x < b) < 1;

" Funcéo densidade de probabilidade: A funcao densidade de probabilidade (fdp)
relaciona a probabilidade dos possiveis valores de uma varidvel aleatoria

continua x. Se f(x) denota a fungéo densidade de probabilidade de x, entéo:
Pla<x<b)=[ f(x)dx (3.1)

é a probabilidade desta variavel aleatoria x assumir um valor dentro do

intervalo continuo [a, b] (para maiores detalhes sobre fdp, ver LEICK, 2004).

Um vetor aleatério também segue uma funcdo densidade de probabilidade, porém
multivariada, sendo uma distribuicdo de probabilidade conjunta das variaveis aleatdrias que o
compdem. Para maiores detalhes sobre funcbes densidade de probabilidade, bem como as
distribuicbes de probabilidade que serdo abordadas neste capitulo (distribuicdo normal,
distribuicdo normal multivariada, distribuicdo qui-quadrado, distribuicdo F) sugere-se Baarda
(1968), Breiman (1973), Gosh (1973), Koch (1999) e Ghilani e Wolf (2006).

Segundo Larson (1974), uma hipétese é simplesmente uma suposicao sobre a lei de
probabilidade da populacdo de uma variavel aleatoria que pode ser amostrada, ou seja,
observada. A hipotese pode ser formulada sobre os pardmetros da funcdo densidade de
probabilidade da populacdo, ou sobre a prépria forma de distribuicdo de probabilidade da
populacdo em questdo. O teste de uma hipotese, entdo, consiste em amostrar uma populacao
(ou seja, coletar observacdes), e, com base nesta amostra (tomada aleatoriamente, de maneira
ndo tendenciosa), decidir entre rejeitar ou ndo a hipotese estabelecida sobre a fdp da
populacdo em estudo.

Em outras palavras, um teste de hipotese consiste em dividir o espagco amostral
(conjunto de todos os resultados possiveis para 0 experimento) em duas partes, denominadas
regido de rejeicdo (regido critica) e regido de aceitacdo (ou de nédo rejeicdo) da hipotese de
teste. Se a estatistica calculada, em fungdo da amostra, se situar dentro da regido critica,
rejeita-se a hipdtese em questdo. Caso contrario, ndo ha evidéncias, na amostra observada,
para rejeitar a hipotese formulada (LARSON, 1974).
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Portanto, quando o teste de uma hipotese estatistica é realizado e uma decisdo é
tomada, podem-se cometer dois tipos de erro na decisdo (MAGALHAES; LIMA, 2005):

" Erro tipo I: Rejeitar a hipdtese de teste quando esta é de fato verdadeira;
" Erro tipo 11: No rejeitar a hipdtese de teste quando esta de fato é falsa;

A probabilidade de se cometer o erro tipo | é dada por a (nivel de significancia do
teste), e a probabilidade de se cometer o erro tipo 11 é dada por . Designando a hipdtese que
se deseja testar por H, (hipGtese nula), estas definicbes sdo formalmente definidas por
(MAGALHAES; LIMA, 2005):

{a = P(erro tipo I) = P(rejeitar Hy| Hy verdadeira) (32)

B = P(erro tipo I1) = P(nao rejeitar Hy| Hy falsa)

Desta forma, a Figura 3.1 apresenta as quatro possiveis situacGes e as decisdes

envolvidas em um teste de hipotese.

Situacgado
H, Verdadeira H, Falsa
Rejeitar H, Erro Tipo | Sem Erro
Deciséo
N&o Rejeitar H, Sem Erro Erro Tipo 11

Figura 3.1 — Erros e decisdes associados ao teste de uma hipétese nula Hy.
Fonte: Adaptado de Magalhdes e Lima (2005)

Pela definicdo do erro tipo Il (ndo rejeitar a hipdtese nula quando de fato ela é falsa),
para se calcular a probabilidade g de cometer o erro tipo Il, é necessario ainda definir uma
segunda hipotese H,, que contradiz as suposi¢des formuladas na hipotese nula, sendo esta
ultima denominada de hipotese alternativa (LARSON, 1974).

Desta forma, o espaco amostral é dividido em uma regido de aceitacdo (ou néo
rejeicdo) de H,, e em uma regido de rejeicdo de H, (ou de aceitacédo de H,).

Por exemplo, em um experimento, deseja-se determinar a distancia entre dois pontos,
com base em uma amostra de n observacGes. Na hipotese nula H,, assume-se que a distancia

entre os dois pontos segue distribuicdo normal com média u = u, e variancia conhecida o2, e
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na hipotese alternativa Hy, assume-se que a distancia entre os dois pontos segue distribuicdo
normal com média u = u, e (a mesma) variancia conhecida o 2.
Definindo uma regido de aceitacdo e uma regido de rejeicdo para a hipotese nula, as

probabilidades do erro tipo | e do erro tipo 11 sdo visualizadas por meio da Figura 3.2.

P

Distribuigio em H, / \ Distribuigdo em H,

i/ Y

/ P 2 % : -N e i

K= Ky H=Hy

i
|
!

Regido de aceitagio de H, Regido de rejeiio de H,

i
!

Espago amostral

Figura 3.2 — Interpretacdo grafica do erro tipo | e do erro tipo Il.
Fonte: Adaptado de Ghilani e Wolf (2006)

Analisando a Figura 3.2, nota-se que, aumentando a regido de aceitacdo de H,,
diminui-se a (probabilidade do erro tipo I), entretanto, aumenta-se 8 (probabilidade do erro
tipo 11). De maneira analoga, aumentando a regido de rejeicdo de H,, diminui-se 8, mas, em
contrapartida, aumenta-se a.

Isto ilustra o fato de que, geralmente, ndo é possivel definir uma estratégia de teste que
minimize, simultaneamente, a e 8 (MAGALHAES; LIMA, 2005).

Neste sentido, o problema de se definir uma estratégia de teste 6tima se torna mais
critico, considerando ainda o poder do teste, definido por (GHILANI; WOLF, 2006):

y=1-8 (3.3)

O poder de um teste € o complemento de 8, ou em outras palavras, € a probabilidade
de rejeitar a hipotese nula, quando de fato a hipdtese nula é falsa.

Como aumentando o poder do teste y, diminui-se 8, e como diminuindo £, aumenta-
se a, aumentando o poder do teste, aumenta-se também o nivel de significancia a do teste, ou
seja, a probabilidade do erro tipo I (GHILANI; WOLF, 2006).
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Frente a estas consideracfes sobre a, [ e y, a estratégia de teste pode entdo ser
formulada de acordo com o principio de Neyman-Pearson (BREIMAN, 1973).

O principio de Neyman-Pearson afirma que, dentre todos os testes de hipdteses
possiveis, com um mesmo nivel de significancia a (probabilidade do erro tipo 1), o teste mais
poderoso € aquele que minimiza 3, ou seja, maximiza o poder do teste y, mantendo o nivel de
significancia a constante (BREIMAN, 1973).

Segundo Larson (1974), usualmente, as hipéteses H, e H, sdo entdo formuladas de
forma que o erro mais importante, ou mais critico, seja o erro tipo |, pois, fixando o nivel de
significancia a (ou seja, adotando o principio de Neyman-Pearson), pode-se controlar a
probabilidade do erro tipo | e torna-la tdo pequena quanto for desejado.

Ainda segundo Larson (1974), o principio de Neyman-Pearson, entretanto, sé é valido
para testes de hipodteses simples, ou seja, para hipoteses que especifiguem completamente a
fdp da varidvel aleatéria. Quando uma hip6tese ndo especifica completamente a fdp da
variavel aleatdria em questdo (ou do vetor aleatorio), trata-se de uma hip6tese composta.

Por exemplo, assumindo que uma variavel aleatéria segue distribuicdo normal com
variancia conhecida, se forem formuladas hipoteses sobre sua média populacional da forma:
Hy: u = pp contra Hy:u = py, trata-se de um teste de hipoteses simples. Caso sejam
formuladas hipoteses sobre a média populacional da forma: Hy: u = po contra Hy: > g,
testa-se uma hipdtese nula, simples, contra uma hipotese alternativa composta, pois a fdp da
variavel aleatdria ndo estd completamente especificada em H, (qualquer valor para a média
populacional, da forma u > u,, é permitido nesta hipétese alternativa).

Frente a estas consideracGes, quando a hipétese nula e/ou a hip6tese alternativa forem
hip6teses compostas, o critério de teste da razdo de verossimilhanca geralmente conduz ao
teste cuja probabilidade do erro tipo Il é minima (ou seja, ao teste mais poderoso), para um
dado valor fixo de « (LARSON, 1974).

Portanto, como serd visto nas proximas secdes, para 0s testes de deteccdo e
identificacdo de erros nas observacdes, onde se estabelecem hipoteses compostas, o critério de
teste utilizado seré a razdo de verossimilhanca, definido a seguir.

Considerando agora uma hipotese nula H, para os pardmetros da distribuicdo de

probabilidade populacional de um vetor de observacdes y, e uma hipotese alternativa H, para

estes parametros, de forma que a hip6tese nula esteja contida dentro da hipétese alternativa
(ou seja, o espaco amostral de H, € um subconjunto do espaco amostral de H,), a razdo de
verossimilhanga entre H, e H, € definida por (BREIMAN, 1973):
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1 (X) _ maxp(y|Ho) (3.4)

max p(X|HA)

Onde o numerador corresponde ao maximo da fdp do vetor das observac@es y sobre a

hipo6tese nula H,, e 0 denominador corresponde ao méaximo da fdp do vetor das observacoes
y sobre a hipétese alternativa Hy.

Como a hipdtese nula deve ser formulada de forma que o seu espaco amostral esteja

contido no espaco amostral da hipotese alternativa, a razdo de verossimilhanca nunca
apresentara valor superior a 1, ou seja, 0 < A4 (y) < 1 (BREIMAN, 1973).

Além disso, como a razdo de verossimilhanca tende a apresentar valores relativamente
grandes quando a probabilidade de H, ser verdadeira ¢ alta, e valores relativamente pequenos
quando a probabilidade de H, ser verdadeira € baixa, o critério de teste para a razdo de
verossimilhanca torna-se (BREIMAN, 1973):

N&o rejeitar Hy se 4 (Z) >c (3.5)

Onde c é uma constante positiva (¢ > 0), fixada como um valor critico para o teste, e,
portanto, definindo a regido de rejeicdo e a regido de ndo rejeicdo de H,, de acordo com 0
nivel de significancia a que foi estipulado (BREIMAN, 1973).

Desta forma, conhecendo a distribuicdo de probabilidade resultante da razdo de
verossimilhanga A (y) e fixando o nivel de significancia a do teste, pode-se encontrar o valor

critico para a constante ¢ com o uso de alguma tabela estatistica.
Encerrando esta secdo, a Figura 3.3 apresenta um resumo das etapas envolvidas na

realizacdo de um teste de hipdteses, segundo o critério da razdo de verossimilhanca.



68

Estabelecer as hipdteses nula e alternativa: H, e H,

A 4

Identificar a fdp resultante da razdo de verossimilhancga:

o ,l max p(y|Hp)
i(y) = o
Y) = i PLY¥|Had

e calcular o seu valor numérico em funcdo da amostra

4

Fixar o nivel de significdncia a e definir o critério de teste:

Mao rejeitar H, se Afy) > ¢

A 4

Concluir o teste com base na estimativa A{y) e no valor critico tabelado ¢ para o

Figura 3.3 — Etapas de um teste de hip6teses segundo a razdo de verossimilhanca.

E importante ressaltar que, o teste é apenas um indicativo se a hipotese nula é
verdadeira ou ndo, com base na estatistica calculada (em funcdo da amostra), e do nivel de
significancia @ que foi arbitrado (probabilidade do erro tipo 1). Um teste de hipdteses
estatistico nunca prova em definitivo se a hipotese nula é verdadeira ou falsa.

E importante ressaltar também que, ao invés de adotar o principio de Neyman-
Pearson, e utilizar o critério da razdo de verossimilhanca, pode-se empregar outro critério de
teste, como por exemplo, minimizar a soma de 8 e a, ou entdo, utilizar métodos baseados na
inferéncia bayesiana (ver, por exemplo, BREIMAN, 1973, e também, ARNOLD, 1981).

Para maiores detalhes sobre testes de hipoteses, bem como a razdo de verossimilhanca,
sugere-se Breiman (1973), Larson (1974), Magalhées e Lima (2005) e Teunissen (2006).

3.2 Testes de Hipdteses em Modelos Lineares: Caso Geral

Na secdo anterior foram apresentados o0s principais aspectos envolvidos em um teste
de hipdteses estatisticas, e, em particular, quando se adota o principio de Neyman-Pearson e

se utiliza o critério da razdo de verossimilhanca. Nesta secdo, sera abordado o caso geral de
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teste de hipGteses em modelos lineares, no ajustamento de observagGes pelo método
paramétrico. Uma abordagem mais ampla, considerando também o método dos correlatos, é
obtida em Teunissen (2006).

Deste caso geral de testes de hipoteses em modelos lineares (ver a expressédo (2.3)),
sera derivado o teste para a deteccdo de erros nas observacdes (teste global do ajustamento),
bem como o procedimento de teste para a identificacdo de observagdes suspeitas de estarem
contaminadas por erros (procedimento de teste data snooping).

Para o caso de modelos inicialmente ndo lineares em relacdo aos parametros, deve ser
utilizada a sua forma linearizada de ajustamento, por meio do denominado modelo de Gauss-
Markov, conforme visto no capitulo anterior (ver a expressao (2.62)).

Inicialmente, assumindo que o vetor das observacoes y,,; segue distribuicdo normal

multivariada, com esperanca matematica dada por E{ynxl} = ApxuXux1 € Mmatriz de
covariancia conhecida e dada por Zynxn, supondo que as observacdes estdo isentas de erros

grosseiros e/ou sistematicos (ou seja, apenas erros aleatdrios estdo presentes no conjunto de

observacdes), a seguinte hipotese nula pode ser formulada (TEUNISSEN, 2006):

Hy: E {anl} = AnxuXux1 (3-6)

Pois, do capitulo anterior, quando somente erros aleatérios contaminam o vetor das
observagGes, tem-se que E{e} = 0, o que resulta em E{2} =x eem E {37} =E {y} = Ax, e,
desta forma, os estimadores X e ¥ sdo ditos imparciais.

Importante salientar que na hipo6tese nula formulada em (3.6), ndo se faz nenhuma

suposigédo sobre a matriz de covariancia Zy do vetor das observagdes y,,,1, POis se assume

que esta é conhecida e bem determinada, o que na pratica nem sempre ocorre.

Diversas hipoteses alternativas podem ser formuladas sobre a hipotese nula definida
em (3.6). Num caso geral, pode-se adicionar g parametros ao sistema de equagdes lineares,
dados pelo vetor V,,;. Estes parametros adicionais devem contradizer as suposigoes
formuladas na hipotese nula, podendo indicar, portanto, a presenca de erros grosseiros e/ou
sistematicos no conjunto de observacgoes.

O objetivo de se introduzir mais parametros ao modelo € verificar se estes parametros
sdo significativos ou ndo. Desta forma, um teste de hipoGteses entre a hipdtese nula e a

hipdtese alternativa serd um indicador de que apenas erros aleatorios estdo presentes no
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conjunto de observacdes, ou, que de forma contréria, existem pardmetros adicionais (erros ndo
aleatorios) estatisticamente significativos. Portanto, um teste de hipoteses para modelos
lineares testa (TEUNISSEN, 2006):

Hy: E {an1} = ApxuXux1 contra

3.7)

Hy: E {anl} = ApxuXux1 + Cynxq qul; qul * qul

Onde a matriz Cynxq define o modelo de erro adotado e deve ser estipulada, tal como a

matriz design Ay,,. A dimensdo do vetor V,,, deve estar compreendidaentre 1 < g <n —u,

pois, se ¢ = 0, a matriz C ndo existe e as hipoteses H, e H, se tornam idénticas, e se
ynxq

q > n — u, 0 numero de incognitas resultante (g + u) do sistema em Hy, passa a ser maior do
que o numero de equacdes (n).

Em outras palavras, ndo se pode detectar um nimero de erros (ndo aleatdrios) g maior
do que o numero de graus de liberdade, ou seja, do que o niumero de observacdes redundantes
do ajustamento (r = n — u).

Ressalva-se que na hipotese alternativa, o vetor das observacdes ainda segue
distribuicdo normal multivariada, pois as hipdteses apresentadas em (3.7) ndo sdo formuladas
sobre a forma da distribuicdo de probabilidade, ou entdo sobre a matriz de covariancia do

vetor das observacdes, e sim, unicamente sobre a sua esperanca matematica E {y}

As hipéteses H, e H, formuladas em (3.7), sdo hipOteses compostas, pois, no
ajustamento de observacdes pelo método paramétrico: u < n e u + g < n, ou seja, H, ndo
admite solugdo Unica e H, sO admite solucdo Unica quando u + g = n. Em outras palavras, a

esperanca matematica de y ndo é completamente especificada em H, e Hy, pois 0 verdadeiro

vetor dos parametros x, bem como o verdadeiro vetor V, sdo desconhecidos na pratica.
Desta forma, o teste estatistico para estas duas hipdteses compostas em (3.7),
formulado a seguir, serd baseado na razéo de verossimilhanga.

Na hipotese nula, o vetor das observagbes y,,., segue distribuicdo normal

multivariada, com a sua func¢do densidade de probabilidade em H,, sendo dada por:

-n -1 (1 _
p() = (21) 7 |5, |7 elz O~ 4075 0 an) (38)
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Na hipotese alternativa, a fungdo densidade de probabilidade de Ynx1 tOrna-se:
R S Too
POIY) = @m3 |5, |7 els 4o 5" - aoD) 39

Para H, e H,, 0 teste da razéo de verossimilhanca é dado por (TEUNISSEN, 2006):

max p(y|x)
max p(y|x,V) —

max p(y|x)
max p(y|x,V)

rejeitar Hy se
(3.10)
nao rejeitar Hy se

Onde ¢ é uma constante ndo negativa. O principio do teste da razdo de
verossimilhanca é intuitivo: A razdo de verossimilhanca, definida em (3.10), tende a ser
pequena quando a hipotese nula ndo é verdadeira, pois 0 denominador max p(y|x, V) tende a
ser maior que o numerador max p(y|x), e desta forma, é provavel que a rejeicdo de H, em
favor de H, seja uma deciséo correta.

Nota-se que o0 espaco amostral da hipdtese nula esta contido dentro do espaco amostral
da hipdtese alternativa, pois as duas hipoteses se tornam idénticas quando g = 0, ou seja, 0
critério de teste esta formulado corretamente, de acordo com a sec¢do anterior (pois a constante
c esta definidaentre 0 < ¢ < 1).

Teunissen (2006) afirma que, geralmente, o teste da razdo de verossimilhanca € um
teste 6timo, ressaltando, porém, suas desvantagens: Nem sempre € facil achar o maximo de
uma funcdo densidade de probabilidade, ou a fdp resultante de uma razéo de verossimilhanca,
para poder estipular o nivel de significancia a e o poder do teste y.

Em particular, para os casos aqui considerados (hipéteses compostas na deteccdo e
identificacdo de erros no ajustamento de observacdes), o teste da razéo de verossimilhanca é o
teste uniformemente mais poderoso, para um dado nivel de significancia a, ou seja, é 0
critério de teste adotado de acordo com o principio de Neyman-Pearson.

Um teste uniformemente mais poderoso € um teste cuja probabilidade maxima de
rejeitar H,, quando ela e verdadeira, seja «, €, que, a0 mesmo tempo, maximize a
probabilidade de rejeitar H, quando ela é falsa (ou seja, maximize o poder do teste y), e ndo
existe para todos os problemas (TEUNISSEN, 2006). Uma definicdo mais rigorosa de testes

uniformemente mais poderosos e uma prova matematica sdo obtidas em Arnold (1981).
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Retornando a fungdo densidade de probabilidade do vetor das observacGes na hipotese
nula, e denotando por X, o vetor dos parametros que maximiza a fdp p(y|x) em H,, ou seja, a
estimativa de maxima verossimilhanca para x, lembrando que o vetor dos parametros tem

dimensao u, tem-se:

e plx) = p(yl%,) (3.11)

Conforme visto no capitulo anterior, para 0 caso em que o0 vetor das observacdes y

segue distribuicdo normal multivariada, e a matriz peso no ajustamento é escolhida como
W= Zy_l, a estimativa de maxima verossimilhanca X, para o vetor dos parametros x,,; é

idéntica a estimativa por minimos quadrados deste. Desta forma, a estimativa de méxima

verossimilhanca para o vetor dos erros aleatdrios em H, é dada por:

y — A%y (3.12)

>
(=)
Il

Segue de (3.8) e (3.12) que, para este caso, o numerador do teste da razdo de
verossimilhanca torna-se (TEUNISSEN, 2006):

-n 1 (=1 71 4
max p(ylx) = 2m)2 |, > el 825" @) (3.13)

De maneira analoga, denotando por £, e V 0s vetores que maximizam a fdp p(y|x, V)
em H, (estimativas de maxima verossimilhanca de x e V, respectivamente), e lembrando que

0 vetor x tem dimensdo u e o vetor V tem dimenséo g, tem-se:

xeR’TégERq P(Y|X, v) = P(Y|5C\A; ﬁ) (314)

Como o vetor das observacoes y também segue distribui¢cdo normal multivariada, com
matriz de covariancia X, em H,, as estimativas de maxima verossimilhanca %, e V para 0s
vetores x e V também sdo idénticas as estimativas por minimos quadrados destes, quando a

escolha da matriz peso é W = Zy_l. Portanto, a estimativa de maxima verossimilhanca para o

vetor dos erros aleatorios em H, é dada por (TEUNISSEN, 2006):
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b=y —(AiC) (’;A) (3.15)

Onde a matriz resultante do sistema € dada por (4 : C,) = [Anxu Cynxq]nxu+q’

£ X
vetor resultante dos parametros ajustados é dado por (?) = l Aux

Vax1 lu+qx1
Neste caso, o denominador do teste da razdo de verossimilhangca torna-se
(TEUNISSEN, 2006):

-n 1 o(-1 ,Tq 4
max p(ylx,V) = 2n)z |2, |2 ol7 4h%5 e (3.16)

De (3.16) e (3.13), segue que (TEUNISSEN, 2006):

) -n 1 {—_1@%");—1@0} 1
max p(ylx) _ (m)Z|5,|2el2 707y "0 3{7 el 518 - ey en) (3.17)
A - — —1 (=1 7T —q - .
max p(y|x,V) (ZTE)Tn|Z'y|Te{71 eEEyl eA}

Como esta razdo € menor do que uma constante positiva (c) se, e somente se, 0 termo
dentro do expoente do lado direito da equacdo (3.17) € maior do que uma constante positiva K
(Figura 3.4), decorre que o teste da razdo de verossimilhanca de H, contra H, finalmente
torna-se (TEUNISSEN, 2006):

Rejeitar Hy se: é§2, 6, —é12,%é, > K, (3.18)

Onde, adotando o principio de Neyman-Pearson, K, é o valor tabelado para o nivel de
significancia « estipulado e a distribui¢do de probabilidade resultante.

Nota-se que a estatistica de teste em (3.18) ndo é mais a razdo entre as fungdes
densidade de probabilidade originais em H, e H,, e sim uma simplificacdo desta, sendo a
diferenga entre a soma ponderada do quadrado dos erros ajustados na hipétese nula e na
hipbtese alternativa. Trata-se, portanto, de uma variavel aleatéria unidimensional. Além disso,
a constante K, nao necessariamente se restringe mais ao intervalo 0< K < 1.

Nota-se também que a estatistica calculada é sempre ndo-negativa, pois o vetor dos

erros aleatorios ajustados em H,, (&,) sera sempre maior ou igual ao vetor dos erros aleatorios
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ajustados em H, (é,), pois, se houverem erros ndo aleatdrios nas observacoes, estes afetardo
mais os erros estimados da hipoOtese nula, sendo devidamente parametrizados (ou seja,

ajustados) pelo modelo linear da hipotese alternativa: y, = Ax, + Cyl7.

1 AT o—1s _ aTr—14
{E—(egz&leo—-quyleA]}

1.0 —

e

] =1 aro—1a AT 1 2
.. —(Eg 2, €y — €2 7€
29 Rejeitar H, se:e{Z (G0 2y €0 ~ 2Ly A]} >

C

087 Rejeitar H, se: égZ;léo — égZ;léA > K,

07—

05—

05—

04—

03—

C

02—

T T T T T T T T T T T T T T T T T T ! |
o 1 2 Kaa 4 5 & 7 8 5 10
5T y—135 5T y—13
Eody €y — e 2, e,

Figura 3.4 — Relagfo matemadtica entre as constantes ¢ e K, do teste da razdo de verossimilhanga.

A estatistica de teste em (3.18) estd expressa em termos dos vetores dos erros
ajustados é, e €, em H, e Hy, respectivamente. Também é possivel expressa-la em termos dos
vetores das observacBes ajustadas na hipotese nula e na hipotese alternativa (y, € ¥4,

respectivametne), pois, conforme visto, na estimacao por minimos quadrados:
_’)70=Af0=y—é0,E}’}A=A5C\0+Cy|7=y—éA (319)

Combinando as expressdes (3.18) e (3.19), e utilizando a propriedade do método dos
minimos quadrados, que afirma que ATW (y — AX) = ATWeé = 0, ou seja, o vetor dos erros
ajustados é = y — Ax é ortogonal as colunas (vetores) de WA (detalhes em TEUNISSEN,
2006; e também no capitulo anterior de ajustamento de observagdes), é possivel reescrever
(3.18) como (TEUNISSEN, 2006):
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Rejeitar Hy se: (§o — 94)" 25 (Jo — 9a) > Ko (3.20)

Analisando a expressdo (3.20), nota-se que o teste da razdo de verossimilhanca faz
sentido, pois, espera-se rejeitar H, se 0 vetor das observacdes ajustadas y, em Hy, diferir
consideravelmente do vetor das observagdes ajustadas y, em H,, ou seja, se a estatistica
calculada (§5 — $4)" 2, (§o — F4) for significativamente grande.

As expressoes (3.18) e (3.20), do ponto de vista pratico, ndo sdo muito atraentes, pois,
para realizar o teste estatistico formulado nestas, deve-se realizar o ajustamento por minimos
quadrados tanto da hipotese nula quanto da hipotese alternativa da expressao (3.7).

Entretanto, o vetor das observagdes ajustadas y, em H, pode ser expresso em fungéo
de 9, e ¥, usando os sistemas de equacdes normais em H, e H, e a propriedade do vetor dos
erros ajustados &, de ser uma projecdo obliqua do vetor das observacdes y (detalhes em

TEUNISSEN, 2006; e também no capitulo de ajustamento de observagdes), resultando em:
Ia =30+ 26,25 C)V (3.21)

Onde X, € a matriz de covariancia do vetor dos erros ajustados em H,, dada pela
expressao (2.49). Substituindo (3.21) em (3.20), resulta em (TEUNISSEN, 2006):

Go = F)7Z2, Go — Fa) = ’V\chz;lzéoz;lzéoz;lcyﬁ (3.22)

Segundo Teunissen (2006), X, 2, X, = Zs,, Usando esta propriedade em (3.22), e
substituindo (3.22) em (3.20), o teste se torna:

Rejeitar Hy se: VT CI 25,5, 21C,V > K, (3.23)

Analisando a expressdao (3.23), novamente nota-se que o teste da razdo de
verossimilhanca faz sentido, pois, espera-se rejeitar a hipdtese nula se a norma do vetor dos
erros ndo aleatorios 7, suposto ser nulo em H,, for significativamente grande.

Teunissen (2006) também demonstra que :g' = ClX;'%, £,1C,, de forma que

edx ey — 125 s = Do — ) E, Do — Pa) = VICI 2,15, 250C,V = vTssty.
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A expressdo (3.23), para a estatistica de teste da razdo de verossimilhanca, ainda
requer 0 ajustamento por minimos quadrados de H,, também ndo sendo muito atraente do
ponto de vista pratico. Entretanto, é possivel expressar o vetor ¥ em funcio do vetor dos erros

ajustados é, em H,, atraves da seguinte equacdo (TEUNISSEN, 2006):
V=(Crz; 5 2,1C) 1CT 25 e, (3.29)
Substituindo (3.24) em (3.23), o teste finalmente se torna:
Rejeitar Hy se: €] 2,1 C,(C) 2,1 2, 25,1C)71C 2 ey > K, (3.25)

A expressdo (3.25) demonstra que o teste da razdo de verossimilhanga pode ser

realizado apenas em funcdo de &, e C,, sem o conhecimento prévio das estimativas 9, é, e

¥, que deveriam ser obtidas por meio do célculo da hip6tese alternativa. Portanto, para aplicar
0 teste, basta realizar o calculo da hipétese nula (ajustamento por minimos quadrados
convencional), e definir a matriz C,, ou seja, 0 modelo de erro considerado.

O teste também pode ser expresso, no método dos correlatos, em fungédo do vetor erro
de fechamento (detalhes em TEUNISSEN, 2006).

Definindo a variavel aleatoria (estatistica calculada em (3.25)) do teste da razdo de

verossimilhanga por para aplicar o teste, é necessario ainda conhecer a sua funcdo

1,
densidade de probabilidade resultante.
Teunissen (2006), utilizando o vetor erro de fechamento do método dos correlatos,

prova que, na hipétese nula, a variavel aleatoria T,, segue distribuicdo qui-quadrado central
com g-graus de liberdade (lembrando que 1 < g <n—u), e na hipGtese alternativa, a
variavel aleatoria T,

parametro de ndo centralidade 2 = V'CJ 2,12, 2,'C,V, ou seja (TEUNISSEN, 2006; ver

segue distribuicdo qui-quadrado com g-graus de liberdade e um

também a Figura 3.5):

Ho: Ty ~ Xlaoy: Ha:Tq ~ Xigay A=VTCE, 20 2, C,V (3.26)
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Critério de teste da razio de verossimilhanga generalizada:

—plrTy-1 -1 =
A=vTclsts, 57, v =9

Rejeitar Hy se: T, = K,

[
Regido de nio rejeicio de H, K,=95 Regido de rejeicio de H,

Figura 3.5 — llustrac8o gréfica da estatistica T, paraq =4, o =0,05e¢ A =09.

Para maiores detalhes sobre a distribuicdo de probabilidade qui-quadrado, sugere-se
Gosh (1973) e Koch (1999). Desta estatistica T,, para o caso geral de testes de hipoteses em
modelos lineares (1 < g <n —u), serdo derivados posteriormente 0s testes convencionais
para a deteccdo (¢ = n — u, Teste Global do Ajustamento) e também a identificacdo (q = 1,
procedimento data snooping) de erros ndo aleatorios nas observacoes.

E importante ressaltar que o vetor V dos pardmetros adicionais a0 modelo de H, pode
ndo necessariamente representar erros ndo aleatérios, mas também, parametros adicionais no
modelo, os quais pode-se testar se sdo estatisticamente significativos.

Portanto, esta se¢do, conforme exposto, apresentou o caso geral de testes de hipdteses
em modelos lineares, em especial na estimacdo por minimos quadrados, assumindo que esta
coincide com a estimacgdo por maxima verossimilhanca, quando a matriz peso é W = Zy_l.

A seguir, sera apresentada uma interpretacdo geométrica da estatistica T,, formulada
nesta secdo. Encerrando a definicdo deste caso geral, a Figura 3.6 apresenta um resumo do
teste da raz&o de verossimilhanca em modelos lineares, no ajustamento de observacdes pelo

método paramétrico.
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[ Hipoteses no Método Paramétrico

a

HI}: E{Enxi} = Anxuxuxi contra HA: E{- ’nxi} = Anx:.'x:.'xi +C, quiJ qu:l #+ ﬂqxi

Y nxg

Estatisticade teste T,

a

EQ = [{}u} - ?Ajrz;i [1’}& _."?’A:' = ﬁf‘rcif}:';igang;ij‘énj;iC}_ﬁ

= 8ix;te, — eixte, = &1XMC (CIEIE EIC,)TICIE T,

¥ -

¥

a

Distribuicio de probabilidade de T

a

T ooy H T
H:'zq X'i?-ﬂj-“H“'zq

H

2 o A=V CIZ D B,V

(q.4)"

-

Teste da razdo de verossimilhanca generalizada

a

Rejeitar Hy se: T, = K,

o

Figura 3.6 — Resumo da estatistica T e do teste da razé&o de verossimilhan¢a em modelos lineares.

3.2.1 Interpretacdo Geométrica da Estatistica T,

Na secdo anterior, foi demonstrado algebricamente que a estatistica T, do teste da

razdo de verossimilhanca, em modelos lineares, pode ser expressa das seguintes formas:

T, =802, - 6,218,
=@ — yA)TZ;l(yo —3a) (3.27)
= PTCI 5515, 551C, 0

=60 2,1C, (C) 2,12, 2,1C)71C) 2 e,
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O objetivo desta secdo é apresentar uma interpretacdo geométrica das duas primeiras
equacOes de (3.27), adaptada de Teunissen (2006). Para isto, primeiramente, recapitula-se as

hipdteses estatisticas formuladas na secao anterior:

Hy: E {anl} = ApxuXux1 VS.
(3.28)

Hy: E {anl} = ApxuXux1 + Cynxq qu1, qul * qul

Assumindo que rank A = u e que rank (A : Cy) = u + q, as dimensdes do espaco das
colunas das matrizes A e (A:C,) sdo, respectivamente: dimR(A) =u e
dimR(A : Cy) = u + q (a definicdo de rank de uma matriz € apresentada na secdo NUmero
de Condicdes Minimas e InjuncGes no Método Paramétrico, do capitulo anterior). Como as
matrizes A e (A : Cy) possuem n linhas, os vetores (colunas) destas matrizes possuem n
dimens0es, ou seja, sao elementos do espaco R™.

Logo, R(A) c R"eR(A: Cy) € R™, pois u < u + g < n. Além disso, as colunas da
matriz A podem ser expressas como combinac@es lineares das colunas da matriz (A : Cy), 0
que decorre em R(A) < (A Cy), lembrando novamente que, quando q = 0, Hy = H,.

Portanto, o espaco R(A) das colunas da matriz A ¢ um subespaco linear do espaco
R(A: C,) das colunas da matriz (A : C,) (TEUNISSEN, 2006).

Importante ressaltar que u = dimensao do vetor x, ou seja, nimero de parametros do
modelo linear em H,, g = dimens&o do vetor V, ou seja, nimero de pardmetros adicionais ao
modelo em H, (no caso considerado, erros ndo aleatdrios), e n = dimensdo do vetor y, ou

seja, 0 numero de observacbes (medidas) realizadas.

Na expressao (3.28), a hipotese nula Hy: E{y} = Ax afirma que a esperanca do vetor
das observacgdes E {y} pode ser escrita como uma combinacéo linear dos vetores (colunas) da
matriz A. Isto implica que E {yl HO} € R(A). De maneira analoga, para a hipdtese alternativa

H,4, tem-se que E {X| HA} eRrR(4A:C)).

Todas estas conclus6es podem ser resumidas em (TEUNISSEN, 2006):
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E{an1| Ho} €R(A) cR(A:Cy) cR™; E{an1 HA} €R(A:Cy))cR™
dimR(A) =u;dimR(A: Cy)) =u+gq

(3.29)

Um esboco de (3.29) e apresentado na Figura 3.7 (para 0 caso: u = q = 1).

rR(A:ic,)

Figura 3.7 — As hipéteses Ho: E{Yn« | HO} € Ha: E{yna| HA} em R(A: Cy) c R".
Fonte: Adaptado de Teunissen (2006)

Do capitulo anterior sobre ajustamento de observaces, foi demonstrado que o vetor
das observacdes ajustadas ¥ € uma projecdo obliqua do vetor das observacGes y, no espaco
das colunas da matriz design A, sendo esta projecdo obliqua decorrente do fato de se utilizar
uma matriz peso W para as observacdes, pois, quando a matriz peso é tomada como sendo
uma matriz identidade I, o vetor das observacdes ajustadas se torna, entdo, uma projecdo
ortogonal do vetor das observagdes, no espago das colunas da matriz design A.

Teunissen (2003, 2006) afirma que o método dos minimos quadrados ponderados (ou
seja, com W = I), também pode ser interpretado geometricamente como um método de
projecdo ortogonal, onde a ortogonalidade é medida em relagdo a métrica W. Ou seja,
adotando a matriz peso (W) como meétrica (ponderando as observacdes, em funcdo de suas

variancias e covariancias, por exemplo), y, € a projecéo ortogonal do vetor das observacdes y
no espaco das colunas da matriz A (com é, =y — ¥), € ¥, € a projecdo ortogonal do vetor
das observagOes y no espago das colunas da matriz [A i C,] (com é, =y — 3,), conforme

ilustra a Figura 3.8:
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Ric,)

R(A)

Figura 3.8 — Os vetores Y, 9o, ¥a, & € &4 no espaco R".
Fonte: Adaptado de Teunissen (2006)

Na Figura 3.8, R(A) = u = 1, definindo uma reta; R(C,) = q =1, definindo outra
reta; R(A : C,) = u+ g = 2, definindo um plano; e n = 3 > u + g, ou seja, 0 vetor das observacdes
Y pertence a um espago tridimensional IR3, e suas projecdes 20 e 3_7A estdo contidas em um mesmo
plano. Para fins de clareza, os vetores dos erros ajustados é, e €, (em H, e H,, respectivamente),

estdo representados em escala exagerada.

Como y, € a projecdo ortogonal do vetor das observacbes y no espaco das colunas da
matriz A, o vetor é, = y — ¥, também é ortogonal ao vetor J, (relagdo semelhante ao método

dos minimos quadrados ndo ponderados do capitulo anterior, onde os vetores y e é =y — 9
sdo projecOes ortogonais de y e, portanto, perpendiculares entre si). De maneira analoga, 0s
vetores Jp e €4 =y — Ja também sdo perpendiculares entre si.

Comoé, =y —7Ja é ortogonal ao vetor Ja, que esta contido em R(A : C,), &, também
é ortogonal ao vetor ¥, que esta contido em R(A) < R(A: C,). A Figura 3.9 apresenta de maneira

gréfica estas relagdes de ortogonalidade.
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R(A:cC,)

IR™

Figura 3.9 — O tridngulo-retdngulo v, ¥, € ¥4 € as relacdes de ortogonalidade L.
Fonte: Adaptado de Teunissen (2006)

Do triangulo retangulo formado pelos vértices y, y, e 3, na Figura 3.9, e do teorema

de Pitagoras, tem-se (lembrando que &, = é,):

n

o)l —

|2

= |50 - 3_7A||2 (3.30)

é

Utilizando uma matriz peso para as observagdes como métrica, da forma W = ¥;1, a

expressao (3.30) torna-se (TEUNISSEN, 2006):

&zl - 558 = (30— 94) 550 (90 - 94) (3:31)

Nota-se entdo que a expressdo (3.31) é igual as duas primeiras expressdes para a

estatistica T,, em (3.27), como se queria demonstrar. Portanto, a Figura 3.10 ilustra como a

estatistica T, = ||&||" —

2
é, |2 = ”370 - 51A|| pode ser interpretada geometricamente, tendo

em vista que a expressdo (3.31) € um termo quadratico.
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/I Fo
= e 5 . m2 .2 N -
_ ~a, R(4) L= &l = Nl = |80 - 5l

Figura 3.10 — Interpretagdo geométrica da estatistica T.
Fonte: Adaptado de Teunissen (2006)

Analisando a Figura 3.10, nota-se que de fato a estatistica T, ¢ uma medida de
separabilidade entre a hipdtese nula e a hipotese alternativa, que pode ser obtida tanto em

funcdo dos vetores das observacgdes ajustadas ¥y, e y,, quanto em funcdo dos vetores dos erros

ajustados é, e é4,em H, e Hy,, respectivamente.
Para o leitor interessado, em Teunissen (2006), encontra-se uma interpretacdo
geométrica completa da estatistica T, em (3.27), considerando também outra expressao para

1, utilizando o vetor erro de fechamento no método dos correlatos.

3.2.2 0 Caso q = 1 e o Procedimento de Teste Data Snooping

Nas duas secdes anteriores, foi apresentado o caso geral (1 < g < n — u) para o teste
da razdo de verossimilhanca em modelos lineares, bem como uma interpretacdo geométrica
para a estatistica T, obtida por meio deste teste.

Nesta secdo, sera abordado o caso particular g = 1 e o procedimento de teste data
snooping para a identificacdo (localizagéo) de erros nas observagoes.

Desta forma, na expressao (3.28), quando g = 1 (ou seja, apenas um parametro €

adicionado ao modelo), a matriz C se reduz ao vetor c , € 0 vetor V,,, se reduz ao
ynxq Ynx1 q

escalar V,,,. Portanto, as hipoteses formuladas neste teste se tornam:
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Hy: E {anl} = ApxuXux1 VS.
(3.32)

He: E{Yna} = Anwtum + ¢y V. 7 #0

O vetor Cy pode ser estipulado de varias formas. Por exemplo, se o vetor Cy for
117 .1, supBe-se na hipdtese alternativa H, que todas

definido como sendo ¢, = [1 1
as n observacGes estdo contaminadas pelo mesmo erro sistematico ¥V (com V7 # 0).

Quando g = 1, as expressOes para a estatistica de teste em (3.27) tornam-se:

o= elzyle - e1x;te,
(3.33)

1,
=@ — 37A)T2371(370 7))

— B Ty-1y. y-1. G
= Ve, 2, 2 25 ¢,V

— pTy-1 Ty—-1ly y-—1 -1,.Ty-14
=802y Cy(cy 2y " Xe, 2y 7 Cy) Ty 25y

E desta forma, o teste da raz&o de verossimilhanca se torna:

{ Rejeitar Hy se:Ty—qy > K, (3.34)
HO: Zq:]_ ~ X(Zl,o) ; HA: Iq=1 ~ X(ZL}L); comA= ng;lxéof;lcyvz '

Um caso especial de ¢ = 1 é quando na hipétese alternativa, assume-se que apenas

uma observacdo esta contaminada pelo erro (ndo aleatdrio) de magnitude V.
vetor ¢, se simplifica ainda mais  para
nxl

Neste caso, ©
017 ) .
] , onde i corresponde a linha da i-ésima

_ [0 0 0 10
Ynx1 i nxl
observagao suspeita de estar contaminada por erro no vetor das observagoes y;,,1-

Estes dois exemplos (um erro comum a todas as observacfes e um erro em apenas

uma observacdo) mostram como é possivel modelar diferentes situacfes de erros nas

observagodes, por meio de uma escolha apropriada do vetor Cy 1"
-1 € igual a

Teunissen (2006) demonstra que, quando q =1, a estatistica T,
_1 = w?, sendo w a estatistica definida por (BAARDA, 1968):

I,
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Ty—14
CyZy - €o

Ty—1 -1
\/Cyzy o2y Cy

w = (3.35)

Sendo que na hipotese nula, a estatistica w segue distribuicdo normal padréo, ou seja,

Hy: w ~ N(0,1); e na hipotese alternativa, Hy: w ~ N(v/A, 1), com VA = v\/c§z;1zéoz;1cy

(BAARDA, 1968), ver também a expressdo (3.34). Apenas para recapitular, o vetor dos erros
ajustados &, € obtido por meio da expressdo (2.54), e a sua matriz de covariancia Z, , € obtida
por meio da expressdo (2.49).

Teunissen (2006) ainda demonstra que o critério de teste: Rejeitar Hy se: T,—1 > Ky,
¢ equivalente ao critério de teste: Rejeitar Hyse:w < —JK, ou w > ./K,, pois
Ty=1 = w? (ou seja, w = /T, ).

Desta forma, como a estatistica w segue distribuicdo normal padréo em H,, fixando o
nivel de significancia do teste (a), pode-se escolher entre empregar o teste unilateral para a
distribuicdo qui-quadrado, com g = 1 graus de liberdade e estatistica de teste T,_,, ou entdo,
empregar o teste bilateral para a distribuicdo normal padrdo, com estatistica de teste w, que

possui uma expressdo de calculo mais simples, comparando (3.35) com (3.33). As Figuras

3.11 e 3.12 ilustram os dois testes graficamente.

Hy:w ~N(0,1) Critério de teste:

Rejeitar Hy se: w < _\."{K_a ouw = \.."'K_‘I

a = 0.05

—_—

— Kp=gos = —1.96 0  Ke=o0

Figura 3.11 — A estatistica w e o critério de teste para o = 0,05.
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Hy: Ty=g ™ X(::L,I}) Critério de teste:
Rejeitar H, se: zq:i =K,

a =0.05

;o = 0.05

0 K, =pgs = 3.84

Figura 3.12 — A estatistica T 4-1) € 0 critério de teste para a = 0,05.

Outras simplificacBes na expressdo geral (3.27) podem ser efetuadas para o caso
q = 1. Por exemplo, considerando que T,-, = w?, e combinando a expresséo (3.35) com a

terceira expressédo de (3.27), pode-se escrever (TEUNISSEN, 2006):

’72
T,—1 = = 3.36
RGN 53

Mas quando g = 1, o denominador de (3.36) é igual & variancia de 72, pois, conforme

javisto, =5 = CT'x;1x; X;1Cy, e, portanto, a estatistica de teste entdo se torna:

Q|Q)
I\

<N

Ty (3.37)

A expressdo acima, embora se mostre relativamente simples, ndo é muito utilizada na
pratica, por exigir o calculo da hipotese alternativa, ou seja, deve-se estimar V e a sua

variancia o2. Logo, ainda é mais simples utilizar a expresséo (3.35) para o teste com g = 1.
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A suposicdo de que apenas uma observacdo estd contaminada por erros grosseiros
(etapa de identificacdo de erros) é uma das principais aplica¢fes praticas deste caso especial
quando g = 1.

Quando se assume que apenas uma observacéo é suspeita de estar contaminada por um
erro (ndo aleatdrio) por vez, o teste deve ser calculado para todas as n observacdes, resultando
no procedimento denominado data snooping (BAARDA, 1968).

Desta forma, para cada i-ésima observacdo, testa-se:

Hy: E {anl} = AnxuXux1 VS.

(3.39)
X
Hp: E{yna)= (4 c,yi)nxu+1 (Vi)u+1x1' v, # 0
T
com ¢, = [0 0 .. 0 }J 0 0] para i =1,2,...,n. O critério de teste do
t nx1
procedimento data snooping é dado por:
Rejeitar Hy se:w; < —Zy;; OU W; > Zgy)p (3.40)

Onde para cada observagéo y;, a estatistica de teste é dada por (BAARDA, 1968):

T y—14
ciny =N

Wi = T y-1 -1 (341)
\/Cyizy XgoZy Cy;

e Zy/, € 0 valor tabelado para a distribuicdo normal padréo, com nivel de significancia a
(teste bi-lateral). Como todas as observacdes sdo testadas, a observacdo suspeita de estar

contaminada por um erro grosseiro serd aquela que (BAARDA, 1968):

w;, < —Z ouw; > Z
{_l a/2 Wi a/2 (3.42)

e|m-| > |yj|, Vi+]

Ressalva-se que a magnitude (V) do erro, tal como o verdadeiro valor do vetor dos

pardmetros x, é desconhecida, podendo ser estimada por ¥ no célculo da hipétese alternativa,
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se desejado. O teste é apenas um indicador se o valor (desconhecido) de V ¢é
significativamente diferente de zero, ou néo.

Quando a matriz de covariancia das observacdes X,, é diagonal (ou seja, ndo existe ou
desconsidera-se a correlagdo entre as observacOes), a expressdo (3.41) se simplifica para
(BAARDA, 1968):

— (3.43)

Wi =
g

Onde ¢é; € o erro estimado da i-ésima observagdo ajustada (na hipdtese nula), e g, € 0

respectivo desvio-padrdo deste erro (obtido na matriz de covariancia dos erros ajustados). Em
outras palavras, nestes casos, a estatistica w;, para cada observag&o y;, € um erro padronizado
que segue distribuicdo normal padrdo em Hy: w;~N(0,1).

Por exemplo, caso o nivel de significancia do teste data snooping seja arbitrado em
a = 0,05, uma observacdo sera considerada suspeita de estar contaminada por um erro
grosseiro se o valor de seu erro estimado é; exceder em K, = 1,96 vezes o valor estimado
para o desvio-padrdo (og,) de ¢;, além de apresentar a maior estatistica de teste (w;) dentre
todas as observacdes (relembrando que o teste, nestes casos, é da forma bi-lateral).

Identificada a observacdo suspeita de estar contaminada por um erro grosseiro, retira-
se a mesma do modelo e repete-se 0 ajustamento e 0s testes até que todas as observacdes
suspeitas sejam identificadas e devidamente retiradas, em um processo iterativo de
identificacdo (localizacdo) e remocéo de erros (BAARDA, 1968).

A Figura 3.13 apresenta um resumo do procedimento de teste data snooping para a

identificacdo de observacles y; (em y,,1) Suspeitas de estarem contaminadas por erros ndo

aleatdrios V;.
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| Hipoteses no dara snooping |

.

T
Estatistica de teste W;
T v—1z
Car B & T
w, = X com C}_::{o 0 .. 010 . 0] para i=1,2,....n
J\II ﬂ;;'zj_f‘izgn EJ?:LCJ":' i t nxl

@

Distribuigdo de probabilidade de W;

.

I
Hy:w~N(0,1) Hgw~N(HVA1) com VA= ?Nl'cjfz;izénz;ic}.

¥

Critério de teste do data sneaping

4

W, <—Z_ 0uw,>Z, .

Rejeitar Hj se: {_e |E:‘| - Ej" ViEj

Figura 3.13 — Resumo da estatistica w; e do procedimento de teste Data Snooping.

3.2.3 0O Casoq =n—uceo Teste Global do Ajustamento

Na secdo anterior foi apresentado o caso especial g = 1 para a estatistica de teste T,
bem como o procedimento de teste data snooping para a identificagdo de observagdes
suspeitas de estarem contaminadas por erros (ndo aleatorios), derivado deste caso.

Nesta secdo, serd apresentado outro caso especial, quando g = n — u, para a deteccao
de erros (ndo aleatdrios) nas observacoes, lembrando que n é o nimero de observactes e u é 0
numero de parametros incognitos do ajustamento.

Importante destacar que um teste de hipoteses para a “deteccdo” de erros nas

observagdes apenas indica se existem ou ndo erros (ndo aleatdrios) no vetor das observactes
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y, segundo o nivel de significancia a estipulado, enquanto um teste para a “identificacdo” de

erros explicita onde (em qual(is) observacdo(des)) estdo localizados tais erros, também

segundo o nivel de significancia a que foi estipulado.
Logo, quando g =n —u, 0 rank da matriz (A : Cy) na hipodtese alternativa H, se

torna rank(A: Cy) =u+q =u+ (n—u) = n. Neste caso extremo, a matriz (4: C,) é
quadrada e de “full rank ”. Isto significa que nenhuma restricao é colocada sobre E {ynxl} na

hipotese alternativa, pois R(A : Cy) =R"eE {ynx1| HA} € R™. Em outras palavras, quando

q =n—u, 0 nUmero de parametros adicionados a hipdtese nula para formular a hipdtese
alternativa é tal que a redundancia (graus de liberdade) do modelo linear em H, € igual a zero.
Isto implica que (TEUNISSEN, 2006):

(3.44)

I‘§>
I

=<
D

L:b
I
[e)

pois o sistema de equacdes resultante em H, possui “n” equagdes a “u + g = n” incognitas,
ou seja, admite somente solugdo Unica e exata. A Figura 3.14 ilustra um esboco deste caso

extremoquandog =n—u (parau=q=1len=u+q = 2).

R(C,) IR* =R(A:C,)

”Ec ” =V T=n—u

R(4)

Figura 3.14 — Interpretacdo geométrica do caso especial g =n—u.
(Fonte: Fonte: Adaptado de Teunissen, 2006)

Visando obter uma expressao para a estatistica T, resultante neste caso, de (3.44) e da

primeira expresséo de (3.27), tem-se:

Ty=n-u = €3 2" &, (3.45)
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E o teste ent&o se torna (TEUNISSEN, 2006):

Rejeitar Hy se: Ty—n_y > K,
{Ho (3.46)

5Iq=n—u ~ X(zn—u,o); HA: Iq:n—u ~ X(zn—u,/'l)' A= VTC;E;lzéOZ;lcyV

Analisando as expressdes (3.45) e (3.46), nota-se que neste caso, o critério de rejeicao

do teste baseia-se some na magnitude das componentes do vetor dos erros ajustados em H,,.

Além disso, devido ao fato de R(4 : C,) = R™ e nenhuma restrigdo ser imposta sobre
E{ynxl} em Hy, quando g = n — u, ao contrario dos demais casos, a matriz C,, ndo precisa

ser especificada para calcular a estatistica T,, (ver (3.45)), e desta forma, ndo se pode afirmar o
que levou a rejeicao da hipotese nula no teste, caso esta seja rejeitada (TEUNISSEN, 2006).
Portanto, o teste T, para g = n — u apenas detecta a presenca (ou ndo) de erros (ndo

aleatorios) no vetor das observagdes y, mas ndo identifica a localizacdo (ou seja, em quais

observac@es y;) estes erros estdo presentes, pois a matriz C,, ndo € definida em (3.45).

Em muitas publicacbes, ao invés do teste da razdo de verossimilhanga aqui
apresentado (expressdes 3.45 e 3.46), para 0 caso g = n — u, tem-se 0 denominado “teste
global do ajustamento”, definido por (KAVOURAS, 1982):

Hy: 0% < 0f vs. Hy: 0% > of (3.47)

Ou seja, deseja-se saber se o fator de variancia o2 das observagdes (desconhecido) é
estatisticamente igual ao fator de variancia a priori g2 que foi arbitrado, lembrando que,
geralmente, a matriz peso das observacdes é escolhida como sendo W = 032;1.

Em outras palavras, deseja-se saber se a soma ponderada do quadrado dos erros
ajustados é, em (3.46) ¢ estatisticamente concordante com a precisdo que foi definida para as
observagGes (dada pela matriz de covariancia X,,), ou, caso contrario, se algum fator de escala
deve ser aplicado em X, para que a hipdtese nula formulada em (3.47) seja aceita.

E importante salientar que a escolha arbitraria para o fator de variancia a priori o2
ndo interfere na estimativa por minimos quadrados de X, y e é, pois este escalar arbitrado é
cancelado pelo produto matricial entre a inversa da matriz N e o vetor u no sistema de

equacOes normais na expressédo (2.58).
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Uma estimativa para o fator de variancia ¢ pode ser dada em funcéo dos residuos,

denominada fator de variancia a posteriori, e expressa por (KAVOURAS, 1982):

(3.48)

Onde ¥ € o vetor dos residuos ajustados. Como, pela definicdo de residuo e de erro
(abordada no capitulo anterior): © = —é, logo, ?TW®» = éTWé. Nota-se, portanto, que a
expressdo (3.48) ¢ igual a expressdo (3.45) quando W = 31, dividida pelo nimero de graus
de liberdade (n — u) do modelo, ou seja, o fator de variancia a posteriori € igual a estatistica
de teste T,,—,,_,, da razdo de verossimilhanca, dividida pelo escalar (n — u).

A natureza do teste global do ajustamento consiste em analisar se o fator de variancia
a priori o2, que foi arbitrado para as observacBes, é significativamente diferente do
verdadeiro fator de variancia 2, desconhecido, mas estimado por 6°2.

A estatistica de teste é entdo dada em funcdo da razdo entre o fator de variancia a

posteriori e o fator de variancia a priori, expressa por (KAVOURAS, 1982):

Q|Q)
N

ON)|

~ 1 (ﬁTWﬁ) (3.49)

n-u

=2

Sob a hipotese nula, a razédo % por ser uma razdo de duas variancias (com o
0

denominador arbitrado e multiplicado pelo escalar n — u), segue distribuicdo F com graus de

liberdade n —wu no numerador e infinito no denominador, ou seja: Z—;~F(n_u,oo). Mas a
distribuicdo F com graus de liberdade n —u no numerador e infinito no denominador €
equivalente a distribuicdo qui-quadrado com n — u graus de liberdade, dividida pelo escalar
n—u, oU Seja: Fip_y ) = % (KAVOURAS, 1982).

Portanto, o critério de teste para as hipoteses formuladas em (3.47) é dado por:

=2

.. o X(Zn—u; @)
Rejeitar H, se: p = Fin-uw;a) = - (3.50)
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Onde Fy,—y,w; o) € 0 Valor tabelado para a distribuicdo F com n — u graus de liberdade
no numerador, com co graus de liberdade no denominador e nivel de significancia «, e de
maneira analoga, )((Zn_u; «) € 0 valor tabelado para a distribuicdo qui-quadrado comn —u
graus de liberdade e nivel de significancia a.

Analisando a expressdo (3.50), nota-se que o teste global do ajustamento faz sentido,
pois, espera-se rejeitar a hipotese nula se 6 for significativamente maior do que o&. Nota-se
ainda que o critério e a estratégia para o teste global do ajustamento sdo semelhantes ao

critério e a estratégia do teste da razdo de verossimilhanga T, e que, quando o§ = 1 (valor

usualmente arbitrado na pratica), tem-se que 62 = L%
E importante salientar que, ao invés das hipoteses formuladas em (3.47) para o teste
global do ajustamento, poderiam ser formuladas hipdteses da forma (GEMAEL, 1994;

LEICK, 2004):
Hy:0% = 0§ vs. Hy: 6% # of (3.51)

E que neste caso, o critério de teste empregado deveria ser da forma bi-lateral:

N
N

ou =<F
0o

Rejeitar H se: Z—g =F

(3.52)

(n-w,00;%) (n-w,00; 1-5)

Entretanto, diversos autores, como Kavouras (1982), Ghilani e Wolf (2006), Teunissen
(2006), Oliveira e Dalmolin (2008), afirmam que, se o objetivo do teste de hipdteses é a
deteccdo de possiveis erros (ndo aleatérios) no conjunto de observacdes, o teste mais
adequado neste sentido é o teste unilateral, definido em (3.47), pois, caso existam erros nas
observacgdes, normalmente espera-se que 62 > o, € ndo o contrario.

O teste bi-lateral € mais recomendado quando se deseja definir um intervalo de
confianca para o fator de variancia, ou seja, para um possivel fator de escala a ser aplicado na
matriz de covariancia X, (maiores detalnes em KAVOURAS, 1982).

Portanto, neste trabalho, sera adotado o critério de teste unilateral para a detecgdo de
possiveis erros (ndo aleatdrios) no ajustamento. Desta forma, combinando (3.49) com (3.50),

0 critério de teste para as hipoteses formuladas em (3.47) finalmente torna-se:

AT s
Rejeitar Hy se: 2 > (n — WF w0 @) = Xin-usa) (3.53)

<)
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Ou seja, para efetuar o teste global do ajustamento, fixando o nivel de significancia «,
basta calcular a estatistica de teste e consultar em tabelas estatisticas da distribuicdo F ou da
distribuicéo qui-quadrado o valor critico K, conforme desejado.

Embora ndo se tenha nenhuma razdo em especial para usar o teste global do
ajustamento ao invés do teste da razdo de verossimilhanca para g = n — u, existe uma razédo
para o fator de variancia a posteriori (2) ser considerado uma estimativa do verdadeiro (e
desconhecido) fator de variancia (¢2). Isto decorre de (TEUNISSEN, 2006):

E{éTx; e} = E{pT5, 0} =n—u (3.54)
Considerando uma matriz peso ideal, da forma W = o221, resulta em:

E{o"W?} = o2E{pT 2,10} = 0% (n — u) (3.55)
Combinando as expressoes (3.48) e (3.55), tem-se que:

E{pTwp}

n-u

= 0% © E{6?} = ¢? (3.56)

~

Ou seja, o fator de variancia a posteriori 62 pode ser considerado um estimador
imparcial do verdadeiro fator de variancia 2, desconhecido na pratica (TEUNISSEN, 2006).

Segundo Monico (2008), caso a hipdtese nula em (3.47) seja aceita, ou seja, ndo ha
evidéncia da existéncia de erros no modelo, o fator de variancia a posteriori 2, dado por
(3.48), pode substituir o fator de variancia a priori o2, nas expressdes para as matrizes de
covariancias dos parametros ajustados X, das observacdes ajustadas ¥, e dos erros ajustados é,
dadas por (2.47), (2.48) e (2.49), respectivamente.

Em outras palavras, se aceita o fator de variancia a posteriori como uma estimativa
imparcial para o verdadeiro fator de variancia, e, desta forma, aplica-se um fator de escala nas
matrizes de covariancias de X, ¥ e &, lembrando que o fator de variancia que foi arbitrado néo
interfere no valor numérico das estimativas de x, y e é.

No teste global do ajustamento, tal como no teste da razao de verossimilhanca T, para
q = n — u, caso a estatistica calculada seja maior que o valor de referéncia tabelado, rejeita-

se a hipotese nula, entretanto, o teste ndo indica qual a causa que levou a rejeicdo da hipdtese



95

nula. Para ambos os testes, dentre as razdes ou circunstancias que podem levar a falha do
teste, pode-se citar (GEMAEL, 1994):

" O modelo funcional néo é adequado a realidade fisica do problema (a preciséo
das observacdes é inferior ao grau de aproximacao do modelo);

" A matriz de covaridancia das observacbes ndo esta apropriadamente
determinada, ou seja, 0 modelo estocastico ndo é apropriado;

" Existéncia de erros ndo aleatdrios (erros grosseiros e/ou erros sistematicos ndo
parametrizados no conjunto de observacgoes);

" O sistema de equacbes é mal condicionado (auséncia de injun¢fes minimas,
observacOes altamente correlacionadas e etc.);

. Ocorréncia de erro numérico de calculo no processo de ajustamento.

Segundo Kavouras (1982), na prética, para o teste global do ajustamento, é assumido
que, caso a hipdtese nula seja rejeitada, se assume que a causa que levou a falha do teste é a
existéncia de erros grosseiros nas observacdes, embora uma investigacdo deva ser feita e as
demais razdes que podem ter levado a falha do teste ndo devam ser ignoradas.

Kavouras (1982) também demonstra que, sob a hipo6tese nula em (3.47), a estatistica

6’2

de teste — segue distribuicdo F com graus de liberdade n —u no numerador € c no
0

=2
denominador, e na hipétese alternativa, % segue uma distribuicdo F n&o central, com graus de
0

liberdade n — u no numerador e co no denominador, e com parametro de ndo centralidade

vTclwss we,v i R o . .,
dado por 1 = —2—2—>" que é idéntico ao pardmetro de ndo centralidade da hipdtese

0o
alternativa do teste da razéo de verossimilhanca T, quando W = X' e aé = 1, conforme

mostra a expressao (3.46).

)
N

Frente a estas consideracfes, a Figura 3.15 ilustra graficamente a estatistica — e 0

M

g

o

teste global do ajustamento, e a Figura 3.16 apresenta um resumo do teste global (da forma

unilateral) do ajustamento para a deteccdo de erros nas observagoes.
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3.3 Algumas Consideracdes sobre os Testes de Hipdteses no Ajustamento

Apresentados os testes convencionais para a deteccao (Teste Global do Ajustamento) e
a identificacdo (procedimento data snooping) de erros nas observacOes, encerrando este
capitulo, algumas consideragdes se fazem necessarias.

Primeiramente, deve-se mencionar que existem outros testes para a identificacdo de
observacdes suspeitas de estarem contaminadas por erros, como por exemplo, o teste Tau,
proposto por Pope (1976). Esta estratégia de teste é recomendada para 0s casos em que as
variancias ndo estdo propriamente escaladas, ou seja, o fator de variancia a priori g2 ndo é
adequadamente conhecido para ser arbitrado, ou entdo ndo se deseja trabalhar com estimativas
a priori. Desta forma, apenas o fator de variancia a posteriori 6% deve ser considerado.

Segundo Kavouras (1982), neste caso, o teste global do ajustamento ndo é realizado e
o procedimento data snooping deve ser modificado utilizando uma nova estatistica de teste,
que segue a distribuicdo Tau, raramente mencionada nos textos.

Ainda segundo Kavouras (1982), o procedimento de teste data snooping se mostra
mais vantajoso para a identificacdo de erros, pois o fator de variancia a posteriori 62,
estimado em funcéo dos residuos, pode ser afetado pela presenca de erros grosseiros, tornando
o teste Tau insensivel a identificacdo de erros. Além disso, o teste Tau ndo considera um valor
para S, e, conseqlentemente, ndo possui medidas de confiabilidade associadas (estas medidas
serdo abordadas no proximo capitulo). Maiores detalhes sobre o procedimento de teste Tau
podem ser obtidos em Pope (1976), Kavouras (1982), e em Monico (2008).

Outros métodos também podem ser citados, como por exemplo, o teste sobre a forma
quadratica dos residuos, proposto por Stefanovic (1978), quando se deseja separar 0 vetor das
observacGes em dois grupos, um destes contendo observacGes suspeitas de estarem
contaminadas por erros, e 0 outro contendo observagdes assumidas estarem isentas de erros,
sendo um teste alternativo ao teste global do ajustamento para deteccdo de erros, e que se
torna idéntico ao procedimento de teste data snooping, quando apenas uma observacdo é
suspeita de estar contaminada por erro grosseiro.

Devido as peculiaridades apresentadas nos dois casos extremos, quando g =1 e
quando g = n — u, Baarda (1968) propde o denominado Método B (S-Method), que faz uso

do teste global do ajustamento para a detec¢ao de erros grosseiros no vetor das observagoes y,
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e do procedimento de teste data snooping para a localizacdo destes erros, em um processo
iterativo (onde apenas uma observacao y; € a suspeita de estar contaminada por erro por vez).

Neste método, o procedimento de teste data snooping so deve ser empregado quando a
hipétese nula (Hy: 02 = 6Z) do teste global do ajustamento for rejeitada, e, além disso, o
poder do teste y = 1 — £ dos dois deve ser mantido 0 mesmo.

Entretanto, Kavouras (1982) salienta que, mantendo o poder do teste y constante, é
possivel que um erro significativo em uma dada observagdo y;, passivel de ser identificado
pelo procedimento data snooping, possa ser ndo detectado pelo teste global do ajustamento,
que considera a soma ponderada do quadrado dos residuos, quando os demais erros forem
muito pequenos.

Além disso, quanto maior a redundancia do sistema, ou seja, 0 nUmero n — u de graus
de liberdade, maior a tolerdncia do teste global do ajustamento a estes possiveis erros
localizados, pois maior se torna o valor critico K, para o teste. Portanto, € recomendado que 0
procedimento de teste data snooping sempre seja realizado, pois este ndo se torna insensivel a
presenca de erros a medida que o numero de graus de liberdade aumenta (pois, a estatistica w;
independe do valor de n — u).

Ainda segundo Kavouras (1982), este problema da insensibilidade do teste global do
ajustamento se torna ainda mais critico quando se trabalha com um grande numero de dados,
e a redundancia do sistema de equacdes € elevada. Entretanto, o teste global do ajustamento
retém sua importancia, por ser computacionalmente simples de ser calculado, e também por
dar uma informacao geral sobre as outras causas que podem levar a falha do teste, pois, caso o
teste global do ajustamento falhar, definitivamente ha algo errado com a hipétese nula
estabelecida, e 0 motivo deve ser investigado.

Retornando a questdo do poder do teste y, analisando as Figuras 3.4 e 3.15, nota-se
gue, mantendo o nivel de significancia a constante, a probabilidade do erro tipo Il (B)
depende da separacdo entre a hipotese nula e a hipotese alternativa, ou seja, do parametro de
ndo centralidade A do modelo (quanto maior A, menor ). Entretanto, o parametro de nédo
centralidade do modelo depende de V, desconhecido na préatica, pois a magnitude dos erros
que contaminam as observacgdes ¢ sempre desconhecida. Ou seja, na préatica, € muito dificil
calcular um valor para o poder do teste y = 1 — 8, pois 3, tal como o verdadeiro valor de V7,

é desconhecido a priori.
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Além disso, os testes para deteccdo e identificacdo de erros aqui apresentados
dependem essencialmente do vetor dos erros ajustados é na hipotese nula (ou, analogamente,
dos residuos ajustados: ¥ = —&), conforme mostram as expressoes (3.27), (3.41) e (3.53).

Entretanto, um erro ndo aleatdério que contamina uma determinada observacéo y;, pode
ser parcialmente refletido no respectivo erro estimado é; (ou residuo ¥;) desta observagédo
ajustada y;, e também parcialmente absorvido pelo vetor dos parametros ajustados X, sendo
que a sua fracdo absorvida no vetor dos parametros ajustados X ndo € considerada nos testes
de hipoteses formulados neste capitulo.

Kavouras (1982) também conclui que, o maior problema de todos os testes para
identificacdo de erros, ap6s o ajustamento por minimos quadrados ter sido realizado, é a
existéncia de multiplos outliers (erros ndo aleatorios) nas observac@es, 0 que pode causar uma
alta correlacdo dos residuos ajustados (pela lei de propagacdo de covariancias em (2.49)),
sendo muito dificil, e em alguns casos até mesmo impossivel, identificar (localizar)
corretamente todas as observagdes contaminadas por erros.

Estas consideracGes, dentre outras, serdo abordadas e discutidas no proximo capitulo,
Teoria Convencional de Confiabilidade do Ajustamento. Mais detalhes sobre os testes para
deteccdo e também identificacdo de erros nas observacdes podem ser encontrados em Baarda
(1968), Pope (1976), Stefanovic (1978), Kavouras (1982), Gemael (1994), Koch (1999),
Leick (2004), Ghilani e Wolf (2006), Teunissen (2006) e Monico (2008).
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4 TEORIA CONVENCIONAL DE CONFIABILIDADE DO AJUSTAMENTO

No capitulo anterior, foram apresentados e discutidos os testes de hipoteses para a
deteccdo e a identificacdo de erros (ndo aleatdrios) nas observagdes, apos 0 ajustamento por
minimos quadrados ter sido realizado, utilizando o teste da razdo de verossimilhanca para
modelos lineares.

Em particular, foi apresentado o teste global do ajustamento, para a deteccdo de erros
no conjunto de observagbes, e o procedimento de teste iterativo data snooping, para a
identificacdo das observacOes suspeitas de estarem contaminadas por erros, assumindo que
apenas uma observacao y; € suspeita de estar contaminada por vez.

Entretanto, segundo Kavouras (1982), por serem estratégias formuladas com base em
hipbteses estatisticas, ou seja, com niveis de probabilidade associados, estes testes possuem
uma capacidade finita para a deteccdo e identificacdo de erros grosseiros de pequena
magnitude (ou seja, poderdo ocorrer erros remanescentes ndo detectaveis).

Esta sensibilidade dos testes em detectar e identificar erros (em particular do
procedimento data snooping), bem como a possivel influéncia de erros ndo detectados sobre o
vetor dos parametros estimados X, sera abordada neste capitulo, por meio da teoria
convencional de confiabilidade do ajustamento, que faz uso de medidas adequadas para
quantificar a sensibilidade dos testes a possiveis erros ndo detectados nas observacoes.

A teoria de confiabilidade avalia se um determinado erro (ndo aleat6rio) em uma
observacao é detectavel pelo procedimento de teste utilizado, e avalia também a influéncia
deste erro nos resultados do ajustamento, quando ndo detectado, segundo os niveis de
probabilidade que foram estipulados (OLIVEIRA; DALMOLIN, 2008).

As medidas consideradas neste capitulo serdo os nimeros de redundancia, os nimeros
de absorgdo, a confiabilidade interna, a confiabilidade externa, e a razdo tendéncia-ruido

(bias-to-noise ratio).

4.1 Numeros de Redundancia e de Absorcéo

Nesta secdo serdo abordados os nimeros de redundancia e absor¢édo, que sao medidas

de controlabilidade das observacgdes, ou seja, indicam a fracdo de um possivel erro (ndo
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aleatdrio) V; em uma observacao y; que é refletida no respectivo residuo ¥; desta observacédo
(ndmero de redundancia local r;), bem como a fracdo restante deste erro que é absorvida no
modelo para a estimacdo dos parametros incognitos x (nimero de absorcdo local u;).
Inicialmente, considerando que cada observacdo y; é contaminada por um erro
verdadeiro ¢;, porém desconhecido, e que cada erro verdadeiro &; consiste, necessariamente,
de uma componente aleatoria (e;), e também de um possivel erro grosseiro (V;), pode-se

expressar 0 vetor dos n erros verdadeiros &,,; que contaminam o vetor das n observagoes

Ynx1 POI:
Enx1 = €nx1 + Vit (4-1)

No processo de estimacgdo por minimos quadrados, a relacdo entre o vetor dos residuos

ajustados ¥,,,, € 0 vetor dos erros verdadeiros &, € dada por (KAVOURAS, 1982):

~ 1
Unx1 = _G_ézﬁnxnwnxn Enx1 = ~Ruxn Enx1 (4.2)

1 . . CA - . .
Onde R = S Ly Weéo produto entre a matriz de covariancia dos residuos ajustados
0

X, e a matriz peso W que foi escolhida para as observac@es, dividido pelo fator de variancia a
priori o3, também arbitrario. Uma prova da expressdo (4.2) é encontrada em Kavouras

(1982).  Recapitulando, a matriz R também pode ser definida por

Ryyn = [Inxn A AT W ALY Aﬂonnxn] (ver as expressdes 2.13; 2.20; 2.48; e 2.49).

uxn
Pela lei de propagacédo de covariancias, a matriz de covariancia dos residuos ajustados
é idéntica a matriz de covariancia dos erros aleatdrios ajustados, dada pela expressao (2.49),
ou seja: X = X, pois U = —é (ver as expressoes 2.45; 2.49; e 2.55).
Embora o processo de estimagédo por minimos quadrados forneca o vetor dos residuos

U1 € @ Sua matriz de covariancia ¥, _, 0 vetor dos erros verdadeiros &,,; ndo pode ser
nxn

obtido diretamente da expressao (4.2), pelo fato da matriz £; (e, portanto, da matriz R) ser
singular, e, portanto, ndo admitindo inversa ordinaria (KAVOURAS, 1982).
Matematicamente, utilizando inversas generalizadas, é possivel encontrar uma solucéo
para os erros verdadeiros por meio da expressao (4.2), mas esta solugéo precisa ter significado
fisico razoavel, ou seja, deve ser coerente com a realidade do problema, como a preciséo e a

correlagéo das observacdes, e em aplicacGes geodésicas, com a geometria da rede (OU, 1999).
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Logo, para detectar a presenca de erros ndo aleatdrios nas observacgdes, deve-se testar
quantidades que sdo funcbes dos verdadeiros (e desconhecidos) erros, ou seja, deve-se utilizar
testes estatisticos que verificam a influéncia dos erros no modelo matematico, isto €, no vetor
dos residuos 7,,,.; (KAVOURAS, 1982).

Desta forma, € possivel decompor a influéncia dos erros verdadeiros no vetor dos
residuos em duas componentes, uma formada apenas pelos erros aleatorios, e a outra, de
interesse neste capitulo, formada pelos erros ndo aleatérios (grosseiros e/ou sistematicos).

Portanto, combinando as expressoes (4.1) e (4.2), resulta em:
~ 1
Unx1 = — a_g (Zﬁnxl Whxnenx1 + Zﬁnxl WixnVnx1) = €01 + Vﬁnxl (4.3)

Onde:

1
eﬁnxl =—-=2

p 0 Wnxnenx1 € @ influéncia dos erros aleatorios ey,; sobre o

vetor dos residuos U,,,1;

1
] V- = ——=J
v 0'5 V.

1 = WoanVnx1 € @ influéncia dos erros grosseiros (isto é, ndo

nxi

aleatdrios) V7,,,, sobre o vetor dos residuos ,,,4;

Analisando a expressao (4.3), nota-se que o vetor dos residuos ¥,,, € afetado tanto
pelos inevitaveis erros aleatdrios, bem como por possiveis erros grosseiros (neste capitulo,
assume-se que 0s erros sistematicos estdo devidamente parametrizados pelo modelo
matematico, e qualquer possivel erro ndo aleatério de magnitude V em uma observagdo
especiifica y;, sera considerado como um erro grosseiro).

Como a estimagdo por minimos quadrados nao faz distin¢do sobre os diferentes tipos
de erros, a minimizagdo da soma ponderada do quadrado dos residuos diz respeito ao efeito

conjunto, e ndo apenas a componente dos erros aleatorios ez ., sendo dificil, apds o

x1’
ajustamento, detectar possiveis erros grosseiros V; por meio da magnitude dos residuos 7;,
embora seja esta a estratégia adotada na pratica (KAVOURAS, 1982).

1

Das propriedades da matriz idempotente R, =?2 Wisn (Uma matriz R €
0

Unx1

idempotente se, e somente se, R,yn = RyxnRnxn), Sabe-se que (FORSTNER, 1987):
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traco[Z;W] = rank[Z;W] =n—u (4.4)

Ou seja, o traco da matriz R,,, € igual ao nimero de graus de liberdade n — u do
sistema linear(izado) de equacdes, sendo o traco de uma matriz a soma dos elementos de sua

diagonal principal (LAY, 1997).

. R . R . 1
Designando os elementos da diagonal principal da matriz R,,,,, = ;Zﬁmann por r;
0

(para i =1,2,...,n), e 0 numero de graus de liberdade do modelo por r =n —u,

considerando a expresséo (4.4), pode-se escrever:
=T (4.5)

Segundo Kavouras (1982), em geral os residuos ¥; sdo sempre correlacionados (as
covariancias, ou seja, os elementos fora da diagonal principal de Z; _, ndao sao nulos),
mesmo nos casos em que as observacdes y; ndo sao correlacionadas (ou seja, a matriz de
covariancia das observagGes X, € diagonal), devido ao fato do proprio modelo matematico

produzir estas correlages ndo nulas dos residuos, por meio da propagacdo de variancias e
covariancias.

Portanto, em geral, para obter os elementos r; da diagonal principal da matriz R,

. . , , . .. 1
primeiramente, € necessario calcular o produto matricial R = = I, W.
0

Entretanto, quando a matriz peso das observacdes W for diagonal (ou seja, apenas 0s
elementos da diagonal principal desta ndo sdo nulos), os elementos da diagonal principal de R
séo obtidos diretamente por (KAVOURAS, 1982):

1
T = p (affi Wyi) (4.6)

onde in- é a variancia do residuo ¥; da i-ésima observagdo y; (obtido na matriz de covariéncia

dos residuos X;

Unxn

), € w,, € 0 respectivo peso desta observagdo (obtido na matriz peso Wy,).

A expressao (4.6) também é valida quando a matriz X; for diagonal, embora na prética,

conforme ja mencionado, isto raramente ocorra.

Ainda sobre os elementos r; da diagonal principal de R = oig Xy W, Pope (1976) e

Stefonovic (1978) demonstram que, para 0s casos em a matriz peso W é diagonal:
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Portanto, considerando também a expressdo (4.3), para cada observagdo y;, pode-se
escrever (KAVOURAS, 1982):

Vs, = —1iV; (4.8)
onde os elementos r; sdo entdo definidos como os numeros de redundancia local, e expressam
a contribuicdo de cada observacdo y; para a redundancia total (r) do sistema de equacGes
(lembrando que Y\, 1, =r =n —u).

Analisando a expressdo (4.8), nota-se que a influéncia V;, de um possivel erro
grosseiro no residuo ¥; de uma observagdo, em modulo, € igual ao produto entre 0 nimero de
redundancia r; desta observacdo y; e a magnitude deste possivel erro grosseiro V;. Em outras
palavras, os numeros de redundancia r; sdo também uma medida de controlabilidade local
(KAVOURAS, 1982), ou seja, expressam a fracdo de um possivel erro grosseiro em uma dada
observacdo y;, que é diretamente refletida no respectivo residuo ¥; desta observacdo
(lembrando que, quando W e diagonal, 0 < r; < 1). Portanto, quanto maior o nimero de
redundancia local r; de uma observacdo y;, maior é a controlabilidade desta observacéo, pois
maior ¢ a sensibilidade do respectivo residuo ; desta observagdo a ocorréncia de um possivel
erro grosseiro ;.

A tabela a seguir apresenta algumas classificacfes para a controlabilidade das

observacdes, em funcdo de seus niumeros de redundancia local.

Tabela 4.1 — Intervalos para a classificagdo da controlabilidade das observacGes.

Namero de redundéncia local | Controlabilidade da observagéo
0<1r,<0,01 Né&o ha
001<r;<0,1 Ruim
01<1r,<03 Suficiente
03<nr<1 Boa

Fonte: Oliveira e Dalmolin (2008)

Em Teunissen (2006) é encontrada uma expressdo alternativa para os numeros de
redundéncia local r; em (4.6), também considerando a matriz peso como W = 52;1, e sendo

dada por:
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onde affi ¢ a variancia da i-ésima observacdo ajustada y; e aﬁi é a variancia da i-ésima
observagao y;.

A expressdo (4.9) pode ser derivada da expressao (4.6), quando a matriz peso das
observacdes é tomada como sendo igual & W = o§Z;" e, além disso, for uma matriz
diagonal, como sera demonstrado a seguir.

No capitulo de ajustamento de observacoes, foi visto que as matrizes de covariancia do
vetor dos erros aleatérios ajustados é,,,, do vetor das observacdes y,,; € do vetor das

observagoes ajustadas 1, se relacionam por: X, = X, — Xj.

2 _ 2 _ 2 2
Logo, 04 = 0p = Oy, — 03,

ou seja, a variancia do i-ésimo residuo ¥; € igual a
diferenca entre a variancia da i-ésima observacdo y; e da i-ésima observacdo ajustada y;
(lembrando novamente que pela propagacao de covariancias: Xy = X, pois U = —¢).
Além disso, quando W = o¢ 251, resulta em wy, = % ou seja, 0 peso da i-ésima
i
observacdo y; é igual ao inverso de sua variancia ayzl., multiplicado pelo escalar arbitrario o3
(ou seja, pelo fator de variancia a priori).

Substituindo as relacdes apresentadas na expressdo (4.6), finalmente resulta em:

2
1.2 2106 _ %yi

= ; (O'yi - O-f’i 0_—2 =1- 0_—2 (4.10)
0 Yi Yi

Portanto, de fato a expressdo alternativa (4.9) para a expressao (4.6) é comprovada
quando W = o§ X%, e, além disso, quando W for uma matriz diagonal.
Como a variancia ay?i de uma observacdo ajustada y; é sempre menor do que a
A . o . _ <
variancia oy, da respectiva observacao original y; (pois Xy = X, — X4), a expressao (4.10)
também demonstra que, para 0s casos em que a matriz W for diagonal, os nimeros de

redundancia local r; situam-se dentro do intervalo fechado entre zero e um, conforme

estabelecido pela expresséo (4.7).
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Considerando que Yj-,r; =r = n —u, uma redundancia média, pode ser definida
como a média () dos elementos da diagonal principal de Rzﬁzﬁ W, ou seja,
0

(TEUNISSEN, 2006):
N L (4.11)

Esta redundancia média é uma medida Unica e global de todo o modelo, ao contrario
dos numeros de redundancia local r; especificos de cada observacéo y;.

Na pratica, para a maioria das redes geodésicas obtidas por técnicas de levantamento
classicas, o0 nimero de redundancia média € aproximadamente igual a © = 0,5, e ndo pode ser
aumentado facilmente (POPE, 1976). Entretanto, ressalva-se que atualmente, em
Fotogrametria e Posicionamento por GNSS (Global Navigation Satellite System), por
exemplo, o nimero de observagdes, em geral, € muito superior ao nimero de parametros, e
nestes casos, 0 nimero de redundancia média das observacOes sera necessariamente maior do
que v > 0,5.

Apresentados 0s numeros de redundancia, serdo agora abordados os numeros de
absorcdo. Do capitulo de ajustamento de observacGes, foi demonstrado que a matriz de

covariancia dos erros aleatorios ajustados € igual a X, = X, — Xy, sendo que X, € a matriz de
covariancia do vetor das observacdes y,,;, € Xy € a matriz de covariancia do vetor das

observacdes ajustadas V1.

Considerando que X3 = Xz, amatriz R = Gi% X, W pode ser expressa por:

1 1
Rnxn=_ZﬁW=_2[Z

c(2) 0o Y

- Z}?]nonnxn (4-12)

Como na pratica, usualmente W = o§ 2%, resulta em (FORSTNER, 1987):

Y nxn 371nxn = Inxn — Unxn (4.13)

Rnxn = Inxn -

_ 1 .
Sendo U, ,, = Zf’nxnzy n € L,n @ matriz identidade nxn. De acordo com a

expressao (2.48), Zf’nxn = Anxu 22, AT, sendo 4,,,, a matriz design, e 2% @ Matriz de

covariancia dos parametros estimados X.
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Desta forma, U = A Z; A" X', e, como a matriz U também é uma matriz idempotente

(ou seja, Upyn = UpnUnsn), decorre que (FORSTNER, 1987):

trago[U] = rank[U] = rank|[Z;

Xuxu

|=u (4.14)

Ou seja, o traco da matriz U € igual ao nimero de parametros incdgnitos (u) do
sistema. De maneira similar as expressdes (4.5) e (4.6), quando a matriz peso (W) das
observacGes for diagonal, designando os elementos da diagonal principal da matriz

U = Xy 2" por u; (nimeros de absorcéo local), pode-se escrever:

n _ — 2 =2
iU =Uu € U =05 0y, (4.15)
onde “a“i- € a variancia da i-ésima observagéo ajustada y; (obtida na matriz de covariancia X
de V,.1), € ay‘iz € 0 inverso da variancia da respectiva observacdo original y; (obtida na matriz

de covariancia das observagdes X, ).
nxn

E importante ressaltar que a matriz de covariancia Xy das observagdes ajustadas ¥, tal
como a matriz de covaridncia X, do vetor dos residuos ¥, dificilmente sera diagonal, por
também ser obtida pela lei de propagacdo de covariancias das observacdes em modelos
lineares. Desta forma, nos casos em que a matriz peso W ndo for uma matriz diagonal, o

célculo do produto matricial U =X ;' deve ser realizado para a determinagdo dos

- - - ~ - - _ 2 _2 ~ 7 Je L
elementos u; da diagonal principal de U, e a relagao simplificada u; = g5, 0y, nao é valida

para estes casos.

Ainda sobre os elementos u; da diagonal principal de U = ; 2%, no caso especial de

W diagonal, das expressoes (4.5), (4.12) e (4.15), para cada observacgéo y;, tem-se:
u+nr=1e 0<uy; <1 (4.16)

Logo, de maneira analoga aos nimeros de redundancia local r;, cada observagéo y;
tem o seu nimero de absorcdo local u; (FORSTNER, 1987). De (4.5) e (4.15), tem-se:

rn=En—Ytiu; OU r=n—u (4.17)
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Considerando agora que um erro grosseiro V; contamina uma determinada observacao

¥;, multiplicando a equagéo (4.16) por V;, finalmente resulta em:

Vi = (ui + T'i) Vi = uiVi + Vf’i (418)

A expressdo (4.18) mostra que, se um erro grosseiro de magnitude V; ocorrer em
apenas uma observacao y;, este erro serd parcialmente refletido no respectivo residuo ¥; desta

observagdo, dado pela parcela V;, (ver as expressdes 4.3 e 4.8), e o restante da magnitude do

erro, dado pela parcela u;V;, sera absorvido na determinacdo dos parametros incognitos do
modelo, ou seja, no vetor dos parametros ajustados x (KAVOURAS, 1982).

Desta forma, testes de hipdteses para a deteccéo e a identificacdo de erros, baseados na
magnitude dos residuos ajustados ¥, ou dos erros aleatérios ajustados é = —¥ (como o teste
global do ajustamento e o procedimento data snooping, por exemplo), serdo eficientes para

observacdes com valores altos para os seus numeros de redundéncia locais r; (Figura 4.1).

Erroverdadeiro

Componente nao aleatdria
Componente Aleatoria (errogrosseiro)

Parcela refletida nos residuos

Parcelaabsorvida na estimacao dos
parametros incognitos

Figura 4.1 — Componentes do erro verdadeiro (componente aleatdria e ndo aleatéria) e as parcelas refletidas nos
residuos e absorvidas na estimacao dos parametros incégnitos do modelo.

Portanto, Kavouras (1982) afirma que r; = 1 significa que 100% de um possivel erro
grosseiro V; em uma dada observacdo y; sera diretamente refletido no respectivo residuo 7;
desta observacdo (observacdo com controle total), e, além disso, este erro ndo tera qualquer

efeito na estimacdo dos parametros incognitos X do modelo.
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Por exemplo, uma medida de distancia entre dois pontos de controle (com
coordenadas fixas, formando uma base conhecida) tera r; = 1. Ou seja, um erro grosseiro
nessa medida sera completamente refletido em seu respectivo residuo ajustado ;.

De maneira analoga, se r; = 0 (ou seja, u; = 1), significa que nao existe controle na
observacao y; correspondente; logo, um possivel erro grosseiro V; nesta observacdo nédo sera
refletido nos residuos, e, portanto, ndo sera detectado pelos testes.

Além disso, este erro grosseiro, ndo detectado, afetara 100% a solucéo final, ou seja,
sera diretamente transferido na determinacdo dos pardmetros incégnitos x. Como por
exemplo, na medicdo de um angulo e de uma distancia para determinar unicamente a posicao
de um ponto em um plano, com base em um ponto de controle, a redundancia local r; para
ambas as observacdes serd igual a r; = 0 (KAVOURAS, 1982).

A Figura 4.2 ilustra estes dois exemplos (de r; = 1 e de r; = 0) graficamente.

Norte

* ® Ponto desconhecido

I d | A Ponto de controle

=1

Figura 4.2 — Exemplos de observages (d = distancia e o = &ngulo) comr;=1er;=0.

Naturalmente, os casos extremos citados (com r; = 1 e r; = 0) raramente ocorrem na
pratica, sendo os dois exemplos apresentados sem redundancia de observacdes (pois

n —u = 0), servindo apenas como carater ilustrativo.
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Segundo Kavouras (1982), no planejamento de redes geodésicas, é desejavel que todas
as observacOes possuam um numero de redundancia local r; relativamente alto, e o mais
uniforme possivel para todas as observacBes. Na pratica, infelizmente, os numeros de
redundéancia local variam significativamente, o que significa que a controlabilidade nao se
mantém constante para todas as observacfes. Desta forma, os numeros de redundéncia local
refletem o quéo alta ou baixa é a controlabilidade das observacdes em diferentes partes da
rede, revelando sua rigidez geométrica.

Ainda segundo Kavouras (1982), os numeros de redundancia local r; sdo, portanto,
uma caracteristica da geometria da rede (da matriz design A), além da precisdo das
observacdes, e ndo dependem do valor numérico das observacdes y; propriamente ditas.

Logo, eles devem ser considerados durante a etapa de planejamento e otimizacdo da
rede, antes das observacdes serem coletadas (dependem essencialmente da matriz design A e
da matriz peso W escolhida para as observacdes).

Desta forma, os nimeros de redundancia e de absorcao independem do fato de se estar
considerando o vetor y das observacgdes originais em um sistema linear, como em (2.3), ou 0
vetor [ =y —1y, para 0 caso geral de sistemas de equacdes linearizados, por meio do
denominado modelo de Gauss-Markov, como em (2.62).

Por fim, também ¢é possivel decompor a matriz design A em duas partes, uma
considerando os parametros “de interesse” do modelo (como as coordenadas dos pontos da
rede, por exemplo), e a outra considerando os parametros “ndo desejados” (como por
exemplo, escala, orientacdo e etc.), de forma a decompor a influéncia de possiveis erros
grosseiros V; apenas na estimacao dos parametros de interesse.

Mais detalhes sobre os nimeros de redundancia e de absor¢do podem ser obtidos em
Baarda (1968), Kavouras (1982), Forstner (1987), e em Oliveira e Dalmolin (2008).

4.2 Confiabilidade Interna

No capitulo anterior, foi demonstrado que os testes para a deteccao e a identificagdo de
erros (ndo aleatorios) nas observacdes sao formulados com base na razdo de verossimilhanca
para modelos lineares.

Em um caso geral, as hipoteses formuladas nestes testes sdo da forma:



111

Hy: E {an1} = ApuXux1 contra

(4.19)

Hy: E {anl} = ApxuXux1 + Cynxq qu1, qul * qul

onde na hipotese nula H,, assume-se que apenas erros aleatorios estdo presentes no conjunto
de observagoes (ou seja, Vgxq = 04yq €, portanto, E {anl} = ApxuXux1), € Na hipdtese
alternativa H,, assume-se o contrario (ou seja, Vy; # Ogyq).

O critério de teste adotado é: Rejeitar H,se:T, > K,, onde T, é a estatistica
calculada, q € a dimenséo do modelo de erro adotado (ou seja, 0 numero de graus de liberdade
do teste), e K,, € o valor critico para a estatistica calculada T;,, dado em funcéo de q e do nivel

de significancia a que foi estipulado.

Sob a hipotese nula, a estatistica T, segue distribuicdo qui-quadrado central com g-
graus de liberdade (ou seja, Hy: T, ~ )((quo)), e na hipotese alternativa, a estatistica T, segue
distribuicdo qui-quadrado ndo central, com g-graus de liberdade e um parametro de ndo
centralidade 4, que expressa a separagao entre H, e H, (ou seja, Hy: T, ~ )((Zq, )

Também foi apresentando o poder do teste y, definido como a probabilidade de
rejeitar a hipotese nula quando de fato esta é falsa, sendo o complemento de B (probabilidade
do erro tipo 1), ou seja: y = 1 — . Em particular, foi demonstrado que, aumentando o poder
do teste, diminui-se S (probabilidade do erro tipo Il), porém, aumenta-se a (probabilidade do
erro tipo 1).

Portanto, embora sempre se busque o teste que maximize y (ou seja, 0 teste mais
poderoso), deve-se ter cautela na estratégia adotada, pois, em geral, ndo € possivel minimizar
a e [ simultaneamente.

Desta forma, foi argumentado que, fixando o nivel de significancia «, os testes para a
deteccdo e a identificacdo de erros nas observacgdes, utilizando o critério da razdo de
verossimilhanga, sdo os testes uniformemente mais poderosos, ou seja, 0s testes que
maximizam y (e, portanto, minimizam f), sendo, portanto, os testes usualmente utilizados na
pratica. Ainda sobre o poder do teste y da razdo de verossimilhanga em (3.18), segundo
Ghosh (1973):

" y € monotonicamente crescente com «a, para q e A fixos;

" y € monotonicamente decrescente com g, para a e A fixos;
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" y € monotonicamente crescente com A, para a e q fixos.

Estas consideracbes fazem sentido, pois, conforme visto, aumentando-se «
(probabilidade de rejeitar a hipotese nula quando esta de fato é verdadeira), aumenta-se y
(probabilidade de rejeitar a hipdtese nula quando esta de fato é falsa).

Também conforme ja visto, aumentando-se g, ou seja, 0 nimero de graus de liberdade
do teste (ou ainda, nimero de possiveis outliers considerado), aumenta-se a tolerancia a
possiveis erros ndo aleatorios no modelo, aumentando-se o valor critico tabelado para o teste,
e, portanto, diminuindo y.

Finalmente, quanto maior a separacédo entre a hipotese nula e a hipdtese alternativa, ou
seja, quanto maior o pardmetro de ndo centralidade do modelo A, menor é a incerteza sobre a
decisdo de se rejeitar corretamente a hipétese nula, ou seja, maior é o poder do teste y.

Na prética, a e g sdo fixos, pois a estratégia de teste adotada, segundo o principio de
Neyman-Pearson, arbitra (fixa) o nivel de significancia « do teste, e 0 valor de q depende da
hipdtese alternativa em particular considerada (por exemplo, no Teste Global do Ajustamento,
q = n —u, e no procedimento data snooping, g = 1). Portanto, na pratica, sé resta aumentar
0 poder do teste por meio do parametro de néo centralidade A (TEUNISSEN, 2006).

Conforme ja visto nos capitulos anteriores, o parametro de ndo centralidade do modelo
é dado por A = VTC 2,12, 2,1C,V, e, quando, W = £, (6¢ = 1), a matriz de covariancia
dos residuos ¢ dada por: X, = X, — [A(ATZ, " A)~1AT]. Desta forma, o pardmetro de nio

centralidade do modelo pode ser expresso como:
A=vTClz, Tt =2, AATE, T )T AT, TG,V (4.20)
A expresséo (4.20) demonstra que o parametro A depende de (TEUNISSEN, 2006):

. z

y‘l, a matriz de covariancia inversa das observacdes, ou seja, da precisdo das

observagdes (quanto mais precisas forem as observacGes, menor sdo as suas

variancias, e portanto, maior é o parametro A, ou seja, o poder do teste y);

" Da matriz design A, ou seja, em aplicacbes geodésicas, da geometria
(configuracdo) da rede (quanto maior a dimensdo do espaco das linhas da

matriz A, ou seja, 0 nimero de observagGes, maior o parametro A);
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" Do modelo de erro C,V adotado, ou seja, da diferenca entre E{y|HA} e

E{X| HO} (quanto maior a magnitude V dos erros ndo aleatorios, maior é a

separac¢do entre as hipoteses nula e alternativa, e maior é o parametro A).

Teunissen (2006) também salienta que, na pratica, o modelo de erro C,V €
desconhecido (a magnitude dos erros verdadeiros que contaminam as observacdes é sempre
desconhecida), e desta forma, nunca seré possivel calcular o verdadeiro poder do teste y.

Logo, 0 que se pode fazer é atribuir um valor para o modelo de erro
C,V=E {X| HA} —E {Xl HO}, e calcular o poder do teste y correspondente, caso esta separacao

entre a hipotese nula e a hipétese alternativa fosse de fato verdadeira.

Entretanto, em aplicacGes geodésicas, o interesse maior consiste no modelo de erro
C,V que contamina o vetor das observagoes, e nao no poder do teste propriamente dito. Desta
forma, na pratica, a estratégia adotada é fixar um valor de referéncia (y,) para o poder do teste
(usualmente, atribui-se y, = 0,8), e, junto com o nivel de significancia a estipulado e o
namero de graus de liberdade g, encontrar um valor de referéncia 4, para o parametro de ndo
centralidade: A, = A(a, q, ¥ = o).

Por exemplo, para o procedimento de teste data snooping, estipulando a, = 0,001,
q =1ey, = 0,8, 0 parametro de ndo centralidade é dado por 1, = 17,075.

Valores tabelados para o parametro de ndo centralidade A do modelo para diferentes
valores de a, g, € y podem ser obtidos em Baarda (1968).

Conforme ja comentado, Baarda (1968), por meio do Método £, propde o uso do teste
global do ajustamento para a deteccdo de erros nas observagdes, e o procedimento de teste
data snooping para a identificacdo dos erros (quais sdo as observacOes suspeitas de estarem
contaminadas). Como as decisdes de ambos 0s testes devem ser coerentes, o poder do teste y
deve ser o mesmo para os dois.

Entretanto, para o caso do procedimento data snooping, g = 1, e para o teste global do
ajustamento, g = n — u. Logo, para manter o mesmo poder de teste y para ambos, 0s niveis
de significancia dos dois testes ndo podem ser 0s mesmos, pois: 4 = f(«, q,y).

Frente a estas consideragdes, Baarda (1968) propGe o seguinte procedimento:

" Escolher o nivel de significancia a, do procedimento data snooping;
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" Escolher o poder y = y, de ambos 0s testes;
" Obter o parametro de ndo centralidade Ao = A(ay, g =1, ¥ =vy);
" Obter o nivel de significancia a do teste global do ajustamento (em tabelas ou

monogramas para 4), considerando A, = A(a, g =n—u, y =yy);

Baarda (1968) também recomenda os valores de a, = 0,001 para o nivel de
significancia do procedimento data snooping, e y, = 0,8 para o poder de ambos os testes,
afirmando que a escolha de y, ndo é tdo critica quanto a escolha de a, para os resultados dos
testes. A dependéncia entre o nivel de significancia a do teste global do ajustamento (para
diferentes valores de g =n—u) e do procedimento data snooping (q = 1) pode ser
encontrada em monogramas em Baarda (1968).

Uma outra forma de se obter a« por meio de a,, € dada por: a =1— (1 — ay)"
(POPE, 1976), pressupondo que as ocorréncias de possiveis erros nao aleatorios em cada
observacao y; sao eventos independentes (sem correlacdes entre si).

Outra expressdo aproximada para se obter a em funcdo de a,, muito utilizada em
analise multivariada, é dada pela desigualdade de Bonferroni: « = n ¢y (CHEN et al., 1987).

A desigualdade de Bonferroni estabelece que (KAVOURAS, 1982):

" Se 0s eventos (ocorréncia de erros ndo aleatérios) nao sao correlacionados, o

nivel de significancia para o teste global é «;

. Se 0s eventos sdo correlacionados, o nivel de significancia para o teste global

do ajustamento é menor do que «a;

Em outras palavras: a, = a/n, e entdo, escolhendo a, = a/n, a desigualdade de
Bonferroni é a escolha mais conservativa, isto é, mais relutante para rejeitar a hipotese nula do
procedimento data snooping (KAVOURAS, 1982).

Desta forma, considerando um valor de referéncia A, para o parametro de nao

centralidade do modelo (tabelado em funcdo de «ay, q € y,), a expressao (4.20) se torna:

Ao =VTC 212, 251C,V (4.21)

Denotando por Vy o modelo de erro associado a A, tem-se (TEUNISSEN, 2006):
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Vynx1 = Cynxqvqxl = E{ynxllHA} - E{ynxllHO} (4.22)

O vetor n dimensional Vy,.,€ dito descrever a confiabilidade interna de H, com
respeito a H,. Em outras palavras, a confiabilidade interna Vy € descrita como uma medida do
modelo de erro C,V, que pode ser detectada com uma probabilidade y = y,, pelo teste
definido em (4.19) (TEUNISSEN, 2006).

Infelizmente, a expressdo (4.20) ndo tem solucédo Unica para V (por exemplo, se q = 2,
tem-se apenas uma equacdo a duas incognitas). Entretanto, neste capitulo sera considerado
apenas o0 caso g = 1, em particular para o procedimento de teste data snooping, abordado no
capitulo anterior e que assume que apenas uma observacdo é suspeita de estar contaminada
por erro por vez.

Desta forma, quando q = 1, a matriz C se reduz ao vetor ¢ , € 0 vetor V., se
Ynxq Ynx1 q

reduz ao escalar V. Logo, a expressao (4.20) pode ser expressa por:
— Ty-1 -1 2
Ao = €y 257 2e 257 C, V (4.23)

Ty-1 -1 Ty-1 -1
Neste caso, 0 termo cj 2, %, 2, c, se torna um escalar (c) 2,2 2, c))1x1, € @

solucdo desta forma quadratica, em termos de V, é dada por (TEUNISSEN, 2006):

V| = \/ Ao (4.24)

¢y 2y TogZy ey
O madulo do escalar |V| € chamado de menor erro detectavel pelo teste T,_;, com
uma probabilidade y = y,, e devido a forma quadratica de (4.23), apenas pode-se determinar
0 médulo || deste menor erro detectavel, mas ndo o seu sinal (TEUNISSEN, 2006).
Por exemplo, caso ¢, =[1 1 .. 1]7,4, 0 escalar [V| & o menor erro sistematico
detectavel pelo teste (comum a todas as observacgdes do vetor y,,,1).
No caso do procedimento data snooping, onde

T
[0 0 .. 0 3 0 O] , sendo i correspondente a linha da i-ésima
l

nx1

Cynxl - Cyi
(e Unica) observacdo y; suspeita de estar contaminada por erros ndo aleatorios, a expressdo
(4.24) torna-se (BAARDA, 1968):
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A
7] = \] T Ef’ e, (4.25)

Onde |‘7yi| descreve 0 menor erro detectavel (em maodulo) na i-ésima observacgéo y;,

assumindo que esta é a Unica observagdo suspeita de estar contaminada por um erro nao

T
aleatorio, pOiSCynxlzc =[0 0 .. 0 i L 0] (BAARDA, 1968).

Vi i nx1
Ainda, para o caso do procedimento data snooping, quando a matriz de covariancia

= 4 di T y—1 -1 .
das observagdes X,, € diagonal, o escalar ¢, 55,2 X5 "¢, se torna:
T y—1 -1, — T ;-2 -2, _
CyZy oy 2y Cy; = 0y Ee 07 Cy, = 0y Cy o Cy, (4.26)

Sendo ayz 0 inverso da variancia 03% da i-ésima observacdo y;. Conforme ja visto,

00 .. 0 10 .. 0 _
=[ o ] , 0 produto oy *cy X5 cy,

Zé = Zy — 237, e, como Cyi -

resulta em:

2
o5
! _ =2 Vi
0yt ¢y Ze Cy, = O, (ayl—m) oy (1 - oy (4.27)

i

Substituindo (4.27) em (4.25), o menor erro detectavel para a i-ésima observacéo y;,

quando a matriz de covariancia X, das observagdes e diagonal, se torna (TEUNISSEN, 2006):

(4.28)

Z

Ou seja, quanto menor for a razdo —* ) 2t (lembrando que aA < ay) menor é V., 0 que
L

faz sentido, pois, quanto menor a variancia de y; em relacéo a variancia de y;, menor € o “erro

minimo detectivel” nesta observagdo (TEUNISSEN, 2006).



117

Lembrando ainda que, nos casos em que a matriz peso W das observacGes é diagonal e

igual a W = ¢§ 2", 0 nimero de redundancia local (r;) da i-ésima observagéo y; é dado por
O.Z

rp=1-— a_? e, portanto, a expresséo (4.28) pode ser escrita como:

| =g, | (4.29)

.. A ~
Segundo Kavouras (1982), os coeficientes /r—" (para cada observacao y;) em (4.29)
i
revelam a sensibilidade do teste. Sdo desejaveis valores baixos para estes coeficientes, pois,
qguanto menor r—° maior é r;, ou seja, maior € o numero de redundéncia local da i-ésima
i

observacdo (a fracdo de um possivel erro grosseiro em y; que seré refletida no respectivo
residuo ¥; desta observacdo) e, portanto, maior é a sensibilidade do procedimento de teste
data snooping em identificar este possivel erro.

Em resumo, para o célculo da confiabilidade interna do data snooping, em um caso
geral, utiliza-se a expressdo (4.25), e se caso ndo houver covariancias entre as observacoes (ou
seja, a matriz X, for diagonal), pode-se utilizar a expressao (4.28) ou ainda a expressao (4.29).

Uma outra simplificacdo também pode ser feita para o0 menor erro detectavel em uma
observacao y;. Considerando que r; é a redundancia local de y;, e que a redundancia média
das observacbes é dada por 7 = (n—u)/n, substituindo a redundancia local r; pela

redundancia média r em (4.29), tem-se a seguinte aproximacdo (TEUNISSEN, 2006):

’ A
|Vyi| = O'yi m (4.30)

A expressédo (4.30) para |Vyz|’ ao contrario das expressdes (4.25), (4.28) e (4.29), ndo
requer que o ajustamento por minimos quadrados tenha sido realizado (pois independe de 2, ,
de aygi, e até mesmo do vetor das observagdes y,.1), hecessitando apenas de um
conhecimento da possivel precisdo (desvio padrdo a,,) da observagdo y;, do parametro de néo
centralidade (tabelado) do modelo A, = A (a, q, ¥ = ¥,), € do numero de observacdes (n) e

de parametros (u) do sistema de equacdes.
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Desta forma, a expressdo (4.30) pode ser utilizada como uma estimativa a priori da
confiabilidade interna (menor erro detectavel) de cada observacdo y;, com uma probabilidade

¥y = ¥,, podendo, em aplicacbes geodésicas, ser utilizada na etapa de planejamento da rede.

Nota-se também que o termo / (n_lu") n é uma constante para todas as observacoes testadas.

Kavouras (1982) salienta que, como a experiéncia mostra que em muitas redes
geodésicas: ”n;” = (0,5, usando a expressdo (4.30) para A, = 17,075 (a, = 0,001, g =1 e

¥o = 0,8), resulta em:

17,075
0,5

|%,.| = oy, = 5,80, (4.31)

Ou seja, nestes casos, um erro grosseiro de magnitude menor que 5,8 g, em uma

observacdo y;, em geral ndo ser& detectado pelo procedimento de teste data snooping (que
considera a magnitude dos erros aleatorios ajustados, ou, analogamente, dos residuos),
segundo 0s niveis de probabilidade de «, =0,001 e y,=0,8. Ressalva-se que,
modernamente, 0 numero de observacfes pode ser muito maior que o nimero de parametros,
e conseguientemente, nestes casos, a redundancia média das observacdes serd: ¥ > 0,5.

Por fim, Stefanovic (1980) afirma que a escolha do nivel de significancia (a) do teste
é subjetiva, pois reflete apenas um grau de reluténcia, descrenca ou conservadorismo. Em
geral, critérios objetivos ndo sao disponiveis.

Entretanto, em aplicacdes geodésicas, 0 mesmo autor afirma que os niveis de
probabilidade « e y podem ser arbitrados, se as toleréncias séo estabelecidas a priori,
considerando o efeito maximo dos possiveis erros (ndo detectados) nos resultados,
pressupondo gue as observac6es tenham sido coletadas com cuidado.

Esta influéncia de possiveis erros ndo detectados pelos testes, nos resultados finais do
ajustamento (ou seja, nos parametros estimados), sera abordada na préxima secdo, a

confiabilidade externa.
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4.3 Confiabilidade Externa

Na secdo anterior, foi apresentado o conceito de confiabilidade interna, referente ao

menor modelo de erro Vy,,q = Cynxq Vax1 que pode ser detectado por um teste da razdo de

verossimilhanca, com uma probabilidade y = y,.
Em particular, foi apresentado o caso do procedimento data snooping, onde para cada
[0 0 .. 01 0 .. o]T

o]

i-ésima observacdo y;, C =c, = .
l

= (S
ynxq Yi

nx1 ° qul N Vyi’
desta forma, a confiabilidade interna se torna o menor erro V (em mddulo) detectavel em y;
(cada observacdo y; do vetor das observacdes y,,; tem sua confiabilidade interna, ou seja,
seu menor erro detectavel ¥, , com uma probabilidade y = y,).

Nesta secdo, sera abordada a confiabilidade externa das observacGes. A confiabilidade
externa é definida como a influéncia do modelo de erro Vy sobre os resultados finais (ou seja,
0 vetor dos parametros estimados x) de um ajustamento de observacdes (TEUNISSEN, 2006).

Em outras palavras, a confiabilidade externa revela a influéncia de possiveis erros ndo
detectados (com uma probabilidade y = y,) sobre os parametros de interesse de um modelo,
como por exemplo, as coordenadas dos pontos de uma rede geodésica.

Desta forma, denotando por X,,,, 0 estimador por minimos quadrados do vetor dos u
parametros incognitos de um modelo linear do tipo: V,,1 = AnxuXur1, € considerando na
hipotese nula que apenas erros aleatorios contaminam as observacdes y,,; (enquanto na
hipdtese alternativa, presume-se a existéncia de erros grosseiros em vy,,,), para a

confiabilidade externa, podem ser considerados os seguintes casos (TEUNISSEN, 2006):

" A influéncia de Vy,,,; sobre X,,1;
" A influéncia de Vy,,, sobre uma parte X;,; de X,,; (com [ < u);
" A influéncia de Vy,,,, sobre uma funcéo linear 8, de £,,,, da forma

O1x1 = A1xuXux1;

Neste capitulo, apenas o primeiro caso serd abordado. O estimador por minimos

quadrados X,,,; de x,,4, de acordo com a expressdo (2.11), é dado por:
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J?uxl = (Azonnannxu)_l Azonnxnynxl (432)

Onde A,,, é a matriz design do modelo linear(izado), e W,,, é a matriz peso

escolhida para o vetor das observacdes y,,;. Da expresséo (4.32), segue que:

E{fuxl |HA} = (Aﬂxn annAnxu)_l A{anannE{ynxl |HA} (4'33)

Pois nenhuma hipétese sobre A,,,,, ou W,,,.,, é formulada em H, (para maiores detalhes
sobre o0s testes de hipOteses no ajustamento de observagdes, recomenda-se o capitulo

anterior). De acordo com (3.7), E{Vnx1|Ha} = AnxuXux1 +Cynqu7qx1, e de acordo com

(2.65), E{Xyx1|Ho} = xyx1. Substituindo (3.7) e (2.65) em (4.33), tem-se:

E{J’C\uxl |HA} = E{k\uxl |H0} + (Aﬂxn]/annAnxu)_1 AﬂonnxnCynxq qul (4-34)

Como Vyne = C

Ynxq

qul = E{ynxllHA} - E{ynxllHO}, e, denotando

E{Xyx1|Has} — E{Xyx1|Ho} pPOr VX, .1, @ expressao (4.34) resulta em (TEUNISSEN, 2006):
Vfuxl = E{QIHA} - E{leO} = (Agonnannxu)_l AﬂonnanYnxl (4-35)

Este vetor VX, descreve a influéncia do modelo de erro Vy,,, sobre X,,,,, OU seja, é
a confiabilidade externa do vetor das observacgdes y,,,1 Sobre o vetor dos parametros ajustados
Xux1, COM uma probabilidade y = y,.

No caso do procedimento de teste data snooping, onde a confiabilidade interna (MDB)

de cada observagio y; €é dada, em modulo, por |V, | e mais formalmente,

VVner = Cyi | v, |1 K a confiabilidade externa finalmente resulta em:
X

FoS — T -1 »pT
inuxl - (Auonnannxu) AuonnxnCyinxllvyil (4-36)
1x1
O vetor Vx; ., expressa a influéncia do menor erro ndo detectavel na observagao y;

(com uma probabilidade de y = y,) sobre as estimativas dos u parametros incognitos do

modelo linear.
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Nota-se que, apesar da confiabilidade interna |VYi| (menor erro detectavel) de uma
observacdo y; ser dada em moddulo a partir da equacdo (4.25), o vetor da confiabilidade
externa Vx,,; pode conter elementos negativos e/ou positivos, por ser derivado da expressdo
(2.11) para o estimador por minimos quadrados de x,, -

Segundo Kavouras (1982), a expressao (4.36) ndo é uma estimativa usual da
confiabilidade externa Vx,,,, das observacdes y,,,1, pois requer um largo nimero de calculos,
pois, para cada parametro estimado X; de X,,; (para j = 1,2, ..., u), tem-se n diferentes
componentes de V&;, uma para cada observacao y; em especifico (pois no procedimento data
snooping, assume-se que apenas uma observacdo é suspeita de estar contaminada por erros
por vez). Estas consideracGes, dentre outras, serdo abordadas na préxima secdo, razédo

tendéncia-ruido (bias-to-noise ratio).

4.4 Razdo Tendéncia-Ruido

Nas duas segOes anteriores, foram apresentadas a confiabilidade interna e a
confiabilidade externa das observacfes, na estimacdo por minimos quadrados em modelos
lineares. A confiabilidade interna ¢é definida como o menor modelo de erro

Vynx1 = Cynxq V4x1 que pode ser detectado por um teste da razédo de verossimilhanga T;,, com

uma probabilidade y = y,. A confiabilidade externa expressa a influéncia deste possivel
modelo de erro ndo detectado no vetor dos parametros estimados X,,,1.

Em particular, foi apresentado o caso do procedimento data snooping, onde a
confiabilidade interna se reduz ao menor erro detectavel na i-ésima observacdo y;, € a
confiabilidade externa se reduz a influéncia deste possivel menor erro detectavel em y;, no
vetor dos parametros estimados X, -

Um problema que surge adotando esta estratégia de teste para deteccgéo e identificagdo
de erros, € que, para cada observacdo y; (i = 1,2,...,n), tem-se uma confiabilidade interna
diferente, e para cada confiabilidade interna, tem-se uma confiabilidade externa associada,
levando, na prética, a um largo nimero de célculos.

Uma maneira de se reduzir este numero de calculos é substituir os vetores

confiabilidade interna Vy,,,, e confiabilidade externa Vx,,,; por medidas escalares.
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Desta forma, primeiramente, para o vetor confiabilidade interna, considerando Vy,,,,

um possivel vetor de erros (bias) ndo detectados no vetor das observagoes y,i, e 2, a

nxn

matriz de covariancia de y,,;, Ou seja, uma descricdo do ruido (noise) em y,,, pode-se
definir o escalar quadratico bias-to-noise ratio (razdo tendéncia-ruido) de y,,1 por
(PAPOULLIS, 1991):

Ay = Ven Ty Vnar (4.37)
Analisando a expressdo (4.37), nota-se que esta se trata da soma do quadrado dos
elementos de Vy, ponderada pela matriz de covariancia das observagdes y,,1, Semelhante a
forma quadréatica el W, men1 Que se deseja minimizar no ajustamento por minimos
quadrados ponderados.
Um alto valor para A, indica que o modelo de erro Vy,,; € estatisticamente
significante, e um valor pequeno para A, indica que o modelo de erro Vy,,; ndo é

estatisticamente significante (com uma probabilidade y =1y,). Nota-se ainda que

2
Ay = Vgx1|| » OU seja, A, corresponde ao quadrado da separacdo entre E{y,,q|H,} €

|| Cynxq
E{Ynx1|Ho}, com respeito a métrica %, " (TEUNISSEN, 2006).

No caso do procedimento data snooping (4.25), a expressdo (4.37) se torna:

T y—1
Cy; Zy Cy;

72 B e yep—)
PoooyZy ey ey,

Ao (4.38)

Ainda neste caso, quando X, € diagonal (ou seja, as observagbes ndo sdo

correlacionadas), a expressao (4.38) se reduz para (TEUNISSEN, 2006):

/1 .=—2=—' (4.39)

Analisando a expressao (4.39), nota-se que 4,, = 4o, pois 0 <r; < 1. Denotando o

valor maximo para a razdo de (4.38) por A,,4,, tem-se:
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Ay = méx( - Cyi"lx;lc_yli ) (4.40)
Cy Ly ZeZy Cy,

Com Ay, pode-se definir um limite superior para 4, (TEUNISSEN, 2006):

Ay < Az o (4.41)

Onde A,,4, € igual ao maior autovalor do problema de autovalores generalizado:

|cy. 2y ey, — A ey 25 Es X5 e, | =0 (4.42)

Detalhes sobre os problemas de autovalores podem ser encontrados em Lay (1997),
Strang e Borre (1997), e Teunissen (2006). No caso do procedimento data snhooping, a
utilizacdo da razdo tendéncia-ruido para a confiabilidade interna ndo é muito vantajosa, pois 0
vetor Vg, ja se reduz ao escalar 7, (menor erro detectavel em y;), sendo esta razdo mais
utilizada nos demais casos, quando 1 < g < n — u (TEUNISSEN, 2006).

De maneira analoga, para o vetor confiabilidade externa, considerando VX,,,; um
possivel vetor de erros (bias) ndo detectados no vetor dos parametros estimados %1, € 2z,
a matriz de covariancia de X,,,, Ou seja, uma descricdo do ruido (noise) em X, pode-se
definir o escalar quadratico bias-to-noise ratio (razdo tendéncia ruido) de X,,, por

(PAPOULIS, 1991):

A = VA oy Zap Y Ruxa (4.43)

Segundo Teunissen (2006), um alto valor para A indica que a influéncia do modelo de
erro Vy,., sobre X, € estatisticamente significante, e um valor pequeno para A, indica que
a influéncia do modelo de erro Vy,,,, sobre X,,; nNao € estatisticamente significante (com uma
probabilidade y = y,). O mesmo autor demonstra uma expressao de calculo alternativa para

Ag, dada por:

A =4y — 4o (4.49)
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Onde 4,,, no caso geral, é dado por (4.37), ou seja, depende do modelo de erro Vyy,4
considerado. Analisando a expressdo (4.44), nota-se novamente que A, > A,. Além disso,
quando A, = A,, tem-se Az = 0, ou seja, os erros (ndo aleatdrios) ndo exercem nenhuma

influéncia sobre a estimativa £ dos parametros x, sendo completamente refletidos no vetor
dos residuos, o que ocorre quando r; = 1 e esta de acordo com a expressdo (4.39).

Segundo Kavouras (1982), uma das vantagens desta nova variavel padronizada (razdo
tendéncia-ruido), é que, ao contrario do vetor confiabilidade externa Vx,,, ela é invariante
com respeito ao sistema de referéncia adotado, e também pode ser considerada como uma
medida da confiabilidade dos resultados, sendo desejaveis valores baixos para Ag, para
qualquer modelo de erro Vy,,,, considerado.

Considerando agora o procedimento data snooping, onde para cada i-ésima
observacdo y;, tem-se uma confiabilidade interna associada, a razdo tendéncia-ruido da
confiabilidade externa de cada observacdo y; é dada por (KAVOURAS, 1982):

T -1 Ty—1
_ Cy; 2y TAZz A Xy Cy;
A.’?l - CT 2—1 Z"Z_lc AO (445)
Yi©y esy “Vyi

Ainda no caso do data snooping, quando X, € diagonal (ou seja, as observagGes séo

“independentes” entre si), a expressao (4.45) se reduz para (KAVOURAS, 1982):

l Ti

Como as expressdes (4.45) e (4.46) independem do valor numérico do vetor das
observacdes y,.1, apenas da precisao das observacdes e da geometria da rede, estas podem
ser usadas durante a etapa de planejamento da rede geodésica, como um limite superior para a
confiabilidade externa (KAVOURAS, 1982).

Desta forma, caso esteja-se interessado apenas no j-ésimo elemento Vx; de V£, (ou
seja, apenas na influéncia de Vy,,, sobre um Unico parametro estimado X;), este tera como

limite superior o seguinte escalar (TEUNISSEN, 2006):

78| < 0,2z, (4.46)
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Onde O%; € 0 respectivo desvio-padrao deste parametro estimado X; (obtido por meio

da matriz de covaridncia dos pardmetros estimados X;). Por exemplo, no caso do
procedimento data snooping, a expressdo (4.46) define um limite superior para a influéncia de

um possivel erro ndo aleatério na observagédo y; sobre o parametro de interesse estimado %;,
pois 0 modelo de erro neste caso é dado por Vy = cyl,||7yi|.

Ainda sobre o planejamento de redes geodésicas, na pratica, um critério
frequientemente utilizado, baseado na experiéncia, é dado por (KAVOURAS, 1982):

Se Ag; < 10 para todas as observacOesy;, entdo o intervalo maximo para cada

pardmetro £;, apds o ajustamento (com uma probabilidade y, = 0,8), sera:
5C\j - Afi O-fj < Qj < Qj + 1//13% ij (447)

Analisando a expressao (4.47), nota-se que, quanto menor a razdo tendéncia-ruido Az,
menor o intervalo de confianga para os parametros X;, e melhor é a confiabilidade da rede.

Desta forma, pode-se definir um intervalo de confianca para um determinado

parametro X;, utilizando a razdo tendéncia-ruido, cuja expressdo se torna bastante simples,
guando é adotado o procedimento data snooping e a matriz Zynxn é diagonal.

Entretanto, o inconveniente de que apenas uma observacdo y; € suspeita de estar
contaminada por erros por vez permanece, e desta forma, estes intervalos de confianga para 0s
parametros X; s sdo validos quando apenas a observagdo y;, utilizada para calcular Az, €
passivel de estar contaminadas por erros ndo aleatérios, sendo as demais observacoes isentas
destes.

Uma maneira de solucionar este problema é adotar um modelo de erro generalizado,

da forma Vyn, =C, e uma confiabilidade externa  generalizada

nxq qula
VZu1 = (A enWoznAnxw) ™t AL Wozen VVnx1, derivada deste modelo de erro.

Esta estratégia se torna muito dificil na préatica, pelo fato de que 1 < q <n—u, e,
além disso, ndo se conhecer a priori a localizacdo e a magnitude dos erros que contaminam o
vetor das observacoes y,,,1. Maiores detalhes sobre a razdo tendéncia-ruido de y,,1 € Xyux1
podem ser obtidos em Kavouras (1982), Papoulis (1991) e Teunissen (2006).

Encerrando este capitulo, algumas consideracdes sobre as medidas apresentadas se
fazem necessérias. Por exemplo, para 0s casos em que a matriz peso W das observagdes nao é

diagonal, como quando as observagdes sdo correlacionadas (ou seja, X, ndo é diagonal), os
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nameros de redundéncia local podem apresentar valores negativos ou maiores do que um, ndo
estando mais contidos dentro do intervalo fechado entre zero e um.

Além disso, apenas medidas de confiabilidade interna e externa para o procedimento
data snooping foram apresentadas (onde g = 1), desconsiderando o fato de poder haver
multiplos outliers no vetor das observagoes (ou seja, quando 1 < g < n — u).

Estas consideracOes, dentre outras, serdo discutidas no préximo capitulo, Estado da

Arte no Controle de Qualidade do Ajustamento.
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5 ESTADO DA ARTE NO CONTROLE DE QUALIDADE DO AJUSTAMENTO

Nos capitulos anteriores, foi apresentado o ajustamento de observacGes pelo método
dos minimos quadrados, bem como a lei de propagacdo de covariancias para a estimativa da
precisdo dos pardmetros ajustados. Também foram apresentados os testes de hipdteses para a
deteccdo e a identificacdo de erros nas observagdes, formulados com base na razdo de
verossimilhanca.

Em particular, foi apresentado o teste global do ajustamento para a detecgéo de erros
(ndo aleatérios) nas observacBes e/ou no modelo, bem como o procedimento de teste data
snooping, para a identificacdo (localizacdo) de tais erros (nas observacfes), presumindo que
apenas uma observacdo estd contaminada por erro por vez, resultando em um processo
iterativo de ajustamento e testes, até que todas as observacdes suspeitas sejam identificadas.

Por fim, foram apresentadas as medidas de confiabilidade, relacionadas a sensibilidade
dos testes utilizados em detectar e localizar possiveis erros (ndo aleatorios) nas observacoes,
segundo os niveis de probabilidade que foram estipulados.

Os testes estatisticos e as medidas de confiabilidade abordadas nos capitulos anteriores
fazem uso da teoria convencional de deteccdo e identificacdo de erros no ajustamento,
inicialmente proposta por Baarda (1968, 1977).

Neste capitulo, sera feita uma revisdo da literatura sobre o controle de qualidade no
ajustamento de observacdes geodésicas, bem como apresentados alguns trabalhos relativos ao

atual estado da arte na localizagdo de erros e na teoria de confiabilidade do ajustamento.

5.1 Controle de Qualidade no Ajustamento de Observacoes

O trabalho pioneiro na area de controle de qualidade do ajustamento de observacGes
geodésicas é referido a Baarda (1968), onde o referido autor propde o chamado 3-Method,
que faz uso do teste global do ajustamento para a deteccdo de erros no ajustamento, e 0
procedimento de teste data snhooping para a identificacdo (localizacdo) de erros nas
observagdes, presumindo que apenas uma observagdo estd contaminada por erros por vez, o
que resulta em um processo iterativo de ajustamento e testes, até que todas as observactes

suspeitas de estarem contaminadas por erros sejam devidamente identificadas.
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Neste trabalho, também sdo apresentadas as medidas de confiabilidade interna e
externa para estes casos, bem como exemplos de aplicacdo em redes geodésicas.

Seguindo este principio de que apenas uma observacao esta contaminada por erro por
vez, outros testes para a identificacdo de erros nas observacfes foram desenvolvidos, como
por exemplo, o teste Tau, proposto por Pope (1976).

Estes procedimentos de testes sdo usualmente referidos como conventional outliers
detection test procedures — procedimentos de teste convencionais para deteccdo de outliers, e
além do data snooping e do teste Tau, pode-se citar também o teste t de Student (BERBER,;
HEKIMOGLU, 2003).

Em Kavouras (1982), encontra-se uma ampla discusséo sobre alguns dos diferentes
procedimentos de teste convencionais para a deteccdo e identificacdo de outliers. Outro
estudo relevante dentro desta corrente é encontrado em Chen et al. (1987).

Simultaneamente, uma série de trabalhos foram publicados sobre a teoria
convencional de confiabilidade, bem como as suas aplicacdes em redes geodésicas, como, por
exemplo, Pelzer (1979), Forstner (1987), Wang e Chen (1994), Chen e Wang (1996), Ding e
Coleman (1996b), Schaffrin (1997), Prészynski (1997), Kern et al. (2005), Proszynski (2010).

Embora testes estatisticos para a deteccdo de mdaltiplos outliers nas observacGes
também tenham sido propostos, como por exemplo, Kok (1984), Gao et al. (1992), Ding e
Coleman (1996a), e Gui et al. (2010), a teoria convencional de confiabilidade ainda presumia
a existéncia de apenas um erro grosseiro contaminando o vetor das observacbes. Alguns
trabalhos buscando generalizar a teoria convencional de confiabilidade para o caso de
mdaltiplos outliers simultdneos também foram publicados.

Em Ober (1996) e Angus (2006), por exemplo, utilizando o teorema de Rayleigh-Ritz,
sdo obtidas medidas de confiabilidade externa generalizadas para multiplos outliers.

Knight et al. (2010), baseado nestas contribui¢cfes, apresenta uma extensdo da teoria
de confiabilidade, com medidas generalizadas de confiabilidade considerando a existéncia de
multiplos outliers. Este trabalho seré abordado na proxima se¢do deste capitulo.

Utilizando a teoria de confiabilidade generalizada para multiplos outliers em Knight et
al. (2010), Almagbile et al. (2011) aplicaram testes estatisticos e medidas de confiabilidade
em sistemas de integracdo GPS/INS (Global Navigation Satellite System/Inertial Navigation
System). Os autores concluem que o0s testes estatisticos podem localizar corretamente
maltiplos outliers nas observacGes, e as medidas de confiabilidade apresentam valores
realisticos para a capacidade do modelo em identificar erros. Entretanto, 0s mesmos

ressalvam que existem alguns fatores que podem influenciar nos resultados dos testes e nas
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medidas de confiabilidade em sistemas de integracdo GPS/INS, como o nimero de satélites
visiveis, a geometria do problema e também os coeficientes de correlagdo entre os testes.

Considerando que o0 peso de uma observacgéo esta intimamente relacionado com a sua
precisdo, Ding e Coleman (1996b) apresentam as chamadas medidas de sensibilidade, que
descrevem a sensibilidade da matriz de covariancia dos parametros ajustados em relacdo a
variacdo do peso de uma observagdo em especifico, bem como a sensibilidade do nimero de
redundéancia local de uma observacao em relacéo a variacdo do peso de outra observacao.

Os referidos autores definem estas medidas de sensibilidade como eficicia das
observagdes, e concluem que uma observacdo com alta precisdo (ou alta acurécia) néo
necessariamente apresenta uma alta contribuicdo para a qualidade final dos pardmetros
ajustados, pois a sua contribuicdo para a redundancia do sistema (eficacia) pode ser baixa.
Dois exemplos para o planejamento de redes geodésicas também sdo demonstrados.

Em relacdo aos numeros de redundéncia local r;, inicialmente propostos por Baarda
(1968, 1977), Wang e Chen (1994) demonstram que, para 0 caso de observacoes
correlacionadas, estes podem ser negativos ou maiores do que um, saindo do intervalo
fechado entre zero e um para o caso de observacgdes estatisticamente independentes.

Desta forma, os mesmos autores apresentam os chamados numeros de confiabilidade
(7;) para as observacdes, e propdem o seu uso ao invés dos numeros de redundancia local (r;),
para 0 caso em que as observagoes sdo correlacionadas (isto €, estatisticamente dependentes).

Quando as observagbes sdo ndo correlacionadas, os numeros de confiabilidade 7; se
equivalem aos numeros de redundancia r;. Embora ndo possam ser menores do que zero, 0s
numeros de confiabilidade possuem a desvantagem de ndo possuirem limite superior definido,
dificultando, assim, possiveis comparaces com 0s nimeros de redundéancia local.

Motivado por estes estudos, Schaffrin (1997) apresenta os nimeros de confiabilidade
normalizados (7;), que tal como os numeros de redundancia local r;, situam-se dentro do
intervalo fechado entre zero e um, melhorando a sua interpretacéo e facilitando comparagoes
com os numeros de redundancia local originais (r;) das observacoes.

Entretanto, 0 mesmo autor conclui que os nimeros de redundancia local, os nimeros
de confiabilidade e os numeros de confiabilidade normalizados, podem ranquear as
observagdes, em termos de confiabilidade, de maneiras distintas.

Por exemplo, uma observagdo pode apresentar um valor relativamente alto para o seu
numero de confiabilidade 7;, um valor intermediario para o0 seu nimero de redundéncia local
r;, € um valor relativamente baixo para o seu nimero de confiabilidade normalizado 7;,

fazendo com que a hierarquia das observages se altere conforme o critério utilizado.
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Proszynski (1997), por sua vez, estudou as relacOes entre as observacGes padronizadas
e os residuos padronizados, por meio de um projetor ortogonal. O autor prop6s critérios de
confiabilidade, bem como critérios para o planejamento de redes geodésicas, associados com
um numero estipulado (esperado) de outliers, e com estes possuindo ainda as localizacGes
mais criticas possiveis, buscando estabelecer na etapa de planejamento da rede, umas
configuragdo robusta para a mesma (ou seja, resistente ao nimero de outliers esperado).

Kern et al. (2005) salientam que testes estatisticos como o procedimento data
snooping e 0 Teste Tau possuem grande aceitacdo em aplicacBes geodésicas, porém, sdo
computacionalmente custosos para problemas de larga escala, como por exemplo, na
modelagem do campo gravitacional terrestre utilizando dados de missdes espaciais.

Nestes tipos de problemas, que envolvem uma enorme quantidade de dados, sdo
utilizados algoritmos que ndo requerem um tempo de processamento tdo elevado, adotando,
por exemplo, a distancia de Mahalanobis ou wavelets para a localizagéo de outliers.

Por fim, em Proszynski (2010) sdo apresentados numeros de confiabilidade
alternativos, bem como medidas de confiabilidade interna alternativas, oferecendo critérios de
confiabilidade que sdo interpretados em termos da resposta do sistema a erros ndo aleatérios.

Porém, o mesmo autor salienta que estas medidas alternativas também apresentam
algumas desvantagens, ndo permitindo, por exemplo, 0 ranqueamento das observacGes em
termos de confiabilidade, devendo ser utilizadas de maneira complementar aos nimeros de
redundéncia e as medidas de confiabilidade interna ja desenvolvidos.

E importante salientar que em Teunissen (2006), a expressdo para a confiabilidade
interna de uma observacdo é genérica e valida tanto para o caso de observagdes
correlacionadas quanto para o caso de observagdes ndo correlacionadas.

Uma outra corrente de trabalhos para a detec¢do e a identificacdo de outliers nas
observacdes, alternativa aos procedimentos de testes convencionais, utiliza-se dos chamados
métodos estatisticos de estimacdo robusta, no qual o termo “robusta” ¢ no sentido que os
parametros estimados por esses metodos sdo resistentes a influéncia de possiveis outliers no
vetor das observagdes (HEKIMOGLU; BERBER, 2003).

Os métodos de estimacdo robusta buscam minimizar a influéncia de outliers nas
observacdes, por meio de um processo iterativo de ajustamento, no qual a matriz peso das
observacOes € sequencialmente atualizada, por meio da escolha de uma funcdo de peso
robusta, e as observacdes suspeitas de estarem contaminadas por erros tém o0 seu peso
reduzido ou até mesmo se tornando nulo no processo (BERBER; HEKIMOGLU, 2003).
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Os métodos de estimacdo robusta sdo utilizados, principalmente, quando se assume a
existéncia de multiplos outliers nas observagdes. Os métodos de estimacdo robusta mais
comumente encontrados na literatura sdo os métodos de Estimacdo-M (robustified maximum
likelihood estimates), Estimacdo-R (rank-based estimates), Estimacdo-L (order-based
estimates) e Norma L1 (least absolute deviation) (XU, 2005).

Os métodos de Estimacdo-M se destacam como 0s estimadores mais “flexiveis” e sdo
considerados por muitos como o grupo de estimadores mais confiaveis, sendo, portanto, a
técnica mais conveniente para a depuracdo de observacfes contaminadas por erros grosseiros
(GOKALP et al., 2008). A estimacéo pelo MMQ é um caso especial da Estimagdo-M, quando
a funcgdo que se deseja minimizar € a soma ponderada do quadrado dos residuos.

Em Knight e Wang (2009) sdo apresentados alguns dos varios métodos de estimacéo
robusta, sendo que todos estes apresentam em comum o fato de buscar a minimizacao de uma
funcdo especifica dos residuos, para a atualizacdo seqliencial da matriz peso no ajustamento.
Para cada funcéo especifica dos residuos, tem-se um método de estimacéo robusta diferente.

O trabalho pioneiro na area de estimacdo robusta é atribuido a Huber (1964), sendo
gue uma revisdo sobre tais métodos estatisticos de estimacdo pode ser obtida em Xu (2005).

A seguir, serdo brevemente apresentados alguns dos trabalhos publicados sobre os
métodos de estimacdo robusta, bem como as suas aplica¢des nas ciéncias geodésicas.

Gao et al. (1992) propdem um “procedimento de teste robusto” (robust testing
procedure), que combina os procedimentos de teste convencionais com o estimador robusto
Norma-L1, para a deteccdo e identificacdo de multiplos outliers nas observacdes. Apds 0s
outliers serem devidamente identificados e removidos pelo procedimento proposto, 0s autores
recomendam o uso da solucdo por minimos quadrados convencional, visando, por fim, obter
uma solucdo imparcial e de variancia minima para 0s parametros.

Entretanto, Schwars e Kok (1993) concluem que o procedimento de teste data
snooping, utilizado da maneira convencional no ajustamento por minimos quadrados, é tdo
eficiente quanto o procedimento de teste robusto proposto por Gao et al. (1992).

Hekimoglu e Berber (2003) estudaram a eficicia dos métodos de Estimacdo-M de
Huber e de Andrews em modelos lineares heterogéneos, ou seja, cujos erros aleatdrios
possuem uma mescla de varias caracteristicas.

Os autores concluiram que quando o modelo estocastico é verdadeiro (adequado), a
eficdcia dos métodos de estimacdo robusta analisados dependem do nimero de outliers, da

magnitude dos outliers, da natureza dos erros aleatérios, e do nimero de paramétros do
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modelo, dentre outros fatores; e que quando o modelo estocastico é incorreto (mal
determinado), a eficicia destes métodos diminui significativamente.

Devido ao fato de que a maioria dos metodos de estimacdo robusta encontrados na
literatura s@o aplicaveis somente para o caso de observacdes ndo correlacionadas, Yang et al.
(2002) propdem um estimador robusto para o caso de observacOes correlacionadas, baseado
na reducdo bifator dos pesos das observacgdes, resultando em uma nova matriz de pesos que
mantém a simetria e a correlagdo das observacdes na matriz peso original.

Berber e Hekimoglu (2003) analisaram a eficacia na deteccéo/localizacdo de outliers
em redes geodésicas de trilateracdo, utilizando o procedimento data snooping, o teste Tau, e 0
método de estimacédo robusta denominado Estimagdo-M de Andrews.

Os referidos autores chegaram a conclusdo que no caso da existéncia de um unico
outlier, o procedimento data snooping apresentou a maior taxa de acerto e o teste Tau se
mostrou o menos confiavel, enquanto nos experimentos envolvendo dois outliers, os trés
métodos diminuiram a sua eficacia na deteccdo/localizacao de erros.

Chang e Guo (2005), por sua vez, mostram os aspectos computacionais envolvidos no
método de Estimacdo-M de Andrews, aplicado ao posicionamento GPS relativo, apresentando
um método de Newton recursivo modificado para estimar as coordenadas dos pontos.

Junhuan (2005) propde um método modificado de estimacdo robusta pela Norma-L1,
bem como adapta o procedimento de teste estatistico data snooping para os métodos de
estimacao robusta Norma-L1 e Norma-L1 modificado.

O referido autor também conclui que 0 método de estimacao robusta Norma-L1 € mais
eficiente para localizar outliers de baixa magnitude do que a estimagdo convencional por
minimos quadrados, e que no caso da existéncia de observacgdes de baixa redundancia (baixo
valor numeérico para o seu numero de redundancia local), o método Norma-L1 modificado é
mais eficiente para localizacdo de outliers do que os demais supracitados.

Xu (2005) propde um novo método de estimacdo robusta, denominado sign-
constrained robust least squares estimator, que assume uma distribuicdo a priori para o sinal
dos outliers. O referido autor também demonstra que este método é pioneiro no sentido de ser
6timo em robustez e eficiéncia, sendo capaz de resistir até mais de 50% de observacGes
contaminadas por outliers, aléem de poder ser aplicado para o caso de observacoes
correlacionadas.

Hekimoglu e Erenoglu (2007) estudaram a influéncia do modelo estocastico das
observagbes na identificacdo de outliers em redes geodésicas, alterando os pesos das

observacdes e utilizando alguns métodos de estimacao robusta e o procedimento de teste data
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snooping. Os autores concluem que, em geral, os métodos de estimagdo robusta localizam
outliers com mais eficacia do que o data snooping, especialmente em redes de nivelamento
geométrico. Os autores também concluem que em redes de triangulacdo geodésica, o efeito
dominante é a heterocedasticidade do modelo estocastico (pesos das observacdes), ja nas
redes de trilateracdo e nivelamento geomeétrico, o efeito dominante € a magnitude dos outliers,
enquanto nas redes de controle horizontal (que combinam medidas angulares e lineares), o
efeito dominante é a heterogeneidade das observacdes.

Duchnowski (2008), por sua vez, apresenta aplicacdes geodésicas para 0 método de
Estimacdo-R, em especial para redes de nivelamento geométrico. O autor propde uma solugdo
particular, baseada na Estimacdo-R, para o monitoramento da estabilidade dos marcos de
referéncia da rede (ou seja, para a deteccdo de deslocamentos do datum).

Gokalp et al. (2008) empregaram procedimentos de testes convencionais, métodos de
estimacdo robusta e ldgica fuzzy para deteccdo e identificacdo de outliers em redes GPS. Os
referidos autores concluem que o data snooping é o mais recomendado dos procedimentos de
testes convencionais, a logica fuzzy € eficiente, porém, a abundancia de pardmetros
necessarios dificulta sua aplicacdo, e os métodos de estimacdo robusta se mostraram 0s mais
adequados para a deteccao e identificagdo de multiplos outliers nos experimentos simulados.

Também estudando a detecc¢do e identificacdo de outliers no posicionamento por GPS,
Knight e Wang (2009) compararam o procedimento de teste data snooping com métodos de
estimacdo robusta para deteccéo e identificacdo de outliers em observaveis GPS. Os referidos
autores chegaram a uma série de conclusdes, como por exemplo, que nenhum dos métodos
detectou e identificou corretamente todos os outliers presentes em todos 0s experimentos,
porém o procedimento data snooping se mostrou 0 mais satisfatorio na existéncia de um
unico outlier, enquanto os métodos de Estimacdo-MM e Norma-L1 se mostraram 0S mais
satisfatorios na existéncia de multiplos outliers nas observacdes.

Rangelova et al. (2009) concluem que, para a determinacdo de um modelo empirico de
taxas de deslocamento verticais, utilizando dados de diversas fontes (GPS, Altimetria por
Satélites, missdo GRACE - Gravity Recovery And Climate Experiment), devido a
heterogeneidade dos dados e suas diferentes propriedades estocésticas, a detecgdo e
identificacdo de outliers por meio de um estimador robusto mediano é mais eficiente do que
pelo procedimento de teste convencional data snooping.

Novamente considerando o fato de que a maioria dos métodos de estimagdo robusta
encontrados na literatura s6 sdo aplicaveis para o caso de observagfes ndo correlacionadas,

Guo et al. (2010) propdem um procedimento iterativo de estimagdo robusta para o caso de
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observagdes correlacionadas, por meio de duas estratégias distintas, uma baseada nos testes
estatisticos uniformemente mais poderosos, e a outra baseada nos residuos por minimos
quadrados padronizados.

Por fim, Guo et al. (2011) também estendem a teoria de confiabilidade para os
métodos de estimacao robusta, apresentando medidas de confiabilidade interna e externa para
um método particular de Estimacgdo-M, considerando observac6es ndo correlacionadas.

Os autores demonstram, por meio de um exemplo numérico, que durante as iteracoes,
a confiabilidade interna das observacGes aumenta, e para as observacGes contaminadas por
outliers, suas confiabilidades externas se tornam cada vez menores, conforme esperado.

Uma outra corrente, alternativa a estas duas, e utilizando o conceito de “ajustamento
quase-estavel” (ZHOU, 1980 apud OU, 1999), faz uso do chamado método QUAD (Quasi-
Accurate Detection of outliers — Detec¢do quase-acurada de outliers).

O método QUAD (OU, 1999; CHAI et al., 2002; GUI et al., 2005; GUO et. al, 2007)
se baseia na relacdo matemética existente entre as observaces e o0s verdadeiros (e
desconhecidos) erros que contaminam as observagdes, compostos necessariamente por uma
componente aleatdria, e em alguns casos, que se deseja identificar, por um erro grosseiro.

O método QUAD foi inicialmente apresentado para o caso de observacbes ndo
correlacionadas (OU, 1999). Em Gui et al. (2005) o método QUAD, para observacdes nao
correlacionadas, é utilizado para combater tanto a influéncia de multiplos outliers quanto o
fendmeno da multicolinearidade.

Em Chai et al. (2002), o método QUAD é utilizado em estudos geodinamicos
(modelos de movimentos crustais), que dividem os pontos de uma rede geodésica em
diferentes blocos, cuja tendéncia de movimento é a mesma. Os pontos que ndo estdo de
acordo com esta tendéncia de movimento do bloco sdo tidos como pontos de deformacéo
anormal, podendo ser tratados como outliers no modelo, e passiveis de serem identificados
por metodos de deteccdo e localizacdo de erros. O procedimento de teste data snooping e o
método de Estimacdo-M de Huber tambem s&o utilizados, e os autores concluem que nestes
experimentos, o Unico método que se mostrou completamente eficiente para identificacdo de
outliers foi o método QUAD.

Em Guo et al. (2007), é apresentada uma proposta de aplicacdo do método QUAD
para 0 caso em que as observacdes sdo correlacionadas. Este trabalho também serd abordado
em uma secdo especifica deste capitulo, bem como em alguns dos experimentos desta

dissertacdo.
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Trabalhos utilizando ainda outras abordagens para a deteccdo e a identificacdo de
outliers, que nédo as descritas, também foram publicados.

Na Universidade de News Brunswick, por exemplo, um novo método foi
desenvolvido, denominado Analise de Robustez (Robustness Analysis), que amplia a teoria
convencional de confiabilidade, introduzida por Baarda (1968), com os chamados “métodos
de andlise de robustez geométrica” (geometrical strength analysis), utilizando “técnicas de
tensdo” (strain techniques).

Este método oferece uma descricdo mais detalhada e completa do potencial de
deformacéo da rede, em termos de trés medidas independentes que representam robustez em
escala (dilatacdo), orientacdo (torcdo ou rotacdo diferencial) e configuracdo local
(cisalhamento), sendo estas medidas invariantes com translacdes do datum e mudancas de
orientacdes, e praticamente invariantes com mudancas de escala.

Como exemplos de trabalhos utilizando esta abordagem e suas aplicacGes geodésicas,
pode-se citar Vanicek et al. (2001, 2008), Berber (2006) e Berber et al. (2003, 2006). Em
Gambin et al. (2008) é feita uma contribuicdo tedrica a Analise de Robustez, por meio de
analogias com a analise de tens@es locais utilizadas na mecanica continua.

Cen et al. (2003) propdem diagnosticos sobre os erros grosseiros antes do ajustamento
por minimos quadrados das observacdes ser realizado, por meio das denominadas gross
errors judgment equations, definindo a chamada judgment matrix, que é uma matriz de
coeficientes que descreve a relacao linear entre as observagdes, contendo informacgdes sobre
as propriedades conjuntas das observacoes e sendo Util na deteccdo e identificacdo de outliers.

A principal vantagem desta abordagem, segundo seus autores, € que a mesma
considera a propriedade conjunta das observacdes, e independe da correlagdo estatistica dos
residuos ajustados, por ser realizada antes da estimacgdo por minimos quadrados, ao contrario
dos procedimentos de testes convencionais e 0s métodos de estimacéo robusta.

Neuman et al. (2006) apresentam testes estatisticos unidimensionais e
multidimensionais para a deteccdo e identificacdo de outliers nas observacdes, considerando
possiveis erros sistematicos remanescentes (imprecisdo das medidas), sendo uma extensdo
independente da abordagem classica proposta por Baarda (1968), utilizando intervalos de
confianca e logica fuzzy (nimeros fuzzy para as observacgdes).

Ao inves de se utilizar de testes estatisticos, Gullu e Yilmaz (2010) fizeram uso de
redes neurais, com o algoritmo de aprendizado ADALINE (ADAptative Linear NEuron), para

a deteccdo e identificacdo de outliers em redes geodésicas, obtendo resultados superiores aos
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procedimentos de teste convencionais (data snooping, Teste Tau) nos diferentes experimentos
simulados.

Por fim, podem-se citar ainda os estudos para a deteccao de erros grosseiros baseados
na inferéncia estatistica bayesiana, como por exemplo, Gui et al. (2007) e Gui et al. (2010).

Em Gui et al. (2007), é apresentado um método para deteccdo de multiplos outliers,
baseado na probabilidade a posteriori de uma determinada hip6tese alternativa considerada
(evento auto-definido), que assume que certas observacfes, previamente selecionadas, estéo
contaminadas por erros grosseiros.

Em Gui et al. (2010), um novo método bayesiano para detec¢do de multiplos outliers é
proposto, desenvolvido de forma a ser resistente ao fendmeno masking (quando uma
observacao contaminada por erros é ndo detectada em virtude de outras observacdes também
estarem contaminadas por erros) e ao swampling (quando uma observagdo nao contaminada
por erros é identificada erroneamente devido a influéncia de observagdes contaminadas por
erros).

No ambito nacional, alguns trabalhos sobre o controle de qualidade no ajustamento de
observacdes também foram publicados. Dentre estes, pode-se citar os estudos de Tommaselli
(1985), Mitishita (1986), Silva (1987), Firkowski (1988), Magro (1990), Camargo (1992),
Marques (1994), Moraes (2001), Oliveira e Dalmolin (2003), Teixeira e Ferreira (2003),
Machado e Monico (2004), Santos Junior et al. (2005), Monico et al. (2006), Santos (2006),
Oliveira (2007), Oliveira e Dalmolin (2008) e Carvalho (2009).

Os primeiros trabalhos (TOMMASELLI, 1985; MITISHITA, 1986; SILVA, 1987;
FIRKOWSKI, 1988; MAGRO, 1990), desenvolvidos no curso de pos-graduacdo em Ciéncias
Geodésicas da Universidade Federal do Parana, séo referentes a detec¢do e a identificacdo de
erros em fototriangulacdes.

Camargo (1992) apresenta procedimentos de testes estatisticos para deteccao,
identificacdo e adaptacdo de observacfes contaminadas por erros, aplicados ao ajustamento
sequencial por filtro da Kalman.

Em Marques (1994) é utilizada a andlise por componentes principais para detec¢éo e
identificacdo de multiplos outliers no método de fototriangulacdo por feixes de raios, em
conjunto com testes estatisticos como o teste t de student.

Em Moraes (2001), testes estatisticos para deteccdo e identificacdo de erros (teste
global do ajustamento e procedimento de teste data snooping), bem como medidas de
confiabilidade interna e externa, sédo aplicados na caracterizacdo de estremas no espaco

geomeétrico, para fins de registro de matricula imobiliaria.



137

Oliveira e Dalmolin (2003) apresentam critérios para a analise da geometria de redes
geodésicas por meio das componentes principais da matriz de covariancia das observagoes.

Em Teixeira e Ferreira (2003), sdo apresentadas as medidas de confiabilidade interna e
externa e os numeros de redundancia local, bem como um exemplo de aplicacdo pratica em
uma rede GPS.

Em Machado e Monico (2004), é apresentado o controle de qualidade do ajustamento
recursivo de observacGes GPS em linhas de base curtas, onde séo utilizados os testes para
deteccdo e identificacdo de erros nas observacfes, bem como o célculo da confiabilidade
interna destas.

Em Santos Junior et al. (2005) sdo aplicadas medidas de confiabilidade interna e
externa e os numeros de redundancia local, para verificar a confiabilidade e a precisdo de uma
rede gravimétrica ajustada por meio de observacdes médias ou independentes.

Monico et al. (2006), por sua vez, aplicam a confiabilidade interna e externa em uma
rede de nivelamento geométrico, e demonstram como estas medidas podem ser calculadas na
fase de planejamento do levantamento de campo.

Santos (2006) propGe estratégias de ajustamento para melhoria da confiabilidade e
precisdo dos pontos de redes geodésicas, para fins topograficos locais, por meio da teoria
convencional de confiabilidade, proposta por Baarda (1968).

Em Oliveira (2007) € proposta uma estratégia de otimizacdo dos pesos das
observacdes no ajustamento pelo problema de valor proprio inverso, aplicada ao planejamento
de redes geodésicas e utilizando critérios de precisédo e confiabilidade.

Em Oliveira e Dalmolin (2008) é discutida a influéncia da redundancia das
observagOes sobre a precisdo dos parametros no ajustamento, por meio de medidas de
confiabilidade, controlabilidade e sensibilidade, bem como sdo apresentados exemplos de
aplicacdo no planejamento e otimizacgdo de redes geodésicas.

Em Carvalho (2009) ¢é avaliado o desempenho de diferentes técnicas de ajustamento
para andlise de deslocamentos em redes GPS, e sdo utilizados os testes para deteccdo e
identificacdo de erros (teste global do ajustamento e procedimento data snooping), bem como
medidas de confiabilidade interna e externa.

Ap0s este relato dos diferentes trabalhos publicados ao longo dos anos dentro do tema
controle de qualidade, que demonstram 0s varios métodos existentes, na proxima secao sera
detalhado o estado da arte dentro do contexto da teoria de confiabilidade, que foi apresentada
no capitulo anterior. Posteriormente, uma abordagem alternativa a teoria de confiabilidade

para o controle de qualidade do ajustamento sera apresentada, o0 método QUAD.
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5.2 Medidas generalizadas de confiabilidade para multiplos outliers

Inicialmente, quando se assume que apenas um erro grosseiro 7 estd contaminado o

vetor das observagoes yny1, OU Seja, q¢ = 1, a matriz Cy, . se reduz ao vetor c,, ., e 0 vetor

Vgx1 S€ reduz ao escalar Vy,4 no modelo de erro Vy,,; = C, _ V., considerado.

nxq
Desta forma, adotando um valor de referéncia (4,) para o parametro de nao
centralidade do modelo A, uma solugdo Unica para a expressdo (4.21) pode ser obtida em

termos de V. Esta solucdo Unica para ¥, em mddulo, é dada por:

V| = J 2o (5.1)

Ty—1y_ y—1
CyZy Zgydy Cy

sendo 7 o menor erro detectavel (minimal detectable bias — MDB) no modelo, segundo o
teste da razdo de verossimilhanca adotado e o poder do teste (y,) estipulado.

Quando se considera ainda que, somente uma observacdo y; no vetor das observacdes
Ynx1 €St contaminada por este erro grosseiro (procedimento data snooping), a solucéo de
em (5.1) é dada por (BAARDA, 1968):

|Vyi

€0~y

Ao
= | T e- - (5.2)
\/cyizyle z 1cyi

onde ||7yi| ¢ 0 modulo do menor erro detectavel em y;, e 0 vetor Cy, é igual a

C

y=[00---0$0--- r
; :

0] , sendo i correspondente a linha da i-ésima (e Unica)

nx1

observacao y; suspeita de estar contaminada por este erro grosseiro.

Como existem (qzl) = n vetores ¢, possiveis, um para cada observacdo y; diferente,
existem n diferentes MDB para o procedimento data snooping, cada um referente a uma
observacao y; de y,.1 (parai =1,2,...,n).

Entretanto, quando g > 1, ou seja, supde-se a existéncia de mais de um erro grosseiro

no vetor das observacdes y,,, (existéncia de multiplos outliers), uma solucdo Unica para V
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em (4.21) ndo é possivel, pois se tem apenas uma equacao a (g > 1) incdgnitas, ou seja, um
numero infinito de diferentes vetores V,,, podem satisfazer a condigéao de (4.20).
Entretanto, se o vetor V,,; for decomposto em duas componentes, isto €, um vetor

unitario 7, ., e um escalar ¥, assumindo que o vetor unitario € uma “razéo de outliers”, a

componente escalar V pode ser obtida por (KNIGHT et al., 2010):

_ Ao
Vi = \/Vgcfz;lzgoz;lcyvu (5.3)
E, portanto, o correspondente vetor dos g—MDB ¢é dado por:
V=V, V=1 4 (5.4)
ax1 = Tuqxa® T Maxi, vl clzlx, 251C, 0y, '

onde V,,, deve ser calculado para todas as (Z) combinagdes possiveis da matriz C,, (ou seja,
para todos 0os modelos de erro possiveis para g outliers). Este procedimento ira resultar em

um vetor V,,, para uma razao particular Vit s de outliers, previamente estipulada.

Porém, como os outliers apresentam uma natureza aleatéria, esta razdo de outliers é

desconhecida a priori. Desta forma, deve-se escolher uma razdo de outliers que resulte no

MDB maximo na i-eésima observagéao y;, mesmo quando todas as (Z) combinagGes possiveis
da matriz C, sdo consideradas KNIGHT et al., 2010).

Uma das maneiras de se obter o MDB méaximo na i-ésima observacao y;, quando se
assume que existem g outliers contaminando o vetor das observagfes y,.;, (com
1 < g < n—u), é por meio do teorema de Rayleigh-Ritz.

O teorema de Rayleigh-Ritz estabelece que, para uma matriz simétrica C, e uma matriz
simétrica positiva-definida B, de ordens equivalentes (ou seja, de mesma dimensao), estando

um vetor aleatorio x restrito a seguinte condi¢cdo (OBER, 1996):

xTcx
TN = xTp x

A

< Amax (5.5)

onde Ain © Amax S0 0S autovalores minimo e maximo, respectivamente, do problema

generalizado de autovalores:
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(C—AB)u=0 (5.6)

O vetor aleatorio x,,4, que maximiza a expressdo (5.5) pode ser obtido pelo autovetor

u correspondente ao autovalor maximo 4,5, de (5.6), ou seja:

Xmax = Umax (5-7)

Da expressdo (4.21) para o parametro de ndo centralidade do modelo A,, a matriz B

T 1
CyZy'Za Zy'Cy

pode ser formulada como Bg,, = r»

, de forma que:

Ty—1y y—1
CyZy 2,2y

Y p=x"TBx=1 (5.8)
%o

VT

onde B satisfaz a condigdo de matriz simétrica positiva-definida, desde que 1 < g < n — u.
Como neste caso, x = V, deseja-se encontrar o vetor 7 que maximiza a expressao
(5.5), ou seja, 0 vetor dos MDB maximoparal < g <n —u.

A matriz C pode ser formulada entéo como C,,, = cg.c,,, onde o vetor ;. é dado por
l l l

00 .. 010 .. o0
=| 7 |

qx1

o , sendo i correspondente a linha do i-ésimo elemento

a; —

V; de V4., (0U seja, do outlier V; suspeito de estar contaminando a observagao y;, de acordo

com 0 modelo de erro Vy,,,, = Cynxq V1 adotado).

Desta forma, como V,,, trata-se de um vetor aleatorio, o vetor dos MDB maximo

g’,ﬁ" pode ser obtido pelo teorema de Rayleigh-Ritz (KNIGHT et al., 2010):

Amin < < Amas 5.9

onde os autovalores A e 0s respectivos autovetores u sdo obtidos por meio do problema

generalizado de autovalores:

[A6(Cy 2y 26, 251C) el cglu=Au (5.10)
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Portanto, 0 MDB V; maximo que contamina uma dada observacao y; (para um dado
parametro de ndo centralidade do modelo A, e um modelo de erro adotado

Vynx1 = Cynxq Vqx1) € dado por:

V7 = [ Amax (5.11)

E o correspondente vetor dos MDB V,,; para este caso é dado por:
T = U (5.12)

onde u,,4, € 0 autovetor correspondente ao autovalor maximo A,,4,. L0ogo, o valor do i-ésimo
elemento V; de ggﬁx, relacionado a observacdo y; suspeita de estar contaminada pelo erro

grosseiro V;, serd V; = \/Aax-
Alternativamente, pode-se utilizar a decomposicdo de Cholesky em (5.10) e

particionar a matriz Cynxq em [Cjnxq_1 Cyi]”xq’ onde
T
Cyi:[o 0 .0 }J 0 . 0] , sendo i correspondente a linha da i-ésima

nx1

observacao y; suspeita de estar contaminada pelo outlier V; correspondente.

Por exemplo, quando o vetor y,,, possui n = 6 observacdes, e suspeita-se que q = 2
observacdes estdo suspeitas de estarem contaminadas por erros grosseiros, no caso em que se
deseja determinar o maior MDB na segunda observacgao y, de ye,1, assumindo que a outra
observacao também contaminada por um erro grosseiro € a quinta observacdo ys, 0 vetor Cy,

iooooT

se torna Cy. =€y = [O
t 2 =2 6x1

, € a matriz Cj se torna o vetor
nxq-—1

l

, _,_[000010]T
Tnxq—1 ~ Jex1 =5 6x1

Utilizando a decomposicdo de Cholesky em (5.10) e o particionamento da matriz

Cynxq em [Cjnxq_1 Cyi]"xq’ o MDB qui em y; (considerando g-outliers) é dado por (KNIGHT
etal., 2010):
Uy,
v = == (5.13)
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sendo que },, € 0 MDB em y; no procedimento data snooping (onde g = 1), dado por (4.25),

e pi‘fj é o i-ésimo coeficiente de correlagdo multipla, dado por (ALMAGBILE et al., 2011):

T y—1y y—1p Ty—1y y—1py=1,Typ—1y  yp—1
Cy; 2y ZegZy Cj(Cj 2y Zey 2y "Cj)1C; Xy "Xy Xy "Cy,

q

p;: = — — (5.14)
b ¢y, Zy ey Ty ey,

Como o i-ésimo coeficiente de correlacdo mdaltipla esta contido entre:

0<p/ <1 (5.15)

O MDB na i-ésima observacao y;, para g-outliers em y,,,1, € sempre maior ou igual

ao correspondente MDB para um outlier (g = 1 no procedimento data snooping).

Como para cada valor de g, tem-se (’;:i) combinagdes da matriz C;, para cada

observagéo y;, tem-se (Z:i) MDB associados, considerando a existéncia de g-outliers.

Por exemplo, para g = 2 (existéncia de dois outliers em y,,,1), tem-se (Zj =n-1
possiveis vetores c;, e, portanto, n — 1 diferentes MDB para cada observagdo y; (um MDB
para cada uma das n — 1 observac0es restantes, pois g = 2).

A controlabilidade de uma observacédo y; é uma medida de confiabilidade derivada do

MDB desta observacao y;. A controlabilidade Cyi de y; é dada por (KNIGHT et al., 2010):

C, = D (5.16)
Yi oy, '

Ou seja, € a razdo entre o MDB (V) de y;, e o respectivo desvio padrdo (o,,) desta

observagdo. Considerando a existéncia de apenas um outlier em y,,; (ou seja, g = 1),

multiplicando a equacgéo (5.2) por % a controlabilidade de y; resulta em:
Vi

Ao

C, = (5.17)
Vi T T y—1y_  y-—1 '
l cin'ycyiciny 2202y Cy;
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Considerando agora a existéncia de multiplos outliers em y,,; (ou seja, g > 1),
combinando as expressdes (5.13), (5.16) e (5.17), a controlabilidade de uma observacéo y;,

para q outliers em y,,,.,, é dada por (KNIGHT et, 2010):

Cl = —— (5.18)

Analisando a expressdo (5.18), nota-se que a controlabilidade Cji de uma observacéo

y; para (g > 1) outliers, tal como o seu MDB, é sempre maior ou igual a sua controlabilidade

C,. quando se assume que apenas esta observacdo y; esta contaminada por erros (onde
l

q = 1). Além disso, para cada observacdo y;, tem-se (Z:i) medidas de confiabilidade

associadas, uma para cada modelo de erro C,, = [C; Cyi] considerado.

Outras medidas que podem ser consideradas sdo 0s numeros de confiabilidade,
derivados da controlabilidade, e que removem o efeito do parametro de ndo centralidade do
modelo A,.

Para o procedimento de teste data snooping (onde g = 1), o numero de confiabilidade
de uma observacdo y; é dado por (SCHAFFRIN, 1997):

= _ T T y—1 -1
i = Cy2yCyCyi2y 26,2y Cy, (5.19)
sendo que o nimero de confiabilidade 7; de y; esta restrito ao seguinte intervalo:

= T T y—1
0 <1 <c¢y2ycy.cy257Cy (5.20)

Quando as observagdes sdo nao correlacionadas (ou seja, a matriz de covariancia X,

do vetor das observagdes y,,, € diagonal), os numeros de confiabilidade (7;) sdo equivalentes

aos numeros de redundancia (;).

Nestes casos, para uma observagéo y;, 0 seu nimero de confiabilidade torna-se:

=1 =022, ¢y, (5.21)
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sendo que 0s numeros de redundancia estdo restritos ao seguinte intervalo:
0<nr<1 (5.22)

E a sua soma resulta em Y7, =n—u. A generalizacgdo do numero de
confiabilidade #; de y;, para g outliers em y,,, (¢ > 1), é dada por (ALMAGBILE et al.,
2011):

it =7 [1- (p])?] (5.23)

E o numero de confiabilidade r‘i" de y;, para q outliers, estd restrito ao seguinte
intervalo (KNIGHT et al., 2010):

0 <7 <c}Eycycy2y ey [l - (pf)?] (5.24)

Analisando as expressdes (5.23) e (5.24), nota-se que o numero de confiabilidade
7. de uma observagdo y;, para g > 1 outliers, é sempre menor ou igual ao seu nimero de
confiabilidade 7;, quando se assume que apenas esta observacao y; esta contaminada por erros
(ou seja, quando g = 1).

Se as observacgdes sdo consideradas ndo correlacionadas, 0os numeros de confiabilidade
7! para q outliers sdo equivalentes aos nimeros de redundancia r; para g outliers. Neste caso,
para uma observacdo y;, o nimero de confiabilidade torna-se (KNIGHT et al., 2010):

== ey e Ey oy = 6y e 2y GG 2 B By ) TG X e 2y ey, (5.25)

sendo que os nimeros de redundancia ;* para q outliers estdo restritos ao seguinte intervalo:
q
0<rl<1 (5.26)

E a sua soma resultaem Y7, 7 = (n — u) — g + 1. Analisando as expressées (5.21)
e (5.25), nota-se que os nimeros de redundancia r,” para g outliers sdo sempre menores ou

iguais aos numeros de redundancia r; para g = 1. Além disso, para cada observacao y;, tem-
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se (2:1) nimeros de confiabilidade r,?, um para cada modelo de erro C, = [(; ¢y ]
considerado.

Como os numeros de confiabilidade e de redundancia dependem do produto matricial
Z51x, 251, nota-se que o ideal é que as matrizes de covariancia Z, e X, , respectivamente do
vetor das observacgdes y,,; € do vetor dos erros aleatorios ajustados é,.,,, apresentem os seus
elementos fora da diagonal principal o mais préximo de zero possivel, ou seja, que as
observacdes e também os erros aleatorios apresentem uma baixa correlacgéo.

Por fim, outra medida de confiabilidade € a confiabilidade externa, que reflete o efeito
de possiveis MDB sobre o vetor dos pardmetros estimados X,,;. No caso do procedimento
data snooping, onde g = 1, o vetor confiabilidade externa Vx; . de uma observagdo y; é
obtido substituindo o MDB de y; na solu¢do por minimos quadrados, resultando em
(BAARDA, 1968):

Vxluxl = (Auonnannxu) Auxn nxncyl | | (5.27)

Para o caso de multiplos outliers (ou seja, g > 1), o vetor confiabilidade externa pode
ser obtido de maneira similar, substituindo os g—MDB qui das g—observacbes suspeitas

consideradas y; (parai = 1,2, ... ,q) nasolugdo por minimos quadrados de x, resultando em
(KNIGHT et al., 2010):

Veiy = ATWAY G (ATW W) s (5.28)

Quando se assume uma razao de outliers, utilizando a expresséo (5.4) para o vetor dos

MDB, o vetor confiabilidade externa torna-se:

- A
quxl = (ATWA)uJ%n (ATWC quxl\/VTCTZ 12/? 1Cqu) (529)

20%y nx1

Alternativamente, o vetor dos MDB dado por (5.12) também pode ser usado.
Entretanto, quando se suspeita da existéncia de multiplos outliers no vetor das observagdes

Ynx1 (OU S€ja, g > 1), 0s vetores dos MDB V., obtidos pela confiabilidade interna néo sdo os
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Unicos vetores que satisfazem a condigdo de (5.5), mesmo quando todas as (Z) combinagdes
possiveis para a matriz C,, sdo consideradas.

Conseqientemente, os vetores V,,; que maximizam a confiabilidade interna (ou seja,
0 MDB das observagdes de y,,), podem ndo ser os mesmos vetores V,,; que maximizam a
confiabilidade externa (ou seja, a influéncia destes sobre os parametros estimados em X,,,.1).

Portanto, quando se deseja obter o efeito maximo de possiveis g outliers em y,,1,
sobre um parametro especifico () de X, (onde 1 < k < u), pode ser utilizado o teorema
de Rayleigh-Ritz, de maneira similar ao MDB maximo de uma observacgédo especifica y; de
Ynx1, CONSiderando q outliers simultaneos em y,,,.; (ver a expressao 5.9).

Modificando as condicbes do teorema de Rayleigh-Ritz para maximizar o efeito de
possiveis g outliers em y,,, sobre um parametro especifico X, de X,,;, a confiabilidade

externa V&, deste pardmetro estimado %, torna-se:

V2 = [ Amax (5.30)

onde A4, corresponde ao autovalor maximo do problema generalizado de autovalores
(KNIGHT et al., 2010):

(Ao(CF 2y 26, 251C,) 1 C 55 A(ATWA) 2 cq (ATWA) TATWC))u = Au (5.31)

Onde c¢I, semelhante ao vetor c

. yp, € um vetor unitario dado por

T
ro[0 0 - 0%0 - 0]

Cz, , onde k corresponde a linha do k-ésimo parametro

ux1

X\ cuja confiabilidade externa deseja-se ser maximizada.

Como os vetores V,,, que maximizam a confiabilidade interna qui de uma observacao
yi (para q outliers) sdo, em geral, diferentes dos vetores V., que maximizam a confiabilidade
externa Va?,‘z de um parametro estimado X, (também para g outliers), geralmente a

confiabilidade interna e a confiabilidade externa séo tratadas separadamente quando g > 1.

Além disso, para cada parametro X, (com k = 1,2,...,u), tem-se (2) confiabilidades

externas associadas, um para cada modelo de erro C,, = [C; Cyi] considerado.
Nota-se ainda que, nenhuma das medidas de confiabilidade apresentadas dependem do

valor numerico do vetor das observacles y,.:1, €stando estas medidas relacionadas com a
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geometria/configuracdo do problema, a precisdo das observac6es, bem como o modelo de erro
e 0 numero de outliers g considerado, além do poder do teste estipulado.

Desta forma, as relacGes apresentadas independem do fato de se estar considerando o
vetor y das observacdes originais em um sistema linear, como em (2.3), ou o vetor [ =y — y,
para o caso geral de sistemas de equacOes linearizados, por meio do denominado modelo de

Gauss-Markov, como em (2.62).

5.3 Deteccdo quase-acurada de outliers para observagoes correlacionadas

Conforme ja mencionado, o controle da influéncia de possiveis outliers no processo de
estimacao por minimos quadrados recai em duas vastas categorias: os procedimentos de teste
convencionais para deteccdo de outliers, e os métodos de estimacéo robusta.

Entretanto, ambas correntes fazem uso da magnitude do vetor dos residuos ajustados
Uny1 (ou analogamente, do vetor dos erros aleatorios ajustados é,,,4), sendo que a influéncia
de possiveis outliers no vetor das observacdes y,,, (ou no vetor L,,,, para 0 caso geral de
modelos linearizados), pode ser parcialmente (ou completamente) absorvida na estimacédo dos
parametros incognitos X,,,,, ndo sendo, necessariamente, refletida nas componentes do vetor
dos residuos ajustados Uy, .

Considerando estas questdes, um novo método, denominado QUAD (“Quasi-Accurate
Detection of gross errors” — Deteccdo quase-acurada de erros grosseiros), baseado no
principio do “Ajustamento Quase-Estavel” (“Quasi-Stable Adjustment”), foi desenvolvido
para a deteccéo e identificacdo simultanea de multiplos outliers nas observacoes.

O método QUAD resolve a deficiéncia de posto do sistema de equacdes que relaciona
os erros verdadeiros com as observacgdes, adicionando restricbes sobre a norma minima dos
erros verdadeiros das observacdes selecionadas como “quase-acuradas”. Ou seja, ao contrario
dos demais métodos, 0 método QUAD se baseia na relacdo funcional existente entre as
observagdes e 0s erros verdadeiros, e ndo no vetor dos residuos ajustados 7,1, obtido ap6s o
processo de estimacdo pelo MMQ (OU, 1999).

O sistema de equacdes que relaciona o vetor dos erros verdadeiros &, (ver o capitulo

anterior, Teoria Convencional de Confiabilidade do Ajustamento) com o vetor das
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observacoes [,,,, para o caso geral de modelos linearizados, por meio do modelo de Gauss-
Markov (ver a expressdo 2.62), é dado por (GUI et al., 2005):

Ruxn&nx1 = Ruxnlnx (5.32)

onde a matriz R,,,.,, € idempotente e possui rank(R) = n — u, sendo dada por:
Rnxn = Inxn - Unxn = Inxn - Anxu(A{anannAnxu)_l Agonnxn (533)

onde Upyn = A (AL WhanAnsw) ™t ALy Whxn também é uma matriz idempotente e
denominada matriz dos fatores ajustados, ou ainda, “hat matrix” (ver a expressao (4.13)).

O fato do sistema de equagfes em (5.32), que determina a relacdo analitica entre 0s
erros verdadeiros e as observagdes, apresentar deficiéncia de posto (a matriz R possui
dimensdo nxn e rank =n —u), ndo impede que este sistema possa ser resolvido
matematicamente. Entretanto, a solu¢cdo matematica obtida deve apresentar significado fisico
razoavel, ou seja, deve ser compativel com a realidade do problema em questdo (como a
precisdo e correlacdo das observacdes, configuracdo/geometria do problema e etc.).

Frente a estas questdes, utilizando a idéia do “Ajustamento Quase Estavel”, o
principio do método QUAD consiste em selecionar r observacdes apropriadas (sendo
u<r <mn), denominadas “observacdes quase-acuradas” (QAO - Quasi-Accurate
Observations), para solucionar o sistema em (5.32), sob a restricdo de a solugdo apresentar
norma minima dos erros verdadeiros das observagdes quase-acuradas selecionadas (OU,
1999).

Em outras palavras, as r observacdes selecionadas como quase acuradas devem ter 0s
seus erros verdadeiros estimados segundo o método dos minimos quadrados (o que é possivel,
pois r > u).

Esta solucdo pode ser obtida utilizando as equacdes de condigdo estendidas (OU,
1999):

{Rnxngnxl = Rpxnlnx1 (5 34)
Aﬂxrvvrxrgrxl =0

onde A,.,,, € uma sub-matriz da matriz design A, correspondente apenas as r observacdes

guase-acuradas (QAQ), W,.,- € uma sub-matriz da matriz peso W, de L., relativa apenas
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as r QAO selecionadas, e €, é 0 vetor dos erros verdadeiros, também relativo somente as r
observacodes selecionadas como quase-acuradas.

Quando todas as observacdes sdo selecionadas como QAO, isto é, r = n, entdo o vetor
dos erros verdadeiros &,,; coincide com o vetor dos erros aleatorios estimados por minimos
quadrados é,,,; (ver a expressdo (4.1), onde €,,1 = enx1 + Vix1), iSt0 é, todas as observacoes
apresentam norma minima para os erros verdadeiros (pois apenas erros aleatorios contaminam
as observacoes, e a solugdo pelo MMQ, conforme j& visto, é a solugdo que apresenta norma
minima para estes erros).

Desta forma, a chave do método QUAD é como selecionar corretamente as
observagdes quase-acuradas (observagdes de baixa precisdo e/ou contaminadas por erros ndo
aleatdrios ndo devem ser selecionadas).

Geralmente, as QAOQ apropriadas sdo escolhidas por meio de duas etapas, incluindo
escolhas preliminares e finais. Entretanto, para o caso de observacdes correlacionadas, um
critério possivel é utilizar diretamente os indicadores de sensibilidade local.

No caso geral de modelos linearizados (ver a expressdo 2.62), o indicador de
sensibilidade local de uma observacédo [; representa a sensibilidade da norma quadréatica dos
residuos 7., W.nP1.n (@ qual se deseja minimizar na estimagdo por minimos quadrados),
em relacdo a uma dada perturbacdo (erro) nesta observacdo. Para uma observacdo [;, 0 seu
indicador de sensibilidade local ; é dado por (GUO et al., 2007):
| T

Cl. WhxnBRuxnlnx1
lixn

1x

T
Cl. WhaxnRnxnCl;
l1xn

(5.35)

T, =

lnx1

Quanto maior o indicador de sensibilidade local de uma observacdo [;, maior € a
probabilidade desta observagéo estar contaminada por outliers. Desta forma, uma observacéao

[; seréa selecionada como uma observagdo quase-acurada se a seguinte condicdo for satisfeita:

7, < ko2 (5.36)

onde a2 é o fator de variancia das observacGes, e k € uma constante, usualmente tomada entre

1,5 < k < 2,5. Como o fator de variancia das observagdes €, em muitos casos, desconhecido,

pode-se substituir o pardmetro Vo2 na equacdo (5.36) pelo seu “robust least median of
squares estimator” (GUO et al., 2007):
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& = 1,4826 /med;'“"“ (t?) (5.37)

Selecionadas as r observagdes quase-acuradas (QAQO) por meio deste procedimento
(com u <r <n), o vetor dos erros verdadeiros (&,,,) tem a sua estimativa por minimos
quadrados (£,,,1) obtida solucionando as equagdes de condicédo estendidas em (5.34).

Se as r observagOes quase-acuradas forem selecionadas adequadamente, um fendmeno
distinto e interessante, denominado “hive-off” ira ocorrer: Algumas observagdes (das n —r
restantes, ndo selecionadas como QAOQ) irdo apresentar valores estimados para 0s seus erros
(€;) muito elevados, significativamente maiores do que as demais observagoes, e, desta forma,
todos o0s possiveis outliers no vetor l,,; podem ser localizados e identificados
simultaneamente, em um Unico procedimento (ou seja, sem iteracdes).

Uma solucdo mais pratica para o sistema de equacbes em (5.34), utilizado para se
obter o fenomeno “hive-off ”, é atribuir pesos praticamente nulos para as (n — r) observacGes
ndo selecionadas como quase-acuradas.

Por exemplo, na matriz peso original (I,,,) das observacbes, mantém-se 0 peso
original das r observacdes selecionadas como QAO, e para as demais, atribui-se um peso
muito baixo, como por exemplo, w; =1 (paraj = 1,2,...,n—1).

Além disso, os elementos fora da diagonal principal de W,,,,, em geral relativos as
correlacdes entre as observacdes e muito pequenos, sdo zerados. O vetor dos erros ajustados

de todas as n observacoes (&,,,) pode entdo, ser obtido por:

énx1 = [ Inxn — Anxu (AEonn?annxu)_l Aﬂxn ancn] lnx1 (5-38)

Onde ann é a matriz peso das observagdes modificada, que mantém o peso original das r
observagdes selecionadas como QAO, e atribui um peso muito baixo (como por exemplo, w; = 1)
para as (n — r) observacGes restantes, ndo selecionadas como quase-acuradas.

Importante salientar que esta solugdo mais pratica para se obter o fendmeno “hive-off”,
por meio da expressao (5.38), foi descoberta nesta presente dissertacdo, pois, 0 sistema de
equacdes estendidas em (5.34) ndo é de facil solucéo.

A proxima etapa do procedimento, apds identificar as observagBes possivelmente
contaminadas por outliers, & buscar minimizar ou remover a influéncia destes sobre 0s

resultados do ajustamento (ou seja, sobre o vetor dos parametros estimados).
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Desta forma, assumindo que g observacbes do vetor [,,,, das (n — r) restantes (onde
q <n—r), foram identificadas como possiveis outliers pelo fenomeno ‘“hive-off”, estas
podem ter as magnitudes de seus erros ndo aleatorios (distarbios) estimadas por minimos
quadrados, resultando em (GUO et al., 2007):

ﬁqxl = (CquonnannxnClnxq)c;J%qCquonnannxnlnxl (5.39)

onde V,,, € 0 vetor dos g outliers, estimado por minimos quadrados, e Clnxq € a matriz

referente a0 modelo de erro adotado, no caso, Clnxq =c Inxq, sendo
1

lilnxlcliznxl Cliqnx
lir, liz, ..., lig @s q observagOes identificadas como suspeitas de estarem contaminadas por
erros grosseiros (outliers), por meio do fenémeno “hive-off”.

A matriz de covariancia de ¥,,,, pela lei de propagagdo de covariancias, é dada por:
Eﬁqxq = (Cquon”x”RnxnClnxq)C;%q (540)

Por fim, a estimagdo por minimos quadrados para o vetor dos parametros incégnitos
do modelo, considerando (e minimizando) a influéncia dos possiveis g outliers identificados,
é dada por (GUO et al., 2007):

fuxl = (AEJmVl/nannxu)_1 AEonnxn(lnxl - Clnxq |?qxl) (5-41)
E a sua matriz de covariancia resulta em (GUO et al., 2007):

Se = (ATWA)L, + [(ATWA) AT C,Zo CTWAATWA) (5.42)

Tuxu
Comparando a expressao (5.42) com a expresséo (2.46), nota-se um aumento aparente
da precisdo dos parametros estimados quando os outliers no vetor [,,, deveriam ter sido
levados em conta, porém, foram ignorados no processo de estimacdo. Em outras palavras, a
lei de propagacdo de covariancias superestima a precisdo dos parametros estimados, quando
existem erros ndo aleatorios que foram negligenciados nas observacdes.
Ressalva-se que este procedimento para remover a influéncia dos outliers identificados

€ necessario, pois, embora 0s erros verdadeiros das observagdes possam ser estimados
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diretamente por meio da expressdao (5.34), ou entdo da expressdo (5.38), as observacoes
contaminadas por outliers possuem duas componentes em seus erros verdadeiros: 0s
(inevitaveis) erros aleatdrios, e os erros ndo aleatorios (que sdo os quais se busca identificar e
minimizar a influéncia no modelo, ver também a expressao 4.1 e a Figura 4.1).

O método QUAD para deteccdo e identificacdo de outliers é significativamente
diferente dos procedimentos de testes convencionais, uma vez que ndo requer testes
estatisticos, e ndo possui medidas de confiabilidade associadas, fazendo uso unicamente do
fendmeno “hive-off” para deteccdo e identificacdo simultanea de (mdaltiplos) outliers no vetor
das observacdes l,,;, sem processos iterativos, contanto que as observagdes ditas “quase-
acuradas” (QAO) tenham sido selecionadas adequadamente.

Com este capitulo, encerram-se os principais fundamentos tedricos necessarios para a
realizacdo dos experimentos desta dissertagdo. Maiores detalhes sobre os temas abordados
podem ser obtidos em Ober (1996), Angus (2006), Knight et al. (2010), Almagbile et al.
(2011), Ou (1999), Chai et al. (2002), Gui et al. (2005) e Guo et al. (2007).
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6 EXPERIMENTOS, RESULTADOS OBTIDOS E ANALISES

Exposta a fundamentacdo tedrica necessaria nos capitulos anteriores, este capitulo
trata dos experimentos realizados nesta dissertagao.

Conforme j& mencionado, o objetivo deste trabalho € realizar uma pesquisa na area do
controle de qualidade do ajustamento de observacdes geodeésicas, utilizando tanto a teoria
convencional de confiabilidade quanto a sua extensdo para multiplos outliers, bem como
verificar como o modelo estocastico (precisdo das observacGes) e o modelo funcional
(relacionado com a geometria/configuracdo do problema) podem influenciar nestas medidas
de confiabilidade.

Portanto, neste capitulo, serdo feitos experimentos simulando diferentes cenarios em
uma rede GPS (Global Positioning System), bem como analisados e discutidos os resultados
obtidos.

Desta forma, a rede geodésica utilizada neste estudo é uma rede tridimensional GPS,
retirada de Ghilani e Wolf (2006, pagina 313), conforme ilustra a Figura 6.1. Ela é composta
por dados reais, coletados em campo.

A
Figura 6.1 — Rede GPS utilizada nos experimentos, com os vértices A e B como pontos de controle.
Fonte: Ghilani e Wolf (2006)

Analisando a Figura 6.1, nota-se que a rede constitui-se de seis Vvértices (pontos com
coordenadas cartesianas geocéntricas — X Y Z), e, a principio, de onze linhas-base (distancias
relativas entre os veértices — AX AY AZ), sendo os vértices A e B pontos de controle (com

coordenadas injuncionadas de maneira absoluta, materializando o referencial). Entretanto, o
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par de vértices F e A e também o par de vértices F e B possuem duas linhas-base distintas
cada (denominadas FA e AF e também FB e BF, respectivamente), e, desta forma, na
realidade a rede GPS em estudo se constitui de treze linhas-base independentes.

Portanto, o nimero de observacdes é n = 13 X 3 = 39 (componentes AX AY AZ das
treze linhas-base), 0 nimero de incognitas é u = 4 x 3 = 12 (coordenadas X Y Z dos vértices
desconhecidos C, D, E, F) e 0 numero de injuncdes € 2 X 3 = 6 (coordenadas X Y Z dos
pontos de controle A e B).

As covariancias entre componentes de diferentes linhas-base, por serem muito dificeis
de serem estimadas com confianca (ver, por exemplo, MONICO, 2008), foram consideradas
nulas, e as variancias e covariancias das componentes de cada linha-base foram obtidas por
meio do posicionamento GPS relativo que foi realizado para estimar o valor numérico de suas
componentes AX AY AZ (GHILANI; WOLF, 2006).

Desta forma, a MVC das observagdes tem a seguinte estrutura bloco-diagonal (3 x 3):

2

[ Ojx,  Oax,av, Oax,az, 0 0 0 0
Opvyax,  Okv,  Oavyaz, 0 0 0 0
O07z,,40%, OAz,AY, szl 0 0 0 0

0 0 0 Oix,  Oaxyav, OAX,iz, 0 0 0
0 0 0 0py,,4X, GLIZYZ 07Y,,A7, 0 0 0
0 0 0 07z,,0%, OAZ,,AY, szz 0 0 0
ijk OAx,,AY,  OAXy,AZ)
OAY AKX, Ufyk OAY 1, AZ
OAzy, A%y, OAZy,AYy UAZZk

Ou seja, cada uma das k-linhas-base possui uma matriz 3 x 3 relativa as variancias e
covariancias de suas componentes (AX AY AZ). A MVC completa das observagdes serd uma
matriz de dimensdo n X n (onde n = 3 X k), de estrutura bloco-diagonal 3 x 3, sendo que as
covariancias entre as componentes de diferentes linhas-base (ou seja, os elementos da MVC
fora desta estrutura bloco-diagonal 3 x 3), sdo assumidas serem nulas.

Detalhes sobre o posicionamento GPS relativo entre dois vértices, bem como o
ajustamento de redes GPS, podem ser obtidos em Leick (2004), Ghilani e Wolf (2006) e
tambem em Monico (2008).

Desta forma, as variancias e covariancias das componentes de cada uma das k = 13

linhas-base foram obtidas em Ghilani e Wolf (2006, pagina 323), e a Tabela 6.1 apresenta o
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vetor das observacdes ys;q,1 (COmponentes AX AY AZ de cada uma das treze linhas-base),

bem como a matriz de variancias e covariancias (MVC) destas, além dos respectivos desvios

padrdes de cada uma das n = 39 observacoes.

Tabela 6.1 — Vetor das observacdes da rede GPS e suas respectivas variancias e covariancias.

Observagdes | Vetor ysz9,q (M) | MVC de cada linha-base AX;; AY,; AZ;; | Desvio padrdo (m)
AXac 11644,2232 0,00098840 | -0,00000958 | 0,00000952 0,031
AY pc 3601,2165 -0,00000958 | 0,00093770 | -0,00000952 0,031
AZnc 3399,2550 0,00000952 | -0,00000952 | 0,00098270 0,031
AXag -5321,7164 0,00021580 | -0,00000210 | 0,00000216 0,015
AY pe 3634,0754 -0,00000210 | 0,00019190 | -0,00000210 0,014
AZe 3173,6652 0,00000216 | -0,00000210 | 0,00020050 0,014
AXgc 3960,5442 0,00023050 | -0,00000223 | 0,00000207 0,015
AYgc -6681,2467 -0,00000223 | 0,00025460 | -0,00000223 0,016
AZgc -7279,0148 0,00000207 | -0,00000223 | 0,00022520 0,015
AXgp -11167,6076 0,00027000 | -0,00000275 | 0,00000285 0,016
AYgp -394,5204 -0,00000275 | 0,00027210 | -0,00000272 0,016
AZgp -907,9593 0,00000285 | -0,00000272 | 0,00026700 0,016
AXpc 15128,1647 0,00014610 | -0,00000143 | 0,00000134 0,012
AYpc -6286,7054 -0,00000143 | 0,00016140 | -0,00000144 0,013
AZpc -6371,0583 0,00000134 | -0,00000144 | 0,00013080 0,011
AXpe -1837,7459 0,00012310 | -0,00000119 | 0,00000122 0,011
AYpe -6253,8534 -0,00000119 | 0,00012770 | -0,00000121 0,011
AZpe -6596,6697 0,00000122 | -0,00000121 | 0,00012830 0,011
AXga -1116,4523 0,00007475 | -0,00000079 | 0,00000088 0,009
AYEp -4596,1610 -0,00000079 | 0,00006593 | -0,00000081 0,008
AZep -4355,9062 0,00000088 | -0,00000081 | 0,00007616 0,009
AXkc 10527,7852 0,00025670 | -0,00000225 | 0,00000240 0,016
AYEc -994,9377 -0,00000225 | 0,00021630 | -0,00000227 0,015
AZgc -956,6246 0,00000240 | -0,00000227 | 0,00023970 0,015
AXre -6438,1364 0,00009442 | -0,00000092 | 0,00000104 0,010
AYre -962,0694 -0,00000092 | 0,00009959 | -0,00000089 0,010
AZee -1182,2305 0,00000104 | -0,00000089 | 0,00008826 0,009
AXpp -4600,3787 0,00009330 | -0,00000099 | 0,00000090 0,010
AYgp 5291,7785 -0,00000099 | 0,00009875 | -0,00000099 0,010
AZep 5414,4311 0,00000090 | -0,00000099 | 0,00012040 0,011
AXpp 6567,2311 0,00006643 | -0,00000065 | 0,00000069 0,008
AYgs 5686,2926 -0,00000065 | 0,00007465 | -0,00000064 0,009
AZeg 6322,3917 0,00000069 | -0,00000064 | 0,00006048 0,008
AXpr -6567,2310 0,00005512 | -0,00000063 | 0,00000061 0,007
AYge -5686,3033 -0,00000063 | 0,00007472 | -0,00000063 0,009
AZge -6322,3807 0,00000061 | -0,00000063 | 0,00006629 0,008
AXar 1116,4577 0,00006619 | -0,00000080 | 0,00000090 0,008
AY pp 4596,1553 -0,00000080 | 0,00008108 | -0,00000082 0,009
AZ e 4355,9141 0,00000090 | -0,00000082 | 0,00009376 0,010

Fonte: Ghilani e Wolf (2006)
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Analisando a Tabela 6.1, nota-se que as componentes das diferentes linhas-base
possuem precisdo (desvio padrdo) semelhante (entre 7mm e 16 mm), a excecdo das
componentes da linha-base AC, que possuem uma precisdo ligeiramente inferior as demais
(cerca de 31 mm).

Analisando ainda a Tabela 6.1, nota-se que as covariancias entre as componentes de
uma mesma linha-base sdo cerca de cem vezes menores que as variancias das componentes
desta linha-base, ou seja, em termos relativos, as variancias sdo significativamente maiores do
que as covariancias das componentes (observacoes) de cada linha-base.

As coordenadas cartesianas geocéntricas dos pontos de controle A e C séo dadas por
X4 = —2413963,823 m, Yy = —4395420,994 m, Z, = 3930059,456m e
Xc =-—2413073,302m, Y, = —4393796,994 m, Z, = 3932699,132 m (GHILANI;
WOLF, 2006, pagina 330). O sistema de equaces, para cada linha-base IJ, é dado por:

AXI] =X]_XI
MYy =Y -,
AZI] =Z] _ZI

Desta forma, a matriz design A, que relaciona as observacdes com 0s parametros, é
formada por coeficientes 0, 1 e —1, e, portanto, o sistema de equacdes ja é linear em relacdo
aos parametros. Definidas as observacdes, 0s parametros, e a estrutura da matriz design 4, o

sistema de equacdes que se deseja ajustar:

Y3ox1 = Azox12X1261 + €30x1

tem a seguinte forma matricial:
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AX 0]
222 1 0 0 000 O O O 0 O O0f =
AX 0100000 O O O O O e;
4] 10 01 0 00 0 0 O O 0 O e;
Mgl 1000100 0 0 0 0 0 0 ey
AZ g 000010 0 O O O 0 O es
AXpce 0000010 O O O 0 O €s
AYgel 11 00000 0 0 O O 0 O ey
AZ 01000O0TUO0 O O O O O eg
AX;C) 001000 O0 O O O 0 O CH
AY,,| (000000 1 0 0 0 0 0 €10
AZgy| 1000000 0 1 0 0 0 0 e
ax.l [000000 0 0 1 0 0 0 ez
AY 100000-10 0 0 0 0 e
¢l 1o 10000 0 -1 0 0 0 0{rxeq [C4
A%pcl o001 000 0 0 -1 0 0 0y | [es
AXpg| Joo 0001 00 -1 0 0 0 0 O0ffg €16
Mgl 1o 00010 0 =1 0 0 0 0y | [e
AYpg| 10 00001 0 0 -1 0 0 0 Yg €18
AX 0000O0OTO0O O 0 -1 0 0 €19
AYFF:=0000000 0 0 0—10)Z(E+ezo
Az, [0 00000 0 0o 0o o o -1t |ex
ax| [t 00000 0 0 0 -1 0 0 Yo | [ex
el (8308888 8 8 8 g o)
—_ F 24
Arcl 10000100 0 0 0o -1 0 ollv] les
A¥egl 10000010 0 0 0 0 -1 0llz,] [e
AYsgi o0 0001 0 0 0 0 0 -1 ez7
AZggi looo0o0o0 1 0 0 -1 0 0 €28
Mp| 100 0O0O0O0O O 1 0 0 -1 0 €29
A,y 100 00O0O0O O O 1 0 0 -1 €30
Myl [000000 0 0 0 -1 0 o0 €31
AX.,| 1000000 0 0 0 0 -1 0 es2
AY,,| [000000 0 0 0 0 0 -1 €33
rzZ,,| 000000 0 0 0 1 0 0 €34
AY,| [0 00000 0 0 0 0 1 0 ess
A | 000000 0 0 0o 0 0 1 €36
azp| (000000 0 0 0 1 0 0 es
axe| [000000 0 0 0 0 1 0 ess
AY 0o o0 000 0 0 0 0 o0 11 Le;o]
AF
wm

Conforme ja mencionado, a MVC (matriz de variancias e covariancias) das
observacGes € uma matriz de dimensdo 39 por 39, de estrutura bloco diagonal, onde os
elementos da diagonal principal correspondem as variancias das observacgoes, e os elementos
fora da diagonal principal correspondem as covariancias entre as observacoes.

Também conforme j& mencionado, para componentes de uma mesma linha-base, as
covariancias sao cerca de cem vezes menores que as variancias das observacGes, e para
componentes de diferentes linhas-base, as covariancias foram assumidas serem nulas,
formando uma estrutura bloco diagonal 3x3 (para maiores detalhes, ver GHILANI; WOLF,
2006 e também MONICO, 2008).
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6.1 Ajustamento por Minimos Quadrados da Rede GPS

Como o sistema de equagfes para o0 ajustamento da rede GPS ja é linear em relagdo
aos parametros, nao é necessario um vetor de parametros aproximados e também iteracoes até
que o ajustamento apresente solucdo convergente, podendo a solucdo do mesmo ser obtida
diretamente por meio da expressao 2.11.

Entretanto, visando demonstrar a aplicacdo da teoria de confiabilidade para o caso
geral de modelos linearizados, foi estipulado um vetor dos pardmetros aproximados como
sendo igual ao vetor nulo, ou seja: x; = [0]12x1-

Desta forma, como o sistema de equacgdes ja é inicialmente linear em relacdo aos
parametros, as derivadas parciais das equacdes de observacao, em relacdo aos parametros, e
aplicadas ao vetor x,, resultam na matriz design A original. Entretanto, a aplicacdo do vetor

dos parametros aproximados x:

S
R

“12x1

ao sistema de n = 3 x 13 = 39 equac0es:

AXI] =X]_XI
AY, =Y, -,
AZI] :Z] _ZI

resulta no seguinte vetor y, (em metros):
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—402,35087
4652995,30109
—4349760,77753
—402,35087
4652995,30109
—4349760,77753
—8086,03178
4642712,84739
—4360439,08326
—8086,03178
4642712,84739
—4360439,08326

SO OO OO

402,35087

Yo =|—4652995,30109

4349760,77753
0

SO OO OO OO

8086,03178
—4642712,84739
4360439,08326
—8086,03178
4642712,84739
—4360439,08326
—402,35087
4652995,30109
[—4349760,77753

39x1

Os elementos do vetor y,, em modulo, resultam em zero (para linhas-base com dois
pontos desconhecidos), ou na respectiva coordenada do ponto de controle (para linhas-base
com um ponto desconhecido e um ponto de controle). O vetor [, de dimensdo 39 por 1, €
entdo obtido por: I =y — y,.

A matriz peso, seguindo o procedimento usualmente encontrado na literatura, é igual
ao inverso da MVC das observacdes, ou seja: W = 0§ X, sendo o fator de variancia a priori
arbitrado em o2 = 1 (em outras palavras, assume-se que as variancias e covariancias das
observacdes estdo bem determinadas).

Definidas as matrizes A e W, bem como o vetor [, o vetor de correcdo aos parametros

aproximados é obtido por (expressao 2.60):
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— T =1 »gT
X12x1 = (A12x39W39x39A39x12) A12x39W39x39l39x1

Como o vetor dos parametros aproximados € igual ao vetor nulo, o vetor dos

parametros estimados (coordenadas dos pontos desconhecidos) torna-se (em metros):

o
12046581 1 | 7.

—4649394,083| |,

4353160,064 ¢
—4919,339 Xg

—4649361,220 Ye
o x. . _| 4352934,455 7
12x1 12x1 —3081,583 )?D
—4643107,369 A
4359531,123 5
1518,801
—4648399,145! |XF
| 4354116,691 1 | Y¢

Este € o vetor solucdo (coordenadas estimadas) do ajustamento por minimos
guadrados da rede GPS. A matriz de covariancia X; destes parametros estimados pode ser
obtida por meio da lei de propagacdo de covariancias (expressdo 2.46), mas nao sera aqui
considerada por nao fazer parte dos objetivos desta dissertacdo. Além disso, como o modelo

ja é linear em relacdo aos parametros, ndo é necessario o processo iterativo visto na secédo 2.4.

6.2 Controle de Qualidade e Medidas de Confiabilidade Convencionais

Realizado o ajustamento da rede GPS, o préximo passo é o seu controle de qualidade.
Primeiramente, para a deteccdo de erros grosseiros (bem como de erros no modelo), foi
realizado o teste global do ajustamento, por meio do vetor dos residuos ¥, obtido utilizando a

expressao 2.62. Desta forma, o fator de variancia a posteriori, por meio de (3.48), é dado por:

Conforme ja dito, o fator de variancia a priori foi arbitrado em o = 1, ou seja,

utilizou-se como matriz peso para o ajustamento o inverso da matriz de covariancia original
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das observacdes, obtida em Ghilani e Wolf (2006). Portanto, a estatistica do teste global,
utilizando a expresséo (3.49), resulta em:

DTWD
= 13,51

— =
Og

E o valor tabelado para a distribui¢cdo qui-quadrado, com g = n —u = 27 graus de
liberdade e nivel de significancia @ = 0,039, é dado por K, = 41,25.

Desta forma, como a estatistica calculada € menor que o valor critico tabelado (ou
seja: 13,51 < 41,25), a hip6tese nula do teste global do ajustamento nédo é rejeitada ao nivel
de significancia de « = 0,039.

Em outras palavras, pode-se afirmar que o verdadeiro fator de variancia das
observagdes, desconhecido, é estatisticamente igual ao fator de varidncia a priori que foi
arbitrado, e, portanto, a magnitude dos residuos ajustados é compativel com a precisao
assumida para as observacdes (ndo existem erros no modelo, sejam estes presentes nas
observacdes, no modelo funcional, no modelo estocastico e etc.), ao nivel de significancia
a = 0,039.

Este nivel de significancia (a¢ = 0,039) para o teste global do ajustamento foi obtido
por meio da desigualdade de Bonferroni: @ = n a,, sendo a, = 0,001 o nivel de significancia
utilizado para o procedimento de teste data snooping (identificacdo de erros — considera
apenas uma observagao suspeita por vez).

Embora o ajustamento tenha sido “ndo rejeitado” pelo teste global do ajustamento, ou
seja, ndo ha evidéncias da existéncia de erros nas observacBes, por meio dos residuos,
seguindo a recomendacdo de Kavouras (1982), que foi comentada na se¢do 3.3, mesmo assim
o procedimento de teste data snooping foi realizado, pois a existéncia de um residuo grande
no conjunto de observacdes pode ser negligenciada pelo teste global do ajustamento, quando
0 nimero de graus de liberdade é elevado.

Desta forma, para o procedimento de teste data snooping (onde g = 1), o valor critico
tabelado na distribuicdo qui quadrado, para g =1 grau de liberdade e um nivel de
significancia de @, = 0,001, é dado por K, = 10,83.

Calculando a estatistica de teste (T,,) para todas as n = 39 observagdes, por meio da

expressao 3.33, resulta nos valores apresentados na Tabela 6.2.
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Tabela 6.2 — Valores da estatistica de teste T - para todas as n = 39 observagdes.

Observacéo Estatistica T g4
AXac 0,04
AYac 0,01
AZpc 111
AXae 4,32
AY ae 0,28
AZpe 0,96
AXgc 0,15
AYgc 0,74
AZgc 0,10
AXpp 0,24
AYpp 0,01
AZgp 0,00
AXpc 0,01
AYpc 0,79
AZpc 0,01
AXpe 1,62
AYpe 0,10
AZpe 0,03
AXpa 0,08
AYEp 0,54
AZgp 0,96
AXrc 0,17
AYrc 0,00
AZgc 0,03
AXre 0,33
AYre 0,56
AZe 0,93
AXrp 0,64
AYrp 0,11
AZgp 0,01
AXrg 0,00
AYrg 0,48
AZgg 0,00
AXgr 0,01
AYgr 0,47
AZgr 2,44
AXar 1,05
AY ap 0,00
AZpr 0,00

Analisando a Tabela 6.2, nota-se que, embora algumas observagdes tenham
apresentado valores significativamente maiores em suas estatisticas de teste do que as demais,

todas as observagdes sdo consideradas ndo contaminadas por erros (ndo aleatérios), segundo o
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nivel de significancia a, = 0,001, pois todas as observacfes apresentaram estatisticas de teste
(T4=1) numericamente inferiores ao valor critico tabelado (K, = 10,83).

Embora nenhum erro em alguma observacdo tenha sido detectado pelos testes
estatisticos utilizados, o controle de qualidade do ajustamento também contempla as medidas
de confiabilidade, que sdo medidas que quantificam o menor erro detectavel (confiabilidade
interna — MBD) em uma observacao pelo teste utilizado (no caso, o data snooping), segundo
o nivel de significancia estipulado, e a sua influéncia nos resultados do ajustamento
(parametros estimados), quando ndo detectado (confiabilidade externa), bem como a
sensibilidade dos testes em detectar e identificar erros nas observagdes, por meio do vetor dos
residuos ¥ (nimeros de redundéancia, de confiabilidade, de absorcao e etc.).

Como o nivel de significancia do procedimento de teste data snooping (onde g = 1)
foi estipulado em a, = 0,001, e o poder de teste, desconhecido na pratica, mas arbitrado em
yo = 0,80 (valores estes, recomendados por BAARDA, 1968), o valor de referéncia para o
parametro de ndo centralidade do modelo em 3.26 é dado por A, = 17,075.

Com este valor para o parametro de ndo centralidade do modelo, e a matriz de
covariancia dos residuos ajustados ¥, obtida por meio da expressao 2.49, foram calculadas as
medidas de confiabilidade para o procedimento de teste data snooping, onde, ressaltando,
apenas uma observacdo é suspeita de estar contaminada por erros por vez (ou seja, ¢ = 1 na
expressdo 3.7).

Desta forma, a Tabela 6.3 apresenta o desvio padréo o; de cada observagéo y; (obtido
pela matriz de covariancia das observacdes), o residuo ajustado v; de cada observacéo, obtido
por meio da expressdo 2.49, bem como as seguintes medidas de confiabilidade convencional:
namero de redundancia r; (por meio da expressdo 4.12), nimero de absor¢do u; (por meio da
expressdo 4.13), namero de confiabilidade 7; (por meio da expressao 5.19) e confiabilidade
interna — menor erro detectavel (minimal detectable bias — MDB, obtido por meio da

expressédo 4.25).



Tabela 6.3 — Desvios padrdes, residuos e medidas de confiabilidade das observagoes.

Observacao a; (m) v; (m) r; u; T; MDB - Vy; (m)
AXac 0,031 0,007 0,9253 0,0747 0,9255 0,135
AY ac 0,031 0,002 0,9201 0,0799 0,9203 0,132
AZpc 0,031 0,032 0,9275 0,0725 0,9277 0,134
AX ag 0,015 0,026 0,7464 0,2536 0,7466 0,070
AY ae 0,014 0,006 0,7114 0,2886 0,7116 0,068
AZng 0,014 0,012 0,7333 0,2667 0,7335 0,068
AXgc 0,015 0,005 0,6798 0,3202 0,6799 0,076
AYgc 0,016 0,012 0,7058 0,2942 0,7059 0,078
AZgc 0,015 -0,004 0,6836 0,3164 0,6837 0,075
AXgp 0,016 -0,007 0,8191 0,1809 0,8193 0,075
AYgp 0,016 -0,001 0,8119 0,1881 0,8120 0,076
AZgp 0,016 -0,001 0,8026 0,1974 0,8027 0,075
AXpe 0,012 -0,001 0,4769 0,5231 0,4770 0,072
AYpc 0,013 -0,008 0,5061 0,4939 0,5061 0,074
AZpc 0,011 -0,001 0,4458 0,5542 0,4459 0,071
AXpe 0,011 -0,010 0,5060 0,4940 0,5061 0,064
AYpe 0,011 0,003 0,5104 0,4896 0,5105 0,065
AZpe 0,011 0,001 0,5112 0,4888 0,5113 0,065
AXpa 0,009 0,002 0,8095 0,1905 0,8097 0,040
AYgp 0,008 0,005 0,7592 0,2408 0,759 0,039
AZep 0,009 -0,008 0,795 0,205 0,7952 0,040
AXrc 0,016 -0,006 0,7159 0,2841 0,7160 0,078
AYrc 0,015 0,000 0,662 0,338 0,6621 0,075
AZrc 0,015 -0,002 0,7059 0,2941 0,7061 0,076
AXre 0,010 -0,004 0,4777 0,5223 0,4778 0,058
AYre 0,010 -0,005 0,4962 0,5038 0,4963 0,059
AZe 0,009 -0,006 0,4568 0,5432 0,4569 0,057
AXrp 0,010 -0,006 0,5311 0,4689 0,5312 0,055
AYrp 0,010 -0,002 0,5377 0,4623 0,5378 0,056
AZrp 0,011 0,001 0,5985 0,4015 0,5985 0,059
AXrg 0,008 -0,001 0,7857 0,2143 0,7858 0,038
AYrg 0,009 0,005 0,7874 0,2126 0,7875 0,040
AZrg 0,008 0,000 0,7419 0,2581 0,7420 0,037
AXge 0,007 0,000 0,7417 0,2583 0,7418 0,036
AYge 0,009 0,005 0,7876 0,2124 0,7877 0,040
AZgr 0,008 -0,011 0,7645 0,2355 0,7646 0,038
AXpr 0,008 -0,007 0,7849 0,2151 0,7851 0,038
AY ar 0,009 0,000 0,8042 0,1958 0,8044 0,041
AZpe 0,010 0,000 0,8335 0,1665 0,8337 0,044
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Analisando a Tabela 6.3, era esperado que o ajustamento fosse “ndo rejeitado” pelo

teste global, pois a magnitude dos residuos € compativel com a precisao das observacgdes (0s

residuos v; possuem uma ordem de grandeza coerente com 0s respectivos desvios padrdes o;

das observagdes originais), sendo que na maior parte dos casos: |v;| < |g;].



165

Quanto aos numeros de redundancia local e de absorcéo, de fato o somatorio Y;j-, r;

resulta em r = n- u = 27 (ou seja, ao nimero de graus de liberdade do ajustamento), e o
somatorio Y.’ u; resulta em u = 12 (ou seja, a0 nimero de pardmetros incognitos do
sistema).

Além disso, a igualdade: r; + u; = 1 é sempre satisfeita. Este fato, bem como o fato
que os numeros de confiabilidade 7; sdo praticamente idénticos aos nimeros de redundancia r;
para todas as observacOes (ver a Tabela 6.3), € devido as covariancias entre componentes de
diferentes linhas-base serem assumidas nulas, e, além disso, as covariancias entre
componentes de uma mesma linha-base serem cerca de cem vezes menores que as variancias
das componentes desta mesma linha-base (ver os elementos da matriz de covariancia em
GHILANI; WOLF, 2006, pagina 323, ou também na Tabela 6.1).

Analisando as Tabelas 6.3 e 4.1, nota-se também que todas as observacdes possuem
uma controlabilidade “boa”, pois todas elas apresentam um nimero de redundancia local
r; > 0,3, devido a alta redundancia da rede GPS em estudo (onde n=39 e
u =12, resultandoemr =n- u = 27).

Ainda sobre os numeros de redundancia local, pode-se notar que linhas-base
compostas por dois pontos desconhecidos (DC, DE, FC, FE, FD), possuindo, portanto, mais
incdgnitas, em geral apresentam menores valores para 0s seus numeros de redundancia local
do que as linhas-base compostas por um ponto de controle e um ponto desconhecido (AC, AE,
BC, BD, FA, FB, BF, AF), possuindo, portanto, menos incognitas em suas componentes.

A linha-base AC apresentou os maiores numeros de redundéancia local, provavelmente
devido a menor precisdo de suas observacdes, resultando em menor peso no ajustamento e,
portanto, deixando suas observacdes “mais livres” para variar no processo de estimagao.

Por fim, outra comprovacao da alta redundéancia desta rede pode ser obtida por meio

do seu numero de redundancia média (expressao 4.11):

n—u_39—12
n 39

7= = 0,6923

Nota-se que a redundancia média  das observacdes € maior que o dobro do valor de
redundancia minimo considerado “bom” (r = 0,3) na Tabela 4.1.

Sobre o menor erro detectavel (MDB - confiabilidade interna), todas as observacfes
apresentam um MDB pelo procedimento de teste data snooping de ordem centimétrica,

relativamente maior do que a precisdo (o;) destas (a excecdo das componentes da linha-base
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AC, onde a precisdo € de ordem centimétrica e 0 MDB também ¢é maior, mas de ordem
decimétrica).

Em geral, quanto menor a precisdo de uma observagdo, maior o seu MDB, e, além
disso, linhas-base compostas por um ponto desconhecido e um ponto de controle (portanto,
com menos incognitas) apresentaram valores relativamente menores para 0 MDB de suas
componentes em relacdo a linhas-base compostas por dois pontos desconhecidos (e, portanto,
com mais incognitas).

As linhas-base envolvendo o vértice F, de alta redundancia na rede (ver a Figura 6.1),
em geral também apresentaram valores menores para 0 MDB de suas componentes. A linha-
base AC, que apresentou 0s maiores valores para os nimeros de redundancia local, também
apresentou a menor confiabilidade interna (maiores valores para 0 MDB), ou seja, embora um
erro grosseiro em alguma componente desta linha-base seja altamente refletido no respectivo
residuo, devido a sua precisdo inferior, 0 menor erro detectavel pelo procedimento data
snooping (que faz uso dos residuos ajustados), também ¢é relativamente maior do que para as
componentes de outras linhas-base, e, portanto, € importante que estas medidas de
confiabilidade sejam analisadas de maneira conjunta.

A confiabilidade externa reflete a influéncia do MDB de uma observacao y; nos
resultados do ajustamento (ou seja, no vetor dos parametros ajustados X,,,1)-

Portanto, em termos gerais, quanto maior o valor para 0 MDB de y;, maior a
influéncia deste erro ndo detectdvel na observacdo y; sobre os parametros. Como a rede
geodésica em estudo possui n = 39 observacdes, pela teoria de confiabilidade convencional,
tem-se 39 confiabilidades externas associadas (um vetor diferente para cada observagéo y;).

Desta forma, as Tabelas 6.4, 6.5 e 6.6 apresentam 0s valores de confiabilidade externa
das observagbes (componentes AX AY AZ das linhas-base) em relacdo aos parametros
(coordenadas cartesianas geocéntricas X, Y, Z dos pontos desconhecidos C, E, D, F), cada um

destes obtido por meio da expresséo 4.36.



167

Tabela 6.4 — Confiabilidade externa das observacbes de AC, DE, BC e BD sobre os pardmetros (em mm).

AXac AYac AZpc | AXae AYae AZpe | AXge AYpe AZpc | AXgp AYpp  AZgp
Xc 10 0 0 4 0 0 24 0 0 6 0 0
Yc 0 11 0 0 4 0 0 23 0 0 6 0
Zc 0 0 10 0 0 4 0 0 24 0 0 7
Xe 2 0 0 18 0 0 4 0 0 6 0 0
ve| o 2 0 o 20 0 0 4 0 0 6 0
Ze 0 0 2 0 0 18 0 0 4 0 0 6
Xp 3 0 0 7 0 0 8 0 0 14 0 0
Yp 0 3 0 0 8 0 0 7 0 0 14 0
Zp 0 0 4 0 0 7 0 0 9 0 0 15
Xe 1 0 0 3 0 0 2 0 0 3 0 0
Ye 0 1 0 0 4 0 0 3 0 0 3 0
Ze 0 0 1 0 0 4 0 0 3 0 0 3

Tabela 6.5 — Confiabilidade externa das observa¢6es de DC, DE, FA e FC sobre os parametros (em mm).

AXpc AYpc AZpc | AXpe AYpe AZpe | AXea AYpn  AZpa | AXpe AYee  AZgc
Xc 25 0 0 -6 0 0 -4 0 0 20 0 0
Yc 0 24 0 0 -6 0 0 -5 0 0 23 0
Zc 0 0 25 0 0 -7 0 0 -4 0 0 20
Xe -5 0 0 17 0 0 -5 0 0 1 0 0
Ye 0 -5 0 0 17 0 0 -6 0 0 0 0
Ze 0 0 -5 0 0 16 0 0 -6 0 0 1
Xp | -13 0 0 -14 0 0 -5 0 0 4 0 0
Yb 0 -13 0 0 -15 0 0 -6 0 0 4 0
Zp 0 0 -15 0 0 -16 0 0 -5 0 0 5
Xe -1 0 0 0 0 0 -8 0 0 -2 0 0
Ye 0 -1 0 0 0 0 0 -9 0 0 -2 0
Ze 0 0 -1 0 0 0 0 0 -8 0 0 -2

Tabela 6.6 — Confiabilidade externa das observac@es FE, FD, FB, BF e AF sobre os pardmetros (em mm).

AXee AYre AZpe [AXep AYpp AZpp | AXeg AYps AZps | AXge AYgr AZge | AXar AYar AZxe
Xc 2 0 0 9 0 0 -4 0 0 5 0 0 4 0 0
Yc 0 2 0 0 8 0 -5 0 0 5 0 0 5 0
Zc 0 0 3 0 0 9 -5 0 0 5 0 0 4
Xe 28 0 0 7 0 0 -6 0 0 6 0 0 6 0 0
Ye 0 26 0 0 7 0 0 -6 0 0 6 0 0 5 0
Ze 0 0 28 0 0 5 0 -7 0 0 6 0 0 5
Xp 7 0 0 23 0 0 -6 0 0 6 0 0 6 0 0
Yp 0 7 0 0 23 0 0 -6 0 0 6 0 0 5 0
Zp 0 0 8 0 21 0 -6 0 0 6 0 0 5
Xe -3 0 0 -3 0 0 -8 0 0 9 0 0 8 0 0
Ye 0 -3 0 0 -3 0 0 -9 0 0 9 0 0 8 0
Ze 0 0 -3 0 -3 0 -10 0 0 9 0 0 7
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Analisando as Tabelas 6.4, 6.5 e 6.6, nota-se que a influéncia do menor erro detectavel
em uma observacao afeta apenas as coordenadas referentes ao eixo cartesiano sobre o qual foi
tomada aquela observagdo (por exemplo, o menor erro detectavel da observacdo AX,. afeta
apenas as coordenadas X; da rede, e 0 mesmo para as observagoes AY,¢ e AZ,c).

Também nota-se que a influéncia do MDB de uma observacdo &€ maior para 0s
parametros diretamente ligados aquela observacdo (como por exemplo, a coordenada Z para
a observacdo AZpp).

Um fato interessante € que o menor erro detectavel em A4X,., por exemplo, de acordo
com a Tabela 6.3, é estimado em Vy; = 13,5 cm, mas a sua influéncia nas coordenadas X e
Xp, quando ndo detectado, € de apenas 1,0 cm e 0,3 cm, respectivamente, o que faz sentido,
considerando também o nimero de redundéncia local desta observacdo: r; = 0,9253 (ou seja,
cerca de 90% do erro é refletido no residuo desta observacdo, e cerca de 10% é absorvido na
estimacdo dos parametros incognitos).

Outro exemplo interessante é sobre a observacdo AXp., que possui um menor erro
detectavel de Vy; = 7,2 cm (relativamente menor do que de 4X,.), mas a sua influéncia nas
coordenadas X, e Xp, quando ndo detectado, € de 2,5 cm e 1,3 cm, respectivamente
(relativamente maior do que 4X,.), 0 que também faz sentido, considerando o seu nimero de
redundancia local: r; = 0,4769 (ou seja, cerca de 50% do erro é refletido no residuo desta
observacdo, e cerca de 50% é absorvido na estimacgdo dos pardmetros incognitos).

Desta forma, novamente, verifica-se a importancia de analisar as medidas de
confiabilidade de uma maneira conjunta.

Além disso, a componente AXg, da linha-base FD, por exemplo, possui um menor
erro detectavel de Vy; = 5,5 cm, e a componente AXgp da linha-base BD, possui um menor
erro detectavel de Vy; = 7,5 cm (ou seja, maior do que A4Xgp), entretanto, a influéncia do
MDB de A4Xy, (Vy; =5,5cm) é maior ou igual do que a influéncia do MDB de 4Xpg),
(Vy; = 7,5cm) sobre todas as coordenadas de todos os pontos, estando este fato
provavelmente relacionado com a geometria/configuracdo da rede (o vértice F € um ponto
desconhecido que esta contido em sete linhas-base distintas, enquanto o vértice B é um ponto
de controle que esta contido em quatro linhas-base distintas, trés a menos do que o vértice F).

Desta forma, também se verifica a influéncia da geometria da rede (definida pela
matriz design A) na confiabilidade das observagdes sobre os parametros (ver a expressdo
4.36). Este fato também pode ser notado pelos sinais ora positivos e ora negativos na

influéncia dos MDBs das observaces sobre os pardmetros nos valores de confiabilidade
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externa, embora 0 MDB de uma observacdo seja sempre calculado em moédulo (pois o seu
sinal é desconhecido).

Por fim, a dltima medida de confiabilidade calculada para o caso convencional (apenas
um outlier por vez) foi a confiabilidade interna “a priori”.

Desta forma, a Tabela 6.7 apresenta o nimero de redundancia de cada observacéo, a
confiabilidade interna das observagdes (MDB), obtida por meio da expressdo 4.25 e ja
apresentada na Tabela 6.1, e a confiabilidade interna a priori (MDB), uma aproximacao da

confiabilidade interna, obtida por meio da expresséo 4.30.



Tabela 6.7 — Nimero de redundancia, MDB e MDB “a priori” de cada observagio y; (em metros).

Observacao T; MDB Vy; (m) MDB “a priori” Vy; (m)
AXac 0,9253 0,135 0,156
AY ac 0,9201 0,132 0,152
AZpc 0,9275 0,134 0,156
AXae 0,7464 0,070 0,073
AY ae 0,7114 0,068 0,069
AZpe 0,7333 0,068 0,070
AXgc 0,6798 0,076 0,075
AYgc 0,7058 0,078 0,079
AZgc 0,6836 0,075 0,075
AXgp 0,8191 0,075 0,082
AYgp 0,8119 0,076 0,082
AZgp 0,8026 0,075 0,081
AXpe 0,4769 0,072 0,060
AYpc 0,5061 0,074 0,063
AZpc 0,4458 0,071 0,057
AXpe 0,5060 0,064 0,055
AYpe 0,5104 0,065 0,056
AZpe 0,5112 0,065 0,056
AXpa 0,8095 0,040 0,043
AYgp 0,7592 0,039 0,040
AZep 0,795 0,040 0,043
AXrc 0,7159 0,078 0,080
AYrc 0,662 0,075 0,073
AZgc 0,7059 0,076 0,077
AXre 0,4777 0,058 0,048
AYre 0,4962 0,059 0,050
AZpe 0,4568 0,057 0,047
AXrp 0,5311 0,055 0,048
AYrp 0,5377 0,056 0,049
AZgp 0,5985 0,059 0,054
AXrg 0,7857 0,038 0,040
AYrg 0,7874 0,040 0,043
AZgg 0,7419 0,037 0,039
AXge 0,7417 0,036 0,037
AYge 0,7876 0,040 0,043
AZge 0,7645 0,038 0,040
AXpr 0,7849 0,038 0,040
AY pp 0,8042 0,041 0,045
AZnr 0,8335 0,044 0,048
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Analisando a Tabela 6.7, nota-se que a confiabilidade interna a priori das observacdes

(que pode ser calculado na fase de planejamento), e a confiabilidade interna das observacgoes

(calculado apds o ajustamento por MMQ) sdo muito semelhantes, com diferenca méaxima de

2,1 cm, para as componentes da linha-base AC (de precisdo inferior as demais). Dependendo
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da observacdo y;, a confiabilidade interna a priori € ligeiramente maior ou ligeiramente
menor que a confiabilidade interna calculada com os resultados do ajustamento.

Entretanto, nota-se que boa parte dos casos em que o MDB a priori é maior do que o
MDB ap0s o0 ajustamento, é referente a observacdes de linhas-base que envolvem o vértice F,
notadamente o vértice de maior redundéncia na rede (presente em sete linhas-base distintas).

Além disso, todos o0s casos em que o0 MDB a priori € menor do que o MDB ap0s o
ajustamento séo referentes a observagdes de linhas-base que envolvem os vértices E, C e D,
vertices de menor redundancia na rede (principalmente o veértice E, que esta presente somente
em trés linhas-base).

Em termos gerais, pode-se dizer que para observacdes que apresentam um namero de
redundancia maior do que o numero de redundancia médio (no caso desta rede GPS,
r ~ 0,70), a confiabilidade interna tende a ser subestimada (o menor erro detectavel a priori é
maior do que o calculado ap6s o ajustamento), enquanto para observacdes que apresentam um
nimero de redundancia menor do que o nimero de redundancia médio, a confiabilidade
interna tende a ser superestimada (0 menor erro detectavel a priori € menor do que o
calculado apds o ajustamento).

Estes resultados fazem sentido, considerando que o termo (n — u)/n na expressao
(4.30) de fato é igual ao nimero de redundancia médio () das observacOes, e que quando
estas possuem covariancias nulas, 0 MDB de uma observagdo é inversamente proporcional ao
seu namero de redundancia, conforme mostra a expressao 4.29.

Desta forma, novamente a questdo da geometria (configuracdo da rede, nimero de
linhas-base em cada vértice) se faz presente nos resultados deste estudo.

E importante destacar que a confiabilidade interna por meio da expressdo 4.25, embora
necessite da matriz de covariancia dos residuos ajustados, ou seja, da realizacdo do
ajustamento pelo MMQ, também pode ser calculada na etapa de planejamento da rede, pois, a
matriz de covaridncia dos residuos depende, essencialmente, da matriz design A e da matriz
peso W das observacdes (ver a expressao 2.49).

Em outras palavras, estipulada uma geometria a priori para a rede e a precisdo
esperada para as observacoes, pode-se definir a matriz design A e uma aproximacéo da matriz
peso W, e utilizar a expressdo 4.25 para um calculo aproximado da confiabilidade interna das
observagdes (aproximado, pois o levantamento de campo ainda ndo foi realizado, e desta
forma, as ‘“verdadeiras” varidncias e covaridncias das observacdes ainda nao foram

determinadas).
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6.3 Medidas de Confiabilidade para dois outliers simultaneos na rede GPS

Realizado o ajustamento por minimos quadrados da rede GPS, e calculadas as suas
medidas de confiabilidade convencionais (considerando apenas um outlier por vez), também
foram calculadas as medidas de confiabilidade generalizadas para multiplos outliers (no caso,
para g = 2 outliers simultaneos). Para isto, primeiramente foram calculados os coeficientes

de correlacdo multipla (pfj) para g = 2 outliers simultaneos (por meio da expressédo 5.14), e

alguns destes sdo mostrados na Tabela 6.8.

Tabela 6.8 — Coeficientes de correlacdo multipla para observaces das linhas-base AC, AE e BC.
p?j AXac AYpc AZnc AX e AY pe AZe AXpc AYpgc AZgc
AXac 1 0,0098 | 0,0096 | 0,0299 | 0,0003 | 0,0003 | 0,1950 | 0,0019 | 0,0017
AYac | 0,0098 1 0,0098 | 0,0003 | 0,0341 | 0,0004 | 0,0018 | 0,1902 | 0,0017
AZpc | 0,0096 | 0,0098 1 0,0003 | 0,0004 | 0,0332 | 0,0018 | 0,0019 | 0,1902
AXae | 0,0299 | 0,0003 | 0,0003 1 0,0100 | 0,0104 | 0,0722 | 0,0007 | 0,0007
AYae | 0,0003 | 0,0341 | 0,0004 | 0,0100 1 0,0103 | 0,0006 | 0,0748 | 0,0008
AZxe | 0,0003 | 0,0004 | 0,0332 | 0,0104 | 0,0103 1 0,0007 | 0,0008 | 0,0809
AXgc | 0,1950 | 0,0018 | 0,0018 | 0,0722 | 0,0006 | 0,0007 1 0,0092 | 0,0092
AYgc | 0,0019 | 0,1902 | 0,0019 | 0,0007 | 0,0748 | 0,0008 | 0,0092 1 0,0094

AZgc | 0,0017 | 0,0017 | 0,1902 | 0,0007 | 0,0008 | 0,0809 | 0,0092 | 0,0094 1

Analisando a Tabela 6.8, nota-se que os coeficientes de correlacdo maultipla sédo
maiores para componentes de linhas base diferentes, referentes a0 mesmo eixo cartesiano
(como por exemplo, o par de observacbes 4X,. e 4Xg.), do que para componentes de uma
mesma linha base, e, portanto, de eixos cartesianos distintos (como por exemplo, o par de
observacles AX,- e AY,.).

Este fato é interessante, pois as covariancias entre componentes de linhas-base
distintas sdo consideradas nulas (como 4X,. e 4Xgc, por exemplo), e entre componentes de
uma mesma linha-base sdo baixas, porém ndo nulas (como AX,. e AY,., por exemplo),
estando este fato relacionado com a geometria/configuragdo do problema.

Além disso, o coeficiente de correlagdo multipla entre uma observagéo e ela mesma é

igual a piqj = 1 (elementos da diagonal principal da Tabela 6.8), e entre componentes de uma
mesma linha-base, € cerca de cem vezes menor do que a unidade (pfj = (0,01), coerente com a

relacdo de grandeza entre as variancias e covariancias das componentes de cada linha-base.



173

Nota-se também a simetria da Tabela 6.8, ou seja, conforme esperado, o coeficiente de
correlagdo mudltipla piqj entre duas observacesi e j é igual ao coeficiente de correlagdo
multipla entre as mesmas observacoes j e i.

Com as medidas de confiabilidade calculadas para o caso convencional (apenas um
outlier por vez, Tabela 6.3), e os coeficientes de correlacdo multipla para g = 2 outliers,
foram calculadas a confiabilidade interna (MDB — Vy/, por meio da expressdo 5.13), o
nimero de confiabilidade 7% (por meio da expressdo 5.23) e o nimero de redundancia ;7 das
observagdes (por meio da expressdo 5.25), para g = 2 outliers simultaneos, e alguns destes

sdo mostrados nas Tabelas 6.9, 6.10 e 6.11, respectivamente.

Tabela 6.9 — Alguns valores para 0 MDB — Vy;° das linhas-hase DE, FA e FC (para q = 2).

Vy{ (cm) AXrc AYrc AZkc AXre AYre AZre AXrp AYErp AZrp
AXpg 6,5 6,4 6,4 8,3 6,4 6,4 7,4 6,4 6,4
AYor 6,5 6.6 6,5 6,5 8.1 6,5 6,5 75 6,5
AZpe 6,5 6,5 6,6 6,5 6,5 8,2 6,5 6,5 7,4
AXea 4,0 4,0 4,0 4,0 4,0 4,0 4,0 4,0 4,0
AYea 3,9 3,9 3.9 3.9 3,9 3.9 3,9 3,9 3,9
AZcp 4,0 4,0 41 4,0 4,0 41 4,0 4,0 4,1
AXgc 7,8 7,8 7,8 79 7,8 7,8 8,0 7,8 7,8
AYec 7,5 75 7,5 7,5 75 7,5 7,5 7,7 7,5
AZcc 7,6 7,6 7,6 7,6 7,6 1,7 7,6 7,6 7,8

Tabela 6.10 — Alguns valores para o 7 das linhas-base DE, FA e FC (para g = 2).

7 AXpc AYec AZrc AXee AYee y/= AXep | AYrp AZrp
AXpe | 0,5000 | 0,5061 | 0,5061 | 0,3077 | 0,5061 | 0,5061 | 0,3810 | 0,5061 | 0,5061
AYpe | 05105 | 0,5035 | 05105 | 0,5105 | 0,3324 | 0,5105 | 0,5105 | 0,3865 | 0,5105
AZpe | 05113 | 0,5113 | 0,5021 | 0,5113 | 0,5113 | 0,3236 | 0,5113 | 0,5113 | 0,4036
AXgn | 0,8065 | 0,8097 | 0,8097 | 0,8039 | 0,8097 | 0,8097 | 0,8041 | 0,8097 | 0,8097
AYga | 0,7594 | 0,7542 | 0,7594 | 0,7594 | 0,7507 | 0,7594 | 0,7594 | 0,7518 | 0,7594
AZen | 0,7952 | 0,7952 | 0,7909 | 0,7952 | 0,7952 | 0,7869 | 0,7952 | 0,7952 | 0,789%4
AXgc | 0,7160 | 0,7160 | 0,7160 | 0,7100 | 0,7160 | 0,7160 | 0,6842 | 0,7160 | 0,7160
AYgc | 0,6621 | 0,6621 | 0,6621 | 0,6621 | 0,6558 | 0,6621 | 0,6621 | 0,6290 | 0,6621
AZ-c | 0,7060 | 0,7060 | 0,7061 | 0,7061 | 0,7061 | 0,6976 | 0,7061 | 0,7061 | 0,6750
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Tabela 6.11 — Alguns valores para o r;® das linhas-base DE, FA e FC (para q = 2).
r? AXgc AYrc AZrc AXpe AYge AZre AXrp AYrp AZrp
AXpe | 0,4999 | 0,5060 | 0,5060 | 0,3076 | 0,5060 | 0,5060 | 0,3810 | 0,5060 | 0,5060
AYpe | 05104 | 0,5034 | 0,5104 | 0,5104 | 0,3323 | 0,5104 | 0,5104 | 0,3864 | 0,5104
AZpe | 05112 | 0,5112 | 0,5020 | 0,5112 | 0,5112 | 0,3236 | 0,5112 | 0,5112 | 0,4035
AXgn | 0,8063 | 0,8095 | 0,8095 | 0,8037 | 0,8095 | 0,8095 | 0,8039 | 0,8095 | 0,8095
AYga | 0,7592 | 0,7540 | 0,7592 | 0,7592 | 0,7505 | 0,7592 | 0,7592 | 0,7516 | 0,7592
AZgn | 0,7950 | 0,7950 | 0,7907 | 0,7950 | 0,7950 | 0,7867 | 0,7950 | 0,7950 | 0,7892
AXgc | 0,7159 | 0,7159 | 0,7159 | 0,7099 | 0,7159 | 0,7159 | 0,6840 | 0,7159 | 0,7159
AYgc | 0,6620 | 0,6620 | 0,6620 | 0,6620 | 0,6557 | 0,6620 | 0,6620 | 0,6288 | 0,6620

AZgc | 0,7059 | 0,7059 | 0,7059 | 0,7059 | 0,7059 | 0,6975 | 0,7059 | 0,7059 | 0,6749

Nas Tabelas 6.9, 6.10, e 6.11, as linhas correspondem as i-ésimas observaces, e as
colunas correspondem as j-ésimas observacdes (para g = 2).

Por exemplo, o elemento da linha 4 e coluna 7 da Tabela 6.9 corresponde ao MDB da
observacdo AZpg, considerando que, além dela, a outra observacdo contendo outlier é a
observacgao AZgg.

Além disso, para o caso em que o0 par de observacGes considerado é uma observacéo e
esta mesma (como por exemplo, AXp. e AXp¢, elementos da oitava linha e segunda coluna
das Tabelas 6.9, 6.10 e 6.11), os valores apresentados referem-se ao caso convencional
(g = 1, apenas um outlier por vez).

Desta forma, o elemento da oitava linha e segunda coluna da Tabela 6.9, por exemplo,
refere-se a0 MDB da observacdo AXrc, considerando que apenas esta observacdo esta
contaminada por erros (ou seja, ¢ = 1, MDB este ja calculado e apresentado na Tabela 6.3).

Analisando e comparando as Tabelas 6.3 e 6.9, nota-se que, conforme previsto pela
teoria, 0 MDB para g = 2 é sempre maior ou igual a0 MDB com g = 1 (referente ao data
snooping). Na maior parte dos casos, os MDB para q = 2 e ¢ = 1 séo praticamente iguais,
com diferenca méxima de 1,9 cm no MDB de 4X,g, considerando que a outra observagao
com erro é a observacdo AXpg.

Naturalmente, as maiores diferencas nos MDB para g = 1 e g = 2 ocorrem para 0S
pares de observacgdes que apresentam valores mais altos para os coeficientes de correlagdo
maultipla pfj (ver as expressdes 5.13 e 5.15).

Além disso, as Tabelas 6.9, 6.10 e 6.11 ndo apresentam simetria, pois, por exemplo, 0
menor erro detectavel em uma observacéo i, considerando outra observacdo contaminada j,
sera diferente do menor erro detectavel da observacéo j, considerando a observacao i também
contaminada (com g = 2 em ambos 0s casos).

Analisando e comparando as Tabelas 6.3, 6.10 e 6.11, nota-se que, conforme previsto
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pela teoria, os numeros de confiabilidade e de redundancia para g = 2, sdo sempre menores
ou iguais aos numeros de confiabilidade e redundancia para g = 1, respectivamente.

Novamente, na maior parte dos casos, 0s nimeros de confiabilidade e de redundancia
para g = 2 e ¢ = 1 (data snooping) sao praticamente iguais, além de também nao diferirem
muito entre si para g = 2 (ver as Tabelas 6.10 e 6.11), tal como para g = 1 (ver a Tabela 6.3).

Este fato esta relacionado com a estrutura bloco diagonal da matriz de variancias e
covariancias da rede GPS em estudo (pouca influéncia das covariancias nas medidas de
confiabilidade, pois estas sdo cerca de cem vezes menores que as variancias das observacdes,
ou ainda, na maior parte dos casos, assumidas serem nulas).

E importante destacar que, embora na maior parte dos casos as medidas de
confiabilidade do caso convencional para o caso generalizado com g = 2 outliers ndo tenham
seus valores numéricos muito modificados, a maior diferenca diz respeito no modelo de erro
adotado: No caso classico, apenas uma observacao é suspeita de conter outlier por vez, e no
caso generalizado, considera-se a existéncia simultanea de multiplos outliers nas observacoes
(neste estudo, dois outliers simultaneos por vez).

Além disso, salienta-se que esta rede GPS possui alta redundancia e precisao, com
valores relativamente altos para as medidas de confiabilidade de praticamente todas as
observacdes (sdo treze linhas-base para apenas quatro pontos desconhecidos, resultando em
um ajustamento com n = 39 observagdes, u = 12 pardmetros e r =n —u = 27 graus de
liberdade). Para redes geodésicas com uma geometria mais pobre, estes valores podem se
modificar bastante, conforme sera visto posteriormente.

Por fim, a dltima medida de confiabilidade para g = 2 outliers simultaneos foi a
confiabilidade externa maxima das observacdes sobre os parametros, obtida resolvendo o
problema de autovalores em (5.31), e que, ao contrario das demais, independe dos
coeficientes de correlacdo multipla ou das medidas de confiabilidade do caso convencional
(ver as expressoes 5.30 e 5.31).

Desta forma, a Tabela 6.12 apresenta a influéncia maxima de possiveis outliers
(simulténeos) nos pares de observaces AX,. € AX g, AXyc € AXpe, AXyc € AXpp, AXyc €
AXpe, AX,c € AXpg, Sobre os parametros X, Xz, Xp € Xp, € a Tabela 6.13 apresenta a
influéncia méxima de possiveis outliers (simultaneos) nos pares de observaces AXy, € AXgc,
AXpy e AXpp, AXpy € AXpp, AXpy € AXpg, SObre 0s parametros X, Xz, Xp € Xg.

Para observacOes e parametros referentes aos eixos cartesianos Y e Z, as conclusdes

obtidas sao similares.
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Tabela 6.12 — Confiabilidade externa maxima de alguns pares de observagdes (g = 2 outliers simultaneos), sobre
0s pardmetros Xc, Xg, Xp, Xg (em mm).

AXuc € AXap | AXaceAXpe | AXgce AXpp | AXaceAXpe | AXac € AXpp
X; 11 29 12 29 12
X 18 4 6 5 17
Xp 8 9 14 13 15
Xp 3 3 1 1

Tabela 6.13 — Confiabilidade externa méaxima de alguns pares de observac@es (g = 2 outliers simultaneos), sobre

0s parametros Xc, Xg, Xp, Xg (eEm mm).

AXpseAXpe | AXppeAXpp | AXpaeAXpp | AXpqe AXpp
Xc 20 5 10 7
Xg 5 28 8 9
X, 6 9 23 9
Xr 8 8 8 13

Analisando e comparando as Tabelas 6.4, 6.5 e 6.6, e as Tabelas 6.12 e 6.13, nota-se
que a influéncia méaxima de possiveis outliers simultdneos (ndo detectados) em q = 2
observacgdes € sempre maior ou igual a influéncia de um possivel outlier (ndo detectado) em
apenas g = 1 observacao.

Entretanto, para os pares de observacdes considerados na Tabela 6.12, a influéncia
maxima para g = 2 outliers s6 é razoavelmente maior do que para g = 1 outlier sobre o
pardmetro X, (com uma diferenca de até 5 mm, considerando erros ndo detectados em AX,. e
AXpc, simultaneamente). Para os demais parametros, a influéncia maxima para g = 2 é igual
ade g = 1, ou, no maximo, 1 mm maior apenas.

Da mesma forma, para os pares de observacGes considerados na Tabela 6.13, a
influéncia méaxima para g = 2 outliers s6 é razoavelmente maior do que para g = 1 outlier
sobre o parametro X (com uma diferenca de até 5 mm considerando erros ndo detectados em
AXp, € AXpg, Simultaneamente). Para os demais parametros, a influéncia méxima para g = 2
é igual a de ¢ = 1 ou, em poucos casos, até 3 mm maior.

Embora em boa parte dos casos, a confiabilidade externa maxima para g = 2 outliers
ndo tenha diferido muito da confiabilidade externa do caso convencional (g = 1 outlier por
vez, data snooping), em alguns cenarios, estes valores podem diferir bastante, conforme

mostram as Tabelas 6.14 e 6.15.



Tabela 6.14 — Confiabilidade externa maxima sobre Xg, Yg e Zg em alguns cenarios com g = 2.

Influéncia Maxima (em mm)

Xg

Yg

AX 4z e AXpc

18

AX 4z e AXpg

31

AX,p e AXpp

47

AY 4z e AZp,

20

AY peAZ);

32

AY iy e AZpg

48

AZ,p e AZpe

18

AZ,p e AZpg

30

AZ,p e AZpg

49

Tabela 6.15 — Confiabilidade externa maxima sobre Xg, Yg € Zg em alguns cenarios com g = 2.

Influéncia Méxima (em mm)

Xg

Yg

AXpg e AXp,

18

AXpr e AXpp

18

AXpp e AXpg

52

AYpge AZp,

18

AY ;e AZpp

17

AYpp e AZpg

48

AZppeAZp,

17

AZpgeAZpp

16

177

AZpg e AZpg - - 50

Nas Tabelas 6.14 e 6.15, a segunda coluna corresponde a confiabilidade externa
maxima sobre o parametro Xy, a terceira coluna corresponde a confiabilidade externa méxima
sobre o parametro Y, e a quarta coluna corresponde a confiabilidade externa maxima sobre o
parametro Z;. Desta forma, as linhas correspondem aos pares de observagdes consideradas
como contendo outliers, para o modelo de erro com g = 2.

Por exemplo, o elemento da linha 6 e coluna 3 da Tabela 6.14 refere-se a
confiabilidade externa méaxima sobre o parametro (coordenada) Yy, considerando que as
observagdes AY,; e AY, g das linhas-base AE e DE contém, simultaneamente, outliers.

Analisando as Tabelas 6.14 e 6.15, nota-se que os valores para a confiabilidade
externa de um parametro especifico podem variar bastante, de acordo com o modelo de erro
considerado (quais sdo as observagdes suspeitas), e, além disso, sdo maiores que os valores
para a confiabilidade externa do caso convencional, apresentados nas Tabela 6.4, 6.5 e 6.6.

Em alguns casos, estas diferengas se mostram significativas, como por exemplo, a
influéncia do MDB da observacdo AX,; e do MDB da observacdo AXyy sobre o parametro
Xg, €, respectivamente, de 17 mm e 28 mm no caso convencional (g = 1 outlier por vez
apenas, Tabelas 6.5 e 6.6). Entretanto, no caso generalizado para q = 2 outliers simultaneos

em AXpg e AXpg (Tabela 6.15), a influéncia maxima sobre o parametro X € de 52 mm (ou
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seja, maior inclusive do que a soma das influéncias individuais destas observacGes no caso
convencional).

Portanto, um exemplo de aplicacdo da teoria de confiabilidade generalizada para
multiplos outliers é o planejamento de uma rede geodésica para que esta seja resistente a q
outliers, pois, como visto, em geral a confiabilidade das observac¢6es diminui aumentando a
dimensao (g) do modelo de erro considerado.

Por exemplo, a confiabilidade externa maxima sobre um parametro, obtida resolvendo
0 problema de autovalores em (5.31), depende da matriz design A (ou seja, da
geometria/configuracdo da rede), da matriz peso e da matriz de covariancia das observagoes
(ou seja, da precisdo das observacdes), do parametro de nédo centralidade do modelo (ou seja,
da dimensao do modelo de erro e dos niveis de probabilidade assumidos para os testes), além,
é claro, do proprio modelo de erro estipulado (ou seja, quais sdo as q observagdes suspeitas
consideradas).

Desta forma, pode-se estipular a priori uma geometria para a rede, a preciséo esperada
para as observacdes, os niveis de probabilidade assumidos e o numero g de outliers
simultaneos considerado, e entdo calcular a confiabilidade externa méxima sobre os
parametros de interesse, por meio da expresséo (5.31).

Caso os valores obtidos sejam muito elevados, segundo algum critério de tolerancia
estipulado pelo geodesista, pode-se melhorar a geometria da rede (como o numero de
observacOes e de parametros), e a precisdo das observacbes (por meio da selecdo de
equipamentos e técnicas de posicionamento mais adequadas).

Como as medidas de confiabilidade consideradas, tanto no caso convencional, quanto
no caso generalizado para multiplos outliers, dependem da precisdo das observacdes, o
proximo estudo realizado nesta dissertacdo busca analisar como a questdo da precisdo das
observacdes (ou seja, do modelo estocéstico) pode influenciar nas medidas de confiabilidade,
tanto no caso convencional (apenas um outlier por vez, procedimento data snooping), quanto

no caso generalizado (dois ou mais outliers simultaneos).
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6.4 Influéncia das Variancias e Covariancias Sobre as Medidas de Confiabilidade

Visando verificar como a questdo das variancias e covariancias das observacoes
podem influenciar nas medidas de confiabilidade apresentadas, quatro experimentos foram

realizados:

1) Multiplicacdo dos valores das variancias e covariancias das observacoes pelo escalar

10 (piorando, desta forma, a precisdo assumida para as observacdes);

2) Reducdo dos valores das variancias e covariancias das observacdes por um escalar 10

(melhorando, desta forma, a precisdo assumida para as observacgoes);

3) Negligéncia das covariancias das observagdes, transformando a matriz de covariancia

em diagonal (considerando somente as variancias das mesmas);

4) Multiplicacdo somente das covariancias das observacdes pelo escalar 10 (reduzindo,

desta forma, a razéo entre as variancias e covariancias);

Para o primeiro experimento (multiplicacdo das varincias e covariancias das
observacOes pelo escalar 10), a Tabela 6.16 apresenta os nimeros de redundancia r;, 0s
nameros de absorcdo u;, os numeros de confiabilidade #; e a confiabilidade interna — MDB

das observacdes (calculados para o caso convencional, com g = 1, data snooping).



Tabela 6.16 — Medidas de confiabilidade das observa¢des, degradando em 10 vezes a MV C original.

Observacao T; u; T; MDB Vy; (m)
AXac 0,9253 0,0747 0,9255 0,427
AY ac 0,9201 0,0799 0,9203 0,417
AZnc 0,9275 0,0725 0,9277 0,425
AXae 0,7464 0,2536 0,7466 0,222
AY ae 0,7114 0,2886 0,7116 0,215
AZpe 0,7333 0,2667 0,7335 0,216
AXgc 0,6798 0,3202 0,6799 0,241
AYgc 0,7058 0,2942 0,7059 0,248
AZpc 0,6836 0,3164 0,6837 0,237
AXgp 0,8191 0,1809 0,8193 0,237
AYgp 0,8119 0,1881 0,8120 0,239
AZgp 0,8026 0,1974 0,8027 0,238
AXpc 0,4769 0,5231 0,4770 0,229
AYpc 0,5061 0,4939 0,5061 0,233
AZpc 0,4458 0,5542 0,4459 0,224
AXpe 0,5060 0,4940 0,5061 0,204
AYpe 0,5104 0,4896 0,5105 0,207
AZpe 0,5112 0,4888 0,5113 0,207
AXka 0,8095 0,1905 0,8097 0,126
AYea 0,7592 0,2408 0,7594 0,122
AZpp 0,7950 0,2050 0,7952 0,128
AXpc 0,7159 0,2841 0,7160 0,247
AYrc 0,6620 0,3380 0,6621 0,236
AZrc 0,7059 0,2941 0,7061 0,241
AXre 0,4777 0,5223 0,4778 0,184
AYre 0,4962 0,5038 0,4963 0,185
AZe 0,4568 0,5432 0,4569 0,182
AXpgp 0,5311 0,4689 0,5312 0,173
AYrp 0,5377 0,4623 0,5378 0,177
AZrp 0,5985 0,4015 0,5985 0,185
AXrg 0,7857 0,2143 0,7858 0,120
AYrg 0,7874 0,2126 0,7875 0,127
AZrg 0,7419 0,2581 0,7420 0,118
AXgr 0,7417 0,2583 0,7418 0,113
AYge 0,7876 0,2124 0,7877 0,127
AZgr 0,7645 0,2355 0,7646 0,122
AXpr 0,7849 0,2151 0,7851 0,120
AY pr 0,8042 0,1958 0,8044 0,131
AZr 0,8335 0,1665 0,8337 0,139
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Analisando e comparando as Tabela 6.3 e 6.16, nota-se que 0s numeros de

redundancia, de absorgédo e de confiabilidade ndo se modificam ao multiplicar a matriz de

variancias e covariancias (MVC) das observacdes pelo escalar 10.
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Este resultado ja era esperado, pois, embora todos os elementos da MVC das
observagdes tenham sidos multiplicados por um mesmo escalar, estas medidas de
confiabilidade dependem tanto da MVC quanto de sua inversa (ver, por exemplo, as
expressoes 2.49, 4.13, 5.19 e 5.21), e qualquer escalar que tenha sido aplicado na MVC, acaba
sendo cancelado no calculo destas medidas (de maneira semelhante a questdo do fator de
variancia a priori sobre a solugdo por minimos quadrados dos parametros).

Entretanto, analisando as Tabelas 6.3 e 6.16, nota-se que 0 MDB de todas as
observagdes, degradando em 10 vezes a MVC, aumenta em cerca de +/10 = 3,3 vezes, 0 que
também se era esperado, analisando a expressao 4.25 para 0 MDB de uma observacdo. Em
outras palavras, aumentando 10 vezes os valores das variancias e covariancias das
observac@es (ou seja, piorando cerca de 3,3 vezes a precisao das observacgdes), aumenta-se,
em mddulo, 3,3 vezes 0 menor erro detectavel de cada uma das observacdes.

Além disso, esta razdo entre o MDB das observacdes, aumentando em 10 vezes as
suas variancias e covariancias (Tabela 6.16), e o0 MDB original destas (Tabela 6.3), ndo é
exatamente constante e igual & V10 para todas as observagdes devido ao fato da MVC néo ser
uma matriz diagonal (ou seja, as covariancias entre algumas observagdes ndo serem nulas).

Estimado o menor erro detectdvel de cada observacdo, degradando em 10 vezes a
MVC das observagdes, também foi calculado a influéncia de cada um destes sobre os
parametros ajustados (ou seja, a confiabilidade externa das observacdes), conforme mostram
as Tabelas 6.17, 6.18 e 6.109.

Tabela 6.17 — Confiabilidade externa das observacfes de AC, AE, BC e BD sobre os pardmetros, degradando em
10 vezes a MVC original (em mm).

AXac AYac AZpc | AXpe  AYae  AZpe | AXgc  AYpe  AZgc | AXgp  AYpp  AZgp
Xc| 32 0 0 12 0 0 77 0 0 20 0 0
Yc 0 33 0 0 13 0 0 73 0 0 20 0
Zc 0 0 31 0 0 13 0 0 75 0 0 23
Xe 5 0 0 56 0 0 12 0 0 19 0 0
Ye 0 5 0 0 62 0 0 11 0 0 19 0
Ze 0 0 5 0 0 58 0 0 13 0 0 19
Xp | 10 0 0 22 0 0 24 0 0 43 0 0
Yb 0 10 0 0 25 0 0 23 0 0 45 0
Zp 0 0 11 0 0 23 0 0 27 0 0 47
Xk 3 0 0 10 0 0 8 0 0 8 0 0
Ye 0 4 0 0 12 0 0 9 0 0 9 0
Ze 0 0 4 0 0 11 0 0 9 0 0 9
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Tabela 6.18 — Confiabilidade externa das observagdes de DC, DE, FA e FC sobre os parametros, degradando em

10 vezes a MV C original (em mm).
AXpce AYpe AZpc | AXpe AYpe AZpe | AXen AYen  AZpp | AXee AYee  AZgc
Xc 79 0 0 -19 0 0 -13 0 0 64 0 0
Yc 0 75 0 0 -19 0 -16 0 0 12 0
Zc 0 0 78 0 0 -22 0 -14 0 0 63
Xe| -16 0 0 55 0 0 -16 0 0 2 0 0
Ye 0 -15 0 0 54 0 -19 0 0 1 0
Ze 0 0 -16 0 0 51 0 -18 0 0 2
Xp | -40 0 0 -45 0 0 -16 0 0 13 0 0
Yp 0 -40 0 0 -47 0 -20 0 0 14 0
Zp 0 0 -46 0 0 -50 0 -17 0 0 16
Xk -3 0 0 0 0 0 -24 0 0 -6 0 0
Ye 0 -3 0 0 0 0 -29 0 0 -8 0
z| o 0 3 0 0 1 o 26 | o 0 7

Tabela 6.19 — Confiabilidade externa das observagdes de FE, FD, FB, BF e AF sobre os pardmetros, degradando
em 10 vezes a MVC original (em mm).

AXpe AYre AZpe |AXpp AYpp AZpp | AXpg AYrs AZpg | AXgr AYer AZpr [ AXar AYar AZpr

Xc 8 0 0 29 0 0 -14 0 0 15 0 0 14 0 0
Yc 0 5 0 26 0 0 -15 0 15 0 14 0
Zc 0 0 8 0 27 0 0 -16 0 15 0 12
Xg 87 0 0 21 -18 0 0 20 18 0
Ye 0 83 0 21 0 -18 0 18 17 0
Ze 88 0 17 0 0 -21 19 16
Xp 23 0 73 0 -17 0 0 20 0 18 0 0
Yo 0 21 0 73 0 -18 0 18 17 0
Zp 0 0 24 0 66 0 0 -19 18 15
X -9 0 0 -8 0 0 -26 0 0 29 26 0
Yk 0 -10 0 0 -9 0 0 -27 0 27 26

Ze 0 0 -10 0 -9 0 0 -30 0 29 0 23

Analisando e comparando as Tabelas 6.4, 6.5, 6.6, e as Tabelas 6.17, 6.18 e 6.19, nota-

se que a influéncia do MDB de cada observacdo sobre cada parametro aumenta cerca de 3,3

vezes, multiplicando a MV C das observaces pelo escalar 10.

Como apenas 0 MDB das observacdes se modificou, mas a geometria do problema

permaneceu a mesma, analisando a expressao 4.36, se era esperado que a confiabilidade

externa das observacOes sobre os parametros também tivesse este aumento de cerca de 3,3

VEZES.

Verificada a influéncia em multiplicar a MVC das observacdes pelo escalar 10 sobre

as medidas de confiabilidade convencionais (considerando apenas um outlier por vez),

também foi verificada esta influéncia sobre as medidas de confiabilidade generalizadas para

maultiplos outliers (no caso, para dois outliers simultaneos).
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Desta forma, ap6s degradar a MVC original das observacfes em 10 vezes, foram

recalculados os coeficientes de correlagdo mdaltipla (pfj), a confiabilidade interna (MDB —

Vy,"), o nimero de confiabilidade (7;") e o nimero de redundancia (r;%) das observacdes (para
q = 2 outliers simulténeos), e alguns destes sdo mostrados nas Tabelas 6.20, 6.21, 6.22 e

6.23, respectivamente.

Tabela 6.20 — Coeficientes de correlagdo multipla para as observagdes das linhas-base AC, AE e BC, degradando
em 10 vezes a MVC original.

P ?j AXac AYac AZnc AX e AY ae AZpe AXpc AYgc AZgc
AXac 1 0,0098 | 0,0096 | 0,0299 | 0,0003 | 0,0003 | 0,1950 | 0,0019 | 0,0017
AY ac 0,0098 1 0,0098 | 0,0003 | 0,0341 | 0,0004 | 0,0018 | 0,1902 | 0,0017
AZc 0,0096 | 0,0098 1 0,0003 | 0,0004 | 0,0332 | 0,0018 | 0,0019 | 0,1902
AX e 0,0299 | 0,0003 | 0,0003 1 0,0100 | 0,0104 | 0,0722 | 0,0007 | 0,0007
AY pe 0,0003 | 0,0341 | 0,0004 | 0,0100 1 0,0103 | 0,0006 | 0,0748 | 0,0008
AZ e 0,0003 | 0,0004 | 0,0332 | 0,0104 | 0,0103 1 0,0007 | 0,0008 | 0,0809
AXgc 0,1950 | 0,0018 | 0,0018 | 0,0722 | 0,0006 | 0,0007 1 0,0092 | 0,0092
AYgc 0,0019 | 0,1902 | 0,0019 | 0,0007 | 0,0748 | 0,0008 | 0,0092 1 0,0094
AZgc 0,0017 | 0,0017 | 0,1902 | 0,0007 | 0,0008 | 0,0809 | 0,0092 | 0,0094 1

Tabela 6.21 — Alguns valores para 0 MDB — Vy;* das linhas-base DE, FA e FC (para q = 2), degradando em 10
vezes a MVC original.

Vy ? (cm) AXrc AYrc AZrc AXee AYre AZre AXrp AYrp AZrp
AXpe 20,5 20,4 20,4 26,1 20,4 20,4 23,5 20,4 20,4
AYpe 20,7 20,8 20,7 20,7 25,6 20,7 20,7 23,8 20,7
AZpe 20,7 20,7 20,9 20,7 20,7 26,0 20,7 20,7 23,3
AXa 12,6 12,6 12,6 12,6 12,6 12,6 12,6 12,6 12,6
AYra 12,2 12,2 12,2 12,2 12,2 12,2 12,2 12,2 12,2
AZea 12,8 12,8 12,8 12,8 12,8 12,9 12,8 12,8 12,8
AXrc 24,7 24,7 24,7 24,8 24,7 24,7 25,3 24,7 24,7
AYrc 23,6 23,6 23,6 23,6 23,7 23,6 23,6 24,2 23,6
AZrc 24,1 24,1 24,1 24,1 24,1 24,2 24,1 24,1 24.6

Tabela 6.22 — Alguns valores para o 7 das linhas-base DE, FA e FC (para q = 2), degradando em 10 vezes a
MVC original.

! AXpc AYrc AZrc AXre AYre y/= AXep | AYep AZep
AXpe | 0,5000 | 05061 | 05061 | 0,3077 | 05061 | 0,5061 | 0,3810 | 0,5061 | 0,5061
AYpe | 05105 | 0,5035 | 0,5105 | 0,5105 | 0,3324 | 0,5105 | 0,5105 | 0,3865 | 0,5105
AZpe | 05113 | 05113 | 05021 | 0,5113 | 0,5113 | 0,3236 | 0,5113 | 0,5113 | 0,4036
AXgs | 0,8065 | 0,8097 | 0,8097 | 0,8039 | 0,8097 | 0,8097 | 0,8041 | 0,8097 | 0,8097
AYga | 0,7594 | 0,7542 | 0,7594 | 0,7594 | 0,7507 | 0,7594 | 0,7594 | 0,7518 | 0,7594
AZgn | 0,7952 | 0,7952 | 0,7909 | 0,7952 | 0,7952 | 0,7869 | 0,7952 | 0,7952 | 0,7894
AXgc | 0,7160 | 0,7160 | 0,7160 | 0,7100 | 0,7160 | 0,7160 | 0,6842 | 0,7160 | 0,7160
AYgc | 0,6621 | 0,6621 | 0,6621 | 0,6621 | 0,6558 | 0,6621 | 0,6621 | 0,6290 | 0,6621

AZrc 0,7060 | 0,7060 | 0,7061 | 0,7061 | 0,7061 | 0,6976 | 0,7061 | 0,7061 | 0,6750
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Tabela 6.23 — Alguns valores para o r;f das linhas-base DE, FA e FC (para q = 2), degradando em 10 vezes a

MVC original.

r] AXrc AYkc AZrc AXpe AYre AZe AXrp AYrp AZrp
AXpe | 0,4999 | 0,5060 | 0,5060 | 0,3076 | 0,5060 | 0,5060 | 0,3810 | 0,5060 | 0,5060
AYpe | 05104 | 0,5034 | 0,5104 | 0,5104 | 0,3323 | 0,5104 | 0,5104 | 0,3864 | 0,5104
AZpe | 05112 | 0,5112 | 0,5020 | 0,5112 | 0,5112 | 0,3236 | 0,5112 | 0,5112 | 0,4035
AXga | 0,8063 | 0,8095 | 0,8095 | 0,8037 | 0,8095 | 0,8095 | 0,8039 | 0,8095 | 0,8095
AYga | 0,7592 | 0,7540 | 0,7592 | 0,7592 | 0,7505 | 0,7592 | 0,7592 | 0,7516 | 0,7592
AZgn | 0,7950 | 0,7950 | 0,7907 | 0,7950 | 0,7950 | 0,7867 | 0,7950 | 0,7950 | 0,7892
AXgc | 0,7159 | 0,7159 | 0,7159 | 0,7099 | 0,7159 | 0,7159 | 0,6840 | 0,7159 | 0,7159
AYgc | 0,6620 | 0,6620 | 0,6620 | 0,6620 | 0,6557 | 0,6620 | 0,6620 | 0,6288 | 0,6620
AZrc | 0,7059 | 0,7059 | 0,7059 | 0,7059 | 0,7059 | 0,6975 | 0,7059 | 0,7059 | 0,6749

Analisando e comparando as Tabelas 6.8 e 6.20, 6.10 e 6.22, 6.11 e 6.23, nota-se que
os coeficientes de correlacdo multipla, os numeros de confiabilidade e os ndmeros de
redundancia das observacgdes, respectivamente, também ndo se modificam ao multiplicar as
variancias e covariancias das observacoes pelo escalar 10, novamente devido ao fato de tais
medidas serem dependentes tanto da MVC quanto de sua inversa, cancelando qualquer escalar
que tenha sido aplicado no calculo destas (ver as expressfes 5.14, 5.23 e 5.25).

Entretanto, analisando as Tabelas 6.9 e 6.21, nota-se que o MDB das observacdes
(para g = 2 outliers simultaneos), aumentou em cerca de 3,3 vezes, piorando a MVC destas
em 10 vezes. Analisando a expressao 5.13, isto € explicado pelo fato de que os coeficientes de
correlacdo multipla ndo se alteraram, porém, o MDB das observagdes no caso convencional
aumentou em cerca de 3,3 vezes.

Por fim, a ultima medida de confiabilidade para g = 2 outliers simultaneos em que foi
verificada a influéncia de multiplicar a MVVC por um escalar 10 foi a confiabilidade externa
méaxima das observacdes sobre os parametros. As Tabelas 6.24 e 6.25 mostram alguns dos

resultados obtidos.

Tabela 6.24 — Confiabilidade externa maxima de alguns pares de observagdes (g = 2 outliers simultaneos,
degradando em 10 vezes a MV C original), sobre os pardmetros X¢, Xg, Xp, Xg (eEm mm).

AXpc € AXap | AXaceAXpe | AXgce AXpp | AXaceAXpe | AXac e AXpp
X 34 91 39 93 38
X 57 14 20 16 55
Xp 24 28 45 40 47
Xp 11 9 9 4 3
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Tabela 6.25 — Confiabilidade externa maxima de alguns pares de observagdes (g = 2 outliers simultaneos,
degradando em 10 vezes a MV C original), sobre os pardmetros X¢, Xg, Xp, Xg (eEm mm).

AXpseAXpe | AXpgeAXpp | AXpgeAXpp | AXpye AXpp
X, 64 14 31 22
X 16 88 26 28
X 20 27 73 28
Xr 25 26 26 41

Analisando e comparando as Tabelas 6.12 e 6.24, e as Tabelas 6.13 e 6.25, nota-se que

a confiabilidade externa méaxima das observacdes (para q = 2 outliers simultaneos),

aumentou em cerca de V10 = 3,3 vezes, piorando a MVC destas em 10 vezes, 0 que pode ser
compreendido analisando as expressdes 5.30 e 5.31.

Desta forma, resumidamente, multiplicando a MV C das observag6es por um escalar K

(ou seja, piorando em VK a precisio das observagdes), ndo se altera o nimero de redundancia,
de absorcéo e de confiabilidade das observagfes (tanto no caso convencional quanto no caso
generalizado), entretanto, aumenta-se em VK o valor do MDB das observagdes, bem como a
influéncia destes sobre os parametros (tanto no caso convencional quanto no caso
generalizado).

Estes resultados, j& previstos pela teoria, sdo coerentes, pois, aumentando a variancia
das observacBes, admite-se que as mesmas possuem uma precisdo inferior, e
conseqlientemente, aumenta-se 0 modulo do menor erro detectavel destas, bem como a
influéncia de possiveis erros ndo detectaveis nas observacdes (entdo maiores em mddulo),
sobre os parametros estimados.

Entretanto, os numeros de redundancia, de absorcdo e de confiabilidade ndo se
alteram, pois as variancias e covariancias de todas as observacdes sdo multiplicadas pelo
mesmo escalar, além da geometria do problema ndo se alterar, e, desta forma, a hierarquia das
observacgdes, em termos relativos de confiabilidade, é mantida a mesma, embora em termos
absolutos, a magnitude de possiveis erros (maximos) nao detectaveis tenha sido aumentada.

Frente a estas conclusdes, os resultados do segundo experimento (redugdo das
variancias e covariancias das observacfes por um escalar 10) serdo omitidos, pois 0s nimeros
de redundancia, absorc¢éo e confiabilidade também né&o se alteram, e 0 MDB das observacoes
(confiabilidade interna) e sua influéncia sobre os pardmetros (confiabilidade externa)
diminuem cerca de 3,3 vezes, tanto no caso convencional, quanto no caso generalizado.

Apenas para uma melhor visualizag&o dos resultados obtidos com estes dois primeiros
experimentos, a Figura 6.2 ilustra o MDB das observacgdes utilizando a MVC original, o

MDB das observagdes aumentando as variancias e covariancias em 10 vezes, e 0 MDB das
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observacdes reduzindo as variancias e covariancias em 10 vezes (todos estes relativos ao caso

convencional, considerando apenas um outlier por vez).

Mgt X X MVC Original

MDB (em mm)
N
=
o
X
%

190 XRX_ o X X MVC "melhorada" 10x

150 X MVC "piorada" 10x
130 X >, V..
XX X %" XX

70 DRS00 %K XXX
50 XXX XHXXXX
XXX XXX XXX

10 POORCOOOOOOOK s PO Ks st 3K
0 3 6 9 12 15 18 21 24 27 30 33 36 39

Numero da Observagao

Figura 6.2 — MDB resultante (para g = 1) modificando a MV C das observagdes.

Analisando a Figura 6.2, nota-se que, multiplicando a MVC das observacdes por um

escalar qualquer K, o MDB destas (para o caso convencional) aumenta (ou diminui) numa

proporcio aproximadamente igual & vK, mas o ordenamento (hierarquia) destas, em termos
de confiabilidade interna, permanece o0 mesmo. Para 0 MDB das observacGes no caso
generalizado (ou seja, g > 1), bem como a confiabilidade externa destas, tanto no caso
convencional quanto no caso generalizado, as conclusfes sdo analogas.

A Figura 6.2 também ilustra a importancia da selecdo de equipamentos e técnicas de
posicionamento adequadas na etapa de planejamento de uma rede geodesica, pois estas
questdes estdo diretamente relacionadas com a precisdo das observaches, e,
consequientemente, com a confiabilidade da rede a ser levantada.

Ainda visando estudar a influéncia das variancias e covariancias das observagfes nas
medidas de confiabilidade, em um terceiro experimento, foram negligenciadas
(desconsideradas) as covariancias das observacgdes, transformando a MVC destas em diagonal
(ou seja, considerando apenas as variancias das observacdes). A Tabela 6.26 apresenta 0s
numeros de redundéncia r;, 0s nimeros de absorcdo u;, 0s nimeros de confiabilidade 7; e a

confiabilidade interna — MDB das observagdes, obtidos com este experimento.



Tabela 6.26 — Medidas de confiabilidade das observagdes com a MV C das observagoes diagonal.

Observacao T; u; T; MDB Vy; (m)
AXac 0,9253 0,0747 0,9253 0,135
AY ac 0,9201 0,0799 0,9201 0,132
AZnc 0,9275 0,0725 0,9275 0,135
AXae 0,7464 0,2536 0,7464 0,070
AY ae 0,7114 0,2886 0,7114 0,068
AZpe 0,7333 0,2667 0,7333 0,068
AXgc 0,6798 0,3202 0,6798 0,076
AYgc 0,7058 0,2942 0,7058 0,078
AZgsc 0,6836 0,3164 0,6836 0,075
AXgp 0,8191 0,1809 0,8191 0,075
AYgp 0,8119 0,1881 0,8119 0,076
AZgp 0,8026 0,1974 0,8026 0,075
AXpc 0,4769 0,5231 0,4769 0,072
AYpc 0,5061 0,4939 0,5061 0,074
AZpc 0,4458 0,5542 0,4458 0,071
AXpe 0,5060 0,4940 0,5060 0,064
AYpe 0,5104 0,4896 0,5104 0,065
AZpe 0,5112 0,4888 0,5112 0,065
AXka 0,8095 0,1905 0,8095 0,040
AYea 0,7592 0,2408 0,7592 0,039
AZpp 0,7950 0,2050 0,7950 0,040
AXpc 0,7159 0,2841 0,7159 0,078
AYrc 0,6620 0,3380 0,6620 0,075
AZrc 0,7059 0,2941 0,7059 0,076
AXre 0,4777 0,5223 0,4777 0,058
AYre 0,4962 0,5038 0,4962 0,059
AZe 0,4568 0,5432 0,4568 0,057
AXpgp 0,5311 0,4689 0,5311 0,055
AYrp 0,5377 0,4623 0,5377 0,056
AZrp 0,5984 0,4016 0,5984 0,059
AXrg 0,7857 0,2143 0,7857 0,038
AYrg 0,7874 0,2126 0,7874 0,040
AZrg 0,7419 0,2581 0,7419 0,037
AXge 0,7417 0,2583 0,7417 0,036
AYge 0,7876 0,2124 0,7876 0,040
AZgr 0,7645 0,2355 0,7645 0,038
AXpr 0,7849 0,2151 0,7849 0,038
AY pr 0,8042 0,1958 0,8042 0,041
AZr 0,8335 0,1665 0,8335 0,044
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Analisando e comparando as Tabela 6.3 e 6.26, nota-se que 0s ndmeros de

redundancia e de absorcdo ndo se modificaram ao negligenciar as covariancias das

observagdes. Entretanto, os numeros de confiabilidade se tornaram iguais aos numeros de

redundancia (conforme previsto pela teoria), e desta forma, apresentaram pequenas diferencas
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em relagcdo aos nimeros de confiabilidade considerando a MVC original das observacbes
(Tabela 6.3), com uma diferengca maxima de apenas 0,2% (ou seja, podendo ser considerada
nula, em termos praticos).

Quanto a confiabilidade interna, desconsiderando as covariancias das observacdes,
somente na observagdo AZ,. o MDB aumentou em (apenas) 1 mm, em todos os demais
casos, curiosamente, o MDB permaneceu 0 mesmo.

Embora o MDB tenha aumentado apenas 1 mm em uma observacao, e permanecido o
mesmo para as demais, a confiabilidade externa das observaces pode se alterar, pois esta
medida também depende da matriz peso W (ver a expressao 4.36), e que neste experimento,
se tornou uma matriz diagonal, pois W = 231,

Desta forma, as Tabelas 6.27, 6.28 e 6.29 apresentam a confiabilidade externa

resultante das observacdes sobre os parametros, considerando uma MVC diagonal para estas.

Tabela 6.27 — Confiabilidade externa das observagdes sobre os pardmetros, com a MV C diagonal (em mm).

AXac AYac AZpc | AXae AYae AZpg | AXge AYge AZpgc | AXep AYsp AZgp
Xc| 10 0 0 4 0 0 24 0 0 6 0 0
Yc 0 11 0 0 4 0 0 23 0 0 6 0
Zc 0 0 10 0 0 4 0 0 24 0 0 7
Xe 2 0 0 18 0 0 4 0 0 6 0 0
Ye 0 2 0 0 20 0 0 4 0 0 6 0
Ze 0 0 2 0 0 18 0 0 4 0 0 6
Xb 3 0 0 7 0 0 8 0 0 14 0 0
Yo 0 3 0 0 8 0 0 7 0 0 14 0
Zp 0 0 4 0 0 7 0 0 9 0 0 15
Xk 1 0 0 3 0 0 2 0 0 3 0 0
Ye 0 1 0 0 4 0 0 3 0 0 3 0
Ze 0 0 1 0 0 4 0 0 3 0 0 3

Tabela 6.28 — Confiabilidade externa das observac6es sobre os pardmetros, com a

MV C diagonal (em mm).

AXpc AYpc AZpc | AXpe AYpe AZpe | AXea AYpn  AZpa | AXpee AYee  AZgc
Xc 25 0 0 -6 0 0 -4 0 0 20 0 0
Yc 0 24 0 0 -6 0 0 -5 0 0 23 0
Zc 0 0 25 0 0 -7 0 0 -4 0 0 20
Xe -5 0 0 17 0 0 -5 0 0 1 0 0
Ye 0 -5 0 0 17 0 0 -6 0 0 0 0
Ze 0 0 -5 0 0 16 0 0 -6 0 0 1
Xp | -13 0 0 -14 0 0 -5 0 0 4 0 0
Yb 0 -13 0 0 -15 0 0 -6 0 0 4 0
Zp 0 0 -15 0 0 -16 0 0 -5 0 0 5
Xe -1 0 0 0 0 0 -8 0 0 -2 0 0
Ye 0 -1 0 0 0 0 0 -9 0 0 -2 0
Zc 0 0 -1 0 0 0 0 0 -8 0 0 -2
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Tabela 6.29 — Confiabilidade externa das observagdes sobre os pardmetros, com a MV C diagonal (em mm).

AXpe AYee AZpe | AXep AYpp AZpp | AXpp AYrs AZpg [ AXgr AYsr AZpr | AXar AYar AZpr
Xe 2 0 0 9 0 0 -4 0 0 5 0 0 4 0 0
Yc 0 2 0 0 8 0 -5 0 0 5 0 0 5 0
Zc 0 0 3 0 0 9 -5 0 0 5 0 0 4
Xe 28 0 0 7 0 0 -6 0 0 6 0 0 6 0 0
Ye 0 26 0 0 7 0 0 -6 0 0 6 0 0 5 0
Ze 0 0 28 0 0 5 -7 0 0 6 0 0 5
Xp 7 0 0 23 0 0 -6 0 0 6 0 0 6 0 0
Yp 0 7 0 0 23 0 -6 0 6 0 0 5 0
Zp 0 0 8 0 21 0 -6 0 0 6 0 0 5
Xe -3 0 0 -3 0 -8 0 0 9 0 0 8 0 0
Ye 0 -3 0 -3 0 -9 0 0 9 0 0 8 0
Ze 0 0 -3 0 0 -3 0 0 -10 0 0 9 0 0 7

Analisando e comparando as Tabelas 6.4, 6.5 e 6.6 e as Tabelas 6.27, 6.28 e 6.29,
nota-se que a confiabilidade externa das observagdes sobre os parametros nao se modificou,
desconsiderando as covariancias das observacoes.

Portanto, para esta rede GPS (cuja MVC tem estrutura bloco diagonal 3x3 e as
covariancias sdo cerca de cem vezes menores que as variancias), a negligéncia das
covariancias, em termos praticos, ndo alterou nenhuma das medidas de confiabilidade
convencionais consideradas.

Verificada a influéncia em negligenciar as covariancias das observacdes sobre as
medidas de confiabilidade convencionais (considerando apenas um outlier por vez), também
foi verificada esta influéncia sobre as medidas de confiabilidade generalizadas para multiplos
outliers (no caso, para dois outliers simultaneos).

Desta forma, apds negligenciar as covariancias das observacdes (transformando a
MVC em uma matriz diagonal), foram recalculados os coeficientes de correlagdo mdaltipla

(pf;), a confiabilidade interna (MDB — Vy,’), o nimero de confiabilidade (7;) e o ndmero de

redundancia (r;") das observagbes (para ¢ = 2 outliers simultaneos), e alguns destes sdo

mostrados nas Tabelas 6.30, 6.31 e 6.32 e 6.33, respectivamente.
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Tabela 6.30 — Coeficientes de correlagdo multipla para as linhas-base AC, AE e BC, com a MVC diagonal.

P ?j AXac | AYac AZnc AXae | AYae AZpe AXgc | AYge AZgc
AXac 1 0,0000 | 0,0000 | 0,0299 | 0,0000 | 0,0000 | 0,1950 | 0,0000 | 0,0000
AY ac 0,0000 1 0,0000 | 0,0000 | 0,0341 | 0,0000 | 0,0000 | 0,1902 | 0,0000
AZc 0,0000 | 0,0000 1 0,0000 | 0,0000 | 0,0332 | 0,0000 | 0,0000 | 0,1902
AXae | 0,0299 | 0,0000 | 0,0000 1 0,0000 | 0,0000 | 0,0722 | 0,0000 | 0,0000
AYe | 0,0000 | 0,0341 | 0,0000 | 0,0000 1 0,0000 | 0,0000 | 0,0748 | 0,0000
AZ e 0,0000 | 0,0000 | 0,0332 | 0,0000 | 0,0000 1 0,0000 | 0,0000 | 0,0809
AXgc | 0,1950 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0722 | 0,0000 | 0,0000 1 0,0000 | 0,0000
AYgc | 0,0000 | 0,1902 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0748 | 0,0000 | 0,0000 1 0,0000
AZgc 0,0000 | 0,0000 | 0,1902 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0809 | 0,0000 | 0,0000 1

Tabela 6.31 — Alguns valores para 0 MDB — Vy;® das linhas-base DE, FA e FC (

para g = 2), com MVC diagonal.

Vy{ (cm) AXrc AYkc AZrc AXre AYre AZre AXrp AYEp AZrp
AXpe 6,5 6,4 6,4 8,3 6,4 6,4 7,4 6,4 6,4
AYpe 6,5 6.6 6,5 6,5 8.1 6,5 6,5 75 6,5
AZpe 6,5 6,5 6,6 6,5 6,5 8,2 6,5 6,5 74
AXEa 4,0 4,0 4,0 4,0 4,0 4,0 4,0 4,0 4,0
AYep 3,9 3,9 3,9 3,9 3,9 3,9 3,9 3,9 3,9
AZpp 4,0 4,0 41 4,0 4,0 41 4,0 4,0 4,1
AXrc 7,8 7,8 7,8 79 7,8 7,8 8,0 7,8 7.8
AYEc 7,5 7,5 7,5 7,5 7,5 7,5 7,5 7,7 7,5
AZrc 7,6 7,6 7,6 7,6 7,6 7,7 7,6 7,6 7.8

Tabela 6.32 — Alguns valores para o 1‘*? das linhas-base DE, FA e FC (para g = 2), com a MVC diagonal.

74

T AXkc AYec AZrc AXge AYee AZee AXep AYep AZrp
AXpe | 0,4999 | 0,5060 | 0,5060 | 0,3076 | 0,5060 | 0,5060 | 0,3810 | 0,5060 | 0,5060
AYpe | 05104 | 0,5034 | 05104 | 0,5104 | 0,3323 | 0,5104 | 0,5104 | 0,3864 | 0,5104
AZpe | 05112 | 05112 | 0,5020 | 0,5112 | 0,5112 | 0,3236 | 0,5112 | 0,5112 | 0,4035
AXga | 0,8063 | 0,8095 | 0,8095 | 0,8037 | 0,8095 | 0,8095 | 0,8039 | 0,8095 | 0,8095
AYgs | 0,7592 | 0,7540 | 0,7592 | 0,7592 | 0,7505 | 0,7592 | 0,7592 | 0,7516 | 0,7592
AZga | 0,7950 | 0,7950 | 0,7907 | 0,7950 | 0,7950 | 0,7867 | 0,7950 | 0,7950 | 0,7892
AXgc | 0,7159 | 0,7159 | 0,7159 | 0,7099 | 0,7159 | 0,7159 | 0,6840 | 0,7159 | 0,7159
AYgc | 0,6620 | 0,6620 | 0,6620 | 0,6620 | 0,6557 | 0,6620 | 0,6620 | 0,6288 | 0,6620
AZgec | 0,7059 | 0,7059 | 0,7059 | 0,7059 | 0,7059 | 0,6975 | 0,7059 | 0,7059 | 0,6749

Tabela 6.33 — Alguns valores para o ;% das linhas-base DE, FA e FC (para q = 2), com a MVC diagonal.
ry AXrc AYrc AZrc AXre AYee AZe AXep AYep AZep
AXpe | 0,4999 | 0,5060 | 0,5060 | 0,3076 | 0,5060 | 0,5060 | 0,3810 | 0,5060 | 0,5060
AYpe | 0,5104 | 0,5034 | 0,5104 | 0,5104 | 0,3323 | 0,5104 | 0,5104 | 0,3864 | 0,5104
AZpe | 05112 | 05112 | 0,5020 | 0,5112 | 0,5112 | 0,3236 | 0,5112 | 0,5112 | 0,4035
AXra | 0,8063 | 0,8095 | 0,8095 | 0,8037 | 0,8095 | 0,8095 | 0,8039 | 0,8095 | 0,8095
AYga | 0,7592 | 0,7540 | 0,7592 | 0,7592 | 0,7505 | 0,7592 | 0,7592 | 0,7516 | 0,7592
AZgn | 0,7950 | 0,7950 | 0,7907 | 0,7950 | 0,7950 | 0,7867 | 0,7950 | 0,7950 | 0,7892
AXgc | 0,7159 | 0,7159 | 0,7159 | 0,7099 | 0,7159 | 0,7159 | 0,6840 | 0,7159 | 0,7159
AYgc | 0,6620 | 0,6620 | 0,6620 | 0,6620 | 0,6557 | 0,6620 | 0,6620 | 0,6288 | 0,6620
AZgc | 0,7059 | 0,7059 | 0,7059 | 0,7059 | 0,7059 | 0,6975 | 0,7059 | 0,7059 | 0,6749
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Analisando e comparando as Tabelas 6.8 e 6.30, nota-se que, negligenciando as
covariancias das observacOes, os coeficientes de correlacdo multipla para observacGes
tomadas em eixos cartesianos distintos se tornam nulos, mesmo para observacGes de uma
mesma linha-base (embora estes ja fossem muito pequenos, e o0s demais ja fossem
praticamente nulos).

Isto significa que, quando as observacGes ndo possuem covariancias, 0 menor erro
detectavel de uma observacgdo, para maltiplos outliers (em um caso geral com g > 1), € igual
ao seu menor erro detectavel no caso convencional (g = 1, data snooping), quando as demais
observagdes suspeitas séo referentes a eixos cartesianos distintos.

Entretanto, para observacdes referentes a0 mesmo eixo cartesiano, os coeficientes de
correlacdo multipla ndo sdo necessariamente nulos, devido a configuracdo do problema,
mesmo que todas as covariancias sejam assumidas serem nulas, e, portanto, 0 MDB de uma
observacdo, considerando multiplos outliers, devera ser maior do que o seu MDB no caso
convencional.

De qualquer maneira, para observacbes referentes a0 mesmo eixo cartesiano, oS
valores para os coeficientes de correlagdo multipla permaneceram os mesmos que foram
obtidos utilizando a MV C original (Tabela 6.8).

Como tanto o MDB do caso convencional (Tabela 6.26), quanto os coeficientes de
correlacdo mdltipla (Tabela 6.30), em termos praticos, permaneceram 0S mMesMOS
desconsiderando as covariancias das observacbes, o MDB das observacbes para q = 2
outliers simultdneos também ndo se alterou com este experimento (ver a expressao 5.13 e as
Tabelas 6.9 e 6.31).

De maneira analoga, como os numeros de redundancia e de confiabilidade no caso
convencional se tornam idénticos, desconsiderando as covariancias das observacdes (ver a
Tabela 6.25), os numeros de redundancia e de confiabilidade generalizados para q = 2
outliers simultdneos também se tornam idénticos (ver as expressdes 5.23 e 5.25, e as Tabelas
6.32 e 6.33).

De qualquer maneira, as diferencas entre os numeros de redundéncia e de
confiabilidade, utilizando a MVC original das observaces, ja era praticamente nula, de no
maximo 0,2% (ver novamente as Tabelas 6.10 e 6.11).

Por fim, a ultima medida de confiabilidade para g = 2 outliers simultdneos em que foi
verificada a influéncia de desconsiderar as covariancias das observagoes foi a confiabilidade
externa maxima sobre os parametros. As Tabelas 6.34 e 6.35 mostram alguns dos resultados
obtidos.
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Tabela 6.34 — Confiabilidade externa maxima de alguns pares de observagdes (g = 2 outliers simultaneos, com a
MVC diagonal), sobre os pardmetros X¢, Xg, Xp, Xg (eEm mm).

AX € AXap | AXaceAXpe | AXgce AXpp | AXaceAXpe | AXac € AXpp
X; 11 29 12 29 12
X 18 4 6 5 17
Xp 8 9 14 13 15
Xp 3 3 3 1 1

Tabela 6.35 — Confiabilidade externa méaxima de alguns pares de observacdes (g = 2 outliers simultaneos, com a

MVC diagonal), sobre os parametros X¢, Xg, Xp, X (Em mm).

AXppeAXpe | AXpaeAXpp | AXpaeAXpp | AXpge AXpp
X 20 5 10 7
X 5 28 8 9
X, 6 9 23 9
Xp 8 8 8 13

Analisando e comparando as Tabelas 6.12 e 6.34 e as Tabelas 6.13 e 6.35, nota-se que
a confiabilidade externa maxima das observagdes sobre os parametros (para q = 2 outliers
simultaneos), se mantém a mesma utilizando a MVC original das observacdes, ou entdo
desconsiderando as covariancias destas.

Portanto, para esta rede GPS (cuja MVC possui estrutura bloco diagonal 3x3 e as
covariancias ndo nulas sdo cerca de cem vezes menores gque as variancias), a negligéncia das
covariancias praticamente ndo alterou nenhuma das medidas de confiabilidade, tanto no caso
convencional, quanto no caso generalizado para g = 2 outliers simultaneos.

Por fim, em um ultimo experimento, apenas as covariancias das observacdes foram
aumentadas em 10 vezes, diminuindo a razdo de grandeza entre as variancias e covariancias
destas de (aproximadamente) 100 para (aproximadamente) 10, visando realcar o efeito das
covariancias das observaces sobre as medidas de confiabilidade em estudo.

Desta forma, a Tabela 6.36 apresenta os nimeros de redundancia r;, 0s nimeros de
absorcdo u;, os numeros de confiabilidade #; e a confiabilidade interna — MDB das

observagodes, obtidos com este experimento.



Tabela 6.36 — Medidas de confiabilidade das observagdes, aumentando em 10 vezes as covariancias.

Observacao T; u; T; MDB Vy; (m)
AXac 0,9253 0,0747 0,9417 0,134
AY ac 0,9200 0,0800 0,9369 0,131
AZnc 0,9275 0,0725 0,9439 0,133
AXae 0,7466 0,2534 0,7611 0,070
AY ae 0,7108 0,2892 0,7253 0,067
AZpe 0,7333 0,2667 0,7482 0,068
AXgc 0,6799 0,3201 0,6907 0,075
AYgc 0,7062 0,2938 0,7174 0,078
AZpc 0,6837 0,3163 0,6948 0,074
AXgp 0,8190 0,1810 0,8351 0,074
AYgp 0,8118 0,1882 0,8270 0,075
AZgp 0,8022 0,1978 0,8180 0,075
AXpc 0,4770 0,5230 0,4849 0,072
AYpc 0,5065 0,4935 0,5147 0,073
AZpc 0,4453 0,5547 0,4535 0,070
AXpe 0,5062 0,4938 0,5151 0,064
AYpe 0,5106 0,4894 0,5192 0,065
AZpe 0,5114 0,4886 0,5203 0,065
AXea 0,8095 0,1905 0,8283 0,039
AYea 0,7582 0,2418 0,7760 0,038
AZpp 0,7946 0,2054 0,8135 0,040
AXpc 0,7161 0,2839 0,7280 0,078
AYrc 0,6615 0,3385 0,6735 0,074
AZrc 0,7060 0,2940 0,7184 0,075
AXre 0,4775 0,5225 0,4869 0,058
AYre 0,4967 0,5033 0,5049 0,058
AZe 0,4563 0,5437 0,4656 0,057
AXpgp 0,5310 0,4690 0,5403 0,054
AYrp 0,5375 0,4625 0,5472 0,056
AZrp 0,5995 0,4005 0,6080 0,058
AXrg 0,7861 0,2139 0,8009 0,038
AYrg 0,7879 0,2121 0,8006 0,040
AZrg 0,7415 0,2585 0,7564 0,037
AXge 0,7417 0,2583 0,7559 0,035
AYge 0,7882 0,2118 0,8009 0,040
AZgr 0,7649 0,2351 0,7781 0,038
AXpr 0,7842 0,2158 0,8026 0,038
AY pr 0,8042 0,1958 0,8194 0,041
AZr 0,8338 0,1662 0,8502 0,043
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Analisando e comparando as Tabelas 6.3 e 6.36, nota-se que 0Ss numeros de

redundéancia (e conseqiientemente, 0os numeros de absor¢do) aumentaram ou diminuiram, mas

de uma maneira aparentemente aleatdria, com uma diferenga méxima de apenas 0,1% (ou

seja, podendo ser considerada nula em termos préaticos).
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Entretanto, todos os numeros de confiabilidade aumentaram, e a diferenca destes para
0s numeros de redundancia aumentou de cerca de 0,01% (com a MVC original, Tabela 6.3),
para cerca de 1% (com as covariancias aumentadas em 10 vezes, Tabela 6.36). Ou seja,
aumentando em 10 vezes as covariancias das observacdes, a diferenca entre os niumeros de
redundancia e de confiabilidade destas aumenta em cerca de 100 vezes.

Como para esta rede GPS, a estrutura da MVC das observacdes é bloco diagonal, este
aumento dos numeros de redundancia, em termos absolutos, ndo foi significativo, mas para
redes geodésicas com uma outra estrutura para a MVC, este resultado mostra que a
determinacdo adequada das covariancias € muito importante para a obtencdo de um valor
coerente para as medidas de confiabilidade de suas observacdes.

Quanto a confiabilidade interna, analisando e comparando as Tabelas 6.3 e 6.36, nota-
se que o MDB das observacfes permaneceu 0 mesmo, ou, ha maior parte dos casos, diminuiu
em apenas 1 mm, aumentando as covariancias destas em 10 vezes. Portanto, em termos
praticos, esta medida de confiabilidade também ndo foi alterada com este experimento.

Entretanto, como a confiabilidade externa das observacdes ndo depende somente do

MDB destas, mas também da matriz design A e da matriz peso W = ;" (ver a expressao
4.36), como foi aplicado um operador ndo linear na MVC das observagdes X, (aumento

somente das covariancias em 10 vezes), a confiabilidade externa destas também foi calculada

neste experimento, e os resultados obtidos s&o mostrados nas Tabelas 6.37, 6.38 e 6.39.

Tabela 6.37 — Confiabilidade externa das observacfes de AC, AE, BC e BD sobre os pardmetros, aumentando
em 10 vezes as covariancias (em mm).

AXac AYac AZpc | AXag AYae AZpe | AXge AYse AZgc | AXgp AYep AZgp
Xc | 10 0 0 4 0 0 24 0 0 6 0 0
Yc 0 10 0 0 4 0 0 23 0 0 6 0
Zc 0 0 10 0 0 4 0 0 24 0 0 7
Xe 2 0 0 18 0 0 4 0 0 6 0 0
Ye 0 2 0 0 19 0 0 4 0 0 6 0
Ze 0 0 2 0 0 18 0 0 4 0 0 6
Xb 3 0 0 7 0 0 8 0 0 13 0 0
Yb 0 3 0 0 8 0 0 7 0 0 14 0
Zp 0 0 3 0 0 7 0 0 9 0 0 15
Xk 1 0 0 3 0 0 2 0 0 3 0 0
Ye 0 1 0 0 4 0 0 3 0 0 3 0
Ze 0 0 1 0 0 4 0 0 3 0 0 3
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Tabela 6.38 — Confiabilidade externa das observacdes de DC, DE, FA e FC sobre os parametros, aumentando em
10 vezes as covariancias (em mm).

AXpce AYpe AZpc | AXpe AYpe AZpe | AXen AYen  AZpp | AXee AYee  AZgc
Xc 25 0 0 -6 0 0 -4 0 0 20 0 0
Yc 0 23 0 0 -6 0 0 -5 0 0 23 0
Zc 0 0 24 0 0 -7 0 0 -4 0 0 20
Xe -5 0 0 17 0 0 -5 0 0 0 0 0
Ye 0 -5 0 0 17 0 0 -6 0 0 0 0
Ze 0 0 -5 0 0 16 0 0 -6 0 0 1
Xp | -13 0 0 -14 0 0 -5 0 0 4 0 0
Yp 0 -13 0 0 -15 0 0 -6 0 0 4 0
Zp 0 0 -14 0 0 -16 0 0 -5 0 0 5
Xk -1 0 0 0 0 0 -7 0 0 -2 0 0
Ye 0 -1 0 0 0 0 0 -9 0 0 -2 0
Ze 0 0 -1 0 0 0 0 0 -8 0 0 -2

Tabela 6.39 — Confiabilidade externa das observagdes de FE, FD, FE, BF e AF sobre os parametros, aumentando

em 10 vezes as covariancias (em mm).

AXpe AYre AZpe |AXpp AYpp AZpp | AXpg AYrs AZpg | AXgr AYer AZpr [ AXar AYar AZpr
Xc 2 0 0 9 0 0 -4 0 0 5 0 0 4 0 0
Yc 0 2 0 0 8 0 -5 0 0 5 0 0 4 0
Zc 0 0 3 0 0 8 0 -5 0 0 5 0 0 4
Xg 27 0 0 7 0 0 -6 0 0 6 0 0 6 0 0
Ye 0 26 0 0 6 0 0 -6 0 0 6 0 0 5 0
Ze 0 0 28 0 0 5 0 -6 0 0 6 0 0 5
Xp 7 0 0 23 0 0 -5 0 0 6 0 0 5 0 0
Yo 0 7 0 0 23 0 0 -6 0 0 6 0 0 5 0
Zp 0 0 8 0 21 0 -6 0 0 6 0 0 5
X -3 0 0 -3 0 0 -8 0 0 9 0 0 8 0 0
Yk 0 -3 0 0 -3 0 0 -8 0 0 8 0 0 8 0
Ze 0 0 -3 0 -3 0 -10 0 0 9 0 0 7

Analisando e comparando as Tabelas 6.4, 6.5 e 6.6 e as Tabelas 6.37, 6.38 e 6.39,
nota-se que a influéncia do MDB das observacdes sobre os parametros ndo se modificou, ou,

em poucos casos, diminuiu apenas 1 mm, realgando as covariancias destas em 10 vezes.

externa das observacdes nédo foi alterada com este experimento.

Portanto, em termos praticos, tal como a confiabilidade interna, a confiabilidade

Verificada a influéncia em aumentar as covariancias das observac6es sobre as medidas

de confiabilidade convencionais (considerando apenas um outlier por vez), também foi

verificada esta influéncia sobre as medidas de confiabilidade generalizadas para mdaltiplos

outliers (no caso, para dois outliers simultaneos).

Desta forma, ap0s realcar somente as covariancias das observacdes em 10 vezes,

foram recalculados os coeficientes de correlagdo multipla (pfj), a confiabilidade interna
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(MDB - Vyiq), 0 numero de confiabilidade (Fiq) e 0 numero de redundancia (riq) das

observacOes (para g = 2 outliers simultaneos), e alguns destes sdo mostrados nas Tabelas
6.40, 6.41 e 6.42 e 6.43, respectivamente.

Tabela 6.40 — Coeficientes de correlagdo multipla para as observagdes das linhas-base AC, AE e BC,

aumentando em 10 vezes as covariancias.

P?j AXac AYpc AZxc AXag AY pe AZ e AXpc AYgc AZpc
AXac 1 0,0904 | 0,0876 | 0,0299 | 0,0029 | 0,0027 | 0,1949 | 0,0175 | 0,0160
AY ac 0,0904 1 0,0903 | 0,0029 | 0,0342 | 0,0033 | 0,0166 | 0,1902 | 0,0160
AZpc 0,0876 | 0,0903 1 0,0028 | 0,0033 | 0,0333 | 0,0162 | 0,0171 | 0,1901
AX g 0,0299 | 0,0029 | 0,0028 1 0,0914 | 0,0953 | 0,0720 | 0,0064 | 0,0064
AY A 0,0029 | 0,0342 | 0,0033 | 0,0914 1 0,0942 | 0,0059 | 0,0747 | 0,0071
AZne 0,0027 | 0,0033 | 0,0333 | 0,0953 | 0,0942 1 0,0062 | 0,0074 | 0,0808
AXgc 0,1949 | 0,0166 | 0,0162 | 0,0720 | 0,0059 | 0,0062 1 0,0852 | 0,0849
AYgc 0,0175 | 0,1902 | 0,0171 | 0,0064 | 0,0747 | 0,0074 | 0,0852 1 0,0869
AZgc 0,0160 | 0,0160 | 0,1901 | 0,0064 | 0,0071 | 0,0808 | 0,0849 | 0,0869 1

Tabela 6.41 — Alguns valores para o MDB — Vy;® das linhas-base DE, FA e FC (para g = 2), aumentando em 10

Vezes as covariancias.

Vy{ (cm) AXpc AYrc AZrc AXre AYee AZre AXgp AYgp AZrp
AXpe 6,4 6,4 6,4 8,2 6,4 6,4 7,4 6,4 6,4
AYpe 6,5 6,5 6,5 6,5 8,0 6,5 6,5 7.4 6,5
AZpe 6,5 6,5 6,5 6,5 6,5 8,2 6,5 6,5 7,3
AXFa 3,9 3,9 3,9 3,9 3.9 3.9 3,9 3,9 3,9
AYEa 3,8 3,8 3,8 3,8 3,8 3.8 3.8 3,8 3,8
AZga 4,0 4,0 4,0 4,0 4,0 4,0 4,0 4,0 4,0
AXpc 7,8 7,8 78 7,8 7,8 7,8 79 78 78
AYEc 7,4 7,4 7,4 7,4 74 7,4 7,4 7,6 7,4
AZgc 7,6 7,6 7,5 7,5 7,5 7,6 7,5 75 1,7

Tabela 6.42 — Alguns valores para o 1‘*? das linhas-base DE, FA e FC (para q = 2), aumentando em 10 vezes as
covariancias.

T'? AXkc AYec AZec AXre AYee AZge AXrp AYrp AZrp
AXpe | 0,5088 | 0,5150 | 0,5150 | 0,3133 | 0,5137 | 0,5134 | 0,3879 | 0,5140 | 0,5142
AYpe | 05191 | 05121 | 05191 | 0,5178 | 0,3385 | 0,5180 | 0,5181 | 0,3932 | 0,5183
AZpe | 05202 | 0,5202 | 0,5109 | 0,5185 | 0,5190 | 0,3297 | 0,5195 | 0,5195 | 0,4109
AXrga | 0,8250 | 0,8283 | 0,8283 | 0,8223 | 0,8282 | 0,8282 | 0,8225 | 0,8282 | 0,8283
AYea | 0,7759 | 0,7706 | 0,7759 | 0,7759 | 0,7670 | 0,7759 | 0,7759 | 0,7681 | 0,7759
AZg, | 08134 | 0,8134 | 0,8091 | 0,8134 | 0,8133 | 0,8049 | 0,8134 | 0,8134 | 0,8076
AXgc | 0,7280 | 0,7226 | 0,7224 | 0,7219 | 0,7280 | 0,7279 | 0,6957 | 0,7277 | 0,7278
AYec | 0,6685 | 0,6735 | 0,6681 | 0,6735 | 0,6671 | 0,6735 | 0,6733 | 0,6398 | 0,6733
AZrc 0,7129 | 0,7125 | 0,7184 | 0,7183 | 0,7183 | 0,7098 | 0,7182 | 0,7181 | 0,6868
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Tabela 6.43 — Alguns valores para o r; das linhas-base DE, FA e FC (para q = 2), aumentando em 10 vezes as
covariancias.

r? AXkc AYec AZec AXpe AYEe AZre AXkp AYEp AZrp
AXpe | 0,5000 | 0,5062 | 0,5062 | 0,3079 | 0,5062 | 0,5061 | 0,3811 | 0,5061 | 0,5062
AYpe | 05106 | 0,5036 | 0,5106 | 0,5106 | 0,3329 | 0,5107 | 0,5106 | 0,3866 | 0,5106
AZpe | 05114 | 0,5114 | 0,5022 | 0,5113 | 0,5115 | 0,3240 | 0,5115 | 0,5115 | 0,4039
AXra | 0,8063 | 0,8095 | 0,8095 | 0,8037 | 0,8095 | 0,8095 | 0,8039 | 0,8095 | 0,8095
AYgs | 0,7582 | 0,7529 | 0,7582 | 0,7582 | 0,7494 | 0,7582 | 0,7582 | 0,7505 | 0,7582
AZgn | 0,7946 | 0,7946 | 0,7903 | 0,7946 | 0,7946 | 0,7862 | 0,7946 | 0,7946 | 0,7888
AXgc | 0,7161 | 0,7159 | 0,7161 | 0,7101 | 0,7161 | 0,7161 | 0,6843 | 0,7161 | 0,7161
AYr: | 0,6617 | 0,6615 | 0,6618 | 0,6615 | 0,6552 | 0,6615 | 0,6615 | 0,6284 | 0,6615

AZrc 0,7061 | 0,7059 | 0,7060 | 0,7060 | 0,7060 | 0,6975 | 0,7060 | 0,7060 | 0,6750

Analisando e comparando as Tabelas 6.8 e 6.40, nota-se que, aumentando somente as
covariancias das observaces em 10 vezes, os coeficientes de correlagdo mdaltipla para
observagdes tomadas em eixos cartesianos distintos aumentam cerca de 10 vezes (embora em
termos absolutos, ainda permanecam muito baixos), enquanto para observacdes de um mesmo
eixo cartesiano, estes permanecem praticamente 0S mesmos.

Entretanto, para 0 MDB com g = 2 outliers simultaneos, tal como para 0 MDB no
caso convencional, analisando e comparando as Tabelas 6.9 e 6.41, nota-se que este diminuiu
1 mm em praticamente todos 0s casos, Ou Seja, novamente a pequena alteracdo nos
coeficientes de correlagdo mdaltipla ndo foi significativa nesta medida de confiabilidade,
predominando a alteracdo no MDB para o caso convencional (g = 1 outlier por vez, Tabela
6.36).

Quanto aos nameros de redundancia, analisando e comparando as Tabelas 6.11 e 6.43,
nota-se que, tal como no caso convencional (Tabelas 6.3 e 6.36), estes aumentam ou
diminuem de maneira aparentemente aleatdria, mas as diferencas em termos absolutos séo
muito pequenas (em geral, menor do que 0,1%).

J& para os numeros de confiabilidade, analisando e comparando as Tabelas 6.10 e
6.42, nota-se que estes aumentaram, e, analisando e comparando as Tabelas 6.10 e 6.11 e as
Tabelas 6.42 e 6.43, nota-se que a diferenca destes para 0os nimeros de redundancia aumentou
de cerca de 0,01% (com a MVC original, Tabela 6.10), para cerca de 1% (com as
covariancias aumentadas em 10 vezes, Tabela 6.42).

Ou seja, assim como no caso convencional, aumentando em 10 vezes somente as
covariancias das observacbGes, a diferenca entre os numeros de redundancia e de
confiabilidade destas aumenta cerca de 100 vezes no caso generalizado (pois os coeficientes

de correlagdo multipla, em termos absolutos, aumentaram muito pouco).
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Por fim, a ultima medida de confiabilidade para g = 2 outliers simultdneos em que foi
verificada a influéncia de aumentar somente as covariancias das observacdes em 10 vezes foi
a confiabilidade externa maxima sobre os parametros. As Tabelas 6.44 e 6.45 mostram alguns

dos resultados obtidos.

Tabela 6.44 — Confiabilidade externa maxima de alguns pares de observacdes (q = 2 outliers simultaneos,

aumentando em 10 vezes as covariancias), sobre os parametros X¢, Xg, Xp, Xg (eEm mm).

AXyceAXyp | AXgceAXpe | AXac € AXpp | AXzc e AXpe | AXyc € AXpg
X; 11 28 12 29 12
X 18 4 6 5 17
Xp 8 9 14 13 15
Xp 3 3 3 1 1

Tabela 6.45 — Confiabilidade externa maxima de alguns pares de observacdes (q = 2 outliers simultaneos,

aumentando em 10 vezes as covariancias), sobre os parametros X¢, Xg, Xp, Xg (eEm mm).

AXpaeAXpe | AXpa€AXpp | AXpa€AXpp | AXpge AXpp
X. 20 4 10 7
X; 5 28 8 9
X, 6 8 23 9
Xy 8 8 8 13

Analisando e comparando as Tabelas 6.12 e 6.44, e as Tabelas 6.13 e 6.45, nota-se que
a confiabilidade externa maxima das observacdes sobre os parametros (para g = 2 outliers
simultaneos) se mantém a mesma utilizando a MV C original das observacdes (Tabelas 6.12 e
6.13), ou aumentando somente as covariancias destas em 10 vezes (Tabelas 6.44 e 6.45). Em
poucos casos, a influéncia maxima de alguns pares de observacbes sobre um parametro
especifico diminuiu em apenas 1mm.

Ou seja, em termos praticos, a confiabilidade externa das observac6es, considerando
maltiplos outliers, assim como a confiabilidade externa das observagdes no caso
convencional, ndo foi alterada aumentando somente as covariancias das observacdes em
10 vezes.

Desta forma, embora as medidas de confiabilidade consideradas, tanto no caso
convencional (considerando apenas um outlier por vez), quanto no caso generalizado
(considerando dois ou mais outliers simultaneos), dependam da precisdo das observacdes
(expressa pela matriz de covaridncia £, e pela matriz peso W =o§ £,), 0s quatro
experimentos realizados, alterando a MVC das observacgdes, em geral, ndo apresentaram

grandes mudancas nos valores numericos destas medidas.
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Como conclusdes, pode-se afirmar que, multiplicando a MVC das observagdes por um

escalar K, a confiabilidade interna e a confiabilidade externa destas aumenta (ou diminui) na

proporgdo VK, embora os nimeros de redundancia e de confiabilidade permanecam os
mesmos (tanto no caso convencional quanto no caso generalizado).

Mesmo aplicando operadores n&o lineares na MVC, como por exemplo,
negligenciando as covariancias das observagdes, ou aumentando somente estas em 10 vezes,
as medidas de confiabilidade nao apresentaram grandes diferencas com as obtidas utilizando a
MVC original das observacdes.

Entretanto, pode-se afirmar que, quanto maior a razdo de grandeza entre as variancias
e covariancias das observacfes, menor € a diferenca entre os nimeros de redundancia e de
confiabilidade, e que, quanto menor a razdo de grandeza entre as variancias e covariancias,
maior ¢ a diferenca entre os nimeros de redundancia e de confiabilidade, embora em termos
relativos, ou seja, o ordenamento das observagdes em termos de confiabilidade, estas medidas
apresentaram a mesma hierarquia.

Além disso, quanto maior o valor das covariancias das observagdes, menor é o MDB
destas e a sua influéncia sobre os parametros. Porém, € importante ressaltar que a
determinacdo adequada das covariancias das observaces retém a sua importancia, pois o
valor numeérico do vetor dos parametros estimados X (ou seja, a solucdo do ajustamento), se
modifica alterando somente as covariancias das observacdes (por ser um operador ndo linear
na MVC e, consequentemente na matriz peso W).

Também ndo se deve esquecer que para que o estimador por minimos quadrados (X)
de x coincida com a solucdo de maxima verossimilhanca, a matriz peso deve ser definida
como o inverso da “verdadeira” MVC das observacdes, ou seja, ndo s6 as varidncias, como
também as covariancias devem estar bem determinadas, caso contrario, os resultados do
ajustamento conterdo erros cuja fonte ndo sdo as observacGes, mas sim, o modelo estocastico
mal determinado.

Como recomendacdes para trabalhos futuros, sugerem-se estudos mais complexos,
como por exemplo, considerar uma rede geodésica cuja MVC ndo seja apenas bloco diagonal,
mas que apresente covariancias ndo nulas para diversos pares de observagfes, ou ainda, uma
rede geodésica que apresente observagdes oriundas de diversos tipos de equipamentos e
técnicas de observagdo, resultando em um modelo estocastico heterogéneo, ou seja, de
diferentes precisdes (ver, por exemplo, HEKIMOGLU; ERENOGLU, 2007).
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Outro estudo interessante a ser realizado é alterar a precisdo de somente algumas
observacgdes especificas, para verificar como fica a nova hierarquia das observacdes, em
termos de confiabilidade, mantendo a geometria original do problema (a redundancia
r = n — u do sistema e a configuracdo da rede).

Além disso, ressalva-se que, embora o valor numérico dos pardmetros estimados X e
algumas medidas de confiabilidade néo se alterem multiplicando a MVC das observacgdes por
um escalar K, o resultado do teste global do ajustamento pode ser diferente ao se modificar a
MVC (ou seja, a precisdo das observagdes).

Por exemplo, superestimando a precisdo das observacdes, reduzindo, por exemplo,
suas variancias e covariancias em um fator 1/K, a magnitude dos residuos ajustados pode ndo
ser mais compativel com esta nova precisao assumida para as observagoes, e, embora nenhum
erro grosseiro possa ser localizado pelo procedimento data snooping, o teste global do
ajustamento podera ser um indicador de que o modelo estocastico assumido para as
observacdes esta inadequado com a realidade dos dados obtidos em campo.

Ou seja, reforcando Kavouras (1982), o teste global do ajustamento retém a sua
importancia, pois as medidas de confiabilidade consideradas sdo relativas a testes para a
identificacdo (localizacdo) de erros nas observacGes, mas ndo, por exemplo, no modelo
estocastico, enquanto o teste global do ajustamento é um teste para a deteccdo de erros no
modelo (sejam estes nas observacgdes, no modelo estocastico, no modelo funcional e etc.).

Conforme também discutido nesta secdo, as medidas de confiabilidade consideradas
ndo dependem apenas da precisdo das observacdes, mas também da geometria do problema
(expressa pela matriz design A), e, desta forma, a proxima secdo apresenta experimentos
onde a precisdo das observacdes € mantida a mesma (ou seja, € utilizada a MVC original em

todos os casos), porém, a geometria/configuracdo da rede geodésica é modificada.

6.5 Influéncia da Geometria/Configuracédo da Rede sobre as Medidas de Confiabilidade

Visando verificar como a questdo da geometria/configuracéo da rede em estudo pode

influenciar nas medidas de confiabilidade consideradas, sete experimentos foram realizados:

1) Exclusdo das linhas-base “repetidas” AF e BF,
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2) Exclusdo de AF, BF e mais uma linha-base (DC);

3) Exclusédo de AF, BF e mais trés linhas-base (DC, FE, FC);

4) Exclusdo de AF, BF e mais cinco linhas-base (DC, FE, FC, DE, FD);

5) Exclusdo somente das linhas-base AF e BF, mas injuncionando o vértice F e

considerando os vértices A e B como pontos desconhecidos;

6) Exclusdo de todas as linhas-base envolvendo o vértice F;

7) Excluséo de AF, BF e também das linhas-base AE, DE, BD, BC e AC, tornando a

configuracdo da rede “praticamente radial”;

Embora todos os experimentos apresentados acima envolvam altera¢cdes no nimero de
observacdes e/ou parametros e/ou injungdes, 0s quatro primeiros sao relativos principalmente
a influéncia do ndmero de observacdes nas medidas de confiabilidade (ou seja, da
redundancia do sistema), o quinto € relativo principalmente a localizacdo dos pontos de
controle nas medidas de confiabilidade, e os dois Ultimos sdo relativos principalmente a
configuracdo da rede sobre as medidas de confiabilidade.

Desta forma, para o primeiro experimento (exclusdo apenas das linhas-base
“repetidas” AF e BF, mantendo as linhas-base FA e FB), a Tabela 6.46 apresenta 0s nUmeros
de redundancia (r;), os numeros de absorcdo (u;), 0s numeros de confiabilidade (7;) e a

confiabilidade interna — MDB das observacdes (para o caso convencional).



Tabela 6.46 — Medidas de confiabilidade das observagdes, sem as linhas-base AF e BF.

Observacao T; u; T; MDB - Vy; (m)
AXac 0,9217 0,0783 0,9218 0,135
AY ac 0,9165 0,0835 0,9167 0,132
AZnc 0,9245 0,0755 0,9247 0,135
AXae 0,7182 0,2818 0,7183 0,072
AY ae 0,6863 0,3137 0,6864 0,069
AZpe 0,7094 0,2906 0,7095 0,069
AXgc 0,6641 0,3359 0,6642 0,077
AYgc 0,6925 0,3075 0,6926 0,079
AZgsc 0,6708 0,3292 0,6709 0,076
AXgp 0,7972 0,2028 0,7974 0,076
AYgp 0,7935 0,2065 0,7937 0,077
AZgp 0,7865 0,2135 0,7866 0,076
AXpc 0,4750 0,5250 0,4751 0,072
AYpc 0,5051 0,4949 0,5052 0,074
AZpc 0,4447 0,5553 0,4448 0,071
AXpe 0,5060 0,4940 0,5061 0,064
AYpe 0,5104 0,4896 0,5105 0,065
AZpe 0,5111 0,4889 0,5112 0,065
AXea 0,6383 0,3617 0,6384 0,045
AYea 0,5932 0,4068 0,5933 0,044
AZpp 0,6572 0,3428 0,6573 0,044
AXpc 0,7049 0,2951 0,7050 0,079
AYrc 0,6521 0,3479 0,6522 0,075
AZrc 0,6960 0,3040 0,6962 0,077
AXre 0,4646 0,5354 0,4647 0,059
AYre 0,4838 0,5162 0,4839 0,059
AZe 0,4443 0,5557 0,4444 0,058
AXpgp 0,5170 0,4830 0,5171 0,056
AYrp 0,5260 0,4740 0,5261 0,057
AZrp 0,5872 0,4128 0,5872 0,059
AXrg 0,5930 0,4070 0,5931 0,044
AYrg 0,6407 0,3593 0,6408 0,045
AZrg 0,5683 0,4317 0,5684 0,043
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Analisando e comparando as Tabelas 6.3 e 6.46, nota-se que excluindo as linhas-base

AF e BF, os nimeros de redundancia das demais observagdes mudaram muito pouco na

maior parte dos casos, sempre diminuindo (pois a redundancia total do sistema diminuiu em

2 X 3 = 6 graus de liberdade), e, conseqlientemente, os nimeros de absor¢do das observacdes

aumentaram (na mesma propor¢éo). Conforme esperado, as diferencas mais significativas

ocorreram para as observagfes das linhas-base FA e FB (com reducBes nos numeros de

redundéancia destas entre 15% e 20%).
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De maneira analoga, os numeros de confiabilidade também diminuiram muito pouco
na maior parte dos casos (a excecdo das linhas-base FA e FB), e analisando a Tabela 6.46,
nota-se que a diferenca entre estes e os nimeros de redundancia das observagdes permaneceu
praticamente nula (entre 0,1% e 0,2%), tal como para a rede original com as linhas-base AF e
BF (ver a Tabela 6.3).

Ainda analisando e comparando as Tabelas 6.3 e 6.46, nota-se que o MDB das
observagdes, retirando as linhas-base AF e BF, também permaneceu praticamente 0 mesmo
(com aumento maximo de apenas 2 mm), a exce¢do das linhas-base FA e FB (onde 0s
aumentos se situaram entre 4 mm e 7 mm).

Ou seja, para estas medidas de confiabilidade (caso convencional, apenas um outlier
por vez), as diferencas em se retirar as observagdes das linhas-base AF e BF s foram de fato
significativas para as observagdes das linhas-base FA e FB, praticamente ndo afetando as
medidas de confiabilidade das demais.

Entretanto, para a confiabilidade externa das observacdes, algumas diferencas um

pouco mais interessantes ocorrem, conforme ilustram as Tabelas 6.47, 6.48 e 6.49.

Tabela 6.47 — Confiabilidade externa das observagdes sobre os pardmetros, sem AF e BF (em mm).

AXac AYac AZpc | AXpe AYae AZpe | AXge AYpe AZgc | AXgp AYpp AZgp
Xc 11 0 0 5 0 0 26 0 0 8 0 0
Yc 0 11 0 0 6 0 0 24 0 0 8 0
Zc 0 0 10 0 0 6 0 0 25 0 0 8
Xe 2 0 0 20 0 0 5 0 0 8 0 0
Ye 0 2 0 0 22 0 0 5 0 0 8 0
Ze 0 0 2 0 0 20 0 0 5 0 0 7
Xb 4 0 0 9 0 0 9 0 0 15 0 0
Yb 0 4 0 0 10 0 0 8 0 0 16 0
Zp 0 0 4 0 0 9 0 0 10 0 0 16
Xe 2 0 0 6 0 0 5 0 0 5 0 0
Ye 0 2 0 0 6 0 0 5 0 0 5 0
Zc 0 0 2 0 0 6 0 0 5 0 0 5
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Tabela 6.48 — Confiabilidade externa das observagdes sobre os pardmetros, sem AF e BF (em mm).

AXpce AYpe AZpc | AXpe AYpe AZpe | AXen AYen  AZpp | AXpee AYee  AZgc
Xc 25 0 0 -6 0 0 -9 0 0 19 0 0
Yc 0 23 0 0 -6 0 0 -10 0 0 22 0
Zc 0 0 24 0 0 -7 0 0 -8 0 0 19
Xe -6 0 0 18 0 0 -11 0 0 -1 0 0
Ye 0 -5 0 0 17 0 0 -12 0 0 -1 0
Ze 0 0 -6 0 0 16 0 0 -10 0 0 -1
Xp | -13 0 0 -14 0 0 -11 0 0 3 0 0
Yp 0 -13 0 0 -15 0 0 -12 0 0 3 0
Zp 0 0 -15 0 0 -16 0 0 -10 0 0 4
Xe -2 0 0 0 0 0 -16 0 0 -4 0 0
Ye 0 -1 0 0 0 0 0 -18 0 0 -4 0
Ze 0 0 -2 0 0 0 0 0 -15 0 0 -4

Tabela 6.49 — Confiabilidade externa das observagdes sobre os pardmetros, sem AF e BF (em mm).

AXre AYre AZee AXpp AYrp AZrp AXrg AZrg
Xc 1 0 0 8 0 0 -9 0
Ye 0 0 0 0 7 0 0 0
Zc 0 0 1 0 0 8 0 -10
Xe 26 0 0 5 0 0 -12 0
Ye 0 25 0 0 5 0 0 -11 0
Ze 0 0 27 0 0 4 0 0 -12
Xp 6 0 0 22 0 0 -12 0 0
Yb 0 5 0 0 22 0 0 -11 0
Zp 0 0 6 0 0 20 0 0 -12
Xe -5 0 0 -5 0 0 -18 0 0
Ye 0 -5 0 0 -5 0 0 -16 0
Zr 0 0 -6 0 0 -5 0 0 -18

Analisando e comparando as Tabelas 6.4, 6.5 e 6.6, e as Tabelas 6.47, 6.48 e 6.49,

nota-se que na maior parte dos casos, a influéncia do MDB das observacdes sobre os

parametros ndo se modificou muito retirando as linhas-base AF e BF, permanecendo o

mesmo ou aumentando em no maximo 3 mm (inclusive, em alguns casos, diminuindo em até

2 mm). Os aumentos s6 foram de fato significativos para as observacdes das linhas-base FA e

FB, onde a influéncia sobre todos os parametros aumentou entre 4 mm e 10 mm (ou em

termos praticos, duplicou sobre todos 0s parametros).

Entretanto, um fato curioso € que para as demais linhas-base envolvendo o veértice F

(ou seja, FC, FE e FD), a confiabilidade externa das observacbes sobre os parametros

melhorou sensivelmente (diminuindo entre 1mm e 2 mm), aumentando entre 1 e 3 mm

apenas para as coordenadas relativas ao vértice F.
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Provavelmente, isto se deve ao fato que, retirando observagdes envolvendo o vértice F
(no caso, as linhas-base AF e BF), diminui-se a propagacdo de possiveis erros nas
observacOes das demais linhas-base que também envolvam este vértice (pois houve uma
alteracdo na geometria da rede, alterando a configuracdo da matriz design A).

Ou seja, embora, em termos préaticos, a confiabilidade externa das observacdes sobre
0s parametros também so tenha apresentado diferencas significativas para as linhas-base FA e
FB, para esta medida de confiabilidade convencional, ao contrério das demais, ocorreram
casos em que a exclusao das linhas-base AF e BF melhorou a confiabilidade das observacdes
restantes, devido a alteracdo na configuracdo da matriz design A (resultando em menor
correlacdo entre algumas observacdes, diminuindo a propagacdo de possiveis erros nao
detectaveis).

Além disso, para as observacOes das linhas-base FA e FB, a confiabilidade externa
piorou sobre todos os pardmetros (ao invés de melhorar em alguns), porque o MDB destas
aumentou mais do que o MDB das demais observacdes (ver a Tabela 6.46), e a confiabilidade
externa depende ndo apenas da matriz design A, como também da matriz peso (onde no caso,
foram mantidas as variancias e covariancias originais), e do MDB da observacdo em questdo
(ver a expresséo 4.36).

Outro fato interessante é que, para as observacdes das linhas-base FA e FB, retirando
as linhas-base AF e BF, 0 aumento maximo da influéncia do MDB destas sobre 0s parametros
(até 10 mm), foi maior do que o aumento maximo somente do MDB destas (até 7 mm), pois
combinou este aumento no MDB das observagdes com a alteragdo na configuragdo da matriz
design A (ou seja, a confiabilidade externa das observacfes se mostrou mais suscetivel a
alteracdes na geometria da rede do que a confiabilidade interna destas).

Verificada a influéncia em retirar as linhas-base AF e BF da rede sobre as medidas de
confiabilidade convencionais (considerando apenas um outlier por vez), também foi
verificada esta influéncia sobre as medidas de confiabilidade generalizadas para maltiplos
outliers (no caso, para dois outliers simultaneos).

Desta forma, ap0s retirar as linhas-base AF e BF, foram recalculados os coeficientes
de correlagdo multipla, a confiabilidade interna (MDB — Vy,7), o niimero de confiabilidade 7.7
e 0 nimero de redundancia 7,? das observacdes (para g = 2 outliers simultaneos), e alguns
destes sdao mostrados nas Tabelas a seguir (tanto os valores originais, obtidos mantendo as
linhas-base AF e BF, quanto os valores obtidos com este experimento, retirando as linhas-
base AF e BF).
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A Unica ressalva feita é que, como 0s experimentos desta se¢do tratam somente da
alteracdo da geometria da rede (mantendo as variancias e covariancias originais), daqui para
frente, os resultados para os numeros de confiabilidade serdo omitidos, por estes serem,
conforme ja visto, praticamente iguais aos nimeros de redundancia (diferenca maxima de
0,2%), quando se utilizam as varidncias e covariancias originais das observagdes (ver as
Tabelas 6.3, 6.10, 6.11 e 6.46).

Tabela 6.50 — Coeficientes de correlagdo maltipla para algumas observacbes (com AF e BF).

P?j AXee AYee AZre AXrp AYrp AZrp AXrg AYrg AZrg
AXpe | 0,6262 | 0,0057 | 0,0062 | 0,4971 | 0,0049 | 0,0045 | 0,0027 | 0,0000 | 0,0001
AYpe | 0,0057 | 0,5907 | 0,0054 | 0,0048 | 0,4929 | 0,0044 | 0,0000 | 0,0028 | 0,0000
AZpe | 0,0063 | 0,0055 | 0,6058 | 0,0043 | 0,0042 | 0,4590 | 0,0001 | 0,0000 | 0,0106
AXga | 0,0845 | 0,0011 | 0,0011 | 0,0835 | 0,0011 | 0,0008 | 0,2534 | 0,0029 | 0,0032
AYgs | 0,0010 | 0,1073 | 0,0012 | 0,0010 | 0,1002 | 0,0010 | 0,0026 | 0,2926 | 0,0031
AZg, | 0,0011 | 0,0013 | 0,1022 | 0,0008 | 0,0010 | 0,0851 | 0,0033 | 0,0034 | 0,2995
AXgc | 0,0915 | 0,0009 | 0,0011 | 0,2109 | 0,0022 | 0,0019 | 0,0682 | 0,0006 | 0,0007
AYr: | 0,0008 | 0,0976 | 0,0010 | 0,0020 | 0,2238 | 0,0021 | 0,0006 | 0,0767 | 0,0007
AZgc | 0,0011 | 0,0010 | 0,1093 | 0,0017 | 0,0020 | 0,2099 | 0,0008 | 0,0008 | 0,0852

Tabela 6.51 — Coeficientes de correlagdo multipla para algumas observagdes (sem AF e BF).

P?j AXee AYee AZre AXrp AYrp AZrp AXrg AYrg AZrg
AXpe | 0,6341 | 0,0058 | 0,0062 | 0,5047 | 0,0049 | 0,0046 | 0,0059 | 0,0001 | 0,0003
AYpe | 0,0058 | 0,5989 | 0,0054 | 0,0049 | 0,4977 | 0,0045 | 0,0001 | 0,0052 | 0,0000
AZpe | 0,0064 | 0,0056 | 0,6118 | 0,0044 | 0,0043 | 0,4655 | 0,0003 | 0,0000 | 0,0203
AXga | 0,1833 | 0,0021 | 0,0022 | 0,1809 | 0,0021 | 0,0017 | 0,6237 | 0,0065 | 0,0071
AYgs | 0,0021 | 0,2077 | 0,0022 | 0,0021 | 0,1936 | 0,0019 | 0,0062 | 0,6202 | 0,0063
AZg, | 0,0022 | 0,0023 | 0,1905 | 0,0016 | 0,0019 | 0,1581 | 0,0073 | 0,0067 | 0,6295
AXgc | 0,1144 | 0,0011 | 0,0013 | 0,2361 | 0,0024 | 0,0021 | 0,1502 | 0,0013 | 0,0015
AYgc | 0,0010 | 0,1194 | 0,0012 | 0,0023 | 0,2465 | 0,0023 | 0,0012 | 0,1448 | 0,0013
AZg | 0,0013 | 0,0012 | 0,1315 | 0,0019 | 0,0022 | 0,2299 | 0,0015 | 0,0014 | 0,1639

Tabela 6.52 — Alguns valores para 0 MDB das linhas-base DE, FA e FC (com AF e BF).

Vyl(cm) | AXee | AYee | AZee | AXep | AYep | AZep | AXes | AYes | AZgs
AXoe 8,3 6,4 6,4 7.4 6,4 6,4 6,4 6,4 6,4
AY e 6,5 8,1 6,5 6,5 75 6,5 6,5 6,5 6,5
AZpe 6,5 6,5 8,2 6,5 6,5 7.4 6,5 6,5 6,5
AX¢a 4,0 4,0 4,0 4,0 4,0 4,0 4,1 4,0 4,0
AYra 3,9 3,9 3,9 3,9 3,9 3,9 3,9 4,0 3,9
AZen 4,0 4,0 4,1 4,0 4,0 41 4,0 4,0 4,2
AXec 7.9 78 78 8,0 78 78 78 78 78
AYrc 75 75 75 75 77 75 75 75 75
AZec 76 76 77 76 76 78 76 76 76




Tabela 6.53 — Alguns valores para 0 MDB das linhas-base DE, FA e FC (sem AF e BF).
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Vy! (cm) AXre AYre AZe AXkp AYrp AZgp AXrp AYgg AZrg
AXpe 8,3 6,4 6,4 75 6,4 6,4 6,4 6,4 6,4
AYpe 6,5 8,2 6,5 6,5 7,5 6,5 6,5 6,5 6,5
AZpe 6,5 6,5 8,3 6,5 6,5 7,4 6,5 6,5 6,5
AXEa 4,5 4,5 4,5 4,5 4,5 4,5 57 4,5 4,5
AYEa 4.4 4,5 4.4 4.4 4,4 4.4 4.4 5,6 44
AZpp 4,4 4,4 4,5 4.4 4.4 4,5 4.4 4.4 5,7
AXgc 7,9 7.9 7.9 8,1 7,9 7,9 8,0 79 79
AYkc 7,5 7,6 7,5 7,5 7,8 7,5 75 7,6 75
AZrc 7,7 7,7 7,7 7,7 7,7 7,9 7,7 7,7 78

Tabela 6.54 — Alguns valores para o r;¥ das linhas-base DE, FA e FC (com AF e BF).

r] AXre AYre AZee AXrp AYrp AZep AXrg AYeg AZeg
AXpe | 0,3076 | 0,5060 | 0,5060 | 0,3810 | 0,5060 | 0,5060 | 0,5060 | 0,5060 | 0,5060
AYpe | 05104 | 0,3323 | 0,5104 | 0,5104 | 0,3864 | 0,5104 | 0,5104 | 0,5104 | 0,5104
AZpe | 05112 | 0,5112 | 0,3236 | 0,5112 | 0,5112 | 0,4035 | 0,5112 | 0,5112 | 0,5112
AXgs | 0,8037 | 0,8095 | 0,8095 | 0,8039 | 0,8095 | 0,8095 | 0,7576 | 0,8095 | 0,8095
AYgs | 0,7592 | 0,7505 | 0,7592 | 0,7592 | 0,7516 | 0,7592 | 0,7592 | 0,6942 | 0,7592
AZgn | 0,7950 | 0,7950 | 0,7867 | 0,7950 | 0,7950 | 0,7892 | 0,7950 | 0,7950 | 0,7237
AXrc | 0,7099 | 0,7159 | 0,7159 | 0,6840 | 0,7159 | 0,7159 | 0,7126 | 0,7159 | 0,7159
AYr: | 0,6620 | 0,6557 | 0,6620 | 0,6620 | 0,6288 | 0,6620 | 0,6620 | 0,6581 | 0,6620
AZgc | 0,7059 | 0,7059 | 0,6975 | 0,7059 | 0,7059 | 0,6749 | 0,7059 | 0,7059 | 0,7008

Tabela 6.55 — Alguns valores para o r; das linhas-base DE, FA e FC (sem AF e BF).

r;’ AXFe AYEre AZee AXrp AYep AZrp AXkg AYEg AZgg
AXpe | 0,3026 | 0,5060 | 0,5060 | 0,3771 | 0,5060 | 0,5060 | 0,5060 | 0,5060 | 0,5060
AYpe | 0,5104 | 0,3273 | 0,5104 | 0,5104 | 0,3840 | 0,5104 | 0,5104 | 0,5104 | 0,5104
AZpe 0,5111 | 0,5111 | 0,3198 | 0,5111 | 0,5111 | 0,4004 | 0,5111 | 0,5111 | 0,5109
AXgn | 0,6168 | 0,6383 | 0,6383 | 0,6174 | 0,6383 | 0,6383 | 0,3900 | 0,6383 | 0,6383
AYgs | 05932 | 0,5676 | 0,5932 | 0,5932 | 0,5709 | 0,5932 | 0,5932 | 0,3650 | 0,5932
AZ-5 | 0,6572 | 0,6572 | 0,6333 | 0,6572 | 0,6572 | 0,6408 | 0,6572 | 0,6572 | 0,3967
AXgc | 0,6957 | 0,7049 | 0,7049 | 0,6656 | 0,7049 | 0,7049 | 0,6890 | 0,7049 | 0,7049
AYgc | 0,6521 | 0,6428 | 0,6521 | 0,6521 | 0,6124 | 0,6521 | 0,6521 | 0,6384 | 0,6521
AZgc | 0,6960 | 0,6960 | 0,6840 | 0,6960 | 0,6960 | 0,6593 | 0,6960 | 0,6960 | 0,6774

Analisando e comparando as Tabelas 6.50 e 6.51, nota-se que os coeficientes de

correlacdo multipla entre as observacoes, em geral, aumentaram, retirando as linhas-base AF e

BF (porém, muito pouco, menos de 15% para a maior parte dos casos). Isto era esperado,

pois, a redundancia total do sistema diminuiu em seis graus de liberdade, e, além disso,

naturalmente o maior aumento para os coeficientes de correlacdo maltipla (cerca de 33%) foi

relativo aos pares de observagoes das linhas-base FA e FB relativos a0 mesmo eixo cartesiano

(como por exemplo, AXr, € AXgg).
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Quanto ao menor erro detectavel (para g = 2 outliers simultaneos), analisando e
comparando as Tabelas 6.52 e 6.53, nota-se que a diferenga € muito pequena ou até mesmo
nula em praticamente todos os casos (no maximo 3 mm maior retirando as linhas-base AF e
BF), a excecao das linhas-base FA e FB.

Para as componentes da linha-base FA (ver as Tabelas 6.53 e 6.53), 0 aumento no Vy,!
foi de no minimo 4 mm, e de no maximo 16 mm (considerando g = 2 para a observacao de
mesmo eixo cartesiano da linha-base FB).

Para as componentes da linha-base FB (valores ndo apresentados nas Tabelas 6.52 e
6.53), os resultados obtidos sdo semelhantes, com um aumento no Vy;! de no minimo 4 mm, e
de no maximo 17 mm (considerando g = 2 para a observacdo de mesmo eixo cartesiano da
linha-base FA).

Ressalva-se que ndo € possivel demonstrar todos os resultados em forma de tabelas
por se tratar de um experimento com n = 33 observacbes (ou seja, envolver uma tabela
completa de resultados com 33 x 33 = 1089 valores para qualquer medida de confiabilidade
generalizada com g = 2).

Por fim, analisando e comparando as Tabelas 6.54 e 6.55, nota-se que 0s nimeros de
redundancia das observacdes, em geral, diminuiram retirando as linhas-base AF e BF (mas,
muito pouco, menos de 5% para a maior parte dos casos), a exce¢do das linhas-base FA e FB.

Para as componentes da linha-base FA (ver as Tabelas 6.54 e 6.55), a redugéo no .
foi de no minimo 14%, e de no maximo 37% (considerando q = 2 para a observacdo de
mesmo eixo cartesiano da linha-base FB).

Para as componentes da linha-base FB (valores ndo apresentados nas Tabelas 6.54 e
6.55), os resultados obtidos séo semelhantes, com uma reducdo no r/ de no minimo 15%, e
de no maximo 37% (considerando q = 2 para a observacdo de mesmo eixo cartesiano da
linha-base FA).

Embora tanto no caso convencional (g = 1) quanto no caso generalizado (q = 2), as
diferengas nas medidas de confiabilidade, retirando as linhas-base AF e BF, s6 foram de fato
significativas para as linhas-base FA e FB, no caso generalizado, estas diferengas foram mais
expressivas (de até +17 mm no Vy, e de até —37% no ,"), enquanto no caso convencional,
foram de no maximo +7 mm em Vy; e de no madximo —20% em r;.

Finalmente, a Gltima medida de confiabilidade para g = 2 outliers simultdneos em que
foi verificada a influéncia de retirar as linhas-base AF e BF foi a confiabilidade externa

maxima sobre os parametros. As Tabelas 6.56 e 6.57 mostram alguns dos resultados obtidos.
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Tabela 6.56 — Confiabilidade externa maxima de alguns pares de observagdes (q = 2 outliers simultaneos, sem
AF e BF), sobre os pardmetros Xc, Xg, Xp, Xg (Em mm).

AXuc € AXap | AXaceAXpe | AXgce AXpp | AXaceAXpe | AXac € AXpp
X; 12 31 14 29 12
X 20 6 8 6 18
X, 10 11 16 13 15
Xp 7 6 6 3 2

Tabela 6.57 — Confiabilidade externa maxima de alguns pares de observagdes (q = 2 outliers simultaneos, sem
AF e BF), sobre os pardmetros Xc, Xg, Xp, Xg (Em mm).

AXpgeAXpe | AXpgeAXpp | AXpa€AXpp | AXpg € AXpp
X 20 9 11 21
X 11 27 11 27
X, 11 12 23 27
Xp 17 18 18 39

Analisando e comparando as Tabelas 6.12 e 6.56, nota-se que, retirando as linhas-base
AF e BF, a influéncia maxima dos pares de observacdes sobre os parametros aumenta em no
maximo 2 mm, a exce¢do sobre o vértice F, onde a influéncia maxima aumenta em até 4 mm
(ou seja, duplicando, no minimo, para todos os cinco pares de observagdes considerados).

Este resultado é interessante, pois a influéncia maxima sobre o vértice F foi
relativamente aumentada retirando as linhas-base AF e BF, mesmo que nenhuma das
observacdes consideradas nas Tabelas 6.12 e 6.56 envolva o vértice F.

Ja analisando e comparando as Tabelas 6.13 e 6.57, nota-se que, retirando as linhas-
base AF e BF, a influéncia maxima dos pares de observacdes considerados aumenta em
praticamente todos os casos, mas com dois resultantes muito interessantes: Primeiro, a
influéncia maxima de todos os pares de observacGes considerados sobre o vértice F, no
minimo, duplica, e, segundo, a influéncia maxima do par de observacdes AXp, € AXyg SoObre
todos os parametros considerados, triplica. Ou seja, novamente, a influéncia maxima de
possiveis erros nas observacOes sobre as coordenadas do vértice F foi relativamente
aumentada retirando as linhas-base AF e BF.

Comparando estes resultados com os obtidos pela confiabilidade externa no caso
convencional (Tabelas 6.47, 6.48 e 6.49), nota-se que a confiabilidade externa no caso
generalizado foi bem mais afetada retirando as linhas-base AF e BF, pois, no caso
convencional, a influéncia das observacdes sobre os pardmetros aumentou pouco em
praticamente todos 0s casos (quando ndo diminuiu ou permaneceu a mesma), e apenas para as
linhas-base FA e FB a influéncia sobre os parametros duplicou. J& no caso generalizado aqui

apresentado (para g = 2), a influéncia de todos os pares de observagdes sobre o vértice F
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duplicou, e para 0 par de observacGes AXp, € AXpp, a influéncia triplicou para todos os
parametros considerados.

Desta forma, um estudo interessante a ser feito é verificar se esta relacdo de proporcéao
entre a influéncia de possiveis erros nas observacfes sobre 0s parametros se mantém,
adicionando mais linhas-base “repetidas” ao conjunto de observagdes (como por exemplo,
verificar como fica a confiabilidade externa, tanto no caso convencional quanto no caso
generalizado, adicionando mais uma, duas ou trés linhas-base “repetidas” aos vértices A e F e
também aos vértices B e F).

De maneira resumida, pode-se dizer que, retirando as linhas-base AF e BF, somente as
medidas de confiabilidade das observacdes FA e FB foram realmente afetadas, embora a
confiabilidade externa, principalmente no caso generalizado, tenha sido relativamente mais
afetada do que as demais medidas de confiabilidade consideradas.

Portanto, no planejamento de uma rede geodésica, recomenda-se, quando possivel,
“repetir” observagdes, embora o mais adequado seja utilizar o tempo e os equipamentos
disponiveis para tomar observacGes em diferentes vértices, principalmente em regides “menos
redundantes” da rede (mais carentes de observagdes), pois, como visto, a tomada de multiplas
observagdes s6 aumenta de maneira efetiva a confiabilidade das demais observacdes que
foram “repetidas”, praticamente nao alterando as medidas de confiabilidade das observacoes
restantes.

Além disso, como a influéncia sobre os parametros relativos a estas observacgdes
também se reduz significativamente aumentando o numero de observacdes “repetidas” (no
caso dos experimentos, coordenadas do vértice F); para os parametros considerados de maior
importancia na rede (coordenadas de algum vértice em especifico, por exemplo), a coleta de
observacdes “repetidas” pode ser uma estratégia interessante para melhorar a confiabilidade
dos resultados, quando a ocupacdo de novos vértices nao seja disponivel ou economicamente
viavel.

Dando continuidade aos experimentos, para o segundo caso, excluséo das linhas-base
“repetidas” AF e BF, e também da linha-base DC (Figura 6.3), a Tabela 6.58 apresenta os
numeros de redundéncia r;, os numeros de absorcdo u; e a confiabilidade interna — MDB das

observagodes (para o caso convencional).
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Figura 6.3 — Rede GPS em estudo, sem a linha-base DC.

Tabela 6.58 — Medidas de confiabilidade das observagdes, sem as linhas-base AF, BF e DC.

Observacgéo T; u; MDB Vy; (m)
AXac 0,8857 0,1143 0,138
AY ac 0,8825 0,1175 0,135
AZpc 0,8893 0,1107 0,137
AX e 0,7098 0,2902 0,072
AY ae 0,6783 0,3217 0,069
AZne 0,7001 0,2999 0,070
AXge 0,5098 0,4902 0,088
AYgc 0,5672 0,4328 0,088
AZgc 0,5170 0,4830 0,086
AXgp 0,7583 0,2417 0,078
AYgp 0,7560 0,2440 0,078
AZgp 0,7369 0,2631 0,079
AXpe 0,4768 0,5232 0,066
AYpe 0,4803 0,5197 0,067
AZpe 0,4707 0,5293 0,068
AXEp 0,6352 0,3648 0,045
AYEp 0,5913 0,4087 0,044
AZra 0,6551 0,3449 0,045
AXkc 0,5431 0,4569 0,090
AYEc 0,4857 0,5143 0,087
AZrc 0,5316 0,4684 0,088
AXre 0,4567 0,5433 0,059
AYre 0,4759 0,5241 0,060
AZre 0,4338 0,5662 0,059
AXrp 0,4352 0,5648 0,060
AYrp 0,4439 0,5561 0,062
AZrp 0,4998 0,5002 0,064
AXrg 0,5895 0,4105 0,044
AYrg 0,6391 0,3609 0,045
AZrg 0,5657 0,4343 0,043

211
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Analisando e comparando as Tabelas 6.46 e 6.58, nota-se que excluindo a linha-base
DC, os nimeros de redundancia mudaram muito pouco na maior parte dos casos, sempre
diminuindo (pois a redundancia total do sistema diminuiu em mais 3 graus de liberdade), e,
consequentemente, 0os numeros de absorcdo das observagBes aumentaram (na mesma
proporcdo). As diferencas mais significativas ocorreram para as linhas-base BC e
FC (reducdes nos numeros de redundancia entre torno de 15%).

Quanto ao menor erro detectavel das observacdes (MDB), analisando e comparando as
Tabelas 6.46 e 6.58, nota-se que estes se tornam ligeiramente maiores sem a linha-base DC
(com uma diferenca maxima de apenas 5 mm), mas, novamente a excecao das linhas-base BC
e FC, onde os aumentos no MDB se situaram entre 9 e 11 mm.

Estes resultados para os numeros de redundancia e o MDB das observacBes séo
interessantes, pois, com a exclusdo da linha-base DC, as linhas-base envolvendo o vertice C
foram mais afetadas do que as linhas-base envolvendo o vértice D (a linha-base BC foi mais
afeada do que a linha-base BD, e a linha-base FC foi mais afetada do que a linha-base FD),
embora neste cenario, ambos os vértices sejam constituidos por trés linhas-base distintas (ver
a Figura 6.3).

Provavelmente, isto se deve ao fato que a outra linha-base contendo o vértice C € a
AC, notadamente a linha-base de menor precisdo da rede (ver a Tabela 6.1), aléem do ponto A
ser um ponto de controle (ou seja, a propagacdo de possiveis erros em AC € para 0s residuos
ou para o Vvértice C, e a exclusdo de DC afeta muito a confiabilidade de BC e F(), enquanto a
outra linha-base contendo o vértice D é a DE, de alta precisdo na rede (ver a Tabela 6.1), além
do ponto E também ser um ponto desconhecido (ou seja, a propagacdo de possiveis erros em
DE é para os residuos e para ambos os vértices, e a exclusdo de DC afeta menos a
confiabilidade de BD e FD do que de BC e FC).

Por fim, a Gltima medida de confiabilidade (para o caso convencional) onde foi
verificada a influéncia de se retirar as linhas-base AF, BF e também DC foi a confiabilidade
externa das observacdes sobre os parametros, e os resultados obtidos sdo apresentados nas
Tabelas 6.59, 6.60 e 6.61.



Tabela 6.59 — Confiabilidade externa das observagdes sobre os pardmetros, sem AF, BF e DC (em mm).
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AXac AYac AZpc | AXae AYae AZpe | AXge AYge AZpgc | AXep AYsp AZgp
Xc| 16 0 0 3 0 0 43 0 0 2 0 0
Yc 0 16 0 0 3 0 0 38 0 0 3 0
Zc 0 0 15 0 0 3 0 0 42 0 0 2
Xe 1 0 0 21 0 0 3 0 0 9 0 0
Ye 0 1 0 0 22 0 0 3 0 0 9 0
Ze 0 0 1 0 0 21 0 0 3 0 0 9
Xb 1 0 0 11 0 0 3 0 0 19 0 0
Yo 0 1 0 0 11 0 0 3 0 0 19 0
Zp 0 0 1 0 0 11 0 0 3 0 0 21
Xk 2 0 0 6 0 0 4 0 0 6 0 0
Ye 0 2 0 0 7 0 0 4 0 0 6 0
Ze 0 0 2 0 0 6 0 0 4 0 0 5

Tabela 6.60 — Confiabilidade externa das observagdes sobre os pardmetros, sem AF, BF e DC (em mm).

Tabela 6.61 — Confiabilidade externa das observag6es sobre os paral

AXpe AYpe AZpe | AXea AYpa  AZpa | AXpe AYpe  AZgc
Xc 0 0 0 -7 0 0 36 0 0
Ye 0 0 0 0 -9 0 0 39 0
Zc 0 0 0 0 0 -7 0 0 36
Xe 17 0 0 -12 0 0 -4 0 0
Ye 0 16 0 0 -12 0 0 -4 0
Ze 0 0 15 0 0 -11 0 0 -4
Xp -18 0 0 -12 0 0 -4 0 0
Yb 0 -19 0 0 -13 0 0 -4 0
Zp 0 0 -21 0 0 -11 0 0 -4
Xe 0 0 0 -16 0 0 -6 0 0
Ye 0 -1 0 0 -18 0 0 -6 0
Zr 0 0 0 0 0 -15 0 0 -5

AXpe AYee AZee | AXep AYep AZp | AXeg AYrs  AZgg
Xe| -2 0 0 -2 0 0 -8 0 0
Ye| 0 -3 0 0 -2 0 0 -8 0
z.| o 0 -2 0 0 -2 0 0 -8
Xe | 27 0 0 8 0 0 -13 0 0
Yel o 26 0 0 8 0 0 11 0
z| o 0 28 0 0 7 0 0 -13
Xo | 7 0 0 29 0 0 13 0 0
Yo| © 7 0 0 29 0 0 11 0
Z| o 0 9 0 0 28 0 0 -13
Xe | -5 0 0 5 0 0 -18 0 0
Ye| 0 5 0 0 -5 0 0 -16 0
z| o 0 5 0 0 -4 0 0 -19

metros, sem AF, BF e DC (em mm).
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Analisando e comparando as Tabelas 6.47, 6.48 e 6.49, e as Tabelas 6.59, 6.60 e 6.61,
nota-se que na maior parte dos casos, a influéncia do MDB das observagdes sobre os
pardmetros ndo se modificou muito retirando também a linha-base DC, oscilando em no
maximo 5 mm (ora aumentando e ora diminuindo, ou até permanecendo a mesma,
dependendo da observacgéo e do parametro).

Entretanto, alguns resultados interessantes sao notados. Por exemplo, embora o0 MDB
das observacdes das linhas-base BD e FD tenham aumentado, suas influéncias sobre o vértice
C diminuiram consideravelmente (de cerca de 8 mm para 2 mm), retirando a linha-base DC.
Analisando as Figuras 6.1 e 6.3, nota-se que de fato a linha-base DC contribuia para a
propagacao de possiveis erros nas linhas-base BD e FD sobre o vértice C.

De maneira analoga, embora 0 MDB das observa¢des da linha-base BC tenham
aumentado, suas influéncias sobre o vértice D diminuiram consideravelmente (de até 10 mm
para apenas 3 mm). Outro exemplo interessante neste sentido € a influéncia do MDB das
observac@es da linha-base DE sobre o vértice C, que reduzem de cerca de 6 mm para zero.

Para a linha-base FC, entretanto, ndo se observa esta reducdo significativa de
influéncia sobre o vértice D, provavelmente devido a configuracdo da rede (localizacdo dos
pontos de controle A e B, que também influenciam na propagacédo dos erros das observacgdes
sobre os parametros e demais observacdes da rede).

Além disso, como o MDB das observacbes das linhas-base BC e FC foram 0s que
mais aumentaram, observa-se que de fato o vértice C foi mais afetado que o vértice D com a
exclusdo da linha-base DC, pois a influéncia do MDB das observacdes de BC e FC sobre 0
vértice C aumentaram entre 14mm e 17 mm, enquanto a influéncia do MDB das
observacBes de BD e FD sobre o vértice D aumentaram entre 3 mm e 8 mm.

Uma outra conclusdo interessante obtida com estes experimentos é que a
confiabilidade externa é muito mais afetada com modificacdes na geometria do problema do
que as demais medidas de confiabilidade consideradas. Retirando linhas-base da rede, os
nameros de redundancia sempre tendem a diminuir e os MDB das observagGes sempre
tendem a aumentar, mas a influéncia destes sobre o0s parametros pode aumentar
consideravelmente, ou até mesmo diminuir consideravelmente, e tal fato realga mais uma vez
a importancia de se analisar as medidas de confiabilidade de uma maneira conjunta.

Verificada a influéncia em retirar a linha-base DC da rede sobre as medidas de

confiabilidade convencionais (considerando apenas um outlier por vez), também foi
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verificada esta influéncia sobre as medidas de confiabilidade generalizadas para maltiplos
outliers (no caso, para dois outliers simultaneos).

Desta forma, ap0s retirar a linha-base DC, foram recalculados os coeficientes de
correlagdo multipla, a confiabilidade interna (MDB — Vy;?), o nimero de confiabilidade 7.7 e o
niimero de redundancia ;% das observag@es (para g = 2 outliers simultaneos), e alguns destes
sdo mostrados nas Tabelas a seguir (tanto os valores originais, obtidos retirando somente as
linhas-base AF e BF, quanto os valores obtidos com este experimento, retirando as linhas-
base AF, BF e também DC).

Tabela 6.62 — Coeficientes de correlagdo maltipla para algumas observag¢ées (com DC).

P?,- AXpc AYgc AZgc AXpe AYpe AZpe AXrp AYrp AZrp
AXgc 1 0,0093 | 0,0093 | 0,1185 | 0,0010 | 0,0012 | 0,1557 | 0,0013 | 0,0014
AYpgc 0,0093 1 0,0094 | 0,0010 | 0,2077 | 0,0012 | 0,0013 | 0,1293 | 0,0013
AZgc | 0,0093 | 0,0094 1 0,0012 | 0,0011 | 0,1343 | 0,0013 | 0,0012 | 0,1506
AXgc | 0,3789 | 0,0038 | 0,0036 | 0,1118 | 0,0010 | 0,0014 | 0,2361 | 0,0024 | 0,0021
AYgc | 0,0035 | 0,4019 | 0,0036 | 0,0010 | 0,1174 | 0,0013 | 0,0023 | 0,2465 | 0,0023
AZgc | 0,0035 | 0,0039 | 0,3808 | 0,0013 | 0,0013 | 0,1370 | 0,0019 | 0,0022 | 0,2299
AXgpp | 0,1557 | 0,0013 | 0,0014 | 0,5047 | 0,0049 | 0,0044 1 0,0099 | 0,0092
AYg, | 0,0013 | 0,1293 | 0,0013 | 0,0049 | 0,4977 | 0,0043 | 0,0099 1 0,0093
AZgp | 0,0013 | 0,0012 | 0,1506 | 0,0046 | 0,0045 | 0,4655 | 0,0092 | 0,0093 1

Tabela 6.63 — Coeficientes de correlagdo multipla para algumas observagdes (sem DC).
P?,- AXpc AYgc AZgc AXpe AYpe AZpe AXep AYep AZrp
AXge 1 0,0093 | 0,0093 | 0,0031 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0448 | 0,0004 | 0,0004
AYgc | 0,0093 1 0,0095 | 0,0001 | 0,0050 | 0,0000 | 0,0004 | 0,0467 | 0,0004
AZgc | 0,0093 | 0,0095 1 0,0000 | 0,0000 | 0,0003 | 0,0003 | 0,0004 | 0,0420
AXgc | 0,7931 | 0,0074 | 0,0075 | 0,0040 | 0,0001 | 0,0000 | 0,0565 | 0,0006 | 0,0004
AYgc | 0,0072 | 0,7896 | 0,0075 | 0,0001 | 0,0063 | 0,0000 | 0,0005 | 0,0591 | 0,0005
AZgc | 0,0074 | 0,0077 | 0,7996 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0004 | 0,0004 | 0,0005 | 0,0526
AXgp | 0,0448 | 0,0004 | 0,0004 | 0,6740 | 0,0065 | 0,0060 1 0,0099 | 0,0094
AYgp | 0,0004 | 0,0467 | 0,0004 | 0,0065 | 0,6661 | 0,0059 | 0,0099 1 0,0093

AZgp | 0,0003 | 0,0004 | 0,0420 | 0,0062 | 0,0061 | 0,6483 | 0,0094 | 0,0093 1




Tabela 6.64 — Alguns valores para 0 MDB das linhas-base BC, FC e FD (com DC).
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Vy{(cm) | AXsc | AYsc | AZgc | AXpe | AYoe | AZpe | AXep | AYep | AZep
AXgc 7,7 7,7 7,7 7.8 7,7 7,7 7,8 7,7 7,7
AYgc 7.9 7,9 7.9 7,9 8,0 7,9 7,9 8,0 7,9
AZgc 7,6 7,6 7,6 7,6 7,6 7,6 7,6 7,6 7,7
AXec 8,5 7,9 7,9 7,9 7,9 7,9 8,1 7,9 7,9
AYec 7.5 8,2 7.5 7,5 7,6 7,5 7,5 7.8 7,5
AZrc 7,7 7,7 8,3 7,7 7,7 7,7 7,7 7,7 7,9
AXrp 5,6 5,6 5,6 6,4 5,6 5,6 5,6 5,6 5,6
AYrp 57 57 57 57 6,5 5,7 57 57 57
AZgp 59 59 6,0 59 5,9 6,7 59 5,9 5,9

Tabela 6.65 — Alguns valores para 0 MDB das linhas-base BC, FC e FD (sem DC).

Vy{ (cm) AXgc AYpc AZgc AXpe AYpe AZpe AXrp AYep AZrp
AXpc 8,8 8,8 8,8 8,8 8,8 8,8 8,8 8,8 8,8
AYpgc 8,8 8,8 8,8 8,8 8,8 8,8 8,8 8,8 8,8
AZgc 8,6 8,6 8,6 8,6 8,6 8,6 8,6 8,6 8,6
AXec 14,7 9,0 9,0 9,0 9,0 9,0 9,0 9,0 9,0
AYrc 8,7 14,2 8,7 8,7 8,7 8,7 8,7 8,7 8,7
AZrc 8,8 8,8 14,6 8,8 8,8 8,8 8,8 8,8 8,8
AXep 6,1 6,0 6,0 8,2 6,0 6,0 6,0 6,0 6,0
AYrp 6,2 6,2 6,2 6,2 8,3 6,2 6,2 6,2 6,2
AZrp 6,4 6,4 6,4 6,4 6,4 8,4 6,4 6,4 6,4

Tabela 6.66 — Alguns valores para o r; das linhas-base BC, FC e FD (com DC).

r;’ AXpc AYgc AZgc AXpe AYpe AZpe AXpp AYEp AZrp
AXgc | 0,3076 | 0,5060 | 0,5060 | 0,3810 | 0,5060 | 0,5060 | 0,5060 | 0,5060 | 0,5060
AYgc | 05104 | 0,3323 | 0,5104 | 0,5104 | 0,3864 | 0,5104 | 0,5104 | 0,5104 | 0,5104
AZgc | 05112 | 05112 | 0,3236 | 0,5112 | 0,5112 | 0,4035 | 0,5112 | 0,5112 | 0,5112
AXgc | 0,8037 | 0,8095 | 0,8095 | 0,8039 | 0,8095 | 0,8095 | 0,7576 | 0,8095 | 0,8095
AYgc | 0,7592 | 0,7505 | 0,7592 | 0,7592 | 0,7516 | 0,7592 | 0,7592 | 0,6942 | 0,7592
AZg: | 0,7950 | 0,7950 | 0,7867 | 0,7950 | 0,7950 | 0,7892 | 0,7950 | 0,7950 | 0,7237
AXgp | 0,7099 | 0,7159 | 0,7159 | 0,6840 | 0,7159 | 0,7159 | 0,7126 | 0,7159 | 0,7159
AYgp | 0,6620 | 0,6557 | 0,6620 | 0,6620 | 0,6288 | 0,6620 | 0,6620 | 0,6581 | 0,6620
AZs | 0,7059 | 0,7059 | 0,6975 | 0,7059 | 0,7059 | 0,6749 | 0,7059 | 0,7059 | 0,7008

Tabela 6.67 — Alguns valores para o r; das linhas-base BC, FC e FD (sem DC).

r;’ AXpc AYpgc AZgc AXpe AYpe AZpe AXrp AYEp AZrp
AXgc | 0,3026 | 0,5060 | 0,5060 | 0,3771 | 0,5060 | 0,5060 | 0,5060 | 0,5060 | 0,5060
AYgc | 0,5104 | 0,3273 | 0,5104 | 0,5104 | 0,3840 | 0,5104 | 0,5104 | 0,5104 | 0,5104
AZgc | 05111 | 0,5111 | 0,3198 | 0,5111 | 0,5111 | 0,4004 | 0,5111 | 0,5111 | 0,5109
AXg | 0,6168 | 0,6383 | 0,6383 | 0,6174 | 0,6383 | 0,6383 | 0,3900 | 0,6383 | 0,6383
AYgc | 05932 | 05676 | 0,5932 | 0,5932 | 0,5709 | 0,5932 | 0,5932 | 0,3650 | 0,5932
AZgc | 0,6572 | 0,6572 | 0,6333 | 0,6572 | 0,6572 | 0,6408 | 0,6572 | 0,6572 | 0,3967
AXgp | 0,6957 | 0,7049 | 0,7049 | 0,6656 | 0,7049 | 0,7049 | 0,6890 | 0,7049 | 0,7049
AYgp | 0,6521 | 0,6428 | 0,6521 | 0,6521 | 0,6124 | 0,6521 | 0,6521 | 0,6384 | 0,6521
AZgp | 0,6960 | 0,6960 | 0,6840 | 0,6960 | 0,6960 | 0,6593 | 0,6960 | 0,6960 | 0,6774
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Sobre os coeficientes de correlacdo multipla, em geral, estes mudaram pouco retirando
a linha-base DC (diferencas menores que 10%).

Entretanto, analisando e comparando as Tabelas 6.62 e 6.63, nota-se que em alguns
casos, estes tiveram um aumento maior, como por exemplo, para as observagdes das linhas-
base BC e FC, referentes a0 mesmo eixo cartesiano (aumento em torno de 40%), bem como
para as observacOes das linhas-base DE e FD, referentes a0 mesmo eixo cartesiano (aumento
em torno de 17%).

De maneira andloga, em alguns casos, os coeficientes de correlacdo multipla
reduziram razoavelmente, como por exemplo, para as observac6es das linhas-base FD e FC,
referentes ao mesmo eixo cartesiano (reducdo em torno de 18%).

A Tabela 6.68 apresenta os pares de linhas-base (considerando observacoes referentes
aos mesmo eixo cartesiano) para os quais houveram os maiores aumentos nos coeficientes de
correlagdo multipla, bem como para os quais houveram as maiores redugdes nos coeficientes

de correlacdo multipla.

Tabela 6.68 — Pares de linhas-base com os maiores aumentos e reducées em p;* (sem DC).

Par de linhas-base Aumento em pz Par de linhas-base Redugdo em p?,-
BCeFC Em torno de 40% FD eFC Em torno de 18%
FD e DE Em torno de 17% DE e FC Em torno de 11%
BD e FD Em torno de 14% BC e DE Em torno de 11%
ACeFC Em torno de 14% FDe BC Em torno de 10%
AC e BC Em torno de 13% BD e BC Em torno de 10%

Analisando a Figura 6.3 e a Tabela 6.68, nota-se que, com a excluséo da linha-base
DC, é como se a rede fosse dividida em duas regiGes: Uma a esquerda do trio de vértices A, F
e B (contendo as linhas-base AE, DE, FE, FD, BD), e a outra a direita do trio de vértices 4, F
e B (contendo as linhas-base AC, BC, FC).

Para duas observacdes de uma mesma regido da rede, os coeficientes de correlacéo
maltipla em geral aumentaram, e para duas observacdes de regides distintas da rede, 0s
coeficientes de correlagdo multipla em geral diminuiram.

J& as observagdes das linhas-base FA e FB, tiveram seus coeficientes de correlagdo
multipla com as demais pouco alterados com a exclusdo de DC.

Isto novamente pode ser explicado pela localizacdo dos pontos de controle A e B na
rede, pois, sobre as coordenadas destes, possiveis erros nas observacdes ndo sdo propagados
(suas coordenadas sdo injungdes absolutas, permanecendo constantes durante o processo de

ajustamento). Tal fato também explica o grande aumento dos coeficientes de correlagédo
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maultipla entre observacgdes das linhas-base BC e FC, referentes a0 mesmo eixo cartesiano (em
torno de 40%, significativamente maior que os demais), pois, neste cenario (sem a linha-base
DC), a regido da rede a direita dos vértices A, F e C contém apenas estas duas linhas-base e
também AC, sendo as observacGes de AC notadamente de menor precisdo que as demais da
rede (possuindo, portanto, menor peso no processo de estimacéo).

Quanto ao MDB para g = 2 outliers simultaneos, tal como para o caso convencional,
em geral, estes ndo se alteraram muito retirando a linha-base DC, aumentando em no maximo
3 mm para a maior parte dos casos.

Entretanto, analisando e comparando as Tabelas 6.64 e 6.65, nota-se que as
observac@es das linhas-base BC e FC tiveram um aumento significativo em seus respectivos
MDB para g = 2, retirando a linha-base DC. Para as observacdes da linha-base BC, 0
aumento foi no minimo de 1c¢m, e no maximo de 6,2 cm, considerando g = 2 para a
observacdo da linha-base FC referente a0 mesmo eixo cartesiano. Para as observacOes da
linha-base FC, o aumento foi no minimo de 9 mm, e no maximo de 6,3 cm, considerando
q = 2 para a observagdo da linha-base BC referente ao mesmo eixo cartesiano.

Outros aumentos significativos no MDB com g = 2 e retirando a linha-base DC foram
para as observagOes das linhas-base DE e FD, referentes ao mesmo eixo cartesiano, onde o
aumento foi entre 15 mm e 18 mm.

Outra conclusdo interessante analisando as Tabelas 6.62 e 6.63, e as Tabelas 6.64 e
6.65, € que embora os coeficientes de correlagdo mdaltipla entre os pares de observacoes
possam aumentar ou diminuir retirando linhas-base, 0 menor erro detectavel destas para
q = 2 sempre aumenta ou permanece 0 mesmo, mas nunca diminui.

Isto faz sentido analisando a expresséo 5.13, pois, 0 MDB para o caso convencional
(g = 1) sempre aumenta retirando observacdes da rede (diminuindo a redundancia do
sistema), e 0 MDB de uma observacao para g > 1 tem uma relacdo diretamente proporcional
ao MDB desta no caso convencional, mas uma relagdo néo linear com o respectivo coeficiente
de correlagdo multipla.

Ou seja, em termos praticos, diminuindo a redundancia da rede, o que realmente afeta
0 MDB de uma observacdo no caso generalizado € o seu respectivo MDB no caso
convencional, embora o coeficiente de correlagdo mdaltipla também exerca sua influéncia
quando seu valor é significativamente aumentado.

Desta forma, verifica-se que a influéncia da geometria é muito mais significativa para

as medidas de confiabilidade generalizadas do que para o caso convencional (os maiores
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aumentos no MDB para o caso convencional foram de apenas 1,1 cm, enquanto no caso
generalizado os maiores aumentos no MDB foram de até 6,3 cm).

Sobre os numeros de redundancia para g = 2, tal como o MDB, em geral estes ndo se
alteraram muito retirando a linha-base DC, com uma reducdo de no méximo 15% para a
maior parte dos casos (mas em média em torno de 5%).

Entretanto, analisando e comparando as Tabelas 6.66 e 6.67, nota-se que em alguns
casos as observagOes tiveram uma reducdo razoavel em seus respectivos numeros de
redundancia para g = 2, retirando a linha-base DC. Por exemplo, para as observacdes da
linha-base BC, a reducédo minima foi de 11%, e no maximo de 38%, considerando q = 2 para
a observacao da linha-base FC referente ao mesmo eixo cartesiano. Ja para as observacdes da
linha-base FC, a redu¢do minima foi de 12%, e no maximo de 40%, considerando q = 2 para
a observacéo da linha-base BC referente ao mesmo eixo cartesiano.

De maneira analoga ao MDB para q = 2, salienta-se que, embora os coeficientes de
correlagdo multipla entre os pares de observacbes possam aumentar ou diminuir retirando
linhas-base, os nimeros de redundéncia destas para g = 2 sempre diminuem ou permanecem
0 mesmo, mas nunca aumentam, pois 0s nimeros de redundancia destas no caso convencional
também ndo aumentam, diminuindo a redundancia do sistema (ver a expressdo 5.25).

Portanto, a exclusdo da linha-base DC compromete significativamente mais a
confiabilidade das observacGes das linhas-base BC e FC do que as demais (este fato ja tinha
sido constatado no caso convencional, mas se tornou ainda mais evidente nesta abordagem
para dois outliers simultaneos).

Finalmente, a Gltima medida de confiabilidade para g = 2 outliers simultaneos, em
que foi verificada a influéncia de retirar a linha-base DC, foi a confiabilidade externa maxima

sobre os parametros. As Tabelas 6.69 e 6.70 mostram alguns dos resultados obtidos.

Tabela 6.69 — Confiabilidade externa maxima de alguns pares de observagdes (g = 2 outliers simultaneos, sem
DC), sobre os pardmetros Xc, Xg, Xp, Xg (em mm).

AXgc e AXap | AXpc e AXpe | AXgc € AXpp | AXac € AXpp
X. 16 54 16 16
X 21 4 9 17
X 11 4 19 18
X 7 6 6 2




DC), sobre os pardmetros Xc, Xg, Xp, Xg (em mm).

AXpgeAXpe | AXpg€AXpp | AXpg€AXpp | AXpg € AXpp
X. 36 8 8 17
X 13 28 13 28
Xp 14 13 30 29
X 19 18 18 40
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Tabela 6.70 — Confiabilidade externa maxima de alguns pares de observagoes (q = 2 outliers simultaneos, sem

Analisando e comparando as Tabelas 6.56 e 6.69, nota-se que excluindo a linha-base
DC, a influéncia maxima de todos os pares de observacdes considerados aumentou sobre o
veértice C, principalmente para o par de observacfes AX,- € AXgc, onde a influéncia maxima
sobre o parametro X, aumentou de 31 mm para 54 mm.

Entretanto, para o vértice D, estes aumentos ndo foram tdo significativos, inclusive
havendo uma reducéo consideravel na influéncia maxima do par de observagdes AX,. e AXp,
sobre o parametro X, (de 11 mm para apenas 4 mm).

Estes resultados também podem ser explicados pela alteracdo na configuracdo da rede
GPS excluindo a linha-base DC, pois j& havia sido constatado que as observagdes relativas ao
vertice C foram mais afetadas neste cenario do que as observacOes relativas ao vértice D,
devido a “divisdo” da rede em duas regides distintas, a direita e a esquerda das linhas-base FA
e FB, sendo a regido a direita de menor redundancia na rede (ver a Figura 6.3).

Tal fato € mais uma vez constatado analisando e comparando as Tabelas 6.57 e 6.70,
onde nota-se que retirando a linha-base DC, a influéncia maxima do par de observacfes AX 4
e AXp sobre o pardmetro X, aumentou de 20 mm para 36 mm, enquanto a influéncia do par
de observagdes AXp, e AXpp Sobre o parametro X, aumentou de 23 mm para 30 mm (ou
seja, aumentou menos tanto em termos relativos quanto em termos absolutos).

Além disso, a influéncia maxima do par de observacdes AXp, € AXpp Sobre o
parametro X, reduziu de 21 mm para 17 mm, enquanto a influéncia méxima do mesmo par
de observacdes sobre o parametro X, aumentou de 27 mm para 29 mm, pois, sem a linha-
base DC, possiveis erros nao detectados nas linhas-base FA e FB s6 podem afetar o vértice C
por meio da propagacdo destes nas observacbes de FC, enquanto possiveis erros nao
detectados nas linhas-base FA e FB podem afetar o vertice D por meio da propagacdo destes
nas observacOes de FD e também de FE (ver a Figura 6.3).

Portanto, em termos gerais, a exclusdo da linha-base DC afetou principalmente as
medidas de confiabilidade relativas as observacGes das linhas-base FC, BC, FD e BD,
principalmente as observacbes das duas primeiras, devido a localizacdo dos pontos de

controle A e B na rede, bem como a menor precisdo das observacoes da linha-base AC.
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Este fato, que ja tinha sido constatado com as medidas de confiabilidade
convencionais, se tornou ainda mais evidente com as medidas de confiabilidade para g = 2
outliers simultaneos, sendo estas medidas mais sensiveis a alteracdes na geometria do
problema, pois, consideram a existéncia de maultiplos outliers de maneira simultanea,
evidenciando melhor os impactos que ocorreram com a mudanca da configuracao da rede.

Dando continuidade aos experimentos, para o terceiro, exclusdo das linhas-base
“repetidas” AF e BF, e também das linhas-base DC, FC e FE (Figura 6.4), a Tabela 6.71
apresenta os numeros de redundéncia r;, 0s numeros de absor¢do u; e a confiabilidade interna

— MDB das observacdes (para o caso convencional).

A

Figura 6.4 — Rede GPS em estudo, sem as linhas-base DC, FC e FE.
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Tabela 6.71 — Medidas de confiabilidade das observa¢es, sem AF, BF, DC, FC, FE.

Observacéo T u; MDB Vy; (m)
AXac 0,8109 0,1891 0,144
AY pc 0,7865 0,2135 0,143
AZxc 0,8136 0,1864 0,144
AX e 0,5066 0,4934 0,085
AY pe 0,4689 0,5311 0,084
AZ e 0,4701 0,5299 0,085
AXpc 0,1891 0,8109 0,144
AYgc 0,2135 0,7865 0,143
AZgc 0,1864 | 0,8136 0,144
AXpp 0,7435 0,2565 0,079
AYgp 0,7426 0,2574 0,079
AZgp 0,7179 0,2821 0,080
AXpe 0,2890 0,7110 0,085
AYpe 0,3120 0,6880 0,084
AZpe 0,3008 0,6992 0,085
AXep 0,5888 0,4112 0,047
AYEp 0,5352 0,4648 0,046
AZra 0,6069 0,3931 0,046
AXpp 0,3347 0,6653 0,069
AYrp 0,3518 0,6482 0,069
AZrp 0,3994 | 0,6006 0,072
AXrg 0,5373 0,4627 0,046
AYgs 0,5895 0,4105 0,046
AZes 0,5049 0,4951 0,045

Analisando e comparando as Tabelas 6.46 e 6.71, nota-se que excluindo as linhas-base
DC, FC e FE, os nimeros de redundéncia de todas as observa¢des diminuiram, na maior parte
dos casos entre 10% e 20%, pois a redundancia total do sistema diminuiu em 3 X3 =9
graus de liberdade, e, conseqientemente, 0s nUmeros de absorcdo das observacbes
aumentaram na mesma proporcao.

As Unicas linhas-base cujas observacdes ndo tiveram seus numeros de redundancia
muito alterados (reducdo em torno de 5%) foram as da linha-base BD, e, curiosamente, as das
linhas-base FA e FB. Analisando as Figuras 6.1 e 6.4, nota-se que de fato as observagOes de
FE e de FC ndo estdo diretamente relacionadas com as observacgdes de BD na geometria da
rede, pois sdo relativas a veértices distintos da mesma.

Entretanto, as observagdes (excluidas) de FE e FC estdo diretamente relacionadas com
as observacoes tanto de FA quanto de FB. Talvez o fato dos vértices A e B serem pontos de

controle e o vértice desconhecido F ser comum as duas linhas-base faz com que a tolerancia a
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possiveis erros nas observacdes de FA e FB seja relativamente baixa, mesmo excluindo outras
observacdes da rede relativas ao veértice desconhecido F.

Além disso, excluindo DC, FC e FE, a linha-base BC foi a que apresentou maiores
alteracbes nos numeros de redundancia de suas observagdes, (reducGes em torno de 40%),
perdendo praticamente toda sua redundancia relativa na rede e se tornando a linha-base com
os valores mais baixos para esta medida de confiabilidade.

Analisando a Figura 6.4, nota-se que de fato o veértice C, neste cenario, sO possuli
observacdes relativas as linhas-base AC e BC, sendo as observacdes de AC notadamente de
menor peso no ajustamento e 0s pontos A e B pontos de controle (injuncBes absolutas), ou
seja, possiveis erros nao detectados nas observacGes de BC serdo consideravelmente
absorvidos pelas coordenadas do vértice C, conforme indicam os baixos valores para 0s
numeros de redundancia das observacdes desta linha-base.

Outra linha-base que possui valores relativamente baixos para seus numeros de
redundancia € a linha-base DE, e analisando a Figura 6.4, nota-se que sua localizacdo
(situacdo) na rede é semelhante ao caso de BC.

Além disso, com a exclusdo destas linhas-base, os numeros de redundéancia das
observacdes ja apresentam uma reducdo significativa, com a redundancia média da rede se
tornando 7 = (24 — 12)/12 = 0,5, e, desta forma, os nimeros de absor¢do das observacbes
ja se tornam equiparaveis aos nimeros de redundancia destas. Em outras palavras, possiveis
erros ndo detectados nas observacdes ja ndo sdao majoritariamente refletidos nos residuos,
mas, comecam a afetar também os parametros da rede, ou seja, as coordenadas dos vértices
(ver as Tabelas 6.46 e 6.71).

Quanto ao MDB das observacoes, analisando e comparando as Tabelas 6.46 e 6.71,
nota-se que com a exclusdo de DC, FC e FE, estes aumentam entre 1 cm e 2 cm para boa
parte das linhas-base, a excecéo de BD, FA, FB e BC. Para as observacdes de BD, FA e FB,
0s aumentos no MDB das observacdes foram inferiores a 5 mm, enquanto para BC, 0S
aumentos no MDB das observacdes se situaram entre 6,4 cm e 6,8 cm (ou Seja, quase
duplicaram).

Também ¢ interessante notar que neste cenario, 0 MDB das observacdes de BC se
tornou igual ao MDB das respectivas observacdes de AC, e 0 MDB das observacgdes de DE se
tornou igual ao MDB das respectivas observacgoes de AE. Este resultado € muito curioso, pois
embora as linhas-base AC e BC contenham pontos de controle, a linha-base DE ndo contém

pontos de controle, além disso, a linha-base AC possui precisao inferior as demais, sendo que
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0 Unico fato em comum nestes dois cenarios € que ambos os vértices C e E estdo contidos
somente em duas linhas-base cada (AC e BC, e AE e DE, respectivamente).

Por fim, a ultima medida de confiabilidade (para o caso convencional) onde foi
verificada a influéncia de se retirar as linhas-base AF, BF e também DC, FC e FE foi a
confiabilidade externa das observagdes sobre os parametros, e os resultados obtidos séo
apresentados nas Tabelas 6.72 e 6.73.

Tabela 6.72 — Confiabilidade externa das observac@es sobre os parametros, sem AF, BF, DC, FC, FE (em mm).

AXac AYac AZpc | AXae AYpe AZpg | AXge AYpe AZpgc | AXep AYep AZgp
Xc| 27 0 0 0 0 0 117 0 0 0 0 0
Yc 0 30 0 0 0 0 0 112 0 0 0 0
Zc 0 0 27 0 0 0 0 0 117 0 0 0
Xe 0 0 0 42 0 0 0 0 0 13 0 0
Ye 0 0 0 0 44 0 0 0 0 0 12 0
Ze 0 0 0 0 45 0 0 0 0 0 14
Xb 0 0 0 17 0 0 0 0 0 20 0 0
Yo 0 0 0 0 18 0 0 0 0 0 20 0
Zp 0 0 0 0 0 20 0 0 0 0 0 22
Xe 0 0 0 5 0 0 0 0 0 6 0 0
Ye 0 0 0 0 5 0 0 0 0 0 5 0
Ze 0 0 0 0 0 4 0 0 0 0 0 5

Tabela 6.73 — Confiabilidade externa das observagdes sobre os pardmetros, sem AF, BF, DC, FC, FE (em mm).
AXpe AYpe AZpe | AXea AYen  AZepn | AXep AYpp AZpp | AXeg AYre  AZgg

Xc 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
Yc 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
Zc 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
Xe 43 0 0 -8 0 0 24 0 0 -8 0 0
Ye 0 39 0 0 -8 0 0 22 0 0 -7 0
Ze 0 0 40 0 0 -6 0 0 21 0 0 -8
Xp 17 0 0 -12 0 0 37 0 0 -13 0 0
Yo 0 -18 0 0 -13 0 0 36 0 0 -11 0
Zp 0 0 -20 0 0 -10 0 0 35 0 0 -12
Xe -5 0 0 -19 0 0 -9 0 0 -21 0 0
Ye 0 -5 0 0 -21 0 0 -9 0 0 -19 0
Ze 0 0 -4 0 0 -18 0 0 -8 0 0 -22

Analisando e comparando as Tabelas 6.47, 6.48 e 6.49, e as Tabelas 6.72 e 6.73, nota-
se que retirando também as linha-base DC, FC e FE, a confiabilidade externa das
observacdes sobre o0s parametros aumenta ou diminui, mas com alguns casos interessantes.

Por exemplo, retirando DC, FC e FE, somente possiveis erros ndo detectados nas

observagdes das linhas-base AC e BC podem influenciar nas coordenadas do vértice C, o que
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faz sentido analisando a Figura 6.4, pois, devido ao fato dos vértices A e B serem pontos de
controle (injuncbes absolutas), possiveis erros ndo detectados em outras observacdes nao
serdo propagados sobre o vértice C.

De maneira analoga, possiveis erros ndo detectados nas observacdes das linhas-base
AC e BC s0 serdo propagados sobre o veértice C, ndo afetando, portanto, os demais vértices
desconhecidos da rede (pontos D, E e F). Estas constatacbes mostram a importancia do
planejamento da localizacdo dos pontos de controle na configuracéo da rede.

Além disso, excluindo DC, FC e FE, o MDB das observa¢des da linha-base AC
aumentou entre 0,9 cm e 1,1 cm, e 0 MDB das observacgdes da linha-base BC aumentou entre
6,4 cm e 6,8 cm, entretanto, a influéncia destes sobre as coordenadas do vértice C aumentou
entre 1,6 cm e 1,9 cm (para AC) e em entre 8,8 cm € 9,2 cm (para BC).

Ou seja, embora 0 MDB das observacdes de AC e BC tenha se tornado numericamente
igual neste cenario, devido ao maior peso das observacdes de BC, a influéncia destes sobre o
vértice C ¢ muito maior do que a influéncia do MDB das observagoes de AC.

Outro exemplo interessante é que a influéncia do MDB das observagdes das linhas-
base AE e DE sobre o vértice E, no minimo, duplicaram, retirando DC, FC e FE, pois estas
sdo as Unicas linhas-base que contém o vértice E neste cenario, e além disso, o0 ponto A é um
ponto de controle (dificultando a propagacdo de erros nestas observacfes sobre os demais
veértices e linhas-base). A influéncia do MDB das observacGes de AE e DE sobre o vértice E é
relativamente da mesma ordem de grandeza, provavelmente devido ao fato que, embora a
linha-base AE contenha um ponto de controle, a precisdo das observacdes da linha-base DE ¢
um pouco maior (ver a Tabela 6.1).

Também se nota que, embora 0 MDB das observacdes da linha-base FD sejam
maiores que os respectivos MDB das observacfes das linhas-base FA e FB (ver a Tabela
6.71), a influéncia do MDB das observacgdes de FA e de FB sobre as coordenadas do vértice F
é maior do que a influéncia do MDB das observagdes de FD sobre este mesmo Vvértice. Isto se
deve ao fato de A e B serem pontos de controle (e, portanto, possiveis erros nas observacées
ndo sdo propagados em suas coordenadas), enquanto o vértice D é um vértice desconhecido.

Ou seja, mais uma vez, a alteracdo na geometria da rede se mostrou mais significativa
para a confiabilidade externa do que para as demais medidas de confiabilidade consideradas.
Como na prética, geralmente se esta mais interessado nos parametros (coordenadas dos pontos
de uma rede, por exemplo), do que nas observagdes propriamente ditas (componentes de uma

linha-base entre dois vértices, por exemplo), no planejamento de uma rede geodésica,
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simulando diferentes geometrias/configuracbes para a mesma, é sempre aconselhavel estimar
ndo somente o menor erro detectavel de uma observagdo, como também a sua influéncia sobre
os parametros da rede, visto que esta pode ser significativamente modificada com as
alteracdes na configuracdo do problema.

Ainda analisando e comparando as Tabelas 6.47, 6.48 e 6.49, e as Tabelas 6.72 e 6.73,
nota-se que para as linhas-base AE, BD, DE e FD, a influéncia de possiveis erros nao
detectados nas observacdes destas se tornou nula sobre as coordenadas do vértice C
(conforme ja esperado), mas aumentou sobre os demais vértices desconhecidos da rede
(pontos D, E e F).

Entretanto, para as observacdes das linhas-base FA e FB, a exclusdo de DC, FC e FE
praticamente ndo afetou a confiabilidade externa destas sobre os pardmetros, com uma
diferenga maxima de apenas 3 mm (a excecdo das coordenadas vértice C, onde a influéncia
destas se tornou nula). Isto pode ser explicado devido ao fato do MDB das observacgdes de FA
e FB ter aumentando em no maximo 2 mm neste experimento (ver as Tabelas 6.46 e .671).

Verificada a influéncia em retirar as linhas-base DC, FC e FE da rede sobre as
medidas de confiabilidade convencionais (considerando apenas um outlier por vez), também
foi verificada esta influéncia sobre as medidas de confiabilidade generalizadas para maltiplos
outliers (no caso, para dois outliers simultaneos).

Desta forma, apds retirar as linhas-base DC, FC e FE, foram recalculados os

coeficientes de correlagdo multipla, a confiabilidade interna (MDB — Vy.), o nimero de

confiabilidade 7 e o nimero de redundancia r, das observacdes (para q = 2 outliers

simultaneos), e alguns destes s&o mostrados nas Tabelas a seguir (tanto os valores originais,
obtidos retirando somente as linhas-base “repetidas” AF e BF, quanto os valores obtidos com

este experimento, retirando as linhas-base AF, BF e também DC, FC e FE).

Tabela 6.74 — Alguns coeficientes de correlagdo multipla das observagdes (com DC, FC, FE).

P?j AXac | AYac AZnc AXae | AYae AZe AXgp | AYgp AZgp
AXgc | 0,2073 | 0,0019 | 0,0019 | 0,1049 | 0,0009 | 0,0009 | 0,1528 | 0,0013 | 0,0015
AYgc | 0,0020 | 0,2012 | 0,0019 | 0,0010 | 0,1034 | 0,0011 | 0,0014 | 0,1399 | 0,0015
AZgc | 0,0018 | 0,0018 | 0,2001 | 0,0009 | 0,0010 | 0,1085 | 0,0015 | 0,0014 | 0,1643
AXpe | 0,0486 | 0,0005 | 0,0005 | 0,3403 | 0,0034 | 0,0030 | 0,2364 | 0,0023 | 0,0028
AYpe | 0,0005 | 0,0488 | 0,0005 | 0,0036 | 0,3591 | 0,0036 | 0,0024 | 0,2465 | 0,0026
AZpe | 0,0005 | 0,0005 | 0,0548 | 0,0032 | 0,0035 | 0,3312 | 0,0028 | 0,0026 | 0,2619
AXgpp | 0,0638 | 0,0006 | 0,0006 | 0,009 | 0,0011 | 0,0007 | 0,3571 | 0,0037 | 0,0033
AYg | 0,0006 | 0,0585 | 0,0006 | 0,0011 | 0,1103 | 0,0010 | 0,0038 | 0,3596 | 0,0033
AZgp | 0,0006 | 0,0006 | 0,0614 | 0,0008 | 0,0010 | 0,0859 | 0,0034 | 0,0034 | 0,3308
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Tabela 6.75 — Alguns coeficientes de correlagdo multipla das observagdes (sem DC, FC, FE).

P ?j AXac AYac AZnc AX e AY ae AZpe AXgp AYgp AZgp
AXgc 1 0,0097 | 0,0095 0 0 0 0 0 0
AYpgc 0,0097 1 0,0097 0 0 0 0 0 0
AZgc 0,0095 | 0,0097 1 0 0 0 0 0 0
AXpe 0 0 0 1 0,0099 | 0,0099 | 0,2977 | 0,0030 | 0,0035
AYpe 0 0 0 0,0099 1 0,0100 | 0,0030 | 0,3118 | 0,0034
AZpe 0 0 0 0,0099 | 0,0100 1 0,0035 | 0,0034 | 0,3418
AXrp 0 0 0 0,5481 | 0,0055 | 0,0050 | 0,6353 | 0,0064 | 0,0061
AYrp 0 0 0 0,0056 | 0,5553 | 0,0053 | 0,0064 | 0,6171 | 0,0058
AZrp 0 0 0 0,0052 | 0,0053 | 0,5330 | 0,0063 | 0,0060 | 0,6130

Tabela 6.76 — Alguns valores para 0 MDB das linhas-base BC, DE e FD (com DC, FC, FE).

Vy ? (cm) AXac AY ac AZxc AXpe AY pe AZ e AXgp AYpgp AZpp
AXgc 7,9 7,7 7,7 7.7 7,7 7,7 7,8 7,7 7,7
AYgc 79 8,1 79 7,9 8,0 7,9 79 8,0 7,9
AZgc 7,6 7,6 7.7 7,6 7,6 7,6 7,6 7,6 7,7
AXpe 6,5 6,4 6,4 6,9 6,4 6,4 6,6 6,4 6,4
AYpe 6,5 6,5 6,5 6,5 7,0 6,5 6,5 6,7 6,5
AZpe 6,5 6,5 6,6 6,5 6,5 6,9 6,5 6,5 6,8
AXrp 5,6 5,6 5,6 5,6 5,6 5,6 59 5,6 5,6
AYrp 5,7 57 5,7 5,7 5,7 5,7 5,7 6,1 5,7
AZrp 59 59 59 59 5,9 5,9 59 59 6,3

Tabela 6.77 — Alguns valores para 0 MDB das linhas-base BC, DE e FD (sem DC, FC, FE).

Vy{ (cm) AXac | AYac AZpc AXae AY Ae AZ e AXgp AYgp AZgp
AXee ® 144 | 144 | 144 | 144 | 144 | 144 | 144 | 144
AYoc 143 ® 143 | 143 | 143 | 143 | 143 | 143 | 143
AZsc 144 | 144 ® 144 | 144 | 144 | 144 | 144 | 144
AXpg 8,5 8,5 8,5 0 8,5 8,5 8,9 8,5 8,5
AYpe 8,4 8,4 8,4 8,4 o) 8,4 8,4 8,8 8,4
AZoe 85 85 8,5 8,5 8,5 ® 8,5 85 9.1
AXep 6,9 6,9 6,9 8,2 6,9 6,9 8,9 6,9 6,9
AYp 6,9 6,9 6,9 6,9 8,3 6,9 6,9 8,8 6,9
AZep 7,2 7,2 7,2 7,2 7,2 8,5 7,2 7,2 9,1

Tabela 6.78 — Alguns valores para o r; das linhas-base BC, DE e FD (com DC, FC, FE).

T? AXAC AYAC AZAC AXAE AYAE AZAE AXBD AYBD AZBD

AXgc | 0,6356 | 0,6641 | 0,6641 | 0,6568 | 0,6641 | 0,6641 | 0,6486 | 0,6641 | 0,6641

AYgc | 0,6925 | 0,6644 | 0,6925 | 0,6925 | 0,6851 | 0,6925 | 0,6925 | 0,6789 | 0,6925

AZgc | 0,6708 | 0,6708 | 0,6439 | 0,6708 | 0,6708 | 0,6629 | 0,6708 | 0,6708 | 0,6526

AXpe | 0,5048 | 0,5060 | 0,5060 | 0,4474 | 0,5060 | 0,5060 | 0,4777 | 0,5060 | 0,5060

AYpe | 05104 | 0,5092 | 05104 | 0,5104 | 0,4446 | 0,5104 | 0,5104 | 0,4794 | 0,5104

AZpe | 05111 | 0,5111 | 0,5096 | 0,5111 | 0,5111 | 0,4550 | 0,5111 | 0,5111 | 0,4761

AXgpp | 05149 | 0,5170 | 0,5170 | 0,5117 | 0,5170 | 0,5170 | 0,4511 | 0,5170 | 0,5170

AYep | 05260 | 0,5242 | 0,5260 | 0,5260 | 0,5196 | 0,5260 | 0,5260 | 0,4580 | 0,5260

AZgp | 05872 | 0,5872 | 0,5849 | 0,5872 | 0,5872 | 0,5828 | 0,5872 | 0,5872 | 0,5229
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Tabela 6.79 — Alguns valores para o r; das linhas-base BC, DE e FD (sem DC, FC, FE).
r? AXac AY ac AZpc AXae AY pe AZ e AXgp AYgp AZgp
AXgc 0 0,1891 | 0,1891 | 0,1891 | 0,1891 | 0,1891 | 0,1891 | 0,1891 | 0,1891
AYgc | 0,2135 0 0,2135 | 0,2135 | 0,2135 | 0,2135 | 0,2135 | 0,2135 | 0,2135
AZgc | 0,1864 | 0,1864 0 0,1864 | 0,1864 | 0,1864 | 0,1864 | 0,1864 | 0,1864
AXpe | 0,2890 | 0,2890 | 0,2890 0 0,2890 | 0,2890 | 0,2634 | 0,2890 | 0,2890
AYpe | 0,3120 | 0,3120 | 0,3120 | 0,3120 0 0,3120 | 0,3120 | 0,2817 | 0,3120
AZpe | 0,3008 | 0,3008 | 0,3008 | 0,3008 | 0,3008 0 0,3008 | 0,3008 | 0,2657
AXrp | 0,3347 | 0,3347 | 0,3347 | 0,2341 | 0,3347 | 0,3347 | 0,1996 | 0,3347 | 0,3347
AYrp | 0,3518 | 0,3518 | 0,3518 | 0,3518 | 0,2433 | 0,3518 | 0,3518 | 0,2178 | 0,3518

AZgp | 0,3994 | 0,3994 | 0,3994 | 0,3994 | 0,3994 | 0,2859 | 0,3994 | 0,3994 | 0,2493

Analisando e comparando as Tabelas 6.74 e 6.75, nota-se que para observacdes
referentes ao mesmo eixo cartesiano das linhas-base AC e BC, os coeficientes de correlacdo

maultipla aumentaram em cerca de 80%, assumindo o valor maximo possivel pfj =1. Da

mesma maneira, para observacGes referentes a outras linhas-base, os coeficientes de
correlacdo multipla das observacGes de AC e BC se tornaram nulos.

Além disso, como o MDB das observacfes de AC e BC referentes a0 mesmo eixo
cartesiano se tornaram numericamente iguais no caso convencional, e como os coeficientes de
correlacdo multipla destas com observacGes de outras linhas-base sédo nulos, o MDB de uma
observacdo em AC no caso generalizado também € numericamente igual ao MDB da
observacdo BC referente a0 mesmo eixo cartesiano, quando o complemento do modelo de
erro considerado (ou seja, as demais observacOes suspeitas consideradas) € 0 mesmo em
ambos 0s casos. Por exemplo, 0 MDB de AXgc, considerando g = 2 para AXpg, é igual ao
MDB de AXac, considerando g = 2 também para AXpg, pois 0 coeficiente de correlagdo
multipla entre AXgc € AXpe € igual ao coeficiente de correlacdo maltipla entre AXac € AXpe
(pfj = 0), e além disso, no data snooping (g = 1) 0o MDB de AXgc € igual a0 MDB de AXac.

Outros aumentos notdrios nos coeficientes de correlacdo multipla, analisando e
comparando as Tabelas 6.74 e 6.75, se ddo para os pares de observacdes referentes ao mesmo
eixo cartesiano das linhas-base DE e AE (cerca de 65%, assumindo o valor maximo possivel
pfj = 1), FD e AE (cerca de 45%), e também FD e BD (cerca de 18%).

Ressalva-se que estes valores de pfj = 1 para os pares de observacOes referentes ao
mesmo eixo cartesiano das linhas-base AC e BC e também DE e FE s&o coerentes com a
Figura 6.4, pois as Unicas linhas-base contendo o vértice C sdo AC e BC, enquanto que as

unicas linhas-base contendo o vértice E sdo DE e FE. Em outras palavras, ndo se pode obter

medidas de confiabilidade para outliers simultaneos em duas observacdes referentes ao
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mesmo eixo nestes dois pares de linhas-base mencionados, pois, ndo existe um controle das
observagdes (uma redundéncia que estipule uma tolerancia a erros) nestes cenarios. Ou seja,
para g = 2, é impossivel a identificacdo, simultanea, de erros nestes pares de observacdes.

Ainda sobre os coeficientes de correlacdo multipla, a excecdo dos casos extremos com
AC e BC (onde se reduzem para zero com as observac6es das demais linhas-base), em geral
estes tendem a aumentar conforme se retiram linhas-base da rede, pois maior se torna a
tolerancia a erros nestes cenarios (ou seja, menor € a redundancia de observacdes),
especialmente nesta abordagem para mdltiplos outliers simultaneos (onde g > 1, ou seja, 0
namero de graus de liberdade do teste estatistico para localizacdo de erros é maior).

Tal fato demonstra mais uma vez a importancia da geometria da rede (redundancia de
observacdes), pois, quanto maior o coeficiente de correlacdo maultipla, maior € o menor erro
detectavel das observacdes na abordagem para multiplos outliers (ver a expressao 5.13), e da
mesma maneira, menor € o valor dos nimeros de confiabilidade e redundéncia das
observagdes nesta abordagem (ver as expressoes 5.24 e 5.25).

Além disso, analisando e comparando as Tabelas 6.74 e 6.75, novamente é observada
uma divisdo da rede em duas regides, uma a direita (AC e BC) e a outra a esquerda (AE, BD,
DE, FD) das linhas-base FA e FB. Foram escolhidas as observagdes das linhas-base FA e FB
para ndo serem consideradas nas tabelas de resultados pois novamente, assim como no caso
convencional, retirando as linhas-base DC, FC e FE, foram estas as observacdes menos
afetadas em suas medidas de confiabilidade para g = 2 (com os coeficientes de correlagéo
multipla oscilando entre —20% e +20% apenas neste experimento).

Quanto a0 MDB das observacdes para q = 2 outliers simultdneos, analisando e
comparando as Tabelas 6.76 e 6.77, nota-se que na maior parte dos casos, estes aumentaram
em até 3 c¢m, retirando as linhas-base DC, FC e FE. Somente a linha-base BC apresenta um
aumento minimo no MDB de suas observacdes de 6,2 cm, devido ao fato do MDB destas no
caso convencional ja ter sido significativamente maior sem DC, FC e FE (ver as Tabelas 6.46
e 6.71, bem como a expresséo 5.13).

Além disso, como p; ; = 1 para observacOes referentes a0 mesmo eixo cartesiano dos

pares de linhas-base AC e BC e também AE e DE, o menor erro detectavel em uma
observacao de BC, considerando g = 2 para a observagdo de mesmo eixo cartesiano em AC €

infinito (e vice-versa, pois p; i = 1), e 0 mesmo para as observagOes de AE e DE referentes ao

mesmo eixo cartesiano (pois também para estas, piqj =1).
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Em outras palavras, ndo é possivel identificar erros de maneira simultdnea nestes
cenarios, pois ndo existe redundancia de observacdes na rede para possibilitar isto (sdo g = 2
erros simultaneos justamente nas Unicas n = 2 observacdes em comum, relativas ao mesmo
vertice). Em um cenario ideal, onde se fosse possivel “repetir” todas as observagdes, sem
acarretar em custos extras acima do desejado ao projeto, se teria a garantia de pelo menos uma
observacdo redundante em qualquer caso para g = 2 (ou seja, ndo se teria valores infinitos
para 0 MDB de uma observagdo, ndo importa 0 modelo de erro considerado). Da mesma
maneira, para ¢ = 3, 0 nimero de observacdes repetidas deveria ser duplicado, e assim por
diante.

Sobre os numeros de redundancia para g = 2 outliers simultaneos, analisando e
comparando as Tabelas 6.78 e 6.79, nota-se que na maior parte dos casos, estes reduziram em
até 30%, retirando as linhas-base DC, FC e FE.

Além disso, como pi"j = 1 para observagdes referentes a0 mesmo eixo cartesiano dos

pares de linhas-base AC e BC e também AE e DE, o nimero de redundancia de uma
observacdo de BC, considerando g = 2 para a observacao de mesmo eixo cartesiano em AC é

zero (e vice-versa, pois pfj = 1), e 0 mesmo para as observactes de AE e DE referentes ao
mesmo eixo cartesiano (pois também para estas, pfj =1).

Em outras palavras, 100% de um possivel erro em alguma destas observacdes é
absorvido pelos parametros da rede (coordenadas dos Vvértices), pois ndo existe redundancia
de observacgdes na rede para que estes possam ser devidamente refletidos nos residuos (sdo
q = 2 erros simultaneos justamente nas Unicas n = 2 observacdes em comum, relativas ao
mesmo Vértice).

Novamente, em um cendrio ideal, onde se fosse possivel “repetir” todas as
observagdes, sem acarretar em custos extras ao projeto, se teria a garantia de pelo menos uma
observacao redundante em qualquer caso para g = 2 (ou seja, ndo se teria valores nulos para
0 nuimero de redundancia de uma observacao, ndo importa 0 modelo de erro considerado). Da
mesma maneira, para ¢ = 3, 0 numero de observagdes repetidas deveria ser duplicado, e
assim por diante.

Neste experimento, retirando as linhas-base DC, FC e FE, diferengas significativas
entre as medidas de confiabilidade convencionais (g = 1 outlier por vez apenas — data
snooping) e as medidas de confiabilidade generalizadas para q = 2 outliers simultaneos
comegam a surgir: Na abordagem para maltiplos outliers (no caso, g = 2), dependendo do

modelo de erro considerado (ou seja, qual é o par de observacbes suspeitas de estarem
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contaminadas por erros simultaneamente), pode ndo ser possivel detectar e identificar erros
nestas por meio de testes estatisticos em funcdo dos residuos (pois, ndo existe redundancia
neste cenario, e consequentemente, possiveis erros nestas observagdes sdo completamente
absorvidos pelos parametros incognitos, tornando infinito o valor do menor erro detectavel de
tais observacdes nestes cenarios).

Jé& para as medidas de confiabilidade convencionais, 0 valor do menor erro detectavel
das observagdes aumenta excluindo as linhas-base DC, FC e FE, mas ainda possui uma ordem
de grandeza passivel de ser detectada por testes estatisticos (se mantém em uma ordem de
grandeza decimétrica, ndo assumindo um valor numericamente “infinito”). Isto permite
elaborar estratégias de deteccéo e identificacdo de erros utilizando as duas abordagens (g = 1
e g > 1), pois ambas apresentam vantagens e desvantagens.

Finalmente, a ultima medida de confiabilidade para g = 2 outliers simultaneos em que
foi verificada a influéncia de retirar as linhas-base DC, FC e FE foi a confiabilidade externa

maxima sobre os parametros. A Tabela 6.80 mostra alguns dos resultados obtidos.

Tabela 6.80 — Confiabilidade externa mé&xima de alguns pares de observac@es (g = 2 outliers simultdneos, sem
DC, FC, FE), sobre os parametros Xc, Xg, Xp, Xg (em mm).

AX e € AX, g | AXac e AXpe | AXge € AXpp | AXyc € AXpg | AXpae AXpp | AXpy € AXpp
X. 27 0 27 27 0 0
X 42 0 13 43 24 24
X, 17 0 20 17 37 37
Xr 5 0 6 5 25 60

Analisando e comparando as Tabelas 6.72, 6.73 e 6.80, nota-se que a influéncia de
possiveis erros nas observacdes das linhas-base AC e BC sobre as coordenadas dos vértices E,
D e F no caso generalizado, tal como no caso convencional, ¢ nula, e além disso, ¢ “infinita”
sobre o vértice C quando o par de observacfes considerado destas duas linhas-base é referente
ao mesmo eixo cartesiano.

Além disso, a influéncia maxima de erros nos pares de observacdes AX, - e AX g,
AX,- e AXpc, € também AX, - e AXp sobre o pardmetro X € igual a 27 mm, ou seja, € igual
a influéncia de apenas AX,. no caso convencional (ver a Tabela 6.72). Em outras palavras, tal
como no caso convencional, possiveis erros em observacfes que ndo sdo referentes as linhas-
base AC e BC ndo exercem influéncia nenhuma sobre as coordenadas do vértice C. Tal fato
também pode ser notado pela influéncia nula dos pares de observacbes AXgp, € AXpp €

também AXp, e AXpp Sobre o parametro X..
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Da mesma maneira, a influéncia maxima de possiveis erros no par de observagoes
AX,- e AX,p sobre os parametros Xp, Xz e X € igual a influéncia de apenas a observacao
AX,5 sobre estes no caso convencional (ver a Tabela 6.72). O mesmo pode ser dito para 0s
pares de observacdes AX, - e AXgp e também AX,. e AXpg. Ou seja, verifica-se novamente
que, tal como no caso convencional, possiveis erros nas observacoes das linhas-base AC e BC
ndo exercem influéncia sobre as coordenadas dos vértices D, E e F.

Ja para o par de observagdes AXp, e AXgp, analisando as Tabelas 6.57 e 6.80, nota-se
que retirando as linhas-base DC, FC e FE, a influéncia méxima de possiveis erros neste par de
observagdes mais do que duplica para o parametro Xy (aumenta de 11 mm para 24 mm),
aumenta 14 mm sobre o parametro X, (de 23 mm para 37 mm), e aumenta apenas 7 mm
sobre o parametro X (de 18 mm para 25 mm). Ou seja, aumentou mais para o vértice E e
para o vértice D do que para o Vértice F, provavelmente devido ao fato do vértice E conter
apenas duas linhas-base neste cenario (ver a Figura 6.4), além do fato do vértice F estar
contido em duas linhas-base com pontos de controle (FA e FB).

Finalmente, para o par de observacdes AXr, € AXpg, analisando e comparando as
Tabelas 6.57 e 6.80, nota-se que retirando as linhas-base DC, FC e FE, a influéncia maxima
de possiveis erros neste par de observacdes diminuiu 3 mm para o parametro Xz (pois a linha
FE foi removida, reduzindo uma possivel propagacdo dos erros destas observacdes sobre este
vértice), aumenta 10 mm sobre o parametro X, (de 27 mm para 37 mm), e aumenta 21 mm
sobre o parametro X (de 39 mm para 60 mm). Ou seja, conforme ja observado no caso
convencional, as linhas-base FA e FB, neste cenario, s&éo muito mais influentes sobre o vértice
F do que a linha base FD.

Em um dltimo experimento visando verificar em como o numero de linhas-base
(observacdes) pode influenciar nas medidas de confiabilidade, com a excluséo das linhas-base
“repetidas” AF e BF, e também das linhas-base DC , FC, FE, DE e FD (Figura 6.5), a Tabela
6.81 apresenta 0os numeros de redundancia r;, 0s numeros de absorcdo u; e a confiabilidade

interna — MDB das observacdes (para o caso convencional).
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Figura 6.5 — Rede GPS em estudo, sem as linhas-base DC, FC, FE, DE, FD.
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Tabela 6.81 — Medidas de confiabilidade das observagfes, sem DC, FC, FE, DE e FD.

Observagéo T u; MDB Vy; (m)
AXac 0,8109 0,1891 0,144
AY ac 0,7865 0,2135 0,143
AZac 0,8136 0,1864 0,144
AXag 0 1 0
AY ag 0 1 0
AZ e 0 1 o0
AXgc 0,1891 0,8109 0,144
AYgc 0,2135 0,7865 0,143
AZgc 0,1864 0,8136 0,144
AXgp 0 1 o0
AYpgp 0 1 o0
AZgp 0 1 o0
AXea 0,5295 0,4705 0,049
AYEp 0,4690 0,5310 0,049
AZep 0,5574 0,4426 0,048
AXeg 0,4705 0,5295 0,049
AYgs 0,5310 0,4690 0,049
AZeg 0,4426 0,5574 0,048

Analisando a Figura 6.5, nota-se que neste cenario, todas as seis linhas-base

consideradas contém um ponto de controle e um ponto desconhecido, e, além disso, 0s

vértices D e E contém apenas uma linha-base cada.

Analisando a Tabela 6.81, nota-se que excluindo as linhas-base DC, FC, FE, DE e FD,

ou seja, deixando os vértices D e E com apenas uma linha-base cada (BD e AE,

respectivamente), as observacOes destas apresentam numeros de redundancia nulos. Em
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outras palavras, 100% de um possivel erro em alguma destas observagbes serd
completamente absorvido pela respectiva coordenada de um destes veértices, o que também é
indicado pelo numero de absorcdo u; = 1 e 0 MDB — Vy; = oo destas observacdes na Tabela
6.81.

Um fato interessante é que neste cenario, o veértice C esta contido em duas linhas-base
(AC e BC), e o0 vértice F também esta contido em duas linhas-base (FA e FB) e, além disso,
tanto as linhas-base contendo o vértice F quanto as linhas-base contendo o vértice C também
contém os pontos de controle A e B.

Entretanto, analisando e comparando as Tabelas 6.46 e 6.81, nota-se que, excluindo as
linhas-base DC, FC, FE, DE e FD, os nimeros de redundancia das observacbes de AC, FA e
FB reduziram apenas entre 10% e 15%, porém, os nimeros de redundancia das observacdes
de BC reduziram em quase 50%.

Da mesma maneira, enquanto o MDB das observagbes de FA e FB aumentou em cerca
de apenas 5 mm, e 0 MDB das observacdes de AC aumentou em cerca de 1 cm, o MDB das
observac@es de BC quase duplicou, aumentando entre 6,4 cm e 6,8 cm (ver as Tabelas 6.46 e
6.81).

Portanto, de fato a precisao inferior das observaces de AC compromete as medidas de
confiabilidade de BC, pois o par de linhas-base FA e FB contém apenas um Vértice
desconhecido e dois pontos de controle, e ndo teve suas medidas de confiabilidade muito
afetadas excluindo cinco linhas-base (sendo trés destas também relativas ao vértice F),
enguanto o par de linhas-base AC e BC também contém apenas um vértice desconhecido e
dois pontos de controle, e as medidas de confiabilidade de BC foram muito afetadas excluindo
cinco linhas-base (sendo que apenas duas destas também continham o vértice C).

Isto demonstra a importancia de se ter um modelo estocéastico o mais homogéneo
possivel, ou seja, cujas observacfes possuam precisdes de grandeza equivalente, para que as
medidas de confiabilidade de algumas observacdes ndo sejam degradas em virtude da
precisdo inferior de outras observacdes.

Além disso, é interessante notar que, mesmo excluindo cinco linhas-base (ou seja,
diminuindo a redundancia do sistema em 5 x 3 = 18 graus de liberdade), sendo trés destas
também relativas ao vértice F, os nimeros de redundancia das observacGes de FA e FB
reduzem em no maximo 15%, e 0 MDB destas aumenta em no maximo 5 mm. Portanto, uma
estratégia interessante a se adotar no planejamento de uma rede geodésica, € garantir que o

méaximo de vertices desconhecidos desta estejam contidos em pelo menos duas linhas-base
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distintas que também contenham pontos de controle, o que resulta em uma maior protecao das
observacdes destas linhas-base a possiveis erros.

Novamente, também observa-se que, para um vértice que esteja contido em apenas
duas linhas-base (no caso, o vértice F em FA e FB e o vértice C em AC e BC), o MDB das
respectivas observagdes destes pares de linhas-base (FA e FB, e AC e BC) se torna
numericamente igual. No caso, o valor do MDB das observacdes de AC e BC é o mesmo do
experimento anterior (ndo se modificou excluindo as linhas-base FD e DE, pois AC e BC ja
ndo estavam mais interligadas com as demais observacdes da rede desde o experimento
anterior).

Esta questdo requer um estudo mais cuidadoso, podendo verificar se, por exemplo, 0
MDB das observacdes de duas linhas-base com dois vértices desconhecidos cada também se
tornam iguais, contanto que um dos Vvértices destas esteja contido somente nestas duas linhas-
base da rede.

Outra conclusdo obtida é que neste cenario, a redundancia média das observacGes
resultaem v = (18 — 12)/18 = 0,33. Analisando a Tabela 6.81, nota-se que esta condicédo €
de fato obedecida, pois as observaces de FA e FB, devido a suas precisdes equivalentes,
possuem r; = 0,5, as observacdes de AC e BC, devido a suas precisfes diferentes, possuem,
respectivamente, r; = 0,8 e r; = 0,2, enquanto as observacdes de AE e BD, devido a falta de
redundéancia sobre estes vértices, possuem r; = 0.

Por fim, a Gltima medida de confiabilidade (para o caso convencional) onde foi
verificada a influéncia de se retirar as linhas-base AF, BF e também DC, FC, FE, DE e FD
foi a confiabilidade externa das observacdes sobre os parametros, e os resultados obtidos s&o
apresentados nas Tabelas 6.82 e 6.83.

Tabela 6.82 — Confiabilidade externa das observagdes sobre os pardmetros, sem DC, FC, FE, DE e FD (em mm).
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Tabela 6.83 — Confiabilidade externa das observacdes sobre os pardmetros, sem DC, FC, FE, DE e FD (em mm).
AXgc AYpe AZgc | AXagp AYgp AZgy | AXpg AYrs  AZpg

Xe 117 0 0 0 0 0
Ye 112 0
Zc 117
Xe
Ye
Ze
Xp
Yo
Zp
Xr
Y
Zr

O O Ol O o|lo o

O 0o o|lo oo|looo|lo o

O o o|lo o olo o ofo

o o o|lo o o|lo o o

O 0oo|loo §|o oo|lo oo

o o o|lo 8 olo o olo o o

© 0 o|l8 o o|lo o o|lo o o

o|lo o olo o o|lo o

o o|lo o o|lo o o|lo ©

o
o
1
N
-~

Analisando as Tabelas as Tabelas 6.82 e 6.83, nota-se que retirando as linha-base DC,
FC, FE, DE e FD, a influéncia do MDB das observacdes de FA e FB afetam apenas as
coordenadas do Vvértice F, a influéncia do MDB das observacgdes de AC e BC afetam apenas as
coordenadas do veértice C, a influéncia do MDB das observacGes de AE afeta apenas as
coordenadas do vértice E, e a influéncia do MDB das observacGes de BD afeta apenas as
coordenadas do vértice D.

Analisando a Figura 6.5, estes resultados sdo coerentes com a configuracdo da rede
neste cenario, devido a localizacdo dos pontos de controle A e B (lembrando que possiveis
erros nas observacoes ndo sdo propagados sobre as coordenadas destes).

Além disso, como 0 MDB das observacdes de AE e BD neste cenario ¢ “infinito”, suas
influéncias sobre as respectivas coordenadas dos veértices E e D também sdo “infinitas”. Ja
para as observacOes das linhas-base FA e FB, que possuem precisdes equivalentes, a
influéncia do MDB destas sobre as coordenadas do vértice F também sdo semelhantes,
enquanto o MDB das observacdes de BC exercem uma influéncia muito maior sobre as
coordenadas do vértice C do que as observacbes de AC, devido a maior precisdo das
observagbes de BC, embora o MDB das respectivas observacdes em AC e BC seja
numericamente igual neste cenario (tal como no experimento anterior).

Verificada a influéncia em retirar as linhas-base DC, FC, FE, DE e FD da rede sobre
as medidas de confiabilidade convencionais (considerando apenas um outlier por vez),
também foi verificada esta influéncia sobre as medidas de confiabilidade generalizadas para
maultiplos outliers (no caso, para dois outliers simultaneos).

Desta forma, apos retira as linhas-base DC, FC, FE, DE e FD, foram recalculados 0s

coeficientes de correlagdo multipla, a confiabilidade interna (MDB — Vy/), o nimero de
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e o numero de redundancia ;% das observacdes (para q = 2 outliers

simultaneos), e alguns destes s&o mostrados nas Tabelas a seguir (tanto os valores originais,

obtidos retirando somente as linhas-base AF e BF, quanto os valores obtidos com este
experimento, retirando as linhas-base AF, BF e também DC, FC, FE, DE e FD).

Tabela 6.84 — Alguns coeficientes de correlagdo maltipla das observages (sem DC, FC, FE, DE e FD).

P?j AXac AYpc AZxc AXag AY pg AZ e AXrg AYrg AZrg
AXgc 1 0,0097 | 0,0095 0 0 0 0 0 0
AYgc 0,0097 1 0,0097 0 0 0 0 0 0
AZgc 0,0095 | 0,0097 1 0 0 0 0 0 0
AXgp 0 0 0 0 0 0 0 0 0
AYgp 0 0 0 0 0 0 0 0 0
AZgp 0 0 0 0 0 0 0 0 0
AXEa 0 0 0 0 0 0 1 0,0101 | 0,0112
AYEp 0 0 0 0 0 0 0,0101 1 0,0103
AZep 0 0 0 0 0 0 0,0112 | 0,0103 1

Tabela 6.85 — Alguns valores para 0 MDB das linhas-base BC, BD e FA (sem DC, FC, FE, DE e FD).

Vy{ (cm) AXac | AYac AZpc AXae AY ae AZpe AXrg AYrg AZrg
AXgc 00 14,4 14,4 14,4 14,4 14,4 14,4 14,4 14,4
AYgc 14,3 0 14,3 14,3 14,3 14,3 143 14,3 14,3
AZgc 14,4 14,4 0 14,4 14,4 14,4 14,4 14,4 14,4
AXgp 00 00 00 0 00 00 00 0 0
AYpgp 00 00 00 0 00 00 00 0 0
AZgp 00 00 00 0 00 00 00 0 0
AXEa 4,9 4,9 4.9 4,9 4,9 4,9 0 49 49
AYep 4.9 4,9 4,9 4.9 4,9 4,9 4.9 00 49
AZep 4.8 4.8 4,8 4,8 4.8 4,8 4,8 4.8 0

Tabela 6.86 — Alguns valores para o r;° das linhas-base BC, BD e FA (sem DC, FC, FE, DE e FD).

q

T AXac | AYac | AZac | AXae | AYae | AZae | AXew | AYes | AZes
AXgc 0 0,1891 | 0,1891 | 0,1891 | 0,1891 | 0,1891 | 0,1891 | 0,1891 | 0,1891
AYge | 0,2135 0 0,2135 | 0,2135 | 0,2135 | 0,2135 | 0,2135 | 0,2135 | 0,2135
AZsc | 0,1864 | 0,1864 0 0,1864 | 0,1864 | 0,1864 | 0,1864 | 0,1864 | 0,1864
AXap 0 0 0 0 0 0 0 0 0
AYsp 0 0 0 0 0 0 0 0 0
AZgp 0 0 0 0 0 0 0 0 0
AXga | 0,5295 | 05295 | 0,5295 | 0,5295 | 0,5295 | 0,5295 0 0,5295 | 0,5295
AYen | 0,4690 | 0,4690 | 0,4690 | 0,4690 | 0,4690 | 0,4690 | 0,4690 0 0,4690
AZes | 05574 | 0,5574 | 0,5574 | 0,5574 | 0,5574 | 0,5574 | 0,5574 | 0,5574 0

Analisando a Tabela 6.84, nota-se que para observagOes referentes a0 mesmo eixo

cartesiano das linhas-base AC e BC, os coeficientes de correlagdo multipla novamente
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assumiram o valor maximo possivel p; ; = 1. Da mesma maneira, para observacdes referentes

a outras linhas-base, os coeficientes de correlagdo multipla das observacdes de AC e BC se
tornaram nulos. O mesmo pode ser dito para o par de linhas-base FA e FB, conforme mostra a
Tabela 6.84 e a Figura 6.5.

J& para as observagdes referentes as linhas-base AE e BD, os coeficientes de
correlagdo multipla entre estas e observacdes de outras linhas-base também sdo nulos em
todos 0s casos, pois ndo existe redundancia de observagdes neste cenario, sendo estas duas
linhas-base radiais e isoladas na rede (ver a Figura 6.5). Em outras palavras, as coordenadas
dos vértices D e E admitem solucdo Unica (derivada somente de BD e AE, respectivamente).

Quanto ao MDB para g = 2 outliers simultaneos, analisando a Tabela 6.85, nota-se
que para as observacdes das linhas-base BC e FA, este ¢ “infinito” quando a outra observagao
suspeita considerada é a observacdo relativa a0 mesmo eixo cartesiano de AC e FB,
respectivamente. Para os demais casos, 0 MDB das observagbes das linhas-base BC e FA é
igual ao respectivo MDB no caso convecional, pois os coeficientes de correlagdo nestes casos
sdo iguais a zero (ver a Tabela 6.84). O mesmo pode ser dito para 0 MDB das observacdes
das linhas-base AC e FB, embora estes ndo sejam apresentados na Tabela 6.85.

Para as observacOes da linha-base BD, como os coeficientes de correlagdo multipla
entre estas e observacdes de outras linhas-base sdo nulos neste cenario, 0 MDB destas é
sempre igual ao MDB no caso convencional, ou seja “infinito” (ndo existe controle destas
observacdes tanto no caso convencional quanto no caso generalizado). De maneira analoga, o
mesmo pode ser dito para as observacdes da linha-base AE (ver a Figura 6.5 e a Tabela 6.84).

Sobre os numeros de redundancia para g = 2 outliers simultaneos, analisando a
Tabela 6.86, nota-se que para as observacgdes das linhas-base BC e FA, este é nulo quando a
outra observacdo suspeita considerada é a observacédo relativa ao mesmo eixo cartesiano de
AC e FB, respectivamente. Para os demais casos, 0 numero de redundancia das observacdes
das linhas-base BC e FA é igual ao respectivo nimero de redundancia no caso convecional,
pois os coeficientes de correlacdo nestes casos sao iguais a zero (ver a Tabela 6.84). O mesmo
pode ser dito para o numero de redundancia das observacdes das linhas-base AC e FB,
embora estes ndo sejam apresentados na Tabela 6.86.

Ja para as observagdes da linha-base BD, da mesma forma que o MDB, como 0s
coeficientes de correlacdo mdaltipla entre estas e observacgdes de outras linhas-base sdo nulos
neste cenario, o nimero de redundancia destas é sempre igual ao respectivo nimero de

redundancia no caso convencional, ou seja nulo (ndo existe controle destas observagdes tanto
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no caso convencional quanto no caso generalizado). De maneira analoga, 0 mesmo pode ser
dito para as observacdes da linha-base AE (ver a Figura 6.5 e a Tabela 6.84).

Finalmente, a Gltima medida de confiabilidade para g = 2 outliers simultdneos em que
foi verificada a influéncia de retirar as linhas-base DC, FC, FE, DE e FD foi a confiabilidade

externa maxima sobre os pardmetros. A Tabela 6.87 mostra alguns dos resultados obtidos.

Tabela 6.87 — Confiabilidade externa maxima de alguns pares de observacdes (g = 2 outliers simultaneos, sem
DC, FC, FE, DE e FD) sobre os parametros Xc, Xg, Xp, Xg (Em mm).

AXaceAXzp | AXgce AXpe | AXac € AXpp | AXpge AXpp
X. 27 % 27 0
X 0 0 0 0
Xp 0 0 % 0
Xy 0 0 0 0

Analisando e comparando as Tabelas 6.82, 6.83 e 6.87, nota-se que a influéncia de
possiveis erros nas observacgdes das linhas-base AC e BC sobre as coordenadas dos vertices E,
D e F no caso generalizado, tal como no caso convencional, ¢ nula, e além disso, ¢ “infinita”
sobre o vértice C quando o par de observacdes considerado destas duas linhas-base é referente
a0 mesmo eixo cartesiano.

Além disso, a influéncia maxima dos pares de observacfes AX,. e AX,; € também
AX,- e AXgc, sobre o parametro X, € igual a 27 mm, ou seja, € igual a influéncia de apenas
AX,- no caso convencional (ver a Tabela 6.82). Em outras palavras, tal como no caso
convencional (e também no experimento anterior), possiveis erros em observaces que nao
séo referentes as linhas-base AC e BC ndo exercem influéncia nenhuma sobre as coordenadas
do vértice C. Tal fato também pode ser notado pela influéncia nula do par de observacdes
AXp, € AXpg Sobre o parametro X,.

Da mesma maneira, a influéncia maxima de possiveis erros no par de observacoes
AX,- e AX,r sobre o parametros X, € igual a influéncia de apenas a observacdo AX,; sobre
estes no caso convencional, ou seja, “infinita” (ver a Tabela 6.82). O mesmo pode ser dito
para o par de observacdes AX,. € AXgp. Ou seja, verifica-se novamente que, tal como no caso
convencional, possiveis erros nas observagGes das linhas-base AC e BC ndo exercem
influéncia sobre as coordenadas dos vértices D, E e F.

J& para o par de observagdes AXy, e AXpg, analisando a Tabela 6.87, nota-se que
retirando as linhas-base DC, FC, FE, DE e FD, a influéncia méaxima de possiveis erros neste

par de observacdes sobre as coordenadas dos Vvértices C, D e E no caso generalizado, tal como
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no caso convencional, é nula, e além disso, ¢ “infinita” sobre o vértice F quando o par de
observagdes considerado destas duas linhas-base € referente ao mesmo eixo cartesiano.

Desta forma, excluindo as linhas-base DC, FC, FE, DE e FD, ou seja, fazendo com
que cada vértice da rede esteja contido em no méximo duas linhas-base distintas (ver a Figura
6.5), as medidas de confiabilidade generalizadas para g = 2 outliers simultaneos séo iguais as
medidas de confiabilidade do caso convencional (g =1 outlier por vez apenas) em
praticamente todos 0s casos.

Os Unicos casos em que estas medidas diferem sdo quando as observacdes
consideradas suspeitas de maneira simultanea, para q = 2, sd@o observagdes referentes ao
mesmo eixo cartesiano dos pares de linhas-base AC e BC e também FA e FB. Nestes casos,
para q = 2, ao contrario do caso convencional, o menor erro detectavel das observacdes
torna-se “infinito” (bem como sua influéncia no respectivo parametro) e conseqiientemente, o
nimero de redundancia destas torna-se nulo (ou seja, ndo existe controle sobre estas
observacBes nestes casos com g = 2, embora, teoricamente, exista para g = 1, pois 0 MDB
ndo é infinito bem como o ndmero de redundancia destas nédo é nulo, ver a Tabela 6.81).

ApoGs estes quatro experimentos onde foi verificada a influéncia do nimero de
observagBes (numero de linhas-base) sobre as medidas de confiabilidade, o préximo
experimento realizado foi relativo ao nimero de injunc@es (pontos de controle), bem como a
posicao (localizacdo) destes na rede.

Desta forma, os vértices A e B, antes pontos de controle, foram tratados como pontos
desconhecidos, e o vértice F, antes um ponto desconhecido, foi tratado como um ponto de
controle (Figura 6.6), tendo as suas coordenadas estimadas no ajustamento da rede original
com n = 39 observacdes agora injuncionadas no sistema de equacdes de maneira absoluta.

Além disso, novamente as linhas-base “repetidas” AF e BF néo foram consideradas no
ajustamento, e a Tabela 6.88 apresenta 0os numeros de redundancia r;, 0s nimeros de absor¢do
u; e a confiabilidade interna — MDB das observacgdes (para o caso convencional — data

snooping) obtidos neste experimento.
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A

Figura 6.6 — Rede GPS com o Vértice F como ponto de controle e os vértices A e B livres.

Analisando a Figura 6.6, nota-se que neste cenario, 0 niUmero de parametros incognitos
do sistema é maior do que da rede original (u = 5x3 = 15), pois agora tem-se cinco vértices
desconhecidos (A4, B, C, D e E), enquanto na configuracdo original da rede (Figura 6.1), 0
nimero de parametros incdgnitos era u = 4x3 = 12, pois tinha-se apenas quatro vértices
desconhecidos (C, D, E e F). Desta forma, o sistema de equacdes reduz em trés graus de

liberdade (r = n — u) com este experimento.



Tabela 6.88 — Medidas de confiabilidade das observag¢bes, com F como ponto de controle e A e B livres.

Observacéo T u; MDB Vy; (m)
AXac 0,8781 0,1219 0,139
AY pc 0,8774 | 0,1226 0,135
AZxc 0,8807 0,1193 0,138
AX e 0,6229 0,3771 0,077
AY pe 0,6038 0,3962 0,074
AZ e 0,6060 0,3940 0,075
AXpc 0,6121 0,3879 0,080
AYgc 0,6325 0,3675 0,083
AZgc 0,6223 0,3777 0,079
AXpp 0,7375 0,2625 0,079
AYgp 0,7217 0,2783 0,080
AZgp 0,7337 0,2663 0,079
AXpc 0,4729 0,5271 0,073
AYpc 0,5035 0,4965 0,074
AZpc 0,4432 0,5568 0,071
AXpe 0,4883 0,5117 0,066
AYpe 0,4913 0,5087 0,067
AZpe 0,4920 0,5080 0,067
AXep 0,2500 0,7500 0,071
AYEp 0,2399 0,7601 0,068
AZ:p 0,2631 0,7369 0,070
AXkc 0,6995 0,3005 0,079
AYec 0,6451 0,3549 0,076
AZrc 0,6911 0,3089 0,077
AXee 0,4569 0,5431 0,059
AYge 0,4766 0,5234 0,060
AZre 0,4346 0,5654 0,059
AXep 0,5128 0,4872 0,056
AYep 0,5209 0,4791 0,057
AZrp 0,5838 0,4162 0,059
AXeg 0,2690 0,7310 0,065
AYgs 0,2874 | 0,7126 0,067
AZes 0,2495 0,7505 0,064
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Analisando e comparando as Tabelas 6.46 e 6.88, nota-se que injuncionando as

coordenadas do vértice F e considerando os vértices A e B como pontos desconhecidos, 0s

numeros de redundancia das observagdes das linhas-base contendo os vértices A e B (AC, AE,

BC, BD) reduzem entre 4% e 10%, enquanto para as linhas-base contendo o vértice F (FC,

FE, FD), estas reduc¢des nos numeros de redundancia sao inferiores a 1%.

Portanto, embora todas as observagdes tenham seus nimeros de redundancia reduzidos

(pois o sistema de equacdes reduziu em 3 graus de liberdade), nota-se que o fato dos veértices

A e B serem agora tratados como pontos desconhecidos neste experimento afetou mais 0s
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numeros de redundancia das observacdes de AC, AE, BC e BD, enquanto o fato do vértice F
ser tratado como ponto de controle fez com que os nimeros de redundéncia das observactes
de FC, FE e FD praticamente ndo fossem alterados.

Ou seja, novamente verifica-se a importancia de um ponto de controle sobre os
nameros de redundéncia das observages de uma linhas-base. Para as observacdes da linha-
base DE, por exemplo (onde os vértices D e E sdo pontos desconhecidos em ambos 0s casos),
0s numeros de redundancia reduziram por um fator intermediério, entre 1,5% e 2%.

Entretanto, para as observacBes da linha-base FB, os nimeros de redundéncia
reduziram entre 31% e 35%, enquanto para as observac6es da linha-base FA, 0s nimeros de
redundancia reduziram entre 35% e 40%. Estas reduces relativamente significativas para os
numeros de redundancia das observacdes de FA e FB em relacdo as demais se devem a nova
localizag&o do ponto de controle nestas linhas-base.

Antes, com a configuracdo original da rede, os pontos de controle destas linhas-base
eram os vértices A e B, respectivamente (ver a Figura 6.1). Ou seja, possiveis erros nao
detectados nestas linhas-base seriam refletidos nos respectivos residuos das observacgdes, ou
absorvidos pelas coordenadas do veértice F (que esta contido em cinco linhas-base distintas).

Neste experimento, com o ponto de controle das linhas-base FA e FB sendo o vértice
F (ver a Figura 6.6), possiveis erros ndo detectados nas observacdes destas linhas-base sdo
refletidos nos respectivos residuos, ou absorvidos pelas coordenadas dos vértices A e B,
respectivamente (que estdo contidos somente em trés linhas-base distintas cada).

Além disso, com a configuracdo original da rede, o vértice desconhecido F estava
contido em duas linhas-base que também continham pontos de controle (FA e FB), enquanto
neste experimento, os vértices desconhecidos A e B estdo contidos em apenas uma linha-base
cada que também contém um ponto de controle (FA e FB, respectivamente).

Provavelmente, a reducdo um pouco maior nos numeros de redundancia das
observacdes de FA em relagdo a FB se deve ao fato das observagdes de AC possuirem menor
peso no ajustamento do que as observacdes de BC (aumentando desta forma a influéncia das
observacOes de FA sobre a a estimacao dos parametros), além da existéncia de uma linha-base
(DC) relacionando os vértices D e C na rede, e a ndo existéncia de uma linha-base
relacionando os Vértices C e E na rede (ver a Figura 6.6).

Também nota-se uma reducdo um pouco maior nos ndmeros de redundancia das
observagdes das linhas-base envolvendo o vertice E (AE e FE), do que das observacdes

envolvendo os vértices C e D (AC e FC) e (BD, e FD), respectivamente. Talvez isto deve-se
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ao fato dos vértices C e D estarem contidos em quatro linhas-base distintas cada, enquanto o
veértice E esta contido em trés linhas-base distintas.

Sobre os numeros de absorcdo das observacdes, nota-se que estes aumentaram na
mesma proporcao que os nimeros de redundancia destas reduziram, novamente preservando a
igualdade r; + u; = 1 para todas estas.

Quanto ao MDB das observagoes, analisando e comparando as Tabelas 6.46 e 6.88,
nota-se que injuncionando as coordenadas do vértice F e considerando os vértices A e B como
pontos desconhecidos, 0 MDB das observacdes de DC, DE, FC, FE e FD, em termos praticos,
permaneceram 0s mesmos (aumentaram em no maximo 1 mm).

Desta forma, embora a redundancia do sistema de equacgdes tenha diminuido em 3
graus de liberdade, as linhas-base FC, FE e FD contém um ponto de controle neste
experimento (vértice F), fazendo com o que o MDB das observacgdes destas se mantivesse 0
mesmo, em termos praticos.

Ja 0o MDB das observac@es das linhas-base AC, AE, BC e BD aumentou entre 3 mm e
6 mm, devido ao fato dos vértices A e B também serem pontos desconhecidos neste
experimento (além da redundéancia do sistema ter diminuido em trés graus de liberdade).

As linhas-base que apresentaram um maior aumento no MDB de suas observacdes,
foram FA (entre 2,5cm e 2,7 cm) e FB (entre 2,1 cm e 2,2 cm). De maneira analoga aos
nameros de redundéncia, estes aumentos relativamente maiores para 0 MDB das observacdes
de FA e FB em relacdo as demais se devem a nova localizacdo do ponto de controle nestas
linhas-base. Também de maneira analoga aos numeros de redundancia, este aumento um
pouco maior no MDB das observacbes de FA em relacdo as observacbes de FB
provavelmente se deve ao menor peso das observacdes de AC, além da presenca da linha-base
DC narede (e a auséncia de uma possivel linha-base CE).

Por fim, a Gltima medida de confiabilidade (para o caso convencional) onde foi
verificada a influéncia de injuncionar as coordenadas do vértice F e considerar 0s veértices A e
B como pontos desconhecidos foi a confiabilidade externa das observacGes sobre os

parametros, e os resultados obtidos sdo apresentados nas Tabelas 6.89, 6.90 e 6.91.



Tabela 6.89 — Confiabilidade externa das observagdes sobre os parametros,
com F como ponto de controle e A e B livres (em mm).
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AXac AYac AZpc | AXag AYae AZpe | AXge AYse AZgc | AXep AYep AZgp
Xc | 10 0 0 1 0 0 21 0 0 1 0 0
Yc 0 10 0 0 1 0 0 19 0 0 1 0
Zc 0 0 9 0 0 1 0 0 20 0 0 3
Xe| -1 0 0 14 0 0 2 0 0 4 0 0
Ye 0 -1 0 0 15 0 0 1 0 0 4 0
Ze 0 0 -1 0 0 14 0 0 2 0 0 4
Xb 2 0 0 4 0 0 4 0 0 10 0 0
Yp 0 2 0 0 5 0 0 3 0 0 10 0
Zp 0 0 3 0 0 4 0 0 5 0 0 11
Xa| -7 0 0 -15 0 0 1 0 0 1 0 0
Ya 0 -6 0 0 -14 0 0 1 0 0 1 0
Za 0 0 -7 0 0 -16 0 0 2 0 0 1
Xg 2 0 0 1 0 0 -11 0 0 -11 0 0
Ys 0 2 0 0 1 0 0 -11 0 0 -12 0
Zg 0 0 2 0 0 1 0 0 -10 0 0 -10
Tabela 6.90 — Confiabilidade externa das observagdes sobre os parametros,
com F como ponto de controle e A e B livres (em mm).
AXpc AYpc AZpc | AXpe AYpe AZpe | AXea AYpn  AZpa | AXpe AYre  AZgc
Xc| 27 0 0 -7 0 0 6 0 0 24 0 0
Yc 0 25 0 0 -7 0 0 6 0 0 27 0
Zc 0 0 26 0 0 -8 0 0 6 0 0 24
Xe| -4 0 0 18 0 0 12 0 0 3 0 0
Ye 0 -4 0 0 18 0 0 14 0 0 3 0
Ze 0 0 -4 0 0 17 0 0 12 0 0 3
Xp| -11 0 0 -15 0 0 5 0 0 7 0 0
Yo 0 -12 0 0 -16 0 0 5 0 0 8 0
Zp 0 0 -13 0 0 -17 0 0 5 0 0 8
Xa 1 0 0 4 0 0 54 0 0 2 0 0
Ya 0 0 0 0 4 0 0 52 0 0 2 0
Za 0 0 0 0 0 4 0 0 52 0 0 2
Xg 3 0 0 -4 0 0 2 0 0 6 0 0
Ys 0 3 0 0 -4 0 0 2 0 0 6 0
Zg 0 0 3 0 0 -4 0 0 2 0 0 6
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Tabela 6.91 — Confiabilidade externa das observagdes sobre os parametros,
com F como ponto de controle e A e B livres (em mm).

AXre AYre AZre AXrp AYrp AZrp AXrg AYrg AZrg
Xc 6 0 0 14 0 0 18 0 0
Yo 0 5 0 0 13 0 0 16 0
Zc 0 0 6 0 0 13 0 0 18
Xe 32 0 0 10 0 0 4 0 0
Ye 0 31 0 0 10 0 0 4 0
Ze 0 33 0 0 9 0 0 5
Xb 11 0 0 27 0 0 11 0 0
Yp 0 10 0 0 27 0 0 11 0
Zp 0 0 12 0 0 25 0 0 13
Xa 8 0 0 3 0 0 2 0 0
Ya 0 8 0 0 3 0 0 2 0
Za 0 0 9 0 0 3 0 0 2
Xe 3 0 0 7 0 0 47 0 0
Ye 0 3 0 0 7 0 0 47 0
Ze 0 0 3 0 0 6 0 0 48

Analisando e comparando as Tabelas 6.48 e 6.90, nota-se que para as observacgdes das
linhas-base DC e DE, a influéncia do MDB das observacfes sobre os parametros ndo se
modificou muito injuncionando o vértice F e considerando os vértices A e B como pontos
desconhecidos, aumentando ou diminuindo em no maximo 2 mm apenas (lembrando que os
vértices D, C e E permaneceram como pontos desconhecidos neste experimento).

Para as observagOes das linhas-base AE, BC e BD, analisando e comparando as
Tabelas 6.47 e 6.89, nota-se que, embora 0 MDB destas tenha aumentando entre 3 mm e
6 mm (ver as Tabelas 6.48 e 6.88), a influéncia de possiveis MDB nas observacdes destas
sobre as coordenadas dos vértices C, E e D diminuem entre 3 mm e 7 mm injuncionando as
coordenadas do vértice F e considerando os vértices A e B como pontos desconhecidos.

Isto se deve ao fato que na configuracdo original da rede, os vértices A e B eram
pontos de controle, enquanto neste experimento, sdo vértices desconhecidos, ou seja, a
influéncia de possiveis MDB nas observaces destas linhas-base também passam a influenciar
as coordenadas dos vertices A e B, e ndo somente as coordenadas dos veértices C, E e D.

Entretanto, para a linha-base AC (cujo MDB das observagdes também aumentou entre
3 mm e 6 mm), a influéncia destes sobre as coordenadas dos vertices C, E e D diminuiu entre
1mm e 2mm apenas com este experimento, provavelmente devido ao menor peso das
observacdes desta linha-base na estimagdo dos parametros incognitos do sistema (ou seja, as

préprias coordenadas dos veértices desconhecidos da rede).
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Ja para as observacOes das linhas-base FC, FE e FD, analisando e comparando as
Tabelas 6.48 e 6.49 e as Tabelas 6.90 e 6.91, nota-se, embora 0 MDB destas tenha
aumentando em no maximo 1 mm, a influéncia de possiveis MDB nas observacdes destas
sobre as coordenadas dos vértices C, E e D aumentam entre 2 mm e 6 mm injuncionando as
coordenadas do vértice F e considerando os vértices A e B como pontos desconhecidos.

Isto se deve ao fato que na configuracdo original da rede, o vértice F também era um
ponto desconhecido, enquanto neste experimento, o vertice F é um ponto de controle, ou seja,
a influéncia de possiveis MDB nas observacdes destas linhas-base ndo influenciam mais nas
coordenadas do vértice F, somente nas coordenadas dos vértices desconhecidos da rede (C, E
e D, por exemplo, além de A e B).

Desta forma, verifica-se que, ao considerar uma linha-base originalmente composta
por dois pontos desconhecidos em uma linha-base com um ponto de controle e um ponto
desconhecido, pelo fato de possiveis erros ndo detectados nas observacGes destas ndo
poderem mais ser propagados para as coordenadas do agora ponto de controle, em geral a
influéncia destes sobre as coordenadas dos vértices desconhecidos da rede aumenta.

Em outras palavras, uma linha-base composta por dois vértices desconhecidos propaga
(distribui) possiveis erros ndo detectados principalmente sobre estes dois veértices
desconhecidos que a compdem, exercendo pouca influencia nos demais Vértices
desconhecidos da rede, enquanto uma linha-base composta por um ponto de controle e um
vértice desconhecido ndo propaga possiveis erros ndo detectados sobre o ponto de controle,
somente para 0 seu Vvértice desconhecido (ou seja, ndo distribui estes erros nos dois vértices).
Isto faz com que a influéncia de possiveis erros ndo detectados desta linha-base com um ponto
de controle e um ponto desconhecido sobre os demais vértices da rede seja maior do que caso
esta linha-base fosse constituida por dois pontos desconhecidos.

Para a linha-base FA, analisando e comparando as Tabelas 6.48 e 6.90, nota-se que a
influéncia de possiveis MDB nas observagdes desta linha-base diminuem sobre as
coordenadas dos Vvértices C (entre 2 mm e 4 mm) e D (entre 5 mm e 7 mm), devido a nova
localizagé@o do ponto de controle desta linha-base (antes o vértice A e agora o vértice F, ver a
Figura 6.6). Da mesma maneira, a influéncia de possiveis MDB nas observagdes desta linha-
base aumentaram sobre as coordenadas do veértices E (mas entre 1 mm e 2 mm apenas).

Finalmente para a linha-base FB, analisando e comparando as Tabelas 6.49 e 6.91,
nota-se que a influéncia de possiveis MDB nas observacdes desta linha-base aumentam sobre

as coordenadas dos Vvértice C (entre 7mm e 8 mm) e diminuiram sobre as coordenadas do
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vértice E (entre 5 mm e 7 mm), devido a nova localizacdo do ponto de controle desta linha-
base (antes o veértice B e agora o Vvértice F, ver a Figura 6.6). Da mesma maneira, em termos
praticos, a influéncia de possiveis MDB nas observacdes desta linha-base sobre as
coordenadas do vértice D permaneceram a mesma (diferenca de no maximo 1 mm).

Ainda sobre as linhas-base FA e FB, a influéncia do MDB de suas observagfes sobre
as coordenadas do veértice F (na configuracdo original da rede, com este vértice como ponto
desconhecido), situava-se entre 15 mm e 18 mm (ver as Tabelas 6.48 e 6.49). Entretanto,
injuncionando as coordenadas do vértice F e considerando os vértices A e B como pontos
desconhecidos, a influéncia do MDB das observacdes de FA e FB sobre os vértices A e B,
respectivamente, situa-se entre 52 mm e 54 mm (FA sobre o Vértice A, ver a Tabela 6.90), e
entre 47 mm e 48 mm (FB sobre o vértice B, ver a Tabela 6.91).

Ou seja, modificando o ponto de controle das linhas-base FA e FB (de A e B,
respectivamente, para F), a influéncia do MDB de suas observagdes sobre as coordenadas dos
respectivos pontos desconhecidos contidos nestas linhas-base aumenta consideravelmente.

Desta forma, a injungdo das coordenadas do vértice F, considerando os vértices A e B
como pontos desconhecidos, apresentou resultados diversos nas medidas de confiabilidade
convencionais das observagOes. Para as observagdes das linhas-base DE e DC, por exemplo,
estas medidas praticamente ndo se alteraram. Para as observacdes de FC, FE e FD, 0s
nameros de redundancia e 0 MDB destas permaneceram praticamente 0s mesmos, embora o
sistema tenha reduzido sua redundéncia em trés graus de liberdade, mas a influéncia de
possiveis erros ndo detectados sobre os parametros aumentou um pouco. Ja para as
observacdes de AC, AE, BC e BD, os numeros de redundancia diminuiram um pouco e o
MDB destas aumentou um pouco, mas a confiabilidade externa sobre os parametros melhorou
sensivelmente. Por fim, para as observacBes de FA e FB, os nimeros de redundancia
diminuiram significativamente, o MDB destas também aumentou, e além disso, a
confiabilidade externa sobre os parametros também foi prejudicada.

Verificada a influéncia em considerar o vértice F como ponto de controle e A e B
como pontos desconhecidos sobre as medidas de confiabilidade convencionais (considerando
apenas um outlier por vez), tambem foi verificada esta influéncia sobre as medidas de
confiabilidade generalizadas para multiplos outliers (no caso, para dois outliers simultaneos).

Desta forma, apds injuncionar as coordenadas do veértice F e considerar os vertices A e
B como pontos desconhecidos, foram recalculados os coeficientes de correlagdo mdltipla, a

confiabilidade interna (MDB — Vy;!), o nimero de confiabilidade 77 e o nimero de



249

redundancia ;7 das observacBes (para g = 2 outliers simultaneos), e alguns destes sdo
mostrados nas Tabelas a seguir (tanto os valores originais, obtidos considerando os vértices A
e B como pontos de controle e o vértice F como ponto desconhecido, quanto os valores
obtidos com este experimento, injuncionando as coordenadas do vértice F e considerando 0s

pontos A e B como pontos desconhecidos).

Tabela 6.92 — Coeficientes de correlagdo maltipla para algumas observacgdes
(A e B como pontos de controle e F como ponto desconhecido).

P?j AXac AX e AXgc AXgp AXpe AXpa AXee AXrp AXeg
AXac 1 0,0430 | 0,2073 | 0,0626 | 0,0486 | 0,0689 | 0,0090 | 0,0638 | 0,0758
AX g 0,0430 1 0,1049 | 0,1499 | 0,3403 | 0,2169 | 0,5113 | 0,1009 | 0,2387
AXgc 0,2073 | 0,1049 1 0,1528 | 0,1185 | 0,1680 | 0,0220 | 0,1557 | 0,1849
AXgp 0,0626 | 0,1499 | 0,1528 1 0,2364 | 0,1812 | 0,0928 | 0,3571 | 0,1994
AXpe 0,0486 | 0,3403 | 0,1185 | 0,2364 1 0,0054 | 0,6341 | 0,5047 | 0,0059
AXpa 0,0689 | 0,2169 | 0,1680 | 0,1812 | 0,0054 1 0,1833 | 0,1809 | 0,6237
AXge 0,0090 | 0,5113 | 0,0220 | 0,0928 | 0,6341 | 0,1833 1 0,3783 | 0,2017
AXrp 0,0638 | 0,1009 | 0,1557 | 0,3571 | 0,5047 | 0,1809 | 0,3783 1 0,1991
AXgg 0,0758 | 0,2387 | 0,1849 | 0,1994 | 0,0059 | 0,6237 | 0,2017 | 0,1991 1

Tabela 6.93 — Coeficiente de correlagcdo multipla para algumas observagdes
A e B como pontos desconhecidos e F como ponto de controle).

Py AXac | AXae | AXge | AXgp | AXpe | AXpa | AXpe | AXpp | AXgs
AXac 1 0,1345 | 0,1563 | 0,0033 | 0,0931 | 0,3905 | 0,0196 | 0,0857 | 0,1293
AXae | 0,1345 1 0,0033 | 0,0560 | 0,2976 | 0,8597 | 0,5029 | 0,1440 | 0,0487
AXgc | 0,1563 | 0,0033 1 0,2484 | 0,0702 | 0,0837 | 0,0610 | 0,1366 | 0,6058
AXgp | 0,0033 | 0,0560 | 0,2484 1 0,1960 | 0,0537 | 0,1342 | 0,3471 | 0,6202
AXpe | 0,0931 | 0,2976 | 0,0702 | 0,1960 1 0,2285 | 0,6756 | 0,5330 | 0,2178
AXga | 0,3905 | 0,8597 | 0,0837 | 0,0537 | 0,2285 1 0,4571 | 0,780 | 0,1119
AXge | 0,0196 | 0,5029 | 0,0610 | 0,1342 | 0,6756 | 0,4571 1 0,3713 | 0,1596
AXgp | 0,0857 | 0,1440 | 0,1366 | 0,3471 | 0,5330 | 0,1780 | 0,3713 1 0,3957
AXrs | 0,1293 | 0,0487 | 0,6058 | 0,6202 | 0,2178 | 0,1119 | 0,1596 | 0,3957 1

Tabela 6.94 — Valores para 0o MDB de algumas observagtes com q = 2
(A e B como pontos de controle e F como ponto desconhecido).

Vy! (cm) AXac AXae AXgc AXpp AXpE AXEa AXre AXrp AXrg
AXac 13,5 13,5 13,8 13,6 13,5 13,6 13,5 13,6 13,6
AX pe 72 72 72 72 7.6 73 8,3 72 7.4
AXee 7.9 7.7 77 7.8 78 78 77 7.8 7.8
AXep 7.6 77 7.7 76 78 77 76 8.1 7.8
AXpe 6,5 6,9 6,5 6,6 6,4 6,4 8,3 75 6,4
AXea 45 46 45 45 45 45 45 45 5,7
AXee 59 6,9 59 59 7,6 6,0 59 6,4 6,0
AXep 5,6 5,6 5,6 59 6,4 5,6 6,0 5,6 57
AXep 4.4 45 4.4 45 4.4 5,6 45 45 4.4




Tabela 6.95 — Valores para 0 MDB de algumas observagdes com g = 2

(A e B como pontos desconhecidos e F como ponto de controle).
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Vy{ (cm) AXac AXag AXpc AXgp AXpe AXra AXre AXep AXrp
AXac 13,9 14,0 14,0 13,9 13,9 15,1 13,9 13,9 14,0
AX e 7.8 7,7 7,7 7,7 8,1 15,1 8,9 7,8 7,7
AXgc 8,1 8,0 8,0 8,3 8,0 8,0 8,0 8,1 10,1
AXgp 7.9 7.9 8,2 7,9 8,1 7,9 8,0 8,4 10,1
AXpe 6,6 6,9 6,6 6,7 6,6 6,7 8,9 7,8 6,7
AXea 7.8 14,0 7,2 7,2 7,3 7,1 8,0 7,3 7,2
AXee 5,9 6,9 6,0 6,0 8,1 6,7 59 6,4 6,0
AXrp 5,6 5,6 5,6 5,9 6,6 5,7 6,0 5,6 6,1
AXgg 6,5 6,5 8,2 8,3 6,7 6,5 6,6 7,1 6,5

Tabela 6.96 — Valores para o r;% de algumas observac@es com q = 2
(A e B como pontos de controle e F como ponto desconhecido).

r? AXac AXae AXgc AXgp AXpe AXka AXke AXkp AXkg
AXac | 0,9217 | 0,9200 | 0,8821 | 0,9181 | 0,9195 | 0,9173 | 0,9216 | 0,9179 | 0,9164
AX,e | 0,7169 | 0,7182 | 0,7103 | 0,7021 | 0,6350 | 0,6844 | 0,5304 | 0,7109 | 0,6773
AXgc | 0,6356 | 0,6568 | 0,6641 | 0,6486 | 0,6548 | 0,6454 | 0,6638 | 0,6480 | 0,6414
AXgp | 0,7941 | 0,7793 | 0,7786 | 0,7972 | 0,7527 | 0,7711 | 0,7904 | 0,6956 | 0,7655
AXpe | 0,5048 | 0,4474 | 0,4989 | 0,4777 | 0,5060 | 0,5060 | 0,3026 | 0,3771 | 0,5060
AXgs | 0,6352 | 0,6082 | 0,6203 | 0,6173 | 0,6383 | 0,6383 | 0,6168 | 0,6174 | 0,3900
AXge | 0,4646 | 0,3432 | 0,4644 | 0,4606 | 0,2778 | 0,4490 | 0,4646 | 0,3981 | 0,4457
AXgpp | 0,5149 | 0,5117 | 0,5045 | 0,4511 | 0,3853 | 0,5001 | 0,4430 | 0,5170 | 0,4965
AXgs | 05896 | 0,5592 | 0,5727 | 0,5694 | 0,5930 | 0,3623 | 0,5688 | 0,5695 | 0,5930

Tabela 6.97 — Valores para o r;% de algumas observagGes com q = 2
A e B como pontos desconhecidos e F como ponto de controle).

r? AXac AXae AXgc AXgp AXpg AXEa AXFe AXrp AXrp
AX,c | 0,8781 | 0,8622 | 0,8566 | 0,8781 | 0,8705 | 0,7442 | 0,8777 | 0,8716 | 0,8634
AX e | 0,6116 | 0,6229 | 0,6229 | 0,6209 | 0,5677 | 0,1625 | 0,4654 | 0,6100 | 0,6214
AXgc | 05972 | 0,6121 | 0,6121 | 0,5743 | 0,6091 | 0,6078 | 0,6098 | 0,6007 | 0,3875
AXgp | 0,7375 | 0,7352 | 0,6920 | 0,7375 | 0,7092 | 0,7354 | 0,7242 | 0,6486 | 0,4538
AXpe | 0,4841 | 0,4451 | 0,4859 | 0,4696 | 0,4883 | 0,4628 | 0,2655 | 0,3496 | 0,4652
AXga | 0,2118 | 0,0652 | 0,2482 | 0,2492 | 0,2369 | 0,2500 | 0,1977 | 0,2420 | 0,2468
AXge | 04568 | 0,3414 | 0,4552 | 0,4487 | 0,2484 | 0,3615 | 0,4569 | 0,3939 | 0,4453
AXgp | 0,5090 | 0,5022 | 0,5033 | 0,4510 | 0,3671 | 0,4966 | 0,4421 | 0,5128 | 0,4325
AXgg | 0,2645 | 0,2683 | 0,1703 | 0,1655 | 0,2562 | 0,2656 | 0,2621 | 0,2269 | 0,2690

Analisando e comparando as Tabelas 6.92 e 6.93, nota-se que os coeficientes de

correlagdo mdaltipla das observacdes pouco se alteraram ao considerar o vértice F como ponto

de controle e os vertices A e B como pontos desconhecidos, oscilando entre apenas +10% na

maior parte dos casos.

Entretanto, a Tabela 6.98 apresenta os pares de linhas-base (considerando observagdes

referentes aos mesmo eixo cartesiano) para 0s quais houveram 0s maiores aumentos nos



251

coeficientes de correlagdo multipla, bem como para os quais houveram as maiores reducées

nos coeficientes de correlagdo maltipla.

Tabela 6.98 — Pares de linhas-base com maiores aumentos e redugdes em p;® (com F como ponto de controle).

Par de linhas-base Aumento em pfj Par de linhas-base Reducéo em pf,-
FAe AE Em torno de 63% FAeFB Em torno de 51%
FB e BC Em torno de 43% AE e FB Em torno de 20%
FB e BD Em torno de 42% FAeBD Em torno de 12%
FAe AC Em torno de 31% AE e BC Em torno de 10%
FAe FE Em torno de 28% AE e BD Em torno de 9%

Analisando a Figura 6.6 e a Tabela 6.98, nota-se que, considerando o vértice F como
ponto de controle e os vértices A e B como pontos desconhecidos, para linhas-base que se
localizam proximas na rede, com pelo menos um vértice em comum (como por exemplo, FA
e AE, FB e BC, FB e BD, FA e AC, FA e FE), os coeficientes de correlacdo mdltipla das
observacBes em geral aumentam, e para linhas-base que se localizam mais distantes entre si
na rede, sem nenhum vértice em comum (como por exemplo, AE e FB, FA e BD, AE e BC,
AE e BD), os coeficientes de correlacdo maltipla das observacfes em geral diminuem.

Isto se deve a localizacdo central do ponto de controle F na rede, pois, com suas
coordenadas fixas, a propagacdo de possiveis erros nas linhas-base FA, FE, FD, FB e FC se
torna ‘“radial”, em dire¢cdo aos extremos da rede, e a correlagdo entre observacGes de
diferentes linhas-base tem um carater mais local, pois o vértice central F ¢ um ponto de
coordenadas fixas. Além disso, nota-se também que o0s aumentos nos coeficientes de
correlacdo multipla, em geral, foram mais significativos do que as reducfes destes.

Entretanto, este caso geral também apresenta excecdes. Por exemplo, analisando e
comparando as Tabelas 6.92 e 6.93, nota-se que os coeficientes de correlacdo multipla entre
observacles das linhas-base AE e DE e também BD e DE diminuiram entre 4% e 5%
considerando o vertice central F como ponto de controle, mesmo com AE e DE e também BD
e DE sendo pares de linhas-base “vizinhas” na rede (com pelo menos um vértice em comum).
Isto se deve ao fato que, na configuracdo original da rede, a correlagdo entre as observagoes
de AE e BD com as observagdes de DE era maior devido ao fato dos vértices A e B serem
pontos de controle (Figura 6.1), enquanto que neste experimento, com o vértice F como ponto
de controle e os vértices A e B como pontos desconhecidos, esta correlacdo entre as
observacdes de DE com as observacdes de AE e BD diminui, pois 0s veértices A e B também

séo pontos desconhecidos.
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Analisando e comparando as Tabelas 6.94 e 6.95, nota-se que, tal como os coeficientes
de correlacdo mdaltipla, 0 MDB das observacdes para g = 2 outliers simultdneos pouco se
alteraram ao considerar o vértice F como ponto de controle e os vértices A e B como pontos
desconhecidos, aumentando em no maximo 5 mm para a maior parte dos casos (estes sempre
aumentam ou permanecem 0 mesmo porque o MDB de todas as observacfes no caso
convencional aumentou ou permaneceu 0 mesmo, ja que a redundancia do sistema diminuiu
em trés graus de liberdade).

As Unicas excec¢Oes sdo para as observacdes das linhas-base FA e FB, onde o MDB
para g = 2 outliers simultdneos aumentou em, no minimo, 1,3 ¢m para FA e 0,9 ¢cm para FB.
Entretanto, conforme j& visto, o MDB das observacdes de FA, no caso convencional,
aumentou entre 2,5cm e 2,7 cm e 0 MDB das observacdes de FB, no caso convencional,
aumentou entre 2,1 cm e 2,2 cm.

Ou seja, embora 0 MDB para g = 2 outliers nunca diminuiu considerando o vértice F
como ponto de controle e os vértices A e B como pontos desconhecidos (diminuindo, desta
forma, em trés graus de liberdade a redundéncia do sistema), nota-se que neste experimento,
as reducdes nos coeficientes de correlacdo mdaltipla entre alguns pares de observacGes (FA e
FB, por exemplo) j& se mostraram mais significativas do que em outros experimentos no
calculo desta medida de confiabilidade para g = 2 (em outras palavras, a influéncia do
aumento no MDB das observagfes no caso convencional se tornou menos significativa em
alguns cenarios para q = 2).

A Tabela 6.99 apresenta os pares de linhas-base (considerando observac6es referentes
aos mesmo eixo cartesiano) para 0s quais houveram os maiores aumentos no MDB para

q=2.

Tabela 6.99 — Pares de linhas-base com os maiores aumentos em Vy;® (com ponto F como ponto de controle).

Par de linhas-base (com observacdes referentes ao mesmo eixo cartesiano) Aumento em Vy?
Observagdes de FA considerando g = 2 para observacdes de AE Em torno de 92 mm
Observagdes de AE considerando g = 2 para observacdes de FA Em torno de 77 mm
Observacgdes de FB considerando g = 2 para observagdes de BD Em torno de 38 mm
Observagdes de FB considerando g = 2 para observacdes de BC Em torno de 38 mm
Observacdes de FA considerando g = 2 para observacOes de FE Em torno de 34 mm

Analisando a Tabela 6.99, nota-se que o par de linhas-base FA e AE foi o mais afetado
considerando o vértice F como ponto de controle. Analisando a Figura 6.1, nota-se que na

configuracdo original da rede, com o vértice A como ponto de controle e o vértice F como
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ponto desconhecido, possiveis erros na linha-base FA nao eram diretamente propagados sobre
a linha-base AE e vice-versa.

Entretanto, analisando a Figura 6.6, nota-se que com o Vvértice A como ponto
desconhecido e o vértice F como ponto de controle, possiveis erros na linha-base FA podem
ser diretamente propagados sobre AE e vice-versa, pois o vértice A agora é um ponto
desconhecido, e por isto este grande aumento no MDB destas observagdes para g = 2 (além
do fato das observacBes de AC possuirem menor peso no ajustamento, ou seja, a correlacdo
entre as observacOes de FA e AE é maior do que a correlacdo entre as observacGes de FA e
AC ou AE e AC). Conclus6es analogas podem ser obtidas para os pares de observacdes FB e
BC e FB e BD, também presentes na Tabela 6.99. Ou seja, mais uma vez evidencia-se 0
carater mais local na correlacdo de pares de observacbes na rede, com o vértice central F
como ponto de controle.

Sobre 0s numeros de redundancia para q = 2 outliers simultaneos, analisando e
comparando as Tabelas 6.96 e 6.97, nota-se que, em geral, estes pouco se alteraram ao
considerar o vértice F como ponto de controle e os vértices A e B como pontos
desconhecidos, reduzindo em no maximo 10% para a maior parte dos casos (estes sempre
diminuem ou permanecem 0S mesmos porque 0 numero de redundancia de todas as
observacdes no caso convencional diminuiu ou permaneceu praticamente 0 mesmo, ja que a
redundancia do sistema diminuiu em trés graus de liberdade).

Novamente, as Unicas exce¢Oes sdo para as observacbes das linhas-base FA e FB,
onde o numero de redundéncia para g = 2 outliers simultaneos reduziu em, no minimo, 13%
para FA e 10% para FB. Entretanto, conforme j& visto, o nimero de redundancia das
observacGes de FA, no caso convencional, aumentou entre 35% e 40% e 0 numero de
redundéancia das observac@es de FB, no caso convencional, aumentou entre 31% e 35%.

Ou seja, nota-se novamente que neste experimento, as reducdes nos coeficientes de
correlacdo mudltipla entre alguns pares de observacbes (FA e FB, por exemplo) ja se
mostraram mais significativas do que em outros experimentos no calculo das medidas de
confiabilidade para g = 2 (em outras palavras, a redugdo do nimero de redundéancia das
observagbes no caso convencional se tornou menos significativa em alguns cenarios para
q=2).

Finalmente, a Gltima medida de confiabilidade para g = 2 outliers simultdneos em que

foi verificada a influéncia de considerar o vértice F como ponto de controle e os veértices A e
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B como pontos desconhecidos foi a confiabilidade externa maxima sobre os parametros. As
Tabelas 6.100 e 6.101 mostra alguns dos resultados obtidos.

Tabela 6.100 — Confiabilidade externa maxima de alguns pares de observacgdes (q = 2 outliers, F como ponto de

controle e A e B livres), sobre os parametros X¢, Xg, Xp, Xa € Xg (Em mm).

AXsce AXup | AXgceAXpe | AXac€AXpp | AXyc e AXpe | AXye e AXpg
Xc 10 24 10 31 13
X 14 2 4 4 18
Xp 5 5 10 11 16
X, 18 7 7 7 8
Xp 3 11 11 5

Tabela 6.101 — Confiabilidade externa maxima de alguns pares de observagdes (q = 2 outliers, F como ponto de

controle e A e B livres), sobre os pardmetros X¢, Xg, Xp, Xa € Xg (Em mm).

AXpy e AXpe | AXpgeAXpp | AXpg € AXpp | AXpye AXpp
X 25 11 16 19
X 13 44 18 14
X, 9 15 29 13
X, 54 65 55 54
X 6 5 8 48

Analisando e comparando as Tabelas 6.89, 6.90 e 6.91 e as Tabela 6.100 e 6.101, nota-
se que a influéncia maxima dos pares de observacdes considerados (g = 2), em geral, é um
pouco menor do que a soma das influéncias individuais destas observacdes no caso
convencional (g = 1), com uma diferenca maxima de apenas 7 mm para o par de observacdes
AX,- e AXg sobre o parametro X..

As Unicas excegdes ocorrem para 0 par de observacbes AXp, e AXpg sobre o
parametro X (influéncia maxima destas para g = 2 é igual a soma das influéncias individuais
destas para g = 1), e também o par de observacdes AXp, € AXpr sobre o pardmetro X,
(influéncia méaxima destas para ¢q =2 é 3mm maior do que a soma das influéncias
individuais destas para q = 1). Tal resultado faz sentido, considerando o valor relativamente
alto para os coeficientes de correlagdo multipla entre observacbes de FA e FE neste
experimento com o vértice F como ponto de controle (ver a Tabela 6.93).

Comparando os resultados da confiabilidade externa maxima destes pares de
observagdes sobre os parametros, com a configuracdo original da rede (vértices A e B como
pontos de controle e vértice F como ponto desconhecido), e a configuragdo deste experimento
(vertices A e B como pontos desconhecidos e vértice F como ponto de controle), analisando e

comparando as Tabelas 6.56 e 6.100, nota-se que em geral, para os pares de observacoes
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considerados nestas, a influéncia maxima de possiveis erros ndo detectados sobre o0s
parametros diminui, tal como no caso convencional.

Entretanto, analisando e comparando as Tabelas 6.57 e 6.101, nota-se que em geral,
para os pares de observacdes considerados nestas, a influéncia maxima de possiveis erros néo
detectados sobre os pardmetros aumenta, tal como no caso convencional. O maior aumento
ocorreu para 0 par de observacdes AXp, € AXpg Sobre o parametro Xz (de 27 mm com a
configuracdo original da rede para 44 mm com a configuracdo neste experimento). Além
disso, para o par de observacdes AXr, e AXpg, a influéncia sobre os parametros X, Xg, Xp
diminui (em até 14 mm) com a configuracdo da rede neste experimento.

Tais resultados fazem sentido, considerando o aumento relativamente alto para 0s
coeficientes de correlacdo multipla entre as observacbes de FA e FE e a reducdo
relativamente alta para os coeficientes de correlacdo maltipla entre as observacfes de FA e
FB com o vértice F como ponto de controle (ver as Tabelas 6.92 e 6.93).

Infelizmente, ndo é possivel para a rede em estudo, considerar dois vértices como
pontos de controle, sendo um destes o vértice central F, sem excluir uma linha-base da rede,
pois ndo faz sentido uma linha-base da rede conter dois pontos de controle (ver a Figura 6.1).
Desta forma, ndo foi possivel fazer uma analise conclusiva sobre a melhor localizagdo dos
pontos de controle na rede (central ou mais periférica), em termos de confiabilidade das
observacdes, sendo esta uma questdo que requer um estudo mais detalhado.

Os dois ultimos experimentos relacionados com a geometria da rede em estudo sdo
referentes a configuragdo da mesma. Desta forma, o primeiro destes consiste em retirar o
veértice F da rede, (ou seja, excluir as linhas-base FA, FB, FC, FD e FE, além de AF e BF),

mantendo os pontos A e B como pontos de controle, conforme ilustra a Figura 6.7.

B
D e

A

Figura 6.7 — Configuracao da rede GPS removendo o vértice F.



256

Analisando e comparando as Figuras 6.1 e 6.7, nota-se que, embora tenha-se excluido
um vértice desconhecido (ou seja, reduzido o nimero de parametros da rede de 4 x 3 = 12
para 3 X 3 =9), a redundancia da mesma é significativamente afetada, pois o nimero de
observacBes diminuiu de 13 x 3 =39 (configuracdo original da rede) para apenas
6 X 3 = 18 (configuracdo da rede sem o vértice F). A Tabela 6.102 apresenta 0os numeros de
redundéancia r;, 0s numeros de absorcdo u; e a confiabilidade interna — MDB das observacoes

(para o caso convencional) obtidos neste experimento.

Tabela 6.102 — Medidas de confiabilidade das observagdes da rede sem o vértice F.

Observagéo T u; MDB Vy; (m)
AXac 0,8840 0,1160 0,138
AY pc 0,8705 0,1295 0,136
AZc 0,8876 0,1124 0,137
AXag 0,4422 0,5578 0,091
AY ag 0,4041 0,5959 0,090
AZ e 0,4238 0,5762 0,090
AXpc 0,5027 0,4973 0,088
AYpgc 0,5232 0,4768 0,091
AZgc 0,5095 0,4905 0,087
AXgp 0,6165 0,3835 0,086
AYgp 0,6159 0,3841 0,087
AZgp 0,6244 | 0,3756 0,085
AXpe 0,3023 0,6977 0,091
AYpc 0,3173 0,6827 0,093
AZpc 0,2835 0,7165 0,089
AXpe 0,2523 0,7477 0,091
AYpe 0,2689 0,7311 0,090
AZpe 0,2712 0,7288 0,090

Analisando e comparando as Tabelas 6.46 e 6.102, nota-se que, excluindo as demais
linhas-base da rede que continham o vértice F (além de AF e BF), 0os nUmeros de redundancia
das observacOes das linhas-base restantes reduzem entre cerca de 5% e 30%. As linhas-base
cujas observacdes foram menos afetadas sdo AC (de menor precisdo, e conseqlientemente
menor peso no processo de estimacdo) e BD (contendo um ponto de controle e um ponto
desconhecido presente em trés linhas-base de precisdes relativamente equivalentes).

A linha-base cujos numeros de redundancia mais reduziram (cerca de 30%), foi AE (0
vertice E é o unico vértice desconhecido presente somente em duas linhas-base), e as duas

linhas-base cujas observacfes apresentam os menores numeros de redundancia séo DC e DE
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(sendo que ambas séo as unicas que contem dois vértices desconhecidos e nenhum ponto de
controle neste experimento).

Na questdo da hierarquia das linhas-base, em termos dos nimeros de redundancia de
suas observacgdes, analisando e comparando as Tabelas 6.46 e 6.88, nota-se que esta
hierarquia praticamente se mantém a mesma, excluindo o vértice F da rede. Isto
provavelmente se deve ao fato que as linhas-base contendo o vértice F também continham
todos os demais vértices da rede (4, B, C, D e E), ou seja, aumentavam o numero de
redundéancia de todas as demais linhas-base da rede, e ndo somente de algumas.

Além disso, a configuracdo da rede neste experimento (Figura 6.7) possui um nimero
de redundéncia medio de ¥ = (n—u)/n =20,5, sendo este o valor aproximado para 0
namero de redundancia médio da maioria das redes geodésicas obtidas pelas técnicas de
posicionamento “classicas” (ver, por exemplo, POPE, 1976).

Sobre 0s numeros de absorcdo, mais uma vez, estes aumentam na mesma proporgao
que os numeros de redundancia diminuem, preservando a igualdade r; + u; = 1 para todas as
observagoes y;.

Quanto ao menor erro detectavel, analisando e comparando as Tabelas 6.46 e 6.102,
nota-se que estes aumentaram muito pouco para as observacdes de AC (menos que 5 mm), e
que para as observacBes das demais linhas-base, estes aumentaram entre 1 cm e 2,5cm
(sendo os maiores aumentos relativos as observacdes de DE e AE). E interessante notar que,
em todos o0s experimentos realizados referentes a geometria da rede, a linha-base AC em geral
possui suas medidas de confiabilidade menos afetadas que as demais. Ou seja, aumentando ou
reduzindo a redundancia do sistema, as medidas de confiabilidade das demais linhas-base (de
precisbes relativamente equivalentes) podem se alterar bastante, mas as medidas de
confiabilidade de AC, de pior precisdo que as demais, em geral, s&o menos afetadas.

Além disso, analisando a Tabela 6.102, nota-se que novamente as observacdes de DE
e AE referentes a0 mesmo eixo cartesiano apresentam o mesmo valor numérico para o seu
respectivo MDB. E interessante verificar se este fato (mesmo valor para o MDB das
observagdes quando um vértice desconhecido estd contido somente em duas linhas-base da
rede) também ocorre em outros cenarios (como por exemplo, duas linhas-base contendo dois
vertices desconhecidos e nenhum ponto de controle, e cujas observacdes possuem precisoes
relativamente diferentes).

Finalmente, para a confiabilidade externa das observagdes sobre os pardmetros, as

Tabelas 6.103 e 6.104 apresentam 0s resultados obtidos retirando o vértice F da rede.



Tabela 6.103 — Confiabilidade externa das observacgdes sobre os pardmetros sem o vértice F (em mm).

AXac AYac AZpc | AXag AYaeg AZpe | AXge AYse AZgc
Xc| 16 0 0 16 0 0 44 0 0
Yc 0 18 0 0 16 0 0 43 0
Zc 0 0 15 0 0 16 0 0 43
Xe 5 0 0 51 0 0 14 0 0
Ye 0 5 0 0 54 0 0 12 0
Ze 0 0 5 0 52 0 14
Xb 8 0 0 28 0 22 0
Yo 0 8 0 0 29 0 0 21 0
Zp 0 0 8 0 0 27 0 0 23
Tabela 6.104 — Confiabilidade externa das observagdes sobre os pardmetros sem o vértice F (em mm).
AXgp AYgp AZgp | AXpe AYpe AZpc | AXpe AYpe AZpe
Xc| 19 0 0 35 0 0 -16 0 0
Yc 0 18 0 0 37 0 0 -16 0
Zc 0 0 19 0 0 35 0 0 -16
Xe| 21 0 0 -18 0 0 40 0 0
Ye 0 20 0 0 -16 0 0 36 0
Ze 0 0 20 0 0 -17 0 0 38
Xp| 33 0 0 -28 0 0 -28 0 0
Yo 0 33 0 0 -27 0 0 -29 0
Zp 0 0 32 0 0 -28 0 0 -27
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Analisando e comparando as Tabelas 6.47 e 6.48 e as Tabelas 6.103 e 6.104, nota-se
que para a maior parte dos casos, excluindo o vértice F da rede, a influéncia de possiveis erros
ndo detectados nas observagdes sobre os parametros, no minimo, duplica, e em alguns casos,
até mesmo triplica, embora 0 MDB destas tenha aumentando em, no maximo, 2,6 cm apenas.
Ou seja, mais uma vez se observa que a confiabilidade externa se mostra significativamente
mais afetada que as demais medidas de confiabilidade com as alteracGes na geometria da rede.

Em outras palavras, com esta geometria “mais pobre” para a rede retirando o vértice F
(Figura 6.7), o valor numérico do MDB das observac@es individuais ndo aumentou muito,
mas a influéncia destes sobre os parametros (confiabilidade externa) aumentou
significativamente em praticamente todos os casos, além de ndo ter reduzido em nenhum.

Se 0 Unico critério de confiabilidade adotado no planejamento desta rede geodésica
fosse o MDB das observagdes individuais (confiabilidade interna), se poderia cometer o
equivoco de concluir que a presenga das linhas-base contendo o vértice F em pouco contribui
para o controle de qualidade das demais observac@es da rede, e caso o vértice F ndo fosse de

essencial importéncia para o projeto, considerando custos e beneficios, poder-se-ia optar por
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fazer o levantamento da rede com apenas estas 6 linhas-base, ao invés das 13 originais (ou
11, desconsiderando as linhas-base “repetidas AF e BF).

Desta forma, na ocorréncia de possiveis erros nao detectaveis nas observacdes, todas
as coordenadas de todos os vértices da rede seriam relativamente mais afetadas do que caso a
rede fosse levantada com mais linhas-base, adicionando também o vértice F, embora a
magnitude destes possiveis erros ndo detectaveis praticamente fosse a mesma em ambos 0s
cenarios. Logo, novamente é comprovada a importancia da analise da confiabilidade externa.

Verificada a influéncia em retirar as linhas-base envolvendo o vértice F sobre as
medidas de confiabilidade convencionais (considerando apenas um outlier por vez — data
snooping), também foi verificada esta influéncia sobre as medidas de confiabilidade
generalizadas para multiplos outliers (no caso, para dois outliers simultaneos).

Desta forma, retirar as linhas-base envolvendo o veértice F, foram recalculados os

coeficientes de correlacdo mdaltipla, a confiabilidade interna (MDB — Vyiq), 0 numero de

q

confiabilidade 77 e o nimero de redundancia r, das observacdes (para q = 2 outliers

simultaneos), e alguns destes sdo mostrados nas Tabelas a seguir (tanto os valores originais,
obtidos removendo apenas as linhas-base AF e BF, quanto os valores obtidos com este

experimento, removendo todas as linhas-base envolvendo o vértice F).

Tabela 6.105 — Alguns coeficientes de correlagdo multipla das observagdes (com o vértice F).

P?,- AXac AYac AZnc AXae AY e AZne AXgc AYgc AZgc
AXgp | 0,0626 | 0,0006 | 0,0007 | 0,1499 | 0,0015 | 0,0015 | 0,1528 | 0,0014 | 0,0015
AYgp | 0,0006 | 0,0634 | 0,0007 | 0,0016 | 0,1597 | 0,0016 | 0,0013 | 0,1399 | 0,0014
AZgp | 0,0007 | 0,0007 | 0,0670 | 0,0016 | 0,0016 | 0,1521 | 0,0015 | 0,0015 | 0,1643
AXpc | 0,1976 | 0,0019 | 0,0019 | 0,1081 | 0,0010 | 0,0010 | 0,4821 | 0,0042 | 0,0045
AYpc | 0,0020 | 0,1927 | 0,0020 | 0,0010 | 0,1078 | 0,0012 | 0,0042 | 0,4254 | 0,0042
AZpc | 0,0019 | 0,0019 | 0,1952 | 0,0010 | 0,0011 | 0,1141 | 0,0044 | 0,0042 | 0,4788
AXpe | 0,0486 | 0,0005 | 0,0005 | 0,3403 | 0,0034 | 0,0030 | 0,1185 | 0,0010 | 0,0012
AYpe | 0,0005 | 0,0488 | 0,0005 | 0,0036 | 0,3591 | 0,0036 | 0,0010 | 0,1077 | 0,0011
AZpe | 0,0005 | 0,0005 | 0,0548 | 0,0032 | 0,0035 | 0,3312 | 0,0012 | 0,0012 | 0,1343
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Tabela 6.106 — Alguns coeficientes de correlagdo multipla das observagdes (sem o vértice F).

p?] AXAC AYAC AZAC AXAE AYAE AZAE A)(BC AYBC AZBC

AXgp | 0,1524 | 0,0015 | 0,0016 | 0,5232 | 0,0054 | 0,0055 | 0,4185 | 0,0038 | 0,0041

AYgp | 0,0016 | 0,1564 | 0,0016 | 0,0055 | 0,5504 | 0,0055 | 0,0037 | 0,3873 | 0,0038

AZgp | 0,0016 | 0,0015 | 0,1534 | 0,0055 | 0,0054 | 0,5138 | 0,0041 | 0,0039 | 0,4231

AXpc | 0,2876 | 0,0029 | 0,0029 | 0,4456 | 0,0041 | 0,0042 | 0,7898 | 0,0073 | 0,0076

AYpc | 0,0031 | 0,3108 | 0,0031 | 0,0043 | 0,4443 | 0,0045 | 0,0072 | 0,7693 | 0,0075

AZpc | 0,0029 | 0,0030 | 0,2888 | 0,0042 | 0,0043 | 0,4538 | 0,0075 | 0,0075 | 0,7963

AXpe | 0,1282 | 0,0013 | 0,0013 1 0,0098 | 0,0100 | 0,3519 | 0,0033 | 0,0033

AYpe | 0,0013 | 0,1381 | 0,0014 | 0,0098 1 0,0100 | 0,0031 | 0,3418 | 0,0033

AZpe | 0,0013 | 0,0014 | 0,1311 | 0,0100 | 0,0100 1 0,0033 | 0,0035 | 0,3614

Tabela 6.107 — Alguns valores para 0 MDB das linhas-base BD, DC e DE (com o vértice F).

Vy ? (cm) AXac AY ac AZxc AXpe AY pe AZ e AXgc AYgc AZgc
AXgp 7,6 7,6 7,6 7.7 7,6 7,6 7,7 7,6 7,6
AYgp 7,7 7.7 7,7 7,7 7.8 7,7 7,7 7,7 7,7
AZgp 7,6 7,6 7,6 7,6 7,6 7,7 7,6 7,6 7,7
AXpe 7,4 7,2 7,2 7.3 7,2 7,2 8,3 7,2 7,2
AYpc 7,4 75 7,4 74 7,4 7,4 7,4 8,2 7,4
AZpc 7,1 7,1 7.2 71 7,1 7,1 7,1 71 8,1
AXpe 6,5 6,4 6,4 6,9 6,4 6,4 6,5 6,4 6,4
AYpe 6,5 6,5 6,5 6,5 7,0 6,5 6,5 6,6 6,5
AZpe 6,5 6,5 6,6 6,5 6,5 6,9 6,5 6,5 6,6

Tabela 6.108 — Alguns valores para 0 MDB das linhas-base BD, DC e DE (sem o vértice F).

Vy{ (cm) AXac | AYac AZpc AXae AY Ae AZ e AXgc AYgc AZgc
AXgp 8,7 8,6 8,6 10,1 8,6 8,6 9,5 8,6 8,6
AYgp 8,7 8,8 8,7 8,7 10,4 8,7 8,7 9,4 8,7
AZso 85 85 8,6 85 85 | 100 | 85 85 9.4
AXoe 9,5 9.1 91 | 101 | 91 o1 | 148 | 91 9.1
AYpc 9,3 9,8 9,3 9,3 10,4 9,3 9,3 14,6 9,3
AZpc 8,9 8,9 9,3 8,9 8,9 10,0 8,9 8,9 14,7
AXoe 9.2 9.1 9.1 © 9.1 9.1 9,8 9.1 9.1
AYpe 9,0 9,1 9,0 9,0 o0 9,0 9,0 9,6 9,0
AZpe 9,0 9,0 9,1 9,0 9,0 0 9,0 9,0 9,6

Tabela 6.109 — Alguns valores para o r; das linhas-base BD, DC e DE (com o vértice F).

T‘-I AXAC AYAC AZAC AXAE AYAE AZAE AXBC AYBC AZBC

i

AXgp | 0,7941 | 0,7972 | 0,7972 | 0,7793 | 0,7972 | 0,7972 | 0,7786 | 0,7972 | 0,7972

AYgp | 0,7935 | 0,7904 | 0,7935 | 0,7935 | 0,7733 | 0,7935 | 0,7935 | 0,7780 | 0,7935

AZgp | 0,7865 | 0,7865 | 0,7829 | 0,7865 | 0,7865 | 0,7683 | 0,7865 | 0,7865 | 0,7652

AXpc | 0,4565 | 0,4750 | 0,4750 | 0,4695 | 0,4750 | 0,4750 | 0,3646 | 0,4750 | 0,4750

AYpc | 05051 | 0,4864 | 0,5051 | 0,5051 | 0,4992 | 0,5051 | 0,5051 | 0,4137 | 0,5051

AZpc | 0,4447 | 0,4447 | 0,4278 | 0,4447 | 0,4447 | 0,4389 | 0,4447 | 0,4447 | 0,3428

AXpe | 0,5048 | 0,5060 | 0,5060 | 0,4474 | 0,5060 | 0,5060 | 0,4989 | 0,5060 | 0,5060

AYpe | 05104 | 0,5092 | 0,5104 | 0,5104 | 0,4446 | 0,5104 | 0,5104 | 0,5045 | 0,5104

AZpe | 05111 | 0,5111 | 0,5096 | 0,5111 | 0,5111 | 0,4550 | 0,5111 | 0,5111 | 0,5019
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Tabela 6.110 — Alguns valores para o r; das linhas-base BD, DC e DE (sem o Vvértice F).
r? AXac AY ac AZpc AXae AY A AZpe AXgc AYgc AZpc
AXgp | 0,6022 | 0,6165 | 0,6165 | 0,4477 | 0,6165 | 0,6165 | 0,5085 | 0,6165 | 0,6165
AYgp | 0,6159 | 0,6009 | 0,6159 | 0,6159 | 0,4294 | 0,6159 | 0,6159 | 0,5236 | 0,6159
AZgp | 0,6244 | 0,6244 | 0,6097 | 0,6244 | 0,6244 | 0,4595 | 0,6244 | 0,6244 | 0,5126
AXpc | 0,2773 | 0,3023 | 0,3023 | 0,2423 | 0,3023 | 0,3023 | 0,1137 | 0,3023 | 0,3023
AYpc | 0,3173 | 0,2867 | 0,3173 | 0,3173 | 0,2547 | 0,3173 | 0,3173 | 0,1295 | 0,3173
AZpc | 0,2835 | 0,2835 | 0,2599 | 0,2835 | 0,2835 | 0,2251 | 0,2835 | 0,2835 | 0,1037
AXpe | 0,2481 | 0,2523 | 0,2523 0 0,2523 | 0,2523 | 0,2210 | 0,2523 | 0,2523
AYpe | 0,2689 | 0,2638 | 0,2689 | 0,2689 0 0,2689 | 0,2689 | 0,2375 | 0,2689

AZpe | 0,2712 | 0,2712 | 0,2665 | 0,2712 | 0,2712 0 0,2712 | 0,2712 | 0,2358

Analisando e comparando as Tabelas 6.105 e 6.106, nota-se que excluindo o vértice F
da rede, os coeficientes de correlacdo multipla entre os pares de observacdes aumentam em
praticamente todos o0s casos, ou, em termos praticos, permanecem 0S mesmaos.

As observacOes da linha-base AE foram as que apresentaram 0S maiores aumentos,
com cerca de 66% para as observacgdes de DE (referentes ao mesmo eixo cartesiano), cerca de
37% para as observacOes de BD (referentes a0 mesmo eixo cartesiano), e cerca de 33% para
as observacOes de DC (referentes a0 mesmo eixo cartesiano).

Para as observacdes de AE e DE referentes a0 mesmo eixo cartesiano, mais uma vez

os coeficientes de correlacdo multipla assumem o valor maximo possivel pi; = 1. Novamente

também, as observacgdes referentes ao mesmo eixo cartesiano de AE e DE apresentam 0S
mesmaos valores para os coeficientes de correlagdo multipla com todas as observacdes.

Por fim, mais uma vez também as observacdes da linha-base AC foram as que
apresentaram 0s menores aumentos em seus coeficientes de correlacdo maultipla com as
observacdes das demais linhas-base, aumentando em até cerca de 15% com as observacdes de
BC (referentes ao mesmo eixo cartesiano).

Quanto a0 MDB das observacdes para q = 2 outliers simultdneos, analisando e
comparando as Tabelas 6.107 e 6.108, nota-se que as observacgdes da linha-base DE foram as
que apresentaram os maiores aumentos, com o MDB destas se tornando até mesmo “infinito”
qguando a outra observacdo considerada suspeita para g = 2 € referente a0 mesmo eixo
cartesiano de AE (e vice-versa).

Além disso, como as observacOes de AE e DE referentes ao mesmo eixo cartesiano
apresentam os mesmos valores para os coeficientes de correlagdo multipla com todas as
observagdes, e também o mesmo valor para o respectivo MDB no caso convencional, o MDB
destas no caso generalizado também ¢é igual em todos os modelos de erros possiveis para

q=2.
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Outros aumentos interessantes no MDB das observagdes para g = 2 ocorrem para 0s
pares de linha-base DC e BC (cerca de 6,5 cm e 5,5 cm, respectivamente, quando a outra
observagdo considerada suspeita € referente a0 mesmo eixo cartesiano de BC e DC,
respectivamente).

Entretanto, tal como no caso convencional, em geral o MDB das observagdes para
q = 2 outliers simultaneos ndo se alterou muito retirando o vértice F da rede (diferenca
inferior a 3 cm na maior parte dos casos, e para a linha-base AC, por exemplo, a diferenca é
de no maximo 11 mm apenas).

Sobre os numeros de redundancia das observacGes, analisando e comparando as
Tabelas 6.109 e 6.110, nota-se que as observacdes da linha-base DE foram as que
apresentaram as maiores reducdes, com o MDB destas se tornando até mesmo nulos quando a
outra observacao considerada suspeita para g = 2 € referente ao mesmo eixo cartesiano de AE
(e vice-versa).

Entretanto, embora as observacdes de AE e DE referentes a0 mesmo eixo cartesiano
apresentam os mesmos valores para os coeficientes de correlacdo mdaltipla com todas as
observacBes, como 0s valores para 0s respectivos numeros de redundancia destas no caso
convencional séo diferentes, o nimero de redundancia destas no caso generalizado também é
diferente, ao contrario do MDB (que € igual tanto no caso convencional quanto no caso
generalizado).

Em outras palavras, quando um vértice desconhecido é contido em somente duas
linhas-base da rede, para as duas observacdes destas referentes ao mesmo eixo cartesiano, 0s
nameros de redundancia (ou seja, a parcela de um possivel erro ndo aleatério refletida nos
residuos) sdo diferentes, mas de tal forma que o MDB (menor erro detectavel) destas duas
observacdes seja numericamente igual.

Finalmente, a Gltima medida de confiabilidade para g = 2 outliers simultadneos em que
foi verificada a influéncia de se retirar o vértice F da rede foi a confiabilidade externa maxima

sobre os parametros. A Tabela 6.111 mostra alguns dos resultados obtidos.

Tabela 6.111 — Confiabilidade externa maxima de alguns pares de observagdes (q = 2 outliers, sem o vértice F),
sobre os pardmetros Xc, Xg e Xp (em mm).

AXpc € AXap | AXaceAXpe | AXgceAXpp | AXaceAXpe | AXac € AXpp
Xc 24 56 27 44 24
X 52 18 23 18 40
X, 30 28 36 28 30
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Analisando e comparando as Tabelas 6.103, 6.104 e 6.111, nota-se que a influéncia
méaxima dos pares de observagdes considerados (g = 2), em geral, € um pouco menor do que
a soma das influéncias individuais destas observacfes no caso convencional (g = 1), com
uma diferenca maxima de apenas 8 mm.

J& analisando e comparando as Tabelas 6.56 e 6.111, nota-se que, tal como no caso
convencional, a confiabilidade externa méxima dos pares de observac¢Ges considerados sobre
0S parametros, na maior parte dos casos, duplica, e em alguns casos, até mesmo triplica,
excluindo o vértice F da rede. Ou seja, de fato, esta medida de confiabilidade foi muito mais
afetada que as demais, tanto no caso convencional quanto no caso generalizado para q = 2
outliers simultaneos.

Portanto, no planejamento de uma rede geodésica, € importante estar atento quanto ao
namero de vértices distintos possiveis de serem levantados, pois a inclusdo de um novo
vértice, por meio de novas observacdes, pode, a principio, melhorar sensivelmente a
confiabilidade interna e o ndmero de redundancia das demais observacbes, mas a
confiabilidade externa destas sobre os parametros pode melhorar consideravelmente, com esta
inclusdo de novas observacfes bem como de um novo vértice. De fato, conclui-se que o
controle de qualidade deve sempre contemplar a analise da confiabilidade externa.

Por fim, em um Gltimo experimento relacionado com a geometria (configuracdo) da
rede, foram excluidas as linhas-base AF, BF e também AE, DE, BD, BC e AC, tornando a
configuracdo da rede “praticamente radial” (mantendo os vértices A e B como pontos de

controle), conforme ilustra a Figura 6.8.

A

Figura 6.8 — Configuraco “praticamente radial” da rede GPS.
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Analisando a Figura 6.8, nota-se que neste experimento a redundancia do sistema é
significativamente reduzida, pois tem-se apenas n = 6 X 3 = 18 observacles para u = 4 X
3 = 12 parametros incégnitos (ou seja, 0 sistema tem somente r =n —u = 6 graus de
liberdade). A Tabela 6.112 apresenta os numeros de redundéncia r;, 0s nimeros de absor¢éo
u; e a confiabilidade interna — MDB das observacdes (para o caso convencional) obtidos neste

experimento.

Tabela 6.112 — Medidas de confiabilidade das observacfes com a configuracdo da rede praticamente radial.

Observagéo T u; MDB Vy; (m)
AXpc 0,2945 0,7055 0,092
AYpc 0,3388 0,6612 0,090
AZpc 0,2664 0,7336 0,092
AXEa 0,5295 0,4705 0,049
AYEp 0,4690 0,5310 0,049
AZep 0,5574 0,4426 0,048
AXkc 0,5174 0,4826 0,092
AYEc 0,4540 0,5460 0,090
AZgc 0,4883 0,5117 0,092
AXge 0 1 0
AY e 0 1 00
AZge 0 1 o0
AXep 0,1881 0,8119 0,092
AYep 0,2073 0,7927 0,090
AZrp 0,2453 0,7547 0,092
AXeg 0,4705 0,5295 0,049
AYgs 0,5310 0,4690 0,049
AZgg 0,4426 0,5574 0,048

Analisando e comparando as Tabelas 6.46 e 6.112, nota-se que, tornando a
configuracdo da rede GPS praticamente radial, os nimeros de redundancia das observacées
das linhas-base restantes reduzem entre 10% e 13% para FA e FB (as duas unicas linhas-base
com pontos de controle), e entre 17% e 21% para DC e FC.

Entretanto, para as observagdes de FD, as reducdes foram entre 32% e 34% e para
FE, as redugdes foram entre 44% e 48%, tornando os nimeros de redundéncia destas nulos.

Analisando e comparando as Figuras 6.1 e 6.8, nota-se que de fato os nimeros de
redundancia das observacdes de FD e FE seriam mais afetados, pois foram excluidas duas
linhas-base contendo os veértices D e E (DE e BD, DE e AE, respectivamente). Além disso,
com esta configuragdo, o Vvértice E esta contido somente em FE, tornando os nimeros de

redundancia das observacdes desta linha-base nulos.
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Sobre 0s nimeros de absorg¢do, novamente estes aumentam na mesma proporgao que
0s numeros de redundancia diminuem, preservando a igualdade r; + u; = 1 para todas as
observacdes y;. Além disso, estes sdo em geral maiores que 0s nimeros de redundancia das
observagdes, pois 0 seu somatério resulta em Y-, u; =u = 12, e para 0s numeros de
redundancia, tem-se 'L, r; =1 = 6.

Em outras palavras, trata-se de fato de uma rede de baixa redundancia, onde a maior
parte de possiveis erros ndo aleatorio seriam absorvidos pelas coordenadas dos pontos
desconhecidos, e a menor parte destes seria refletida nos respectivos residuos das
observagoes.

Quanto ao MDB das observacoes, analisando e comparando as Tabelas 6.46 e 6.112,
nota-se que estes aumentaram entre 4 mm e 6 mm apenas para FA e FB (as duas Unicas
linhas-base com pontos de controle), e entre 1,3 cm e 2,1 cm para DC e FC. Entretanto, para
as observacOes de FD, estes aumentos foram entre 3,2 cm e 3,7 cm e para FE, o MDB das
observacdes desta linha-base se torna “infinito” (o que faz sentido considerando também os
numeros de redundancia nulos destas).

Interessante notar também que, mais uma vez, 0 MDB das observacfes de FA e FB,
referentes a0 mesmo eixo cartesiano, se tornaram numericamente iguais, embora neste
experimento, o vértice desconhecido F também esteja contido em outras trés linhas-base
distintas (FC, FE e FD).

Além disso, o0 MDB das observacGes de DC, FC e FD, referentes a0 mesmo eixo
cartesiano, também se tornaram numericamente iguais, embora 0s seus numeros de
redundancia e também as suas precises sejam ligeiramente diferentes (com uma diferenca
méaxima de 6 mm).

Ou seja, mais uma vez, a alteracdo na geometria (configuracédo) da rede influenciou de
maneira significativa apenas os numeros de redundancia e o MDB das observacdes de
algumas das linhas-base restantes. Entretanto, para a confiabilidade externa destas, alguns
resultados mais interessantes sdo obtidos com este experimento, conforme mostram as
Tabelas 6.113 e 6.114.
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Tabela 6.113 — Confiabilidade externa das observacdes sobre os pardmetros, com a configuragéo da rede

“praticamente radial” (em mm).

AXpc AYpe AZpc | AXen AYen  AZpp | AXee AYee  AZgc
Xc 48 0 0 -23 0 0 44 0 0
Yc 0 41 0 0 -26 0 0 49 0
Zc 0 0 45 0 0 -21 0 0 a7
Xe 0 0 0 -23 0 0 0 0 0
Ye 0 0 0 0 -26 0 0 0 0
Ze 0 0 0 0 0 -21 0 0 0
Xp | -17 0 0 -23 0 0 17 0 0
Yp 0 -19 0 0 -26 0 0 19 0
Zp 0 0 -22 0 0 -21 0 0 22
Xk 0 0 0 -23 0 0 0 0 0
v.| o 0 0 0 2% 0 0 0 0
Ze 0 0 0 0 0 -21 0 0 0

Tabela 6.114 — Confiabilidade externa das observagdes sobre os pardmetros, com a configuracao da rede

“praticamente radial” (em mm).

AXpe AYre AZe | AXep AYep AZep | AXpg AYpe  AZgg
Xc 0 0 0 48 0 0 -26 0 0
Yc 0 0 0 0 41 0 0 -23 0
Zc 0 0 0 0 0 45 0 0 -27
Xe o0 0 0 0 0 0 -26 0 0
Ye 0 00 0 0 0 0 0 -23 0
Ze 0 0 o0 0 0 0 0 0 -27
Xb 0 0 0 75 0 0 -26 0 0
Yo 0 0 0 0 71 0 0 -23 0
Zp 0 0 0 0 0 69 0 0 -27
Xe 0 0 0 0 0 0 -26 0 0
Ye 0 0 0 0 0 0 0 -23 0
Ze 0 0 0 0 0 0 0 0 -27

Analisando as Tabelas 6.113 e 6.114, nota-se que as Unicas linhas-base cujos possiveis

erros ndo detectados nas observacdes podem influenciar as coordenadas do vértice F sdo FA e
FB, embora este vértice desconhecido esteja contido em mais trés linhas-base (FC, FE, FD).

Este resultado € muito curioso, pois possiveis erros ndo detectados nas observagdes de
FD e FC, por exemplo, podem influenciar até mesmo as coordenadas dos vértices C e D,
respectivamente, mas possuem influéncia nula sobre o vértice F, sendo que este esta contido
nestas duas linhas-base.

Para as observacOes de FE, a influéncia de possiveis erros ndo detectados se torna nula
sobre quase todos os vertices da rede (incluindo o vértice F), a excecdo do vértice E, onde a

influéncia sobre suas coordenadas ¢ “infinita”. Em outras palavras, possiveis erros nao

detectados em uma observacdo de FE sdo completamente absorvidos pela respectiva
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coordenada do vértice E da rede. Ou seja, ndo existe controle para as observacgdes desta linha-
base, pois seus residuos serdo nulos (r; = 0).

Outro resultado interessante analisando as Tabelas 6.113 e 6.114, é que a influéncia de
possiveis erros ndo detectados nas observacOes de FA e FB, afetam igualmente as respectivas
coordenadas de todos os vértices desconhecidos da rede. Ou seja, na existéncia de um
possivel erro ndo detectado em alguma observacdo de FA ou FB, a influéncia deste é igual
sobre as respectivas coordenadas de todos os vértices desconhecidos da rede (C, D, E e F).

Os resultados obtidos com a confiabilidade externa das observagOes neste
experimento sdo peculiares e requerem um estudo mais cuidadoso. Talvez estes estejam
relacionados ao fato de que o os pontos de controle A e B sé estdo contidos em uma linha-
base cada (FA e FB), além de o vértice F ser o Unico vértice desconhecido da rede a estar
contido em linhas-base com pontos de controle, além, é claro, da configuracdo praticamente
“radial” da rede.

Verificada a influéncia desta configuracdo praticamente radial da rede GPS sobre as
medidas de confiabilidade convencionais (considerando apenas um outlier por vez), também
foi verificada esta influéncia sobre as medidas de confiabilidade generalizadas para multiplos
outliers (no caso, para dois outliers simultaneos).

Desta forma, com esta configuracdo praticamente radial da rede GPS, foram
recalculados os coeficientes de correlagdo multipla, a confiabilidade interna (MDB — V), o
nimero de confiabilidade 77 e o nimero de redundancia " das observaces (para q = 2

outliers simultaneos), e alguns destes sdo mostrados nas Tabelas a seguir.

Tabela 6.115 — Alguns coeficientes de correlagdo multipla das observagfes (configuragao “praticamente radial”).

Py AXee | AYpe | AZge | AXep | AYpp | AZyp | AXeg | AYes | AZgg
AXpc 0 0 0 1 0,0095 | 0,0093 0 0 0
AYpc 0 0 0 0,0095 1 0,0096 0 0 0
AZpc 0 0 0 0,0093 | 0,0096 1 0 0 0
AXka 0 0 0 0 0 0 1 0,0101 | 0,0112
AYea 0 0 0 0 0 0 0,0101 1 0,0103
AZga 0 0 0 0 0 0 0,0112 | 0,0103 1
AXrc 0 0 0 1 0,0095 | 0,0093 0 0 0
AYec 0 0 0 0,0095 1 0,0096 0 0 0
AZgc 0 0 0 0,0093 | 0,0096 1 0 0 0
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Tabela 6.116 — Alguns valores para 0 MDB das linhas-base DC, FA e FC (configuragdo “praticamente radial”).

Vy! (cm) AXre AYre AZe AXkp AYrp AZgp AXrp AYgg AZrg
AXpc 9,2 9,2 9,2 0 9,2 9,2 9,2 9,2 9,2
AYoo 9,0 9,0 9,0 9,0 ” 9,0 9,0 9,0 9,0
AZoc 9,2 9,2 9.2 9,2 9,2 ” 9,2 9,2 9.2
AXga 4,9 49 49 4,9 49 49 o0 49 49
AYEea 49 4,9 49 49 49 49 49 00 49
AZea 4,8 4,8 48 4,8 4,8 4,8 4,8 4,8 00
AXkc 9,2 9,2 9,2 9,2 9,2 0 9,2 9,2 9,2
AYEc 9,0 9,0 9,0 9,0 9,0 9,0 o0 9,0 9,0
AZec 9,2 9,2 9,2 9,2 9,2 9,2 9,2 0 9,2

Tabela 6.117 — Alguns valores para o r; das linhas-base DC, FA e FC (configuragio “praticamente radial”).
r] AXre AYre AZee AXrp AYrp AZep AXrg AYeg AZeg
AXpe | 0,2945 | 0,2945 | 0,2945 0 0,2945 | 0,2945 | 0,2945 | 0,2945 | 0,2945
AYpc | 0,3388 | 0,3388 | 0,3388 | 0,3388 0 0,3388 | 0,3388 | 0,3388 | 0,3388
AZpc | 0,2664 | 0,2664 | 0,2664 | 0,2664 | 0,2664 0 0,2664 | 0,2664 | 0,2664
AXga | 0,5295 | 0,5295 | 0,5295 | 0,5295 | 0,5295 | 0,5295 0 0,5295 | 0,5295
AYgn | 0,4690 | 0,4690 | 0,4690 | 0,4690 | 0,4690 | 0,4690 | 0,4690 0 0,4690
AZgn | 05574 | 0,5574 | 0,5574 | 0,5574 | 0,5574 | 0,5574 | 0,5574 | 0,5574 0
AXgc | 0,5174 | 0,5174 | 0,5174 0 0,5174 | 0,5174 | 0,5174 | 0,5174 | 0,5174
AYec | 0,4540 | 0,4540 | 0,4540 | 0,4540 0 0,4540 | 0,4540 | 0,4540 | 0,4540

AZg | 0,4883 | 0,4883 | 0,4883 | 0,4883 | 0,4883 0 0,4883 | 0,4883 | 0,4883

Analisando a Tabela 6.115, nota-se que os coeficientes de correlacdo maltipla entre as
observacOes de FE e as observacdes das demais linhas-base sdo nulos, pois ndo existe
redundancia sobre o vértice E na rede, e desta forma, a solucdo para suas coordenadas € Unica
e obtida diretamente por meio das observagdes de FE.

Para observacdes referentes a0 mesmo eixo cartesiano de DC, FC e FD, 0s

coeficientes de correlacdo mdaltipla assumem o valor méximo possivel piqj =1, e para as

observacdes das demais linhas-base (FA, FB, FE), estes sdo nulos. Da mesma maneira, para
observacdes referentes a0 mesmo eixo cartesiano de FA e FB, os coeficientes de correlacédo

multipla assumem o valor maximo possivel pfj = 1, e para as observacdes das demais linhas-

base (DC, FC, FD, FE), estes séo nulos.

Em outras palavras, € como se as observacgdes de FA e FB s0 tivessem correlacfes ndo
nulas com as observacdes destas linhas-base; DC, FC e FD s6 tivessem correlagfes ndo nulas
com as observacgdes destas linhas-base; e as observacdes de FE ndo tivessem correlagdo com
nenhuma das observacdes das demais linhas-base.

Desta forma, em termos praticos, o MDB das observacbes para g = 2 outliers

simultaneos (Tabela 6.116), sera igual ao respectivo MDB para o caso convencional (Tabela
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6.112), ou igual a “infinito”, caso a outra observa¢ao considerada para q = 2 possua
coeficiente de correlagéo maltipla p; ; = 1 com a observagao em questéo.

Da mesma maneira, em termos praticos, o nimero de redundancia das observacgdes
para g = 2 outliers simultaneos (Tabela 6.117), sera igual ao respectivo numero de
redundéancia para o caso convencional (Tabela 6.112), ou igual a zero, caso a outra observacao
considerada para q = 2 possua coeficiente de correlagdo multipla p; ; = 1 com a observagdo
em questao.

Ou seja, na abordagem generalizada para q = 2 outliers simultdneos, com a
configuracdo da rede GPS praticamente radial, as medidas de confiabilidade das observagdes
sdo iguais as medidas do caso convencional (g = 1 outlier por vez apenas), ou entdo nédo
existe controle para as observacdes, quando a outra observacao considerada para g = 2 possui

coeficiente de correlagcdo maltipla pi"j = 1 com a observacdo em questéo.

Tabela 6.118 — Confiabilidade externa maxima de alguns pares de observagdes (q = 2 outliers, configuragdo da
rede “praticamente radial”), sobre 0s pardmetros Xc, Xg, Xp € Xg (eEm mm).

AXpgeAXpe | AXpge AXpgp | AXpge AXpp | AXpy e AXpp
Xc 50 23 53 0
Xg 23 0 23 0
Xp 29 23 78 0
Xr 23 23 23 0

Analisando e comparando as Tabelas 6.113, 6.114 e 6.118, nota-se que a influéncia
maxima dos pares de observagdes considerados (g = 2), em geral, é praticamente (ou) igual a
maior influéncia individual entre estas observagdes no caso convencional (g = 1).

Por exemplo, no caso convencional, a influéncia de possiveis erros na observacao
AXp, sobre o parametro X, é de 23 mm, e a influéncia de possiveis erros na observagédo
AXpp sobre o parametro X, é de 75 mm. Entretanto, a influéncia méxima de possiveis erros
no par de observagdes AXp, e AXyp sobre o parametro X, é de 78 mm, praticamente igual a
influéncia individual de AXyp no caso convencional.

Da mesma forma, no caso convencional, a influéncia de possiveis erros na observacéo
AXp, SObre o parametro X, € de 23 mm, e a influéncia de possiveis erros na observacédo
AXpp sobre o parametro X, € nula. Portanto, a influéncia maxima de possiveis erros no par de
observacbes AXp, € AXpp sobre o parametro X, é de 23 mm, ou seja, igual a influéncia

individual de 4X4 no caso convencional.
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A Unica excecdo ocorre para o par de observaces AXr, € AXrg, onde a influéncia
maxima de possiveis erros nestas sobre todos os pardmetros ¢ “infinita”, pois, conforme ja
visto, ndo existe controle considerando g = 2 para este par de observacdes.

Ou seja, na abordagem generalizada para q = 2 outliers simultdneos, com a
configuracdo da rede GPS praticamente radial, as medidas de confiabilidade das observagdes
sdo iguais as medidas do caso convencional (g = 1 outlier por vez apenas), ou entdo nédo
existe controle para as observacdes, quando a outra observacao considerada para g = 2 possui

coeficiente de correlagéo maltipla p; ; = 1 com a observagao em questéo.

De maneira resumida, é como se neste experimento, a rede GPS fosse dividida em trés
partes: O par de linhas-base FA e FB, o trio de linhas-base DC, FC e FD (formando um
triangulo), e a linha-base FE.

O par de linhas-base FA e FB é o Unico que tem influéncia sobre o vértice F, e a
influéncia de FA (ou de FB) sobre os veértices D, C, E e F € igual. O trio de linhas-base DC,
FC e FD s6 tem influéncia sobre os vértices C e D, e a linha-base FE s6 tem influéncia sobre
0 Vvértice E. Além disso, as observacdes de FA e FB sO tem correlagdo com observacGes
destas linhas-base, as observacdes de DC, FC e FD s6 tem correlagdo com as observacGes
destas linhas-base, e as observacdes de FE ndo tem correlagdo com as observacdes das demais
linhas-base.

Por fim, analisando e comparando as Tabelas 6.57 e 6.118, nota-se que a influéncia
méaxima dos pares de observacdes considerados, no minimo, duplica sobre os vértices C, D e
E, ao tornar a configuracao da rede GPS praticamente radial.

Em alguns casos, estes aumentos foram consideravelmente significativos, como por
exemplo, a influéncia maxima de AXy, e AXyp sobre X., que aumenta de 11 mm (com a
configuracdo original da rede, sem AF e BF apenas), para 53 mm (com a configuracdo
praticamente radial da rede neste experimento). Ou seja, em termos praticos, esta influéncia
maxima aumentou 5 vezes, embora na configuragdo original da rede, o vértice C esta contido
em somente mais duas linhas-base (AC e BC, sendo ainda AC a linha-base de menor precisao
da rede).

O unico veértice para o qual esta influéncia maxima ndo aumentou muito foi o vértice
F, pois todas as linhas-base que contém o vértice F na configuracdo original da rede foram
mantidas neste experimento com a configuracdo praticamente radial (sendo que AF e BF

foram excluidas nos dois cenarios).



271

Uma concluséo obtida com estes experimentos relacionados com a geometria da rede,
é que os nameros de redundancia e o0 MDB das observacOes, se analisados isoladamente,
podem fornecer hierarquias para as observacGes, em termos de suas medidas de
confiabilidade, que podem levar a conclusdes precipitadas.

Por exemplo, na configuracdo original da rede GPS (Tabela 6.3), a observacdo 4z,c
tem um numero de redundancia local r; = 0,9275, enquanto a observacdo AZpc tem um
numero de redundancia local r; = 0,4458. Entretanto, devido a precisdo inferior de 4z, 0
MDB de 42, é de 13,4 cm, enquanto 0 MDB de 47, é de 7,1 cm. Outro exemplo € que uma
observacdo pode ter um MDB relativamente menor que o de outra observacao, porém, mesmo
sendo menor em médulo, a influéncia do primeiro sobre todos os parametros pode ser maior
ou (no maximo) um pouco menor do que a influéncia do segundo, devido a diferenca na
localizacdo destas observacdes na rede (ver, por exemplo, a confiabilidade interna e externa
das observacdes AXpp € AXgp nas Tabelas 6.46, 6.47 e 6.49, e a Figura 6.1).

Por fim, considerando apenas os nimeros de redundéncia e a confiabilidade interna
das observagdes, pode-se concluir que a inclusdo de um novo Vértice na rede (com mais cinco
linhas-base distintas), pode ndo ter um aumento significativo nas medidas de confiabilidade
das demais observacdes. Entretanto, se for analisada a confiabilidade externa destas, nota-se
gue a mesma duplica, ou até mesmo triplica, adicionando este novo Vvértice com mais cinco
linhas-base na rede GPS (ver o penultimo experimento relativo a alteracdo na geometria da
rede).

De maneira resumida, conclui-se que com possiveis alteracfes na geometria da rede, a
confiabilidade externa das observacfes se mostrou muito mais afetada que os nimeros de
redundancia e 0 MDB destas, tanto no caso convencional quanto no caso generalizado.

Como geralmente, na pratica, se esta mais interessado na influéncia de possiveis erros
ndo detectados nas observacdes sobre os resultados do ajustamento, ou seja, no vetor dos
parametros estimados (confiabilidade externa), ao invés da magnitude destes (confiabilidade
interna), ou na parcela destes que é refletida nos residuos (numero de redundancia),
recomenda-se sempre realizar a anélise da confiabilidade externa na etapa de planejamento de
uma rede geodésica.

Sobre as diferencas entre as medidas de confiabilidade no caso convencional e no caso
generalizado, a insercdo de erros propositais nas observacdes, e a verificagdo de como estes
foram devidamente refletidos nos residuos, ou absorvidos pelos parametros incégnitos, além
dos resultados dos testes estatisticos para identificacdo de erros, podem confirmar na prética

qual das duas abordagens é mais efetiva e representa de maneira mais fiel a realidade do



272

problema na etapa de identificacdo de outliers. Este verificagdo serd feita em alguns

experimentos na proxima secao.

6.6 Insercdo de Erros e Testes Estatisticos para Identificagdo de Erros

Ap0s a comparacao entre as medidas de confiabilidade no caso convencional e no caso
generalizado para dois outliers simultaneos, visando verificar se de fato, na pratica, existem
diferengas entre os testes para a identificacdo (localizacdo) de erros considerando multiplos
outliers simultdneos na hipotese alternativa e o procedimento de teste convencional data
snooping (onde apenas uma observacdo é suspeita por vez), foram inseridos erros propositais
em algumas observac6es da rede. No caso, foi utilizada a configuracdo da rede com n = 33
observagdes, sem as linhas-base “repetidas” AF e BF.

Primeiramente, foram inseridos erros propositais em duas observacdes, e foi aplicado
o teste para identificacdo de erros para multiplos outliers (ver as hipo6teses consideradas neste
teste na expressdo 3.7), bem como o procedimento de teste convencional data snooping,
trabalhando com a estatistica T, (expressdes 3.25 e 3.26) para ambos 0s casos, com q = 2 €
q = 1, respectivamente.

Como o parametro de ndo centralidade do modelo foi mantido o mesmo
(Ao = 17,075) para o célculo das medidas de confiabilidade para g =1 e ¢ = 2 na secdo
anterior, mas os graus de liberdade dos dois testes sdo diferentes, foi encontrado em um
monograma em Baarda (1968) um valor aproximado para o nivel de significancia (a) do teste
para q = 2, considerando que para o procedimento de teste data snooping, o nivel de
significancia arbitrado foi ay = 0,001.

Desta forma, o valor encontrado para o nivel de significancia do teste com g = 2 foi
a = 0,003. Seguindo esta metodologia (ver, por exemplo, BAARDA, 1968; TEUNISSEN,
2006; KNIGHT et al., 2010), os valores criticos tabelados para os testes na distribuicdo qui
quadrado central, com g = 1 grau de liberdade e a, = 0,001, e com g = 2 graus de liberdade
e a = 0,003, sdo, respectivamente, dados por K, = 10,83 e K, = 11,62.

A Tabela 6.119 apresenta um resumo dos resultados obtidos com os experimentos.
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Tabela 6.119 — Erros propositais em duas observagdes e as estatisticas calculadas dos testes (q =1e g =2).

x Erro Proposital | Estatistica calculada | Estatistica calculada
Observacao !
Inserido do teste parag =1 | do teste paraq = 2
aX + 20
Experimento 1 i o T, = 136,12 T, = 197,22
AXep +10cm
aX + 20
Experimento 2 FE o T, = 299,27 T, = 334,87
AXFD - 10 cm
aX + 20
Experimento 3 FE o T, = 206,36 T, = 232,34
AXpe +10cm
aX + 20
Experimento 4 £ o T, = 213,21 T, = 244,97
AXpe —10cm

Analisando a Tabela 6.119, nota-se que foram realizados quatro experimentos,
insercdo de um erro grosseiro de +20 cm na observacdo AXzr e +10 cm na observagdo
AXpp, insercdo de um erro grosseiro de +20cm na observagdo AXpr; e —10cm na
observagdo AXyp, insercdo de um erro grosseiro de +20 cm na observagdo AXyz € +10 cm
na observacdo AXpg:, € insercdo de um erro grosseiro de +20 cm na observacdo AXyy e
—10 cm na observacdo AX ..

Nota-se que os erros inseridos foram relativamente maiores do que os MDBs das
observacOes para g = 1 (ver a Tabela 6.46). Foram escolhidos os pares de observactes AXpg /
AXpp € AXpp | AXpe para a insercdo de erros propositais porque 0 primeiro par apresenta um

valor relativamente alto para o seu coeficiente de correlacdo mudltipla (pl-j = 0,3783),

enquanto o segundo apresenta um valor relativamente baixo para o seu coeficiente de
correlagdo mdltipla (pj; = 0,0220).

Analisando o resultado resumido dos testes para g = 1, nota-se que nos quatro
cenarios a observacdo AX g foi devidamente identificada, pois a sua estatistica de teste T, foi
muito superior ao valor critico tabelado (K., = 10,83), além de ter sido a maior estatistica
calculada dentre todas as observacdes.

A proxima etapa neste procedimento de teste (g = 1, data snooping) seria excluir a
observacao 4Xr; do modelo, repetir o ajustamento da rede, e repetir o teste, para verificar se a
outra observacao também seria identificada.

Por exemplo, no primeiro cenario, excluindo a observacdo AXpp e repetindo o
ajustamento e o teste data snooping, a observacdo AXyp foi identificada, pois sua estatistica
de teste apresentou valor numeérico T, = 61,10, além de ter sido a maior estatistica dentre
todas as observagdes restantes. Excluida a observagdo AXy, do modelo, repete-se novamente

0 ajustamento e o teste data snooping, e nesta etapa, nenhuma observacao foi identificada, ou
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seja, 0 data snooping identificou e localizou corretamente as duas observagdes contaminadas
por erros, num processo iterativo. Para 0s outros trés cenarios apresentados, o data snooping
também identificou corretamente somente as duas observagdes contaminadas.

Sobre os resultados do teste para g = 2, nota-se que nos quatro cenarios, as duas
observac@es consideradas foram identificadas simultaneamente, pois a estatistica de teste T,
foi muito superior ao valor critico tabelado (K, = 11,62) em todos estes.

ApOls esta andlise para g = 2 outliers, foram inseridos erros propositais em trés
observagdes, e novamente aplicados os testes para identificacdo de erros para multiplos
outliers, bem como o procedimento de teste convencional data snooping, trabalhando com a
estatistica 7, em ambos 0s casos.

Mantendo o mesmo poder do teste para g = 1 e ¢ = 3, em um monograma em Baarda
(1968) foi encontrado um valor aproximado para o nivel de significancia (a) do teste para
multiplos outliers, considerando que para o procedimento de teste data snooping o nivel de
significancia arbitrado foi a, = 0,001. Desta forma, o valor encontrado para o nivel de
significancia do teste com q =3 foi a@ = 0,006. Seguindo esta metodologia, os valores
criticos tabelados para os testes na distribuicdo qui quadrado central, com g = 1 grau de
liberdade e a, = 0,001, e com g = 3 graus de liberdade e @« = 0,006, sdo, respectivamente,
dados por K, = 10,83 e K, = 12,45. A Tabela 6.120 apresenta um resumo dos resultados

obtidos com os experimentos.

Tabela 6.120 — Erros propositais em trés observacdes e as estatisticas calculadas dos testes (q=1e q=2).

Observago Erro Pro_posital Estatistica calcul_ada Estatistica calcul_ada
Inserido do teste parag =1 | doteste paraq = 3
AXpp +20cm
Experimento 1 AX g +10cm T, = 55,77 T, = 60,04
AXpg + 10 cm
AXpp +20cm
Experimento 2 AX +10cm T, = 243,33 T, = 314,15
AXpg —10cm
AXpg +20cm
Experimento 3 AX 4 +10cm T, = 205,57 T, = 233,14
AXpe +10cm
AXpg +20cm
Experimento 4 AX 4 +10cm T, = 212,40 T, = 259,37
AXpc —10cm

Analisando o resultado resumido dos testes para g = 1 (data snooping) na Tabela

6.120, nota-se que nos quatro cenarios a observagdo AXp foi devidamente identificada, pois a
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sua estatistica de teste T, foi muito superior ao valor critico tabelado (K,, = 10,83), além de
ter sido a maior estatistica dentre todas observacdes.

Sobre os resultados do teste para g = 3, nota-se que nos quatro cenarios, as trés
observacdes consideradas foram identificadas simultaneamente, pois a estatistica de teste

T, foi muito superior ao valor critico tabelado (K, = 12,45) em todos estes.

.. n o e
E importante destacar que apenas um modelo de erro dos (q) possiveis foi testado nos

experimentos para multiplos outliers (g = 2 e g = 3), sendo este 0 modelo de erro correto em

cada caso. Na pratica, o procedimento correto dos testes para multiplos outliers, seria

estipular o nimero de outliers g considerado (com 1 < g < n - u), e calcular a estatistica de

n
q

Ou seja, embora se teste simultaneamente “q” outliers, o teste generalizado também

teste de todos os ( ) modelos de erro possiveis para este nimero de outliers g estipulado.

apresenta um alto custo computacional, pois requer o calculo de ( q) estatisticas de teste.

De maneira semelhante ao procedimento data snooping, as g observagfes suspeitas
identificadas, simultaneamente, seriam aquelas que apresentarem uma estatistica de teste
maior que o valor critico tabelado, além de ser a maior estatistica de teste dentro todos 0s
modelos de erro C,, possiveis para g (ver, por exemplo, KNIGHT et al., 2010).

Apenas para titulo de demonstracdo, no ultimo cenario (inser¢do de um erro grosseiro
de +20 cm em AXpg, +10cm em AX, - € -10 cm em AXp.), alterando as observagdes
consideradas suspeitas de AXpg, AX,c € AXpe para AYpg, AY, e AYg: (mantendo g = 3),a
estatistica de teste deste novo modelo de erro resulta em T, = 2,06, ou seja, apresenta valor
inferior ao valor critico tabelado (K, = 12,45), e, desta forma, este novo trio de observacgdes
testado (AYpg, AY,. e AY:) ndo pode ser considerado contaminado por outliers
(simultaneamente), segundo o nivel de significancia estipulado, mantido em @ = 0,006.

Ainda neste ultimo cenario, alterando as q observagdes consideradas suspeitas para
AXpg, AXyc € AXpc, aestatistica de teste deste novo modelo de erro resultaem T, = 235,32.
Embora este novo trio de observages testado apresente uma estatistica de teste bem superior
ao valor critico tabelado (K, = 12,45), para q = 3, o trio de observacdes que pode ser
considerado contaminado por outliers simultaneamente ainda € AXpg, 4X,c € AXgc, POIS este
€ o trio de observacGes que apresenta a maior estatistica de teste (T, = 259,37).

Visando realcar algumas das possiveis “armadilhas” que podem ocorrer no

procedimento de teste data snooping, mais dois experimentos foram realizados.
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Em um primeiro, foram inseridos erros propositais de +10 cm em AXp;, —10 cm em
AXpp € —10cm em AXg,. Neste cenario, para g = 1, a observacdo identificada foi a
observagdo AXp g, apresentando a maior estatistica de teste dentre todas as observagdes, com
T, = 26,38, ou seja, embora tenham trés observacdes contaminadas por erros (4Xpc, 4Xpp €
AXgp), € estes sejam maiores que os respectivos MDB na Tabela 6.46, o procedimento data
snooping identificou uma quarta observacgdo (4X,g) erroneamente (na literatura é chamado de
fendmeno swamping).

Entretanto, no caso generalizado para q = 3 outliers, com o modelo de erro definido
adequadamente (4Xpc, AXpp € AXpp), a estatistica de teste apresenta o valor T, = 26,57, ou
seja, as trés observacdes contaminadas sdo identificadas corretamente.

Em outro experimento, foram inseridos erros propositais de +20 cm nas observagdes
de AZpy, AZpc, AZpg, AZpp € AZ g, OU Seja, como Se a coordenada Z fosse contaminada por
um mesmo erro sistematico de —20 c¢m nas respectivas observagdes das cinco linhas-base que
contém o vértice F na rede (Figura 6.1).

Neste cenario, para g = 1 (data snooping), a observacao A4X,; foi a que apresentou a
maior estatistica de teste dentre todas as observagoes, com T, = 3,87, sendo este inferior ao
valor critico tabelado K,, = 10,83. Desta forma, embora tenha cinco observacGes
contaminadas por erros de +20 cm, 0 procedimento data snooping néo identificou nenhuma
observacao contaminada por erros (na literatura é chamado de fenbmeno masking).

Além disso, sem a insercdo dos erros propositais, 0 ajustamento da rede geodésica
apresenta como estimativa para o parametro Zp = 4354116,687 m. Com a insercao destes, 0
ajustamento da rede geodésica apresenta como estimativa para 0 pardmetro
Zp = 4354116,487 m, ou seja, de fato este erro sistematico afetaria em —20cm a
coordenada Z do vértice F da rede, passando despercebido pelo teste data snooping.

Entretanto, no caso generalizado para g = 5 outliers, com o modelo de erro definido
adequadamente (4Zgy, AZpc, AZpg, AZypp € AZpg), a estatistica de teste apresenta o valor
T, = 88,21, ou seja, as cinco observagdes contaminadas sao identificadas corretamente, pois
o valor critico tabelado para a distribuicdo qui quadrado, com g = 5 graus de liberdade e
nivel de significancia « = 0,014 (valor este novamente obtido em BAARDA, 1968) é
K, = 14,27.

Provavelmente, o teste para g = 5 outliers simultaneos identificou corretamente todas
as observagdes contaminadas pelo fato da rede em estudo possuir mais observagdes referentes

aos parametros desconhecidos Z., Z, e Zg, enquanto no data snooping, supde-se que apenas
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uma observacdo esta contaminada por erros por vez, ou seja, erros sistematicos comuns a
varias observacfes podem passar desapercebidos.

Porém, poder-se-ia realizar um teste para q = 1 diferente do data snooping, pois se
trata de um erro sistematico de magnitude constante para todas as cinco observacfes. Desta
forma, ao invés do modelo de erro ser definido para g = 5, poder-se ia definir um teste para
q = 1 (um outlier apenas, mas contaminando cinco observagdes), modificando corretamente
a matriz C,, para este cenario (que no caso vira um vetor c,, pois q = 1). Este vetor c, iria
conter valor 1 nas linhas das observacdes suspeitas consideradas (no caso, 4Zp,, AZpc, AZpg,
AZpp e AZgg), e valor nulo nas linhas das (n — 5) observages restantes.

Para este caso, a estatistica de teste (3.25) apresenta o valor T, = 80,23, ou seja, as
cinco observagfes contaminadas sdo identificadas corretamente, pois o valor critico tabelado
para a distribuicdo qui quadrado, com g = 1 graus de liberdade e nivel de significancia
a, = 0,001 (mantendo a relacdo dos niveis de significancia para diferentes valores de q) é
Kq, = 10,83. Este procedimento € muito Util quando se deseja identificar um mesmo erro
sistematico afetando um conjunto de observacdes. O teste continua sendo realizado para
q = 1, porém, como comentado, modifica-se o vetor c, na estatistica de teste em 3.25.

Estas duas “armadilhas” para o procedimento de teste data snooping (fendmenos
swamping e masking) ocorreram devido a existéncia de multiplas observacfes contaminadas
por outliers, além, é claro, da propagacdo de erros entre os residuos das observacoes.

Ressalva-se que o teste generalizado para g > 1 outliers simultdneos também pode ser
suscetivel a estas armadilhas, quando o numero de outliers g assumido para o teste for
diferente do verdadeiro (e, na pratica, desconhecido) nimero de outliers presente no conjunto
de observacdes.

Desta forma, estes exemplos mostram o cuidado que se deve ter na aplicacdo destes
testes estatisticos para identificacdo de erros, pois, observacdes podem ser excluidas do
conjunto de observacdes erroneamente, e erros sistematicos presentes em varias observacoes
podem passar desapercebidos pelo procedimento de teste utilizado e afetar significativamente
a determinagdo de um ou mais parametros incognitos estimados. Entretanto, como determinar
corretamente 0 nimero de “q” outliers que sera testado, € uma questdo que ainda esta em
aberto (KNIGHT et al., 2010).

Dando continuidade, a proxima etapa apo6s a identificacdo das observacdes com erros €
a chamada adaptacdo, neste caso, 0 que fazer com essas observagdes. Normalmente, se

retiram estas observacOes do conjunto e realiza-se um outro ajustamento para as observacoes
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restantes. Porém, aqui serd adotada uma outra estratégia.

Desta forma, ap6s a identificacdo das g observacdes suspeitas de estarem
contaminadas por outliers (segundo o nivel de significancia a estipulado), 0s mesmos podem
ser devidamente parametrizados no modelo matematico e ter a sua influéncia minimizada nos
resultados do ajustamento (no vetor dos parametros x).

Para isto, rejeita-se a hipdtese nula H, (ver a expressdo 3.7), ou seja, aceita-se a
hipdtese alternativa Hy, e, primeiramente, estima-se a magnitude e o sinal dos g outliers por
minimos quadrados, por meio da expressdo (5.39).

A Tabela 6.121 apresenta os resultados obtidos aplicando a expressdo (5.39) no altimo
experimento da Tabela 6.120 (para g = 3).

Tabela 6.121 — Erros inseridos e erros estimados nas observagfes AXgg, AXac € AXpe.

Observacgao Erro Proposital Inserido Erro Estimado por MMQ
AXpg +20cm +20,6 cm
AX ¢ +10cm +93cm
AXge —10cm —10,6 cm

Analisando a Tabela 6.121, nota-se que 0s erros estimados por MMQ se aproximaram
dos erros propositalmente inseridos. Esta € uma metodologia que pode ser utilizada no
controle de qualidade do ajustamento, pois as g observacdes identificadas ndo precisam ser
removidas do modelo, diminuindo a redundancia do sistema, mas podem ter 0s seus erros
(ndo aleatorios) estimados por MMQ, diminuindo, desta forma, a influéncia destes no vetor
dos parametros ajustados x (mais detalhes em TEUNISSEN, 2006 e também em GUO et al.,
2007). Esta metodologia também pode ser empregada para o procedimento de teste data
snooping (ver, por exemplo, CAMARGO, 1992).

Um ualtimo experimento relativo aos testes estatisticos para identificacdo de erros, é
verificar quais medidas de confiabilidade apresentam maior concordancia com a realidade, se
as medidas de confiabilidade convencionais, ou as medidas de confiabilidade generalizadas
para multiplos outliers. Desta forma, a configuragdo da rede GPS utilizada nestes estudos sera
aquela com o vertice F como ponto de controle, e os vértices A € B como pontos
desconhecidos (sem as linhas-base “repetidas” AF e BF, ver a Figura 6.6).

Primeiramente, foram inseridos erros propositais de +10 cm nas observagdes 4X,y e
AXp,. Apls 0 ajustamento por minimos quadrados da rede GPS, o residuo da observacao
AX,p apresentou o valor v; = —9,8 cm e 0 de AXy4 apresentou o valor v; = —3,7 cm. Sem a

insercdo destes erros propositais, o residuo ajustado de AX,r apresentou o valor
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v; = —2,2cm, e para AXg,, v; = +8 mm. Ou seja, a insercdo dos erros propositais de
+10 cm em AX,g e AXp, aumentou em 7,6 cm o residuo de AX,; e em 2,9 cm o residuo de
AXpy.

Analisando a Tabela 6.88 nota-se que o nimero de redundancia da observacdo A4X,g,
para ¢ = 1 (data snooping), é r; = 0,6229, e para 4Xg,, r; = 0,2500. Analisando a Tabela
6.97, nota-se que o nimero de redundancia da observacdo AX,g, considerando g = 2 para a
observacdo AXg,, é 77 =0,1625 e o nlmero de redundancia da observagdo AXp,,
considerando g = 2 para a observagdo A4X,g, € de 0,0652.

Portanto, pela magnitude dos residuos de 4X,z € AXg, inserindo erros propositais de
+10 cm nestas (v; = —9,8cm e —3,7 cm, respectivamente), nota-se que 0 numero de
redundancia do caso convencional (g = 1) foi mais realista do que o nimero de redundéncia
do caso generalizado (q = 2) para ambas as observacdes.

Aplicando o procedimento de teste data snooping no conjunto de observacdes, a
observacdo que apresenta a maior estatistica de teste € a observagdo AXr, (T, = 74,13), ou
seja, foi identificada corretamente. Aplicando o teste para multiplos outliers, considerando
q =2 para AX,r e AXp,, a estatistica de teste resulta em T, = 445,60, ou seja, as duas
observacao sdo identificadas corretamente e de maneira simultanea.

Analisando a Tabela 6.88, nota-se que os MDBs das observacfes AX 5 € AXr4, para
q = 1, sdo, respectivamente, de 7,7 cm e 7,1 cm (0u seja, menores que 0S erros propositais
inseridos de 410 cm). Entretanto, analisando a Tabela 6.95, nota-se que o MDB da
observacado AX,g, considerando g = 2 para a observacdo 4Xy,, € de 15,1 cm , e 0 MDB da
observacao AXy,, considerando g = 2 para a observacdo AX,g, é de 14 cm (ou seja, maiores
que 0s erros propositais inseridos de +10 cm).

Portanto, nota-se que, tal como os nimeros de redundancia, a confiabilidade interna do
caso convencional (g = 1, data snooping) foi mais realista do que a confiabilidade interna do
caso generalizado (q = 2) para ambas as observacOes. Ressalva-se que estas medidas foram
obtidas fixando o poder do teste em y = 0,80, embora o verdadeiro valor do poder do teste
seja sempre desconhecido na prética.

Uma comparacdo entre a confiabilidade externa do caso convencional e do caso
generalizado é mais complexa de ser feita, pois no caso convencional, a confiabilidade interna
¢ um vetor obtido substituindo o MDB da observacdo no estimador por minimos dos
parametros, enquanto no caso generalizado, para cada parametro especifico, a confiabilidade

externa maxima é obtida resolvendo um problema de autovalores e autovetores.
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Também foram comparados os resultados dos testes estatisticos para 0s casos
extremos em que os pares de observacGes, no caso generalizado, apresentam coeficiente de
correlacdo multipla pfj = 1. Desta forma, no ultimo experimento realizado alterando a
geometria da rede, com a configuragdo desta praticamente radial (Figura 6.8), foram inseridos
erros propositais de +1 m nas observagoes AXg. e AXpp.

ApOls o ajustamento por minimos quadrados da rede GPS, o residuo de ambas as
observagdes AXgp. e AXpp foi de v; = 0mm. Sem a inser¢do destes erros propositais, 0
residuo de ambas as observagdes também foi de v; = 0 mm.

Analisando a Tabela 6.112, nota-se que o nimero de redundancia da observacédo
AXpe, para q =1, é r, =0,5174, e para AXpp, r; = 0,1881. Como o coeficiente de

correlacdo mdltipla para este par de observacdes resulta em pfj =1, o nlimero de

redundancia da observagdo AXy., considerando q = 2 para a observagdo AXyp, é .’ =0eo
namero de redundancia da observacdo AXpp, considerando g = 2 para a observagdo AXp.,
também é .7 = 0.

Portanto, pela magnitude nula dos residuos de AXpc e AXgp inserindo erros
propositais de +1 m nestas, nota-se que o nimero de redundancia do caso generalizado
(g = 2) foi mais realista do que o numero de redundéncia do caso convencional (g = 1) para
ambas as observacoes.

Aplicando o procedimento de teste data snooping no conjunto de observacdes, a
observagdo que apresenta a maior estatistica de teste € a observagdo AZpg (T, = 45598,88),
ou seja, foi identificada corretamente, e com um valor altissimo para a sua estatistica de teste.
Provavelmente, isto ocorreu devido ao fato da linha-base FE estar “isolada” na rede, ndo
existindo controle sobre as observacfes da mesma. Entretanto, aplicando o teste para
maultiplos outliers, considerando q = 2 para 4Xpc e AXpp, a estatistica de teste resulta em
T, = 0,01, ou seja, as duas observagdo néo sdo identificadas como contaminadas por erros.

Analisando a Tabela 6.112, nota-se que os MDBs das observacdes AXp- e AXgp, para
q = 1, sdo iguais a 9,2 cm (ou seja, muito menores que 0s erros propositais inseridos de
+1 m). Entretanto, como o coeficiente de correlacdo multipla para este par de observacoes
resulta em pfj =1, o MDB da observacdo AXy., considerando q = 2 para a observagédo
AXpp, € “infinito”, ¢ o MDB da observagao AXgp, considerando g = 2 para a observagéo

AXpc, também € “infinito” (em outras palavras, ndo existe controle sobre estas observagdes

nestes cenarios).
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Portanto, como nem o procedimento de teste data snooping e nem o teste para
maltiplos outliers identificou corretamente as duas observacbes contaminadas por erros, a
confiabilidade interna do caso generalizado (q = 2) foi mais realista do que a confiabilidade
interna do caso convencional (g = 1) para ambas as observacoes.

Sobre os parametros estimados, 0s parametros X, e X, apresentam uma diferenca de
1 m, realizando o ajustamento por minimos quadrados da rede (sem 0s erros propositais), e
com a insergéo de erros propositais de +1 m em AXg; € AXpp. Considerando que ndo existe
controle considerando g = 2 para este par de observacgdes, a confiabilidade externa do caso
generalizado também foi mais realista do que a confiabilidade externa do caso convencional
para ambas as observacdes.

Desta forma, nestes dois ultimos experimentos, se verificou que dependendo do caso,
as medidas de confiabilidade convencionais podem ser mais realistas do que as medidas de
confiabilidade generalizadas para multiplos outliers, e vice-versa. Importante ressaltar que
todas estas medidas de confiabilidade s6 sdo de fato verdadeiras quando a hipdtese
alternativa, bem como o poder do teste estipulado, sdo verdadeiros, 0 que nem sempre ocorre
na pratica.

Na ocorréncia de multiplos outliers, tanto o procedimento de teste data snooping
quanto os testes para multiplos outliers podem identificar todas as observacGes contaminadas
corretamente, podem identificar observacdes ndo contaminadas erroneamente, e podem nao
identificar observacBes contaminadas por erros.

Entretanto, as medidas de confiabilidade generalizadas para mdultiplos outliers
(simulténeos) sdo sempre piores, ou, na melhor das hipoteses, iguais as medidas de
confiabilidade convencionais (considerando apenas um outlier por vez). Portanto, embora na
pratica, as medidas de confiabilidade convencionais, em alguns, podem ser mais realistas do
que as medidas de confiabilidade generalizadas, se o planejamento de uma rede geodésica for
feito de forma que esta seja resistente a g outliers simultdneos, quanto maior o nimero de
outliers g considerado, maior sera a “prote¢do” da rede a possiveis erros ndo detectados nas

observag0des, pois mais baixas serdo as medidas de confiabilidade destas.
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6.7 Aplicacdo do Método QUAD

Finalmente, visando aplicar um dos diversos métodos de identificacdo de outliers
encontrados na literatura, alternativos aos procedimentos de testes estatisticos apresentados,
esta secdo se utiliza do Método QUAD (QUasi-Accurate Detection of outliers method).

Para 0 método QUAD (OU, 1999; CHAI et al., 2002; GUI et al., 2005; GUO et al.,
2007), primeiramente, trés experimentos foram realizados, relativos a insercdo proposital de
trés erros grosseiros (outliers) no conjunto de observac@es (novamente sem as linhas-base AF

e BF), conforme mostra a Tabela 6.122.

Tabela 6.122 — Erros propositais inseridos nas observacdes AXac, AXgc € AXgp
nos trés experimentos realizados sobre 0 método QUAD.

Erroinseridoem AX,. | Erroinseridoem AXgc | Erroinserido em AXgg
1° Experimento +10cm —10cm +10cm
2° Experimento +30cm —30cm +30cm
3° Experimento +50 cm —50cm +50 cm

Analisando as Tabela 6.122 e 6.46, nota-se que no primeiro experimento, foram
inseridos outliers de baixa magnitude (da mesma ordem de grandeza do MDB destas
observacdes), no segundo experimento, foram inseridos outliers de magnitude relativamente
alta (entre 2 e 7 vezes o MDB destas observacgdes), e no terceiro experimento, foram inseridos
outliers de alta magnitude (entre 3 e 12 vezes 0 MDB destas observacoes).

No primeiro experimento, como algumas observagdes (referentes a mesma linha-base)
possuem covariancias ndo nulas, seguindo a metodologia apresentada em Guo et al. (2007),
primeiramente, calculou-se o indicador de sensibilidade local z; de cada uma das n = 33

observagodes, por meio da expressédo (5.35), conforme mostra a Figura 6.9.



35

283

9
58 ¢
o
i ¢
T
3 6
3
=5
g | @ *
&4
()
23 *
]
2
] * *
£1 L 2 L 2 L Jax 2 o

se® 7 .0 o,
0o —» A2 ’M %o ¢
0 5 10 15 20 25 30
Numero da Observagdo

Figura 6.9 — Indicador de sensibilidade local t; de cada uma das n = 33 observagdes.

N Lase-acy  foi ) .
Para a escolha das observacdes “quase-acuradas”, foi aplicado o critério apresentado

na expresséo (5.36), substituindo o termo Vo2 nesta expresséo por seu robust least median of
squares estimator, dado pela expressao (5.37).

Desta forma, arbitrando o valor da constante K em (5.36) por K = 1,5 (para maiores
detalhes, ver, por exemplo, GUO et al., 2007), as observagdes selecionadas como “quase
acuradas” serdo aquelas cujos indicadores de sensibilidade local apresentam valor inferior a
7; < 1,41. A Figura 6.10 apresenta graficamente a linha com o valor critico (t; = 1,41) para

os indicadores de sensibilidade local das observagdes.
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Figura 6.10 — Indicadores de sensibilidade local das observacdes e o valor critico ; = 1,41.
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Analisando a Figura 6.10, nota-se que boa parte das observacbes apresentam seus
indicadores de sensibilidade local inferiores ao valor critico (z; = 1,41), ou seja, séo
selecionadas como “quase acuradas”. As Uunicas observagdes cujos indicadores de
sensibilidade local excederam este valor critico foram as observagdes 1 (AX4¢), 7 (AXgc), 10
(AXpp), 19 (AXFa), € 31 (AXpp).

Desta forma, apds selecionar as observagdes quase acuradas, foi estimado o vetor dos
erros verdadeiros para todas as observacoes, por meio da expressao (5.38), que utiliza a matriz
peso modificada (desconsiderando as covariancias destas e atribuindo o peso w; = 1 para as
observacBes ndo selecionadas como quase-acuradas, sem modificar os pesos originais das

demais). A Figura 6.11 apresenta os resultados obtidos.
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Figura 6.11 — Erros estimados para as observac6es aplicando o método QUAD.

Analisando a Figura 6.11, nota-se que o fenomeno “hive-off” é observado para a
observacdo AX,., entretanto, devido a propagacéo de erros no processo de estimacéo e o fato
das observacOes AXgp € AXg4 possuirem peso praticamente nulo (pois também ndo foram
selecionadas como quase acuradas), o fendmeno “hive-off” ndo é muito evidente para as
observacdes AXg. € AXpp. Nota-se também que 0s erros estimados para AXg. € AXpp foram
inferiores aos erros propositalmente inseridos nestas (10 cm).

Para o segundo experimento da Tabela 6.122, apds inserir 0s erros propositais de
magnitude de 30cm em AX,., AXgc e AXpg, foram calculados os indicadores de

sensibilidade local das observagdes, conforme ilustra a Figura 6.12.
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Figura 6.12 — Indicador de sensibilidade local t; de cada uma das n = 33 observagdes.
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Seguindo a metodologia adotada, para a escolha das observagdes “quase-acuradas”, foi

novamente aplicado o critério apresentado na expressdo (5.36), substituindo o termo Vo2

nesta expressdo por seu robust least median of squares estimator, dado pela expresséo 5.37.

Desta forma, arbitrando o valor da constante K em (5.36) por K = 2,5, as observacdes

selecionadas como “quase acuradas” serdo aquelas cujos indicadores de sensibilidade local

apresentam valor inferior a 7; < 2,75. A Figura 6.13 apresenta graficamente a linha com o

valor critico (t; = 2,75) para os indicadores de sensibilidade local das observagdes.
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Figura 6.13 — Indicadores de sensibilidade local das observagdes e o valor critico 1; = 2,75.
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Analisando a Figura 6.13, nota-se que praticamente todas as observacOes relativas ao
eixo cartesiano X ndo foram selecionadas como quase acuradas, pois seus indicadores de
sensibilidade local excederam o valor critico (t; = 2,75). As Unicas observagdes referentes a
este eixo cartesiano cujas observacOes foram selecionadas como quase acuradas foram as
observacles 16 (AXpg) € 22 (AXgc).

Desta forma, apds selecionar as observagdes quase acuradas, foi estimado o vetor dos
erros verdadeiros para todas as observacfes, por meio da expressdo (5.38), utilizando
novamente a matriz peso modificada (desconsiderando as covariancias destas e atribuindo o
peso w; = 1 para as observacbes ndo selecionadas como quase-acuradas, sem modificar os

pesos originais das demais). A Figura 6.14 apresenta os resultados obtidos.
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Figura 6.14 — Erros estimados para as observac6es aplicando o método QUAD.

Analisando a Figura 6.14, nota-se que o fenomeno “hive-off” é devidamente observado
para as trés observacdes contaminadas AX,., AXgc € AXpg, identificando corretamente as
observagdes com erros. Este resultado é interessante, pois, das onze observac@es referentes ao
eixo cartesiano X, somente duas foram selecionadas como quase acuradas (AXpg € AXgc), OU
seja, as nove restantes eram candidatas a ter erro. Mesmo assim, dentre estas nove
observagdes, o0 método QUAD conseguiu identificar, por meio do fendmeno “hive-off”, as
Unicas trés observacGes contaminadas por outliers corretamente (AX,., AXgc € AXpg),
enquanto para as seis observagdes restantes, a magnitude de seus erros estimados possuiu a
mesma ordem de grandeza do restante das observagdes, que foram selecionadas como “quase

acuradas”.
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Provavelmente, isto se deve ao fato que os outliers inseridos nas trés observacoes,
possuem uma magnitude relativamente alta (30 cm), ou seja, 0 método QUAD se mostra
bastante efetivo para outliers de alta magnitude.

Finalmente para o terceiro experimento da Tabela 6.122, apds inserir 0S erros
propositais de alta magnitude de 50 cm em AX,., AXgc € AXpg, foram calculados os

indicadores de sensibilidade local das observacdes, conforme ilustra a Figura 6.15.
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Figura 6.15 — Indicador de sensibilidade local t; de cada uma das n = 33 observagdes.

Seguindo a metodologia adotada, para a escolha das observacdes “quase-acuradas”, foi

novamente aplicado o critério apresentado em (5.36), substituindo o termo Vo2 nesta
expressao por seu robust least median of squares estimator, dado pela expresséo 5.37.

Desta forma, arbitrando o valor da constante K em (5.36) por K = 2,5 as observacdes
selecionadas como “quase acuradas” serdo aquelas cujos indicadores de sensibilidade local
apresentam valor inferior a 7; < 3,17. A Figura 6.16 apresenta graficamente a linha com o

valor critico (t; = 3,17) para os indicadores de sensibilidade local das observagdes.
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Figura 6.16 — Indicadores de sensibilidade local das observagdes e o valor critico 1;= 3,17.
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Analisando a Figura 6.16, nota-se que praticamente todas as observacdes relativas ao

eixo cartesiano X ndo foram selecionadas como quase acuradas, pois seus indicadores de

sensibilidade local excederam o valor critico (t; = 3,17).

Novamente, as Unicas observacOes referentes a este eixo cartesiano cujas observagdes

foram selecionadas como quase acuradas foram as observacoes 16 (AXpg) € 22 (AXgc).

Desta forma, apds selecionar as observacdes quase acuradas, foi estimado o vetor dos

erros verdadeiros para todas as observacdes, por meio da expressdo (5.38), utilizando mais

uma vez a matriz peso modificada (desconsiderando as covariancias destas e atribuindo o

peso w; = 1 para as observacfes ndo selecionadas como quase-acuradas, sem modificar os

pesos originais das demais). A Figura 6.17 apresenta os resultados obtidos.
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Figura 6.17 — Erros estimados para as observacdes aplicando o método QUAD.

Analisando a Figura 6.17, nota-se que o fendmeno “hive-off” é mais uma vez
observado para as trés observacdes contaminadas AX,., AXgz- € AXpg, embora, novamente,
das onze observacdes referentes ao eixo cartesiano X, somente duas foram selecionadas como
quase acuradas (AXpg € AXgc), OU Seja, as nove restantes eram candidatas a estarem com
erros. Analisando e comparando ainda as Figuras 6.14 e 6.17, nota-se também que, com a
magnitude maior dos erros propositalmente inseridos, mais evidente se tornou o fendmeno
“hive-off” para as trés observagdes contaminadas, ou seja, 0 método QUAD definitivamente
se mostrou bastante efetivo para outliers de alta magnitude.

Para verificar se de fato o método QUAD n&o é muito efetivo para outliers de “baixa”
magnitude, o0 mesmo também foi aplicado no segundo experimento da Tabela 6.119 (insercéo
de um erro proposital de +20 cm em AXpg, +10 cm em AXy; € - 10 cm em AXpg), para o
qual tanto o procedimento data snooping quanto o teste para multiplos outliers se mostraram
eficientes.

Desta forma, ap0s inserir 0s erros propositais de magnitude de +20 cm em AXpg,
+10 cm em AX 4 e - 10 cm em AXp g, foram calculados os indicadores de sensibilidade local

das observagdes, conforme ilustra a Figura 6.18.
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Figura 6.18 — Indicador de sensibilidade local t; de cada uma das n = 33 observagdes.

Seguindo a metodologia adotada, para a escolha das observagdes “quase-acuradas”, foi

novamente aplicado o critério apresentado em (5.36), substituindo o termo Vo2 nesta
expressao por seu robust least median of squares estimator, dado pela expresséo 5.37.

Desta forma, arbitrando o valor da constante K em (5.36) por K = 1,5 as observacdes
selecionadas como “quase acuradas” serdo aquelas cujos indicadores de sensibilidade local
apresentam valor inferior a 7; < 1,65. A Figura 6.19 apresenta graficamente a linha com o

valor critico (t; = 1,65) para os indicadores de sensibilidade local das observagdes.
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Figura 6.19 — Indicadores de sensibilidade local das observages e o valor critico t; = 1,65.
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Analisando a Figura 6.19, nota-se que, as observacOes cujos indicadores de
sensibilidade local excederam o valor critico (z; = 1,65), ndo sendo, portanto, selecionadas
como quase acuradas, foram as observacgoes 7 (AXgc), 10 (AXgp), 13 (AXp¢), 16 (AXpg), 19
(AXgp4), 22 (AXgc), 25 (AXEpg), 28 (AXpp) e a 31 (AXgp).

Logo, as duas Unicas observagdo selecionadas como quase acuradas, referente ao eixo
cartesiano X, foram as observacdes 1 (AX,.) e, curiosamente, a observacdo 4 (AX,g), embora
esta contenha um erro proposital de +10 cm.

Salienta-se que o valor da constante K foi arbitrado em K = 1,5 (lembrando que,
usualmente, de acordo com a literatura, 1,5 < K < 2,5). Ou seja, seguindo a metodologia
apresentada em Gui et al. (2007), a observacdo AX,g seria selecionada como quase acurada
para qualquer valor da constante K entre 1,5 < K < 2,5.

Ap0s selecionar as observacdes quase acuradas (com a observacdo AX,; selecionada
erroneamente), foi estimado o vetor dos erros aleatdrios para todas as observac6es, por meio
da expressao (5.38), utilizando mais uma vez a matriz peso modificada (desconsiderando as
covariancias destas e atribuindo o peso w; = 1 para as observacfes ndo selecionadas como
quase-acuradas, sem modificar os pesos originais das demais). A Figura 6.20 apresenta 0s

resultados obtidos.
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Figura 6.20 — Erros estimados para as observagoes aplicando o método QUAD.

Analisando a Figura 6.20, nota-se que o fenomeno “hive-off” ndo é perfeitamente
observado, embora as observagdes 16 (AXpg) e 25 (AXgg) apresentem seus erros estimados

relativamente superiores aos das demais observacdes, porém, em termos absolutos de
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magnitude, menos de 3 vezes maior do que boa parte das demais observacdes, ou seja, 0
fendmeno “hive-off” ndo pode ser considerado conclusivo para este caso, tal como foi para os
dois ultimos experimentos anteriores, por exemplo.

Portanto, pode-se concluir que para outliers de baixa magnitude, o método QUAD,
pelo fato de se utilizar do fendmeno “hive-off” para a localizagdo dos outliers, ndo se mostrou
muito efetivo, devido a propagacdo de erros nas observacOes, além da propria magnitude
relativamente baixa destes.

Inclusive, para estes casos, seguindo a metodologia encontrada na literatura, 0 método
QUAD pode selecionar erroneamente uma observacdo contaminada por erro como quase
acurada.

Por fim, um ultimo experimento realizado com o método QUAD, foi para verificar se
0 mesmo também ¢ suscetivel a algumas “armadilhas” que podem ocorrer na pratica. Desta
forma, novamente foram inseridos erros propositais de +20 cm nas observacdes de AZgp,,
AZpc, AZ gy, AZpp € AZpg, OU Seja, como se a coordenada Z fosse contaminada por um erro
sistematico de —20 cm nas respectivas observacdes das cinco linhas-base que contém o
vértice F na rede (Figura 6.1).

Desta forma, ap0s inserir 0s erros propositais de +20 cm em AZg,, AZgc, AZpg, AZgp €
AZgg, Toram calculados os indicadores de sensibilidade local das observagbes, conforme

ilustra a Figura 6.21.
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Figura 6.21 — Indicador de sensibilidade local t; de cada uma das n = 33 observagoes.
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Seguindo a metodologia adotada, para a escolha das observagdes “quase-acuradas”, foi

novamente aplicado o critério apresentado em (5.36), substituindo o termo Vo2 nesta
expressao por seu robust least median of squares estimator, dado pela expresséo 5.37.

Desta forma, arbitrando o valor da constante K em (5.36) por K = 1,5 as observacdes
selecionadas como “quase acuradas” serdo aquelas cujos indicadores de sensibilidade local
apresentam valor inferior a 7; < 1,02. A Figura 6.22 apresenta graficamente a linha com o

valor critico (t; = 1,02) para os indicadores de sensibilidade local das observacdes.
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Figura 6.22 — Indicadores de sensibilidade local das observagdes e o valor critico 1; = 1,02.

Analisando a Figura 6.22, nota-se que as duas unicas observacdes que apresentaram
seus indicadores de sensibilidade local superior ao valor critico (t; = 1,02), ndo sendo,
portanto, selecionadas como quase acuradas, foram as observacoes 4 (AX,z) € 16 (AXpg).

Apbs selecionar as observacdes quase acuradas, foi estimado o vetor dos erros
aleatdrios para todas as observacdes, por meio da expressdo (5.38), utilizando mais uma vez a
matriz peso modificada (desconsiderando as covariancias destas e atribuindo o peso w; =1
para as observacOes nao selecionadas como quase-acuradas, sem modificar 0s pesos originais

das demais). A Figura 6.23 apresenta os resultados obtidos.
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Figura 6.23 — Erros estimados para as observacdes aplicando o método QUAD.

Analisando a Figura 6.23, nota-se que as duas Unicas observacdes cujos erros
estimados foram relativamente maiores que das demais foram as observacbes 3 (AZ,;) € 4
(AXpE). Porém, devido a pequena diferenca entre os erros estimados das observacdes, mais
uma vez o fendmeno “hive-off” ndo pode ser considerado conclusivo.

Portanto, 0 método QUAD, tal como o procedimento de teste data snooping, falhou
perante a “armadilha” de se inserir erros propositais de +20 cm em AZg,, AZp¢, AZgg, AZgp €
AZpp.

Entretanto, é importante salientar que, apesar de suas limitacdes, o0 método QUAD se
mostra uma alternativa interessante aos rigorosos procedimentos de testes estatisticos para a
deteccdo e identificacdo de outliers, especialmente no caso de outliers de alta magnitude.

Portanto, devido ao fato do método QUAD utilizar um procedimento de célculo mais
simples, e, principalmente, ndo necessitar de um processo iterativo, sendo de (relativo) baixo
custo computacional, o0 mesmo pode ser utilizado como uma estratégia preliminar para a
identificacdo de outliers de alta magnitude, para sO entdo, apds este, se empregar 0S
procedimentos de testes estatisticos para a identificacdo de possiveis outliers remanescentes
nas observacgoes.

Importante ressaltar que o método QUAD ndo possui medidas de confiabilidade
associadas, além de ndo ser formulado com base em critérios estatisticos, fazendo uso
unicamente do fenomeno “hive-off” para a identificagdo simultdnea de outliers, pressupondo
que as observagdes quase acuradas foram selecionadas corretamente. Portanto, nos estudos

sobre 0 método QUAD, pode-se verificar também os coeficientes de correlagdo maltipla das
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observagdes ndo selecionadas como quase acuradas, os diferentes valores para o0 MDB das
observagbes contaminadas com erros e etc.,, visando investigar se as medidas de
confiabilidade das observacdes podem fornecer informacdes Uteis sobre quais serdo as
observacdes selecionadas como quase-acuradas com a aplicacdo do método QUAD.

Além disso, 0 método QUAD também ndo possui uma das principais limitacGes dos
testes estatisticos para maltiplos outliers, que € a definicdo adequada do nimero de outliers g
considerado, pois estes surgem de maneira simultdnea por meio do fendmeno ‘“hive-off”,
quando este ocorre.

Por ser um método relativamente recente, recomenda-se ainda mais estudos sobre o
QUAD, alterando, por exemplo, o nimero de outliers considerados, bem como a magnitude e

o sinal destes.
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7 CONSIDERACOES FINAIS, CONCLUSOES E RECOMENDACOES

7.1 Consideracdes Finais

Nesta pesquisa, apresentou-se uma ampla revisdo tedrica sobre o tema controle de
qualidade no ajustamento de observacdes geodésicas, contemplando o método dos mininos
quadrados, sua interpretacdo geometrica e propriedades, os testes estatisticos para a detecgdo
e a identificacdo de erros, bem como a teoria de confiabilidade associada a estes, tanto por
meio da abordagem convencional (considerando apenas um outlier por vez), quanto a
abordagem mais recente, considerando a existéncia de maultiplos outliers de maneira
simultadnea. Também foi apresentado o método QUAD, uma outra abordagem recente para 0
controle de qualidade do ajustamento, e alternativa aos procedimentos de testes descritos.

Antes da realizacao desta pesquisa, poucos trabalhos no &mbito nacional, referentes ao
tema controle de qualidade no ajustamento de observacdes geodésicas haviam sido realizados,
principalmente considerando a abordagem mais recente da teoria de confiabilidade, ou seja, a
sua generalizacdo para mdaltiplos outliers simultaneos. Além disso, no cenario nacional,
também ndo se tinha o conhecimento de nenhum estudo realizado sobre 0 método QUAD.

Importante mencionar que, por serem estratégias de controle de qualidade
relativamente recentes, poucos estudos no cenario internacional sobre a teoria de
confiabilidade generalizada para multiplos outliers e 0 método QUAD também haviam sido
realizados até entdo.

Nos experimentos realizados nesta dissertacdo, procurou-se investigar como a questao
das variancias e covariancias das observacoes, além da geometria (configuracdo) de uma rede
geodésica, podem influenciar nas medidas de confiabilidade consideradas, tanto no caso
convencional, quanto no caso generalizado. Também se fez um estudo comparativo entre 0s
testes estatisticos para a identificacdo de erros, utilizando tanto a abordagem convencional
(procedimento data snooping, considerando apenas um outlier por vez), quanto os testes
estatisticos para a identificacdo de maultiplos outliers simultdneos nas observacoes.
Finalmente, um estudo comparativo entre a abordagem alternativa do método QUAD e 0s

referidos testes estatisticos também foi realizado.



297

7.2 Conclusdes

Sobre o estudo tedrico dos métodos convencionais e do estado da arte sobre o tema
proposto, pode-se concluir que o objetivo foi concluido com éxito.

A respeito da revisdo tedrica da parte convencional, buscou-se produzir um texto
didatico, com maior desenvolvimento na explicacdo principalmente das formulas, objetivando
demonstrar os fundamentos envolvidos no desenvolvimento dos testes estatisticos e das
medidas de confiabilidade convencionais. Consultando a bibliografia nacional na area da
Geodésia ndo se encontra um trabalho com tal detalhamento dos métodos convencionais do
controle de qualidade. Além disso, mesmo na bibliografia internacional sobre o tema, muito
do desenvolvimento tedrico dos métodos encontra-se de forma “fragmentada”. Desta forma,
espera-se que a revisdo apresentada nesta dissertagdo seja uma fonte de consulta para os
interessados em entender de forma ampla o desenvolvimento do controle de qualidade do
ajustamento usualmente aplicado na pratica.

A respeito da revisdo tedrica do estado da arte do tema proposto, apresentou-se o atual
estado da arte das medidas de confiabilidade convencionais, agora ampliada para casos
generalizados. Ainda ndo se encontra no cenario nacional tal abordagem, e desta forma, esta
dissertacdo pretende contribuir também neste sentido.

Métodos alternativos atuais para identificacdo de erros também foram estudados, do
qual foi detalhado o método QUAD. A respeito deste método é importante enfatizar que a
expressdo (5.38) foi desenvolvida nesta presente dissertacdo como uma alternativa mais
simples do que a apresentada pelos autores do método (expressdo 5.34), e que chega aos
mesmos resultados.

Partindo para os experimentos realizados, primeiramente, sobre as medidas de

confiabilidade das observagdes, em termos gerais, pode-se concluir que:

" Linhas-base compostas por um ponto de controle e um ponto desconhecido, em
geral, apresentam maiores valores para seus numeros de redundancia do que
linhas-base compostas por dois pontos desconhecidos, ou seja, quanto menor o
nimero de parametros incognitos diretamente relacionados com uma

observacdo, maior o seu numero de redundancia;
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Linhas-base compostas por um ponto de controle e um ponto desconhecido, em
geral, apresentam menores valores para 0 MDB de suas observagdes do que
linhas-base compostas por dois pontos desconhecidos, ou seja, quanto menor o
nimero de pardmetros incognitos diretamente relacionados com uma

observacdo, menor o seu MDB;

Quando a MVC das observacdes possui estrutura bloco diagonal, e além disso,
as covariancias nao nulas das observacdes sdo muito menores que as variancias
destas (como por exemplo, cerca de 100 vezes), os numeros de confiabilidade

das observacdes, em termos praticos, sao iguais aos numeros de redundancia;

A confiabilidade interna a priori € uma boa aproximacdo da confiabilidade
interna, sendo gque para observacdes com um nimero de redundancia maior do
gue o numero de redundancia medio das observacOes, a confiabilidade interna
tende a ser subestimada (o menor erro detectavel a priori € maior do que o
calculado ap6s o ajustamento), enquanto para observa¢fes com um namero de
redundéncia menor do que o nimero de redundancia medio das observacdes, a
confiabilidade interna tende a ser superestimada (0 menor erro detectavel a

priori € menor do que o calculado ap6s o ajustamento);

Entretanto, ressalva-se que estipulando uma geometria a priori para a rede € a
precisdo esperada para as observacgdes, pode-se definir a matriz design A e uma
aproximacdo da matriz peso W, e assim, calcular um valor mais préximo para
o0 MDB das observacdes, utilizando a sua expressao original ao invés da

expressao simplificada da confiabilidade interna a priori;

Os coeficientes de correlacdo multipla das observagdes ndo dependem somente
das covariancias destas, mas também da geometria do problema, e desta forma,
observagdes com covariancias nulas podem apresentar maior valor para o seu
coeficiente de correlacdo maultipla do que observagdes com covariancias nao

nulas, porém referentes a eixos cartesianos distintos, por exemplo;

Quando a rede geodésica apresenta muita redundancia (ou seja, um nimero de

observagGes muito maior do que o numero de parametros), as medidas de
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confiabilidade para multiplos outliers simultdneos, na maior parte dos casos,
em pouco difere das medidas de confiabilidade convencionais (considerando
apenas um outlier por vez), pois os coeficientes de correlacdo multipla tendem
a diminuir conforme se aumenta o numero de observacdes. Entretanto, quando
a rede geodésica ndo apresenta muita redundancia, os coeficientes de
correlacdo multipla das observacbes tendem a ser relativamente maiores e as
medidas de confiabilidade da abordagem convencional podem diferir

consideravelmente da abordagem generalizada para multiplos outliers;

" Ressalva-se também a importancia de analisar as medidas de confiabilidade de
maneira conjunta, pois uma observacdo pode ter um alto numero de
redundéncia, mas também um alto valor para o seu MDB, e além disso, uma
influéncia relativamente baixa de seu MDB sobre os parametros, ou seja, estas
medidas podem ordenar as observagOes de maneiras distintas, em termos de
confiabilidade, e a andlise isolada de apenas uma destas pode ndo ser coerente

com a realidade do problema;

" Como a confiabilidade das observacdes diminui aumentando o numero de
outliers simultdneos considerado, e como as medidas de confiabilidade
independem do valor numérico das observacdes (ou seja, podem ser estimadas
antes da etapa de campo), um exemplo de aplicacdo da teoria de confiabilidade
generalizada para maltiplos outliers é o planejamento de uma rede geodeésica
para que esta seja “resistente a q outliers simultaneos”. Ou seja, pode-se
estipular a priori uma geometria para a rede, a precisdo esperada para as
observacdes, os niveis de probabilidade assumidos e 0 nimero g de outliers
simultaneos considerado, e entdo calcular as medidas de confiabilidade para q
outliers. Caso os valores obtidos sejam muito elevados, segundo algum critério
de tolerancia estipulado pelo geodesista, pode-se melhorar a geometria da rede
(como o nimero de observacOes e de parametros), e a precisao das observacoes
(por meio da selecdo de equipamentos e técnicas de posicionamento mais

adequadas).

Sobre a influéncia das variancias e covariancias das observacoes sobre as medidas de

confiabilidade, pode-se afirmar que:
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Multiplicando a MVC das observacGes por um escalar qualquer K, a
confiabilidade interna e a confiabilidade externa destas aumenta (ou diminui)
numa proporcéo VK, enquanto os nimeros de redundancia e de confiabilidade

permanecem 0S mesmaos;

Importante ressaltar que, multiplicando as observacdes por um escalar qualquer
K, a hierarquia das observacdes, em termos relativos de confiabilidade,

permanece a mesma para todas as medidas consideradas;

Quando a MVC das observacGes é diagonal, 0o MDB de uma observacao para
multiplos outliers simultaneos é igual ao MDB desta no caso convencional,
quando as demais observacdes suspeitas sdo referentes a eixos cartesianos

distintos;

Quanto menor a razdo de grandeza entre as variancias e covariancias das
observacdes, menor é a diferenga entre os nimeros de redundancia e de
confiabilidade, e quanto maior a razdo de grandeza entre as variancias e
covariancias, maior € a diferenca entre os numeros de redundéncia e de

confiabilidade destas;

Aumentando somente as covariancias das observacfes por um escalar K, a
diferenca (em %) entre os numeros de confiabilidade e de redundancia destas
aumenta em um fator K2, e desta forma, é importante a determinacéo adequada
das covariancias, nao apenas para que a solucdo pelo MMQ possua Otimas
propriedades, mas também para que as medidas de confiabilidade obtidas

sejam de fato adequadas com a dependéncia estatistica das observacoes;

Como as varidncias e covariancias das observacfes estdo intimamente
relacionadas com a precisdo dos equipamentos e/ou das técnicas de
posicionamento utilizadas, ressalva-se a importancia da escolha de métodos e
equipamentos adequados na etapa de planejamento da rede, considerando nao

SO a precisdo esperada para 0s parametros estimados, como também a
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confiabilidade das observagoes;

Em relacdo a questdo da geometria/configuracdo da rede em estudo e as medidas de

confiabilidade, conclui-se que:

" Embora os coeficientes de correlacdo mdaltipla das observagdes possam
aumentar ou diminuir, alterando a geometria da rede por meio da exclusdo de
linhas-base, como a redundancia do sistema diminui excluindo observacdes, o
MDB de uma observagdo sempre aumenta (ou permanece 0 mesmo), € O
namero de redundancia de uma observacdo sempre diminuiu (ou permanece o

mesmo), tanto no caso convencional quanto no caso generalizado;

. A inclusdo de observagdes “repetidas” melhora consideravelmente a
confiabilidade das demais observacdes que foram “repetidas”, e pouco afeta as

medidas de confiabilidade das observacdes restantes;

" Além disso, a influéncia de um possivel erro ndo detectado em uma
observacdo, reduz pela metade em todos os parametros, quando existe uma
observagdo “repetida” para esta. Mais ainda, a influéncia méaxima de possiveis
erros nao detectaveis em duas observacbes (de maneira simultanea), diminui
trés vezes sobre todos os parametros, quando existe uma observagdo “repetida”

para cada uma destas duas observagoes;

. Também, a influéncia de possiveis erros ndo detectados nas observacdes sobre
um parametro especifico podem reduzir muito, quando existem observacdes
“repetidas” diretamente relacionadas com este parametro. Desta forma, para 0s
parametros considerados de maior importancia na rede (coordenadas de algum
vértice em especifico, por exemplo), a coleta de observacdes “repetidas” pode
ser uma estratégia interessante para melhorar a confiabilidade dos resultados,
quando a ocupacdo de novos Vvértices ndo seja disponivel ou economicamente

viavel para o projeto;

" Uma observacgdo de precisdo relativamente inferior pode afetar negativamente

as medidas de confiabilidade das demais observacbes, pois, por ter uma
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precisdo menor, possui menos peso no processo de estimacdo dos parametros,
e desta forma, a influéncia das demais observagdes sobre os pardmetros é
maior (ou seja, devido ao maior peso, possiveis erros ndo detectados nestas
podem ser diretamente absorvidos pelos parametros no processo de estimacao,
reduzindo desta forma a controlabilidade destas observages). Isto demonstra a
importancia de se ter um modelo estocastico 0 mais homogéneo possivel, ou
seja, cujas observacdes possuam precisdes de grandeza equivalente, para que
as medidas de confiabilidade de algumas observacdes ndo sejam degradas em
virtude da preciséo inferior de outras observagdes. Além disso, aumentando ou
diminuindo a redundancia do sistema, por meio de alteracbes na configuracdo
da rede, em geral a confiabilidade das observacdes de precisdo inferior sdo

pouco afetadas em relacdo a confiabilidade das demais;

As medidas de confiabilidade para multiplos outliers simultdneos sdo mais
sensiveis a alteracbes na geometria da rede do que as medidas de
confiabilidade convencionais, pois, por considerarem a existéncia de multiplos
outliers de maneira simultanea, evidenciam melhor as mudangas que ocorrem

na configuracdo da rede;

Além disso, a confiabilidade externa € muito mais afetada com modificacdes
na geometria da rede do que as demais medidas de confiabilidade
consideradas. Retirando linhas-base da rede, os numeros de redundéancia
sempre tendem a diminuir e os MDB das observagdes sempre tendem a
aumentar (pois a redundancia do sistema diminui), mas a influéncia de
possiveis erros ndo detectados sobre os parametros pode aumentar
consideravelmente, ou até mesmo diminuir consideravelmente, e tal fato realga
mais uma vez a importancia de se analisar as medidas de confiabilidade de
uma maneira conjunta. Como geralmente, na préatica, se esta mais interessado
na influéncia de possiveis erros ndo detectados nas observagdes sobre 0s
resultados do ajustamento, ou seja, no vetor dos parametros estimados
(confiabilidade externa), ao invés da magnitude destes (confiabilidade interna),
ou na parcela destes que é refletida nos residuos (nimero de redundéancia),
recomenda-se utilizar como critério de confiabilidade das observacdes, na

etapa de planejamento da geometria de uma rede geodésica, a confiabilidade



303

externa, seja em conjunto com o MDB e o nimero de redundéncia destas, ou

~

nao,

Mais ainda, diminuindo significativamente o nimero de observacdes, por meio
da exclusdo de um Vértice, por exemplo, pode ocorrer do MDB das
observagOes restantes ndo ser muito alterado, entretanto, a influéncia destes
sobre os parametros pode aumentar consideravelmente. Desta forma, ressalva-
se mais uma vez a importancia de se analisar as medidas de confiabilidade de
maneira conjunta, pois, por meio da analise da confiabilidade interna, pode-se
concluir que a exclusdo de diversas linhas-base, por meio de um vértice, ndo
afetaria muito o MDB das observacdes restantes, enquanto por meio da analise
da confiabilidade externa, se verificaria que a influéncia de possiveis erros nao
detectados sobre os parametros se tornaria muito mais critica, embora a

magnitude destes praticamente ndo tenha aumentado;

Curiosamente, quando um vértice desconhecido esta contido somente em duas
linhas-base, 0 MDB das observacdes desta linha-base, referentes ao mesmo
eixo cartesiano, se tornam numericamente iguais, mesmo que estas
observacGes possuam precisdes diferentes, ou que uma linha-base seja
composta por um ponto de controle e um ponto desconhecido e a outra por dois
pontos desconhecidos. Mas embora a confiabilidade interna se torne igual
nestes cenarios, os numeros de redundéncia e a confiabilidade externa destas

observacOes permanecem diferentes;

Além disso, quando um veértice desconhecido estd contido somente em duas
linhas-base, os coeficientes de correlagdo mdaltipla entre as duas observagoes
destas, referentes a0 mesmo eixo cartesiano, se tornam iguais a 1, e desta
forma, ndo é possivel localizar erros nestas observacgdes, simultaneamente. Em
um cendrio ideal, onde se fosse possivel “repetir” todas as observagdes, sem
acarretar em custos extras ao projeto, se teria uma controlabilidade a erros para
todas as observagOes, considerando dois outliers simultaneos, ndo importa o
modelo de erro adotado. Da mesma maneira, para trés outliers simultaneos, o

namero de observacdes repetidas deveria ser duplicado, e assim por diante;
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Portanto, quando a rede apresenta baixa redundancia, e cada Vértice
desconhecido esta contido somente em duas linhas-base distintas, as medidas
de confiabilidade para maltiplos outliers simultaneos séo iguais as medidas de
confiabilidade convencionais, ou, dependendo do modelo de erro considerado,

ndo é possivel detectar erros de maneira simultnea nas observagdes;

Nestes cenarios onde nédo se é possivel identificar erros de maneira simultanea
em algumas observacgdes, recomenda-se também utilizar a teoria convencional
de confiabilidade (considerando um outlier por vez apenas), pois em muitos
destes casos, 0s erros ainda possuem uma ordem de grandeza passivel de ser

detectada pelo procedimento data snooping;

Sobre os pontos de controle em uma rede geodésica, quando injuncionados de
maneira absoluta, estes permanecem com suas coordenadas fixas durante o
processo de estimagdo (pois estas sao tratadas como constantes “conhecidas”, e
ndo como parametros incognitos). Desta forma, os pontos de controle atuam
como uma “barreira” na propagacao de erros entre diferentes observacoes, pois
0s erros nestas s6 podem ser refletidos nos respectivos residuos, ou absorvidos
pelas coordenadas dos pontos desconhecidos da rede. Portanto, a localizagéo
dos pontos de controle na rede pode fazer com que a mesma seja “dividida” em
diferentes regides: Para observacdes de uma mesma regido, os coeficientes de
correlacdo multipla podem ser relativamente altos, enquanto para observacgdes
de regides distintas, os coeficientes de correlagdo mdaltipla podem ser
relativamente baixos. De maneira resumida, pode-se dizer que a localizacdo
dos pontos de controle na rede afeta diretamente os coeficientes de correlacdo
multipla das observacdes, e conseqlientemente, as medidas de confiabilidade

destas para multiplos outliers simultaneos;

Por exemplo, quando o ponto de controle possui uma localiza¢do central na
rede, a correlacdo de observacOes de diferentes linhas-base apresenta um
carater mais “local”, pois, devido ao fato do ponto de controle atuar como uma
“barreira” na propagagdo de erros na rede, 0S coeficientes de correlacdo

multipla de observacgdes mais afastadas na rede tendem a ser baixos;
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" Quando um par de linhas-base contém um ponto de controle cada e 0 mesmo
vértice desconhecido, mesmo excluindo diversas linhas-base que também
contenham este vértice desconhecido, as medidas de confiabilidade das
observacOes destas duas linhas-base ndo se alteram muito, contanto que as duas
possuam precisdes semelhantes. Portanto, uma estratégia interessante a se
adotar no planejamento de uma rede geodésica, é garantir que o maximo de
vértices desconhecidos desta estejam contidos em pelo menos duas linhas-base

distintas que também contenham pontos de controle;

" Além disso, uma linha-base composta por dois vértices desconhecidos propaga
(distribui) possiveis erros ndo detectados principalmente sobre estes dois
vértices desconhecidos que a compdem, exercendo pouca influéncia nos
demais vértices desconhecidos da rede, enquanto uma linha-base composta por
um ponto de controle e um vértice desconhecido ndo propaga possiveis erros
sobre o ponto de controle, somente para o seu vértice desconhecido (ou seja,
ndo distribui estes erros nos dois vertices). Isto faz com que a influéncia de
possiveis erros ndo detectados desta linha-base com um ponto de controle e um
ponto desconhecido sobre os demais vértices da rede seja maior do que caso
esta linha-base fosse constituida por dois pontos desconhecidos. Em outras
palavras, embora 0 MDB de uma observacdo de uma linha-base composta por
um ponto de controle e um ponto desconhecido, em geral, seja menor do que o
MDB de uma observacdo de uma linha-base composta por dois pontos
desconhecidos, a sua influéncia sobre os pardmetros, quando nao detectado, €

maior, e portanto, mais critica;

Sobre 0s testes estatisticos para a deteccdo e a identificacdo de erros, se constatou que:

. Mesmo que o teste global do ajustamento seja “ndo rejeitado”, recomenda-se a
realizacdo do procedimento data snooping, pois a existéncia de um ou mais
residuos discrepantes no conjunto de observagdes pode ser negligenciada pelo
teste global, quando o numero de graus de liberdade do sistema ¢ elevado;

" Entretanto, o teste global do ajustamento retém sua importancia, pois as

medidas de confiabilidade consideradas sdo relativas a testes para a
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identificacdo (localizagéo) de erros nas observagfes, mas ndo, por exemplo, no
modelo estocastico, enquanto o teste global do ajustamento é um teste para a
deteccdo de erros no modelo (sejam estes nas observacGes, no modelo
estocastico, no modelo funcional e etc.). Além disso, 0 mesmo tem um custo
computacional relativamente simples, e também pode dar uma informacao

geral sobre as outras causas que podem levar a falha do mesmo;

Tanto o procedimento data snooping quanto os testes estatisticos para
multiplos outliers simultdneos podem localizar corretamente todas as
observagdes contaminadas por erros. Entretanto, ambas estratégias apresentam
um custo computacional relativamente alto, pois o data snooping necessita
refazer o ajustamento e 0s n testes em um processo iterativo, cada vez que uma
observacao suspeita é identificada e removida do modelo (diminuindo assim a

redundancia do sistema), enquanto a abordagem para mdltiplos outliers
simultaneos requer o calculo de (’;) testes estatisticos, um para cada modelo de

erro possivel, estipulado o nimero de outliers g considerado.

Ressalva-se também que deve-se ter cuidado na aplicacdo dos testes
estatisticos para identificacdo de erros, pois 0s mesmos podem ser suscetiveis a
algumas ‘“armadilhas”, como 0s fendmenos swamping e masking,
principalmente o data snooping, na existéncia de mdaltiplas observacoes

contaminadas por outliers, pois este considera apenas uma observacéo por vez;

Dependendo do caso, as medidas de confiabilidade convencionais podem ser
mais realistas do que as medidas de confiabilidade generalizadas para
multiplos outliers, e vice-versa. Importante ressaltar que todas estas medidas
de confiabilidade sé sdo de fato verdadeiras quando a hipétese alternativa, bem
como o poder do teste estipulado, sdo verdadeiros, 0 que nem sempre ocorre na

pratica.

De qualquer maneira, as medidas de confiabilidade generalizadas para
multiplos outliers (simultaneos) sdo sempre piores, ou, na melhor das

hipbteses, iguais as medidas de confiabilidade convencionais (considerando
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apenas um outlier por vez). Portanto, embora na prética, as medidas de
confiabilidade convencionais, em alguns, podem ser mais realistas do que as
medidas de confiabilidade generalizadas, se o planejamento de uma rede
geodeésica for feito de forma que esta seja resistente a g outliers simultaneos,
quanto maior o nimero de outliers g considerado, maior sera a “prote¢ao” da
rede a possiveis erros ndo detectados nas observacfes, pois mais baixas serdo

as medidas de confiabilidade destas.

Por Gltimo, sobre 0 método QUAD, se concluiu que:

. Para outliers de baixa magnitude, o0 método QUAD, pelo fato de se utilizar do
fenomeno “hive-off” para a localizagdo dos outliers, n&o se mostrou muito
efetivo, devido a propagacdo de erros nas observacdes, além da prépria
magnitude relativamente baixa destes. Inclusive, para estes casos, seguindo a
metodologia encontrada na literatura, o0 método QUAD pode selecionar

erroneamente uma observacdo contaminada por erro como quase acurada.

. Entretanto, quando a magnitude dos outliers é relativamente grande, o
fenomeno “hive-off” é devidamente observado, de maneira simultanea, para

todas as observacOes contaminadas;

. Devido ao fato do método QUAD utilizar um procedimento de calculo mais
simples, de (relativo) baixo custo computacional, 0 mesmo pode ser utilizado
como uma estratégia preliminar para a identificacdo de outliers de alta
magnitude, para sé entdo, apds este, se empregar 0s rigorosos procedimentos
de testes estatisticos para a identificacdo de possiveis outliers remanescentes

nas observagoes.

. Além disso, 0 método QUAD também ndo possui uma das principais
limitacbes dos testes estatisticos para multiplos outliers, que é a definicéo
adequada do numero de outliers g considerado, pois estes surgem de maneira

simultanea por meio do fendmeno “hive-off”, quando este ocorre.
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7.3 Recomendacgoes

Com a experiéncia adquirida durante realizacdo desta pesquisa, como sugestdes para

trabalhos futuros, pode-se citar:

Realizar estudos mais complexos sobre a questdo das variancias e covariancias sobre
as medidas de confiabilidade, como por exemplo, considerar uma rede geodésica cuja MVC
ndo seja apenas bloco diagonal, mas que apresente covariancias ndo nulas para diversos pares
de observacdes, ou ainda, uma rede geodésica que apresente observacdes oriundas de diversos
tipos de equipamentos e técnicas de observagdo, resultando num modelo estocéstico
heterogéneo, ou seja, de diferentes precisdes (ver, por exemplo, Hekimoglu e Erenoglu,
2007).

Outro estudo interessante a ser realizado neste sentido é alterar a precisdo de somente
algumas observagdes especificas, para verificar como fica a nova hierarquia das observagoes
em termos de confiabilidade, mantendo a geometria original do problema (ou seja, a
redundancia r = n — u do sistema e a configuragéo da rede).

Sobre a geometria da rede, um estudo interessante a ser feito é verificar se a relacdo de
proporcdo entre a influéncia de possiveis erros nas observacdes sobre 0s parametros se
mantém, adicionando mais linhas-base “repetidas” ao conjunto de observagdes (como por
exemplo, verificar como fica a confiabilidade externa, tanto no caso convencional quanto no
caso generalizado, adicionando mais uma, duas ou trés linhas-base “repetidas™).

Também recomenda-se mais investigacdes sobre o fato do MDB de duas observacdes
referentes a0 mesmo eixo cartesiano se tornar numericamente igual, quando um vértice
desconhecido esta contido somente nestas duas linhas-base da rede, verificando se isto ocorre
em outros cenarios, como por exemplo, duas linhas-base contendo dois Vértices
desconhecidos e nenhum ponto de controle, e cujas observagbes possuem precisoes
relativamente diferentes.

Além disso, nesta pesquisa s6 foram consideradas injuncdes absolutas, e certamente, o
uso de injuncdes relativas também afeta as medidas de confiabilidade, pois, neste caso,
assume-se que as mesmas possuem variancias ndo nulas, ndo sendo tratadas como constantes
durante o processo de estimacdo. Também seria interessante verificar o0 comportamento das
medidas de confiabilidade e dos testes estatisticos inserindo erros propositais nas injungdes

(tanto absolutas quanto relativas).
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Outra questdo que merece atencdo é¢ em relacdo ao modelo funcional, neste trabalho, o
modelo funcional adotado foi linear e relativamente simples (equagOes de diferencas de
coordenadas), entretanto, o modelo funcional pode ser mais complexo (ndo linear em relacédo
aos parametros), necessitando de um processo iterativo de ajustamento, como por exemplo,
em fototriangulacBes, poligonais topograficas/geodésicas, e nos diferentes modelos
matematicos no posicionamento por GNSS (Global Navigation Sattelite System).

Sobre 0s testes estatisticos para identificacdo de erros, a maior limitacdo destes ainda é
como determinar 0 ndmero de outliers existente nas observacGes de maneira correta. Os
mesmos apenas indicam qual o modelo de erro (ou seja, quais as observagdes suspeitas) que
apresentam a maior probabilidade de estarem contaminadas, simultaneamente, por erros,
contanto que o valor estipulado para g esteja correto. Desta forma, estudos neste sentido ainda
se fazem necessérios, sendo um possivel tema de pesquisa dentro desta area.

O método QUAD, por ser relativamente recente, também carece de mais estudos sobre
a eficacia do mesmo, podendo verificar como 0 mesmo se comporta em diferentes cenarios,
alterando, por exemplo, o numero de outliers considerados, bem como a magnitude e o sinal
destes. Além disso, também pode-se verificar os coeficientes de correlacdo mdultipla das
observacBes ndo selecionadas como quase acuradas, os diferentes valores para o MDB das
observacBes contaminadas com erros e etc., visando investigar se as medidas de
confiabilidade das observacdes podem fornecer informacgdes Uteis sobre quais serdo as
observacgdes selecionadas como “quase-acuradas” para a aplicacdo do método QUAD.
Também, desenvolver novos métodos para a selecdo das observacbes que serdo selecionadas
como “quase acuradas”.

Finalmente, recomenda-se mais estudos, principalmente no ambito nacional, sobre as
outras estratégias de controle de qualidade encontradas na literatura, como os métodos de

estimacdo robusta, a analise de robustez, a inferéncia bayesiana, dentre outros.
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