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RESUMO

O objetivo primordial desse trabalho estd concentrado no estudo de Curvas NURBS
(B-spline Racional Nao-Uniforme). A literatura em portugués sobre NURBS é escassa, pouco
difundida e os textos e artigos existentes tendem a ser rigorosos, longos e tedricos. Assim, o
presente estudo esté direcionado para os conceitos matematicos de NURBS, para o qual foi utilizado
uma ferramenta chamada DesignMentor com a finalidade de testar os algoritmos desses conceitos.
NURBS sao fungbes paramétricas que podem representar qualquer tipo de curva. NURBS sao
usadas em computacdo grafica na industria de CAD/CAM e estao sendo consideradas um padrao
para criar e representar objetos complexos (industria automobilistica, aviagdo e embarcagdo). As
ferramentas de criacao grafica mais sofisticadas provéem uma interface para usar NURBS, que sao
flexiveis suficiente para projetar uma grande variedade de formas. Hoje é possivel verificar o uso
expandido de NURBS, modelando objetos para as artes visuais, arte e escultura; também estao
sendo usados para modelar cenas para aplicagoes de realidade virtual. NURBS trabalha bem em
modelagem 3D, permitindo facilidade para manipular e controlar vértices, controlar curvatura e
suavidade de contornos. NURBS provém uma base matematica, unificada para representar formas

analiticas e livres além de manter exatidao e independéncia de resolugao matematica.



ABSTRACT

The primordial goal of this work is concentrated on Curves study NURBS (B-spline
Rational Not-uniform). The literature in Portuguese about NURBS is scarce, little spread and the
texts and existing articles tend to rigorous, long and theoretical being. This way, the present study
is addressed for NURBS’s mathematical concepts, for which was used a tool called DesignMentor
with the purpose of testing the algorithms of these concepts. NURBS are parametric functions
that can represent any type of curve. NURBS are used in graphic computation in CAD/CAM’s
Industry and are being considered a standard to create and to represent complex objects (auto-
mobile industry, aviation and vessel). The tools of more sophisticated graphic creation provide an
interface to use NURBS, who are enough flexible to project a great variety of forms. Today it is
possible to verify the use expanded of NURBS, modelling objects for the visual arts, art and sculp-
ture; they also are being used to model scenes for applications of virtual reality. NURBS works well
in modeling 3D, allowing easiness to manipulate and to control vertexes, control outlines curvature
and softness. NURBS result from a mathematical base, unified to represent analytic and free forms

to besides maintaining exactness and independence of mathematical resolution.



1 INTRODUCAO

Curvas NURBS - B-spline Racional Nao Uniforme - estavam direcionadas ao interesse
da comunidade de design auxiliado por computador, na qual elas se tornaram o padrao para curva
e descrigao de superficie. “B possivel verificar o uso expandido de NURBS modelando objetos
para as artes visuais, inclusive filmes e industrias de entretenimento, arte e escultura. Os seguintes
filmes usaram NURBS para construir cenas: Toy History, O Senhor dos Anéis e Matrix Reload.
NURBS, atualmente também estao sendo usadas para modelar cenas para aplicacoes de realidade

virtual. H4 expectativas que estas aplicagbes aumentem de forma gradativa” [NURBS, (a) 2001].

“As curvas e superficies NURBS tornaram-se de fato padrao de industria para re-
presentagao, projeto e troca de informacoes de dados geométricos processados por computadores.
Muitos padrées internacionais, IGES, STEP, PHIGS e OpenGL reconhecem as NURBS como
ferramentas poderosas para projeto geométrico ” [Piegl, 1997]. O sucesso enorme atras de NURBS

estd em grande parte devido ao fato que:

e NURBS provém uma base matemaética, unificada para representar ambas as formas
analiticas como sec¢bes conicas e superficies quadraticas, além de entidades de formas

livres, como corpos de carros, de navios e avioes;

e Uma das vantagens das curvas NURBS é que elas permitem representar formas ar-

bitrarias, enquanto mantém exatidao e independéncia de resolugao matematica;

e O projeto com NURBS ¢ intuitivo, quase toda ferramenta e algoritmo tem um facil

entendimento de interpretacao geométrica;
e Algoritmos NURBS sao rédpidos e numericamente estaveis;

e As curvas e superficies NURBS sao invariantes sob transformagoes geométricas co-

muns, como translagao, rotacao, paralelo, projegoes e perspectiva;

o NURBS sdo generalizagoes de curvas e superficies B-splines racionais e nao-racionais

e curvas e superficies de Bézier nao-racionais;

e NURBS sao capazes de proporcionar grande controle sobre a forma de uma curva.
Um conjunto de pontos de controle e nés, que guiem a forma da curva, pode ser

diretamente manipulado para controlar sua suavidade e curvatura;

e NURBS podem representar formas complexas, através de poucos dados. Para exempli-
ficar, é possivel aproximar um circulo por intermédio de uma seqiiéncia de segmentos

de reta, as quais exigiriam dezenas de milhares de segmentos para fazer parecer que



é um circulo, ao invés de um poligono. Definindo o mesmo circulo com uma repre-

sentagdo NURBS comporta somente sete pontos de controle.

“Além de desenhar curvas NURBS diretamente como itens graficos, pode-se usa-las
de varios outros modos que exploram suas propriedades matematicas uteis, como para guiarem ca-
minhos de animagao ou para interpolar ou aproximar dados. Também é possivel usa-las como uma
ferramenta para projetar e controlar as formas de superficies tridimensionais, gerando superficies

de revolugdo por exemplo” [NURBS - Non-Uniform Rational B-Spline, 2001].

A literatura em portugués sobre NURBS é escassa, pouco difundida e os documentos
disponiveis lidam principalmente com a matematica de splines, a qual é bastante complexa e requer
uma compreensao detalhada de teoria de spline. O propdsito deste trabalho é prover uma referéncia
dos aspectos de curvas NURBS. A seguir, ¢ feita uma breve descrigao dos capitulos que constituem

esse trabalho.

No capitulo 2, é realizado uma revisao, antecipando o ingresso ao estudo sobre NURBS.

Sao introduzidos conceitos geométricos de coordenadas homogéneas, continuidade e curvas racionais.

A partir do capitulo 3, principia a avaliacao e discussao em seu sentido amplo, referente
ao estudo sobre Curvas NURBS. Nesse capitulo, sdo apresentadas as curvas B-spline e NURBS,
no qual sdo tratados os seguintes assuntos: histéria da Spline, B-spline, Funcoes Base B-spline,
propriedades importantes de Funcoes Base B-spline, definicao de curvas B-spline, propriedades
importantes de curvas B-spline, reposicionando pontos de controle de curvas B-spline, modificando
noés de curvas B-spline; definicao de NURBS, propriedades importantes de NURBS, modificando
pesos NURBS, insercao de né em curvas B-spline/NURBS, comparagdes entre curvas B-spline com

curvas NURBS e aplicagoes usando NURBS.

Para finalizar, apresentamos as conclusoes atingidas através deste estudo.



2 CONCEITOS GEOMETRICOS

2.1 Coordenadas Homogéneas

Um dos muitos propositos aos quais se destinam o uso das coordenadas homogéneas
estd direcionado para a utilizagao do conceito de infinito. “Os matematicos descobriram que muitos
conceitos e computacoes geométricas podem ser simplificados se o conceito de infinito for usado.
Isto sera percebido de forma nitida quando acontecer o reposicionamento de curvas. Sem o uso de
sistema de coordenadas homogéneas, seria dificil de projetar certas classes de curvas e superficies

muito tteis em computagao grafica e projeto auxiliado por computador” [Geometric, 2001].

Considerando dois nimeros reais, a e w, e calculando a/w é possivel reter o valor de
a fixo e variar o valor de w. A medida que w diminui, a/w aumenta; se w tende a zero, a/w tende
a infinito. Deste modo, para utilizar o conceito de infinito, sao empregados dois ntmeros a e w,
os quais representam um valor v, v = a/w. Se w nao é zero, o valor é exatamente a/w. Caso
contrario, é permitido identificar o valor de infinito com (a,0). Entao, o conceito de infinito pode

ser representado com um par de niimeros tal como (a,w) ou como um quociente a/w.

Aplicando o conceito de infinito para o plano-zy de coordenadas, pode-se substituir
x ey por x/w e y/w, tal que uma fungdo f(x,y) = 0 torna-se f(z/w,y/w) = 0. Se a fungao
f(z,y) =0 é um polinémio de grau u, multiplicando-o por w” eliminard todos os denominadores.
Para exemplificar, pode-se supor a existéncia de uma reta Ax + By + C = 0. Substituindo z e y

por z/w e y/w, obtém-se A(x/w) + B(y/w) + C = 0. Multiplicando por w, vem:

Az +By+Cw =0 (2.1)

Permitindo que a equacdo dada seja um polindémio de grau 2, Ax? + 2Bxy + Cy? +
2Dz 4+ 2Ey + F = 0, apds a substituigdo z e y com x/w e y/w e a multiplicacdo do resultado por
w?, vem:

Az? + 2By + Cy? + 2Dzw + 2Eyw + Fuw? = 0 (2.2)

Comparando este polinomio cuidadosamente, sera possivel constatar que os graus de
todas as condigoes sao iguais. No caso de uma reta, condigoes x, y e w sao de grau 1, enquanto no

polinémio de grau 2, todas as condicdes (isto é, ¥2, xy, y?, rw, yw e w?) sdo de grau 2.

Em geral, para um polinémio de grau n, depois de introduzir w, todas as condigoes
sdo de grau n. Conseqiientemente, estes polindmios s@o chamados polinémios homogéneos e as

coordenadas (z,y,w) s@o chamadas de coordenadas homogéneas.



Analisando um polinémio de grau n em um sistema de coordenadas homogéneas, o
qual é obtido dividindo-se w™ e substituindo z/w, y/w por x e y, respectivamente, converterd o
polinémio para a forma com varidveis simples. Desse modo, um polindmio homogéneo de grau 3
dado é o seguinte:

3 4 32y — 5y%w + 10w® = 0 (2.3)

o resultado é:

23+ 32y? =5y +10=0 (2.4)

As Coordenadas Homogéneas podem ser empregadas em qualquer sistema de coorde-
nadas. Por exemplo, em trés dimensdes, pode-se substituir um ponto (z,y, z) por (z/w,y/w, z/w);

as manipulagoes algébricas vistas anteriormente podem ser empregadas de forma similar.
2.1.1 Notas Importantes

Atribuindo um ponto (z,y,w) em coordenadas homogéneas, o ponto correspondente
no plano-zy é (z/w,y/w). Deste modo, um ponto (3,4, 5) em coordenadas homogéneas convertidos
para o ponto (3/5,4/5) = (0.6,0.8) no plano-zy. Semelhantemente, um ponto (x,y,z,w) em

coordenadas homogéneas convertidos para um ponto (z/w,y/w, z/w) no espago.

Inversamente, a coordenada homogénea de um ponto (x,y) no plano-zy é (x,y,1).
Isto é, faz com que o componente w seja 1. De fato, isto é somente um resultado parcial, porque a
resposta nao é tnica. As coordenadas homogéneas de um ponto (z,y) no plano-zy é (xw, yw,w)
para qualquer w nao-nulo. Isso ocorre porque (zw, yw, w) é convertido de volta para (x,y). Como

resultado, a seguir é importante memorizar:

“Convertendo uma coordenada homogénea para uma convencional o resultado é tinico;
mas, convertendo uma coordenada convencional para uma homogénea nao é” de acordo com

[Boehm e Prautzsch, 1994].

Desse modo, um ponto (4,2, 3) no espago é convertido em (4w, 2w, 3w, w) para qual-

quer w nao-nulo.

2.1.2 A Dimensionalidade de Coordenadas Homogéneas

Coordenadas homogéneas necessitam de trés e quatro componentes para representar
um ponto em duas e trés dimensoes, respectivamente. Entdo, um ponto no espago (resp., o plano-
xy) em coordenadas homogéneas realmente tem quatro (resp., trés) componentes. Adicionando
um quarto (resp., terceiro) componente cujo valor é 1 para as coordenadas de um ponto no espago

(resp., o plano-zy) converte isto para suas correspondentes coordenadas homogéneas.



2.1.3 Pontos Ideais ou Pontos no Infinito

Como foi mencionado anteriormente, as coordenadas homogéneas podem facilmente
utilizar o conceito de infinito. Deixando um ponto (x,y) permanecer fixo e convertido em uma
coordenada homogénea, a qual serd multiplicada com 1/w, (z/w,y/w,1/w). Assim, permitindo
que o valor de w tenda para zero, entdo (x/w,y/w) reposiciona-se mais distante na direcao de
(x,y). Quando w se torna zero, (z/w,y/w) reposiciona-se para infinito. Entao, pode-se afirmar

que as coordenadas homogéneas (z,y, 0) sdo o ponto ideal ou ponto no infinito na diregao de (x, y).

Pode-se contemplar o seguinte exemplo: Considerando que (3,5) seja um ponto no
plano-zy, deve-se destacar (3/w,5/w). Se w ndo é zero, este ponto estd na reta y = (5/3)z. Ou,
se tal como da férmula de vetor, (3/w,5/w) é um ponto na reta O + (1/w)d, no qual o ponto de
base O é a origem de coordenadas e d = (3,5) é o vetor dire¢do. Portanto, como w aproxima-se
de zero, o ponto move-se para o infinito na reta. Isto acontece porque (z,y,0) é o ponto ideal ou

o ponto no infinito na dire¢do de (x,y).

O caso aplica-se na mesma propor¢ao para pontos no espago, considerando que (z, y, z,0)

é o ponto ideal ou ponto no infinito na dire¢ao de (z,y, z).

O conceito de coordenadas homogéneas e pontos no infinito em certa dire¢ao tornar-se

muito importante quando aborda-se representagoes de curvas e superficie.

2.1.4 Uma Interpretacao de Geometria Simples

Dada uma coordenada homogénea (x,y,w) de um ponto no plano-zy, é possivel con-
siderar que (z,y,w) seja um ponto no espago dos quais os valores de coordenadas sdo x, y e w
para o x—, y— e eixos —w, respectivamente. A reta agrupa-se a este ponto e as interseccoes de

coordenadas originais ao plano w = 1 em um ponto (x/w,y/w, 1).



X

Figura 2.1: Ponto Homogéneo Bidimensional como um Ponto no Espaco Tridimensional

Esta transformacao trata um ponto homogéneo bidimensional como um ponto no
espago tridimensional e projetos (da origem de coordenadas) localizada no ponto tridimensional
para o plano w = 1. Entéo, como um ponto homogéneo move-se na curva definida pelo polinémio
homogéneo f(z,y, w) = 0, seu ponto correspondente reposiciona no espago tridimensional, que é

sua vez projetado para o plano w = 1, (z/w, y/w) movendo-se assim, na curva no plano w = 1.

A figura acima também revela claramente este fato enquanto a conversao das Coor-
denadas Convencionais Euclideana para Coordenadas Homogéneas é unica, a direcao oposta nao

é, pois todos os pontos na reta juntando-se a origem e (z,y,w) serd projetada para (z/w,y/w,1).



2.2 Continuidade

“Para assegurar a continuidade entre segmentos de curva, criou-se restrigoes adicionais

de continuidade. Existem dois tipos de continuidade:
- Continuidade paramétrica, denotada por C™ onde n = grau de continuidade.
- Continuidade geométrica, denotada por G™.

Dada uma curva onde dois segmentos ¢;(u) e ¢;11(u) se encontram no ponto p:

p=ci(1) = ciy1(0) (2.5)

Exemplos de Continuidade:

Figura 2.2: Continuidade Geométrica G°

Dois segmentos se encontram em um ponto.

=

Figura 2.3: Continuidade Geométrica G*

Direcao das tangentes dos segmentos sao iguais no ponto de juncgao.



Figura 2.4: Continuidade Paramétrica C!

Direcao e magnitude das tangentes dos segmentos sao iguais no ponto de jungao”

[Barsky e Derose, 1910]

2.3 Curvas Racionais

“As representacoes paramétricas, as quais usam polinémios nao sao poderosas o su-
ficiente porque muitas curvas (por exemplo, circulos, elipses e hipérboles) ndo podem ser obti-
das deste modo. Uma maneira para superar isto é usar coordenadas homogéneas” conforme
[Boehm e Prautzsch, 1994]. Nessa dire¢ao, uma curva no espaco é representada com quatro fungoes

ao invés de trés como pode-se constatar a seguir:

Curva espacial : F(u) = (x(u),y(u), z(u), w(u)) (2.6)
Curva plana : F(u) = (z(u), y(u), w(u)) .
no qual u é um pardmetro localizado em algum intervalo fechado [a,b]. Convertendo esta curva

para sua férmula convencional resulta o seguinte:

Curva espacial : f(u) = (x(u)/w(u),y(u)/wu), z(u) /w(w))
Curva plana: f(u) = ((w)/w(w), y(u)/w(w))

(2.7)

Obviamente, se w(u) = 1, uma fungdo constante, as férmulas homogéneas reduzem

para férmulas convencionais.

Uma curva paramétrica na forma homogénea é chamada de uma curva racional. Para

fazer uma distin¢ao, deve-se denominar uma curva na férmula polinomial de curva polinomial.



3 CURVAS B-SPLINE E NURBS

3.1 Uma Introdugao

O primeiro questionamento proposto investiga o porqué da necessidade de novas for-
mas de curvas paramétricas. Uma resposta imediata é que curvas paramétricas nao sao totalmente
geométricas. Mais precisamente, através de uma forma intensamente paramétrica é dificil saber a
geometria subjacente que representa sem alguma andlise adicional. Os coeficientes das equagoes
nao tém qualquer significado geométrico, e é quase impossivel predizer a mudanca de forma se
um ou mais coeficientes sdo modificados. Como resultado, desenhar uma curva que segue certo

contorno/retas torna-se uma operagao dificil.

Na pratica, desenhistas ou usuarios normalmente nao se concentram na matematica
subjacente. Eles estao focalizados pelo fato de conseguirem que seus trabalhos sejam feitos. Para
que isso seja feito, um sistema que suporta uso e para que sejam desenhadas curvas devem apre-

sentar os seguintes itens:

1. Intuitivos:
Espera-se que todo passo e todo algoritmo possa ter uma interpretacao intuitiva e
geométrica.

2. Flexivel:

O sistema deve prover aos usuarios maior controle para projetar e editar a forma de
uma curva. O modo de criar e editar uma curva deve ser ficil e geométrico em vez de
manipular equagoes.

3. Abordagem unificada:
O modo de representar, criar e editar tipos de edigao diferentes de curvas (isto é, retas,
secoes conicas e curvas ctibicas) deve ser o mesmo. Isto é, nao exige técnicas diferentes
para manipular diferentes curvas (ou seja, conicas e ctbicas).

4. Invariante:
A curva representada nao mudara sua geometria sujeita a transformagoes geométricas
como translacao, rotagdo, paralela, projegoes e perspectiva.

5. Eficiente e Numericamente Estavel:

Um usuério de um sistema de desenho de curva nao pode se importar com a beleza

da geometria subjacente; mas, espera-se que o sistema faga a curva e quer que seja



réapido e preciso. Além disso, grandes quantidades de computagoes ndao devem distorcer

a forma da curva (isto é, deve haver estabilidade numérica).

Neste capitulo realiza-se um enfoque parcial de técnicas para desenho de curva que
podem cumprir os critérios acima. Deve-se discutir B-spline e curvas NURBS. “O tema unificado

destas técnicas consiste nas seguintes vantagens:

1. Um usuério pode planejar um conjunto de pontos de controle para o sistema, apre-
sentar uma curva que mais ou menos segue a tendéncia do conjunto de pontos de

controle.

2. Um usudrio pode mudar as posigoes de alguns pontos de controle e algumas outras
caracteristicas para modificar a forma da curva. Nenhuma equacao é exigida, porque

a equacao de uma curva normalmente nao estd armazenada.

3. Se necessario, um usuario pode adicionar pontos de controle e outras informagoes
vitais sem mudar a forma da curva. Deste modo, um usuédrio tem mais liberdade para
editar a curva, pois adicionando pontos de controle e outras informagoes aumenta o

grau de liberdade da curva.

4. Um usuério pode até partir uma curva em dois pedacos para edigao e entao junta-las

novamente em um pedago.

5. Existe muita geometria, algoritmos intuitivos e numericamente estéveis para encontrar

pontos na curva sem saber a equagao da curva” [Craigen, 2001].

“As curvas Bézier foram simultaneamente descobertas por Paul de Casteljau na Citréen
e Pierre E. Bézier na Renault por volta dos anos 50 e inicio dos anos 60. As curvas Base Spline
ou B-spline, foram conhecidas e estudadas por N. Lobachevsky cuja importante contribuigao para
a matematica é talvez a denominada geometria hiperbélica (nao-euclidiana) no final século XVIIIL.
Porém, deve-se adotar uma versao moderna desenvolvida por C. De Boor, M. Cox e L. Mans-
field no final dos anos 70. Deve-se ressaltar que curvas Bézier sao casos especiais de B-spline”

[Casteljau, 1993].

“Ambas as curvas Bézier e B-spline sao curvas paramétricas polinomiais. Nesse
sentido, formas paramétricas polinomiais nao podem representar algumas curvas simples como
circulos. Como resultado, Curvas Bézier e B-spline somente podem representar o que formas
paramétricas polinomiais podem. Introduzindo coordenadas homogéneas elas se fazem racionais.
Curvas Bézier e B-spline sao generalizadas para curvas Bézier Racional e B-spline Racional Nao-

Uniforme, ou NURBS. Obviamente, curvas Bézier Racionais s@o mais poderosas que curvas Bézier



e atualmente podem representar circulos e elipses. Semelhantemente, NURBS sao mais poderosos
que B-spline. A relag@o entre estes quatro tipos de representagoes de curva é mostrado na figura

abaixo” [Lavoie, 2001].

NURES

B-spline

Bésier Roctiomnal

Figura 3.1: Rela¢do entre os Quatro Tipos de Representacdes de Curva



3.2 Historia da Spline

“H4 um tempo atras, antes dos computadores surgirem, arquitetos, engenheiros, e
artistas desenhavam seus projetos para edificios, estradas, partes de méquina e semelhantes us-
ando lapis, papel e varias ferramentas de desenho. Estas ferramentas incluiam réguas e T-quadrado
para as retas de desenho reto, compassos para desenho de circulos, arcos circulares, tridngulos e
transferidores para fazer angulos precisos. Obviamente, muitos objetos de formato interessante
nao podiam ser desenhados somente com estas ferramentas simples, pois eles tinham partes cur-
vadas que nao eram circulos ou elipses. Freqgiientemente, uma curva precisava que fosse suave em
varios pontos pré-determinados. Este problema era particularmente critico na construgao naval:
em- bora um artista ou desenhista qualificado, podesse confiantemente desenhar a mao tais cur-
vas em tabela de desenhar. Construgbes de navios freqiientemente precisavam ser desenhadas de
tamanho natural (ou quase do tamanho natural), no qual o tamanho empinado das curvas exigidos
para ser desenhado a mao era impossivel. Por causa de seu grande tamanho, tais desenhos eram
freqiientemente feitos na drea de s6tao de um grande edificio, por um especialista conhecido como
“homem do sotao”. Para ajudar na tarefa, o “homem do sotao” empregava tiras longas, magras,
flexivel de madeira, plastico, ou metal, chamada spline. A spline era segura no lugar com pesos
principais. As curvas resultantes eram lisas, e variadas em curvatura que dependiam da posicao
dos pesos. Como computadores foram introduzidos no processo de projeto, as propriedades fisicas
de tal spline foram investigadas de forma que elas pudessem ser matematicamente modeladas no

computador” [Deboor, 1978].

Também existiam outras versoes dessa histéria, contudo é comumente aceito que a
primeira referéncia matematica para spline é o jornal de Schoenberg que é provavelmente o primeiro
lugar que a palavra “spline” foi utilizada com relagao a liso, aproximagao polinomial de curvas por
segmentos. Porém, as idéias tém suas raizes nas industrias de construcao de aeronave e navio.
Posteriormente, Robin Forrest descreve “lofting”, uma técnica usada na industria de aeronave
britanica durante a II Guerra Mundial para construir modelos para avices passando placas de
madeira por pontos dispostos no chao de um grande projeto em um so6tao. As placas seriam
seguras em pontos discretos e entre estes pontos assumiriam formas de energia de tensdo minima.
De acordo com Forrest, um possivel impeto para um modelo matematico para este processo era
a perda potencial dos componentes de projetos criticos. Para destruir uma aeronave inteira devia
o0 sétao ser batido por uma bomba inimiga. Isto deu lugar ao “lofting” conico (colocando no
sotd0) que usou segOes cOnicas para modelar a posi¢do da curva entre os patos. Lofting conico foi
substituido pelo que chamariamos spline no inicio dos anos 60 baseado no trabalho na Boeing por

J. C. Ferguson e (um pouco mais tarde) por M.A. Sabin na Aeronave Britanica.



De maneira interessante, Forrest diz que a palavra “spline” vem de um dialeto de

Anglian Oriental.

“O uso de spline para modelar corpos de automodvel parece ter varios comegos inde-
pendentes. O crédito é reivindicado em nome de De Casteljau na Citréen, Bézier na Renault,
Birkhoff, Garabedian, e De Boor na GM, resultando em varios documentos sendo publicados no

inicio dos anos 60 e inclui alguns dos trabalhos fundamentais em B-spline” [Casteljau, 1993].

As figuras mostradas a seguir foram obtidas utilizando-se o software “DesignMentor”

[Shene, 2001].



3.3 B-spline: Motivagao

Para desenhar uma curva B-spline, precisa-se de um conjunto de pontos de controle,
um conjunto de nés e um conjunto de coeficientes, um para cada ponto de controle de forma que

todos segmentos de curva sejam unidos, satisfazendo certa condicdo de continuidade.

3.4 Funcoes Base B-spline: Definicao

Funcgoes base B-spline serao usadas como pesos, elas sao muito complexas. Existem
duas propriedades interessantes, isto é: (1) o dominio é subdividido por nés, e (2) fungdes base
nao sao nao-nulas no intervalo inteiro. De fato, cada fungao base B-spline é nao-nula em algum

subintervalo adjacente e, como resultado, fungoes base B-spline sao bastante “locais”.

Permitindo que u seja um conjunto de m + 1 niimeros reais nao-decrementado, ug <
u < ug < uz < ... < Up. Os u; sdo chamados nds, e o conjunto u vetor de nds, e o intervalo
semi-aberto [u;, u;11) 0 i-ésimo periodo de né. Pode-se perceber que alguns w; podem ser iguais,
alguns perfodos de né podem nao existir. Se um né wu; aparecer no tempo k (isto é, u; = u;11 =
e = Ujpk—1), onde k > 1, u; é um né miltiplo de multiplicidade k, escrito como w;(k). De outra
maneira, se u; aparecer somente uma vez, ele é um né simples. Se os nds sao igualmente periédicos
(isto é, u;+1 — u; é uma constante para 0 < ¢ < m — 1), o vetor de nds ou a seqiiéncia de nés sao

ditos uniformes; de outra maneira, sao nao-uniformes.

Os néds podem ser considerados como pontos de divisdo que subdividem o intervalo
[to, U] em periodos de né. Todas fungdes base B-spline deveriam ter seu dominio [ug, um,]. Pode-
se perceber que, utilizando-se ug = 0 e u,, = 1 freqiientemente de forma que o dominio estd no

intervalo fechado [0, 1].

Para definir fungoes base B-spline, precisa-se mais um parametro, o grau destas fungoes

base, p. A i-ésima func@o base B-spline de grau p, escrita como N; p(u), é:

1 se u; <u<u;
Nio(u) = v s
0 cc

e definida recursivamente como:

U — U TP —)
Nip(u) = ———Nip1(u) + —F——Nij1, 1(u) (3.2)
Witp — Ui WUitp+1 — Ui+l

Acima a féormula é chamada de recursao Cox De Boor. FEsta definicao parece ser

complicada, contudo, néo é dificil de entender. Se o grau é zero (isto é, p = 0), estas fungdes base



sdo todas fungdes de passo e isto é o que a primeira expressao diz. Isto ¢, fungao base N; o(u) é 1
se u estd no i-ésimo periodo de né [u;, u;41). Por exemplo, possuindo quatro nds ug = 0, ug = 1,
us = 2 e ug = 3, periodos de né 0, 1 e 2 sao [0,1), [1,2), [2,3) e as fungdes base de grau 0 sao
Noo(u) =1em [0,1) e 0 em outro lugar, N7 o(u) =1 em [1,2) e 0 em outro lugar, ¢ Nao(u) =1

em [2,3) e 0 em outro lugar. Isto é revelado no grafico abaixo:
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Figura 3.2: Funcgdes de Passo
Para compreender o modo de computar N; ,(u) para p maior que 0, pode-se usar o

esquema de computagao triangular. Todos periodos de né estao na primeira coluna a esquerda e

todas funcoes base de grau zero na segunda. Isto é mostrado no diagrama seguinte.
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Figura 3.3: Diagrama do Esquema de Computa¢do Triangular

Para computar N; 1(u), N;o(u) e Niy10(u) s@o exigidos. Ent@o, pode-se computar
No(u), Nii(u), Nao1(u), N3i(u) e assim sucessivamente. Todos estes N;1(u) sdo escritos na
terceira coluna. Uma vez que todo N;1(u) tenha sido computado, pode-se computar N; o(u)
e colocé-los na quarta coluna. Este processo continua até que todos N; ,(u) requeridos sejam

computados.



Acima, obteve-se Ny o(u), N1,o(u) € Nao(u) para o vetor de né v = {0, 1,2, 3}. Com-

putando N 1(u) e Ny 1(u), deve-se computar Ny 1(u), pois ¢ =0 e p = 1, da definicdo ter-se-a:

No,(u) = (u —ug)/(ur — uo)No,o(u) + (u2 — u)/(uz2 — u1) N1 o(u) (3.3)

Considerando que ug =0, u; = 1 e us = 2, acima torna-se:

N()J(’U,) = UNQ,O(U) + (2 — ’U,)NLQ(U,) (34)

Observando que Ny o(u) é nao-nulo em [0, 1) e N1,9(u) é ndo-nulo em [1,2), quando u
estd em [0,1) (resp., [1,2)), somente Ny o(u) (resp., N1,0(u)) contribui para No 1(u). Entéo, quando
uwestdem [0,1), No1(u) é uNpo(u) = u, e quando u estd em [1,2), No 1(u) é (2—u)N1,0(u) = (2—u).
Computagao semelhante dd Ny 1(u) = u — 1 se w estd em [1,2), ¢ Ny 1(u) = 3 —u se u estd em
[2,3). Na figura seguinte, as retas sao Ny 1(u) e N11(u), respectivamente. Percebe-se que No 1(u)

(resp., N11(u)) é ndo-nulo em [0,1) e [1,2) (resp., [1,2) e [2,3)).

0 1 2 5]

Figura 3.4: Ny 1(u) e Ny1(u), respectivamente

Uma vez que Ny1(u) e Ni1(u) estdo disponiveis, pode-se computar Ngo(u). A

definigao nos apresenta o seguinte:

N072(’U,) = (u — ’U,Q)/(’U,Q — UO)NOJ(U) + (’LL3 — u)/(U3 — ul)NLl(u) (35)

Ligando os valores dos rendimentos de nds:

N072(’U,) = O.5uN071(u) + 05(3 — u)NLl(u) (36)

Pode-se perceber que Ny i(u) é ndo-nulo em [0,1) e [1,2) ¢ Ny1(u) é ndo-nulo em

[1,2) e [2,3). Entao, teremos trés casos para considerar:

1. westd em [0,1):



Neste caso, somente No1(u) contribui para o valor de Ng2(u). Considerando que
No1(u) é u, temos:

No.o(u) = 0.5u%. (3.7)
2. westd em [1,2):
Neste caso, ambos No1(u) e N1 1(u) contribuem para Ny o(u). Destacando que em
[1,2), No,1(u) =2 —ue Nyj(u) =u— 1, teremos:

No2(u) = (0.5u)(2 — u) + 0.5(3 — u)(3 — u) = 0.5(—3 + 6u — 2u?) (3.8)

3. u estd em [2,3):

Neste caso, somente Ny 1(u) contribui para Ng2(u). Observando que Nq1(u) =3 —u

em [2,3), ter-se-a:

Noo(u) = 0.5(3 —u)(3 — u) = 0.5(3 — u)? (3.9)

Desenhando o segmento de curva de cada um dos trés casos acima, serd possivel ver
que dois segmentos de curva adjacentes sao formas de articulacdo unindo uma curva nos nés. Mais
precisamente, os segmentos de curva do primeiro e segundo caso estao unidos em u = 1, enquanto
os segmentos de curva do segundo e terceiro caso estao unidos em u = 2. Isto é revelado na figura
seguinte. Percebendo que a curva composta mostrada aqui é lisa, mas em geral nao é sempre o

caso se um vetor de nés contém nds multiplos.

0 1 2 3

Figura 3.5: Curva Composta

3.4.1 Coeficientes

Finalmente, é preciso se concentrar no significado dos coeficientes na definigao de
N; p(u). Quando N; ,(u) estd sendo computado, usa N; p—1(u) € Nit1p—1(u). O primeiro é néo-

nulo em [u;, u;1p). Se uw estd neste intervalo semi-aberto, entdo v — u; é a distancia entre u e a



esquerda deste intervalo, o comprimento de intervalo é w;t, — u;, € (u—u;)/(Ui+p — u;) € a relacdo
das distancias acima mencionado e estd sempre na faixa de 0 e 1. Contemplando o diagrama a
seguir, pode-se verificar que o segundo termo, N; ,_1(u), é ndo-nulo em [t;t1, Uitpt1). Se u estd
neste intervalo, entdo u;4pt+1 — u é a distancia de u & direita deste intervalo, wij4py1 — wigy1 € 0
comprimento do intervalo, e (w;ypt1 — w)/(Uit+p+1 — Ui+1) é a relagdo destas duas distancias e seu
valor estd na faixa de 0 e 1. Entdo, N; ,(u) é uma combinagdo linear de N; p,—1(u) e Nip1p—1(u)

com dois coeficientes, ambos linear em u, na faixa de 0 e 1.

u
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Figura 3.6: Diagrama dos Coeficientes



3.5 Funcoes Base B-spline: Propriedades Importantes

Recordando a definigao das fungoes base B-spline a seguir:

1 se wu <u<uitpr

Vo) = = (3.10)
C.C.
U — U Uitp+1 — U
N;p,(u)= —N; ,_1(u) + ————N; _1lu 3.11
(0 = Z N )+ N ) (3.11)

Este conjunto de funcoes base apresenta as seguintes propriedades:

1. N;p(u) é um polindémio de grau p em w.
2. Nao Negatividade — Para todo 4, p e u, N; »,(u) é ndo negativo.
3. Suporte Local — N; ,(u) é um polindémio nao-nulo em [u;, Uiyp11)-

4. Em qualquer periodo [u;, t;41), no maximo p—+ 1 fungdes base de grau p sdo nao-nulas,

isto é: Ni_m,(u), Ni_p+17p(u), Ni_p+27p(u), ey © Nim(u).

5. Partigdo de Unidade — A soma de todas fungdes base ndo-nulas de grau p no periodo
[ty wig1) € 1:
A propriedade anterior mostra que N;—p, (1), Ni—py1.p(w), Nicptop(u), ..., € Nip(u)
sao nao-nulos em [u;, u;y1). Este primeiro estado o qual a soma destas fungoes base

p+1é1.

6. Se o numero de nés é m + 1, o grau das fungoes base é p, e o nimero da funcao base

degraupén+1,entaom=n+p+ 1:

Deixe N, ,(u) ser a tltima funcéo base de grau p. E ndo-nulo em [u,, tiy1p41). Con-
siderando que é a tultima funcéo base, u,,41 deve ser o dltimo né um. Entéo, serd
adquirido up4pt1 = Um € n+p+ 1 = m. Em resumo, através de m e p, é possivel
concentrar-se em n = m —p — 1 e as funcgdes base de grau p as quais sdo Ny p,(u),

Ny p(u), Nop(u), ..., e Npp(u).

7. Fungao base N; p(u) é uma curva composta de polinémios de grau p com pontos de

acoplamento nos nés em [u;, Ujyp+1)-

O exemplo mostrado anteriormente ilustra bem esta propriedade. Exemplificando,
pode-se afirmar que Ny 2(u), que é ndo-nulo em [0, 3), é construido de trés pardbolas

definidas em [0, 1), [1,2) e [2,3). Elas estao conectadas juntas nos nés 2 e 3.



8. Em um né de multiplicidade k, funcio base N; ,(u) é CP~* continuo.

Entao, aumentando a multiplicidade sera diminuido o nivel de continuidade, e aumen-
tando o grau aumentara a continuidade. Acima, foram mencionadas fungoes base de

grau 2 No2(u) é C! continuo nos nés 2 e 3, visto que eles sdo nés simples (k = 1).



3.6 Curvas B-spline: Definigao

Através de n+1 pontos de controle po, p1, ..., Pn € um vetor de nés u = {ug, U1, ..., Um },

a curva B-spline de grau p definida por estes pontos de controle e vetor de nds u é:
P(u) = Z Nip(u)p; (3.12)

no qual N; ,(u) s@o fungdes base B-spline de grau p definidas nas equagoes 3.1 e 3.2. As B-spline

sao curvas em R"(n = 2,3), usualmente: P(u) € R".

“Uma curva B-spline envolve as seguintes informagoes: um conjunto de pontos de
controle, um vetor de nds e um grau. Pode-se perceber que n, m e p deve satisfazer m =n+p—+ 1.
Mais precisamente, para definir uma curva B-spline de grau p com n + 1 pontos de controle, sera
preciso fornecer n + p + 2 nés ug, U1, ..., Upyp4+1. Por outro lado, se um vetor de né de m+1 nés e

n + 1 pontos de controle sao dados, o grau da curva B-spline é p=m —n — 1.

Para mudar a forma de uma curva B-spline, pode-se modificar um ou mais destes
parametros de controle: as posicoes de pontos de controle, as posicoes de nés e o grau da curva”

[Lerios, 2001].

Se o vetor de nds nao tem qualquer estrutura particular, a curva gerada nao tocara o
primeiro e ultima segmento do poligono de controle como mostrada na figura 3.7 a seguir. Estes
tipos de curvas B-spline sao chamadas curvas B-spline abertas. Pode-se querer atingir a curva de
forma que é tangente para o primeiro e a ultimo segmento. Para fazer isso, o primeiro né e o
ultimo né devem ser repetidos p + 1 (isto é, de multiplicidade p + 1). Isto gerard as denominadas
curvas B-spline semi-fechadas. Veja a figura 3.8 a seguir. Repetindo um pouco de nds e pontos de
controle, a curva gerada pode estar fechada em uma. Neste caso, o comego e o fim da jungao de

curva gerada formam um loop fechado como mostrada na ltima figura 3.9.

Figura 3.7: (a) Curva B-spline Aberta



Figura 3.9: (¢) Curva B-spline Fechada

As figuras anteriores tém n + 1 pontos de controle, considerando n = 9 e p = 3.
Entao, m deve ser 13 de forma que o vetor de nds conterd 14 nés. Para ter o efeito semi-fechado,
o primeiro p +1 = 4 e os dltimos 4 nés devem ser idénticos. Os restantes 14 — (4 +4) = 6
nos podem estar em qualquer lugar no dominio. De fato, a curva é gerada com vetor de néds
u = {0,0,0,0,0.14,0.28,0.42,0.57,0.71,0.85,1,1,1,1}. E possivel que com excecao dos primeiros
quatro e ultimos quatro nds, os uns do meio sao quase uniformemente espagados. As figuras,
também, mostram o segmento de curva correspondente de cada periodo de né. De fato, os pe-
quenos triangulos s@o os pontos na curva que correspondem aos nés. Considerando que temos
somente seis nao nds em ambos fins, existem seis pequenos tridngulos indicando as posigoes dos

nods correspondentes.

Como foi mencionado antes, se nao existe nenhum né repetido em ambos fins, a curva
gerada nao serd tangente para a primeira e ultima perna. Exemplo de computagao de fungao base
usando vetor de nés u = {0,0.25,0.5,0.75, 1}, no qual m = 4. Se as fungdes base sdo de grau 1

(isto é, p = 1), existem trés fungdes base Ny 1(u), N1,1(u) € N2 1(u) como é mostrado a seguir:
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Figura 3.10: Fungdes Base de Grau 1

Visto que este vetor de nés nao é semi-fechado, o primeiro e o tltimo periodo de né
(isto é, [0,0.25) e [0.75,1)) tem somente uma funcao base ndo-nula, enquanto o segundo e o terceiro
periodo de né (isto é, [0.25,0.5) e [0.5,0.75)) apresentam duas funcoes base nao-nulas. Recordando
as importantes propriedades de B-spline que em um periodo de né [u;, u;t1), existem no méaximo
p+1 fungbes base ndo-nulas de grau p. Entao, neste exemplo, periodos de né [0,0.25) e [0.75,1) néo
tem “suporte completo” de funcgoes base. Em geral, para grau p, intervalos [ug, up) € [tn—p, Up) D8O
terd “suporte completo” de fungoes base e sdo ignoradas quando uma curva B-spline estd aberta.

Entao, ter-se-a a seguinte nota importante:

Para curvas B-spline abertas, o dominio esta no intervalo [up, tn_p].



3.7 Curvas B-spline: Propriedades Importantes

E possivel analisar algumas das propriedades mais importantes de B-spline, procu-

rando somente se concentrar em curvas B-spline semi-fechadas.

A seguir, é necessdrio assumir que uma curva B-spline P(u) de grau p é definida por
n+ 1 pontos de controle, vetor de nés u = {ug, U1, ...., U } com o primeiro p+1 e dltimo p+ 1 nés

semi-fechados (isto é, up =u1 = ... = Up € Um—p = Um—pt1 = ... = Um).

1. Curva B-spline P(u) é uma curva por segmentos com cada componente uma curva de
grau p.
Como foi mencionado anteriormente, P(u) pode ser visualizada como a unido de seg-
mentos de curva definidos em cada periodo de né. Na figura 3.11 a seguir, na qual
n = 10, m = 14 e p = 3, os primeiros quatro nés e ultimos quatro nés sao semi-
fechados e os 7 nés do meio estdo uniformemente espagados. Existem oito periodos
de nd, cada um corresponde para um segmento de curva. Os pontos de divisdo sao

P(u;). Na figura 3.11, estes pontos de divisao sdo mostrados como tridngulos.

Esta propriedade permite que sejam projetadas formas muito complicadas como poli-
noémios de grau mais baixo. Por exemplo, na figura 3.12 é mostrada uma curva Bézier
com o mesmo conjunto de pontos de controle. Ainda é possivel que seja seguido o

poligono de controle, embora seu grau seja 10.

Figura 3.11: Curva B-spline



Figura 3.12: Curva Bézier

Em geral, o grau quanto mais baixo for, mais uma curva B-spline segue seu poligono
de controle. As figuras seguintes usam todas o mesmo poligono de controle e nds sao
semi-fechados e uniformemente espacados. A figura 3.13 tem grau 7, a figura 3.14
tem grau 5 e a figura 3.15 tem grau 3. Entao, com as diminuigoes de grau, o B-spline

gerado fica mais préximo ao seu poligono de controle.

Figura 3.13: Curva B-spline de Grau 7



Figura 3.15: Curva B-spline de Grau 3

2. A igualdade m =n + p + 1 deve ser satisfeita.

Sabendo-se que cada ponto de controle precisa uma fungdo base e o niimero de fungoes

base satisfazendo m =n +p + 1.

3. Curvas B-spline semi-fechadas P(u) passam pelos dois pontos de controle finais pg e
Dn-
E possivel perceber que funcao base Ny ,(u) é o coeficiente do ponto de controle pgy
e é ndo-nulo em [ug, upt1). Assim, ug = uq = ... = u, = 0 para uma curva B-spline
semi-fechada, Ny o(u), N1,0(u), ...., Np—1,0(u) sdo zero e somente N, o(u) é ndo-nulo.
Conseqiientemente, quando u = 0, Ny ,(0) é 1 e P(0) = po. Uma discussao semelhante

pode mostrar P(1) = p,.

4. Propriedade de Fecho Convexo Forte: a curva B-spline é contida no fecho convexo de
seu poligono de controle. Mais precisamente, se u estd no perfodo de né [u;, w;y1),

entdo P(u) estd no fecho convexo dos pontos de controle p;_p, Di—pt1, -y Di-



Se w estd no periodo de né [u;,u;+1), existem somente p + 1 fungdes base (isto é,
Nip(u), ... , Ni—pt1p(u), Ni—pp(u)) ndo-nulas neste perfodo de né. Considerando
que Ni p(u) é o coeficiente do ponto de controle py, somente p-+1 pontos de controle p;,
Di—1, Pi—2, ..., Pi—p tem coeficientes ndo-nulos. Assim, nesse periodo de né as fungoes
base sao nao-nulas e somam para 1, sua média “pesada”, P(u), deve ficar contido no

fecho convexo definido pelos pontos de controle p;, pi—1, Pi—2; .., Pi—p-

Figura 3.16: (a) Curvas B-spline com 11 Pontos de Controle (isto é, n = 10) e Grau 3



Figura 3.17: (b) Curvas B-spline com 11 Pontos de Controle (isto €, n = 10) e Grau 3

Acima duas curvas B-spline apresentam 11 pontos de controle (isto é, n = 10), grau 3
(isto é, p =3) e 15 nds (m = 14) com os primeiros quatro e dltimos quatro nds semi-
fechados. Entao, o nimero de periodos de né é igual para os nimero de segmentos de

curva. O vetor de nds é:

Up | U1 | U | U3 | U4 Us Us | Ur | us Ug | Uio | Uil | Ui2 | U13 | Ui4
0 0 0 0 012025 ] 0.37] 05| 0.62 ] 0.75 | 0.87 1 1 1 1
Tabela 3.1: Vetor de Nds
A primeira figura 3.16 tem u em periodos de né [ug,us) = [0.12,0.25) e o ponto

correspondente (isto é P(u)) no segundo segmento de curva. Entao, existem p+1 =4
funcoes base nao-nulas neste periodo de né (isto é, Ny 3(u), N3 3(u), Nos(u) e N1 3(u))
e os pontos de controle correspondente sao py4, p3, p2 € p1. A area sombreada é o fecho

convexo definido por estes quatro pontos, P(u) fica contido neste fecho convexo.

A curva B-spline na figura 3.17 é definida do mesmo modo. Porém, u estd em
[ug, u10) = [0.75,0.87) e as fungdes base ndo-nulas sdo Ny s(u), Ngs(u), N7 s(u) e
Ng 3(u). Os pontos de controle correspondente sao py, ps, P7 € Pe.

Conseqiientemente, como u reposiciona de 0 até 1 e cruza um né, algumas fungoes

base se tornam zero e uma nova funcao base nao-nula fica efetiva. Como resultado, um

ponto de controle, cujo coeficiente se torna zero deixard a definicao no fecho convexo



corrente e sera substituido através de um novo ponto de controle, no qual o coeficiente

se torna nao-nulo.

. Esquema de Modificacdo Local: mudando a posicao do ponto de controle p; somente

afeta a curva P(u) no intervalo [u;, Uitpt1)-

Isto segue outra propriedade importante de funcoes base B-spline. Sabendo-se que
N; »(u) é nado-nulo no intervalo [u;, u;yp+1). Se u ndo estd neste intervalo, N; ,(u)p;
nao revela nenhum efeito em computar P(u), pois N; ,(u) é zero. Por outro lado, se
u estd no intervalo indicado, N; ,(u) é ndo-nulo. Se p; muda sua posigdo, N; ,(u)p; é

alterado e conseqlientemente P(u) sofre modificacoes.

Figura 3.18: (a) Curva B-spline



Figura 3.19: (b) Curva B-spline com o Reposicionamento do Ponto de Controle ps

Acima, curvas B-spline sao definidas com os mesmos parametros que no exemplo de
fecho convexo anterior. Concentrando-se no reposicionamento do ponto de controle
p2, é possivel verificar que o coeficiente deste ponto de controle é N2 3(u) e o intervalo
em que este coeficiente ndo-nulo estd é [ug, uzt34+1) = [ug,us) = [0,0.37). Assim,
considerando que us = uz = 0, somente trés segmentos que correspondem para [ug, t4)
(o dominio do primeiro segmento de curva), [u4, us) (0o dominio do segundo segmento
de curva) e [us, ug) (0 dominio do terceiro segmento de curva) serdo afetados. A figura
3.19 mostra o resultado do reposicionamento de ps para o canto mais abaixo a direita.
Como é possivel verificar, somente o primeiro, segundo e terceiro segmentos de curva
mudam suas formas e todos segmentos de curva restantes ficam em seu lugar original

sem qualquer mudanga.

Este esquema de modificagao local é muito importante no projeto de curva, porque
podemos modificar uma curva localmente sem mudar a forma num modo global. Além
disso, se uma nova defini¢ao de curva é exigida, pode-se inserir mais nés (e entao mais
pontos de controle) de forma que a drea afetada possa ser restringida para uma regiao

muito menor.

6. P(u) é CP~* continuo em um né de multiplicidade k.

Se w nao é um nd, P(u) estd no meio de um segmento de curva de grau p e é entao
infinitamente diferencidvel. Se v é um né no dominio ndo-nulo de N;,(u), uma vez

que o posterior é somente CP~* continuo, entdo deve-se fazer P(u).
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Figura 3.20: Curva B-spline com 18 Pontos de Controle e Grau 4

A curva B-spline anterior tem 18 pontos de controle (isto é, n = 17), grau 4 e o

seguinte vetor né semi-fechado:

() para Uy us Ug (§] ur us Ug para U1 U2
0 0.125 0.25 0.375 0.5 0.625
Uiz  para  Uig u1ir Uig  para U2 - - -
0.75 0.875 1 - - -

Tabela 3.2: Vetor No Semi-fechado

Deste modo, ug é um né duplo, ug é um noé triplo e u13 é um né quadruplo. Con-
seqiientemente, P(u) é de C* continuo em qualquer ponto que nio é um né, C3
continuo em todos os nés simples, C? continuo em ug, C' continuo em ug, C° continuo

em ui13.

Todos os pontos na curva, os quais correspondem para nés sao marcados com pequenos
triangulos. Aqueles correspondentes para nés multiplos sao marcados, de modo mais
distante, com circulos em suas multiplicidades. E muito dificil visualizar a diferenca
entre continuidade C*, C? e até C?. Para o caso C', o ponto correspondente estd num

segmento, enquanto o caso C° forca a curva para passar por um ponto de controle.

Propriedade Diminuindo Variacao.

A propriedade diminuindo variagdo também é valida para curvas B-spline. Se a curva
é contida em um plano, a reta mao intercepta uma curva B-spline mais vezes que seu

poligono de controle.



Figura 3.21: Propriedade Diminuindo Variagcdo em uma Curva B-spline

Na figura acima, a reta “1” intercepta o poligono de controle e a curva B-spline 6 vezes,
enquanto a reta “2” também intercepta o poligono de controle e a curva B-spline 5

vezes. Porém, a reta “3” intercepta o poligono de controle 6 vezes e 4 vezes a curva.

. As curvas Bézier sao casos especiais de Curvas B-spline.

Se n = p (isto é, o grau de uma curva B-spline é igual para n, o nimero de pontos de
controle menos 1), e existem 2(p + 1) = 2(n + 1) nés com p + 1 deles semi-fechados

em cada fim, esta curva B-spline reduz para uma curva Bézier.

. Invariancia Afim.

A propriedade invariancia afim também é valida para curvas B-spline. Se uma trans-
formacao afim é aplicada a uma curva B-spline, o resultado pode ser construido das
imagens afins de seus pontos de controle. A curva representada nao mudard sua geo-
metria sob transformagoes geométricas como translagao, rotagao, paralela, projecoes

e perspectiva.



3.8 Curvas B-spline: Reposicionando Pontos de Controle

Reposicionar pontos de controle é o modo mais 6bvio de mudar a forma de uma curva
B-spline. “O esquema de modificagao local, constata que a mudanca de posi¢ao do ponto de
controle p; somente afeta a curva P(u) no intervalo [u;, wi+p+1), no qual p é o grau de uma curva
B-spline. De fato, a mudanca de forma é translacional na direcdo do ponto de controle sendo
reposicionado. Mais precisamente, se o ponto de controle p; é reposicionado em certa direcao
para uma nova posicao ¢;, entdo o ponto P(u), onde u estd em [u;, Uitpt1), Serd reposicionado na
mesma dire¢do de p; para ¢;” [Lerios, 2001]. Porém, a distancia reposicionada ¢é diferente de ponto
para ponto. Nas figuras seguintes, o ponto de controle ps é reposicionado da posi¢ao na figura
3.22 para uma nova posicao na figura 3.23 e finalmente para a sua posicao final na figura 3.24.
Como pode-se ver, aqueles pontos correspondendo para nés (marcados com pequenos triangulos)

sao reposicionados na mesma direcao.

Figura 3.23: (b) Reposicionando Pontos de Controle em uwma Curva B-spline



Figura 3.24: (c¢) Reposicionando Pontos de Controle em uwma Curva B-spline

E necessério analisar a situacao detalhadamente. Supondo-se que P(u) é uma dada

curva B-spline de grau p definida como segue:

P(u) = Z Nip(u)pi (3.13)

Permitindo que o ponto de controle p; seja reposicionado para uma nova posi¢ao p; +v.

Verifica-se que a nova curva B-spline de grau p é a seguinte:

C(u)=3"1—o Nip(Wpr + Nip(u)(ps + ) + Sh_s 1 Np(u)pi
= EZ:O Nk,p(u)pk + Ni,p(u)v (3.14)
= P(u) + N, p(u)v

Entao, a nova curva C(u) é simplesmente a soma da curva original P(u) e um vetor
de translagdo N; ,(u)v. Considerando que N; p,(u) é ndo-nulo no intervalo [u;, Uitpt1), S€ u ndo
estd neste intervalo, este termo “translacional” é zero. Entao, em B-spline, reposicionar um ponto
de controle somente afeta a forma de uma se¢ao da curva dada. A primeira curva a seguir é uma
curva B-spline de grau 4 (isto é, p = 4) definidos por 13 pontos de controle (isto é, n = 12) e 18
nés (isto é, m = 17). Estes 18 nds sao todos simples e definem uma curva semi-fechada (isto é,
o = up = ug = ug = ug = 0 e ug3 = w14 = U5 = u1g = u17 = 1). Os nds restantes definem 9
periodos de né e conseqiientemente 9 segmentos de curva como mostrados na figura. Estes nove

periodos de né e segmentos de curva sao chamados como segue:



Periodo | [ug,us) | [us,ug) | [ug,ur) | [ur,us) | [us,ug) | [ug,u1o) | [u10,u11)
Segmento 1 2 3 4 5 6 7
Periodo [ull, U12) [ulg, ’U,13) - - - - -
Segmento 8 9 - - - - -
Tabela 3.3: Periodos de N6 e Segmentos de Curva
Observe:

Figura 3.25: (a) Curva B-spline de Grau 4




Figura 3.26: (b) Curva B-spline de Grau 4 reposicionada

Movendo-se pg, verifica-se o resultado mostrado na figura 3.26 acima. Como pode-se
ver a curva é reposicionada na mesma direcao do ponto de controle pg. O coeficiente de pg é Ng 4(u)
isto é nao-nulo em [ug, u11). Deste modo, reposicionando pg afeta os segmentos de curva 3, 4, 5, 6

e 7. Segmentos de curva 1, 2, 8 e 9 ndo sdo afetados.



3.9 Curvas B-spline: Modificando Nés

“Pelo fato de uma curva B-spline ser uma composicao de segmentos de curva, cada
segmento é definido em um periodo de nd, modificando a posicao de um ou mais nés, mudarao a
associagao entre segmentos de curva e periodos de né e, conseqiientemente modificarao a forma da

curva” [Lerios, 2001].

As figuras seguintes ilustram o efeito de modificar um né tnico. E uma B-spline de
grau 6 com 17 nds com os primeiros sete e Ultimos sete pontos finais semi-fechados, enquanto
os nds no meio sao 0.25, 0.5 e 0.75. A curva inicial é mostrada na figura 3.27. Se o né 0.25 é
reposicionado para 0.1, a forma da curva muda e a original P(0.25) move-se descendente para uma
nova posigdo. Se o né 0.5 é reposicionado para 0.1 de forma que o né 0.1 se torna um né duplo
(com multiplicidade 2), a forma de curva reposiciona & esquerda; mas p(0.1) é reposicionado para
cima para uma posigao perto do ponto original (isto é, o original p(0.25)). O resultado é mostrado
na figura 3.29. Além disso, embora tenha-se um né duplo em 0.1 um terceiro né em 0.75 que
desigualmente subdivide o dominio [0, 1] em trés periodos de né, a curva B-spline é mais ou menos

uniformemente subdividido por seus pontos correspondentes.

Figura 3.27: (a) Modificando wm N6 Unico em uma B-spline de Grau 6



Figura 3.28: (b) Modificando um N6 Unico em wma B-spline de Grau 6

Figura 3.29: (¢) Modificando um N& Unico em uma B-spline de Grau 6

Porém, a experiéncia pratica revela que modificando posi¢oes de né também néao é
previsivel nem satisfatério. Mais precisamente, porque nao estd claro como a forma de uma curva
B-spline respondera a mudanga do vetor de nd, modificando a forma de uma curva B-spline por

nos varidveis é normalmente insatisfatério e dificil de alcancar a meta desejada.



3.9.1 Uma Nota sobre Nés Multiplos

Os nés multiplos podem ajudar a gerar resultados esperados e desejaveis. E necessario
recordar que uma propriedade de nés multiplos, que acrescentando a multiplicidade de um né
interno diminui o nimero de fungoes base nao-nulas neste né. De fato, se a multiplicidade deste
no é k, existem no méaximo p — k + 1 fungoes ndo-nulas neste né. Além disso, as fungoes base sao

CP~* continuo neste né.

Supondo-se que um né apresenta multiplicidade p — k, existird k 4+ 1 fungbes base
nao-nulas neste né e conseqiientemente o ponto correspondente na curva fica contido no fecho
convexo definido pelos pontos de controle que correspondem para estas fungoes base nao-nulas. Se
k = p — 1, existem duas funcbes nao-nulas e o fecho convexo correspondente é um segmento da

reta.

Se k = p, existe somente uma funcao nao-nula neste né e conseqiientemente existe
somente um ponto de controle que apresenta coeficiente nao-nulo. Como resultado, a curva passa

por este ponto.

Figura 3.31: No de Multiplicidade Dois



Figura 3.32: N¢ de Multiplicidade Trés

Figura 3.33: No de Multiplicidade Quatro



Figura 3.34: N¢ de Multiplicidade Cinco

Na figura 3.30 apresentada anteriormente, a qual revela uma curva B-spline de grau 5,
o n6 que corresponde para a curva dividindo ponto (marcado com um retdngulo) é reposicionado
para seu né anterior, criando um né de multiplicidade 2. O resultado é a figura 3.31, que ndo mostra
muita diferenca da original. Entéo, o préximo né, (marcado com um retédngulo) é reposicionado
para o né resultante (marcada com uma elipse) novamente, criando um né de multiplicidade 3.
Isto é a figura 3.32. A curva resultante, reposiciona para um segmento do poligono de controle.
Reposicionando mais um né cria um novo né de multiplicidade 4. Isto forga o ponto correspondente
(marcada com uma elipse) estar em um segmento. Finalmente, o inico né restante é reposicionado
para combinar com o outro né. Considerando que sua multiplicidade é 5 e p = 5, existe somente um
coeficiente ndo-nulo e, conseqiientemente, forca a curva passar naquele ponto de controle. Como

mostrado na figura 3.34, aquele ponto de controle é ps.



3.10 NURBS: Motivagao

Curvas B-spline sao curvas polinomiais. Enquanto elas sdo flexiveis e apresentam
muitas propriedades tteis para projeto de curva, elas nao podem representar a curva mais simples,
ou seja, o circulo. Como discutido nas curvas racionais, circulos podem ser representados com
fungbes racionais (isto é, fungoes que sdo quocientes de dois polinémios). Para lidar com circulos,
elipses e muitas outras curvas que nao podem ser representadas por polindmios, é necessaria uma

extensao para curvas B-spline.

Um circulo é uma curva de grau 2, assim é possivel verificar que B-spline nao podem
representar isto. As quatro figuras seguintes sdo curvas B-spline fechadas com 8 pontos de controle.
Os graus, respectivamente sdo 2, 3, 5 e 10. A B-spline de grau 2 fechada nao é um circulo. Ao
invés, parece com um quadrado arredondado. A curva de grau 3 parece um pouco melhor. Com os
aumentos de grau, o contorno da curva melhora. A curva de grau 10 fechada é bem parecida com
um circulo, mas nao é um circulo. Embora pode-se aceitar esta curva B-spline de grau 10 como
um circulo, ela constitui outra forma. Pode-se questionar por que uma curva de grau 2 deveria ser

representada com uma curva B-spline fechada de grau 10.

Figura 3.36: Curva B-spline de Grau 3



Figura 3.37: Curva B-spline de Grau 5

- w -
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Figura 3.38: Curva B-spline de Grau 10

Para dedicar a este problema, é necessario generalizar B-splines para curvas racionais

usando coordenadas homogéneas. Entdo, obtém-se o nome B-Splines Racional Nao-Uniforme -
NURBS.



3.11 Teoria de Curva NURBS e propriedade

Uma curva NURBS Q(u) de grau p define um ponto no espago 2D com o parametro

escalar u assumindo valores dentro de [0, 1].

w) = Z?:o Nip(u)wip;
@) = Z?:o Ni,p(u)wi (3.15)

no qual um conjunto de n pontos de controle p; formam um poligono de controle e w; sdo os pesos.

Um aumento no peso w; puxa a curva mais préxima para o ponto de controle p;. N;,(u) é a

i-ésima func¢ao base B-spline de grau p (ordem p + 1), definida nas equagoes 3.1 e 3.2.
As NURBS sio curvas em R"*! (porque tem coordenadas homogéneas), Q(u) € R™*1.

Um vetor de nés nao-uniforme, com uma seqiiéncia nao-decrescente de niimeros reais

¢é definida como:

u:{ @y.. Gy oy Um—p—1,0,...0 } (3.16)
p+1 p+1
no qual 0 <wu; <wip1 <1,i=0, ..., m—1em = nimero de nés. Os nés em uma curva NURBS

sao os pontos em parametro espagados onde as curvas polinomiais racionais sao unidas juntas para

formar um segmento multicurva.



3.12 NURRBS: Definigcao

Considerando a maneira de introduzir coordenadas homogéneas para uma curva B-
spline que deriva a definicao de NURBS, através de n 4+ 1 pontos de controle pg, p1, ..., pn € vetor
de nés u = {ug, u1, ..., U} de m+ 1 nds, a curva B-spline de grau p definida por estes parametros

é a seguinte:

Qu) = ZNi,p(u)pi (3.17)

E necessario deixar o ponto de controle p; ser reescrito como um vetor coluna com

quatro componentes com o quarto sendo 1:

pi= (3.18)

Para coordenadas homogéneas, multiplicando a coordenada de um ponto com um
ndmero nao-nulo nao muda sua posicao. Pode-se multiplicar a coordenada de p; com w; para

obter uma nova forma em coordenadas homogéneas:

W;T;5
WY

p=| (3.19)
Wi 24

W;

Substituindo esta nova forma homogénea na equagao da curva B-spline anterior, serd

obtido o seguinte:

w;x; Y imo Nipwiw;
- < Wiy > ico Nipwiyi
Q) =Y Nipluhpi = 3 Nip(w) || = im0 et (3.20)
i=0 i=0 W; zq Zi:o Ni,pwizi
w; > ieo Nipw;

,

Entao, o ponto Q(u) também estd em uma forma de coordenadas homogéneas. E

possivel converter a férmula anterior para coordenada cartesiana dividindo Q(u) pelo quarto com-

ponente:
"o Nip(u) (wizi) 4
Q(u) = | Zi=o Nip(w)wi) | 2izo Nip(wwi | Yi (3.21)

Z%o N&p(?igzz)z;) Z?:O ij (u)wj
i=o Nip i

1 1



Finalmente, atingi-se a féormula a seguir:

1 n
Qu) = ST N (0w ; Nip(w)wip; (3:22)

Isto é a curva NURBS de grau p definida pelos pontos de controle pg, p1, ..., Pn, vetor
de nés u = {ug, u1, ..., um }, € pesos wp, wi, ..., w,. Pode—se observar que em virtude do peso w;
ser associado com o ponto de controle p; como seu quarto componente, o nimero de pesos e o

numero de pontos de controle devem ser iguais.

“Geralmente, pesos w; sao positivos, mas pesos negativos tem aplicagoes interessantes.
Se um peso w; torna-se zero, o coeficiente de p; é zero, e conseqiientemente o ponto de controle
p; ndo tem nenhum impacto na computagao de Q(u) para qualquer u (isto é, p; é “desabilitado”).
Além disso, pesos zero também tém algumas interpretagoes muito tteis chamados pontos de cont-

role infinito” [NURBS Curves and Surfaces, 2001].

3.12.1 Dois Resultados Imediatos

Aqui localizam-se dois resultados imediatamente disponiveis da definicdo anterior.

1. Se todos os pesos forem iguais a 1, uma curva NURBS reduz para uma curva B-spline.

Neste caso, pontos de controle em formas homogéneas sdo idénticos para sua forma

cartesiana convencional e o denominador é 1.

2. As curvas NURBS sao Racionais.

O valor multiplicado para os ponto de controle p;, N; ,(u)w;, é um polinémio de grau
p. O denominador é a soma de todos os coeficientes e, conseqiientemente, também é
um polinémio de grau p. Como resultado, o coeficiente do ponto de controle p; é o

quociente de dois polinémios de grau p e a fungdo Q(u) é racional.

Estes dois resultados assinalam que curvas B-spline sdo casos especiais de curvas
NURBS. Além disso, visto que curvas NURBS séo racionais, circulos, elipses e muitas

outras curvas que sao impossiveis com curvas B-spline sao agora possiveis com curvas

NURBS.

3.12.2 Uma Interpretacao Geométrica

E possivel questionar-se se curvas NURBS sao tipos especiais de curvas. Na verdade,
elas sdo simplesmente outro tipo de curvas B-spline. Considerando o ponto de controle p; =

(wixi, Wiy, Wi Zi, Wi ), este ponto revela quatro componentes e pode ser tratado como um ponto no



quadri espago, e, conseqiientemente, Q(u) abaixo torna-se uma curva B-spline em quatro dimensoes:

w;T; > iz Nip(wizi)
" " Wiy > oo Nip(wiyi)

Qu) = ZNi,p(u)pi = ZNM,(u) = nfo R (3.23)
i=0 i=0 wW; % D oico Nip(wizg)

&
(]

?:0 N p(w;)

Na discussao de uma interpretacao geométrica de coordenadas homogéneas, dividindo
os primeiros trés componentes de coordenadas pelo quarto, adquire-se o equivalente a projetar um
ponto em quatro dimensoes para o plano w = 1. Tendo em vista que a curva acima é convertida em
uma curva NURBS, dividindo as trés primeiras coordenadas com o quarto componente, conclui-se
que uma curva NURBS no espago tridimensional é meramente a proje¢ao de uma curva B-spline
em quadri dimensées espaciais. Entao, se as curvas B-spline forem bem compreendidas, é possivel

entender curvas NURBS facilmente.



3.13 NURRBS: Propriedades Importantes

Dado um conjunto de n + 1 pontos de controle pg, p1, P2, ..., Pn, cada um é associado

com um peso nao negativo w; (isto é, p; tem peso w; > 0), e um vetor de nds u = {ug, U1, ..., Um }

de m + 1 nés, a curva NURBS de grau p é definida como segue:

Qu) = ZR@p(u)pi (3.24)
=0
no qual R; ,(u) é definida a seguir:
N i
Rip(u) p(L)w (3.25)

a Z?:o Njp(uw,

Onde N; ), sao definidas nas equagoes 3.1 e 3.2. A razao de uma notacao diferente ser

usada é simplesmente porque deseja-se reescrever a definicao de uma curva NURBS como fechada

para que uma curva B-spline seja possivel. Na notacdo acima, R; ,(u) sdo fungdes base NURBS.

3.13.1 As Propriedades Importantes de Fungoes Base NURBS

de B-spline.

Destacando que NURBS é uma generalizagao de B-spline, herda todas as propriedades

A seguir sdo apresentadas algumas das mais importantes para fungées base NURBS.

. R; »(u) é uma fungao racional de grau p em w.

. Nao Negatividade — Para todo ¢ e p, R; ,(u) é ndo negativo.

Suporte Local — R; ,(u) é um nao-nulo em [u;, Uitpt1)-

Em qualquer perfodo de né [u;,u;+1), no méximo p + 1 fungdes base de grau p séo

nao-nulas, isto é: R;_p (), Ri—pt1p(1), Ript2,p(u), ..., € Ri p(u).

. Particdo de Unidade — A soma de todas fungoes base nao-nulas de grau p no periodo

[ui, ui+1) é1.

Se o nimero de nés é m + 1, o grau das fungoes base é p e o nimero de fungoes base

degraupén—+1,entaom=n+p+ 1.

Fungao base R; ,(u) é uma curva composta de funcdes racionais de grau p com pontos

de acoplamento nos nés em [u;, Uiyp+1)-
Em um né de multiplicidade k, fungdo base R; ,(u) é CP~* continuo.

Se w; = ¢ para todo ¢, onde ¢ é uma constante ndo-nula, R; ,(u) = N; p(u).



A partir do que foi constatado, verifica-se que fungoes base B-spline sao casos especiais
de fungoes base NURBS quando todos os pesos tornarem uma constante nao-nula.

Assim, deve-se mencionar em especial ¢ = 1.

3.13.2 Propriedades Importantes de Curvas NURBS

Aqui é apresentada a listagem de importantes propriedades de curvas NURBS. Pode-
se perceber que existe a possibilidade de uma NURBS estar aberta, semi-fechada e fechada. Como
curvas B-spline, se os primeiros p + 1 nés e os ultimos p + 1 nds sao iguais para o fim da esquerda

e da direita do dominio, a curva é semi-fechada.

1. Curva NURBS Q(u) é uma curva por partes continuadas com cada componente uma

curva racional de grau p.
2. A igualdade m = n + p + 1 deve ser satisfeita.

3. Um curva NURBS semi-fechada @Q(u) passa pelos dois pontos de controle finais pg e

Pn-

4. Propriedade de Fecho Convexo Forte: a curva NURBS é contida no fecho convexo de
seus pontos de controle. Além disso, se u estd no periodo de né [u;, u;t1), entdo Q(u)

estd no fecho convexo dos pontos de controle p;—p, Pi—p+1, -y Pi-

Esse processo tem sido executado de modo nitido, permitindo que todos os pesos devem
ser ndo-negativos. Se alguns deles s@o negativos, a propriedade de fecho convexo forte
ou até a propriedade de fecho convexo nao suportard. A seguir, a figura 3.39 é uma
curva NURBS de grau 2 com n = 2, m = 5 e os primeiros trés e tltimos trés noés
semi-fechados. Os pesos dos dois pontos de controle terminam em ambos 1 e o peso
do ponto de controle do meio é 0.5. Isto é um arco eliptico. O segmento de curva fica

contido no fecho convexo.

Figura 3.39: (a) Curva NURBS de Grau 2
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Figura 3.40: (b) Curva NURBS de Grau 2

Figura 3.41: (¢) Curva NURBS de Grau 2

A figura 3.40 apresenta o peso do ponto de controle do meio configurado para zero.
Visto que este ponto de controle ndo revela nenhum efeito, o resultado é o segmento
da linha determinada pelas extremidades. Ainda fica contido no fecho convexo. Se
o peso é mudado para —0.5, o segmento de curva nao é contido no fecho convexo e

conseqiientemente a propriedade de fecho convexo falha.

. Esquema de Modificacdo Local: mudando a posicdo do ponto de controle p; somente

afeta a curva Q(u) no intervalo [u;, itp+1)-

Isto segue da propriedade do esquema de modificagao local de fungdes base B-spline.
Recorde que R; ,(u) é ndo-nulo no intervalo [u;, u;yp+1). Se u nao esté neste intervalo,
visto que R; ,(u) é zero e R; p(u)p; ndo tem nenhum efeito em computar Q(u). Por
outro lado, se u estd no intervalo indicado, R; ,(u) é ndo-nulo, e se R; ,(u)p; ¢ mudado,

entdo deve-se fazer Q(u).

Este esquema de modificagao local é muito importante no projeto de curva, porque
pode-se alterar uma curva localmente sem mudar a forma de um modo global. Além

disso, se uma nova definicdo de forma da curva é exigida, pode se inserir mais noés



(e entao mais pontos de controle) de modo que a regiao afetada possa ser restringida

para uma muito menor.

6. Q(u) é CP~* continuo em um né de multiplicidade .

Se u ndo é um né, Q(u) estd no meio de um segmento de curva de grau p e é entéo
infinitamente diferencidvel. Se v é um né no dominio nao-nulo de R; ,(u), considerando

que R; ,(u) é somente CP~* continuo, entdao é necessdrio fazer Q(u).

7. Propriedade Diminuindo Variacgao.

A propriedade diminuindo variagdo também suporta para curvas NURBS. Se a curva
é contida em um plano, a reta nao intercepta uma curva NURBS mais vezes que seu

poligono de controle.

8. Curvas B-spline e Curvas Bézier sao casos especiais de Curvas NURBS.

Se todos os pesos forem iguais, uma curva NURBS torna-se uma curva B-spline. Se,
além disso, n = p (isto é, o grau de uma curva B-spline é igual para n, o nimero
de pontos de controle menos 1) e existem 2(p + 1) = 2(n + 1) nés com p + 1 deles

semi-fechados em cada fim, esta curva NURBS reduz para uma curva Bézier.

9. Invariancia Projetiva.



3.14 NURBS: Modificando Pesos

Considerando que curvas NURBS sao definidas por um conjunto de pontos de controle,
um vetor de nds, um grau e um conjunto de pesos, existe mais um parametro para mudanca da
forma (isto é, os pesos). E necessdrio recordar que as fungdes base de uma curva NURBS sao:

Nip(u)w

T Nyp(u)w; (3.26)

R p(u)

Entao, acrescentando e diminuindo o valor de w;, sera acrescentado e diminuido o

valor de R; ,(u), respectivamente. Mais precisamente, acrescentando o valor de w; serd puxada
a curva em direcdo ao ponto de controle p;. De fato, todos os pontos afetados na curva também
serao puxados na direcao para p;. Quando w; tender ao infinito, a curva passard pelo ponto de

controle p;. Por outro lado, diminuindo o valor de w;, esse afastard a curva do ponto de controle
Di-

As figuras seguintes mostram uma curva NURBS de grau 6 e suas fungoes base
NURBS. O ponto de controle selecionado é pg. Na figura 3.42, todos os pesos sao 1 e, deste
modo, a curva é uma curva B-spline. Na figura 3.43, wg é acrescentado para 2 e, como pode-se
ver, parte da curva reposiciona em diregao a pg. Visto que wg é acrescentado, entao deve-se fazer

Ry ¢(u) como mostrada na figura 3.44.

weight9=1 5 — —T

gy .i-:"---

Figura 3.42: (a) Modificando Pesos de uma Curva NURBS de Grau 6



Figura 3.43: (a) Fun¢ées Base NURBS

Figura 3.44: (b) Modificando Pesos de uma Curva NURBS de Grau 6



Figura 3.45: (b) Fungées Base NURBS

A préxima etapa, wg consiste em adicionar para 5, 10 e 20. O correspondente Ry ¢(u)
fica maior, transportando mais peso. Este puxa a curva adicional para o ponto de controle pg.

Quando wg = 20, a curva estd muito préxima de pg.

weight 2 =5 f__———

Figura 3.46: (c¢) Modificando Pesos de uma Curva NURBS de Grau 6



X

Figura 3.47: (c¢) Fung¢ées Base NURBS

weight 9 = 10

Figura 3.48: (d) Modificando Pesos de uma Curva NURBS de Grau 6



Figura 3.49: (d) Func¢ées Base NURBS

Figura 3.50: (e) Modificando Pesos de uma Curva NURBS de Grau 6



Figura 3.51: (e) Fungées Base NURBS

Analisando o efeito oposto, é possivel encontrar o caso inicial no qual todos os pesos
sdo 1. Entao, wg é diminuido para 0.5 e este afasta a curva do ponto de controle pg. Note que a
correspondente Rg ¢(u) diminui, e entdo fazem o impacto do ponto de controle pg na curva Q(u).
Quando wg muda para 0.1, a curva é reposicionada mais longe e o valor de Rg¢(u) é menor. A
figura 3.58 revela a curva de wg definida como zero. Considerando que Rgg(u) é zero, ndo se
concretiza nenhum impacto na curva e, como resultado, o segmento oposto da curva para o ponto

de controle pg é plano.

Figura 3.52: (f) Modificando Pesos de uma Curva NURBS de Grau 6



Figura 3.53: (f) Fungées Base NURBS

weight 9 = 0.5

Figura 3.54: (g) Modificando Pesos de uma Curva NURBS de Grau 6



Figura 3.55: (g) Fungdes Base NURBS

weight 9=0.1

Figura 3.56: (h) Modificando Pesos de uma Curva NURBS de Grau 6



1<

Figura 3.57: (h) Fungées Base NURBS

Figura 3.58: (i) Modificando Pesos de uma Curva NURBS de Grau 6



Figura 3.59: (i) Fung¢ées Base NURBS

Sintetizando, apresenta-se o seguinte:

“Acrescentando (resp., decrementando) o valor de peso w; puxa (resp., empurra) a
curva em direcao ao (resp., longe de) ponto de controle p;. Quando o valor de w; torna-se infinito,
a curva passa pelo ponto de controle p; e quando w; é zero, o ponto de controle p; nao tem impacto

na curva” [NURBS, (a) 2001].



3.14.1 TUma Discussao Detalhada

Para que haja mais precisao no impacto ao mudar o peso de um ponto de controle

selecionado, deve-se retornar a definigao de curvas NURBS:

1 n
Qu) = ST N (0w iz:; Nip(w)wip; (3:27)

Selecionando o ponto de controle py e investigando o impacto da varidvel wy, pode-se
considerar que py, pode somente contribuir para a curva @(u) no dominio ndo-nulo de seu coeficiente

Ni p(u) (isto é, [uk, Uk+p+1)), €m que segue, assumimos u estando em [ug, Uk+p+1)-

Tomando as condic¢oes que envolvem wy fora das adigoes resulta no seguinte:

1 n
u) = 7 Nipwwepr + ) Nip(u)wip; 3.28
Q( ) Nk,p(u)wk + Zz?ﬁk Ni’p(’u)wi( k,p( ) kDPk ; p( ) D ) ( )
Introduzindo as seguintes expressoes,
A= Np(uju (329)
n
B = ZNi,p(u)wi (330)
ik
n
X = Z Nip(u)wip; (3.31)
ik
obtém-se:
1
Q) = ZpWn+X) (3.32)

Considerando o caso wg = 0 primeiro, ter-se-4 A = 0 e o ponto na curva, denotado

como Q°(u), é:s

|

Q%(u) = (3.33)

Ao calcular-se o ponto de “base” Q°(u) para seu ponto correspondente Q(u) para um

valor arbitrario wy, obtém-se:

Qu) — QO(U) = A_’_;B(Apk +X) - % = A—I—LB (pk — %) = A—l—iB(pk — Qo(u)) (3.34)

Esta equacao indica que o vetor Q(u) — Q°(u) e vetor pr — Q°(u) apresentam a mesma

diregdo e o comprimento do tempo anterior ¢ A(A+ B) dos posteriores para todo u em [ug, Uk4p+1)-



Pelo fato dos pontos pi e Q°(u) serem fixos, pode-se dizer que Q(u) estd na linha de py e Q°(u).
Além disso, se todos os pesos forem néo negativos, A e B sdo ambos ndo negativos e o valor de

A(A + B) estd entre 0 e 1. Isto é, o ponto Q(u) estd no segmento da linha de py e Q°(u).

Se wy tende ao infinito, pode-se dividir o numerador e denominador da curva Q(u)

por wi como mostrado abaixo.

1 n
u) = Ny, p(uw)w + N; »(w)w;p; 3.35
Q(u) Nkyp(u)wk—’—zzr';ﬁnNi,p(u)wi( h,p (W) WEDE ; ip(W)wip;) ( )
1 1 n
= = Nyo,(wWpe + — + > N, (w)w;
Nop(@) ¥ L 5 S Ny P ; o (w)w)

Se wy, tende ao infinito, 1/wy aproxima-se de zero. Conseqlientemente, (1) aproxima-
se de pg, o ponto de controle selecionado. A seguir, apresentam-se uma sintese dos aspectos

considerados até o momento.

“Se wy, é ndo negativo, Q(u) sempre estd no segmento da linha de Q°(u) e px, no qual
Q"(u) é o ponto correspondendo para wy = 0, e u estd em [ug, ugip+1). Além disso, quando wy,
muda de 0 até o infinito, Q(u) reposiciona de Q°(u) para py, e se wy é infinito, Q(u) torna-se py”

[NURBS Curves and Surfaces, 2001].

A figura 3.60 ilustra este resultado. Nela é apresentada uma curva NURBS de grau 6

definido por 9 pontos de controle (n = 8) e 16 nés (m = 15) como é mostrado a seguir.

Up = U] = U2 = U3 = U4 = U5 = Ug Uz usg Ug = U190 = U11 = U2 = U3 = U14 = U15
0 /3] 2/3 1

Tabela 3.4: Nés de uma Curva NURBS de Grau 6

O ponto de controle selecionado é py, considerando que o coeficiente de ps, Nyg(u), é

nao-nulo em [ug, ugq6+1) = [0,1), sua mudanga wy afeta a curva inteira.



Figura 3.60: Mostrando as Curvas de wy serem 2, 3, 4, 5, 10, 20 e 50

Os pontos que correspondem para u = 1/3 e u = 2/3 sdo marcados na curva. A curva
correspondendo para wy = 0 sd0 os mais baixos marcados com 0. A figura mostra as curvas de wy
serem 2, 3, 4, 5, 10, 20 e 50. Como o valor de wy aumenta, a curva é puxada em diregdo ao ponto
de controle py. Quando wy é acrescentado para 50, a curva aproxima-se de py. Deve-se perceber
que todos os pontos que correspondem para @(1/3) estdo no segmento da linha Q°(1/3) e py e
todos os pontos que correspondem para (Q(2/3) estdo no segmento da linha Q°(2/3) e p4. E preciso
também destacar que o segmento de curva entre Q(1/3) e Q(2/3) fica menor com o aumento do
valor de wy. Eventualmente, o comprimento deste segmento de curva torna-se zero (isto é, Q(1/3)

e Q(2/3) fica idéntico para p4) quando wy é infinito.



3.15 Curvas B-spline/NURBS: Insergao de N6

“Na insercao de né o seu processo fundamental consiste em adicionar um novo né no
vetor de nds existente sem mudar a forma da curva. Este novo né pode ser igual para um né
existente e neste caso a multiplicidade daquele né6 é acrescentado de um. Em virtude da igualdade
fundamental m = n + p 4+ 1, depois de adicionar um novo nd, o valor de m é acrescentado de
um e, conseqiientemente, ou o nimero de pontos de controle ou o grau da curva também deve
ser acrescentado de um” [Lerios, 2001]. Mudando o grau da curva mudard a forma da curva
globalmente e nao sera considerada. Entao, a inser¢ao de um novo né causa um novo ponto de
controle a ser adicionado. De fato, alguns pontos de controle existentes sao removidos e substituidos

COm uns novos por cortes de segmentos.

Embora insercao de né nao parega muito interessante, representa um dos algoritmos
mais importantes para curvas B-spline e de NURBS, pois muitos outros algoritmos tuteis serao
baseados em insercao de n6. Entao, deve-se comegar com algoritmos de insercao de né. A seguir,

é necessario apresentar um algoritmo para inserir um né tnico.

A figura 3.61 a seguir revela uma curva B-spline semi-fechada de grau 4 com néds
uniformemente espagados. A figura 3.62 apresenta o resultado depois de um novo né u = 0.5
ser inserido. Como pode-se ver, a forma da curva ndo muda; porém, a definicdo do poligono de
controle é mudada. De fato, quatro novos pontos de controle (indicadas com elipses) substituem

os pontos de controle original py, ps € pg, e trés cortes de segmentos da reta em py, ps € pg.

Figura 3.61: Curva B-spline Semi-fechada de Grau 4 com Nos Uniformemente Espacados



Figura 3.62: Resultado depois de um Novo N6 u = 0.5 ser Inserido

3.15.1 Inserindo um N6 Unico

A partir de um conjunto de n + 1 pontos de controle pg, p1, ..., Pn, um vetor de nés
de m + 1 nés u = {ug, u1, ..., Uy, } € um grau p, deseja-se inserir um novo né ¢ no vetor de né sem

mudar a forma da curva B-spline.

Supondo-se que o novo né t fica contido no periodo de né [ug, uk+1), da propriedade

de fecho convexo, Q(t) permanece contido no fecho convexo definido pelos pontos de controle p,

Dk—1, ---, Pk—p € todas outras funcoes base sao zero. Deste modo, a computacao de insercao de
né pode ser restringida nos pontos de controle pg, pr—1, ..., Pk—p. O modo de inserir ¢ é para
encontrar p novos pontos de controle ¢ no segmento pr_1Pk, ¢k—1 NO SeEMENtO Px_oPk—_1, .., €

Qk—p+1 NO segmento pr_pPr—p+1 tal que o conhecido poligono entre pi_, e pi é substituido por
Dk — PQk—p+1---Qkpk cortando os segmentos em py_p41, ..., pr—1. Todos outros pontos de controle
sao inalterados. Pode-se perceber que p — 1 pontos de controle do poligono de controle original sao

removidos e substituidos por p novos pontos de controle.



Figura 3.63: Pontos de Controle g;

Para se calcular o novo ponto de controle g; no segmento p;_1p;, usa-se:
g = (1 —ai)pi—1 + aipi (3.36)

sabendo-se que a; é definido como:

aizﬂ para k—p+1<i<k (3.37)

Uitp — Us
Em resumo, a inser¢ao de um novo né t, exige que primeiro seja encontrado o periodo
de 16 [uk, up+1) que contém este novo né. Com k disponivel, p novos pontos de controle gx—p+1,
..., qi sdo computados com a férmula acima. Finalmente, o poligono de controle original entre
Dk—p € Di € substituido com o novo poligono definido por pr—p, Gr—p+1, Qe—p+2s - Qh—1, Gk € Dk-
E notével que depois de inserir um novo né, o vetor de nd torna-se wug, Ui, ..., Uk, t, Ugt1, .., €

Up,. Se 0 novo no t é igual para ug, a multiplicidade de uj é acrescentada por um.

O esquema de computagao acima pode ser ilustrado com o diagrama 3.64. Primeiro, os
pontos de controle afetados sao listados na coluna a esquerda. Entao, os novos pontos de controle
computados sao listados na segunda coluna. Pode-se perceber que o nimero de novos pontos de
controle apresenta um a menos que os pontos de controle afetados. A computagao do novo ponto
de controle ¢;, no qual k —p+ 1 < ¢ < k, requer dois pontos de controle original p,_1 e p; com
coeficientes 1 — a; e a;, respectivamente. Apds a computacio, serd verificado o uso dos pontos
cercados pela linha pontilhada para substituir nao aquelas na regiao. Todos pontos de controle
afetados sdo preservados. Portanto, o conjunto original de pontos de controle pi_p, Pr—p+is -

Dk—1, Pk sdo substituidos com pi—p, Gk—p+1, -y @h—1, Dk-



Figura 3.64: Diagrama do Esquema de Computagdo de Inser¢do de NG Unico

Torna-se possivel contemplar uma interpretacao geométrica de a;. De sua definigao,

a; é a relagao da divisdo do intervalo [u;,ui1,) pelo valor de ¢ como mostrado a seguir:

ai Hisp
I 1 &
~ail il i

a; 1-a

Figura 3.65: Interpretacio Geométrica de a;

Existem ka;, cada um cobre p periodos de né (isto é, [u;,u;4p)). Se estes intervalos

forem empilhados juntos e alinhado no valor de ¢, tem-se o seguinte diagramas:
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Figura 3.66: Diagrama do Alinhamento dos Intervalos no Valor de t
Entao, a posicao de ¢ divide perfodos de né [ug, Uk+p), [Uk—1, Wktp—1)s - [Uk—p+1, Ukt1)
nas relacoes ay, ax—1, ..., Gk—p+1, que, Na sua vez, provéem as mesmas relacoes para dividir seg-

mentos pgPk—1, Pk—1Pk—25 «++s Pk—pPk—p+1-

3.15.2 Exemplo 1: Inserindo um N6 em um Periodo de N6

Supondo que tem-se uma curva B-spline de grau 3 com um vetor de nés como segue:

() para us Uy

Us

Ug

ur

ug

para  ui1

0 0.2

0.4

0.6

0.8

Tabela 3.5: (a) Vetor de Nés

Deseja-se inserir um novo né t = 0.5. Considerando que ¢t = 0.5 fica contido no periodo

de 16 [us, ug), os pontos de controle afetados sao ps, p4, p3 € p2. Para determinar os trés novos

pontos de controle g5, g4 € g3, é necessario computar as, a4 € ag como segue:

as = (t —us)/(us — us) = (0.5 — 0.4)/(1 — 0.4) = 1/6
Ay = (t - ’U,4)/(U7 — ’U,4) = (05 — 02)/(08 — 0.2) = 1/2

as = (t —us)/(us —uz) = (0.5 —0)/(0.6 —0) = 5/6
Entao, os trés novos pontos de controle sao:

g5 = (1 =1/6)pa + (1/6)ps

qa=(1=1/2)ps+ (1/2)ps

g3 = (1 =5/6)p2+ (5/6)ps



O novo poligono de controle torna-se pg, p1, P2, 93, ¢4, G5, P5, ----, € 0 NOVO vetor de

noés é:

() para us Uy

Us

Ue

u7

ug

Ug

para u2

0 0.2

0.4

0.5

0.6

0.8

1

Tabela 3.6: (b) Vetor de Nés

Destacando que a curva B-spline original tem p = 3 e m = 11, apresenta-se n =

m—p—1=11—-3—1 = 7 e conseqiilentemente 8 pontos de controle. A seguir é revelada uma

curva B-spline satisfazendo esta condicdo e suas fungoes base:

Figura 3.67: (a) Curva B-spline

Figura 3.68: (a) Fungdes Base




Os trés retangulos sao g3, g4 € g5. Depois de inserir ¢t = 0.5, os segmentos em p3 e py
sdo cortados, rendendo a seguinte curva B-spline e suas fungoes base. E possivel notar que a forma

da curva nao muda:

Figura 3.69: (b) Curva B-spline

Figura 3.70: (b) Fungdes Base

O diagrama seguinte mostra a relagdo entre os velhos e os novos pontos de controle.

Torna-se notavel que o novo conjunto de pontos de controle contém pg, p1, P2, g3, 44, G5, P5, P6 €

D7



Figura 3.71: Diagrama da Relacao entre os Velhos e os Novos Pontos de Controle

As relacoes entre aj, u; e ¢t sao mostradas a seguir:
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Figura 3.72: Relacoes entre a;, u; et
3.15.3 Exemplo 2: Inserindo um N6 em um N6 Simples Existente
Supondo que esteja-se sobre posse de um vetor de nds como segue:
Upg  para  ug Us Ug ur us Uug ui0 Uil U2 para  Uig
0 0.125 | 0.25 | 0.375 | 0.5 | 0.625 | 0.75 | 0.875 1

Tabela 3.7: (¢) Vetor de Nds

Desejando-se inserir um novo né ¢t = 0.5, que é igual para um existente (isto é, t =

ug = 0.5). A seguir é apresentada uma curva B-spline de grau 4 e suas fungoes base antes do novo

né t ser inserido.



[

Figura 3.73: (a) B-spline de Grau 4

Figura 3.74: (a) Fungées Base

Considerando que t estd em [us, ug), 0os pontos de controle afetados sdo ps, pr, ps, Ps
e py. Os coeficientes sdo computados a seguir:
ag = (t —ug)/(u12 —ug) = (0.5 —0.5)/(1 — 0.875) =0
(t —ur)/(u11 —uz) = (0.5 —0.375)/(0.875 — 0.375) = 1/4
(t —ug)/(u10 — ug) = (0.5 — 0.25)/(0.75 — 0.25) = 1/2
(t —us)/(ug —us) = (0.5 —0.125)/(0.625 — 0.125) = 3/4

Os novos pontos de controle sao:

(1 —0)p7 + Ops

(1 =1/4)ps + (1/4)pr
g6 = (1 —1/2)ps + (1/2)pe

= (1 —=3/4)ps+ (3/4)ps

O novo ponto de controle gg é igual para o ponto de controle original p7. De fato, se
t é igual para um né, digamos uy, entao:

ak = (t — uk)/(Urqp — ur) =0



Conseqiientemente, possui-se:

gr = (1 —0)pr—1 + Opr = pr—1

Isto é, se 0 novo né t para ser inserido € igual para um noé simples existente uy, entao
gk, 0 ultimo novo ponto de controle, é igual para py_;. O diagrama seguinte é o esquema de

computagao:

g
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Figura 3.75: Diagrama do Esquema de Computa¢ao

A figura mostrada no inicio deste exemplo mostra os novos pontos de controle e o
novo poligono de controle. E indispensavel notar que os novos pontos de controle sao: pg, p1, p2,

D3, P4, G5, 96, 47, g8 = P7, P8, P9, P10 € P11- A curva e suas fungoes base depois do novo né t = 0.5

inserido sao mostradas a seguir:

Figura 3.76: (b) B-spline de Grau 4 depois do Novo Né t = 0.5 ser Inserido



DiaH lﬂll

Figura 3.77: (b) Fungdes Base depois do Novo N6 t = 0.5 ser Inserido

As relacoes entre a;, u; e t sdo apresentadas no grafico a seguir:

*t = I5
M= ome i”ﬁ =0 u oy b Tug U, Uy @#n
at L 4
Ti2s 125 1375 |5  L625 175 1875
I : | ) I - [
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Figura 3.78: Relacoes entre a;, u;, et

3.15.4 Exemplo 3: Inserindo um Né em um N6 Miiltiplo Existente

Se 0 novo nd t ¢é inserido em um né multiplo, suponha-se que t é inserido no né wuy

de multiplicidade s. Conseqiientemente, ter-se-4 s nds iguais sucessivos: ux = Ug—1 = Ug—2 =

.. = Ug—_s41 € Uk—s41 NA0 sendo igual para ur_s. Na computagdo de coeficientes ag, ..., ak—pt1,

possui-se o seguinte:

ar = (t —ug)/(uk4p — uk) = (up — ug)/(Uksp — uk) =0

ap—1 = (t —ug—1)/(Upgp—1 — up—1) = (ur — uk—1)/(Uktp—1 — Uk—1) =0



Afp—s+1 = (t - Uk—s+1)/(uk—s+1+p - uk—s—i—l) = (uk - uk—s-{-l) =0

Conseqilientemente, os coeficientes ag, ..., ax—p41 5a0 todos zero e nesse sentido, ira
obter-se:
qx = (1 — ax)pr—1 + axpr = pr—1
qe—1 = (1 —ar—1)pr—2 + ax—1Pk—1 = Pr—2

Gh—s = (1 — Qp—s41)Dh—s + Qh—s1Dk—s = DPh—s

Isto comprova que se o novo né t € inserido em um né uy de multiplicidade s, entao
os ultimos s novos pontos de controle, qx, qx—1, ..., Qk—s+1 SA0 iguais para os pontos de controle
originais pg_1, Pk—2, .., Pk—s. S s = 1 (isto é, né simples), gx é igual para pi_1, que é exatamente
o que foi discutido no Exemplo 2. Se s = 0 (isto é, t ndo é um nd), entdao todos pontos de controle
de pr—p para pj s@o envolvidos. Isto é o caso do Exemplo 1. O seguinte diagrama é o esquema de

computagao:



%

l|'||r||I|r||l|r||I||.\,|

FrEIEgfEg

ARy

(O L STt e

L

i AR
_,u-r'J""'-IF::-P‘f i'\—il."_.

Frs

1

et
=
£

16 T et S

=

B

i

Figura 3.79: Diagrama do Esquema de Computacdo

3.15.5 A Insercao de N6 para Curvas NURBS

A discussao referente a insercao de né estad direcionada para curvas B-spline. Con-
siderando que curvas NURBS sao as projecoes 4D de curvas B-spline para 3D, insercao de né
para curvas NURBS representa algo facil. Pode-se perceber que a discussdo e computagdo acima
nao exige os pontos de controle que estao na terceira dimensao espacial. Entao, insercao de né
para curvas NURBS é feita em trés passos: (1) convertendo a curva NURBS dada em 3D para
uma curva B-spline em 4D, (2) apresentando insercao de né para esta curva B-spline em quatro
dimensoes, e (3) projetando o novo conjunto de pontos de controle de volta para a forma 3D do
novo conjunto de pontos de controle para a curva NURBS apresentada, depois que o né exigido

for inserido.

Supondo-se que exista n + 1 pontos de controle pg, p1, ..., pn com pesos associados

wp, W1, ..., Wy, um vetor de nés u e um grau p, deve-se deixar p; = (x;,¥;, 2;). Entdo, pontos



de controle P; = (w;x;, w;y;, w;zi,w;), 0 < i < n, e vetor de nés u define uma curva B-spline de
quadri dimensoes de grau p. Pode-se inserir um né ¢ para esta curva B-spline de quadri dimensoes
produzindo um novo conjunto de pontos de controle Q; = (X;,Y;, Z;, W;), 0 < i < n. Projetando
estes pontos de controle de volta para o espago tridimencional pela divisao dos trés primeiros
componentes com o quatro, é produzido um novo conjunto de pontos de controle dados na curva

NURBS.

Analisando um exemplo, deve-se supor que esteja sob dominio 9 nos:

ug para ug | ug4 | us para  ug
0 0.5 1

Tabela 3.8: Nos

E uma curva NURBS de grau 3 definida pelos seguintes 5 pontos de controle no

plano-zy:

L laly|w]
Po | 70 | 76 | 1
p1 | <70 | 75 | 0.5
ps | 74 | 75 | 4
ps | 74 | <77
ps | 40 | 76 | 1

Tabela 3.9: Pontos de Controle no Plano-zy

A seguir é mostrada a curva e suas fungoes base:

o

Figura 3.80: (a) Curva NURBS de Grau 3



Figura 3.81: (b) Fungdes Base

Inserindo um novo né ¢ = 0.4, pode-se considerar que ¢ estd no periodo de né [us,u4)
e o grau da curva NURBS é 3, os pontos de controle afetados sdo ps, p2, p1 € po. Sabendo-se que
isto é uma curva NURBS, deve-se usar coordenadas homogéneas multiplicando todos pontos de

controle com seus pesos correspondentes. E possivel denominar estes novos pontos de controle P;:

L [ 2]y |w]
Py | 70| 76 | 1
P, | 35 | 375 | 05
P, | 296 | 300 | 4
P, | 370 | 385 | 5

Tabela 3.10: Novos Pontos de Controle P;

E notével que P, nao é afetada, pois nao é computado na tabela acima. Entao, deve-se
computar as, az € a1 a Seguir:
ag = (t —ug)/(usg —uz) = (0.4 —0)0)/(1—0)=0.4
ag = (t —u2)/(us —u2) = (0.4 —0)0)/(1—-0)=0.4

a1 = (t —u1)/(uqg —uy) = (0.4 —0)0)/(0.5—-0) =0.8
Os novos pontos de controle @03, Q2 e Q1 sao:
Q3 = (1 - ag)PQ + a3P3 = (3256, 26,44)

Q2 = (]. - ag)Pl + as Py = (974, 142.5, 19)
Q1 (]. - al)Po + a1 P = (—42, 14.8, 06)

Projetando estes trés pontos de controle em quadri dimensoes dividindo os primeiros
dois componentes com o terceiro (o peso)7 ter-se-4:
g3 = (74,5.9) com peso 4.4
g2 = (51.3,75) com peso 1.9
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q1 = (—=70,24.6) com peso 0.6

A seguir é apresentada a curva NURBS resultante e suas fungoes base:

w -

Figura 3.82: (b) Curva NURBS resultante

I:Ig s |.'=1|

Figura 3.83: (b) Fungdes Base

3.15.6 Corte de Segmento

Como foi mencionado anteriormente, inser¢do de né é um processo de corte de seg-
mento. Assim, supondo-se que uma curva B-spline de grau 6 e deseja-se inserir u duas vezes em
um né uyg de multiplicidade 2. Os pontos de controle afetados sao pig, po, ..., P4, considerando
que k=10, p =6 e k —p = 4. Assim a multiplicidade de uig é 2, revelando que s = 2 e uig € py
ndo sao mudados. A primeira insercao produz ps 1, P71, P6,1 € D5,1 € 0S segmentos em Pz, Pg € Ps

sao cortados. O novo conjunto de pontos de controle contém py para p4, ps.1, Ps,1, P7,1, P81, P8,

Do, P10y -----



Figura 3.84: Novo conjunto de Pontos de Controle

A segunda inser¢ao produz pg 2, pr.2 € ps,2. Deste modo, os segmentos em p7,1 € pe 1
sao cortados e o novo conjunto de pontos de controle sao py para pa, ps.1, D62, P7,2, P82, P81, P8,

P9, P10y «----



3.16 Comparagoes entre Curvas B-spline e NURBS

3.16.1 B-spline

“B-spline permanece como um dos mais eficientes métodos de representacao de forma
para uso em processamento de sinal e imagem. Embora B-spline ofereca uma representacao com-
pacta e tem alta robustez contra a presenca de ruido na imagem, pouco trabalho foi feito para seu
uso em comparacao de semelhanca de forma. E em parte devido a nao singularidade dos descritores
de B-spline, em que uma forma dada pode ser representada por conjuntos diferentes de parametros
B-spline. Além disso, cada imagem pode ser representada por um nimero diferente de parametros
de B-spline para ser comparado. Entao, é uma tarefa dificil achar correspondentes parametros

relevantes de B-spline em funcoes para apresentar comparacao de semelhanca entre duas imagens.

B-Splines Racional Nao-Uniforme (NURBS), é uma melhor representagao Spline com-
parada a B-spline. A fim de resolver o perceptivo problema de correspondéncia, é apresentado
uma comparacao elastica, o método de computar a pontuacao de semelhanca entre duas ima-
gens. No método de comparagao eldstica, pontuagao de semelhanga é computado baseado em
comparacoes locais dos contornos de formas. A comparacao eldstica é relacionada a energia fisica
que é obtida medindo a quantidade de deformagao para explicar a diferengca em dois contornos”

[Liang e Mandava e Khoo, 2003].

3.16.2 NURBS como um Descritor de Forma

B-Splines Racional Nao-Uniforme (NURBS) s@o escolhidos como um descritor de

forma para modelar véarias formas comparado ao B-spline.

A escolha de NURBS como um descritor de forma, nao s6 oferece uma forma matematica
comum para representar formas livres mas também formas geométricas. “A diferenga entre NURBS
e B-spline, é que NURBS inclui um vetor de lago ndo uniforme e um parametro adicional, que é
o peso. A inclusdo de peso como um parametro adicional adiciona um grau extra da liberdade
para NURBS e facilita a representagdo de uma grande variedade de formas. Além disso, o uso de
vetores de lago nao uniformes permite melhor controle de forma e modelagem de muitas classes de
formas que o vetor de lago uniforme usado em B-spline. Com estes parametros adicionais, NURBS
permite uma representagao compacta mais alta, que reduz o nimero original dos pontos de limite

exigidos para representar a imagem em questdao” [Liang e Mandava e Khoo, (c) 2002].

A figura a seguir ilustra a forma da imagem reconstruida em relacao a imagem original
usando numeros diferentes de pontos de controle NURBS e B-spline. Deste, pode ser visto, com 12

pontos de controle, a aproximagao de curva com NURBS é superior a aquela com B-spline. Com 32
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pontos de controle, a representagao de NURBS converge mais préximo aos pontos de curvatura alta
comparado a representagao B-spline. Entao, observa-se que NURBS é um método de representacao
apropriada para descrever qualquer forma livre que possa conter numerosas porgoes convexas e

concavas.

NPC NURBS B-Spline
12

32

Figura 3.85: Imagem reconstruida usando representa¢cio NURBS e B-spline com 12 e 32 Pontos
de Controle respectivamente [Liang e Mandava e Khoo, 2003]



3.16.3 Desenhando Toros e Elipséides com Curvas NURBS e B-spline

A seguir tem-se um toro desenhado com uma curva NURBS e depois este mesmo toro

desenhado com uma curva B-spline:

Fibo] mortims] butiv] Slapion] donbsmod Posnsred] uirmmes| iiginn | Set 8

(™
o

Figura 3.86: Curva NURBS com 7 Pontos de Controle, Grau 3, 11 Nds e 7 Pesos

Fibo] mortims] butiv] Slapion] donbsmod Posnsred] uirmmes| iiginn | Set 8

Figura 3.87: Curva B-spline com 7 Pontos de Controle, Grau 3 e 11 Nds



A seguir tem-se uma elipséide desenhada com uma curva NURBS e depois esta mesma

elipséide desenhada com uma curva B-spline:

Figura 3.88: Curva NURBS com 7 Pontos de Controle, Grau 3, 11 Nos e 7 Pesos

Figura 3.89: Curva B-spline com 7 Pontos de Controle, Grau 3 e 11 Nds

Como pode-se observar tanto um toro quanto uma elipséide é melhor desenhada uti-

lizando curva NURBS.



3.17 Aplicagoes utilizando NURBS

Construindo um dedo com NURBS. Foi utilizado o software “Rhino 3D” [Rhino 3D, 2001]
para realizar esta tarefa.
Passos para a construgao:

1. Desenhe duas curvas vistas de frente, representando os lados esquerdo e direito de um

dedo. Desenhe a curva alinhada ao eixo central até uni-la no topo.

Figura 3.90: (a) Lados Esquerdo e Direito de um Dedo

2. Desenhe duas curvas reposicionadas, representando a visao lateral da frente e atras

do dedo. A unha serd outra superficie separada do restante.

3. Faca a visao de perspectiva ou ative a visao superior, de forma que se possa ver as
quatro curvas de uma vez. Reconstrua a superficie de cada curva com mais ou menos

10 ou 12 pontos de controle de forma fechada.
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Figura 3.91: (b) Visdo Perspectiva do Dedo

4. Faga uma nova camada, e reposicione as curvas construidas mais longe da camada

inicial.

5. Mostre pontos em seu modelo de dedo, e edite sua forma. Pode-se inserir mais nés

aos pontos, para maior controle da forma.

Figura 3.92: (c¢) Pontos de Controle do Modelo de Dedo

6. Amplie a visdo superior do tipo de dedo, e desenhe 4 curvas. As curvas da direita e

esquerda devem representar as extremidades da unha do dedo.
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Figura 3.93: (d) Extremidades da Unha do Dedo

7. Use “Proj” (ou Curve>From Surfaces>Projective) e selecione as quatro curvas e

aperte <enter>. Entao selecione o objeto dedo e aperte <enter>.

Figura 3.94: (e) Visdo Perspectiva da Unha

8. Selecione o dedo, e clique no icone “Ghost” na caixa de ferramentas “Larger Toolbox”.

9. A direita da janela de perspectiva, pode-se ver que existem cinco conjuntos de curvas.
O conjunto de curvas desenhadas estd no centro, e existem curvas projetadas sobre a

frente e atras do dedo.

10. As tnicas curvas necessérias sao aquelas projetando a parte do lado de trds da unha

do dedo. Selecione e apague os outros dois conjuntos.

11. Unindo as quatro curvas no alto para fazer a unha (desligue a caixa de verificagao -

“closed” em “check-box”).
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Figura 3.95: (f) Imagem final construida do Dedo
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4 CONCLUSOES

Ao longo desse trabalho foi realizado um estudo referente & Curvas NURBS. A seguir,

serao relatadas as conclusoes chegadas com este estudo:

Coordenadas Homogéneas - Um dos muitos propositos de usar coordenadas homogéneas
é capturar o conceito de infinito. Os matematicos descobriram que muitos conceitos e computagoes

geométricas podem ser simplificadas se o conceito de infinito é usado.
Curvas Racionais - Representagoes paramétricas usando coordenadas homogéneas.

Splines sao férmulas matematicas que permitem construir linhas vetoriais a partir de
pontos estabelecidos. Sao utilizadas em programas CAD para ajudar os engenheiros a fazerem

curvas suaves. Dois tipos mais comuns de Splines sdo curvas Bézier e curvas B-spline.

Curvas B-splines sao generalizagoes de Curvas Bézier. Para desenhar uma curva B-
spline, precisamos de um conjunto de pontos de controle, um conjunto de nés e um conjunto de
coeficientes, um para cada ponto de controle de forma que todos segmentos de curva sejam unidas
satisfazendo certa condicao de continuidade. Os coeficientes sao a relagao das distancias entre os

pontos e sempre estao no intervalo de 0 e 1.

Curvas Bézier sao casos especiais de B-splines. As curvas Bézier e B-splines sdo curvas
paramétricas polinomiais. Nesse sentido, formas paramétricas polinomiais nao podem represen-
tar algumas curvas simples como circulos. Como resultado, Curvas Bézier e B-splines somente
podem representar as formas que paramétricas polinomiais podem. Introduzindo coordenadas ho-
mogéneas, tornam-se racionais, fazendo com que Curvas Bézier e B-splines sejam generalizados
para curvas Bézier Racional e B-splines Racional Nao-Uniforme, ou NURBS. Obviamente, curvas
Bézier Racionais sao mais poderosas que curvas Bézier e agora podem representar circulos e elipses.

Semelhantemente, NURBS sdo mais poderosas que B-splines.

NURBS (Non-Uniform Rational B-Splines) - B-splines Racionais Nao-Uniformes: séo

fungoes paramétricas que podem representar qualquer tipo de curva e superficie.
Vantagens de usar NURBS:

- NURBS oferecem uma forma matematica comum para representar e projetar

formas de padrao analitico e formas livres.

- NURBS sao invariantes sob transformacoes geométricas de escala, rotagao,

translacgao, cortes de segmentos como também paralelas, projecao e perspectiva.
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- Manipulando os pontos de controle como também os pesos, NURBS prové fle-

xibilidade para projetar uma grande variedade de formas.

- NURBS tem interpretagoes geométricas claras, fazendo seu uso particularmente

util para desenhistas e projetistas.

- NURBS tem um conjunto de ferramentas geométricas poderosas (insergao de né,

elevagao de grau, etc.) isto pode ser usado para projetar, analisar processos e interrogar objetos.

- Uma motivagdo muito importante para usar curvas NURBS é a habilidade de
controlar suavidade. O modelo NURBS permite-nos definir curvas sem torcer ou mudar subita-
mente de dire¢do (como corte transversal asa-avido) ou com controle preciso acima de onde torce

e curvas acontecem (cortes de segmentos de objetos feitos & maquina, por exemplo).

Porém, uma das desvantagens que NURBS tem, é a necessidade de armazenamento
extra para definir formas tradicionais (por exemplo circulos). Estes resultados de pardmetros
além dos pontos de controle, finalmente permitem a flexibilidade desejada para definir formas

paramétricas.
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