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RESUMO

Neste trabalho, relatam-se solugdes analiticas para as equacdes da cinética da teoria de
difusdo de néutrons. Para a solug¢do das equacdes da cinética pontual consideram-se seis
grupos de precursores de néutrons atrasados e assume-se reatividade varidvel como uma
funcdo arbitrdria do tempo. A ideia principal consiste inicialmente na determinagdo da
solucdo das equacdes da cinética pontual com reatividade constante apenas usando os
resultados bem conhecidos para a solugdo de sistemas de equagdes diferenciais matriciais
lineares de primeira ordem com entradas constantes. Com a aplicacdo do método de
Decomposicdo, € possivel transformar as equacdes da cinética pontual com reatividade
varidvel com o tempo em um conjunto de problemas recursivos semelhantes as equagdes da
cinética pontual com reatividade constante, o que pode ser resolvido diretamente com a
técnica mencionada anteriormente. Para ilustracdo, apresentam-se simulagdes para as funcoes
com reatividade constante, linear e senoidal, bem como comparacdes com resultados na
literatura. J4 com relacdo as equagdes da cinética espacial, consideram-se um e seis grupos de
precursores de néutrons atrasados, modelo multigrupo de energia, meio homogéneo e
dimensdes espaciais bi e tridimensionais. O formalismo do procedimento da solucdo é geral
em relacdo ao nimero de grupos de energia, familias de precursores de néutrons atrasados e
regides com diferentes composi¢des quimicas. O fluxo répido e térmico e as concentragdes de
néutrons atrasados sdo expandidos em uma série de termos de autofuncgdes que, pela aplicacao
da técnica da GITT, resulta em uma equacdo diferencial matricial de primeira ordem
semelhante as equacdes de cinética pontual. Por esse motivo, a solu¢do deste problema
transformado segue o formalismo do método da Decomposi¢do aplicado as equacdes da
cinética pontual. Por fim, apresentam-se simulagdes numéricas e comparagdes com resultados

disponiveis na literatura.

Palavras-chave: Cinética multigrupo; equagcdo da difusdo de néutrons; método da

Decomposi¢ao; GITT; solucao analitica.



ABSTRACT

In this work we report analytical solutions for the neutron kinetics diffusion equations. For the
solution of the point kinetics equations we consider six groups of delayed neutron precursors
and assume that the reactivity is an arbitrary function of time. The main idea initially consists
in the determination of the solution of the point kinetics equations with constant reactivity by
just using the well-known results of the solution of systems of first-order linear ordinary
differential equations in matrix form with constant matrix entries. Applying the
decomposition method, we are able to transform the point kinetics equations with time
dependent reactivity into a set of recursive problems similar to the point kinetics equations
with constant reactivity, which can be directly solved by the above mentioned technique. For
illustration, we also report simulations for constant, linear and sinusoidal reactivity time
functions of time as well as comparisons with results published in the literature. As for the
space kinetics equations we consider six groups of delayed neutron precursors, energy
multigroup model, homogeneous media and two and three-dimensional geometries. The
solution procedure formalism is general with respect to the number of energy groups, neutron
precursor families and regions with different chemical compositions. The fast and thermal
flux and the delayed neutron precursors concentrations are expanded in a series in terms of
eigenfunctions that, upon insertion into the kinetics equation and upon taking moments, result
in a first order linear differential matrix equation with source terms similar to the point
kinetics equations. The solution of this transformed problem follows the formalism of the
decomposition method applied to the point kinetics equations. We present numerical

simulations and comparisons with available results in the literature.

Keywords: Multigroup kinetics; neutron diffusion equation; Decomposition method; GITT;

analytical solution.
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1. INTRODUCAO

Para um reator nuclear operar em um nivel de poténcia constante, a taxa de producao
via fissdo de néutrons deverd ser balanceada pela perda via absor¢@o ou fuga de néutrons. Isto
equivale a dizer que a densidade neutrOnica ou o fluxo ndo depende do tempo. Esse €
conhecido como o estado critico de um reator. Algum desvio dessa condi¢cdo de balanco
resultard em uma dependéncia temporal da populacdo de néutrons e, consequentemente, uma
variacdo temporal da poténcia do reator. Isso pode acontecer devido a uma série de fatores.
Por exemplo, quando se deseja ligar ou desligar um reator, ou quando se deseja mudar o nivel
de poténcia em que o reator estd funcionando, o que € muito frequente nas usinas geradoras de
eletricidade; nesse caso a poténcia do reator variard ao longo do tempo e, consequentemente,
a densidade e o fluxo de néutrons. Ao estudo do comportamento de um reator cuja densidade
e o fluxo variam com o tempo chama-se de cinética de reator.

Dentro da teoria de difusdo de néutrons, as equagdes que governam a dinamica
temporal e espago-temporal da populacdo de néutrons sdo chamadas equacdes de cinética.

As equagdes da cinética da teoria da difusdo dividem-se em: equacOes da cinética
pontual e equagdes da cinética espacial.

As equacdes da cinética pontual envolvem exclusivamente a variacdo da amplitude do
fluxo com o tempo, ou seja, assumem total separabilidade no tempo e no espago, na qual a
forma espacial do fluxo é conhecida o que torna essas equacdes exclusivamente dependentes
do tempo. O modelo da cinética pontual ainda tem um papel relevante em fisica de reatores na
medida em que pode ser utilizado, quando devidamente resolvido, para uma previsdo de
tempo quase real da poténcia do reator, o que permite um controle em tempo util e de
intervencdo na planta, a fim de evitar a ocorréncia de acidentes graves [Buzano, 1985].
Quando as equacdes da cinética pontual t€ém coeficientes constantes, solu¢des analiticas sdo
facilmente estabelecidas [Aboanber, 2002; Zhangsheng et al. 2006], mas elas tornam-se
complicadas quando os coeficientes variam com o tempo.

A rigidez é uma grande dificuldade em resolver numericamente as equacdes da
cinética devido a grande diferenca em magnitude entre os tempos de vida média dos néutrons
prontos e atrasados, o que resulta na exigéncia de incrementos muito pequenos no intervalo de
tempo na resolucdo por métodos numéricos. Tem havido um grande esfor¢o na investigacao

sobre a eliminac¢do do problema da rigidez. Existem varios métodos, especialmente adaptados



para resolver os problemas de valor inicial para sistemas rigidos de equagdes diferenciais
ordindrias. Dentre os métodos numéricos citamos: o de integragdo usando a regra de Simpson
[Keepin e Cox, 1960], o método dos elementos finitos [Kang e Hansen, 1973; Zhiyuan,
1981], o método de Runge Kutta [Allerd e Carter, 1958; Sanchez, 1989], o método quase-
estdtico [Ott e Meneley, 1969; Koclas et al., 1996], o método singular de perturbac¢do [Hendry
e Bell, 1969; Goldstein e Shotkin, 1969; Bienski et al., 1978] e o método de diferencas finitas
[Brown, 1957]. A maioria destes métodos funcionam com sucesso em alguns problemas
especificos, mas continuam a ter desvantagens como mencionado por [Vigil, 1967]. Essas
limita¢des concentram-se no passo de tempo méaximo admissivel para assegurar a estabilidade
computacional. Para transientes lentos em reatores rapidos, mesmo a continuagdo analitica
mostrado em [Vigil, 1967] deve ser mudada no seu procedimento bdsico para alcancar a
computacao eficiente e incapacidade de resolver as equacdes da cinética pontual em sua
generalidade completa. Devido a esse problema, [Chao e Attard, 1985] desenvolveram o
método de confinamento da rigidez (SCM). [Basken e Lewins, 1996] introduziram a solugdo
das equacdes da cinética pontual por uma série de poténcias com a reatividade variando com o
tempo. [Aboanber ¢ Hamada, 2003] desenvolveram o método PWS (solucdo em séries de
poténcia) para resolver as equacdes de cinética pontual com acoplamento dos efeitos da
temperatura newtoniana. Diversos outros métodos tém sido implementados por diversos
pesquisadores tais como [Nobrega 1971], [Lawrence e Doring 1976], e [Aboanber e Nahla
2004].

Alteragdes nas propriedades nucleares que ocorrem durante um transiente podem
causar alteragdes na distribui¢do da populacdo de néutrons tanto no espago como em energia.
A fonte fundamental de desvio no modelo da cinética pontual € a falta de elementos
responsdveis por estas alteragdes na distribuicdo espacial do fluxo de néutrons.

Experimentos numéricos realizados por Yasinsky e Henry [Yasinsky e Henry, 1965]
demonstraram claramente a inadequacdo das equagdes da cinética pontual e necessidade de
modelos mais sofisticados, o que despertou o interesse para a questdo dos problemas de
cinética com dependéncia espacial. Desde entdo, foram feitas muitas andlises comparativas
entre a cinética pontual e aproximagdes espaciais, 0 que proporcionou uma melhor
compreensdo da aplicabilidade de cada modelo.

As equagdes da cinética espacial, utilizando a teoria da difusdo multigrupo de energia

a uma, duas ou trés-dimensdes t€ém sido aceitas pela maioria dos pesquisadores em fisica de



reatores como a melhor aproximagdo para a predi¢do do comportamento dos néutrons em um
reator nuclear. Vérios métodos tém sido desenvolvidos por muitos pesquisadores para
encontrar uma solu¢do numérica para as equagdes da cinética espacial, jJ& que uma solucdo
analitica completa dessas equacdes ndo se tem conhecimento. Estes métodos geralmente sdao
classificados como: métodos de diferencas finitas [Chou et al., 1990; Urku e Christenson,
1994; Jagannathan, 1985 a, b], método dos elementos finitos [Koclas, 1998], sintese nodal ou
métodos de expansdo [Kaplan, 1962; Dougherty e Shen, 1962; Kaplan et al., 1964; Yasinsky,
1967; Yasinsky e Kaplan, 1967; Stacey, 1968; Jagannathan, 1985a, b; Crouzet, 1996], os
métodos de malha nodal [Ott, 1969; Dodds, 1976; Camiciola et al., 1986; Koclas et al., 1997;
Dahmani et al., 2001], que mais tarde evoluiu para os métodos quase-estatico e métodos
adiabaticos. Uma ampla classe de métodos chamados métodos semi-implicitos para a solucdo
das equacdes de cinética espacial sdo examinados por Reed e Hansen [Reed e Hansen, 1970].
Para melhorar a precisdo e permitir uma maior eficiéncia computacional, uma classe de
métodos de Runge-Kutta generalizados foi desenvolvida para tratar das deficiéncias dos
tradicionais Runge-Kutta de Kaps [Kaps e Rentrop, 1979]. No entanto, os métodos de Kaps e
Rentrop foram aplicados com sucesso por [Sanchez, 1989] e [Kelly e Harris, 1991].
Recentemente, um método de Runge-Kutta estdvel generalizado foi desenvolvido por
[Aboanber e Hamada, 2008] para resolver as equagdes da cinética espacial.

A fim de desenvolver métodos que possam prever o comportamento da populacio de
néutrons no nucleo de um reator nuclear com suficiente precisdo e confiabilidade, solu¢des
analiticas sdo necessdrias. A motivacao por trds do desenvolvimento de métodos analiticos
para resolver as equagdes da cinética ndo € apenas o desafio de desenvolver um método para
resolver um conjunto de equacdes diferenciais acopladas, mas também uma necessidade real
para prever o desempenho e avaliar a segurancga de reatores nucleares de poténcia, tanto estes
atualmente em funcionamento quanto aqueles que estdo sendo projetados para o futuro. Além
da possibilidade de se obter uma solu¢do em forma fechada, a solucdo analitica possui uma
aptiddo relevante para gerar solucdes “benchmark”, para validar cddigos computacionais.
Além disso, a solucdo analitica de certa forma elimina ou pelo menos atenua a avaliagao do
desvio exigido por métodos numéricos. A titulo de ilustragdo da literatura sobre solucdes
analiticas, citam-se os trabalhos de [Bodmann et al., 2010], [Ceolin, 2010], [Petersen et al.,

2009] e [Vilhena et al., 2008].



Dentro desse contexto, esta tese enquadra-se no objetivo de resolver em forma
analitica as equacdes da cinética pontual com reatividade varidvel a seis grupos de precursores
de néutrons atrasados e as equacgdes da cinética espacial bi e tridimensionais com dois grupos
de energia, seis grupos de precursores de néutrons atrasados e dependéncia temporal dos
parametros nucleares.

Para resolver as equagdes da cinética pontual para uma reatividade varidvel com o
tempo, aplica-se o método da Decomposi¢ao [Adomian, 1988], [Adomian, 1996], [Adomian,
1994], [Eugene, 1993]. A ideia principal compreende as seguintes etapas: expandir a
densidade de néutrons e concentragdo de precursores de néutrons atrasados em uma série
truncada, substituir estas expansdes nas equagdes da cinética pontual e construir um conjunto
de sistemas recursivos de equagOes diferenciais de primeira ordem semelhante as equagdes da
cinética pontual com coeficientes constantes. A solucdo deste sistema recursivo € prontamente
obtida utilizando-se solu¢des conhecidas para equagdes diferenciais matriciais de primeira
ordem linear com entradas constantes. Esta técnica foi utilizada recentemente por [Petersen, et
al, 2009].

Uma vez encontrada as solugdes para as equagdes da cinética pontual, resultados
numéricos sdo gerados e comparados com algumas metodologias encontradas da literatura
para a validacdo do método. Alguns casos teste sdo elaborados para verificagdo e andlise do
comportamento da solu¢do obtida. A convergéncia € assegurada satisfazendo o critério de
Lyapunov.

Para resolver as equagdes da cinética espacial bi e tridimensionais com o modelo de
difusdo, aplica-se a técnica da GITT (Generalized Integral Transform Technique) nas
coordenadas espaciais. A ideia bdsica compreende as seguintes etapas: expandir os fluxos de
néutrons e a concentracdo de precursores de néutrons atrasados em séries em termos de
autofungdes. Substituir estas séries na equacao da cinética espacial, multiplicando a equacdo
resultante por autofuncdes e utilizar a propriedade da ortogonalidade, resultando assim em
uma equacgdo diferencial ordindria linear matricial conhecida como problema transformado.
Este problema transformado é resolvido de forma andloga as equagdes da cinética pontual,
seguindo a ideia do método da Decomposicdo. Para problemas de ordem superior, a resolucao
do problema transformado pode ser tratada dividindo a matriz que aparece no problema

transformado como soma de uma matriz diagonal, mais a matriz restante dos demais termos.



Essa reformulag@o do problema transformado permite trabalhar com matrizes de ordem muito
elevada, uma vez que a exponencial de uma matriz diagonal € facilmente estabelecida.

A técnica da GITT € uma metodologia bem estabelecida para resolver analiticamente
as equacgoes diferenciais parciais lineares para uma ampla classe de problemas na drea de
fisica e engenharia. Por analitico quer se dizer que nenhuma aproximagdo ¢ feita ao longo da
derivacdo da solucdo, a ndo ser o truncamento das expansdes em séries. A ideia principal
dessa abordagem consiste na constru¢do de um par de transformacdes a partir dos termos
adjuntos do laplaciano que aparecem na equacgdo diferencial a ser resolvida. Esse fato nos
permite escrever a solucdo como uma expansdo em série em termos de autofungdes
ortogonais, obtidas da solucdo de um problema de Sturm-Liouville auxiliar, construido a
partir dos termos adjuntos. A ortogonalidade das autofungdes completa o par de
transformagdes. Existe uma vasta literatura sobre este método na qual mencionam-se os livros
de [Cotta, 1993], [Cotta e Mikhaylov, 1997] e [Cotta, 1998].

O modelo multigrupo de cinética espacial da teoria de difusdo de néutrons foi
implementado considerando dois grupos de energia e seis grupos de precursores para 0s
néutrons atrasados. Para problemas deste tipo, encontra-se uma literatura predominantemente
baseada em esquemas numéricos para solugdes aproximadas. Em principio, ndo existe
nenhuma tentativa até agora que se concentre em uma solu¢@o exata para o referido problema,
com excecao de abordagens analiticas feitas por [Oliveira, 2007], [Corno, 2008], [Dulla et al.,
2007] e recentemente [Petersen et al., 2011 a].

Neste trabalho, a solu¢do das equagdes da cinética espacial de difusdo de néutrons é
obtida de forma geral, no sentido que extensdes para mais grupos energia, mais grupos de
precursores de néutrons atrasados e problemas heterogéneos com diferentes composicoes
quimicas nao demandam por modificacdes significativas da solu¢do, a ndo ser o nimero de
termos do sistema de equagdes.

Uma vez estabelecida a solu¢do das equagdes da cinética espacial, aplica-se a solucdo
a casos numéricos para validagdo da metodologia. Casos testes sdo elaborados para verificar o
comportamento da solugcdo. Para completar a andlise matemadtica, discute-se a convergéncia,
utilizando uma analogia com o Teorema de Interpolacdo Cardinal. O teste de Abel refor¢a a
convergéncia uniforme.

A presente tese encontra-se estruturada da seguinte maneira: no capitulo 2,

apresentam-se alguns conceitos sobre a fisica de reatores, bem como a derivacdo das



principais equagdes de interesse nesta tese. No capitulo 3, mostra-se a solug@o analitica e os
resultados numéricos para as equacdes da cinética pontual para seis grupos de precursores de
néutrons atrasados considerando uma reatividade constante e varidvel com o tempo. No
capitulo 4, apresentam-se a solu¢do analitica e os resultados numéricos para as equacdes da
cinética espacial, considerando dimensdes espaciais bi e tridimensionais, dois grupos de
energia, um e seis grupos de precursores de néutrons atrasados, reatividade constante e
varidvel com o tempo. No capitulo 5, apresentam-se as conclusdes e perspectivas para
trabalhos futuros. No apéndice A, mostra-se a obten¢do da solu¢do do problema estaciondrio
da difusd@o de néutrons em forma analitica. Por fim, no apéndice B, demonstra-se o teste de

Abel para a convergéncia uniforme.



2.  AS EQUACOES DA CINETICA DA TEORIA DE DIFUSAO DE
NEUTRONS

2.1 Equacao multigrupo de energia da teoria de difusao de néutrons

Aplicando o conceito de balango de néutrons para um dado grupo de energia, na qual
néutrons podem entrar ou sair deste grupo tem-se uma maneira de chegar as equacdes

multigrupo de energia. Considerando um tipico grupo de energia g, conforme Figura 2.1.

Grupo g E

r Y RN - >

| |
I I
Eg+2 = 0 Eg+l = 0 Eg = 0 Eg-l = 0 Eg-2 = 0 Eg'3 = O

Figura 2.1 - Variagdo da energia para um grupo de energia g.

Na Figura 2.1, os indices estdo ordenados de forma decrescente, pois correspondem
fisicamente ao fato de que usualmente os néutrons perdem energia no processo “migratorio”.
Assim, os néutrons da fiss@o “nascem” nos grupos de alta energia e passam para grupos de
energias menores, a medida que sofrem colisdes com nucleos leves.

A principal limitacio do modelo monoenergético € assumir que todos os néutrons
possuem a mesma energia cinética, por isso, este modelo simplificado também recebe a
denominacdo de modelo a uma velocidade. Os néutrons em um reator possuem energias que
variam de 10 MeV para menos do que 0,01 eV. Assim, hd aproximadamente umas nove
ordens de magnitude de variacdo na energia dos néutrons [Duderstadt e Hamilton, 1976]. Por
isso, para cdlculos globais em fisica de reatores, precisa-se de um tratamento mais realistico
da dependéncia da energia. Neste caso, o fluxo de néutrons dependerd de energia, mas, ao
invés de tratar a energia E do néutron como varidvel continua, discretiza-se o dominio
energético em intervalos ou grupos contiguos. Isto €, divide-se o dominio energético em G
grupos de energia, conforme a Figura 2.2.

Na Figura 2.2, os indices estdo ordenados de forma decrescente, pois correspondem

fisicamente ao fato de que usualmente os néutrons perdem energia no processo “migratorio”.



o1 E, Ey

Figura 2.2 - Esquema multigrupo de energia.

Portanto, tem-se o seguinte balango:

Taxa de variacdo do

Perda devido a Perda devido a
fluxo de néutrons =— _

fuga absor¢cdo no grupo g
no grupo g @D
Fonte de Espalhamento de Espalhamento de
+| néutrons —| néutrons para fora do |+| néutrons para dentro do
no grupo g grupo g grupo g

Esse balan¢o pode ser usado para chegar as equac¢des multigrupo de energia da difusdo

de néutrons que aparecem como:

199, (r.1)
———=V.D,(r.0)VP,(r.)=-X,r.08,r.0+0,r.0) =2 (r.0f,(r.1)
v ot
‘ . . 22)
+2.2,,00 .0
8 #8
para g =1:G naqual:
@, (r.1) representa o fluxo escalar de n€utrons na posi¢ao r do grupo g no tempo f;
v, representa a velocidade dos néutrons no grupo g;
D,(r,1) representa o coeficiente de difusdo na posi¢do r do grupo g no tempo t;
2, L (r.1) representa a se¢do de choque macroscépica de absor¢do de néutrons na posi¢ao

r do grupo g no tempo f;

Q,(r,1) representa a fonte de néutrons na posi¢do r do grupo g no tempo f¢;



2, (T, representa a se¢do de choque macroscopica de espalhamento de néutrons na

G
posi¢@o r do grupo g para o grupo g no tempo 7 isto €, X (r,t) = ZZ

g'=l

sgg'

ng-g (r,1) representa a se¢do de choque macroscopica de espalhamento de néutrons na

posicdo rdo grupo g para o grupo g no tempo f;

Pode-se separar o termo fonte de néutrons em dois: um devido as fissdes e outro

devido a uma fonte externa, entao se escreve:

G
_ ext
Q=2 v, (rnng (r.n+Q", (2.3)
8 #8
na qual:
X representa a fracdo de néutrons que aparece no grupo g;
vV, representa o nimero médio de néutrons emitidos na fissdo no grupo g’;
> " (r,1) representa a se¢do de choque macroscopica de fissdo de néutrons na posi¢ao r
do grupo g no tempo f;

Q" representa a fonte externa de néutrons;
G representa o nimero de grupo de energia.

Considerando somente um grupo de energia (modelo monoenergético), e, na auséncia

de fonte externa, a equacao (2.2) torna-se a forma simplificada:

1
—w =V.D(r,n)VP(r,t) =2, (r,t) gr,t) +v 2 (r,1) §(r,1) (2.4)
v t

na qual:

o(r,t) representa o fluxo escalar de néutrons na posi¢ao r e no tempo t;

y representa a velocidade dos néutrons;

D(r,t) representa o coeficiente de difusdo na posi¢do r e no tempo t;

2, (r,1) representa a secao de choque de absor¢do na posi¢do r e no tempo f;
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14 representa o nimero médio de néutrons emitidos na fissao;

Zf (r,1) representa a secao de choque de fissdo na posi¢do r e no tempo .

2.1.1 Calculos de criticalidade

Os néutrons emitem num processo de fissdo um nimero v de néutrons em média por
fissdo nuclear. Destes v néutrons, alguns sdo absorvidos no meio material ndo combustivel
do reator, alguns sdo absorvidos por captura no préprio combustivel e alguns desaparecem
pelo contorno do reator. Depois de todas essas perdas serem contabilizadas, ainda deve existir
um néutron para causar uma nova fissdo, caso contrdrio, ndo serda possivel manter uma reacao
em cadeia sustentdvel. Deseja-se manter a distribuicdo de néutrons em um reator na auséncia

de fontes externas, mas na presen¢a de uma fonte fissiondvel. Esta fonte é dada pelo produto

da taxa de fissao Zf( r)@(r) pelo nimero de néutrons emitidos por fissdo, onde 2. s €a

secdo de choque macroscopica de fissao.

Pode-se escrever a fonte de néutrons como:

Fonte Reator = v .(r )§(r) (2.5)

Considerando que a equag¢do da difusdo monoenergética (2.4) seja um modelo
matemadtico satisfatério para cdlculos neutronicos em reatores nucleares e desconsiderando a

variacdo temporal da populagdo de néutrons, fica-se com:
—V-D(r)Vr)+2,(r)dr)=v2(r)¥r). (2.6)

Infelizmente a equacdo acima ndo tem solugdo de relevancia fisica para casos gerais
realisticos, a menos que se corrija a combinacdo exata da composi¢do e geometria do reator,
para que o mesmo esteja critico. Portanto, o que se faz € introduzir um parametro arbitrario k

nesta equacdo de tal forma que:

—V-D(r)V¢(r)+Za(r)¢(r)=%vzf(r)¢(r)- 2.7
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Logo, para algum valor de k, pode-se garantir relevancia fisica. Se k =1, a equacao
(2.7) reduz-se a (2.6) e, portanto, consegue-se um sistema critico. Se k #1, entretanto,
precisa-se escolher uma nova combinagdo entre dimensio e composi¢do, para que se atinja a
criticalidade. Claramente, haverd em geral um conjunto de autovalores para a equacdo (2.7),
na qual apenas o maior destes autovalores, ou seja, o autovalor dominante correspondera a

uma autofuncio ¢@(r) que seja nido-negativa em todos os pontos do sistema e, portanto,
fisicamente relevante. Define-se o autovalor dominante como o fator de multiplicagdo efetivo

(ky) que indicard se o sistema estd em estado subcritico (k, <1), critico (k, =1) ou

supercritico (k,; >1). Assim, pode-se reescrever a equagdo (2.7) como:

—V-D(r)V¢(r)+za(r)(/)(r):kivzf(r)ﬂr) . (2.8)

eff

A equacdo (2.8) € conhecida como equagdo estaciondria do modelo monoenergético da

difusdo de néutrons.

2.1.2 Equacao multigrupo da difusao de néutrons com fonte de fissao (problema de

autovalor)

Ignorando a dependéncia do tempo e na auséncia de fonte externa, tem-se o problema
de autovalor para as equag¢des multigrupo da difus@o de néutrons conforme [Duderstadt e

Hamilton, 1976]:

G G
VD, VG, + T (0, = Y T ()0, +2, YV, T )6, 29)

i

para g = 1:G. A equacgdo (2.9) é conhecida como a equagdo estaciondria multigrupo da
difusdo de néutrons. Ela forma um sistema de G equacdes diferenciais parciais cuja solucdo
fundamental ¢, (r) € definida como o fluxo escalar de néutrons que estd no grupo g de
energia no nucleo do reator nuclear. O autovalor dominante € definido como o fator de

multiplicagdo efetivo do reator (k.4) € pode também ser interpretado como o nimero pelo qual

se pode dividir as equagdes multigrupo de difusdo para que representem um balango perfeito
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de néutrons. Isto é, se em cada grupo de energia onde houver fissdo nuclear forem emitidos

um ndmero médio de néutrons V;, =V, /k, , entdo a equagdo (2.9) representa um balango

eff 2
perfeito de néutrons para a geometria, dimensdao e composi¢cdo do sistema multiplicativo para

o modelo multigrupo da difusdo.

2.1.3 Equacao da difusao de néutrons a dois grupos de energia (problema de

autovalor)

Em célculos globais de reatores nucleares térmicos, é convencional usar apenas dois

grupos de energia. A estrutura dos grupos pode ser vista conforme a Figura 2.3.

Grupo rdpido Grupo térmico

E2:0 Elzlev E():lOMeV

Figura 2.3 - Caracterizacdo dos grupos de energia para um reator t€rmico.

Fica claro que o “up-scattering” fora do grupo térmico pode ser ignorado, devido a alta

diferencga de energia para o grupo rdpido. Entdo se pode identificar:

[ ("J)=Jjﬂ dE¢(r,E,t)E fluxo rdpido (2.10)

¢, (r.1) =J- ; dE¢(r,E,t)= fluxo térmico. (2.11)

E,

Pode-se simplificar o grupo de constantes para este modelo. Considera-se
primeiramente a fissdo, que ocorre essencialmente no grupo térmico, gerando néutrons no

grupo rapido. Portanto, pode-se escrever:

;glzj "dEy(E)=1 | ;(zzj dEy(E)=0 . 2.12)

E E,

Assim, a fonte de fissdo apenas aparecerd na equacdo do grupo rapido como:



13

Q,=VX,4+v,X, ¢ (rdpido) (2.13)

sz =0 (térmico) . (2.14)

a1

Considerando que ndo ha “up-scattering” para fora do grupo térmico, dois grupos de
energia para o célculo da criticalidade e na auséncia de fonte externa, fica-se com as seguintes

equacdes multigrupo do problema estaciondrio conforme [Duderstadt e Hamilton, 1976]:

1
—V-D(r)V )+ 2, (1) 6,(r) =k—(v1 YA G +v, T, 1) ,(r) 01s)
eff . .

=V-D,(r)V,(r)+2,,(r) ,(r) =2 ,(r) ¢(r)
2.2 Cinética de reatores nucleares

Para um reator nuclear operar em um nivel de poténcia constante, a taxa de producao
via fissdo de néutrons deverd ser balanceada pela perda via absor¢c@o ou fuga de néutrons. Isto
equivale a dizer que a densidade neutrOnica ou o fluxo ndo depende do tempo. Esse €
conhecido como o estado critico de um reator. Algum desvio dessa condi¢do de balango
resultard em uma dependéncia temporal da populacdo de néutrons e, consequentemente, uma
variacdo temporal da poténcia do reator. Ao estudo do comportamento de um reator cuja
densidade ou fluxo variam com o tempo, chama-se de cinética de reator.

Deve-se reconhecer que as mudangas no comportamento da populacdo neutrOnica,
muitas vezes, nao estdo sob o controle do operador do reator. Em alguns casos, isso dependera
da composicdo do nidcleo, que dependerd também de outras varidveis que nao estdo
diretamente acessiveis ao controle, tais como a temperatura do combustivel ou refrigerante.
Entretanto, essas varidveis dependem, por sua vez, do nivel de poténcia do reator e,
consequentemente, do fluxo de néutrons. O estudo dessas causas intrinsecas do
comportamento da populacdo de néutrons é chamado de dindmica de reator nuclear. Nesta
tese, di-se €nfase a cinética de reator nuclear, mais especificamente as variagdes do fluxo de
néutrons devido a escalas pequenas de tempo, ou seja, o afastamento da criticalidade devido a

mudangas nos parametros nucleares para tempos pequenos.
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2.2.1 A importancia dos néutrons atrasados nas equacoes da cinética

A fissdo nuclear da origem a fragmentos que sdo elementos com menor nimero de
massa do que o nicleo original. Alguns desses fragmentos s@o instdveis e nos processos de
decaimento eles emitem néutrons. Tais néutrons que sdo emitidos apés o processo da fissdo
sdo chamados de néutrons atrasados e os nicleos que os emitem sao chamados de precursores
de néutrons atrasados.

Os néutrons atrasados ndo t€ém as mesmas propriedades que os néutrons prontos
produzidos diretamente da fissdo. A energia média dos néutrons prontos € muito maior do que
a energia média dos néutrons atrasados [Stacey, 2001]. O fato dos néutrons atrasados
“nascerem” com energias mais baixas tem dois impactos significantes na maneira que eles
procedem no ciclo de vida do néutron. Primeiramente, os néutrons atrasados t€ém uma
probabilidade muito menor de causar fissdes rdpidas do que os néutrons prontos, devido ao
fato de que sua energia média estd abaixo do minimo requerido para a ocorréncia da fissdo
rapida. Em segundo lugar, os néutrons atrasados t€ém uma probabilidade menor de fuga do
nucleo, porque eles “nascem” com energias mais baixas e, por isso, viajam distancias mais
curtas do que os néutrons rapidos.

Os produtos de fissdo que emitem néutrons atrasados foram reunidos em 6 grupos de
acordo com sua meia-vida. A Tabela 2.1 mostra a fracdo de néutrons atrasados para cada

grupo de alguns combustiveis usados em reatores nucleares.

6
or defini¢do, S = . Assim, na Tabela 2.1 temos que S =0, , Ou seja, os
Por defini .. Assi Tabela 2.1 0,0065 i

i=1
néutrons atrasados correspondem a 0,65% dos néutrons produzidos pela fissdo do elemento

Urénio ,,U>% . Parece pouco, porém para escalas de tempo maiores quando comparadas com

a escala de tempo da fiss@o, esses néutrons tém um efeito muito significativo.

Sabendo isso, o proximo passo é definir um conjunto de equagdes que descrevam a
dependéncia temporal da concentracdo dos precursores de néutrons atrasados. Para isso,
inicialmente avaliam-se quais os mecanismos de perda e ganho dos precursores,
possibilitando assim a constru¢do de uma equacgdo de balanco.

A Tabela 2.1 acima apresenta algumas constantes dos precursores de néutrons

atrasados conforme [Stacey, 2001].
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Tabela 2.1 - Pardmetros nucleares dos precursores de néutrons atrasados para alguns nticleos.

Grupo A(s™) Fracio f3
Uass
1 0,0124 0,00022
2 0,0305 0,00142
3 0,111 0,00127
4 0,310 0,00257
5 1,14 0,00075
6 3,01 0,00027
Puys
1 0,0129 0,000076
2 0,0311 0,000560
3 0,134 0,000432
4 0,331 0,000656
5 1,26 0,000206
6 3,21 0,000070
Usss
1 0,0126 0,00023
2 0,0337 0,00081
3 0,139 0,00068
4 0,305 0,00075
5 1,13 0,00014

Fonte: adaptada de Duderstadt, 1976.

Sabe-se que a variacdo temporal da concentracdo dos precursores € dada pela
producdo do precursor através da fissdo e pela perda causada pelo posterior decaimento.

Os néutrons produzidos pelo grupo i, considerando um grupo de energia, podem ser
contabilizados da seguinte forma: multiplicando a taxa de produgao de néutrons na fissdo pela

fracdo de néutrons atrasados, de forma que:
BV, (r)pr.1), (2.16)

para i = 1:6. J4 a perda é dada pela taxa de decaimento do precursor que pode ser expressa
como o produto da concentragdo do precursor C/(r,t) e da sua respectiva constante de
decaimento A parai=1:6.

Assim, a equacdo de balanco que representa a variacdo temporal da concentracdo de

precursores € dada por:

%Ci(r,t)=—/%Ci(r,t)+ﬂiv 2, (r)e(r,1), (2.17)
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i = 1:6. Logo, incluindo os néutrons atrasados através da fracdo de néutrons atrasados [ e da

taxa de decaimento A para cada precursor, tem-se, incluindo a equagdo de balango para a

concentracdo de precursores, a equacao de cinética espacial monoenergética que € escrita

como:

L2 00r,0) = V- DIV 9.0~ 2, (1) 901+ 1= )V E ) 6,00+ S AC .0

%q (1) = —AC(rD+ B VE, (F) §ir.1) . @18)

para i=1:6. Considerando o modelo multigrupo de energia, fica-se com as equacdes

multigrupo da cinética espacial dadas por:

iM:V-Dg (r,nvVe, (r,t)—ZTg (r.t) ¢, (r,t)+
v, ot
;(ng,g(r,z)ﬂl—ﬂ);g;vzfg,(r,t))¢g.(r,t)+;:;(j/1ici(r,z) o
AC,(r,1) N
ot _Z,Bivzfg,(r,t)(,/)g,(r,t)—/iiCi(r,t)

g'=1

parai=1:P, g = 1.G.
Para se chegar as equacdes da cinética pontual, parte-se da equacdo da cinética

espacial monoenergética (2.18) e considera-se o dominio homogéneo na qual se simplifica:

D(r)=D, 2, (r)=2,e X, (r)=X,. Assim, fica-se com:

6
ligz)(r,z) = DV2p(r,1) =3, ¢(r,0)+ (1= H)VE, ¢r,0)+ > AC,(r,1)
v or i=1 , (2.20)

%C,. (r.t)y==AC,(r.t)+ fv2, o(r,t)

parai = 1:6. Considerando

0=[1-BIvE, ¢(r,t)+Z/IiCi(r,t), (2.21)
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como sendo a fonte de néutrons. No caso estaciondrio, tem-se que:

%fb(r,t) =%Ci(r,t) =0, (2.22)
parai = 1:6. Portanto,
C(r,t)= @ﬂr,t) . (2.23)

1

2.2.2 Derivacao das equacoes da cinética pontual

Partindo das equagdes (2.20), a fim de chegar as equacgdes de cinética pontual,

reescrevem-se tais equagdes como:

19 :
S0 =AY+ D AC(r.1)

i=1

%C,-(r,t)=—/%C,-(r,t)+ﬁ,-v2f(r)¢(r,t), (2.24)
para i = 1:6, na qual o operador diferencial de segunda ordem A é dado por:
A=DV’ -3 +(1-pvy,. (2.25)

Pela equacao (2.24) e considerando o regime critico de funcionamento de um reator,

tem-se que:

iCi(l‘,t) =0=BvY, o= ZG:/L.C,.(r,t)
o = , (2.26)

%¢(r,t):0 = DV’p(r.n)-X, or,))+vE, d(r,1)=0

ou seja, o sistema (2.24) reduz-se a

Ap=0, (2.27)



isto é, a equagdo de Helmotz:

V2¢+ BZ(D =0,
na qual,

X, -X)
B D

B2

€ o chamado “buckling” material.

Com a introdu¢ao do comprimento de difusdao de néutrons

L= |2
Z,
e do fator de multiplicacdo infinita
k = v zf
B zd
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(2.28)

(2.29)

(2.30)

(2.31)

relativo ao nimero de néutrons produzidos pelos néutrons absorvidos, a equacgdo (2.28) pode

ser escrita na forma:

V2¢+%¢:O.

(2.32)

Assumindo a separabilidade do tempo e espaco, pode-se expandir o fluxo de néutrons

@(r,t) e aconcentragdo de precursores C,(r,f) em séries de autofungdes como:

oo

or.=v) 0,0 @,r)

j=1

Cr,n=> C,,() 9,

parai = 1:6, na qual ?, (r) satisfaz a equacdo (2.28).

(2.33)

(2.34)

Como em [Vilhena, 1988], considerando somente o primeiro termo das séries, isto é,



or.t) =vn () ¢, (r) =vn(t) g(r)

e
C(r.0)= Ci,l(t)¢j(r) =C () e(r).
Substituindo (2.35) e (2.36) no sistema (2.20) tem-se:
0 @) - Dy g )+ T, v ) = (1= BV E, v(t) ) +
Zﬂ’ici(t) @, (r)
e
4

" COpr)=-AC.O)pr)+Bv2E, vat)(r),

parai = 1:6. Isolando %n(t)(pl(r) em (2.37), obtém-se:

%n(r)(pl(r) =(1-p)vX,va@®)@r)+Dvn() Vi (r)-X, va@) @, (r)+

D ACOaw)

Utilizando o fato de que @,(r ) satisfaz a equagao (2.28) tem-se:

%n(t) p(r)=1-BvI, vat)p,(r)+Dvn(t)(-B*p,(r)) =X, va(t) ¢, (r) +

D ic o)

ou ainda, colocando em evidéncia o termo n(f) @ (r), tem-se:

%n(t) @) =[(A=BVE, v=BDv=3, v |n(t) g,(r)+ Z/Lq )@, (r).
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(2.35)

(2.36)

(2.37)

(2.38)

(2.39)

(2.40)

(2.41)



Assim,

%n(t) =[a-pvE,v-BDv-3, v]n(t)+Z/LCi(t).

Definindo como em [Duderstadt e Hamilton, 1976]
2p24 17!
=[vX,a+LB%|

como sendo o tempo médio de vida do néutron no reator e

VXX, k.,
4 1+1’B*  1+I°B*’

como sendo o fator de multiplicagdo efetivo, entdo (2.42) torna-se:

d k., , 6
En(t) = (1—,3)Tﬁ—V(B D+Za)}n(t)+;/1ici(t),

ou ainda,

d IB) eﬂ
En(r) = (r) + ch t).

De forma anéloga, colocando @,(r) em evidéncia, na equagéo (2.38), obtém-se:

%c,.(t) @) =[-AC. )+ BVE, vn() g (r),

parai = 1:6, que pode ser escrito como:

k
%c,- O r)= {—/1,-0,- "+, [f }ol(r) :

Entao,

20

(2.42)

(2.43)

(2.44)

(2.45)

(2.46)

(2.47)

(2.48)
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k,,
%q () =—AC.()+ B Tff (2.49)

parai= 1:6.
Neste ponto, introduz-se duas novas defini¢des conforme [Duderstadt e Hamilton,

1976]:

, (2.50)

que é o tempo médio de geracdo entre o nascimento do néutron e a subsequente absor¢cdao

induzindo fissdo, e

kyy (0 —1
A 251
PO 0 22D

que € a reatividade. Entdo, p(t) pode assumir trés valores: p(t) >0 (supercritico); p(t)=0
(critico) e p(t) <0 (subcritico). A reatividade p(r) é um adimensional, contudo é referido a
véarias unidades: (%, $, ¢). O mais comum é o 1$ que corresponde a reatividade
numericamente igual a e o 1¢ que corresponde a 0,018$ .

Com a defini¢do (2.51) pode-se reescrever as equacoes (2.46) e (2.49) como:

d_ p-p \
En(l‘) —Tn(t)"‘;/?“ici(t)

4eny=Ln-
dtCi(t)_An(t) Z’ici(t)

) (2.52)

para i = 1:6. Estas sdo conhecidas como as equacdes da cinética pontual. Cabe ressaltar que,
em geral, a reatividade pode tornar-se uma funcdo dependende ndo s6 do tempo, mas também
da prépria densidade, o que tornaria a equacdo (2.52) ndo linear. Esses casos sdo tratados
pelos modelos de dindmica. Para mais detalhes ver [Hetrick,1971]. Nesta tese, considera-se o
caso em que a reatividade € uma funcdo exclusivamente dependente do tempo.

Tanto a resolucdo do sistema de equagdes diferenciais ordindrias acoplados (2.52),

quanto o sistema de equacdes diferenciais parciais acoplados (2.19) para dois grupos de
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energia e seis grupos de precursores, que descrevem o comportamento da populacdo de
néutrons e o decaimento de precursores de néutrons atrasados, serdo alvo de interesse nesta
tese. Enquanto o primeiro considera a amplitude do fluxo tendo sua forma conhecida, a
resolucao de (2.19) fornece a amplitude e forma, possibilitando uma solucado mais completa
do comportamento da populagdo de néutrons. Estes dois sistemas sdo de dificil resolucdo
numérica, e uma das razdes € a grande diferenca nas escalas dos parametros nucleares. Esses
sistemas sdao denominados do tipo rigidos (“stiff”) e técnicas sofisticadas de solugdes
numéricas sdo exigidas como, por exemplo, a classe de métodos denominados A-estiveis.
Nesse sentido, nos dois proximos capitulos, mostra-se como resolver em forma analitica esses

dois problemas de vital importancia em fisica de reatores nucleares.
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3. SOLUCAO DAS EQUACOES DA CINETICA PONTUAL PELO
METODO DA DECOMPOSICAO

O modelo mais simples para o estudo da populacdo neutrdonica € o modelo de cinética
pontual [Stacey, 2001].

As equacgdes de cinética pontual sdo um conjunto de equacdes diferenciais ordindrias
acopladas dependentes do tempo que descrevem o comportamento da populacdo de néutrons e
o decaimento de precursores de néutrons atrasados. A distribuicdo neutrOnica € suposta
evoluir como um ponto, no sentido em que cada ponto € representativo de todo o sistema.
Para um sistema sem fontes externas é equivalente se afirmar que uma uUnica autofungdo
fundamental aparece na distribui¢do neutronica em todos os instantes, de maneira que a forma
do fluxo é conhecida. Solug¢des desta equacdo ddo uma ideia da flutuacdo da populacdo de
néutrons ocorrida durante a inicializacdo ou desligamento ou quando as barras de controle sdao
ajustadas para regular a poténcia de um reator nuclear.

Para construir a solu¢do de equacdes da cinética pontual com reatividade constante e
varidvel com o tempo considerando 6 grupos de precursores de néutrons atrasados, utiliza-se
uma ideia modificada do método classico da Decomposicao desenvolvido por Adomian

[Adomian, 1988].
3.1 O método classico da Decomposicao de Adomian

Considerando o sistema de equacdes diferenciais ordindrias:

y1' :.fl(yl’ y27---7ym)+g1
)’z'.:fz(ylayz,m,ym)“‘gz , (31)

ym' = f;n(yl’yZ’”" ym)+gm

que pode ser escrito na forma compacta:

yk':fk(ylayza""y111)+gk’ (32)
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para k=1:m, onde f, sdo funcdes ndo-lineares e g, sdo fungdes conhecidas. Procuram-se
solucdes y;,Y,,...,¥,, que satisfacam o sistema de equacdes (3.2).

Assumindo que para qualquer g, o sistema (3.2) possua somente uma solucdo, aplica-

se 0 método da Decomposi¢do de Adomian [Adomian, 1994], [Adomian, 1998] e [Mahmood

et al., 2005], no sistema (3.2), ficando com:

Lyksz(yl’yza'--’ym)-i_gk’ (33)

para k=1:m, onde L :di ¢ um operador linear e N, (y,, Y- Y,,) = [ (V> Y52 Y,,) 830
t
operadores ndo lineares. Aplicando em ambos os lados de (3.3) o operador inverso de L, que

nesse caso é dado por L[] =J. [.]1dt , tem-se:
0

Ve = O+ LN, (¥, Y, ¥,)+L '8, (3.4)

para k=1:m, na qual y,(0) é a condi¢do inicial da equacdo (3.1). O método cldssico da

decomposicdo de Adomian consiste em aproximar a solucio (3.4) por uma série infinita da

forma:

Vi :Zykj’ (3.5)
=0

para k =1:m, decompor o operador ndo linear N, como:

Nk(yl,yz,...,ym):ZAkj, (3.6)
Jj=0

para k=1:m, na qual A, sdo polindmios de y,,Y,,....),, chamados de Polindmios de

Adomian [Adomian, 1998]. Substituindo as expansdes (3.5) e (3.6) em (3.4) obtém-se:

Zykj _ yk(o)+L—1ZAkj +L'g, (3.7)
j=0 j=0
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para k=1:m. Entdo, escolhendo o primeiro sistema, conforme Adomian [Adomian, 1994]

como:
-1
Yo =Y (O +L"g,, (3.8)
para k =1:me para os demais sistemas recursivos até uma ordem de truncamento como:

Vg =LA (3.9)
para k=1:m. Tem-se assim definido um procedimento iterativo, conhecido como método
classico da Decomposi¢do de Adomian.

Cabe ressaltar que nesta tese, tanto para resolver as equacdes da cinética pontual
quanto para resolver as equagdes transformadas da cinética espacial, utiliza-se uma ideia
modificada do método cldssico da Decomposicdo de Adomian, uma vez que as referidas
equagdes, que se considera nesta tese sdo lineares e ndo se precisa dos polindmios de
Adomian. Esta técnica € comumente chamada de método da Decomposicdo. A ideia principal
compreende em expandir a densidade de néutrons e as concentracdes de precursores de
néutrons atrasados em uma série truncada, substituir estas expansdes nas equacdes de cinética
e construir um conjunto de sistemas recursivos de equagdes diferenciais de primeira ordem de
forma que, ao primeiro sistema ¢é introduzida toda a condig¢do inicial para resultar em um
sistema homogéneo de equagdes diferenciais de primeira ordem com entradas constantes. Aos
demais sistemas € introduzida a dependéncia temporal como um termo fonte de forma que se
fica com uma equagao diferencial ordindria de primeira ordem ndo homogénea.

A solugdo destes sistemas recursivos € prontamente obtida reformulando estas
equagdes na forma matricial e utilizando as solugdes conhecidas para as equacdes diferenciais

ordindrias matriciais de primeira ordem.
3.2 Solucio das equacoes da cinética pontual pelo método da Decomposicao

Para o modelo de cinética pontual resolvido nesta tese considera-se o seguinte sistema

de equacdes:
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40 =Mn(t)+z&.q.(t)

di A = , (3.10)
4B

- G ="0n) AC. (1)

para i =1:6, com as seguintes condicdes iniciais:

n(0) = n,
Ci(O):M , (3.11)
AA

para i=1:6. Aqui n(t) denota a densidade de néutrons, p(¢) € a reatividade varidvel com o
tempo, B € a fragio de néutrons atrasados emitidos pelo precursor (para i=1:6), S € a

fracdo total de néutrons que sdo atrasados emitidos por todos os precursores, A € o tempo de

geragdo média do néutron, C,(¢) é a concentragio de precursores de néutrons atrasados, A ¢é

1

a constante de decaimento da concentragcdo de precursores de néutrons atrasados, para i = 1:6,

n(0) e C,(0) sdo, respectivamente, a densidade de néutrons e a concentragdo de precursores
de néutrons atrasados no instante inicial, ou seja, quando t=0s. A fim de aplicar o método

da Decomposi¢do, expande-se a densidade de néutrons e a concentracdo de precursores de

néutrons atrasados em uma série truncada como:

R

n® =Y n,)

J=0

) (3.12)

para i=1:6. A substituicdo das expansdes (3.12) nas equacdes de cinética pontual (3.10)

omitindo a dependéncia temporal (t) resulta em:

6
i n,+n+..n,) = 'OO—F'OI—(I)_’B n,+n +..n,)+ A(C, +C. +..C.
dt 0 1 R A 0 1 R T i0 il iR

i=1 , (3.13)

%(Cm +C, +"'CiR):%(nO +n+.n,)=4(Cy+C, +..C,p)
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para i =1:6. Aqui se considera que a reatividade é escrita como pP(f)=p,+p,(t), onde p, é

um valor constante. Nota-se que existem 7X R incdgnitas e apenas sete equagdes o que torna
este sistema indeterminado. Supera-se esta dificuldade construindo o seguinte sistema

recursivo:

L) = — b no(r)+z/lc,0(z)

dt
d 14
ECIO(I) :jn()(l)_//ilcl()(l) , (3.14)

d 3
Ecéo(t) ='87n0(t)—/1eceo(’)

para o primeiro termo da expansdo da solugdo e

n@ = n(r>+Zﬂc O+, 0
%Clj(t)—ﬁln(t) AC, (1) : (3.15)
d

6,(t) 'Bﬁn(t) A6 Cq, (1)

para o termo genérico da expansdo da solu¢do com j=17:R. Aqui é preciso observar que,
embora ndo seja unica, esta decomposi¢cdo € feita de tal maneira que o cumprimento da

0]
A

equacao (3.10) é garantido, a menos do ultimo termo n, que ndo aparece em (3.14) e

consta em (3.13). Reescrevendo o sistema recursivo em forma matricial, tem-se:

nw | (222 5 4 (e

d B

a4 A0 0 GO (3.16)
: : 0

d s

Ecm(t) 7 0 _1’6 C60(t)
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para a equacido homogénea e

d —

E”j(’) pOA'B Ao A | n@ —pl/(lt) 0 - 0 n.®

d

ECI_/'(I) _ % -4 0 0 |Ic,m 4+ 0 0 ..0 Cija (@) ,(3.17)
: 0 0

d B

— G &0 Ao 0 0 - 0){Cyy(®

para as equagdes ndo-homogéneas, com j=17:R. Até este ponto, enfatiza-se que a solucdo

das equagdes (3.16) e (3.17) sdo diretamente determinadas pelos resultados bem conhecidos
de equacgdes diferenciais ordindrias lineares de primeira ordem. Reescrevendo a equacdo

(3.17) na forma diferencial matricial linear compacta:

dY (1)

-AY(t)=H(), (3.18)

onde Y (¢) € a varidvel dependente, H () é o vetor fonte € A é uma matriz com entradas

constantes. A solucdo conhecida para equacdo matricial (3.18), utilizando a técnica da

Transformada de Laplace com a propriedade da convolucao, resulta na seguinte solugao:

t

Y (1) =exp(At) Y (0) + j exp(At) H(t—-7)dr. (3.19)

0
Quando H (t) € zero em (3.19) a solucdo torna-se simplesmente:
Y(t)=exp(At) Y (0). (3.20)

Por outro lado, para os problemas especiais em que os autovalores da matriz A sdo distintos,

a exponencial da matriz pode ser expressa por:

exp(At)= Xexp(Dt) X, (3.21)
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onde X ¢é a matriz cujas colunas sio autovetores de A ¢ X ' é a sua inversa. A matriz D é a
matriz diagonal cujos elementos sdo os autovalores da matriz A. Tendo em vista que os
autovalores das matrizes que aparecem nas equacgdes (3.16) e (3.17) sdo distintos, a solucdo
do problema (3.10) € bem determinada pela equacdo (3.12), lembrando que os sistemas
recursivos (3.16) e (3.17) s@o determinados, respectivamente pelas equacdes (3.19) e (3.20),
ambas utilizando a decomposicado (3.21). Para completar a andlise de solucdo, afirma-se que o
problema homogéneo (3.16) satisfaz a condi¢do inicial (3.11), enquanto que para os
problemas ndo-homogéneos (3.17) impdem-se condi¢do inicial nula.

Finalmente, deve-se lembrar a existéncia de vérias abordagens na literatura para obter
a solucdo da equacgdo (3.18) [Moler e Van Loan,1978]. Nesta tese, menciona-se a técnica
referente a aplicacdo da Transformada de Laplace combinada com a diagonalizacdo da matriz,
devido a sua aptiddo para lidar com problemas matriciais de ordem elevada (até 1500). Esta
metodologia tem a vantagem de ser geral, no sentido que também pode ser aplicada para
resolver uma classe de problemas com autovalores repetidos [Segatto et al., 1999] [Segatto et
al., 2008]. Cabe salientar que a solucdo dada por (3.12) é exata exceto pela ordem de
truncamento da série [Adomian, 1988]. Nesta tese, apresenta-se o critério de Lyapunov para

mostrar a convergéncia da solucdo proposta para os R sistemas recursivos.

3.3  Critério de Convergéncia

Virios autores investigaram e ainda é assunto de pesquisa a convergéncia do método
de Decomposi¢do de Adomian. O tratamento da convergéncia do método da Decomposi¢cao
foi considerado por [Cherruault, 1989] e [Répaci, 1990]. Ambos mostraram a convergéncia do
método baseado em uma sutil conex@o com técnicas de ponto fixo. Estes resultados foram
melhorados por [Cherruault e Adomian, 1993], que propuseram uma nova prova da
convergéncia para a técnica de Adomian baseados em propriedades da convergéncia de séries.
Nesta tese, com o objetivo de analisar a convergéncia desta nova solu¢cdo analitica das
equagdes da cinética pontual dada pelo método da Decomposi¢do, propdem-se um novo
procedimento baseado no critério de Lyapunov [Boichenko et al., 2005] que foi recentemente

utilizado por Berra [Berra, 2010].
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3.3.1 Ciritério de Lyapunov

Sem perda de generalidade, considera-se para a andlise da convergéncia a solugdo das
equacgdes da cinética pontual para a densidade de néutrons, visto que para as concentragdes de

precursores de néutrons atrasados o procedimento € andlogo. Por conveniéncia usa-se a

R
notagdo: [, = an . Se |62, :HZ;RH n;|| denota a separagdo méxima de I, para a solugéo
=0

exata n, onde |||| significa a norma do maximo. Entdo, seguindo o critério de Lyapunov tem-

S€:

AT
162, = 7

6Z,|. (3.22)

Se A<0 a convergéncia da solu¢do é garantida. Isolando a exponencial e aplicando o

logaritmo natural em ambos os lados da desigualdade acima, o sinal de A4 é determinado por:

1 162,

A=——In
|7l (0|

(3.23)

O critério de Lyapunov determina a influéncia da variacdo da condi¢do inicial na
solucdo. Nesta tese, o critério € utilizado para verificar se a solucdo para a densidade de

néutrons da equacdo da cinética pontual diverge ou converge para a solucéo tnica. Se 4<0
Vn >n, entdo a convergéncia da solugdo é garantida a partir de um determinado incremento
no nimero de termos da série. Comprova-se a estabilidade da solu¢do a partir da inclusdo de
termos da série até que o critério de parada seja satisfeito. Como 0Z, leva toda a influéncia
da condigdo inicial, € facil ver que A<0 quando &Z, tender a zero. Em outras palavras,

quando o primeiro termo da solu¢do for dominante com relagdo a soma dos demais termos,

neste caso, tem-se que o logaritmo da equacdo (3.23) torna-se negativo. No entanto, quando
A>0 Vn>n,, o comportamento da solu¢do é cadtico, o que sugere que a série se afasta do

raio de convergéncia da solucdo.
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34 Resultados Numéricos

Mostra-se a viabilidade do método da Decomposi¢cdo (DM) para resolver as equagdes
da cinética pontual para diversas reatividades. Assume-se primeiramente reatividade

constante (Caso A) e posteriormente reatividade varidvel com o tempo (Caso B). Para todos

B,

os casos consideram-se as condi¢Oes iniciais como n(0)=1 e C,(0)=——-n(0), para

AL

1

i=1:6.

3.4.1 Caso A. Reatividade Constante

Neste exemplo, para avaliar o método da Decomposicao (DM), consideram-se dois
exemplos: o primeiro para avaliar a solu¢do em diferentes tempos de geracdo do néutron e
para diferentes reatividades; o segundo para comparar e validar a metodologia proposta (DM)
com outras metodologias encontradas na literatura.

Aqui assumem-se 0s parametros nucleares tipicos de um reator térmico dados pela

Tabela 3.1 conforme [Aboanber, 2003].

Tabela 3.1 - ParAmetros nucleares para um reator térmico.

Neéutrons Atrasados

B,x107 A(s™h
0,266 0,0127
1,491 0,0317
1,316 0,115
2,849 0,311
0,896 1,40
0,182 3,87

B=7x10"

Exemplo 1

Neste exemplo, os resultados obtidos pelo (DM) para trés diferentes tempos de
geracdo: A (107s, 107's, 107s), e para trés reatividades: sub-prontocritica (p,=0,003);
pronto-critica ( 0 =0,007) e super-prontocritica ( o =0,008 ). Os resultados sdo apresentados

na Tabela 3.2.
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Tabela 3.2 - Densidade de néutrons entre diferentes tempos de geracdo A para reatividades
constantes p(f) = p,.

p =0,003 p =0,007 p = 0,008
Densidade de néutrons | Densidade de néutrons | Densidade de néutrons
A(s) | Tempo(s) [em™) [em™) [em™]
DM DM DM
107 1,0029 1,0070 1,0080
107 10" 1,2484 1,7034 1,8454
1 1,9672 11,0252 20,7376
107 1,0294 1,0700 1,0804
10 10" 1,7652 8,3474 15,4198
1 2,1876 1055,5143 1,14917x10°
107 1,2472 1,7000 1,8414
107 10" 1,8022 110,7571 2,22968%10°
1 2,2126 4,0266% 10® 3,7558x10%

Na Tabela 3.2, nota-se que para reatividades mais altas, o fluxo neutrdnico aumenta
mais rapidamente quanto mais curto for o tempo de geracdo médio do néutron. Ou seja, para
reatores com tempo de geracdo médio pequeno (reatores rapidos), hd uma maior dificuldade
de controle quando comparado com aqueles que possuem tempo de geracao maiores (reatores
térmicos). Além disso, percebe-se que, quando p < B a influéncia do tempo de geragdo ¢é
quase desprezivel, o que sugere que a densidade neutrénica vem determinada principalmente
pelos néutrons atrasados. Em contrapartida, quando a reatividade € maior ou igual que a

fracdo de néutrons atrasados, ou seja, p > £, o reator torna-se praticamente fora de controle,

0 que sugere que a contribui¢do dos atrasados € desprezivel frente aos néutrons prontos.

Exemplo 2

Neste exemplo, a densidade de néutrons obtida pelo método da Decomposicao (DM) é
comparada com: o método Theta (8 weighting ) [Porching, 1966]; o método do confinamento
da rigidez (SCM) [Chao e Attard, 1985]; o método de Runge-Kutta generalizado (GRK)
[Sanchez 1989] e 0 método do modo da exponencial analitica (AEM) [Aboanber, 2003]. Os
parametros nucleares sdo os mesmos utilizados no exemplo anterior dados pela Tabela 3.1.

Na Tabela 3.3, apresentam-se os resultados obtidos pelo método da Decomposicdo
(DM) para diferentes tempos. Quatro tipos de reatividades sdo considerados: duas sub-
prontocritica(p < ), p=0,003 e p=0,0055; uma pronto-critica (p= /), p=0,007 e uma
super-prontocritica (p > ), p=0,008.
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Tabela 3.3 - Comparagdo dos resultados numéricos com A =0,00002s para diferentes

reatividades constantes p() = p, .

P Método | At inicial (s) Densidade de néutrons [cm™]
t=1s t=10s t=20s
0 weighting 2,1737 8,0069 2,8076% 10"
0.003 SCM 0,000333 2,2254 8,0324 2,8351% 101
’ GRK 0,01 2,2098 8,0192 2,8297% 10
AEM 2,2098 8,0192 2,8297% 10"
DM 2,2098 (0)° 8,0192 (0)" 2,8297x10"' (0)"
t=0,1s t=2s t=10s
8 weighting 5,1945 4,2625% 101 1,3882% 102
SCM 5,2057 4,3024%10 1,3875% 10
0,0055 GRK 0’%08}82 5,2100 4,3025% 10: 1,3886% 102
AEM ’ 5,2100 4,3025% 10 1,3887X 10
DM 5,2100 (0)° | 4,3025 x10' (0)" | 1,3886 x10° (7,2x107)"
t=0,01s t=05s t=2s
0 weighting 4,5089 5,3484 % 103 2,0641% 101:
SCM 4,5001 5,3530% 10° 2,0627%10
0,007 GRK O’%Ogi“ 4,5088 5,3459% 103 2,0591 % 101:
AEM ’ 4,5088 5,3459% 10° 2,0591% 10
DM 4,5088 (0)" | 5,3459 x10° (0)" 2,0591x10" (0)°
t=0,01s t=0,1s t=1s
0 weighting 6,2030 1,4115%10° 6,2258% 10%
0.008 SCM 0,000125 6,2046 1,4089 % 102 6,1574% 102
’ GRK 0,01 6,2029 1,4104% 10 6,1634% 10
AEM 6,2028 1,4104% 10° 6,1632x10%
DM 6,2028 (0)" | 1,4104 x10° (0)° 6,1633x10> (0)"

* (desvio relativo com relacdo ao método AEM)

Aqui utiliza-se como resultado de referéncia a densidade de néutrons e calcula-se o
desvio relativo percentual em relacdo ao método (AEM) proposto por [Aboanber, 2003].
Quando comparado com este, pode-se aferir uma excelente concordancia dos resultados
obtidos pelo método (DM), uma vez que se obteve um desvio relativo de praticamente 0%
para todos os tempos.

Em vista dos resultados apresentados, pode-se inferir que o método da

Decomposi¢do se aplicou muito bem para a resolu¢do das equagdes de cinética pontual com

reatividade constante.

3.4.2 Caso B. Reatividade variavel com o tempo

Para esse caso, resolve-se o problema de cinética pontual para uma reatividade
varidvel com o tempo. Consideram-se trés exemplos com reatividades dependentes do tempo:

uma do tipo linear; uma do tipo quadrética e uma do tipo senoidal.
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Exemplo 1

Neste exemplo, considera-se inicialmente que a reatividade € descrita como uma
funcdo linear do tempo da forma p(t)=at, onde a [$/s] é uma constante. A densidade de
néutrons € calculada para dois valores diferentes para a constante a. Os parametros nucleares
sdo descritos na Tabela 3.4 para um reator térmico conforme [Nahla, 2008] para um tempo de

geracdo A =0,00001 s.

Tabela 3.4 - Pardmetros nucleares para um reator térmico,

Neéutrons Atrasados

B, x107° /77(3_1)
0,246 0,0127
1,363 0,0317
1,203 0,115
2,605 0,311
0,819 1,40
0,167 3,87

B=6,4x10"

Na Tabela 3.5, apresentam-se os resultados obtidos pelo método da Decomposi¢ao
(DM) comparados com (GAEM) proposto por [Nahla, 2008] e aproximacdo do tipo Padé.
Utiliza-se um critério de parada de 10” para o truncamento dos R sistemas recursivos e

calcula-se o desvio relativo percentual com relacdo ao método (GAEM).

Tabela 3.5 - Densidade de néutrons para reatividade do tipo rampa p(f) =at para um tempo
de geragdo de A =0,00001 s.

a($/s) | tempo (s) Densidade de néutrons [cm™]
Padé GAEM DM
0,25 1,069840 | 1,069541 | 1,069651 (0,01*)
0os | 050 | 1157065 | 1,156694 | 1,156849  (0,01)
’ 0,75 1,265795 | 1,265331 | 1,265493  (0,01)
10 | 1,402562 | 1,401981 | 1,401838  (0,017)
0,25 | 1,149544 | 1,149200 | 1,149328  (0,01)
05 0,5 | 1,369438 | 1,368927 | 1,368775 (0,01

0,75 1,708411 | 1,707600 | 1,707983  (0,02")
1,0 2,276692 | 2275271 | 2,275336™ (0,002")
* (desvio relativo percentual com relagcdo ao método GAEM)

*% (uso da continuacao analitica)
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Figura 3.1 - Densidade de néutrons para p(t) =at.

Com os resultados apresentados na Tabela 3.5, pode-se observar uma boa
concordancia dos resultados quando comparados com o método (GAEM) e aproximacao

(Padé). O método da Decomposicdo satisfez em todos os pontos o respectivo critério de
Lyapunov, o que assegura a convergéncia da solugfo, exceto para o pardmetro a = 0,5$xs™" e
tempo ¢t = Is, na qual se utilizou a continuacdo analitica para assegurar tal critério, ou seja,
resolve-se o problema de cinética pontual para um passo de tempo /4 onde a convergéncia da
solugdo estava assegurada e utiliza-se esta solu¢do como condicdo inicial para o préximo
passo. Fica claro que se pode controlar a precisdao dos resultados e a convergéncia da solug¢do
pelo aumento dos R sistemas recursivos € o uso da continua¢do analitica. A Tabela 3.6 ilustra
a satisfacdo do critério de Lyapnouv para a = 0,5$xs™', t =1 s e h =025 s. Para os R
sistemas recursivos, utiliza-se a continuagdo analitica para um passo no tempo de & = 0,25 s.

Neste caso, a condi¢do inicial foi a densidade de néutrons para t = 0,75 s, onde a

convergéncia da solugdo estava assegurada.

Exemplo 2

Neste exemplo, resolvem-se as equacgOes da cinética pontual pelo método da
decomposic¢do para uma reatividade do tipo rampa quadratica dada por: p(t) = at+bt*, onde

a e b sao constantes arbitrarias.
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Tabela 3.6- Satisfacdo do critério de Lyapnouv para os R sistemas recursivos com o uso da
continuacao analitica para p=0,5¢,t=1seh =0,25s.

Ntimero de sistemas recursivos | Densidade de néutrons [cm™] | Critério de Lyapnouv
R=0 1,707983 1,707983 -
R=1 0,425883" 2,133886" -1,38890
R=2 0,106196" 2,240062"" -1,16627
R=3 0,0264803" 2,266542"" -1,11770
R=4 0,00660297° 2273145 -1,10595
R=5 0,00164648" 2274791 -1,10304
R=6 0,000410556°  2,275202"" -1,10232
R=7 0,000102374°  2,275304" -1,10214
R=38 0,0000255273"  2,275330" -1,10209
R=9 6,36534x10°"  2,275336" -1,10208

* (solug@o para os R sistemas)

*%( somatério das solugdes dos R sistemas)

Os parametros nucleares sao dados na Tabela 3.7 para um reator térmico para um

tempo de geragdo de A =10"*s conforme [Nobrega, 1971].

Tabela 3.7 - Pardmetros nucleares para um reator térmico.

Neéutrons Atrasados

B, x107 A (s
0,2850 0,0127
1,5975 0,0317
1,4100 0,115
3,0525 0,311
0,9600 1,40
0,1950 3,87

B=17,5x10"

Na Figura 3.2, ilustra-se a resposta da densidade de néutrons a uma variagdo

quadrética na reatividade para um tempo de geragio A =10"*s. Utiliza-se uma reatividade do
tipo p(t)=at+bt*, estabelecendo um pardmetro fixo b e variando o pardmetro a. Neste caso,

nota-se que se pode controlar o crescimento da densidade de néutrons pelo simples ajuste do
parametro a. Fisicamente isso poderia representar uma aproximacdo dos movimentos das
barras de controle dada pela variacdo da reatividade em fun¢do do tempo.

Aqui, novamente tem-se o critério de Lyapunov satisfeito para todos os pontos
calculados, exceto para t = 1,2 s, na qual se utiliza a continuagdo analitica para um passo de h
= 0,2 para satisfazer tal critério. Como critério de parada utilizou-se 107 para os R sistemas

recursivos.
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Figura 3.2 - Densidade de néutrons para p(f)=at+bt".

Exemplo 3

Para completar a andlise dos resultados numéricos, resolvem-se as equagdes de
cinética pontual para reatividade senoidal do tipo p(f) = g, sen(t) com p,=0,00073 para um

A=0,00003s. Os parametros nucleares sdo dados pela Tabela 3.8 conforme [Hansen, 1965].

Tabela 3.8- Parametros nucleares para um reator térmico.

Neéutrons Atrasados

B,x107° A( s
0,214 0,0124
1,423 0,0305
1,247 0,111
2,568 0,301
0,748 1,14
0,273 3,01

B=6,4x10"

Na Tabela 3.9, apresentam-se os resultados numéricos para a densidade de néutrons
obtidos pela metodologia proposta (DM) para o tempo variando de 0 a 10 segundos. Estes

resultados sdo ilustrados também na Figura 3.3.
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Tabela 3.9- Comparacao dos resultados numéricos para densidade de néutrons com
reatividade senoidal p(¢) =0,00073 sen(t) .

Densidade de Néutrons [¢m™]
tempo (s)

DM Hansen | Taylor
t=0 1,00000 1,00000 | 1,00000
t=1 1,12397 R=6 (0,0008") | 1,12396 | 1,12394
t=2 | 1,16881 R=6 (0,006) | 1,16889 | 1,16884
t=3 1,07443 R=5 (0,004") | 1,07448 | 1,07442
t=4 0,95381 R=4 (0,001") | 0,95382 | 0,95380
t=5 0,90737 R=6 (0,002") | 0,90735 | 0,90737
t=6 | 096151 R=4 (0,002") | 0,96153 | 0,96158
t=7 | 1,08748 R=5 (0,002") | 1,08745 | 1,08749
t=38 1,17168 R=6 (0,0008") | 1,17167 | 1,17164
t=9 1,11128 R=6 (0,001") | 1,11130 | 1,11124
t=10 | 0,98464 R=4 (0,004") | 0,98468 | 0,98464

* ((desvio relativo percentual com relacdo a Hansen)

Mais uma vez os resultados foram excelentes quando comparados com as
metodologias propostas por Hansen e Taylor. Aqui o desvio relativo percentual foi limitado a
menos que (0,001%). Além disso, o critério de Lyapunov foi satisfeito para todos os pontos.

Tendo em vista os resultados obtidos para as equagdes da cinética pontual com
reatividade varidvel com o tempo, obteve-se sucesso na obtencdo da solucdo para o referido
problema com o uso do método da Decomposicao.

Percebe-se que o uso da continuagdo analitica pode ser usado nio s6 para garantir a
convergéncia, naqueles pontos onde isto ndo ocorre, como também para controlar a precisdao
da solucdo, no sentido de diminui¢do dos R sistemas recursivos e satisfacdo de um critério de
parada.

Além disso, observa-se que quando a solucdo de afasta da solu¢do inicial n(0), um
nimero maior de sistemas recursivos € exigido para se obter solucdo dentro um critério de
parada prescrito.

Cumpre salientar que a solu¢do obtida para as equagdes € analitica a nao ser pelo

truncamento da série e a convergéncia € assegurada pelo critério de Lyapunov.
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Figura 3.3 - Densidade de néutrons para p(t) =0,00073 sen(t) .
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4. SOLUCAO DAS EQUACOES DA CINETICA ESPACIAL

Na maioria das situacOes encontradas na andlise de diferentes tipos de reatores
nucleares, € suficiente para modelar o comportamento neutrdnico no espaco-tempo, uma
aproximac¢ao do modelo de transporte de néutrons. O modelo mais amplamente utilizado
nestas aproximacdes € a teoria multigrupo da difusdo de néutrons, dada pelas seguintes

equagdes da cinética espacial escritas em geometria cartesiana:

1 90¢,(r,1)
V_ga—l’:V.Dg (r’t)v¢g (r’t)_zrg (r’t)¢g(r’t)
8
G P
d
D (X, 0+A=P A VE (D)0, 0+ Y ZAC D wn
g'=1 i=1 ’ )
oC.(r,t &
SUD N BV, 06,0 - A C )
g'=1
para ¢g=1:G, i=1:P e g+ g', com condi¢des de contorno usuais aplicadas em fisica de
reatores de fluxo nulo nos contornos e condic¢des iniciais dadas por:
¢g (r’o) = ¢g0(r)
(VS d,,(r)) 4.2)
Cl(r,o):ﬁ( fg ¢g0 )
A
para g =1:G, i=1: P . Estas condicdes iniciais sdo obtidas através da resolu¢do do problema

estaciondrio da teoria de difusdao de néutrons. Aqui G € numero total de grupos de energia dos

A Z . A -2 -1
néutrons, P € o nimero total de grupos de precursores de néutrons atrasados, @, (r,/)[cm s "]
2 A -2 17 2 A
€ o fluxo escalar de néutrons para o grupo g, @, (r,0)[cm s ] € o fluxo escalar de néutrons
o« e . -3 » ~ A
inicial para t = 0's, C,(r,t)[cm "] é a concentracdo de precursores de néutrons atrasados para

. 37 2 ~ A e .
o grupo i, C,(r,0)[cm ] é a concentragio de precursores de néutrons atrasados inicial para o

grupo i em t = 0 s, D,(r,f)[cm] € o coeficiente de difusdo de néutrons para o grupo g,
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-1 z ~ o ~
ng (r,t)[em—] é a secdo de choque macroscopica de remogdo para o grupo g,
ng.g (r,Hlem™] éa secdo de choque macroscopica de espalhamento do grupo g’ para o grupo

g, X, € o espectro de fissdo dos néutrons prontos para o grupo g, }(gd € o espectro de fissdao

dos néutrons atrasados para o grupo g, v € o nimero médio de néutrons emitidos por fissdo,
-1 2 ~ o .~ 2

Zﬁg (r,0)lem™] € a se¢@o de choque macroscépica de fissdo para o grupo g e v, [cm/s] € a

velocidade média dos néutrons para o grupo g.

Nesta tese, resolvem-se em forma analitica as equagdes (4.1) para 2 e 3 dimensdes
considerando 2 grupos de energia, 1 e 6 grupos de precursores de néutrons atrasados,
parametros nucleares constantes no espaco-tempo e parametros nucleares dependentes do
tempo dados pela variacdo temporal da secdo de choque macroscépica de remocgdo.

Considerando a secdo de choque macroscépica de remo¢do como um pardmetro dependente

do tempo tem-se: 2., (r,#) =2 ,(¢). Aqui considera-se que ndo ha “up-scattering” (2.,, =0)

e tem-se X.,(1) =2 ,(1).

Para a resolugcdo destas equagdes, utiliza-se a metodologia conhecida como GITT
(Generalized Integral Transform Technique) nas dimensdes espaciais, a fim de recair num
problema transformado dependente do tempo, semelhante as equagdes da cinética pontual

resolvidos anteriormente pelo método da Decomposic¢ao.
41 AGITT

A seguir sdo mostrados os passos bdsicos para a obtencdo da solu¢do de um
problema unidimensional dependente do tempo pela técnica da GITT. Para problemas
multidimensionais, o procedimento é andlogo. A andlise restringe-se ao sistema de
coordenadas cartesianas, mas pode-se aplicar a qualquer sistema.

Seguindo o formalismo da GITT, dada uma equacio genérica conforme [Wortmann,

2003]
Ad(x,t) =S, (4.3)

em a<x<b e t>0, sujeita as condi¢des de contorno homogéneas,
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a, dg(a.1) +a,p(a,t)=0
. dg : 4.4)
b 00D 1 b5 =0
dx

na qual, A € o operador diferencial parcial associado ao problema unidimensional dependente

do tempo, S é o termo fonte e as constantes a,,a,,b,, b, dependem das propriedades fisicas do

problema. O primeiro passo € expandir a varidvel @(a,r) em uma base adequada. Para se

determinar esta base, o operador A € reescrito da seguinte forma:

AP(x,t) = Bo(x,t)+ LP(x,t), 4.5)

na qual L é um operador associado ao problema de Sturn-Liouville e B é o operador associado

aos termos restantes. Assim, L tem a forma:

Ly (A4, x)=V.[p(x)Vy (A, 0)]+q(x)y(4,x). (4.6)

As fungdes p(x) e g(x) devem ser reais e continuas, e ainda p(x) >0 em todo o intervalo

(a,b). Definido no problema representado pela equacao (4.3)

Ly(A,x)+ A w(A,x)=0, 4.7)
em a<x<b,com
a, @ +a,p(a,t)=0
5 Z . (4.8)
b 220D 1 sb1y=0
ox

O problema (4.7) com condi¢des de contorno (4.8) ¢ chamado de problema de Sturm-

Liouville e é a forma geral dos chamados problemas auxiliares na teoria da GITT. As

constantes a,,a,,b,, b, devem ser as mesmas do problema original (4.4). A equagdo (4.7) pode
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ser escrita para um A_ qualquer, uma vez que o parimetro A é independente das constantes

a,,a,,b e b,. Logo, (4.7) torna-se:

Ly, (0)+ 4w, (x0)=0 |, (4.9)

na qual ¥, (x)=w(4,.,x). As fungdes ¥,(x) e os valores A sdo conhecidos,

respectivamente, como as autofuncdes e autovalores do operador L. Elas formam a base para
o espaco onde o operador L estd contido, cuja ortogonalidade é definida da seguinte forma

[Ozisik, 1980]:

L[y, m=) " (4.10)
—_—— X X)dx = : :
JN N, Vil OV, 1 m=n
Na qual N,, é o quadrado da norma L*(a,b) expressa por:
N, = J;uf; (x)dx . 4.11)

Esta base de autofuncdes (também conhecida como autovetores) serd usada para expandir a

variavel @(x,r) da equagdo (4.3) na seguinte forma:

== (4.12)

Uma vez determinado o problema de autovalores associado ao problema original e

expandida a sua varidvel dependente, aplica-se na equacgdo (4.3) o seguinte operador:

ﬁ j W, (x)dx, (4.13)
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que € a transformacdo integral propriamente dita. Executadas todas as integracdes, o resultado

¢ um sistema de equacdes diferenciais ordindrias, cuja varidvel dependente é @(¢). A

obtencdo desta varidvel e dos autovetores ¥;(x) € feita solucionando-se este sistema de

equacdes e o problema de autovalores associado respectivamente. Conhecendo-se estas duas
grandezas, o somatorio da equagdo (4.12) pode ser truncado em um nimero de termos para a
determinac¢do do potencial original @(x,7).

Cada termo do somatdrio da equacdo (4.12) corresponde a uma equacgao no sistema
de equacdes transformado. Por isso, sua ordem de truncamento € muito importante. Assim,
oportunamente, nesta tese discute-se um verdadeiro critério de convergéncia baseado em uma
analogia ao Teorema Cardinal de Interpolacao aplicado ao problema de cinética espacial.

A seguir apresentam-se 0S principais passos para obtenc¢do da solucdo de uma
equacdo pela GITT:

a) Determina-se o problema auxiliar identificando-se o operador L na equacdo que se
quer resolver. Na equacdo (4.6) este operador estd representado na sua forma mais
completa. Entretanto, algumas de suas parcelas podem ser nulas dependendo do

problema a ser resolvido, porém a funcdo p(x) ndo pode ser nula, ainda que seja uma

funcao identidade.

b) As condicdes de contorno aplicadas as varidveis dependentes do problema auxiliar
devem ser as mesmas que aquelas aplicadas as varidveis dependentes do problema
principal. Caso o problema principal ndo tenha condi¢des de contorno homogéneas,
deve-se fazer o uso de projetores ortogonais [Cassol, 2006].

¢) Resolve-se o problema auxiliar.

d) Usa-se o operador definido na equacdo (4.13) para tranformar a equagdo original em
um sistema de equacdes transformado.

e) Resolve-se o sistema de equagdes transformado.

f) Trunca-se a equagdo (4.12) até um critério de parada basedado em algum critério de
convergéncia.

Para finalizar esta secdo, fazem-se algumas observacdes sobre os problemas que
podem ser resolvidos pela GITT. Existem duas condi¢des bésicas:

a) O operador diferencial da equacao que se quer resolver deve ser um termo Laplaciano.

Isto equivale a dizer que a funcdo p(x) da equacao (4.6) € ndo nula.
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b) As varidveis que se quer transformar t€ém que ter dimensdo finita, ou seja, t€ém que

estar contidas dentro do intervalo a<x<b.
4.2 O problema 2D

Sem perda de generalidade, estamos considerando 2 grupos de energia para os
néutrons (G = 2), 6 grupos de precursores de néutrons atrasados (P = 6) e 2 dimensdes

espaciais (x,y), naqual 0<x<L e 0<y<M . Aqui a perturbacio na reatividade consiste em

uma variacdo na secdo macroscopica de remoc¢do do grupo térmico, o que torna para fins de
calculos este parametro nuclear dependente do tempo.

Para solucionar o problema proposto utilizando o método GITT (Generalized
Integral Transform Technique) algumas condicdes devem ser satisfeitas. A dimensdo na qual
se aplica o método deve ser finita e as condicdes de contorno devem ser homogéneas, caso
contrério pode-se fazer o uso de projetores ortogonais [Cassol, 2006]. Além disso, o operador
diferencial da equacdo a ser solucionada deve conter um termo laplaciano, porém a auséncia
desse termo pode ser resolvida adicionando-se uma constante multiplicada ao laplaciano na
qual o seu limite tenda a zero [Ceolin, 2010]. Por isso, introduz-se um termo de difusdo
ficticia nas equacdes para a concentracdo de precursores de néutrons atrasados da seguinte

forma:

9> 9
€(§+§jci(x,y,t), (4.14)

para i =1:6, na qual ¢ € um pardmetro de valor pequeno e positivo, ou seja, € — 0.
Portanto, assumindo que os pardmetros nucleares ndo variam no espaco-tempo, a nao
ser a secdo macroscopica de remocdo do grupo térmico, introduzindo o termo de difusdo

ficticia (4.14) e tendo em vista que todos os néutrons sao gerados no grupo ripido, ou seja,

x=x"=le y’ = =0, pode-se escrever o sistema (4.1) em 2 dimensdes como:
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19g(xyn _ o (azfz%(x,y,t)ﬁzﬂ(x

b ’t)
v at axz ayzy J_Zrlﬂ(x’y’t)-i-zﬂl ¢2()C,y,l)

1

+1-B ' (vE, D+ VE,, ¢2(x,y,t))+z/1ici(x,y,t)

imz ) d ¢2(X,y,t)+a ¢2(X,y,t) —2,2(1)@(36,y,t)+zslz¢1(x,y,t) s (415)
v, ot ox’ dy’
W =BV, 43D +VE,, 6,(x 3.0) - ACi(x, y,t)+€(%+§—szCi(x,y,t)

para i =1:6. Reescrevendo o sistema (4.15) em forma mais compacta e considerando que ndo

ha “up-scaterring”, ou seja, Zm =0, fica-se com:

2 2
9% (x.y.1) :a(a (b‘(x’y’t)+a (b‘(x’zy’t)J+b¢l(x,y,t)+cgz>2(x,y,t)+dlq+...+d6C6

ot ox’ dy
a¢2(x’y’t)_ az¢2('x’y’t) az¢2(~x7y’t)
o _e( I j”‘”‘(’c’y’mg(’)@(x’y”) (4.16)

9C,(x,y,1) _ +g(82Ci(x, N 9°C,(x, y,1)

» i ay2 }+hi¢1(x,y,t)+ji¢2(x, v.1)+k,C(x,y,t)

na qual: a=vD, b=—v2 (1-pvE,, c=v,I-pvX,, d=vA, e=v,D,,

=020, 8O=v2,@0), h=BVvX, . ji=BVE,,, k=4, parai=1:6.

A existéncia do termo laplaciano nas equagdes do sistema (4.16) a ser resolvido é
uma exigéncia para a aplicacdo do método da GITT, pois possibilita a determinagdo do
problema de Sturm-Liouville auxiliar. Logo, seguindo o formalismo da GITT, escolhe-se o

problema auxiliar nas duas dimensdes espaciais como:

9,0+ 4,09, (x)=0 0<x<L 4.17)

v, +7 MW, (=0 0<y<M
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sujeito as mesmas condi¢des de contorno do problema original na dimensao transformada. As
fungdes @, (x) e ¥, (y) e os valores A, e 7, sdo conhecidos, respectivamente, como as
autofuncgdes e autovalores do operador diferencial de segunda ordem. Uma vez resolvido as
equagoes (4.17), tem-se bem determinado as autofuncgdes e seus respectivos autovalores. Se as
condi¢des de contorno forem homogéneas do tipo fluxo nulo nos contornos, tem-se por
(Ozikick,1980) que:

@, (x)=sen(4, x)

", (4.18)
y,(y) =sen(y,y)

com os respectivos autovalores

(4.19)

para m=1:N_ e n=1:N,

max ?

na qual N, é a ordem de truncamento das séries. Estas

autofuncdes (4.18) satisfazem as propriedades de ortogonalidade definidas como:

L
— j <o<x><o<x>dx={0’ " (4.20)
IN N T I, m=p '
e
— jMw< W, () {0’ " @21)
n\Y yay = .
,/Nw/Nq o ! I, n=q
Aqui as normas N,, e N, sao dadas por:
L
N, = j @, (x)dx (4.22)
0

N, = I W, (y)dy . (4.23)
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As autofuncdes formam uma base para o espago onde o operador diferencial esta
contido. Essa base serd usada para expandir as varidveis fluxo de néutrons e concentracdo de

precursores de néutrons atrasados como somatdrios dados por:

6,(x, y,1) = ZZ zmn(t)(ﬂ (x)w (y), 4.25)
G- Sina D) 2, (DY, () 4.26)

m=l n=l1 \/N—m\/N—’Z

para i=1:6. Seguindo o formalismo da GITT substituem-se os somatorios (4.24), (4.25) e

(4.26) no sistema (4.16) e obtém-se:

ZZ (t)(p(x)w(y) [ZZ (t)(p(x)l/f(y) ZZ (r)w(x)wm]

m=1n=1

+”ZZ (t)qo (x)l//(y) ZZ - (t)co (x)w(y) dzzé (D, (x)l//(y)

m=1n=1

d Zzé (t)qo (X)l// W zz§6m,(t)¢ (x)l// (y)

m=1n=1

m=1 n=l

ZZ (t)(p(x)l/f(y) [ZZ <r>¢(x>w<y) ZZ zmn(r)w(xwf(y)J

i (D 8, (DY, ()

fzz (l)(/’ (X)V/ (y) (t)zz \/—\/—

m=1l n=1 m=1l n=1

Zzé L0, (x)t//(y) {sz (D, (xwf(y) sz D, W’(”J , (4.27)

m=1 n=l1 m=1 n=1 m=1 n=l1

”’ZZ 1m,(t)¢ (x)w(y) ZZ (t)co (x)l//(y) kZZ£ Do, (x)l//(y)

m=1 n=l1 m=1 n=1

m=1 n=1
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para i =1:6. Aplicando o operador integral

J' j @, (x )W(y)d " 4.28)

em (4.27), usando a propriedade da ortogonalidade e sabendo que @ (x)=-4 ¢ (x) e

l//;(y)=—7,f v, (y), fica-se com uma equacdo diferencial ordindria matricial escrita da

seguinte forma:

cblm,n (t) A B Dl D2 D6 q)lm,n (l)
@, O |E Fo 0 o0 0 || ®,,,0
i glm,n (t) _ Gl Hl I<1 0 o 0 glm,n (t)
- , 4.29
dt §2m,n (t) GZ HZ 0 KZ 0 52171 n ( )
gﬁm,n (t) G6 H6 0 0 K6 gﬁm,n (t)

para mn=1:N__, onde N _  ¢é a ordem de truncamento das séries (4.22), (4.23) e (4.24).
As matrizes de (4.29) sdo escritas como: A=a(—/1,i —7f)+b, B=c, D.=d, E=f,
F(t)=e(-4 -y)+g®), G,=h, H,=j, K. =&(-1>—7))+k,, para i =1:6. Todas essas
matrizes sdo diagonais devido a aplicagdo da propriedade da ortogonalidade das autofungdes.
Além disso, elas tém ordem (N_ )° o que torna a equacdo matricial (4.29) de ordem
(G+P)(N,_,, )* . Considerando dois grupos de energia (G = 2) e seis grupos de precursores de
néutrons atrasados (P = 6), tem-se que a ordem de (4.29) é de 8(Nmax)

Nota-se que a equacgdo (4.29) é uma equacao matricial linear homogénea de primeira

ordem com entradas dependentes do tempo e pode ser escrita como:

X (1) + W) X(1) =0, (4.30)

Para resolver a equacdo (4.30), utiliza-se o método da Decomposi¢do, analogamente

ao caso das equagdes da cinética pontual. Expande-se X(f) como uma série truncada da

seguinte forma:
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R
X(t) = ZX,(I) 4.31)
r=0
Substitui-se (4.31) em (4.30) resultando em:

i(Z)(r) +X,(0)+. X, (0)+(W,) (X, 0+ X, () +.. X, (1))
di : (4.32)

=-W,(0)(X,(0)+X,(1)+..X, (1))

na qual, W) =W, +W,().

Seguindo o procedimento andlogo a resolucdo das equacdes da cinética pontual,

pode-se construir o sistema recursivo

2 (X, )+ W, X, (1) =0 (4.33)
dt

para o primeiro termo da expansdo da solugdo (4.32) e

%(X_KU)JF W, (X, (1) ==(W,®0) (X, ) (4.34)

para o termo genérico da expansdo da solucdo com r=1:R. A solu¢do conhecida para

equacdo matricial (4.34) utilizando a técnica da Transformada de Laplace com a propriedade
da convolugdo é dado pela expressdo (3.19). Da mesma forma, quando W,(#)= 0 em (4.34), a
solucdo torna-se simplesmente a expressao (3.20). Além disso, para os problemas especiais
em que os autovalores da matriz W, s@o distintos, a exponencial da matriz pode ser expressa
por (3.21).

Para completar a andlise da solugdo, afirma-se que o problema homogéneo (4.33)

satisfaz as condig¢des iniciais (4.2) transformadas dadas por:
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M ,0)dxd
B (ry0)= J’ J‘ ¢(xy ) x dy
(4.35)
s
§i0m,n ('x’ y’O) = = ﬂ,

7

para g=1:2 e i=1:6, enquanto que para os problemas ndo-homogéneos (4.34) impdem-se
condi¢des iniciais nulas. Cabe ressaltar que estas condicdes iniciais ¢)§ (x,y,0), para g = 1:2,

sdo obtidas resolvendo-se a equacdo de difusdo estaciondria em forma analitica. Para mais
detalhes ver apéndice A.

Uma vez determinada a solug@o para os R+1 sistemas recursivos dados por (4.33) e
(4.34), basta substitui-los em (4.31) para obter a solu¢do transformada. Com isso, pode-se
encontrar a solucao final dos fluxos de néutrons e concentracdo de precursores de néutrons
atrasados, utilizando as férmulas da inversa da GITT dadas por (4.24 - 4.26). Analogamente,
como na solu¢do das equagdes da cinética pontual para a solu¢do do problema transformado,
truncam-se os R sistemas recursivos a partir de um critério de parada prescrito. A
convergéncia € garantida satisfazendo-se o critério de Lyapunov.

A técnica mostrada anteriormente para a resolucdo do problema transformado se
aplica bem para problemas de ordem até 1500 [Segatto et al., 1999] [Segatto et al., 2008].
Para casos especificos de problemas com ordens mais altas, propde-se a ideia de fatorar a

matriz W como:
W) =D(t)+U, (4.36)

na qual D(¢) é a matriz diagonal de W(z) e U é a matriz dos elementos restantes. Assim a

equacao (4.30) torna-se:
X (1) + D) X(1) = —UX(1). (4.37)

Agora aplica-se 0 método da Decomposicao, analogamente ao caso das equagdes da

cinética pontual. Primeiro, fazendo D(#) =Do+Di(¢), na qual Do € a matriz diagonal de
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W(t) sem o termo dependente do tempo e ﬁl (t) é a matriz diagonal de W(z) somente com o

termo dependente do tempo. Expande-se i(t) como uma série truncada e substitui-se em

(4.37). Com isto € possivel construir o sistema recursivo
d - ~ —
E(XO(I))+D0XO(t) =0, (4.38)

para o primeiro termo da expansdo em série e

%(X_r(t))+ﬁo(x_r(l‘))=—(ﬁ1(t)+U)(Xr_l(t)) (4.39)

para o termo genérico da expansdo da solucdo em série com r=1:R.

A fatoracdo da matriz W como W(¢) = ﬁ(t) + U possibilita trabalhar com matrizes de

ordem muito elevada, uma vez que a solucao da solugdo homogénea (4.38) e nao-homogénea

(4.39) tornam-se facilmente resolvidas pelas expressoes (3.19 -3.21). A vantagem aqui é que a

solu¢do do problema homogéneo torna-se simplificada, uma vez que Do ¢é uma matriz

diagonal e sua exponencial torna-se:

exp(—d, 1) 0 - 0

0 exp(=d,1) - 0

exp(-D, 1) = : (4.40)

0 0 <o exp(—d ;1)

na qual, 47; sdo os elementos da diagonal da matriz ﬁo para j=1:8(N,,, )2. Ou seja, para

uma matriz diagonal, calcular a sua exponencial é equivalente a exponenciar cada elemento

da diagonal.
4.3 O problema 3D

Analogamente ao caso 2D, sem perda de generalidade, consideram-se para este caso:

2 grupos de energia para os néutrons (G = 2), 6 grupos de precursores de néutrons atrasados
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(P=2) e 3 dimensdes espaciais (x,y,z) na qual: 0<x<L, O<y<Me 0<z<Q.
Introduzindo o termo de difusdo ficticia nas equacdes para a concentragdo de precursores de
néutrons atrasados, assumindo que os parametros nucleares ndo variam no espago-tempo, a
ndo ser a se¢do de choque macroscépica de remog¢ao do grupo térmico, e tendo em vista que
todos os néutrons sdo gerados no grupo rdpido, fica-se com as equagdes de cinética espacial

3D:

1 9¢,(x, y, 2, 9’ (x,y,z,1)  0’@(x,y,2,1)  9°Q(x,y,2,1
1 ¢1(xaty z )=D1[ ﬂ(gxzy ), ﬂ(gyzy @), Q(;czzy z )j—Zrl(/’l(x,y,Z,t)
1

+zs21 ¢2(x’y’z’t)+(1_ﬁ)llp(sz1¢1(x’y’z’t)+‘/zf2 ¢2(x’y’zat))

6
+ > AC.(x,y,2,1)

104,(x, y,2,1) _ (92¢2(x,y,z,t)+32¢2(x,y,z,t)+32¢2(x,y,z,t)j_z (06, y.2.1)> 44D

v, ot ox’ dy’ 07°
+2., 0 (x,y,2,1)
SELELED (15, 5200 +V E 2,05 2.20) = AC 3,0

0> 9 0
+8($+§+a—zzjci(x,y,z,t)

para i=1:6, com condi¢des de contorno para o problema tridimensional, especificamente

dadas por:

0 ,v,0,
9, (x,,0,1) 0

0z

d

¢g(x,0,z,t) 0

dy

99,0.y.2.0) _ . (4.42)
ox

6,(x.y.0.0=0

¢, (x,M,z,1)=0

¢g(L’ )’,ZJ) :O

para g = 1:2, com as condicdes iniciais para ¢t > 0 dadas por (4.2).
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Ao invés de seguir o formalismo da GITT e determinar o problema auxiliar de Sturn
Liouvile nas trés dimensdes espaciais, escolhe-se o problema auxiliar em uma dimensdo
espacial, recaindo num problema 2D resolvido anteriormente. Assim, escolhendo o problema

auxiliar na dimensdo z fica-se com:
17,(2)+7.(2)1,(z)=0, (4.43)

para 0<z<Q, p=1:N__,naqual N é aordem de truncamento da expansdo em série,

sujeito as mesmas condi¢des de contorno originais na dimensdo transformada. A funcdo

1,(z) e o valor 7, sdo, respectivamente, as autofungdes e autovalores do operador diferencial

de segunda ordem. Uma vez resolvido as equacdes (4.43), tem-se bem determinado as
autofungdes e seus respectivos autovalores. Tomando as condi¢des de contorno (4.43) na
dimensao z, tem-se por [Oziziki, 1980]

n,(z) =cos(7,2), (4.44)
com 0s respectivos autovalores

- _(@p-bz
P 20 , (4.45)

para p=1:N__ . Esta autofungdo (4.44) satisfaz a propriedade de ortogonalidade definida

por:
1 anUn()d {0’ pes (4.46)
T 2)n,(2)dz = .
/N,, IN. J, " I, p=s
Aqui anorma N, € dada por:
0
N, = I 17(2)dz . (4.47)
0

Aplicando a GITT na dimensdo z, expandem-se as varidveis fluxo de néutrons e

concentracdo de precursores de néutrons atrasados como somatérios dados por:
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¢1()C .2, t) Z 1p(x y,t)77 (Z) ’ (448)

oo ¢_ .Y,
¢2(X,y,z,t)=z 2p (0,017, (2) , (4.49)

o,

Ci(x’y’z’t):ié/ip(x’y’t)ﬂp(z) , (450)

.

para i =1:6. Seguindo o formalismo da GITT, realizam-se os seguintes passos: substituem-se

os somatorios (4.48 — 4.50) em (4.41); aplica-se o operador integral (4.46) e usa-se a

propriedade da ortogonalidade sabendo que 77;,(2) =—Tf,77p(z), para p = 1: N . Com isso,
recai-se num problema semelhante ao caso 2D com dimensdo N, . A diferenca estd na
composi¢do da diagonal da matriz da equacdo (4.29) que agora contém os autovalores do
problema na dimensdo z, ou seja, contém as seguintes matrizes: A=a(—ﬂu,,21—}/n2 —Tj)+b,
_ 2 2 (2 _ap 2 C_ 1.
F(t)—e(—ﬂm—y/f—z'p)+g(t), K. =¢(-4, 7; Tp)+k,., para i = 1:6, o que resulta num

problema transformado andlogo ao problema bidimensional da mesma forma:
X () +WOX(t) =0, 4.51)

com dimensdo agora (8 N__7).

Uma vez que a solugdo da equacdo (4.51) estd bem estabelecida, basta substituir nas
expansdes em série (4.48 - 4.50) para se obter a solu¢do do problema 3D, de forma andloga ao

problema 2D.
4.4  Critério de convergéncia e unicidade para o problema auxiliar

Nesta secdo, mostra-se a andlise da convergéncia para uma dimensdo espacial, no

caso especifico para a coordenada x, uma vez que para as demais dimensdes o procedimento €
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andlogo. Cabe ressaltar que, como os problemas auxiliares sdo idénticos nas dimensdes
espaciais, a ordem de truncamento das séries ¢ a mesma em todas as dimensdes espaciais.

Com o sistema de equacdes transformado resolvido, sua solu¢do € substituida nas
férmulas inversas da GITT (4.24 — 4.26). Uma questao natural que surge € quando truncar a
série para a garantia da convergéncia e obtencdo dos resultados para um desvio prescrito.
Aqui determina-se um critério real de convergéncia salientando a efici€éncia do algoritmo
proposto para controlar a convergéncia da solugdo e determinar seu truncamento associado a
uma precisao prescrita baseado numa analogia ao Teorema Cardinal de Interpolacao.

Mais especificamente, sabendo que o comportamento do fluxo de néutrons rapidos e

térmicos sdo dominados pelos valores das se¢des de choque total >, para cada grupo, pode-
se inferir que entre o livre caminho médio do néutron, o seu fluxo € inalterado. Ao analisar
microscopicamente o problema, estima-se que a média de caminho percorrido por um néutron
logo apds uma interacdo qualquer € igual ao livre caminho médio; porém, hd uma probabilidade
de interacdes que ocorrem antes (como depois) do néutron ter percorrido o livre caminho médio.
A ideia bésica de definir o critério de convergéncia consiste na determinacdo de um divisor inteiro
(m) do livre caminho médio de néutrons tal que, abaixo deste valor, o fluxo de néutrons é quase

homogéneo, garantindo que € muito pouco provavel que interacdes possam alterar o fluxo de

A . . e . . . ,1
néutrons de forma significativa neste caminho. Em outras palavras, a quantidade (m ZTg)

define uma densidade de amostragem.

A estrutura do fluxo escalar de néutrons € essencialmente determinada pela interacdo
de néutrons presente em forma de secdes de choque transversais macroscopicas. Isto significa
que entre duas sucessivas interacdes de néutrons eles se comportam na média como particulas

livres compativel com um fluxo homogéneo. Assim, pode-se concluir que, com a diminui¢ao
. -1 - - .
do comprimento (m 2 ) para um crescente m, variacdes na solug@o tornam-se despreziveis.

Assim, utiliza-se uma analogia ao Teorema Cardinal de Interpolacdo [Godmann,

1996] que diz: "Uma fun¢do quadrado integravel .Q=J‘ @(x,1)dx, com espectro (A), na

qual é limitado por(m ., )_l tem uma solucdo exata para uma expansao finita".

No caso da abordagem utilizada no presente caso, este teorema se encaixa
perfeitamente se, depois de certa ordem de truncamento do nimero de termos N, das séries,

o desvio se torna irrelevante, permitindo assim a aplica¢do do teorema. A escolha de m esta
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relacionada com o nimero méaximo de termos (no caso N _, ) na série para a regido de
interesse, que depende da convergéncia da solugdo. Assim é possivel estabelecer uma relacao

entreme N, , asaber:

my.. Ar
N, =int| —%— |, (4.52)
27

na qual m é um inteiro, 2., =2, +2.. +2. . éasecdo de choque macroscépica total do grupo
q Tg ag fe g'g 9 q p g p g

e Ar denota a dimensao total no dominio transformado, ou seja, no presente caso, Ar = M. Esta
relacdo € uma aproximacao e estd relacionado com a convergéncia da abordagem e o teorema
de Parseval pode ser usado para estimar o desvio. Para o espectro limitado e de acordo com o
teorema a solucao € exata. Em nossa aproximacao, se m é adequadamente escolhido de forma
que a parte de corte do espectro € desprezivel, entdo a solu¢do encontrada € quase exata.

Para completar a andlise, no apéndice B, prova-se um teorema com o qual pode se
estabelecer uma solu¢cdo em forma tnica. O teste de Abel, mostrado no apéndice B, para a
convergéncia uniforme, permite determinar as propriedades de convergéncia adicional de
solucdes obtidas em forma de série, propriedades que sdo uteis tanto em solugdes ja

estabelecidas e para provar que existe uma solucdo unica com a aplicacdo da GITT.

4.5 Resultados numéricos

Para os resultados numéricos, no caso de uma perturbacdo uniforme na reatividade,
utilizam-se como referéncia os trabalhos de: [Aboanber e Hamada, 2008] para o problema 2D
e [Fergunson, 1973] para o problema 3D. Para as perturbacdes varidveis com o tempo,
utilizam-se apenas os parametros nucleares dos referidos autores e verificam-se as solucdes
obtidas pela metodologia proposta em casos teste.

Todos os transientes considerados sdo uma perturbacdo no estado estaciondrio, ou
seja, é suposto que, quando esta perturbacio ocorre, o fluxo e as concentragdes de precursores
estdo em seus valores no estado estaciondrio. Estas condi¢des iniciais sdo geralmente obtidas
a partir de cdlculos estaciondrios da teoria da difusdo. Aqui cabe salientar que utiliza-se uma
condicdo inicial resolvida de forma semelhante a [Bodmann et al., 2010]. A diferenca estd no

tratamento dado ao conjunto de equagdes diferenciais ordindrias transformadas surgidas da
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aplicacdo da GITT, na qual, recentemente, [Bodmann et al., 2010] resolveu utilizando
transformada de Laplace. Neste trabalho, utiliza-se a diagonalizacdo da matriz. Para mais

detalhes ver Apéndice A.

Para os resultados numéricos considera-se o pardmetro £=10", um critério de
parada para os R sistemas recursivos do problema transformado de =10 e um N_,. parao
truncamento das séries dado pela expressao (4.44). Cabe ressaltar que para determinagao do
N_,. consideram-se os pardmetros nucleares para o grupo térmico e um intervalo de m = 10.
Para efeito de simplicidade, na comparac@o dos resultados numéricos, a metodologia proposta

para a resolucdo das equacdes da cinética espacial serd designado por GITTDM.

4.5.1 Caso teste para o problema 2D

Para este problema sdo considerados dois grupos de energia, um e seis grupos de
precursores de néutrons atrasados para um reator térmico. O reator € homogéneo de 200 cm
de lado. As condi¢des de contorno utilizadas foram de Dirichlet homogéneas nos contornos.
Consideram-se neste problema trés tipos de reatividades. O caso teste A consiste de uma

perturbacdo uniforme na se¢do macroscopica de absorcdo térmica correspondente a

Y . => (0)-0,396x107*. O caso teste B consiste de uma perturbacio do tipo rampa linear,
a2 a2 p 9 p p

induzida pela alteracdo na secdo de choque de absorcdo térmica. Dois transientes foram

estudados: uma rampa linear de acordo com 2. ,,(1) =2 ,(0)—at para t > 0 s; e uma rampa
linear > ,(1)=2,,(0)—at para 0<t<0,16s, seguida de uma perturbagio uniforme
2,0 =2,0)—a para t>0,16s5, onde o é um valor real. Por fim, para o caso teste C,

faz-se uma perturbacéo do tipo senoidal: 2. ,(r)=2_,(0)—0, 396x10*sen(27t/T), onde T é

o periodo.

O caso de uma perturbac@o uniforme na secao de choque macroscépica de absorcao
foi utilizado para validar a metodologia desenvolvida procurando reproduzir os resultados de
[Aboanber e Hamada, 2008] para um grupo de precursor de néutrons atrasados. J& para as
demais perturbacdes, faz-se casos teste para testar a metodologia proposta em diferentes
situagdes variando a secdo de choque de absor¢do térmica, tanto para um grupo como para

seis grupos de precursores de néutrons atrasados.
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Os parametros nucleares utilizados para as trés perturbacdes sao mostrados na Tabela

4.1.
Tabela 4.1 - Pardmetros nucleares.
Dimensdes ;I Brirlll?egf:g;
Propriedades Materiais | Grupo 1 | Grupo 2
D, [cm] 1,35 1,08
Y lem™] 0,001382 | 0,00569
Vv 2,41 2,41
Y Lem™] 0,000242 | 0,00428
z, fem™] 0,0023 0
X, 1,0 0
Constante dos Precursores | A =0,08 | 8 =0,0064
kg 1,000008

Para os seis grupos de precursores, os parametros nucleares sao dados pela Tabela 4.2.

Tabela 4.2 - Parametros nucleares para seis grupos de precursores.

Neéutrons Atrasados

£.x107° A( s
0,214 0,0124
1,423 0,0305
1,247 0,111
2,568 0,301
0,748 1,14
0,273 3,01

B=6,4x10"

Caso A: perturbaciao uniforme

Para esta perturbacio calcula-se o fluxo térmico de néutrons no centro do dominio
para diferentes tempos e compara-se com a solucdo numérica obtida por [Aboanber e
Hamada, 2008]. Na Tabela 4.3, como esperado, a partir de nossa andlise de convergéncia para
poucos termos na expansdo em série, obteve-se uma boa concordancia com os resultados
apresentados pela referéncia. Os resultados obtidos pela metodologia GITTDM teve uma
melhor concordancia com o GRK 4A para N = 306 passos no tempo.

Na Tabela 4.4, mostra-se o comportamento do fluxo de né€utrons para diversos pontos
do dominio para t = 0,4 5. Pode-se observar a simetria do fluxo e seu mdximo no centro do

dominio.
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Tabela 4.3 - Comparacdo numérica do fluxo térmico de néutrons no centro do dominio (100,
100, t) para diferentes tempos.

Fluxo de Néutrons térmico (cm™>xs™")
GITTDM
tempo(s) | _3 | GRK4A | GRKA4T GRK 4P1
™o S| N =306 | N =1006 | N =1423
y =10
0 0,38135 0,382 0,382 0,382
0,08 0,61321 0,613 0,613 0,613
0,16 0,81622 0,816 0,816 0,815
0,24 0,99721 0,995 0,995 0,996
0,32 1,15884 1,156 1,155 1,155
0,4 1,30330 1,300 1,300 1,299

Tabela 4.4 - Distribuicdo do fluxo de néutrons para t = 0,4s.

o Fluxo Térmico | Fluxo Répido
Pontos do dominio (x,y) (cm"2 N S_l) (cm"2 y S_l)

(50,50) 0,65164 1,76099
(50,100) 0,92156 2,49042
(50,150) 0,65164 1,76099
(100,100) 1,30330 3,52199
(100,150) 0,92156 2,49042
(150,50) 0,65164 1,76099
(150,100) 0,92156 2,49042
(150,150) 0,65164 1,76099

Isso também pode ser observado nas Figuras 4.1 e 4.2, bem como a exata satisfacao

das condic¢des de contorno para o fluxo de néutrons.

Figura 4.1 - Distribui¢do do fluxo térmico de néutrons para ¢t =0,4s .
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Figura 4.2 - Distribui¢do do fluxo rdpido de néutrons para ¢t =0,4s .

Para finalizar a andlise desta perturbacdo uniforme, mostra-se na Tabela 4.5 o fluxo

de néutrons rdpido para diferentes tempos.

Tabela 4.5 - Fluxo de néutrons rapido no centro do dominio (100, 100, t) para diferentes

tempos.
Fluxo de Néutrons rpido
2 1
tempo (s) (cm™Xs7)
N, =3 y =10" GITTDM
0 1,13200
0,08 1,65713
0,16 2,20574
0,24 2,69485
0,32 3,13163
0,4 3,52199

Caso B: perturbacao do tipo rampa

Neste caso teste B consideram-se 2 exemplos. A ideia aqui € variar a inclinagdo das
rampas e observar as mudancgas na poténcia do reator para um e seis grupos de precursores.

Primeiro considera-se uma perturba¢do do tipo rampa linear da seguinte forma:
2,0 =2,0)—at,onde a é um parAmetro real. A ideia aqui é variar a inclinagdo dada por
o e observar as variacdes na poténcia normalizada para diversas inclinacdes. Isto pode ser
obervado nas Figuras 4.3 e 4.4 que mostram o comportamento da poténcia para diferentes

inclinacdes considerando um e seis grupos de precursores, respectivamente. Nota-se um
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crescimento consideravel da poténcia para um ¢ =0,396x10" que corrresponde a um aumento
na reatividade para ¢t =0,4s de aproximadamente 80 cents. Para as demais inclinacdes da

rampa, hd um crecimento controlado da poténcia para os tempos calculados. Observa-se
também um crescimento da poténcia para o parametro & =0, uma vez que o sistema ¢é
supercritico. Ou seja, no estado estaciondrio o coeficiente de multiplicagdo efetivo estd um

pouco acima da criticalidade.

12 T T T T T T T T

—m— =0,396x10" "

104 —o—=0,198x10°
0=0,396x10"

—v—a=0

Poténcia Normalizada
D
1
\
1

24 — @ v—V
Q¢/fﬁlv/'
—
0 T T T T T T T T T
0,0 0,1 0,2 0,3 0,4
Tempo (s)

Figura 4.3 - Poténcia normalizada para uma rampa linear considerando um grupo de
precursores de néutrons atrasados.

25 —m—0=0,396x10"

—e—0=0,198x10"
0=0,396x10"

—w—au=0

20

Poténcia Normalizada

0,0 0,1 0,2 0,3 0,4
Tempo (s)

Figura 4.4 - Poténcia normalizada para uma rampa linear considerando seis grupos de
precursores de néutrons atrasados.
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Analisando os resultados encontrados para a poténcia normalizada apresentados na
Figura 4.4, observa-se que o valor da poténcia para o modelo de cinética, considerando seis
grupos de precursores de néutrons atrasados é aproximadamente o dobro da poténcia
encontrada para o modelo considerando um grupo de precursores de néutrons atrasados
(Figura 4.3). A explicacdo para esse resultado, decorre no fato que, usando os resultados
obtidos para a concentragdo, nota-se que o termo de fonte da equacdo do fluxo para o modelo
de seis grupos € aproximadamente 60% maior que o valor do termo de fonte para um grupo de
precursores, para os valores de tempo considerados. Cumpre também observar que, a
constante de decaimento para o modelo de um grupo de precursores foi aquela apresentada na

Tabela 4.1, j& para seis grupos, aquela apresentada na Tabela 4.2. Por outro lado, empregando

6
a férmula de equivaléncia para o modelo de um grupo (%: Zﬂi)’ nota-se uma redugdo

i=1 !
significativa dessa diferenca entre os termos de fonte do modelo de seis grupos e um grupo.
Acredita-se que a explicacdo da diferenca de poténica observada € fundamentada pelos
argumentos acima citados.

Para finalizar, mostra-se o comportamento do fluxo de néutrons para um e seis
grupos de precursores em diferentes pontos para &=0,396x10"" nas Tabelas 4.6 e 4.7. Mais
uma vez percebe-se a simetria do fluxo e seu maximo sendo atingido no centro do dominio.
Pode-se notar também que, tanto o comportamento da poténcia como o do fluxo de né€utrons

sdo semelhantes para um e seis grupos de precursores de néutrons atrasados, diferenciando-se

apenas pela magnitude dos mesmos.

Tabela 4.6 - Distribui¢do do fluxo de néutrons considerando um grupo de precursores para
a=0,396x10"et=04s.

Pontos do dominio | Fluxo Térmico | Fluxo Répido
(X,y) (em™xs™) | (em™>xs™)

(50,50) 0,51496 1,39540
(50,100) 0,72827 1,97340
(50,150) 0,51496 1,39540
(100,100) 1,02993 2,79081
(100,150) 0,72827 1,97340
(150,50) 0,51496 1,39540
(150,100) 0,72827 1,97340
(150,150) 0,51496 1,39540




64

Tabela 4.7 - Distribui¢do do fluxo de néutrons considerando seis grupos de precursores para
a=0,396x10" et=04s.

Pontos do dominio | Fluxo Térmico | Fluxo Répido
(x,y) (em?xs™) | (em™xs™)

(50,50) 1,22374 3,31700
(50,100) 1,73063 4,69095
(50,150) 1,22374 3,31700
(100,100) 2,44748 6,63401
(100,150) 1,73063 4,69095
(150,50) 1,22374 3,31700
(150,100) 1,73063 4,69095
(150,150) 1,22374 3,31700

Para o segundo exemplo considera-se uma rampa linear do tipo:

2,0)=2,0)—ar para 0<t<0,16s, seguida de uma perturbagdo uniforme do tipo

Y, =2,0)—«a para t>0,16s, na qual & é um valor real.

7z

Mais uma vez a ideia é variar ¢ a fim de observar as variacdes do fluxo e,
consequentemente, da poténcia do reator. Nota-se que para inclinacdes maiores hd um
crescimento mais significativo do fluxo de néutrons o que corresponde a uma maior poténcia.

Para este tipo de perturbacdo, observa-se um crescimento mais rdpido da poténcia

para tempos curtos quando comparado com o exemplo anterior.

25 T T T T T T T T

—m— =0, 396x10’
20 4 —e—0=0,198x10"

0=0,396x10"
A —v—a=0 1
15 4 .

10 +

| S

,ﬁv———é/‘ v v

Poténcia Normalizada

T T T T T T T T T
0,0 0,1 0,2 0,3 0,4

Tempo (s)

Figura 4.5 - Poténcia normalizada para uma rampa linear seguida de uma perturbacio
uniforme considerando um grupo de precursores de néutrons atrasados.

Isto pode ser melhor observado nas Figuras 4.5 e 4.6 para um e seis grupos de

precursores, respectivamente. Percebe-se que, para um o =0,396x10", hd um crescimento
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mais significativo da poténcia para um intervalo curto de tempo. Isto pode ser explicado pelo
maior decréscimo da secdo de choque de absor¢cdo em valores absolutos. Mais uma vez,
observa-se na Figura 4.6 que a poténcia normalizada aproximadamente € o dobro em relagao a

um grupo de precursores (Figura 4.5). A explicacdo é andloga ao exemplo anterior.

60 T T T T T T T T
—m—0=0,396x10"
50 - —e—=0,198x10"

0=0,396x10" .
—w—oa=0

40

30

20

Poténcia Normalizada

0,0 0,1 0,2 0,3 0,4
Tempo (s)

Figura 4.6 - Poténcia normalizada para uma rampa linear seguida de uma perturbacdo
uniforme considerando seis grupos de precursores de néutrons atrasados.

Para finalizar, nas Tabelas 4.8 e 4.9, mostra-se o comportamento do fluxo de
néutrons em diferentes pontos para «=0,396x10", considerando um e seis grupos de
precursores, respectivamente. Mais uma vez percebe-se a simetria do fluxo e seu maximo
sendo atingido no centro do reator. O comportamento para um e seis grupos de precursores é

semelhante, diferenciando-se pela magnitude dos fluxos e poténcia.

Tabela 4.8 - Distribui¢ao do fluxo de néutrons considerando um grupo de precursores para
a=0,396x10" e t = 0,4s.

. Fluxo Térmico | Fluxo Répido
Pontos do dominio (x,y) (em?xs™) (em?xs™)

(50,50) 0,58774 1,58831
(50,100) 0,83119 2,24621
(50,150) 0,58774 1,58831
(100,100) 1,17549 3,17661
(100,150) 0,83119 2,24621
(150,50) 0,58774 1,58831
(150,100) 0,83119 2,24621
(150,150) 0,58774 1,58831
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Tabela 4.9 - Distribui¢do do fluxo de néutrons considerando seis grupos de precursores para
a=0,396x10" e ¢ = 0,4s.

) Fluxo Térmico | Fluxo Rapido
Pontos do dominio (x,y) (Cm_z % S_l) (cm_z 9 s_l)

(50,50) 1,77426 4,79620
(50,100) 2,50918 6,78285
(50,150) 1,77426 4,79620
(100,100) 3,54851 9,59238
(100,150) 2,50918 6,78285
(150,50) 1,77426 4,79620
(150,100) 2,50918 6,78285
(150,150) 1,77426 4,79620

Caso C: perturbaciao do tipo senoidal

Neste caso, considera-se uma perturbacao do tipo:

7z

>.,0=2_,(0)-0,396x10"*sen(27t/T), na qual T é o periodo. A ideia aqui é variar o

periodo da funcdo seno e observar as variagdes do fluxo e, consequentemente, da poténcia do
reator.

Nas Figuras 4.7 e 4.8, para um e seis grupos de precursores respectivamente,
apresentam-se os resultados obtidos. Pode-se observar um crescimento oscilatorio da poténcia
a medida que o tempo cresce. Além disso, como esperado, a poténcia normalizada para seis

grupos ¢ aproximadamente o dobro em relacdo a um grupo.

3,5 . ; . ; . ; . ;

3,0 1

2,5

2,0 1

Poténcia Normalizada

0,0 0,1 0,2 0,3 0,4
Tempo (s)

Figura 4.7 - Poténcia normalizada para uma perturbacao senoidal considerando um grupo de
precursores de néutrons atrasados.
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Poténcia Normalizada

—&—T=0,12

0,0 0,1

T
0,2

Tempo (s)

0,3

0,4

Figura 4.8 - Poténcia normalizada para uma perturbacdo senoidal considerando seis grupos de
precursores de néutrons atrasados.

Nas Tabelas 4.10 e 4.11, para um e seis grupos de precursores respectivamente,

apresenta-se o comportamento da distribuicdo do fluxo de néutrons, mostrando mais uma vez

a simetria e 0 maximo sendo alcang¢ado no centro do reator para t =0,4s e T =0,28s .

Mais uma vez o comportamento para um e seis grupos de precursores de néutrons é

semelhante; diferenciando-os pela magnitude dos fluxos e poténcia.

Tabela 4.10 - Distribui¢do do fluxo de néutrons considerando um grupo de precursores para
T=0,28s5s et=0,4s.

Pontos do dominio | Fluxo Térmico | Fluxo Rédpido
(x,y) (em™xs™) | (em™>xs™)
(50,50) 0,44038 1,19548
(50,100) 0,62280 1,69067
(50,150) 0,44038 1,19548
(100,100) 0,88077 2,39097
(100,150) 0,62280 1,69067
(150,50) 0,44038 1,19548
(150,100) 0,62280 1,69067
(150,150) 0,44038 1,19548

4.5.2 Caso teste para o problema 3D

Para o caso teste 3D, considera-se um cubo homogéneo, de lado 200 c¢m, com dois

grupos de energia e um grupo de precursores de néutrons atrasados. As condi¢des de contorno
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utilizadas foram do tipo mista, divididas em duas partes: condi¢do de contorno de Dirichlet e

condic¢do de contorno de Neumann para os seis lados dadas pela equacao (4.45).

Tabela 4.11 - Distribui¢do do fluxo de néutrons considerando seis grupos de precursores para
T=0,28s e t=0,4s.

Pontos do dominio | Fluxo Térmico | Fluxo Répido
(x,y) (em?xs™) | (em™xs™)

(50,50) 1,04736 2,84405
(50,100) 1,48119 4,02210
(50,150) 1,04736 2,84405
(100,100) 2,09472 5,68810
(100,150) 1,48119 4,02210
(150,50) 1,04736 2,84405
(150,100) 1,48119 4,02210
(150,150) 1,04736 2,84405

Consideram-se, analogamente ao problema 2D, perturbagdes que consistem em
mudancas na secao de choque de absor¢do térmica das seguintes formas: uniforme, rampa e
oscilatoria.

O caso de uma perturbacdo constante € utilizado para validar a metodologia e
verificar o comportamento espacial do fluxo de né€utrons. Os resultados sao comparados com
0 3DKIN proposto por [Ferguson, 1973]. Os pardmetros nucleares usados para este caso teste
3D sdo os mesmos do problema 2D, dados pelas Tabelas 4.1 e 4.2. J4 para as demais
perturbacdes varidveis com o tempo, casos teste sdo feitos para verificar a metodologia

proposta em diferentes situacdes, variando a se¢do de choque de absor¢do térmica e

observando as variacdes na poténcia.

Caso A: perturbacio uniforme

Na Tabela 4.12, os valores apresentados sao para o fluxo de néutrons térmico no ponto
central do reator. A fim de reproduzir valores numéricos que mantenham a solucao abaixo de
um nivel de desvio prescrito, trés termos na solucdo em série sao necessdrios. O método
GITTDM mostra boa concordancia quando comparado com o cédigo 3DKIN proposto por
[Ferguson, 1973].

Na Tabela 4.13, € mostrado o comportamento do fluxo de néutrons para z = 100 cm e

t=0,4s.
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Tabela 4.12 - Comparacdo numérica do fluxo térmico no centro do reator (100, 100, 100, t)
para diferentes tempos.

Fluxo Térmico [cm™xs™']
tempo (s) | 3DKIN 3DKIN 3DKIN 3DKIN GITTDM
Ar=0,01 | Ar=0,005 | Ar=0,002 | Ar=0,001 N,..=3
0 0,816 0,816 0,816 0,816 0,81679
0,05 0,920 1,043 1,116 1,124 1,12785
0,10 1,151 1,361 1,403 1,406 1,40727
0,15 1,454 1,651 1,660 1,660 1,66387
0,20 1,782 1,904 1,892 1,891 1,892020
0,30 2,388 2,328 2,294 2,288 2,28934
0,40 2,840 2,671 2,628 2,622 2,62060

O fluxo € méaximo no contorno e decai satisfazendo as condicdes de contorno. Isto

também pode ser observado nas Figuras 4.9 e 4.10.

Tabela 4.13 - Distribui¢do do fluxo de néutrons paraz =100 cme t=0,4s.

Pontos do dominio | Fluxo térmico | Fluxo rapido
xy,2) [em™>xs™] [em™xs™]

(50,50,100) 4,45887 11,80740
(50,100,100) 3,41267 9,03700
(50,150,100) 1,84692 4,89079
(100,100,100) 2,62060 6,93976
(100,150,100) 1,41826 3,75577
(150,50,100) 1,85916 4,92352
(150,100,100) 1,42294 3,25372
(150,150,100) 0,77008 2,03939

g (x, . 100, 0.4)
200

Figura 4.9 - Fluxo térmico paraz=100cmet =04 s.
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g1(x p, 100, 0.4)

Figura 4.10 - Fluxo rdpido paraz =100 cme t = 0,4 s.

Por fim, na Tabela 4.14, apresenta-se o fluxo rdpido de néutrons para diferentes

tempos no centro do dominio.

Tabela 4.14 - Fluxo de néutrons rapido no centro do dominio (100, 100, 100,t) para diferentes

tempos.
Fluxo de Néutrons rdpido
tempo (s) (em?xs™)
N,.=3 y =10° GITTDM
0 2,16347
0,05 2,98704
0,1 3,72689
0,15 4,39575
0,20 5,00567
0,3 6,05994
0,4 6,93976

Caso B: perturbacao do tipo rampa

Neste exemplo, considera-se uma perturbacdo do tipo rampa linear da seguinte
forma: 2 ,(t)=2,(0)+ar, onde & é uma parametro real. A ideia aqui € variar a inclinago

dada por a e observar as variagdes da poténcia normalizada. Isto pode ser observado na
Figura 4.11 que mostra o comportamento da poténcia normalizada para algumas inclinacoes.

Pode-se observar que, para o =0,396x107, ha uma diminui¢do da poténcia para todos os
tempos. Jd para «=0,396x10", hd inicialmente um pequeno crescimento da poténcia, até
t=0,2s seguido de um pequeno decréscimo a partir de 7 =0,2s. Enquanto para as demais

inclinagoes (ar=0,396x10" ¢ a@=0), hd um crescimento linear da poténcia. Fica claro que
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existe um valor critico na se¢do de choque de absor¢do que torna significativo o decréscimo
da poténcia normalizada. Este valor corresponde a mudancgas na criticalidade que possibilita
mudancas na variacdo da poténcia. Observa-se também que, como o sistema € supercritico
mesmo para & =0, hd um crescimento da poténcia para tempos pequenos. Esse mesmo
comportamento € observado para alguns & >0, na qual a poténcia apresenta um crescimento

até um valor critico e depois comeca a decair com o tempo.

3,0 —&— =0
—e— 01=0,396x10™
2,5 —e— 01=0,396x10" .

—&— 0=0,396x10"

2,0

Poténcia Normalizada

——

0,0 0,1 0,2 0,3 0,4
Tempo (s)

Figura 4.11 - Poténcia normalizada para uma perturbacio do tipo rampa linear para um grupo
de precursor.

Caso C: perturbacio oscilatéria

Para este caso consideram-se  perturbacdes  oscilatérias do tipo:
2., =2,(0)—aChebyshevT[n, ], na qual ChebyshevT[n, t] sdo os polindmios de
Chebyshev de primeira ordem. Para mais detalhes ver anexo A. A ideia aqui € variar tanto o
quanto n, a fim de observar as varia¢des do fluxo e, consequentemente, da poténcia do reator.
Observa-se para um a=0,396x10" e (n=10, n=15, n=20) ha uma oscilacio da poténcia
até +=0,15s, na qual o maximo ¢é atingido em 7=0,3s seguido de um decréscimo da

poténcia para tempos maiores. Este comportamento assemelha-se aos polindmios de

ChebyshevT[n, t] que assumem este comportamento para este intervalo de tempo.
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Figura 4.12 - Poténcia normalizada para uma perturbacio do tipo oscilatéria para um grupo de
precursores considerando o =0,396x107".

Ja na Figura 4.13, para os mesmos valores de n=10,n=15n=20 e para um

_4 . . . A . .
a=0,396x10"", observa-se um crescimento praticamente linear da poténcia assumindo um
maximo préximo de r=0,3s. Aqui a magnitude da poténcia torna-se menor, uma vez que

considera-se uma inclina¢gdo menor do pardmetro « . Fica claro que, algumas inclinagdes sdo
preponderantes para um aumento ou decréscimo mais significativo da poténcia, visto que
mudancas no valor absoluto da se¢do de choque de absorcao serdo maiores para inclinacdes
mais acentuadas. Cabe ressaltar que o uso dos polindmios de ChebyshevT[n, ] sd0 uma
alternativa para perturbacdes oscilatérias, uma vez que se pode trabalhar com polindmio ao
invés de fungdes trigonométricas. Esses polindmios t€m propriedades interessantes como

ortogonalidade e periodicidade dentro de intervalos limitados.
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Figura 4.13 - Poténcia normalizada para uma perturbagao do tipo oscilatéria para um grupo de
precursor considerando a=0,396x107".
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5. CONCLUSOES E PERSPECTIVAS FUTURAS

Neste trabalho, € apresentada uma solucdo analitica para as equagdes da cinética
pontual e espacial da teoria de difusdo de néutrons, considerando um e seis grupos de
precursores de néutrons atrasados. O cardter analitico das solugdes, além de fornecer uma
dependéncia explicita dos parametros, permite diminuir o desvio referente ao método de
solucdo da equagdo associada ao modelo. Este fato contribui para uma melhor avaliacdo da
validade do modelo fisico.

Com relagdo as equagdes da cinética pontual, teve-se sucesso na questdo da busca de
uma solugdo analitica para a reatividade sendo uma funcdo dependente do tempo, tendo em
vista que, em nosso conhecimento, este tipo de solu¢do ndo existe na literatura. Percebe-se a
relevancia deste trabalho no fato de que, além da caracteristica de anélise e da simplicidade da
solucdo, salienta-se que esta metodologia é uma abordagem sélida para resolver as equagdes
da cinética pontual, quer no ambito matematico, quer no computacional. A solug@o proposta é
bastante geral, pois é vdlida para qualquer reatividade varidvel como funcdo arbitraria do
tempo, uma vez que a existéncia da solugdo é garantida. Além disso, esta solucdo também ¢é
adequada para gerar resultados “benchmark”, pois se pode controlar o desvio apenas
aumentando o nimero de termos de soma na solu¢do em série ou diminui¢do no passo de
tempo. A garantia da convergéncia do método da Decomposi¢do é assegurada pelo critério de
Lyapunov.

Com relacdo as equagdes da cinética espacial a solucdo discutida € analitica, no
sentido de que nenhuma aproximacao é feita ao longo da derivacdo da solugdo, a ndo ser o
truncamento das expansdes em séries. Cabe observar que a metodologia é facilmente
estendida para problemas com um nimero arbitrdrio de grupos de energia e meio
heterogéneo, o que reforca ainda mais a relevancia deste trabalho. Embora se tenha feito
apenas o caso varidvel para a secdo de choque de absorcdo, a solu¢do proposta é bastante
geral, pois é vélida para qualquer parametro nuclear como func¢do arbitrdria do tempo. No
presente trabalho, obteve-se uma solu¢do exata para as equacgdes da cinética espacial em
termos de uma série bem definida. Para uma precisdo prescrita apenas alguns termos sao
necessarios para reproduzir numericamente a solucao quase exata do problema em uma forma
relativamente compacta. A convergéncia da solugdo estd sob controle por uma nova

interpretacdo do Teorema Cardinal de Interpolacdo, onde a secdo de choque macroscépica
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total desempenha o papel de uma densidade de amostragem e a reconstru¢do da solucio segue
o procedimento comum em processamento de sinal introduzido em trabalhos independentes
por Whittaker, Nyquist, Kotelnikov e Shannon [Unser, 2000] e referéncias ai contidas. Além
disso, o teste de Abel reforca a convergéncia uniforme da GITT.

A solucdo analitica discutida apresenta a vantagem de eliminar o cariter “stiff” do
problema considerado decorrente das diferencas considerdveis de escalas de tempo entre os
néutrons prontos e atrasados. Com a presente abordagem, estas dificuldades desaparecem,
como também a instabilidade, caracteristica presente em abordagens numéricas. Também
deve-se considerar que o estudo feito para dominios homogéneos ndo se restringe a
generalidade do procedimento, uma vez que para problemas heterogéneos pode ser
implementada a ideia seguindo o raciocinio de [Bodmann et al., 2010].

Além disso, cumpre notar que a metodologia devido ao cardter matricial da solugado é
apropriada para problemas que requerem elevada ordem da matriz decorrente do nimero de
grupos de energia, grupos de precursores de néutrons atrasados, bem como nimero de
regioes.

Face ao exposto, como trabalho futuro, sugere-se a generalizacdo deste tipo de solucao
para problemas heterogéneos, bem como a introducdo da temperatura nos modelos
considerados.

Portanto, as contribui¢des deste trabalho permitem produzir uma ferramenta
computacional que possa ser efetivamente utilizada para gerar resultados que constituam um
bom padrdo matemdtico para testes de algoritmos numéricos e c6digos a serem adotados para

avaliagdes em fisica de reatores.
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APENDICE A - DIFUSAO ESTACIONARIA DE NEUTRONS

Aqui mostra-se como se obtém a solu¢do da equacdo de difusdo estaciondria em forma
analitica. Cabe ressaltar que a solucdo desta equacao € a condicdo inicial para o problema de
cinética espacial. Sem perda de generalidade, considera-se a solucdo do problema 2D em
geometria cartesiana para dois grupos de energia, visto que para o problema 3D e demais

grupos de energia o procedimento € andlogo.
A.1 O problema de difusao estacionario de néutrons
Considerando a equacdo de difusdo de néutrons em regime estaciondrio em

coordenadas cartesianas com dois grupos de energia em um retangulo de material homogéneo,

cujo(s) nicleo(s) atomico(s) é(sao) fissil(eis) (0<x <L, 0<y<M):

PN EEACS I ACS)
b, ox’ dy’

] 2Rg¢g (-x’ )’)

. i (A.1)
= _Z(zfg,¢g.(x,y))+Z(Eg.gqiﬁgv(x,y))

8 ke_ff

o —

‘#

OQOQ

No caso teste, o problema estd sujeito a condi¢des de contorno de isolamento nas
laterais do retangulo e a dimensdo z, perpendicular as outras duas dimensdes, serd
desprezada, como se fosse um paralelepipedo retangular fino de material fissil. Estas

condicdes sao descritas da seguinte forma:

9,(0,y)=9¢,(M,y)=0,

@, (x,0)=9,(x,L)=0, (A.2)

Aqui g € o sub-indice que denota o grupo de energia média dos néutrons (1 para rdpidos, 2
para térmicos), @,(x,y) € o fluxo escalar de néutrons do grupo g de energia em [em™>xs™'],

D, ¢ o coeficiente de difusdo para o grupo g de energiaem [cm ], Xy, € a sec@o de choque
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macroscépica de remogdo do grupo g de energia em [cm '], X, € asecdo de choque
macroscopica de absor¢do do grupo g de energia em [cm™'], X, € asecdo de choque
macroscépica de espalhamento do grupo g' de energia para o grupo g de energia em [cm ™' ],
X, ¢ asec¢do de choque macroscopica de fissdo do grupo g de energia em [em™], ky €o
fator de multiplicag@o efetivo, v € o nimero médio de n€utrons liberados por fissdo e ¥, € o
espectro integrado de fissdo do grupo g de energia (toma valores 1 se g=1, 0se g=2).

Para fins de cdlculos, X, =X  +X ..

Considerando que ndo hd “up-scattering” — aumento de energia do néutron com uma
colisdo em um ntcleo atdmico — pode-se reescrever a equacdo (A.l1) em uma forma mais

compacta da seguinte forma:

0°¢,(x.y) , 0’4 (x.y)

+a@(x,y)+bd(x,y)=0

ox’ dy’ A3
2°d, (x, 2’0, (x, ’ '
¢z(2y)+ ¢2(2y)+c¢l(x,y)+d¢2(x,y):0
ox ady
em que: azﬂ—h, b:h, c:& e d:_i.
k,D, D, k,D, D, D,

A fim de resolver a equacdo (A.3) utilizando a técnica da transformada integral
generalizada (GITT) algumas condi¢Oes devem ser satisfeitas. Esta transformada necessita
que as condicdes de contorno na dimensao transformada sejam homogéneas, além de, para a
sua aplicacdo, também € necessdrio que haja um termo laplaciano nas equacdes diferenciais
que descrevem o problema. Como estas exigé€ncias sao satisfeitas pelo problema, a funcio
fluxo de néutrons em qualquer grupo pode ser transformada em uma expansido em série de

autofungdes ortonormais com a seguinte forma:

_ﬁic//f(x)cog,»(y)

= A4
@, (x,y) N (A.4)

i=1

Na expansdo em série original, o somatério tem limites 1 e oo, porém, para fins de

encontrar valores numéricos, esta série € truncada em um determinado N, , suficiente para
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cumprir exigéncias de precisdo prescritas. A dimensao transformada, neste caso, é a dimensao

x , escolhida exatamente por satisfazer as condi¢cdes de contorno necessdrias para a aplicagdo

da GITT, e as autofungdes ortonormais relacionadas sdo os ¥;(x), cuja norma é N,. Os
@, (y) sdo as fungdes que contém a informagdo dos parimetros nucleares e também da

geometria na outra dimensdo do problema.
Os ¥,(x) sdo determinados por um problema auxiliar de Sturm-Liouville cujas

condicdes de contorno sdo idénticas as do problema original na dimensdo transformada. O
problema auxiliar toma a forma:

V"0 + 47y (x) =0, (A.5)
com as seguintes condi¢des de contorno:

w.(0)=y,(L) =0, (A.6)
e a solucdo para este problema s@o as autofungdes ortonormais

W, (x) =sin(4x), (A.5)
com os respectivos autovalores:

A=ir/L, (A.6)

para i=1:N_, . Com as autofungdes encontradas, é possivel calcular a sua norma, cuja

equagao ¢:
L
N, =N, = J.O Y. (), (x)dx, (A.7)

apenas quando j =i (quando esta igualdade nio ocorre, a norma € nula). Substituindo (A.4)

em (A.3) e agrupando os somatdrios, obtém-se as seguintes equagdes:
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172 172 172 172
—~| N, N, N, N,

i{l//i "0 0,0y . v.(0) @, "() ta v, () e, (y) +b v, (x) ¢2i()’)} -0

l 1

: (A.8)

172 1/2 1/2 1/2
N, N, N, N,

i=1 i i

ix:{l//i"(x)¢2i(y)—i_y/i(x)¢2i "(y)+cl//i(x)¢1i(y)+d l//i(x)wzi()’)i|:0

Como uma somatdria de funcdes € identicamente nula se, e somente se, todos os

termos da somatodria forem nulos, se analisa cada termo da somatdéria separadamente (cada i,

ou um ; ndo identificado). De acordo com a equagdo (A.5), o termo ¥, "(x) pode ser

substituido por —4’ . (x) . Fazendo estas consideragdes e rearranjando as equagdes, obtém-

S¢€:

Wl(x)(/l’/l,z ()’)+(a_/772)wi(x)1¢/)12i()’)+blﬂi(x)?/)§i()’):0
i Ni Ni
()@, "(y) ()@, (y) (xX) @, (y) ’ (A9

1 1

. . L v
Aplicando o operador ortogonal integral WJ. ¥;(x)()dx nas duas equagoes, €
i o0

possivel eliminar a dependéncia de x das equacdes, tendo em mente que

M M
I W, (x) l//j(x)dx =0,i#j e I W, (x) l//j(x)dx =N,, i = j. As equagdes resultantes sdo:
0 0

@, N+ (@= 4 9,(3) + 79, (y) =0

2 (A.10)
@' M+ Lo, (N + (-7 @, (y)=0

para i =1: N, . Estas sdo as chamadas equagoes transformadas da GITT.

Processo semelhante a este € realizado também nas condi¢des de contorno, € o

resultado sdo as condi¢des de contorno transformadas.

Como as equagdes (A.10) valem para i=1:N__, logo podem ser escritas como uma

equacao diferencial linear de segunda ordem matricial na seguinte forma:
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(/’11()’) a—ﬂ,lz 0 0 b 0 0 (011()’)
o, () 0 a—ﬂzz 0 0 b 0 ?,(y)
d’> | P, () .\ 0 0 - a-4 * 0 0o - b Py, () 3 (A.11)
dy* | () ¢ 0 - 0 d=A" 0 - 0 |leyW ’
q)zz(y) 0 c 0 0 d_lzz 0 (022()’)
Py, M| | 0 0 - ¢ 0 0 d=24y || @,, O
em que 0= {fo o - O}T . Este sistema de equacdes diferenciais escrito em forma matricial
pode ser reescrito da seguinte maneira:
Y'(»)+UY(y) =0, (A.12)

Como os autovalores da matriz U sdo distintos, uma vez que o operador associado a
equacao de difusdo de néutrons é auto-adjunto, a ideia € diagonalizar a matriz U e reescrever

a equacdo (A.12) da seguinte forma:

Y'(y)+PAP'Y(y) =0, (A.13)

onde P é a matriz dos autovetores de U, P~' é sua inversa e A é a matriz diagonal dos
respectivos autovalores de U. Definindo uma nova variavel R(y)= P'Y( y) e multiplicando

toda a equacdo por P™', a equacgio (A.13) é reescrita como:
R"(y)+ AR(y)=0. (A.14)

Lembrando que a matriz A € diagonal, entdo a equacao diferencial matricial (A.14) se
reduz a um conjunto de equagdes diferenciais lineares homogéneas de segunda ordem

desacopladas com coeficientes constantes dadas por:

r"(y)+a;’r,(y) =0, (A.15)
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. 2 ~ . ~
com j=1:2N_ e a,” sdo os valores da diagonal de A, que por sua vez sdo os autovalores

de U. A solucdo bem conhecida para esta equagao é:

r;(y)=C,;cos(a;y)+C,;sin(a;y), (A.16)

onde C,; e C,; sdo constantes a serem determinadas pelas condi¢oes de contorno. Com esta

transformacdo R(y)=P~'Y(y) e com as condi¢des de contorno transformadas, é possivel
calcular as constantes C,; e C,;. Uma vez determinada estas constantes, para cada
j=1:2N

max *

reconstréi-se o vetor R(y) utilizando a relacdo Y(y)=PR(y). Feita esta
reversdo, o vetor Y(y) estd completamente determinado e, por conseguinte, as fungdes
¢,.(y) que o compunham.

Estas fun¢des auxiliares da GITT, quando encontradas, completam a transformacdo, e
entdo os fluxos de néutrons rdpidos e térmicos estdo encontrados de forma analitica

substituindo-os em A4.
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APENDICE B - TESTE DE ABEL

Aqui mostra-se o teste de Abel para a convergéncia uniforme. Isto permite fortalecer e
garantir a convergéncia da GITT, uma vez que pode-se fazer uma analogia deste teste com a
sua féormula inversa. Para isto algumas propriedades devem ser estabelecidas em forma de
série, propriedades que sdo tteis na criagdo de solucdes e para provar que existe uma solucao

Unica.
B.1 Critério de Cauchy para a convergéncia uniforme

Seja s,(x) a soma dos n primeiros termos da série de fungdes X, (x) na qual converge

para a soma s(x) :

sn(x)ziXi(x), s(x)z}liﬁng s, (x). (B.1)

i=1

Supondo que a série converge uniformemente com respeito a x para todo x em algum

intervalo. Ento, para cada € >0 existe um numero 7, independente de x, tal que :
1
|s(x)—s, (x)| <€ (B.2)
para n>n, e para todo x no intervalo. Seja j um positivo inteiro. Entdo:

<E€. (B.3)

s, = S|s—sn|+‘s—s

n n+j Sn_s+s_sn+j

n+j

Logo, a condi¢ao necessdria para a convergéncia uniforme das séries € que, para todo positivo

inteiro j,

S, (X)=s,(0)[<€, (B.4)
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para n>n,.

A condicdo (B.4) é uma condigdo suficiente, o critério de Cauchy estabelece a convergéncia
das séries para cada x fixo mesmo que 7, ndo seja independente de x. Portanto, isto implica
que a soma s(x) existe. Assim, para algum 7 e x fixos, e para todo &£, um inteiro j,(x) existe

tal que

‘s(x)—s””(x)‘ <eg, (B.5)

para j> j.(x).

Para mostrar que a condicdo (B.4) implica convergéncia uniforme é preciso escolher
um determinado inteiro 7., na qual 7, corresponde a todo nimero &£ no sentido que a
condicdo (B.4) € satisfeita para todo x. Entdo, para cada particular x a condicdo (B.5) é

satisfeita quando j > j,(x) e, portanto,

|s—sn = ‘s—snﬂ. 8,5, ‘s—snﬂ, R DR B (B.6)
Segue das condi¢des (B.4) e (B.5) que
|s(x)—s, (x)| < 2¢. (B.7)

Quando j> j.(x) e n>n,. Entdo |s(x)—sn (x)|, que é independente de j, é arbitrariamente
pequeno para cada x quando n>n,. Portanto, se 7. é independente de x, a convergéncia
uniforme € estabelecida. Nota-se aqui que x pode igualmente designar um conjunto de
variaveis (x;,x,,...,x,) independentes representando todos os pontos de algum conjunto E,

em m dimensdes espaciais. A convergéncia uniforme é entdo estabelecida com respeito a

todas as m varidveis em E .

B.2 Teste de Abel para convergéncia uniforme
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Agora se estabelece um teste para a convergéncia uniforme de séries infinitas cujos

termos sdo produtos de funcdes de certas classes.
Diz-se que as fungdes de uma sequencia de fungdes 7;(f), (i=1,2,...) sdo
uniformemente limitadas por todos os pontos ¢ num intervalo se a constante K, independente

de i, existe tal que:
0| <k, (B.8)

para (i =1,2,...)e para todo 7 no intervalo.

Uma sequencia ¢ mondtona com respeito a i se para todo ¢

T, () <T(0), (B.9)

para (i=1,2,...) ou

T.,02T1), (B.10)
para (i=1,2,...).

A seguinte forma generalizada do teste de Abel mostra que quando os termos de uma
série uniformemente convergente sdo multiplicados por fun¢des 7;(f) como descritas acima,
ou seja, mondtonas, a nova série € uniformemente convergente. Fica claro a analogia com a
GITT, uma vez que as séries uniformentente convegentes fazem o papel da solucdo do

problema auxiliar e as fungdes 7(f) fazem o papel da solugdo do problema transformado.

Teorema 1. A série E X.(x)T,(t) converge uniformemente com respeito as duas
i=1

varidveis x e t numa regido R do plano xt se:

a) A série Z X, (x) converge uniformemente com respeirto a x para todo x tal que (x,?)

i=1

estiem R e
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b) Para todo  tal que (x,7) estd em R, as func¢des 7;(f) sdo uniformemente limitadas e

monotonas com respeitoai (i=1,2,...).
Demostracao:

Seja S, as somas parciais da série em (B.7)

S,(50=Y X,(0T0). (B.11)

Como mostrado na secdo anterior, a convergéncia uniforme é estabelecida se para

cada £ >0 existir um correspondente interiro 7,, independete de x e ¢, tal que

S, (D=8, (x0|<€. (B.12)

sempre que n>n, para todos os interiros m =n+1,n+2,... € para todos os pontos (x,f) em R.

Escrevendo s, para as somas parciais

s, =X,(x0)+X,(x)+..X,(x). (B.13)

Entdo para cada para de inteiros m,n com (m > n), S, —S, pode ser escrito como:

X, T, +X

= (Sn+1 - sn)T

n

T

n+2

+Xme = (SVH-I _sn)Tn+l +(sn+2 _Sn+l)Tn+2 +(sm _sm—l)Tm (B 14)
+1+(sn+2_sn+l)7—;t+2_(sn+1_sn)7—;1+2+.“+(Sm_sn)Tm_(sm—l_sn)Tm ' '

n+l n+2

Juntando os pares alternados fica-se com

Sm - Sn = (Sn+l - sn) (Tn+1 - TVH—Z) + (SVH—Z - SVH—l) (Tn+2 - 7-;l+3)

(B.15)
+et (s, —s)T =T )+ (s, —s )T,



92

Supondo agora que as fun¢des 7;(f) sdo ndo decrescentes com respeito a i tal que elas
satisfazem a condi¢do (B.4). Logo, elas também satisfazem a condi¢do uniformemente

limitadas (B.1). Entdo os termos T

i~ LT, —T . em (B.15) sio ndo-negativos e

n

|Ti (t)|<k. Portanto, a série com respeito a X,(x) converge uniformemente. Ou seja, um

interito n, existe tal que:

£
S0, (1) = 5,(x)| < = (B.16)

para n>n, e para todo inteiro positivo j, onde & € algum nimero positivo € n, é

independente de x. Entdo, se n>n, e m > n, segue da equagdo (B.15) que:

S, =S| < L T =)+ (T =T, )47,
p . (B.17)
=3 T T ATD S (T |+ 2T,

S, (x-S, (x,t)| <& para m>n>n, e a convergéncia da série Z X, (x)T,(t) estd

i=1

Portanto,

estabelecida.

A prova ¢ similar no caso de fun¢des 7;(f) ndo decrescentes com respeito a i.
O teorema mostra que, quando 7(t) sdo limitadas e mondtnas, as séries dos termos
X, (x)T(¢) é uniformemente convergente com respeito a z.

Extensdes do teorema para casos em que X,(x) e 7(f) sdo fungdes de muitas
varidveis torna-se evidente quando € observado que na prova basta a convergéncia das séries

dos termos X, (x) e a monotocidade das fungoes 7;(t).
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ANEXO A - POLINOMIOS DE CHEBYSHEV

Em matemadtica, os polindmios de Chebyshev ou Polindmios de Tchebychev
receberam esse nome apos o matematico Pafnuty Chebyshev defini-los como uma sequéncia
de polindmios ortogonais, relacionados com a férmula de Moivre e facilmente obtidos de
forma recursiva. Costuma-se denotar os polindmios de Tchebychev de primeira ordem por 7,
o os polindmios de Tchebychev de segunda ordem por U,. O uso da letra T para os
polindmios de primeira ordem foi dado devido a uma das transliteracdes de Tchebychev, que
admitem também Chebyshev, Tchebyshef e Tschebyscheft.

Os polindmios de Tchebychev T, ou U, sdo polindmios de grau n e a sequéncia dos
polindmios de todos os graus formam uma sequéncia polinomial.

Os polindmios de Tchebyshev sdo importantes na teoria da aproximagdo porque as
raizes dos polindmios de primeira ordem podem ser utilizadas na interpolagcdo polinomial. O
resultado da interpolagdo minimiza o problema do fendmeno de Runge e fornece a melhor
aproximacao de uma funcdo continua que obedece a norma do supremo. Essa aproximagao
conduz diretamente ao método da quadratura de Clenshaw—Clurtis.

No estudo de equacdes diferenciais, os polinomios de Tchebychev surgem como

solucdes das equagdes de Chebyshev:

(1-x*)y —xy +n’y=0
(A-x%)y =3xy +n(n+2)y=0

Os polindmios de Tchebyshev de primeira ordem sao definidos pela relacdo recursiva:
T,(x) =1

T(x)=x .
T,0(x) =227, (x) =T, ,(x)

Os polindmios de Tchebychev podem ser definidos também através das identidades

trigonométricas:
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T (x) = cos(narccos x) = cosh(n arccosh x).

Diferentes abordagens na definicdo dos polindmios de Tchebychev levam a férmulas

especificas, tais como:

cos(narccos(x)),xe [—1,1]
T (x) =qcosh(narccosh(x)),x =1

(—=1)" cosh(n arccosh(—x)),x <—1

! 2

Ambos os polindmios de primeira e segunda ordem, 7, e U,, formam uma sequéncia
de polindmios ortogonais. Os polindmios de primeira ordem sao ortogonais com relagao ao

1
VI=x%)

peso no intervalo [—-1,1], ou seja:

| p O:n#sm
J Tn(x)Tm(x)—xz w:n=m=0
-1

: .
NA=X) 0 =m 20

Os primeiros cinco polindmios de Tchebyshev de primeira ordem sao:

Ty (x) =1
T(x)=x
T,(x)=2x" -1

T,(x)=4x" —3x
T,(x)= 8x* —8x% +1
T,(x) =16x" —20x° +5x

O gréfico do polindmio de ChebyshevT € ilustrado abaixo paran =10, n=15e n =20

no intervalo de [0;0,5].
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Figura — Grafico dos polindmios ChebyshevT para n =10 (azul) n =15 (vermelho) n = 20

(amarelo) no intervalo [0;0,5].



