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RESUMO

Neste trabalho, é estudado o controle da transmissao do som numa
placa retangular e fina. Para tanto, é encontrada a resposta dinamica da placa,
excitada por for¢cas harmonicas pontuais e piezomomentos, obtida usando uma base
nao-classica e uma analise modal. A radiacao sonora emitida pela vibracao da placa
é encontrada. A poténcia sonora radiada pode ser calculada aplicando controle ativo
diretamente na estrutura, na forma de uma entrada vibratéria, uma vez conhecida a
resposta na superficie da placa, obtendo-se uma significativa redugao analitica. Os
piezoceramicos, modelados como quatro momentos pontuais, sao unidos a superficie
da placa como atuadores. A poténcia sonora transmitida antes e depois do controle
¢ comparada, usando diferente nimero de atuadores. Uma estratégia classica de
controle linear quadrético (LQR) é empregada no contexto de um procedimento de

otimizacao da posicao dos atuadores do sistema.
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ABSTRACT

TITLE: “CONTROL OF SOUND RADIATION ON A RECTANGULAR PLATE
THROUGH DISCRET PIEZOELECTRIC ACTUATORS”

In this work, it is studied the control of sound transmission through
a thin rectangular plate. The dynamic response of a clamped plate excited by
harmonic point forces and piezomoments is obtained by using a non-classical basis
and modal analysis. Sound radiation emitted by a vibrating plate is evaluated. The
sound power radiated by such a plate can be calculated applying the control action
directly to the structure, in the form of vibration inputs, once its surface response
is known, leading to a significant analytical reduction. The piezoceramic patches,
modelled as four point moments, are bonded on the surface of the plate as actuators.
The transmitted sound power before and after control is compared using different
numbers of actuators. A classical strategy of Linear Quadratic Control is used in

an optimization procedure for actuators position.
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1 INTRODUCAO

Neste trabalho, é estudada a resposta dinamica de uma placa retan-
gular, fina, excitada por forcas pontuais harmonicas. A resposta impulso, isto é, a
resposta de um sistema a uma for¢a impulsiva unitaria, gera uma base matematica
[12]-[18], que permite uma nova abordagem no estudo de problemas vibratérios.
A resposta livre do sistema pode ser descrita através da resposta impulso. Dessa
forma, é possivel destacar duas componentes da resposta: uma parte transiente, que
esta relacionada com a resposta do sistema livre estavel e uma parte vinculada a

forca excitadora do sistema. Para tanto, utiliza-se a analise modal.

Sera apresentada a solucao da placa sob excitacao de quatro momentos
pontuais concentrados, simulando um piezoatuador, perfeitamente unido a superficie

da placa, que sera usado para minimizar a poténcia sonora radiada.

Para altas freqiiéncias do som, a atenuacao da poténcia é usualmente
atingida através de material absorvente na superficie da estrutura. Entretanto, esta
técnica nao é eficiente para baixas freqiiéncias ( 500 - 1000 Hz), pois a quantidade
de material absorvente cresce com o decrescimento da freqiiéncia. Controle ativo de
ruido é usado onde a técnica de interferéncia destrutiva é empregada para reduzir
o campo de pressao sonora [54]. Mesmo para uma fonte simples (monopolo) muitas
fontes acusticas seriam necessarias para obter o controle global do som quando as
fontes de controle estao localizadas a mais de um quarto do comprimento de onda
do ruido [47]. Para ruido estruturalmente radiado, o controle ativo é ainda mais

necessario porque a maioria das fontes de ruido sao complexas ou distribuidas.

O célculo das entradas de controle é simplificado se todas as informacoes
necessarias para o controle podem ser obtidas diretamente da placa. Por isso, a
resposta da placa é muito importante. Varias técnicas foram desenvolvidas. Os
métodos de Ritz [57] e da superposicao [37] foram empregados na solugao de equagoes

simultaneas ou matrizes de alta ordem, tornando o calculo da poténcia sonora ra-



diada mais dificil. O controle ativo da radiacao sonora foi investigado, analitica

e experimentalmente, para placa retangular engastada [54] e para placa circular

24, 25).

Neste trabalho, foi usado o método de Galerkin para obter a solugao
da placa com condigoes de contorno cléssicas e nao-classicas, sujeita a excitacao de
forgas pontuais. A férmula da integral de Rayleigh [34, 49, 50] é empregada para
obter a distribuicao da pressao e a poténcia sonora radiada. Como uma aplicagao

direta, pode-se citar o controle do ruido em dutos de ar condicionado, por exemplo.

Materiais piezelétricos podem ser unidos a superficies de varias estru-
turas ou em laminados, o que permite uma boa ligacao mecanica e elétrica entre
piezelétrico e estrutura. Atuadores piezelétricos podem ser unidos a varias estru-
turas por viscoelasticidade. Assim, reduzem a vibracao estrutural por dissipacao de
energia. Momentos fletores gerados por atuadores piezelétricos também ajudam a

atenuar as vibragoes estruturais [51].

Vérios materiais foram investigados por suas estruturas e propriedades
piezelétricas. Alguns importantes materiais piezelétricos, que sao de uso hoje,
incluem éxido de zinco (Z,0), nitrito de aluminio (ALN), titanato zirconato de
chumbo (PZT) e fluoreto de polivinilideno (PVDF), entre outros. O Z,0 tem sido
importante na pesquisa de desenvolvimento de sensores acusticos. O AIN é um ma-
terial piezelétrico de filme fino promissor devido a sua alta velocidade acustica e sua
resisténcia na umidade e alta temperatura. O PZT é um material piezoceramico
com alta piezeletricidade, com polarizacao espontanea. O PVDF é conhecido por
sua flexibilidade, durabilidade, peso leve e relativamente baixa impedancia acustica.
PVDF foi usado em muitas aplicagoes, tais como em equipamentos de audio, ul-

trasonicos, subaquaticos, 6ticos e eletromecanicos.



Primeiramente, deve-se especificar os objetivos de desempenho no con-
trole, que podem incluir supressao de vibragoes, absorcao de energia, forma do

controle e monitoramento de danos.

O controle para estruturas flexiveis emprega materiais piezelétricos.
Pode ser local (descentralizado), global (centralizado) ou do tipo hibrido (hierar-
quico). O objetivo do controle local é adicionar amortecimento a estrutura em
niveis locais, enquanto que os objetivos do controle global sao estabilizar a estru-
tura e desprezar distirbios. O controle global tem melhores caracteristicas de desem-
penho que o controle local na estabilidade da estrutura, mas é computacionalmente
volumoso. Um s6 controle centralizado teria que desempenhar um enorme nimero
de computacoes para estruturas inteligentes, contendo muitos sensores e atuadores
piezelétricos. O controle hibrido tem dois niveis de controle: um global para o

desempenho e um controle local para o processamento distribuido.

Varios esquemas de controle foram implementados na literatura, no con-
trole estrutural pelo uso de dispositivos piezelétricos. Entre eles, retroalimentacao
na posicao ou deslocamento e velocidade, retroalimentacao na taxa de tensao e de-
formagao, retroalimentacao na forca, P (proporcional), PD (proporcional derivativo)

e PID (proporcional integral derivativo), entre outros.

A escolha de sensores e atuadores piezelétricos apropriados é muito
importante. Os sensores piezelétricos sao escolhidos pelo tipo de deslocamento,
velocidade ou aceleracao, inclinacao, taxa ou aceleracao de declividade, tensao, de-
formacao, taxa ou aceleracao de deformacao e atuadores piezelétricos sao seleciona-

dos pelo tipo de forca aplicada, momento ou deformacao aplicados.

H&a dois fenomenos bésicos que permitem que materiais piezelétricos
sejam usados como sensores e atuadores no sistema de controle. O primeiro fenémeno
é conhecido como efeito direto de piezoelétrico, o qual implica que a aplicacao de

for¢a mecanica ou pressao para um piezelétrico produza carga ou tensao elétrica. Por



outro lado, a aplicacao de carga ou tensao elétrica para o material é respondido com
tensao ou deslocamento induzidos. O segundo fenomeno é conhecido como efeito
piezelétrico inverso. KEstes efeitos piezelétricos direto e inverso formam uma base
para o uso de material piezelétrico como sensores e atuadores, respectivamente. E
o fenomeno de efeito direto de piezeletricidade que capacita materiais piezelétricos
serem usados como sensores em diversos campos. O sensor piezelétrico converte

deslocamento em saida elétrica.

Quando ha muitos sensores e atuadores piezelétricos discretos, o con-
trole 6timo é uma questao critica no projeto do controle. Grupos individuais podem
ser insuficientes e varios testes antecedem as melhores combinacoes destes sensores e
atuadores. Leis de controle de entrada e saida simples (SISO) ou multiplas (MIMO)

podem ser usadas no controle [51].

Atuadores piezelétricos convertem entradas elétricas em deslocamentos
em varias estruturas devido ao efeito de conversao do piezelétrico. Os parametros
importantes para caracterizar seu desempenho sao deformacao, espessura, largura

de banda, linearidade, sensibilidade a temperatura, forca, densidade e eficiéncia.

Estruturas inteligentes sao o objetivo de intensa pesquisa em diversas
areas. No campo aeroespacial, o termo tecnologias inteligentes implica o uso de
sensores e atuadores para controle acustico estrutural ativo, onde atuadores estao
ligados a fuselagem da aeronave, a fim de reduzir o ruido no compartimento de
passageiros. Esta abordagem estd sendo considerada para veiculos de todos os ta-
manhos, desde estruturas espaciais grandes até micro-aeronaves e para produtos de
todos os tipos, desde automoveis até aspiradores de p6. Um aspecto importante
das tecnologias inteligentes é determinar o nimero 6timo de dispositivos de controle
ativo, por exemplo, atuadores piezelétricos e sua posigao na estrutura. Similarmente,
o numero e localizagdo de sensores, por exemplo: extensémetros resistivos (”strain
gages”), pode ser critico para o funcionamento robusto de sistemas de controle ativo

[48].



Na literatura, varios métodos de otimizacao da localizacao de sensores
e atuadores sao utilizados, entre eles, técnicas de otimizacao manual ou de locali-
zacao intuitiva, métodos sistematicos, problemas de otimizacao numérica, uso de
algoritmos genéticos, além de combinagdes de métodos. O objetivo do método de
localizagao 6tima, no campo aeroespacial, é selecionar a localizacao de sensores e
atuadores que reduzam o ruido em diversas freqiiéncias discretas produzidas por

tipicas aeronaves de hélice.

Problemas de localizacao de atuadores e sensores ocorrem em engenha-
ria muito freqlientemente, até mesmo na estacao espacial internacional. Pesquisas
estudam as diferencas e similaridades nestes sistemas. As diferencas incluem nimero
e tipo de atuadores (autofalantes, dispositivos piezelétricos) e niimero e tipo de sen-
sores (microfones, acelerometros, extensémetros resistivos). As semelhancas estao
nos algoritmos para localizacao 6tima de atuadores e sensores. Todos eles selecionam

um subconjunto de localizacoes dentre um conjunto de localizagoes possiveis.

No capitulo dois, é apresentada a solucao da equacao de Kirchhoff da
placa, com condigoes de contorno cléssicas (engastada), em termos da base dinamica
introduzida por Claeyssen [12]-[18], caracterizada por condi¢oes impulsivas, através
da andlise modal e a matriz de transferéncia. A integral de Rayleigh [34, 49, 50] é

usada para obter a pressao sonora e a poténcia sonora radiada.

No capitulo trés, é usado o controle 6timo na solucao da equacao da
placa, juntamente com o uso dos materiais piezelétricos. A poténcia sonora radiada
é expressa em termos da aceleracdo. A andlise modal adjunta é utilizada para a

obtencao da resposta da placa engastada apds o controle.

No capitulo quatro, é apresentada uma aplicagao da formulacao pro-
posta, isto é, dutos de ar condicionado. Sao utilizadas condigoes de contorno nao-

classicas, que correspondem a reacoes restritivas lineares associadas a elementos



elasticos de translacao e de rotagao e sao mostrados os correspondentes modos de

vibragao.

No capitulo cinco, é apresentada a otimizacao da localizagao dos atu-
adores piezelétricos, representado por um funcional linear quadratico. Estratégias
classicas para o problema do regulador quadratico linear (LQR), sao usadas para o
calculo das matrizes de retroalimentacao. Técnicas de programacao nao linear sao
empregadas no calculo da solucao 6tima. Para o cédlculo de gradientes, a idéia ado-
tada leva em consideragao as derivadas das fungoes aproximacao do tipo B-Spline

52].

No capitulo seis, sao mostrados os resultados, obtidos com o auxilio
dos softwares MAPLE® e MATLAB®. Foram encontradas as poténcias sonoras
radiadas na placa antes e depois do controle para dois e quatro atuadores. A base
modal de aproximagao é calculada para condi¢oes de contorno engastadas e para a
aplicagao proposta aqui, dutos de ar condicionado, ou seja, mola rotacional e apoiada
em cada extremo. O funcional custo quadrético é apresentado para diferente niimero

de atuadores. A posicao 6tima dos atuadores é encontrada.

No capitulo sete, sao apresentadas as conclusoes do trabalho.



2 SOLUCAO DA EQUACAO DA PLACA

2.1 Modelagem

A equacao de movimento da placa é baseada no modelo de Kirchhoff,
onde o cisalhamento ¢é desprezado. Nesse modelo sao assumidas algumas hipdteses
tais como a de que a placa ¢é elastica, linear, as secoes transversais planas e per-
pendiculares permanecem sempre planas e perpendiculares ao plano médio da placa
apos a flexao e a de que a dimensao da espessura da placa é pequena em comparacao

com o seu comprimento e largura, em geral, uma ordem de grandeza menor [11].

A teoria de Kirchhoff é valida para placas com comprimento [ e com-
primento da semi onda muito maior que a espessura, tipicamente vinte vezes maior.
Caso contrario, deve-se mudar de teoria, considerando placas semi-espessas, uti-

lizando a teoria de placas de Mindlin ou Reissner

O deslocamento de uma placa fina é governado pela seguinte equacgao,

com o sistema de coordenadas definido na Figura 2.1,

Ps o2 +

2 4 4 4
Pw(t,z,y) N 0 5 0 n s
ox4 0x20y?  Oy*

) w(t,z,y) = pe(t,z,y), (2.1)

onde w(t,z,y) é o deslocamento, h é a espessura, ps é a densidade da placa, p. é a

forca externa e D é a rigidez de flexao definida por

ERh?
D=——"_ 2.2
12(1—12) (22)

com E sendo o médulo de elasticidade e v, o coeficiente de Poisson.



2.1.1 Condigoes Iniciais e de Contorno

Para um problema dinamico, w(t, z,y) deve satisfazer a equagao (2.1),
juntamente com as condigbes iniciais temporais, w(0,x,y) = wo, w(0,x,y) = w; e
condicoes de contorno espaciais.

Assumindo que a placa é engastada nas extremidades, as condigoes de

contorno sao:

ow a a
e
ow b b
_0 v _ _ 22 2.4
w=0, Go=0 em y= g5 (24
z
&
&4 E.

Figura 2.1 Sistema de coordenadas com origem no centro da placa

2.2 Freqiiéncias e Modos de Vibracao

Se nenhuma forga externa é aplicada, ou seja, se p.(t,z,y) = 0 , da

equagao (2.1), segue que as vibragoes livres sao geradas pela equagao

O?w(t,z,y) o4 o ot
N ((9904 " owap 8—3/4) oleyy =0 29



Na analise modal, a procura de solucoes do tipo oscilatério da equagao
(2.5),

w(t,z,y) = "X (@)Y (y) (2.6)

ou, numa variavel espacial,

w=e"X(x) e w=e"Y(y), com v=iw,

(2.7)

implica, por substituicao, a resolucao de um problema de autovalor generalizado

2
Lw = Aw, com A= 2 gSh, (2.8)

4
. psh o . d* . N
ou ainda, A = ——w~ sao os autovalores e L. = e ¢ um operador diferencial linear,
x
sujeito as condicoes de contorno engastada nos extremos espaciais

X (z) - p*X(2) =0

(2.9)
SRR
v (2) - (E) -0
e Y (y) — 5'Y (y) = 0 (2.10)
()
()
onde §* = %hw?.

Sob a hipdtese de que X (x) e Y (y) satisfazem as condigoes de contorno,

o valor w serd referido como freqiiéncia caracteristica e, X(z) e Y(y), como as
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autofungoes ou os modos associados a w. Tem-se que

D

. 2.11
o (2.11)

w= 3

2.3 Estudo da Equagao X® — 3*X =0

Aqui, considera-se, de maneira unificada, o método de obtencao dos
modos de vibracio X(z) e Y(y). E aplicada uma formulacio que pode envolver
diferentes condigoes de contorno e diferentes bases de solugoes da equagao que des-
creve os modos. Na pratica, sao consideradas duas bases de solucao: a base espectral
classica, obtida a partir das raizes da equagao caracteristica, associada a equagao
diferencial ordinaria linear de quarta ordem e a base dinamica, introduzida por

Claeyssen [12]-[18], obtida a partir de uma solugao com condigoes iniciais impulsivas.

Inicialmente, é apresentada a aplicacao desta metodologia para a base

dinamica, no caso especifico onde sao aplicadas as condigoes de contorno em x =

—5x=5ey= —g, y = g como sendo engastadas.
Ambos os problemas (2.9) e (2.10) s@o, de forma genérica, com condigoes
de contorno, em x = —g
AHX + BHX, -+ OHX” + DHXW = 0 (212)
Ang —|— Bng/ —|— Cng// —|— D12XW - O
a
e, em T = —,
2
An X + By X'+ Cn X" + Dy X" = 0 (2.13)

AQQX + BQQX/ —|— CQQX” —|— DQQX”/ - 0
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Da teoria de equagdes diferenciais, a solu¢ao da equacao linear homogénea (2.9), é

dada por

X(z) = c191 + cap2 + ¢33 + caps = Pc, (2.14)

onde {¢1, o, P3, ¢4} é uma base de solugoes,

(&1
D = [p1, b2, 03, 0a) Lc= |

C3

Cy

Substituindo a equagao (2.14) em (2.12) e (2.13), tem-se, para © = — ¢

) ¢+ By d® (—%) ct+CLd" (—%) ¢+ D" (—g) c=0

Algcb <—g> c+ Blgq)/ <—g> c+ Olgq)// <—g> c+ Dlg(p”/ <—g> c=0
2 2 2 2
a
2

Agl(ﬁ (g) c+ Bgl(p/ <%> c+ 021‘1)// <g> c+ Dglq)”/ (g) c=0

AQQ@ <%> Cc + 322¢/ <%> C + 022¢// (%) C + DQQ@HI (g) c=0.

Y



Na forma matricial,

Ay By Cin Dy O 0
Ay Bz Cia Dip O 0

ou, de maneira expandida,

A Bu Cui D 0 0 0 0
Az Bz Cia D 0 0 0 0
0 0 0 0 Ay Bay Ca Do

0 0 0 0 Ay By Ch Da

2.4 Base Dinamica
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(2.15)
e
A
(4
a

(-5

SN
S 3
A~

-
SN
ORSIESISIESIE

SN
Y

-
—
o &3

|
N~ A N N
~— N N e
L I

—_
D
=

Para a obtencao dos modos ¢ utilizada a base dinamica, introduzida por

Claeyssen [12]-[18], obtida a partir de uma solu¢ao com condigoes iniciais impulsivas.
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A solucio de X (™) (z) — 3*X (z) = 0 pode ser escrita em termos da base

dinamica como

X(x) = c1h <x + %) + coh’ (x + g) + cgh” <m + g) + ¢yh"™ (x + g) . (2.17)

onde
0 (+3) 1o+~ =
a re Ay g Ay my Ay
M5 = H(=5)= (-5 =0, W(-5)=1

A solugao de h (x + %) ¢ definida como a resposta impulso ou a solu¢ao
dinamica. Observe que, pelas condicoes iniciais de h (:p + %), o Wronskiano de
h (z + ) e suas derivadas até terceira ordem sdo nao-nulos [46]. Portanto, {h, k', h", "}

contitui uma base de solugoes.

Esta base foi escolhida com o objetivo de zerar o maior nimero possivel

de elementos de ®.

Usando as notagcoes,

B a 1 _Sinhﬁ(x+9)—sinﬁ(x+g)
$1 —h<$+§,ﬁ> =5 _ : 3 221, (2.19)
¢2:h,($+gﬁ>:1 —coshﬁ(x+%)—cosﬁ(x+%)_ (2.20)
2’ 2 I 52 _’
_ a 1 sinhﬁ(x—i—%)—l—sinﬁ(m—i—%)_ 591
¢3 = <$+§>ﬁ>—§ 3 5 (2.21)

bu =" (24 5.8) =5 [eosh s (24 5) +eosp (x+5)], 222



tem-se

ol e
ol e

2.5 Calculo Matricial dos Modos

R'(0) K" (0)
n'(0)  KW"(0)
h"(0) A (0)
h®) (0)
h'(a) 1" (a)
h"(a) " (a)
W' (a) k" (a)
r®) (a)

14

(2.23)

Para as condigoes de contorno engastadas nos extremos, utilizando a

e . : a
base dinamica descrita anteriormente, tem-se para x = —5 e para r = 5 :

De maneira compacta, tem-se

o o O

o O = O

o o o O

o o o O

o = O O

= o O O

o o o O

o o o O

Bdc = 0.

(2.24)

(2.25)
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Seja U = B®P, uma matriz que incorpora os valores associados as

condicoes de contorno, entao

h(0) A(0) A"(0) A" (0)
O AORAORIION 220
h(a)  H(a) h'a) 1h"(a)

h’(a) h”(a) h///(a> h(i”)(a)

O sistema singular a ser resolvido é

1 c1
0 Co
h(a) h'(a) h"(a) K" (a) 3
R'(a) h'(a) h"(a) R (a) 4

0 0 0
0 0 1

(2.27)

o o o O

de onde tem-se c3 = ¢4 = 0.

O determinante nulo do sistema fornece a equagcao caracteristica. Obtém-

se solucao ¢ # 0 se

ha) W(a) | _ 0. (2.28)
h'(a) h"(a)
cuja solugao é o h’(a). (2.29)
h(a)
B (x)

O termo o(x) = — ¢ chamado de fator de forma modal.

h(x)

Assim,

X(@)=o(a)h(z+2)+1(z+2). (2.30)
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Analogamente, obtém-se:

Y(y)=c®h(y+3)+h(y+3). (2.31)

A equacao caracteristica
cosh(fBa)cos(fa) =1, (2.32)

2n+1)m . , .
com autovalores (3, ~ (27), é obtida com o uso da base classica.
a

A equivalente equagao caracteristica, escrita na base dinamica, é

h(a)h"(a) — h'(a)® = 0. (2.33)

Conseqlientemente, os valores de suas raizes sao os mesmos para ambas
as bases utilizadas. Da mesma forma, ambas as bases fornecem os mesmos modos

de vibracao, embora com formas analiticas distintas.

Deste modo, tem-se uma infinidade de raizes que fornecem os modos

Xy, Xo, ..., X, ... na direcao x e, analogamente, Y7, Y5, ....Y,,, ... na direcao y.

2.6 Discretizacao Espacial através do Método de Galerkin

A partir das bases espaciais separadas

(X1 (2), Xo(2), ooy X (@), ..}

M), Ya(y), ., Ym(y), -},

escritas em termos da base dinamica, constréi-se a base de aproximacao espacial

S(z,y) = [S1,...,S)]" com I = mn, onde S, denota uma func¢ao forma modal
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genérica, isto é:

S1o= Xi(@)Yi(y) , S = Xa(@)Ya(y) , -+, S = Xa(2)Yin(y)
Smi1 = Xo(2)Y1(y) , Spmge = Xo(@)Ya(y) , -+, Som = Xao(2)Yin(y)
Sien = Xa(@)Y1(y) , Sicnpr = Xn(2)Ya(y) , -+, S = Xu(2)Yin(y).

Para obter, por um método variacional, o deslocamento aproximado

w(t,z,y) = Sy (z,y)Wy(t), com W,(t) sendo a matriz de amplitude modal,

a/2 b/2
/ S,8,do = / XY, XYdo = | XiXdz / Y,Y.dy,

—a/2 —b/2

o

pela propriedade de ortogonalidade das fungoes formas modais, tem-se

/Squda =0 se X;#X, ou Y, #Y,. (2.34)

A seguir, serd considerado o método de Galerkin [57], com S = [S4, ..., S;]T
sendo a base de aproximacao de forma e de teste. Procura-se, entao, obter w(t, z,y)

de modo que
Puw(t,z,y)

f=1p ot

+ DV*'w(t,2,y) — pe| (2.35)
onde V* ¢ o operador diferencial biharmonico,

ot ot o

4
— 9 .
v Ox? * 0x20y? * oyt’




seja ortogonal com o subespago de aproximagao gerado pela base S, isto é,

2w(t
/ {pshw + DV*w(t, z,y) —pe] Spdo = 0.

Decorre de w(t,z,y) = S} (z,y)W,(t) que

psh/SqudUW];'(t) +D/V4Sp5qdaWp(t) = /peSpda.

o [ea

Assim, tem-se um sistema de equacoes diferenciais ordinarias,

MW](t) + KW, (1) = Fy(1)

onde

F,(t) = |, peSydo é o vetor de forca externa,

com

M, :psh/SqudU, K= D/V4(Sp)5qda, F,(t) = /pe(t,0'>5pd0',

g

sendo a matriz de inércia.

Usando a propriedade de ortogonalidade (2.34), tem-se de [7],

a/2 b/2
M; = psh X,-dea:/ Y, Y.dy = pshabl,

—a/2 —b/2

uma matriz diagonal, onde I é a matriz identidade [ x [ e,

0'X; 02X, 0%Y; . 9YY;

18

(2.36)

(2.37)

(2.38)

(2.39)

K=D Y X,Y)NX,Y,do =D —Y; +2 X; X, Y.do,
/v<zy) o /(8x4 it 972 8y2+ 8y4) d

(2.40)
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ou ainda, como X" = #'X; e Y = 5'Y],

' X;Y; oS,
K=D XY+ 2 X,8'Y; XYd_D/24S 2 S,do.
/(5 —i—aay—l—ﬁ) o ﬁ+8282 o
(2.41)
¢ a matriz de rigidez.
Usando a propriedade de ortogonalidade (2.34), tem-se
1S,
Df2 2825d0 se p#q
K — py 84 5 (2.42)
Na forma matricial,
(& + 2555 + &) 81| Sido - [2.28 5 4o
J Oxt 8x28y2 oyt 1 1 ] 8x20y2 4
K=D :
simétrica o (& 25 + &) 81 Sido
(2.43)

é uma matriz real e simétrica.

2.7 Andlise Modal de Sistemas Nao-Amortecidos

O fato de um sistema possuir freqiiéncias naturais e modos vibratorios
é de suma relevancia para a determinagao das vibragoes livres de um sistema nao-
amortecido. Através da propriedade de ortogonalidade dos modos é possivel de-
sacoplar o sistema em [ sistemas de um grau de liberdade. Esta propriedade também

¢ importante para o estudo das vibragoes forgadas [27].

Se uma das matrizes M; ou K for nao-diagonal, entao havera acopla-

mento das coordenadas generalizadas. No caso de sistemas nao-amortecidos, a



equacao do movimento a ser resolvida é

MW () + KW, (t) = 0]

20

(2.44)

A terminologia freqiiéncia fundamental é reservada para a menor fre-

quéncia nao nula. Usualmente, é atribuida a w;. Contudo, se as matrizes M; e K

forem simétricas e positivas definidas, certamente, as [ freqiiéncias serao positivas e

wy serd a freqliéncia fundamental [41].

Modos correspondentes a freqiiéncias diferentes, relativos a matriz de

inércia M; e a matriz de rigidez Ksao ortogonais.

Para M, simétrica positiva definida e K simétrica, tem-se
VMV =D, , V'KV = D,,Q?

onde V é a matriz modal

V = diaglvy vy -+ vy,
0% é a matriz espectral diagonal
O? = diagw} w3 -+ Wil

e D,, é a matriz diagonal de inércia modal

Dy, = diaglpy po -+ pul.

O parametro p; ¢ denominado inércia modal.

(2.45)

(2.46)

(2.47)

(2.48)
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Os modos podem ser normalizados de forma que a matriz de inércia

modal seja a matriz identidade. Isto é, definindo

wp = (2.49)

ou, equivalentemente,

U= —— (2.50)

decorrem as relagoes dos modos normais
U'MU=1,U"KU = Q.

onde U ¢é a matriz modal normalizada, cujas colunas sao vetores uy, normalizados

com respeito a M; e satisfazendo
Kuk = w,%Mluk,

com w? real, k=1,2,..1.

Portanto, as matrizes M; e K podem ser simultaneamente diagonali-
zadas por uma mesma matriz nao singular U. Este resultado é conhecido como o

teorema dos modos normais [28].

Para um sistema livre nao-amortecido (2.44), a solugao é dada por [27]

W(t) = h(t) MW (0) + I’ (t) M;W,(0), (2.51)
onde
senSit ., T
h(t)=U q U' e h'(t) = U(cosQt)U", (2.52)

U é a matriz modal normalizada e Q% é a matriz espectral (2.47).
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Agora, sera estabelecida uma férmula matricial para a resposta impulso
de um sistema nao-amortecido, bem como sua relacao com a formula anterior, obtida
através da andlise modal. Também serd determinada a resposta de um sistema

forcado, segundo a afirmagao:

O sistema (2.38) possui a resposta geral

W,(t) = B () MW, (0) + h(t) MyW2(0) + [ h(t — 7)F,(7)dr |, (2.53)

onde a resposta impulso matricial, h(t), satisfaz

MR'(t) + Kh(t) =0, h(0)=0, MK (0)=1. (2.54)

Por [27], obtém-se a vibragao livre

W, () = 1 (£) MW, (0) + A(t) M;W(0) |, (2.55)

em analogia matricial ao caso de um grau de liberdade.

Desta maneira, a resposta matricial a um impulso unitario é dada (como

na equagao (2.52)), expandida em modos,

senSt l sen(wyt)
h(t) = TN TR ot 2.
() =U—5—U kz o uuU (2.56)

Para M; e K matrizes simétricas e positivas definidas, a resposta forcada é

W,(t) = [Lh(t —7)Fy()dT ), (2.57)

na forma modal,

W, (t) = / t U%S_T)UTFP(T)CZT (2.58)
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ou _
¢ senw (t — T)F (r)dr
o W 1
; senwq(t — T) Fy(r)dr
W,(t)=U Wo , (2.59)
fot senw(t — T>Fn(7')d7'
L wp i

onde Fj,(t) é a k-ésima componente do vetor U7 F),(t).

2.8 Modos Normais e a Matriz de Transferéncia

A solugao dinamica ou resposta impulso matricial (2.54) é equivalente

MB'(t) + Kh(t) = 6(z)]  h(0)=0 MK (0) = 0. (2.60)

Aplicando a transformada de Laplace para h(t) e apds simplificagoes,
tem-se que

A(s)H(s) = I, (2.61)

onde H(s) é a transformada de Laplace de h(t) e serd denominada a matriz de

transferéncia do sistema nao-amortecido (2.38) e A(s) = s*M; + K.

Portanto, a matriz de transferéncia é dada por
H(s) = [s*M, + K]~ (2.62)

Como H(s) é a transformada de Laplace da resposta impulso, tem-se

senft

a9 Uh) = U[s*T + Q41U (2.63)




Também, sendo 2 uma matriz diagonal (2.47), segue que

(21 +Q2) ) =

Conclui-se que a matriz de transferéncia ¢ dada por

H(s) = [uy ug ug -+ uy)

ou, em forma equivalente,

H(s) = [s*M, + K]

Em particular, tem-se a funcao freqiiéncia matricial

H(iw) = [(iw)* My + K] =

2.9 Transmissao de uma Onda Plana Incidente

2 2
s tw;

l
UsT+94 0" =Y

e

TraT

k=1

w
k=1 K

Para uma onda plana incidente P;, na placa [33]

Py (t,r) =Pexpi(—k -r+wt) ,

onde

T

$2 4+ wi’

upu;

Uliw)?1+92 "=y —

_w2'

24

(2.64)

(2.65)

(2.66)

(2.67)

(2.68)
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k = ki + kyj + k.k = ksinf cos ¢i + ksin 0sin ¢j + k cos 0k

r=xit+yj+zkek= io ¢ o numero de onda acustica.

Sob a hipétese de que a placa é rigida, assume-se reflexao total da onda
incidente e, assim, o campo de pressao que excita a placa em movimento é duas
vezes a pressao incidente [56]. Entao, pode-se derivar a resposta forcada da placa

para uma onda acustica incidente.

Na equagao (2.1), tem-se para p,,

pe(t, z,y) = Poe™" f(,y), (2.69)
com
Py = Pek:* (2.70)
€
fla,y) = e~ =rthn), (2.71)
Assim,

f f(.T, y)SldU

(e

. ff('r7y)S2dO'
Ft) = Rt | 77 . (2.72)

f f(xa y)Slda

L O -

Utilizando a analise modal, descrita anteriormente, procura-se solucao do tipo
W, = fet. (2.73)
Substituindo (2.73) em (2.38), tem-se

W, = (~w*M; + K) " F,. (2.74)
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Usando (2.67), obtém-se

AOEDY %Fp@). (2.75)

onde w é a freqiiéncia da entrada harmonica.

A solucao da placa engastada com incidéncia de uma onda plana sera

I
w(t,z,y) =S} (z,y Z wukuk : (2.76)
k=1

A onda sonora transmitida devido ao movimento da placa é assumida

propagar-se no espaco semi-infinito, como mostrado na Figura 2.2.

Figura 2.2 Areas de integracao S; e Sy usadas no calculo da poténcia radiada na
placa

A press@ao num ponto (R,0,¢) no sistema de coordenadas esféricas,
devido a uma entrada harmonica de freqiiéncia w é calculada usando a integral de

Rayleigh [34, 49, 50].
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Quando a placa vibra, a pressao actstica P(ry) em ra existe e é obtida

por

Wp, e—ikR
P(rs) = 2‘; /v(rl) S, (2.77)
S1

onde w ¢é a freqiiencia angular da placa, k é o nimero de onda, R ¢é a distancia entre

os vetores ry e ra, ou seja, R = |r; —ra| e S; é a drea da placa.
A intensidade acustica I(rz) é expressa por
1 *
I(rg) = §Re {P(rz)v*(r2)}, (2.78)
onde v(ra) é a velocidade normal do meio actistico em ry e * denota o complexo
conjugado.

A poténcia sonora II radiada no espaco semi-infinito acima da placa é

H:/I(rz)ng, (279)

Sa

onde S5 é uma superficie arbitraria que cobre a area S; e ro ¢é o vetor posicao de

Sy (figura 2.2).

Substituindo (2.77) e (2.78) em (2.79) e tomando Sy = Sy, entdo ry e

rp representam dois vetores posigao arbitrarios na superficie da placa (Figura 2.3).

A poténcia radiada pela placa é

—ikR
1= 2’2’: //Re {v(rl)e - v*(m)}dSlng, (2.80)

Sa S1

onde S; e Sy sdo dreas no plano zy com —a/2 <z <a/2e —b/2 <y <b/2.

c+Cr

7

é sempre

Para uma funcao complexa C, a relacao Re{C} =

valida.
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¥
Fy
AS 51, 52
R
hy
r
1
L =
Figura 2.3 Discretizacao da area da placa
Assim,
—ikR 1 inkR +icoskR inkR —icoskR
Re {v(rl)e 7 v*(rz)} =3 { {v(rl)sm —;Z o v*(rz)] + {v*(rl)sm RZ o8 v(rz)} } .
(2.81)

Devido a relacao de reciprocidade entre a fonte em ry e o receptor em

ra, a equagao (2.81) é simplificada como

efikR

Re{v(rl) v*(r2)}:v(r1) v (r2). (2.82)

Portanto, a equagao (2.80) torna-se

b/2 a/2 [ b/2 a/2

H:wpa/ / / /v(rl)sngv*(rz)dxldyl dxodys. (2.83)

4
—b/2 —a/2 |-b/2 —a/2

Considere a placa retangular dividida em N elementos AS (Figura 2.3).

A equagao (2.83) é, entdo, aproximada como [54]

12

IT

S S IR 1) (A8) (). (2.50

J 7
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onde r; e rj sao os vetores posicao do ponto central dos dois elementos arbitrarios.
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3 DESLOCAMENTO E POTENCIA COM CONTROLE

3.1 Uso de Materiais Piezelétricos

Materiais piezelétricos sao ideais para uso em sensoriamento e controle
distribuido de estruturas flexiveis. Sistemas de controle piezelétrico tém vantagens
como leveza, alta precisao e eficiéncia. Estruturas flexiveis necessitam o uso de sen-
sores e atuadores de modo adequado. Esta questao é particularmente importante
para estruturas espaciais e aeronaves, cuja missao requerida é crucial e a divergéncia
destes requerimentos pode ser formidavelmente caro. A pesquisa no campo de sen-
soriamento e controle de estruturas flexiveis tem progredido quase paralelamente a

avancos na tecnologia espacial e tem interagoes com a industria aerondutica.

O sensoriamento e controle de estruturas flexiveis esté relacionado com
o posicionamento discreto de sensores e atuadores, que operam de acordo com a
escolha da lei de controle. Muitas técnicas modernas de controle foram desenvolvidas
recentemente com o desafio de desenhar controladores que se adaptem a estruturas
flexiveis, funcionando com algumas condigoes requeridas. Os materiais dos sensores
e atuadores também sao importantes, pois afetam fatores como precisao, confiabi-
lidade, flexibilidade, durabilidade, peso, etc. Sensores e atuadores discretos trazem
o problema do seu posicionamento, enquanto que os distribuidos oferecem maior

flexibilidade e melhor resposta e caracteristicas de monitoramento.

Piezeletricidade é o fenomeno mais usado no sensoriamento e controle
distribuido de estruturas flexiveis. Define, basicamente, uma relagao entre um campo
elétrico aplicado e tensao ou uma tensao aplicada e campo elétrico em certos cristais,
ceramicos e filmes. Piezeletricidade foi descoberto primeiramente pelos irmaos Curie,
em 1880, mas seu uso em sensoriamento e controle de estruturas flexiveis é relativa-

mente novo. Muitos artigos tratam de piezeletricidade em vérias dreas [1, 53, 60].
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Um sistema de controle piezelétrico distribuido consiste de uma barra
flexivel com camadas de piezelétricos ligados a superficie atuando como sensores e

atuadores como mostra a Figura 3.1.

Amador

Barra flexivel

Sensor

Ll
controle -

Figura 3.1 Sistema de controle piezelétrico distribuido

Embora a teoria nao linear de piezeletricidade esteja bem estabelecida
[9], devido a pequenas vibragoes estruturais, que sdo na maioria das vezes considera-
das e devido também a complicagoes com a piezeletricidade nao linear, as equacgoes
piezelétricas lineares sao freqliientemente usadas. Elas assumem movimento quase
estatico indicando que as forgas elétricas e mecanicas sao balanceadas em um dado

instante. As equagoes lineares de piezeletricidade [3] sao dadas por

d =eTs + SE,

T =c®s — eE, (3.1)

onde d, T,s e E. sao os vetores de carga por unidade de area, tensao, deformacao

e campo elétrico, respectivamente, e é a matriz de constantes piezelétricas, £° ¢ a

E

matriz dielétrica em deformacao constante e ¢ é a matriz elasticidade em campo

elétrico constante. Na equagao (3.1), o superindice 7' denota a transposta da matriz.
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A primeira e a segunda equacgao em (3.1) descrevem os efeitos direto e inverso,

respectivamente.

3.1.1 Sensores e Atuadores Integrados

O estudo de estruturas flexiveis adaptativas, com aplicagoes na aerodi-
namica e em ambientes acusticos é freqiientemente encontrado na literatura. O uso
de sensores e atuadores piezelétricos para controle ativo na radiagao sonora de uma
barra simplesmente apoiada foi demonstrado em [61]. A barra foi sujeita a uma
forca pontual harmonica e o nivel de pressao sonora para casos com ressonancia foi
reduzido. Controle da transmissao sonora ativa usando sensor e atuador piezelétrico
foi experimentalmente estudado para placa fina [4]. Controle de som e radiagoes

acusticas em banda-larga para estruturas adaptativas foi estudado em [53].

As caracteristicas de desempenho de estruturas adaptativas dos atuado-
res piezelétricos sao freqiientemente testados em aerodinamica e ambientes actsticos:
o controle ativo da pressao acustica numa cavidade bi-dimensional com barra flexivel
foi implementado com piezelétrico na superficie da barra. O controle ativo da trans-
missao/radiacao do som para placas harmonicamente excitadas usando atuadores

piezoelétricos foi teoricamente investigado [22].

E o fendmeno de efeito direto de piezeletricidade que capacita materiais
piezelétricos serem usados como sensores em diversos campos desde a descoberta da
piezeletricidade mais de um século atras. O sensor piezelétrico converte deformacao
em saida elétrica. A sensibilidade para deformacao de sensores piezelétricos esta na
faixa de 10* V por unidade de deformacao sob cargas e geometrias razodveis e suas
larguras da banda de freqiiéncia, bem estendidas sobre a faixa de controle estrutural

convencional.
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3.2 Modelagem do Atuador Piezelétrico

Foi deduzido em [55] a resposta dinamica da placa w(t, z,y) = W(z,y)e™",
com p(t,z,y) = P(z,y)e™’, onde P(x,y) = Pd(x — £)d(y — 1), ou seja, sujeita a

uma forga pontual harmonica

Rate PXn (§) Yo (n)
Wiz,y) = ; ; DT+ 2L + Lly) — pohi il o ) Ym (0) - (32)

onde
a/2 b/2 a/2
I = XWX, dr, I, = / Yidy, I3 = XX, dx,
—a/2 —b/2 —a/2
b/2 b/2 a/2
I = / Y'Y, dy, I = / YWY, dy, Is= X2dz. (3.3)
—b/2 —b/2 —a/2

As freqiiéncias naturais sdo encontradas quando o denominador de (3.2)

é zero, ou seja,

(3.4)

wmn

B D ([112 + 21514 + 15[6)
B Psh[2[6 ’

com wp,, sendo a freqiiéncia natural do modo (m,n). A tabela abaixo mostra as
freqiiéncias naturais medidas e calculadas [56], para uma placa quadrada de lado
[ = 0.4m, com espessura h = 0.002m, densidade p, = 7099kg/m?, médulo de Young
E =190x10°N/m? e razao de Poisson v = 0.3.

Tabela 3.1 Comparacao de freqiiéncias naturais

Modos 1 2 3 4 5
Freqiiéncia (Hz)  Experimental — 106 216.7 318.3 389.25 489.255
Método de Ritz 105.7 215.7 318  386.6  488.5

Um momento pontual pode ser tratado como duas forgas pontuais com
a mesma magnitude mas separadas por uma distancia A¢ e orientadas em diregoes
opostas [57]. Considere um momento pontual M atuando na placa no ponto (£,7)

como mostrado nas Figuras 3.2 e 3.3.
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Figura 3.2 Placa sob a excitacao de um momento concentrado

O momento M é expresso por

M = Md(x — €)d(y — n)e™’ (3.5)

onde M é a magnitude do momento M e ¢ é a fun¢ao delta de Dirac.

e

Figura 3.3 Placa sob a excitacao de duas forgas concentradas simulando um mo-

mento concentrado
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Quando um momento pontual M é substituido por um par de mo-
mentos e fazendo M = P (Af), a resposta total da placa serd a superposigao das

respostas induzidas pelas duas forcas pontuais

Wi(z,y) = lim PIF(E+ AL, z.y) = f(€n.2,9)], (3.6)

onde f(&,7m) e f(§ + A&, n) representam as respostas induzidas pelas duas forgas
pontuais localizadas em (§,7) e (£ + A&, n), respectivamente.

Ao A¢ — 0 e mantendo M constante, P — oo. Entao, a equagao (3.6)

fica

AE—0 Ag

Usando (3.7) em (3.2), tem-se

X (2) Yin (y) Yin (1) 9Xn (£)
Z Z 11]2 + 2]3[4 + ]5I6> pshuﬂ]g]f; 65 . (38>

A equagao (3.8) representa a resposta da placa para uma excitacao
do momento pontual atuando na direcao negativa de y. Analogamente, quando o
momento ¢é aplicado na direcao de x, tem-se

3 X () Yin (y) X (6) Y, (1)
%ZD Illg—f—QI ]4+]5]6) pshw2]2]6 677 . (39)

" 3

Considere um atuador piezoceramico perfeitamente unido a placa. Quan-
do um campo elétrico alternado é aplicado no atuador piezoceramico ao longo da

direcao de z, a tensao induzida nas direcoes de x e y causard vibragao na placa.

O efeito de um piezoceramico pode ser tratado como quatro momentos
pontuais concentrados no centro da placa como mostra a Figura 3.4. O piezo-

ceramico atuador é um quadrado de lado .
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Figura 3.4 Placa sob a excitacao de quatro momentos concentrados simulando um

piezoatuador

Das equagoes (3.8) e (3.9) e considerando a resposta da placa induzida
por um atuador piezoceramico sendo a superposicao de respostas induzidas por

quatro momentos pontuais, tem-se

B MX(2)Y(y) 0Xm (&)
Wi = ; ; D (I 1y + 21314 + I5Ig) — w?pshly g [¥n () o ‘5=£ol/2 N
(3.10)
X, (€) ‘ Y., (n) Y, (n)
— Y, (no) —=—= + X (& — X (§ :
() 0 E=€0+1/2 &) /B S &) I n=no+l/2]

onde [ é o comprimento do piezoceramico e (&, 79) é a coordenada do centro do

atuador.

Este modelo mostrou-se uma boa aproximacao do atuador piezelétrico

quando a dimensao do piezoceramico é muito menor que a dimensao da placa [56].

O momento pontual gerado é dado por

M = Ro€EpzT (311)
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onde epzr € a voltagem aplicada para o excitador piezoceramico e kg ¢ uma cons-

tante de proporcionalidade entre o piezomomento gerado M e epz7, dada na tabela

abaixo [54].

Tabela 3.2 Coeficientes ko para varias freqiiéncias

Modos 1 2 3 4 5
Freqiiéncias [Hz] 106 214.45 319 389 489
coeficientes kg 7.199 30.31 35.99 28.75 27.56
(N-m/V)*10~*

3.3 Controle da Poténcia Sonora Radiada

A velocidade normal no ponto (z,y) na superficie é obtida como

ow(t,z,y)

o(t,x,y) = 9 — iwW (z,y)e™ = wW (z,y)e@H/2) (3.12)
que pode ser reescrita na forma
o(t,z,y) = V(z,y)e! @t/ (3.13)

onde V(x,y) é a amplitude de v(t, z,y).

Assume-se, inicialmente, dois piezoceramicos na superficie da placa,
onde um serve como entrada vibratéria ou excitador e o outro, como controle da

reducao vibratéria. As coordenadas do centro do excitador e controlador sao, res-

pectivamente, (&.,7.) € (&, 7).

Reescrevendo a equagao (3.10), numa forma simplificada, tem-se

W(z,y) = MG (.m0, 7,9y) - (3.14)
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onde
B X (7)Y (y) 0Xm (§)
G(§07770717>y) - ;; D(.[l.[Q +2]3-[4+I5]6) _ngsh»]ZIﬁ[Yn (7]0) 6 etoif2
0X,, oY, oy,
A L R
§ £=&o+1/2 m An=no—1/2 M n=no+i/2

Quando o excitador e o controlador sao ativados simultaneamente, a

resposta da placa pode ser escrita como
W(z,y) = MG (&, N, z,y) + MG (§c, e, T, Y) (3.15)

onde M, e M. sao as amplitudes dos momentos pontuais do excitador e controlador

da placa, respectivamente.

A amplitude da velocidade da placa fica

Vi(z,y) = w [MG (&, Me, 2, y) + MG (&, e, 2,9)] (3.16)

que pode ser escrita por
Vi(z,y) = Mepe + M. (3.17)
Onde Qpe = U)G (567 n€7 ‘7"7 y) € SOC = CUG (567 nC7 I, y)

Assim, pode-se calcular a poténcia sonora radiada (2.84) como

 wpa (AS)’
n 4

IT

sinkR
Z Z R [(Megpei + Mcgpci) X (Me(:pej + Mc(PCj)]a (3-18)
i g

onde Pei = wG (fe, Ne, Li, yz)7 Pej = wG (éw Ne, L, yj) € Pei = wG (gcu Tey Ty yz)7
Pej = wG (507 Te, X, yj)
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Reescrevendo a equagao (3.18), numa forma simplificada, tem-se

_ Wha (AS>2

™

11 (DA M2 + Ty M M, + T3 M?) (3.19)

ondeT'y = 3737 #fpuio, Ty = 3037 B8 (@eipe; + Peipej) € s = 3230 i peipe;.
7 7 1 ¥ 1 J

Os dados [54] da Tabela 3.3 serao utilizados para o célculo da poténcia

sonora radiada antes do controle (M. = 0) e apds o controle.

Tabela 3.3 Voltagens e momentos do excitador e controlador aplicados

Modo Excitador Controlador
No. e[V] M.[N.m)] e[V] M_.[N.m)]
2 141.4 0.429 -80.6 -0.244
3 141.4 0.509 -93.3 -0.336
4 141.4 0.406 -137.2 -0.394
5 141.4 0.389 -125.8 -0.347

Para minimizar a poténcia sonora radiada, o controlador M, deve sa-

tisfazer
oIl

OM.,

— 0. (3.20)

Portanto, M. deve ser

M, = —=2M,. 21
o, (3.21)

Substituindo (3.21) em (3.19), a poténcia sonora minima serd

2
M, = P2 (B89) (r3 - —) M2 |, (3.22)

Da equagao (3.21) e da proporcionalidade entre a voltagem de entrada

e o momento do piezoceramico, a voltagem 6tima para o controle pode ser expressa
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por
Iy

€c = ————€pzT. (323)
21"
A seguir, assume-se quatro piezoceramicos na superficie da placa, onde

dois servem como entrada vibratéria ou excitador e os outros dois, como controle da

redugao vibratoria. As coordenadas dos centros dos excitadores e controladores sao,

respectivamente, (€e1,Me1), (&e1,Me1)s (e2s Me2) € (Ee2, Me2), conforme a Figura 3.5.

[ [ ] [ ]
- 1 —
¥ -
2
CI
B [ T [ ]

Figura 3.5 Modelo da placa engastada e as posi¢oes dos quatro piezoceramicos
(piezoceramicos na superficie inferior da placa sdo mostrados por linhas
pontilhadas)

Pretende-se, entao, comparar os resultados da redugao da poténcia

sonora radiada, obtidos para dois [55] e quatro piezoceramicos unidos a placa.

Quando os excitadores e os controladores sao ativados simultaneamente,

a resposta da placa pode ser escrita como

W(.’L’, y) = MelG (5617 Tle1, T, y)+Mch (5017 Ne1, X, y)+MeQG (5627 Ne2, T, y)+Mc2G (5027 Ne2, X, y)
(3.24)
onde M1, M. e M., M. sao as amplitudes dos momentos pontuais dos excitadores

e controladores da placa, respectivamente.
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A amplitude da velocidade da placa fica

V(l’,y) = W[MEIG (5617 Ne1, I,y) + MClG (5617 Neis xvy) + M62G (562777627x7 y)

+M62G (562777627xay)]7 (325)

que pode ser escrita por

V(z,y) = Meiper + Merper + Meapes + Meopeo (3.26)

onde Pe1 = wG (€e1777e17377y)7 Pe2 = wG (5627776273:73;) € Pe1 = wG<€Cl7n017x7y)7
Pe2 ZWG (562777627x7y>‘

Assim, pode-se calcular a poténcia sonora radiada (2.84) como

wpa (AS)? sinkR
II = % Z ; R [(Melgpeil + Md(ﬂcil + Me2906i2 + Mc2gpci2)

X (Me1eji + Mapeji + Meapejo + Meapej2)], (3.27)

onde Peil = WG (5617 Te1, T4, yz)a Pei2 = WG (5627 Ne2, X4, yl>7 QOejl - WG (5617 Ne1, xj? y])?
Gejo = WG (€2, Me2, T4, Y5) € Peit = WG (Ee1,Me1s Tis Yi)y Peiz = WG (Ee2, Ne2s Tiy i),
Vejt = WG (Ec1, M1, T4, Yj), Pejo = WG (Ec2, Ne2s T4, Y5 ).

Reescrevendo a equagao (3.27), numa forma simplificada, tem-se

wpa (AS)?
I = 7p <7T ) (FlMeQI —+ F2M622 + F3M621 + F4M32 + Is Moy Mo+
LM Mo + UMy Mo + DsMea Moy + oMo Moo + Do Moy Mes), (3.28)

onde

Iy = Z Z #W@l@eﬂ ;o = Z Z #‘peiﬁpeﬁ
i j i

F3 = Z Z #Qpcilgpcﬂ > 1—‘4 = Z Z #‘pci%pcﬂ
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sin kR sin kR
I's = Z Z R (PeitPejo + eineji) s T'e = Z Z R (PeilPejt + PeirPejt)
v J i J

sin kR sin kR
I'7 = Z Z R (Pei1Pejo + Peiatpe) » T's = Z Z R (Pei2Pejt + PeirPejz)
) i j

J

sin kR sin kR
[y = Z Z R (Peizejo + Peiatpeja) » Lo = Z Z R (Pei1Pejo + PeiztPejt)

J J

3.4 O Controle Otimo

A pressao sonora transmitida também pode ser escrita em termos da

aceleragao w”(t,z,y) = S} (x,y)W)(t) , entdo

Proalt, R) = p“;;R /S 2 ST (, y) exp(—ik - 1)dS, W (2) (3.29)
ou ainda,
pae”
P.a(t,R) = or R H.W) (1), (3.30)
onde
H = iw i S (x,y) exp(—ik - r)dS,. (3.31)
>

Usando o valor real da pressao e fixando R, a intensidade [ radiada na
direcao (0, ¢) é
_|PP
paCO ’

1(0,¢) (3.32)

onde p,Cy é chamada impedancia caracteristica, constante de proporcionalidade

entre pressao e velocidade [45].

A poténcia total radiada pode ser obtida pela integracao da intensidade

sobre o hemisfério de raio R

2 pw/2
— 2 &
I —/0 /o I(6,¢) R”sin0dfd¢o (3.33)
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ou ainda,
=W, )™ M-W) 1), (3.34)
com
3 p 27 pm/2 . -
M=-" H* - H” sin 0d0d 3.35
e sin 660, (3.35)

onde * denota o complexo conjugado e M é uma matriz real, simétrica e nao negativa.

A matriz M tem um significado fisico explicito: define a relacdo entre
os niveis de aceleracao modal estrutural e a poténcia actstica radiada. Os termos
da diagonal de M sao os valores da poténcia resultante da vibracao de um modo
estrutural isolado, enquanto que os elementos fora da diagonal sao importantes para
a modificacdo deste valor causado pela coexisténcia de outros modos. Em geral, M

sera de posto P. Casos degenerados r < P, foram estudados por Baumann [5].

Agora, o efeito do atuador e a pressao incidente sao introduzidos na

equagao (2.38), obtendo-se
MW () + KW, (t) = Buu(t) + Lo(t), (3.36)

onde B; é a matriz de localizacao dos atuadores, u(t) € R™ é o vetor de entrada
dos atuadores que sao usados no controle da estrutura, L é a matriz localizacao das

perturbagoes de entrada e v(t) é o vetor de perturbagoes.

A equagao (3.36), pode ser reescrita como

W (t) = =M KW, (t) + M, Buu(t) + M ' Lo(t). (3.37)

Substituindo a aceleragdo na equagao (3.34) e assumindo que as per-

turbacoes de entrada nao sao conhecidos, tem-se para a poténcia

I = (=M "KW, (t) + M ' Bpu(t))™ - M(—=M; "KW, (t) + M; ' Bu(t)). (3.38)
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Escolhe-se a fungao custo J [56] com o objetivo de minimizar a poténcia

total radiada (3.34)

J =W, ()" AW, ()+W, ()" B-u(t)+u()" BT W, (t)+u(t)"*-C-u(t)+Bu(t)*u(t),
(3.39)

onde

A = (_MflK)T* M - <_M571K>7
B = (=M 'K)™- M- (M;'By),
C = (Ml_lBl)T* - M - (Ml_lBl)

e # é uma constante que limita a quantidade de energia de controle que pode ser
aplicada num dado intervalo de tempo. Quando 3 — 0, a energia de controle é

menos restrita e o efeito do controle é melhor.

A funcao custo pode ser reescrita como

J =W, )" A-W,(t) + W, ()T B-u(t) +u(t)™ - BT - W, (t) +u(t)T*(C+ BI) -u(t).

(3.40)
H&a muitos métodos diretos para projetar um sistema de controle de retroalimentacao
que encontram a méaxima reducao na resposta possivel, conhecidos como sistemas
de controle 6timo [36]. No controle 6timo, o sistema de controle de retroalimentagao
deve minimizar a funcao custo. Quando o objetivo é reduzir a resposta o maximo
possivel, o sistema de controle ¢ dito ser regulador. E algebricamente conveniente
escolher a funcao custo quadraticamente dependente da resposta, pois simplifica o

problema de otimizacao [26].

Pode ser dificil usar estratégias de controle 6timo na pratica, uma
vez que é assumido um conhecimento do sistema controlado e dos processos de
ruidos. Um controle de retroalimentagao depende da minimizacao da fungao custo

quadratica e nao leva em conta os ruidos. Para perturbagoes randomicas Gaus-
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sianas, o controle é chamado Gaussiano Quadrético Linear (LQG), enquanto que

para o problema de regulador, o controle é chamado Regulador Quadrético Linear

(LQR).

Derivando a equagcao (3.40), em relagao ao controle u(t), tem-se o con-
trole 6timo como uma retroalimentacao na amplitude modal em tempo invariante,

ou seja, assintoticamente étimo, dado por
u(t) = GW, (1)
onde G ¢ a matriz de ganho de retroalimentagao ou, ainda,

w(t) = — (é + m)l BT W) (3.41)

O problema é como estimar W),(t) para um ntmero finito de sensores.

Isto pode ser feito usando o filtro modal [8] e, entdo, usar a estimativa para a lei de

controle.
Distirbic P Dlaca ™ Filtro de ™ Doténcia
|—’ radiagdo
b 4
Filtro de Ealman | sengor de

ou Filtro Modal - Saida

Figura 3.6 Diagrama de blocos do sistema de controle

Em [5], foi construido um filtro de radiagdo, que foi incorporado no

desenho do controle para minimizar a radiacao acustica. Simulacoes numéricas



46

demonstraram sua eficiéncia quando comparado a um controlador de vibracao u-
sando a mesma energia de controle, com a vantagem de reduzir a complexidade sem

perda significativa de desempenho.

3.5 Solucao da Placa ap6s o Controle

Para sistemas classicos, o teorema dos modos normais do problema de
autovalor gera autovalores puramente imaginarios A = iw e autovetores ortogonais
com relacao a matriz de inércia M;. Porém, para sistemas ditos nao-classicos, os
autovalores podem ser complexos e os correspondentes autovetores podem nao ser
ortogonais. Assim, a andalise modal classica nao pode ser utilizada para desacoplar

o sistema e, entao, calcular a sua solugao.

Com a introdugao da andlise modal adjunta é possivel ampliar a classe

de modelos ditos desacopldveis [19].

Para este caso, tem-se a matriz de transferéncia,

21

Sy Apupvy
H(iw) = ; =) (3.42)

Observacgao 1:

No caso de modos normais com MlT =M >0e K" = K >0, tem-se
autovetores reais, tais que u, = v; e autovalores puramente imaginarios Ay = iwy.
Além disso, supondo a normalizagao u} Myuy = 1, tem-se ul Kuj, = w?, a constante

v pode ser identificada como
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Nessa situagao, a resposta impulso é dada por

1
h(t) = ——eMuguy (3.44)

que ¢ a férmula utilizada por [63].
Observagao 2:

No caso dos modos normais, a matriz de transferéncia (3.42) pode ser

escrita por

Hiw) =Y -k (3.45)

que é a mesma utilizada em (2.67), para [ autovalores.

O problema do regulador quadratico linear pode ser representado pelo

diagrama de blocos da Figura (3.7).

Uit WL

Histema

Ivlatriz de
ratihio G

Figura 3.7 Retroalimentacao do regulador linear 6timo

Substituindo o controle étimo (3.41) na equacao (3.36), tem-se o sistema

modificado

W) + KuW,(t) = F(8), (3.46)
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onde

Ky = M [K +B (é + 51) - BT*} (3.47)
e F(t)= M 'E,(t).

Através da andlise modal adjunta, encontra-se W),(t) utilizando a matriz

de transferéncia (3.42). A solugao da placa, com o controle étimo (3.41), é

2l
/\k: ukvz

w(t,z,y) = S (r,y) Yy ——r—F(t) (3.48)
P kz:; Vi (fw — Ag)

onde 1 = (vg, NiMjuy, — Kpug) # 0, A\, e wy, sdo os autovalores e autovetores

associados ao problema direto, respectivamente, e v, sao os autovetores associados

ao problema adjunto.
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4 UMA APLICACAO: DUTOS DE AR CONDICIONADO

A caracterizacao de solugoes na base dinamica do sistema permite uma
formulacao evolutiva bastante geral para incluir dados iniciais, condi¢oes de contorno

nao cassicas e incorporar a acao de cargas externas.

4.1 Formulacao do Problema

Para um problema dinamico, w(t, z,y) deve satisfazer a equagao (2.1),
juntamente com as condigbes iniciais temporais, w(0, x,y) = wo, w(0,z,y) = w; e

condicoes de contorno espaciais.

Figura 4.1 Uma placa retangular num duto de ar condicionado

Na aplicacao proposta aqui, dutos de ar condicionado, supoe-se que a

placa tenha como condigoes de contorno:

1. Uma restrigao elastica translacional que corresponde a uma forca de

reagao da mola igual a forga de cisalhamento [44].

83
kmw—i—D—w:O em r = —

a
53 3 (4.1)



3
kmw—Da—w:O em xr =

ox3

onde k,, ¢ a rigidez translacional da mola.

50

| wi(t, )

N

e

Figura 4.2 Modelo de condicoes de contorno de molas translacionais

2. A restricao elastica rotacional que corresponde a um momento de

reacao da mola igual ao momento fletor.

ow 0*w b
k,— —D—— =0 = -
3y Iy em y 5
ow 0*w b
_— D— — _ —
k, By + 02 0 emy 5

onde k, é a rigidez rotacional da mola.

(4.3)

(4.4)

| vt

Cg\

T

o)
b

Figura 4.3 Modelo de condigoes de contorno de molas rotacionais
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Como no caso anterior, os sinais diferem em extremos opostos e mais

uma condicao é requerida para cada extremo.

4.2 Freqiiéncias e Modos de Vibragao

Em z, admite-se duas molas, uma rotacional e outra translacional, em

cada extremo, conforme Figura 4.4,

X (z) - g*X(z) =0 (4.5)
ok (5) 7 () =0
o () o (5) =0

o () -0 (3) =

o (5) 4 0 (5) <o

I w(t, )
a
NGV S

0: origem
Figura 4.4 Modelo de condicoes de contorno em x de molas translacionais e rota-

cionais

e, em y, admite-se uma mola rotacional e apoiada, em cada extremo, conforme

Figura 4.5,
Y (y) = Y (y) = 0 (4.6)
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| wi(t, )

A (]

0: origem

Figura 4.5 Modelo de condicoes de contorno em y de molas rotacionais e apoiada

Para as condigbes de contorno do problema (4.5), na variavel z, uti-

. e . . a a
lizando a base dinamica descrita anteriormente, tem-se para x = —5 e para xr = 3
®(—a/2)
P’ (—a/2)
kn 0 0 D 0 O O O D" (—a/2)
0O k -D 0 0 0 0 O ®" (—a/2)
c=0 (4.7)
o o o0 0 k, O 0 -D P (a/2)
0O 0 0 0 0 kK D 0 ®' (a/2)
®" (a/2)
(ﬁ//l (a//z)
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De maneira compacta, tem-se

B®c = 0. (4.8)

SejaUU=BP , uma matriz que incorpora os valores associados as condigoes
de contorno, entao

) kmh' (0) + DhU)(0) K, h"(0) + D™ (0) Ky, k™ (0) + DA (0)

k.h' (0) — DR (0)  k.h" (0) — DR (0)  k.h" (0) — DR (0)  k,.h(*) (0) — DA (0)
(a) — Dh""(a)  kmh'(a) — DRV (a)  k,,h"(a) — DR (a)  ky,h"(a) — Dh(")(a)
k.h'(a) + Dh"(a)  k.h'(a) +Dh"(a)  k.h'"(a) + Dh)(a) k.h") (a)+ Dh™ (a)
(4.9)

O sistema singular a ser resolvido é

D 0 0 km
0 -D ky 0 c—0
kmh(a) — D" (a) kn,h'(a) — DB*h(a) kn,h'"(a) — DB*N (a) knh"(a) — DB*R"(a)
koh!(a) + DR'(a) k(@) + DR(a)  koh'(a) + DB*(a) kB (a) + DFR (a)
(4.10)

Para obter solucoes nao-nulas, deve-se ter o determinante do sistema

nulo. Isso fornece a equacao caracteristica
A(B) = (kL2 + D*B° + 2k k, D' B%)[1 (a)]® + 2D (k2 ky — D? Bk ) B/ (a)h (a)+

2D(k*kp—D?Bk, )R (a)h" (a)—(2D? Bk, kD B8+ K2 k2)h(a) B (a)+2D(D? B ky — k2 k) h(a) " (@) +

2Dk, (DB Kk, h(@) 1 (a)+4D ko by (1" (@) >+ D (K2, B K2 (@) + D B4 (B*K2—k2, ) [ a) 2.
(4.11)
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Deste modo, tem-se

C1 . %ﬂ
k., kgnh(a)+D2[34h//(a)72kah///(a)
2| _ | D DFuk(@)+(mk,—D2BN)R (a)—DBk,h(a) (4.12)

k2,h(a)+D2B*h" (a)—2Dky h'" (a)
Dk b (@) +(kmkr—D2BY) W (a)— DBk, h(a)

C3

Cq 1

Assim, obtém-se os modos de vibragao em =,

X(I) — ]’L”/(ZE + %) + 0_2h// (J] + %) +O'1h/(x + %) + O'()h(l‘ —+ %) , (413)
B k2, h(a)+D2B*h" (a)—2Dkm h"" (a)
92 = Dhpiht @)+ (kmkr —D2BN) R (@)— DBk, i(a)?
o1 = %0'2 € 0pg = —%.
Para o problema (4.6), na variavel y, tem-se, para y = —% e paray = %,
d(-b/2)
®'(-b/2)
10 0 000 0 0] ® (-b/2)
0k —-D 00 0 0 0] ®"(-b/2)
c=0 (4.14)
00 0O 01 0 00 d (b/2)
00 0 00F%k DO @ (b/2)
" (b/2)
@1// (b/2)
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A matriz U=B®P dos valores associados as condi¢oes de contorno sera

h (0) h' (0) ' (0) " (0)
| kW' (0) = DR (0) K.k (0) = DR(0)  koR"'(0) = DRU?) (0) k) (0) — DR (0)
h(b) H (b) ' (b) " (b)
kW (b) + DR"(b)  k,h"(b) + DR (b)  k.h( ) (b) + DR (b)  k.h" (b) + D) (b)
(4.15)
O sistema singular a ser resolvido é
0 0 0 1
0 -D kr 0
c=0.
h (b) K (b) W' (b) " (b)
keh! (b) + DR (b)  kyh (b) + DR (b)  kph (b) + DB*h (b)  ky3*h (b) + DB*H' (b)
(4.16)

Novamente, para obter solugoes nao-nulas, o determinante do sistema

deve ser nulo. A equagao caracteristica, em funcéo de h(y + 2, 3), é

A(B) = 2Dk, h(b)h" (b)+D?*B*[h(b)|*+k2h(b)h" (b)—2Dk,h' (b)h" (b)—k2[1' (b)]*—D*[h" (b))>.

(4.17)
Obtém-se as constantes
[ [ kW (B)+DR(b) |
€1 ~ T Dn
kr
C —_
? D (4.18)
C3 1
Cy 0

Assim, obtém-se os modos de vibragao em y

Y(y)=h"(y+8+nh (y+2) +rhly+2)

, (4.19)
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ke (b)+ DR (b .
onde vy = ——(D);;(b) ®) o = %.

4.3 A Equacao Caracteristica

Reescrevendo a equagao caracteristica (4.11), tem-se
A(B) = e1h! (a)h” (a) + cah” (@)R" (a) + csh(a)R' (@) + cah(a)h" (a)+
csh(a)h (a) + cs[h" (a)]? + c7[h(a)]? + cs[h/(a)]? + co[R(a)]?, (4.20)

onde ¢; = 2Dk, (k. k. — D?3%),

co = 2Dk, (k,k, — D?3%),

cs = —2DB%,(knk, — D*3Y),

cy = —(2D?*kp k. + D 3% + k2 k?),

cs = —2Dky,(knk, — D?3%),

ce = 4Dk k.,

cr = D*(ky, = BK7),

cg = k2 k2 + D*38 + 2k, k, D38

co = D*BH(BURY — k7).

Pode-se observar que esta equagao é nao linear na variavel 3.

As equagoes caracteristicas (4.11) e (4.17), quando h(z) é escrita na

base classica de Euler

sinh(Bz), sin(Bz), cosh(Bz), cos(fz),

ou seja,
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sinh(fz) — sin(fz)
33

1

he) =

[ ]’

com z = x,y, resultam em
A(B,z) = cos(Ba)cosh(Ba)(6D* Bk, k,—D* 3 —k2 k2)+2D*3*sin(Ba)sinh(Ba) (k2,—k25*)+

2D Bsin(Ba)cosh(Ba)(k2 k. — D*B3k,, — D*B%k, + %k k2)+

2DBsinh(Ba)cos(Ba)(D? B ky—k2 ky— D? 3%k, + 32k k2)+k2 k2 +D* 3542D? 3k k, = 0
(4.21)

A(B,y) = 2D?3%sin(Bb)sinh(Bb) + 2Dk, 3(sin(Bb)cosh(b) — sinh(Bb)cos(3b))

+k2(1 — cos(b)cosh(Bb)) = 0. (4.22)

A equagao caracteristica em x é altamente nao linear. Por simplicidade,
utiliza-se as condigoes de contorno dadas na Figura 4.5, em ambas as autofuncoes

X(z) e Y(y). Como conseqiiéncia, as equagoes (4.6) serao utilizadas nos dois casos.
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5 OTIMIZACAO

Na literatura, varios artigos estudam a posicao o6tima de atuadores e
sensores, como em [10, 29, 35, 38, 39]. Questdes sobre confiabilidade na localiza-
¢ao dos componentes do sistema de controle [43] e controlabilidade em sistemas

oscilatérios [2] foram investigadas.

Neste capitulo, um método para encontrar a localizacao 6étima do atu-

ador para o controle de estruturas flexiveis é apresentado.

Suponha que um ntumero especifico de atuadores é dado e que eles
devam ser localizados em pontos especificos na estrutura, tais que a eficiéncia do
controle seja maximizada. Se, a priori, do nimero e da localizacao escolhidos nao
resulta suficiente eficiéncia, a pergunta é como as localizagdoes podem ser alteradas.
Além disso, é possivel que o numero de atuadores seja insuficiente ou que seus
papéis na acao de controle sejam redundantes. Assim, é necessaria uma técnica,
computacionalmente vidvel, capaz de determinar um conjunto 6timo de localizagoes
e um numero minimo de atuadores e sensores, além de outros aspectos, como por

exemplo, o tamanho 6timo dos atuadores.

Em geral, havera mais localizagoes possiveis do que o ntimero de atua-
dores disponiveis. Se o nimero de atuadores é conhecido a priori, todas as possiveis
combinagoes podem ser avaliadas e o minimo global encontrado. Infelizmente, o
numero de combinagoes possiveis pode ser muito grande (depende fatorialmente
do nimero de localizagoes possiveis) e, portanto, uma procura exaustiva para o
minimo global é computacionalmente invidavel. Por outro lado, técnicas baseadas
em programacao nao linear produzem minimos locais, a nao ser que a fungao seja

estritamente quase convexa [6].

No passado, varias definicoes de grau de controlabilidade e observa-

bilidade foram usadas na procura de localizacoes étimas de atuadores e sensores.
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Entretanto, pouca atencao tem sido dada ao desenvolvimento de uma estratégia de

procura sistematica para encontrar um conjunto étimo de atuadores e sensores.

5.1 Modelagem

O sistema (2.38) pode ser escrito como
W) (t) = =M, KW, (t) + M, Byu(t), (5.1)

onde F, = Bu(t),

u(t) = Z w0 (z — 20 )0(y — Ya,) (5.2)

Sl(:x—a:al,y—yal) Sl(x_xaNay_yaN)

Sl(x — Ta1,Y — yal) Sl@ — LanN,Y — yaN)

ou, na forma classica de primeira ordem,

J(t) = A(t) + Bul(t), (5.4)
0 —M 'K M B, W
onde A = , B = ex(t) =
I o 0 W,

Para o problema do regulador quadrético linear (LQR), dadas as ma-
trizes (), simétrica positiva semi-definida, e R, simétrica positiva definida, encontra-
se a matriz de retroalimentacdo G, tal que o controle u(t) = Guz(t) é tal que o

funcional de custo quadratico

J(z) = /0 T LT (00w (t) + uT () Ru(t)]dt (5.5)
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¢ minimizado sujeito a ©’ = Az + Bu , 2(0) = xo.

Usando o teorema do regulador quadratico linear (LQR) em tempo
continuo [20], tem-se que existe um tinico controle 6timo u°(¢) que minimiza J(z) nos
termos acima. O vetor de controle é dado por u°(t) = Gz(t), onde G = —R™'BT P,

onde P é solugao positiva semi-definida da equacao algébrica de Riccati [20]

PA+ ATP +Q - PBR'BTP =0. (5.6)

Além disso, o valor minimo de J(z) ¢ dado por Jy = ! Px.

A matriz Hamiltoniana

A =S
—Q -—-AT

H =

¢ a matriz associada a equagao algébrica de Riccati em tempo continuo, com S =
BR™'BT. Sob a hipdtese que o sistema ¢ estabilizdvel e detectdvel [20], H tem
n autovalores com parte real negativa, nenhum autovalor no eixo imaginario e n
autovalores com parte real positiva. A estratégia adotada para a solugdo minima
da equagao (5.6) explora o fato de que a unica solugdo estabilizante P pode ser
obtida construindo um subespaco invariante com os autovalores estaveis da matriz
H. Dessa forma, a cada posicionamento de atuadores, corresponderd uma matriz
By, satisfazendo (5.3) e, por conseguinte, uma matriz P, satisfazendo (5.6), de onde
o valor minimo Jy = 2! Pxq é calculado. O posicionamento 6timo dos atuadores
¢ entao obtido através da minimizacao da quantidade Jy, considerada como um
funcional das posi¢oes (a1, ..., TaN; Yal, - Yan) dos atuadores. Seja [PT PI|T
uma matriz com colunas formadas por autovetores correspondentes aos autovalores
estaveis de H. Pode-se mostrar [20], assumindo que P; é nado singular, que a matriz

P = P,P; ' é a tinica solugdo estabilizante da equacio algébrica de Riccati (5.6).
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5.2 Programacao Nao Linear

Otimizacao nao restrita trata de problemas de minimizacao ou maximi-
zagao de uma funcao de varias variaveis, na auséncia de qualquer restricao. Mesmo
que, na pratica, a maioria dos problemas de otimizacao tenha restricoes que devam
ser satisfeitas, o estudo de técnicas de otimizagao sem restri¢ao é importante. Muitos
algoritmos resolvem problemas com restrigao transformando-os em uma seqiiéncia
de problemas sem restricao, via multiplicadores de Lagrange ou via fungoes de pe-
nalidade. Ainda, outra classe de métodos procura encontrar uma direcao e, entao,
minimizar a funcao ao longo desta diregao. Isto é equivalente a minimizar uma

funcao de uma varidavel sem restricoes ou com restri¢coes simples.

Existem procedimentos de minimizacao que nao usam derivadas, como a
pesquisa uniforme, pesquisa dicotémica, método da segao durea (golden) e o método
de Fibonacci. Outros procedimentos de minimizagao usam derivadas, como é o caso
do método da bisseccao e do método de Newton. Bem como métodos semi-analiticos

para a analise de sensibilidade.

Muitos algoritmos em programacao nao linear procedem da seguinte

forma:

Dado um ponto xy, encontra-se um vetor direcao dx e um adequado
passo de tamanho A, obtendo um novo ponto xyx.1 = Xy + A\pdx. Encontrar A
envolve a solugdo do problema de minimizar f(xx + Ady), que é unidimensional na

varidvel \.

Considere uma funcao 6 de uma variavel A para ser minimizada. Uma
técnica utilizada é fazer sua derivada igual a zero e encontrar A. Entretanto, 6 é
usualmente definida implicitamente em termos da funcao f de varias varidveis. Em
particular, dados os vetores x e d, #(A\) = f(x + Ad). Se f é nao diferenciavel,
entdao 0 nao serd diferencidvel. Se f é diferencidvel, entao 6'(\) = A7V f(x + Ad).

Portanto, para encontrar um ponto A com ¢'(\) = 0, temos que resolver a equacao
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dTVf(x + Ad) = 0, que é usualmente nao linear em . Além disso, A que satisfaz
0'(A) = 0 ndo é necessariamente o minimo procurado. Pode ser um minimo local,
maximo local ou ponto de sela. Por causa disso, recorremos a uma técnica numérica

para minimizar a funcao 6.

5.2.1 O Intervalo de Incerteza

Seja o problema de minimizar 6(\) sujeito a a < A < b. J4 que a
localizacao exata do minimo de 6§ em [a, b] nao é conhecida, este intervalo é chamado
de intervalo de incerteza, pois o ponto minimo A estd em [a,b], embora seu valor

exato nao seja conhecido.

Definigao: Seja f : S — R, onde S é um conjunto convexo nao vazio

de ™. A funcao f é dita ser estritamente quase convexa se para cada x1, ro € S com

f(z1) # f(xg), tem-se f(Axy+ (1 —N)x2) < max{f(z1), f(x2)} para cada X € (0,1).

Funcoes estritamente convexas sao importantes em programagao nao

linear pois asseguram que o minimo local no conjunto convexo é o minimo global:

Teorema 1: Seja f : ™ — R uma fungao estritamente quase convexa.
Considere o problema de minimizar f(x) sujeito & x € S, onde S é um conjunto
convexo nao vazio de ™. Se T é a solugao 6tima local, entao T é também solugao

6tima global.
A prova deste teorema encontra-se em [6].

O teorema abaixo mostra que, se a funcao 6 é estritamente quase con-
vexa, entao o intervalo de incerteza pode ser reduzido avaliando 6 em dois pontos

dentro do intervalo.

Teorema 2: Seja 0 : & — R uma funcao estritamente quase convexa

sobre o intervalo [a,b]. Seja A, u € [a,b] tal que A < p. Se O(A) > 6(u), entao
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0(z) > O(u) para todo z € [a,N). Se O(A) < O(u), entdo 6(z) > 6(u) para todo
z € (p,b].

A prova deste teorema encontra-se em [6].

5.2.2 O Método da Razio Aurea (Golden Section)
Este método pode ser usado para minimizar uma funcao estritamente
quase convexa num intervalo [a, b].

Seja [ag, bg] o intervalo de incerteza na iteragao k . Pelo teorema 2, o
novo intervalo de incerteza [agy1,bk11] € dado por [Ag, bx] se O(Ag) > 0(ug) e por

[ak, p)] se 0(Ax) < 0(ux). Os pontos A, e g sao selecionados tais que

1. O comprimento do novo intervalo de incerteza by11 — ag41 nao de-
pende do resultado da k-ésima iteragao. Portanto, podemos ter by — A\, = pp — ag.

Assim, se A\, é da forma

/\k = ap + (1 — a)(bk — CLk> (57)

onde a € (0, 1), entao py é da forma
M = Gk + Oé(bk — CLk) (58)

assim,

bk+1 — Ap4+1 = Oé(bk — CLk). (59)

2. Como Apiq e ppi1 sao selecionados com o objetivo de uma nova
iteracao, ou A1 coincide com g, ou pg41 coincide com \g. Se isto pode ser realizado,

entao durante a iteracao k£ + 1 apenas uma nova observagao € necessaria.

Caso 1: 0(\;) > 0(ux)
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Neste caso, agi1 = Mg € bpr1 = bg. A fim de satisfazer A\p 1 = g e

aplicando (5.7), com k substituido por k + 1, tem-se

MU = )‘k—I—l = Qk+1 + (1 — Oz)(bk_H - ak-i—l) = /\k: + (1 - Oz)(bk - )\k) (510)

Substituindo as expressoes de A\ e pi de (5.7) e (5.8) na expressao

acima, tem-se a®> +a — 1 = 0.
Caso 2: 0(\,) < 60(u)

Neste caso, agi1 = ap € bgy1 = pp. A fim de satisfazer pg,1 = Mg e

aplicando (5.7), com k substituido por k + 1, tem-se

Mo = g1 = Qg1 + (bpyr — apgr) = ag + (e — ag). (5.11)

[a¥)

Obtém-se também o? + o — 1 = 0, cujas raizes sao a = 0.618 e o =

~Y

—1.618. Ja que « deve estar no intervalo (0, 1), entdo o = 0.618.

Se, na iteragao k, p e Ay sado escolhidos de acordo com (5.7) e (5.8),
entao o intervalo de incerteza é reduzido por um fator de 0.618. Na primeira iteracao,
duas leituras sao necessarias em A; e 1, mas, para cada subseqiiente iteragao, apenas

uma avaliagao ¢ necessaria, ja que g1 = [k OU g1 = Ag.
Algoritmo:

Passo de Inicializagao: Escolha um comprimento final de incerteza
[ > 0. Seja [a1,b;] o intervalo inicial de incerteza, A\; = a; + (1 — «a)(by — a1) e
p1 = a; + a(by —ay), onde a = 0.618. Avalie 6 (A1) e 0 (1), seja k =1 e va para o

passo principal.

Passo Principal:
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1. Se by —ay < I, pare. A solugao 6tima esta no intervalo [ay, b] . Caso
contrario, se 6(A;) > 0(ux), va para o passo 2 e, se () < 0(ug), va para o passo
3.

2. Seja apy1 = A\ e by = bp. Além disso, seja Api1 = g € fry1 =

agr1 + a(bpr1 — ary1). Avalie 0 (pugi1) e va para o passo 4.

3. Seja apy1 = ag e by = p. Além disso, seja g1 = A\p € Agp1 =

ag+1 + (1 — a)(bry1 — ags1). Avalie 0 (A\g41) e va para o passo 4.

4. Substitua k por k + 1 e volte ao passo 1.

5.2.3 Procura Multidimensional

Considere o problema de minimizacao de uma funcao f de varias variaveis.
Existem métodos que usam apenas avaliagoes funcionais ao longo da otimizagao.
Outros métodos usam derivadas na determinacao das dire¢oes de busca, como é o
caso do método da descida e gradientes conjugados. Neste trabalho, foi utilidado o

método da descida, descrito a seguir.

5.2.3.1 Método da Descida

E um método simples para minimizar uma funcao diferenciavel de vérias
variaveis. O vetor d é chamado uma direcao descendente de f em x se, existe um

d >0, tal que f(x+ Ad) < f(z) para todo A € (0,9). Em particular, se

o £ ) — f(x)

m \ <0,

entao d é uma direcao descendente. Esse método de passo descendente procura uma

solugao ao longo da dire¢do d com ||d|| = 1, a qual minimiza o limite acima. Em [6],

Vi)
IV

é mostrado que se f é diferencidvel em x com um gradiente nao nulo, entao —
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é, de fato, a direcao de descida mais rapida. Assim, por estas razoes, este método é

também conhecido como o método do gradiente.
Algoritmo:

Dado um ponto x, o método da descida estabelece uma linha de procura

ao longo da direcao —%, ou, equivalentemente, ao longo da direcao —V f(x).

Passo de Inicializagao: Seja € > 0 o critério de parada. Escolha um

ponto inicial x; e faga k = 1.

Passo Principal: Se |V f(x)]| < €, pare.

e faca dix = —V f(x);

e sendo A\, uma solugdo étima do problema de minimizar f(xx + Ady),

sujeito a A > 0, faca Xy 11 = Xi + A\pdy;
e substitua k por k + 1;

e repita o passo principal.

Observagao 1: A convergéncia deste método é assegurada em [6]; além

disso, o método da descida converge ao ponto com gradiente zero.

Observacgao 2: Para o calculo de A, foi utilizado o método da razao
aurea, descrito anteriormente. Para o calculo de gradientes, a estratégia adotada
foi a de substituir a computacao tradicional de derivadas, via diferencas finitas,
por um célculo que leva em consideracao as derivadas (conhecidas) de fungoes de

aproximacao do tipo B-Spline [21].
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aproximacao para a derivada

/ B-Spline
\x/
SR

™~ pontos de referéncia

- T

Zo

Figura 5.1 Interpolacao B-Spline

Essa idéia, que pode ser exemplificada na figura 5.1, foi implementada

em duas dimensoes.

Exemplo: Na configuracao com quatro atuadores, o funcional J de-

pende das varidveis (9517 Y1, T2, Y2, X3, Y3, T4, ?J4)a istoé, J = J(l’h Y1,T2,Y2, T3, Y3, T4, ?J4)-
Para o calculo de 66—‘]:
Y1
Posicao dos atuadores 2,3,4: fixos.

Posicao do atuador 1: mével. J é dado em funcao de duas varidveis x;

€ Y.

A Figura 5.2 mostra uma representacao para B-spline em duas di-

mensoes.
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J
b B-Spline em 2D
<
< X><
X ) X
X e aproximacao g—i
gy = )
x X

Figura 5.2 Interpolacao B-Spline em duas dimensoes

Todos os programas desta secao foram desenvolvidos em MATLAB®.
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6 RESULTADOS

Os resultados foram obtidos através dos softwares MAPLE® V7 e MATLAB®
6.0, para placa com condigoes de contorno engastadas e simulando um duto de ar

condicionado.

6.1 Poténcia Sonora Radiada

Nesta secao, é apresentada a poténcia sonora radiada numa placa en-
gastada, utilizando quatro atuadores. Comparando os resultados obtidos experi-

mentalmente [54], observa-se uma reducao em relagao a dois atuadores.

As dimensoes e as constantes materiais da placa sao apresentados na

Tabela 6.1

Tabela 6.1 Constantes do problema

Lados da placa a=b=04m
Espessura da placa h = 0.002 m
Densidade da placa ps = 7099 kg/m?

Mddulo de Young E =190 x 10° N/m?
Coeficiente de Poisson v=20.3

Densidade do ar pa = 1.21 kg/m?
Velocidade do som Co=344 m/s
Raio de incidéncia 1 m

Lado atuador [=0.025 m
Posicao (—0.1125;0.875), (—0.875; —=0.1115) m
Rigidez da mola k. = 1000N.m

Experimentalmente [54], para medir a resposta da placa, um dos piezo-
ceramicos foi usado como atuador para excitar a placa e um acelerometro (B&K

4393), pesando 2.2 g foi usado como sensor (Figura 6.1).
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Anglise do

Amplficador Espectro

de catga

Osciloscdpio

1egddramico Excitador

Acelerdrfe
Piezocerd E Amplificador Gerador
Control de poténcia De Sinal
I I N

Figura 6.1 Placa com o sistema de medida

A placa descrita na Figura 6.1 foi localizada na abertura de uma camara
acustica, como mostra a Figura 6.2. Um microfone foi localizado no tubo 0.2 m da
placa e outro na camara [54]. Perturbagdes harmonicas, geradas por um auto-falante,
instalado no outro lado do tubo, foram aplicadas na placa como uma onda incidente
normal. O microfone no tubo foi usado para medir a pressao sonora incidente. O

microfone na camara foi usado para medir a pressao sonora transmitida.

Tubo retangular Microfone
[
O Microfone o o
C Cémara
Auto-Falante

Figura 6.2 Modelo da camara actstica
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A maior reducao obtida foi de 24 Hz. A quantidade usada para medir

a pressao sonora € o nivel de pressao sonora, definido por

L, = 20logyy 22 6.1)
Dref

onde prer ¢ 20uPa, que é a pressao de referéncia usada para a propagacao do som

no ar e p,.,s € dada pela raiz quadrada da pressao.

Utilizando a férmula (3.19), a Tabela 6.2 mostra a poténcia sonora

radiada, antes do controle, e comparada com os dados experimentais de [54].

Tabela 6.2 Poténcia sonora calculada e medida experimentalmente com e sem o
controle com dois piezelétricos

Sem controle Com controle
Modo Calculada  Medida Calculada Medida
2 90.4 88.6 77.3 65.1
3 91.5 85.8 75.8 67.2
4 107.5 100.7 83.5 86.5
5 104.9 98.3 86.4 88.2

Utilizando a férmula (3.28), a Tabela 6.3 mostra a poténcia sonora

radiada, utilizando quatro piezelétricos, observando-se uma redugao maior.

Tabela 6.3 Poténcia sonora calculada com o controle e com quatro piezelétricos

Modo Poténcia [dB|

2 43.15
3 56.24
4 62.47
) 69.21

6.2 Bases de Aproximacgao

Neste secao, foram calculadas, com auxilio do software matematico

Maple, as bases de aproximacao para as condi¢oes de contorno engastadas e do
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tipo nao-classica, ou seja, mola rotacional e apoiada em cada extremo, simulando
um ar condicionado. As raizes das equagoes caracteristicas e os modos de vibracao

sao tabelados e visualizados graficamente.
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Base engastada-engastada

Figura 6.3 Base Modal de Aproximagao para placa engastada S[m,n] com m = 1

en=12..6
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As raizes da equagao caracteristica, em z e y, equagao (2.32), foram
calculadas com o auxilio do software mateméatico Maple©, apresentadas na Tabela

6.4.

Tabela 6.4 Raizes da equacao caracteristica e freqiiéncias para condicoes de con-
torno engastadas

Autovalores em x e y Freqiiéncias [Hz|

3 11.83 66.47
3 19.63 183.24
3 927.49 359.22
34 35.34 503.8

3 13.2 887.04
B 51.05 1238.92

Na figura 6.4, sdo apresentados os modos de vibragao X (z) e Y(y),

equagao (4.19), para os cinco primeiros modos.

Figura 6.4 Os cinco primeiros modos de vibragao para condi¢oes de contorno en-

gastadas em x e y
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Base ar condicionado
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Figura 6.5 Base Modal de Aproximagao para a simulacao de dutos de ar condi-

cionado S[m,n] comm=1en=1,2,....6
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As raizes da equagao caracteristica, em z e y, equagao (4.22), foram
calculadas com o auxilio do software matematico Maple, apresentadas na Tabela

6.5.

Tabela 6.5 Raizes da equacao caracteristica e freqiiéncias para simulacao do ar
condicionado

Autovalores em x e y  Freqiiéncias [Hz]

3 9.32 41.29
5, 16.65 131.85
Bs 24.26 279.72
B4 31.96 485.67
B 39.72 750.02
B 47.51 1072.87

Na figura 6.6, sao apresentados os modos de vibragao X (z) e Y(y),

dados pela equacao (4.19), para os cinco primeiros modos.

Figura 6.6 Os cinco primeiros modos de vibragao para a simulagao de dutos de ar

condicionado em x e y
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6.3 Posicionamento Otimo dos Atuadores

Nesta secao, sao apresentadas as localizacoes otimas para diferente
nimero de atuadores, utilizando dois métodos distintos: um método de inspecao

e o método da descida.

Na tabela 6.6, é apresentada a posicao 6tima de cada atuador, por um
método de inspecao-comparacao. Neste caso, o valor minimo encontrado para o

custo quadratico foi de 8.232.

Tabela 6.6 Procura da posicao 6tima para quatro atuadores

T hn T3 Y2 T3 Ys Ty Ya
-2 -2 2 -2 -2 .2 .2 .2
-0.1160 -0.1160 0.1160 -0.1160 -0.1160 0.1160 0.1160 0.1160
-0.1120 -0.1120 0.1120 -0.1120 -0.1120 0.1120 0.1120 0.1120
-0.1110 -0.1110 0.1110 -0.1110 -0.1110 0.1110 0.1110 0.1110
-0.1102 -0.1102 0.1102 -0.1102 -0.1110 0.1110 0.1102 0.1102
-0.1082 -0.1082 0.1122 -0.1122 -0.1122 0.1122 0.1082 0.1082
-0.1082 -0.1082 0.1122 -0.1122 -0.1122 0.1122 0.1082 0.1082
-0.1086 -0.1086 0.1118 -0.1118 -0.1118 0.1118 0.1086 0.1086
-0.1087 -0.1087 0.1117 -0.1117 -0.1117 0.1117 0.1087 0.1087

00 1O UL W~ O3

Na figura 6.7, é apresentado o funcional de custo quadratico para qua-
tro atuadores distribuidos na placa, considerando trés modos de vibracao. A con-

vergéncia do método de inspecao (Tabela 6.6) é apresentada.
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-0.05 @

-0.15F =

-0 1
-0.2 -0.15 -0.1 -0.05 0 0.05 0.1 0.15 02

Figura 6.7 Funcional de custo quadrético com 4 atuadores

Ulilizando o método da descida descrito no capitulo anterior, realizamos
um estudo comparativo em relacao ao numero de atuadores e sua distribuicao na

placa. A Figura 6.8 mostra as configuracoes 6timas obtidas.
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Figura 6.8 Configuragoes das localizacoes 6timas dos atuadores dispostos na placa

Nestes casos, a localizacao de cada atuador, nas configuragoes da Figura
6.8, bem como os funcionais encontrados, sao apresentados na Tabela 6.7. Observa-
se uma pequena vantagem na utilizacao de trés atuadores em relagao a quatro atu-

adores, sendo que o menor .Jy encontrado estd na configuracao para cinco atuadores.

Cabe salientar que a localizacao 6tima obtida para quatro atuadores,
usando o método da inspe¢ao-comparacao, ¢ a mesma encontrada pelo método da

descida.
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Tabela 6.7 Posicao étima dos atuadores na placa

Atuador Posicao Otima Jo
2 (-0.1098,-0.1098) e (0.1098,0.1098) 10.18
3 (-0.1104,-0.1104),(0.1104,0.1104) e (0,0) 7.89
4 (-0.1087,-0.1087),(-0.1117,0.1117), 8.23

(0.1117,-0.1117) e (0.1087,0.1087)
5 (-0.1102,-0.1097),(-0.1122,0.12),(0.1191,-0.1145),  7.08
(0.1102,0.1097) e (0.0197,0.0209)

6.4 Convergéncia do Método da Descida
Nesta secao, é visualizada a convergéncia do método da descida usando
os graficos da funcao custo em relagao a posicao e nimero dos atuadores.

Na Figura 6.9, é visualizada a convergéncia do método da descida para

dois atuadores, considerando trés modos de vibragao.

Figura 6.9 Convergéncia do método da descida para dois atuadores

Na Figura 6.10, é visualizada a convergéncia do método da descida para

trés atuadores, considerando trés modos de vibracao.
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0.05F

-0.05

0151 |\

Figura 6.10 Convergeéncia do método da descida para trés atuadores

Na Figura 6.11, é visualizada a convergéncia do método da descida para

quatro atuadores, considerando trés modos de vibracao.

-0. L
-02 -0.15 -01 -0.05 0 0.05 0.1 0.15 02

Figura 6.11 Convergéncia do método da descida para quatro atuadores

Na Figura 6.12, é visualizada a convergéncia do método da descida para

cinco atuadores, considerando trés modos de vibracao.
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Figura 6.12 Convergeéncia do método da descida para cinco atuadores

6.5 Simulacao do Deslocamento Obtido com Configuragao Otima

Usando o MatLab/Simulink para o sistema:
W) (t) = M~ KW,(t) + Bu(t) + F,(t)], (6.2)

comu(t)Z[Gl Gz} W )

p

tem-se

W) (t) = M7 [(BiGy — K)W,(t) + BIGIW,(t) + F,(t)). (6.3)

Utilizando quatro atuadores localizados na posigao étima encontrada na
Tabela 6.7, com trés modos de vibragao e forca externa F), = cos(i)7 apresentamos
os graficos para os modos de vibracao antes e depois do controle, Figura 6.13, e para

o deslocamento da placa antes e depois do controle, Figura 6.14.
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Figura 6.14 Deslocamento da placa sem e com controle com ¢ = 0.1 segundo

Resultados com diferente niimero de atuadores foram semelhantes.
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7 CONCLUSOES

Neste trabalho, foi abordada a solucao da equacao de Kirchhoff para
uma placa fina, eldstica, linear, retangular, com condigoes de contorno classicas,
engastadas, e nao-classicas, com mola rotacional e apoiada em cada extremo, am-
pliando o uso de uma base nao-cldssica, chamada base dindmica [12]-[18], através

de uma andlise modal e da matriz de transferéncia.

A determinacao dos modos relativos ao modelo de Kirchhoff para pla-
cas, diante de condicoes de contorno engastadas e com uma extensao da metodolo-
gia matricial para uma combinacao de condigoes de contorno nao-classicas, ou seja,
mola rotacional e apoiada em cada extremo foi realizada, simulando um duto de ar

condicionado.

Os modos foram obtidos de uma maneira matricial unificada, per-
mitindo o uso da base dinamica. A resolucao do sistema algébrico linear singular,

para a determinacao dos modos, foi realizada através da decomposicao LU e com o

uso do software MAPLE® V7.

O uso de qualquer uma das bases, classica ou dinamica, ¢ indiferente,
em termos de exatidao, na determinacao das freqiiéncias. Porém, nem todas as raizes
da equacao caracteristica, obtida com a base classica, correspondem a freqiiéncias do
sistema. Isto nao ocorre com a base dinamica. Ambas fornecem os mesmos modos

de vibracao, embora com formas analiticas distintas.

A poténcia sonora radiada foi calculada antes e depois do controle e
comparada com dados experimentais para placa engastada por Sung e Jan [54],
para dois e quatro piezoceramicos, observando uma redugao da poténcia sonora

radiada maior para quatro atuadores.

Foi implementado, usando o software MATLAB® 6.0, um procedimento

para a otimizacao do posicionamento de diferentes nimeros de atuadores em uma
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placa quadrada, fina, elastica e linear com condicoes de contorno do tipo nao-cléssica,
com mola rotacional e apoiada em cada extremo. O calculo do funcional custo
quadratico foi feito para diferentes nimeros de atuadores, observando um valor

menor para a configuragao com trés atuadores do que para quatro atuadores.

O calculo do deslocamento para placa com condig¢oes de contorno nao-
classicas, aplicando o controle e usando a base dinamica, mostrou-se eficaz na

reducao.

Para trabalhos futuros, investigacoes em relagao ao ntimero 6timo de
atuadores devem ser feitas. Também o tamanho e a forma do atuador podem ser
considerados. Além disso, outras geometrias podem ser estudadas, usando a base

dinamica descrita aqui.
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Apéndice A OPERADOR AUTO ADJUNTO

A.1 Operador diferencial linear auto-adjunto

Considere o produto interno

sobre o corpo de escalares complexos

93

O operador adjunto £* de um operador diferencial linear dado L é

definido através da relacao

(Lu,u) = (v, L u) (A.2)
Para o operador L(v) = % — (%, tem-se
cleputr = [ (G tou ) as
= [%u} iz — _Z %%dw — y Broudz
= {%u — %%}1 + /_%g %%c& - . Broudx
= [%u—%%—l—?—i%} 1 Z%%dw— _% Bloudz

= {%u — %% + %% — %} fg + Z v%dw — . Broudz
S [Ze, oo e %ﬁ;/_iv(g_ﬂm)m (A3)
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O operador diferencial linear £ ¢é dito auto-adjunto se £ = L*. Portanto

L é auto-adjunto, se e somente se,

~0. (A4)

a
2

8x3u 0x?20x  Ox 0x2 v@:p‘g

ou seja,

Um resultado classico nos diz que, neste caso, suas autofuncoes sao

a a

ortogonais em [—5, 5], com relagao ao produto interno definido em (A.2).

A.2 Condigoes de Contorno: Placa Engastada

As autofungdes X () e Y(y) em x e y, dadas pelas equagoes (2.30) e

(2.31), satisfazem as condigdes de contorno em z = —2 e z =
X (-%) — o(a)h(0) + K'(0) =0,
X/ (—%) = o(a)h'(0) + "(0) = 0
e X (g) = o(a)h(a) + I(a) = —’Z((Z)) h(a) + K/ (a) = 0,
X'(5) = ol (@) + H'(a) = —Ha) h+( ;‘)(“)h"(“). (A5)

Tem-se X’ (%) = (0 como consequéncia da equagao caracteristica (2.33).

Analogamente, as condi¢oes de contorno sao satisfeitas em .
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A.3 Condigoes de Contorno: Ar Condicionado

A autofungdo em z, equagao (4.13), satisfaz as condigdes de contorno,

emxr = —

e

a

2

B )

o X ( .

) + DXI//(

ke [2"(0) + 031" (0) + 011! (0) 4+ 00 (0)] 4+ D[B*R" (0) + 02,81 (0) + 01 822 (0) + 5oh" (0)]

K
:km+DUO:km+D_5207

_N _pxr—® =
Ky X ( 2) DX"( 2) 0
k,[B*h(0) + a2k (0) 4 o1k (0) 4+ oo/ (0)] — D[B*R'(0) + 02 8*h(0) + a1 A (0) +aoh” (0)]
Ky
= k,09 — Doy = k,09 — DBO—Q =0

e, em r =

N

k:mX(g) - DX”’(%) ~ 0
Em[h" (a)+02h" (a)+01h' (a)+0ooh(a)]—D[B3*h' (a)+028*R (a)+01 3 h(a)+ooh" (a)] = 0,

¢ obtido substituindo os valores de o3, 01 € ¢ €, como 1ltima condi¢ao de contorno,

tem-se

kTX’(g) +DX”(%) =0

k. [B*h(a)+ooh" (a)+o,h (a)+ooh/ (a)]+D]B* R (a)+093*h(a)+o1h" (a)+ooh” (a)] = 0.
(A.6)

Da equacao (A.6) tem-se a equagao caracteristica (4.11), em termos
da base dinamica. A autofungao em y, equacao (4.19), satisfaz as condigoes de

contorno, em y = —3,
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ko [1"(0) + 71h"(0) + 70k (0)] = DIB*H(0) + 71" (0) + 70h"(0)

ky
=k — Dy =k —DF =0

NS

e, emy—= g,

v

) = W'(b) + 0] (8) + 0h(b) =0,

é obtido substituindo os valores de v; e vy e, como tltima condi¢cao de contorno,
tem-se

/b //b _
kTY(§)+DY (2) =0

ko [0 (D) + k" () + ol (0)] + D[BR(D) + k" (b) + k" (B) =0. (A7)

Da equagao (A.7) tem-se a equagao caracteristica (4.17), em termos da

base dinamica.



