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RESUMO

Neste trabalho analisamos os efeitos causados pela migracao depen-
dente da densidade em metapopulagoes, modelada como um sistema de n sitios
discretos no tempo e no espaco. A andlise é feita em diferentes funcoes que des-
crevem a dinamica local do sistema e para configuracoes da rede na forma unidi-
mensional (anéis ciclicos) e na forma bidimensional (superficie toroidal). Para os
anéis ciclicos, obtemos os padroes espaciais causados pela migracao dependente da
densidade. Além disso, observamos que padroes mais irregulares e complexos apare-
cem de forma mais intensa em uma das funcoes analisadas na descri¢cao do processo
de dinamica local. Através de varias evidéncias numéricas determinamos, para a
dinamica local descrita pela funcao exponencial logistica, a regiao onde a migracao
dependente da densidade induz padroes cadticos no sistema. Esta regiao é crescente
conforme ocorre o crescimento na fracao migratéria maxima. Para redes bidimen-
sionais na forma vizinhanca de Moore apresentamos as instabilidades causadas pela
migracao dependente da densidade nas mesmas funcgoes utilizadas para descrever
o processo de dinamica local do caso anterior. Através do calculo do espectro de
Lyapunov confirmamos os padroes cadticos encontrados, classificando-os como caos

espaco temporal completamente desenvolvido e supressao de caos.
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ABSTRACT

In this work we analyze the density dependent migration effects in
metapopulations modeled as a discrete space-time system (n discrete patches). The
analysis is done with respect to different functions that describe the local dynamic
of the system, to lattice configurations in the unidimensional form (ciclical rings)
and in the two-dimensional form (toroidal surface). For the ciclical ring, we ob-
tain, the space pattern caused by the density dependent migration. Therefore, we
observe that the irregular complex patterns appears intensively in one of functions
analized in the description of the local dynamics process. By numerical evidences
we determine, for the local dynamic descripted for the logistic exponential func-
tion, the region where the density dependent migration induces chaotic patterns
in the system. This region increases as the maximal migratory fractions grows.
For the two-dimensional lattice in the form of Moore neighborhoods we show the
instabilities caused by density dependent migration in the same functions used for
describe the local dynamic process as the previous case. Through the calculation of
the Lyapunov spectrum we confirm the chaotic patterns, and classify them as fully

developed spatiotemporal chaos and suppression of chaos.



1 INTRODUCAO

O interesse em estudos de modelos de metapopulacoes espacialmente
explicitos tem apresentado um crescimento notavel nos tltimos anos. Em [10], [11]
e [45] podemos ver uma boa amostra do estudo de dindmicas de metapopulacoes.
Nestes modelos a populacao, que neste caso é dita metapopulacao, é um conjunto dis-
creto de subpopulagoes (populagoes locais) que estao distribuidas em fragmentos de
habitat. Estes fragmentos sao supostos adequados para a reproducao e sobrevivéncia
da espécie, e freqiientemente denominam-se sitios ou “patches”. Os fragmentos de
habitat estao cercados por um meio hostil e inadequado para a sobrevivéncia e

persisténcia da espécie.

A comunicacao entre estes sitios (“patches”) é feita através de movi-
mentos migratorios. No contexto deste trabalho, as palavras migracao e dispersao
ambas serao usadas para descrever o movimento dos individuos de um patch a outro,

e portanto nao ha diferenca entre elas.

O objetivo principal deste trabalho é investigar os efeitos causados pela
migracao dependente da densidade num sistema com n populagoes discretas no
tempo, e distribuidas em n sitios. O estudo foi realizado considerando-se que o
modelo de um tnico sitio (desacoplado) é estavel. E portanto, toda a instabilidade

decorre da migracao dependente da densidade.

Consideraremos uma populacao de uma unica espécie distribuida em
n sitios formando a metapopulacao. A populacao a cada geracao passa por dois
processos distintos: o processo de dinamica local (reproducao e sobrevivéncia) e o

processo de migragao (dispersao). Algumas consideragoes que devem ser observadas:

(i) As geragoes nao se entrelagam (sobrepoem), isto é, os pais nao vivem o
suficiente para conhecer seus proprios filhos. Exemplos naturais que se

enquadram nessa formula¢do podem ver vistos em [11];
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(ii) A populagao é composta de individuos machos e individuos fémeas para

que o processo de reprodugao possa ocorrer;

(iii) Deve ser estabelecida uma ordem entre os eventos ' de dinamica local

(reprodugao e sobrevivéncia) e de migragao (dispersao);

(iv) Deve ser estabelecida uma topologia para a rede, isto é, dado um sitio,

quais sao os seus vizinhos e para onde os individuos deste sitio migrarao;

(v) O processo de migragao é de curta duragao, e portanto, é razodvel su-
pormos que é 100% bem sucedido (nao hé mortes de individuos devido

a0 processo), que estd de acordo com o raio da vizinhanga que utilizare-

mos (N =1).

Vamos supor, inicialmente, que nao hd migracao entre os sitios, neste

caso a populacao cresce de forma independente de acordo com a dinamica temporal
koo k _
ri = flzf), k=1,2,...n,

onde f é uma funcao suave que incorpora os processos de reproducao e sobrevivéncia,

e 7¥ é a densidade populacional no sitio k£ no tempo .

Estabelecemos conexoes entre os sitios, ou seja, em cada geracao apos
o processo de dinamica local ocorre o processo de migracao entre os sitios. A cada
geracao, para um dado sitio k, uma fragao p; migra do sitio k para o sitio j. Esta
fracao de migracao pode depender da densidade local ou da densidade do sitio de
destino. Neste caso, estamos considerando apenas a dependéncia da densidade local.
Consideraremos a topologia da rede, isto é, as respectivas vizinhancas de um dado
sitio. Utilizamos vizinhancas cldssicas da literatura, ou seja, os anéis ciclicos para
as redes unidimensionais, e as vizinhancas de Moore para as redes bidimensionais,

as quais serao definidas no préximo capitulo.

'Resultados improvéveis do ponto de vista biolégico podem ocorrer se houver falha na separacio
destes processos, de acordo com [17].
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Vérios trabalhos destacam a importancia da migracao em dinamica de
metapopulagoes. Entre eles podemos citar, Rohani et al. [35] que demonstraram que
0 movimento migratério com taxa constante nao tem nenhuma influéncia na estabi-
lidade do equilibrio homogéneo, quando consideramos uma metapopulacao de uma
unica espécie com geracoes que nao se entrelacam e interacao simétrica entre os frag-
mentos. Ruxton [37] mostrou que o movimento migratério dependente da densidade
populacional local poderia gerar instabilidades no equilibrio do sistema. Rohani e
Ruxton [36] investigaram o efeito da migragao sobre o equilibrio estavel de popu-
lacoes locais num modelo de metapopulacao hospedeiro-parasitoide e mostraram que
assimetrias extremas nas fragoes de migracao entre as duas espécies podem desestabi-
lizar o equilibrio estavel da metapopulacao. Reeve [34] também analisou um modelo
hospedeiro-parasitoide com geracoes discretas e concluiu que a migracao nao afeta
a estabilidade exceto quando as taxas de migracao das duas espécies sao extrema-
mente diferentes. Hassel [13], Hanski e Zhang [12] mostraram, para populagoes locais
que possuem significante probabilidade de extincao, que taxas suficientemente altas
de migragdo podem resultar na persisténcia da metapopulagao. Jang e Mitra [19]
consideraram um modelo de espécies simples, permitindo assimetrias nas ligacoes
entre os sitios e mostraram que, sob certas condi¢oes, a migracao dependente da
densidade pode exercer um papel desestabilizador da populagao. Silva et al. [43]
determinaram, para um sistema de n sitios, a regiao onde a migracao dependente

da densidade causa instabilidade no sistema de uma tunica espécie.

A dispersao também é destacada pelo seu efeito estabilizador, no sentido
que a migracao pode simplificar a dinamica de uma 6rbita cadtica transformando-a
em uma 6rbita periddica simples. Isto pode ser visto em Doebeli [6], Hastings [18],
Lloyd [25] e Silva et al. [42]. Padroes espaciais complexos foram observados por
Hassell et al. ([4], [14]), Ruxton e Doebeli [40], Kaneko ([21], [22]) e Solé et al. [44].
Em Hassell et al. [4] e [14], pode-se ver a configuragao da populagao exibindo padroes
como ondas espirais, caos espacial e “crystal lattice” (padrao cristalino) dependendo
da magnitude das fragoes de migracao de hospedeiros e parasitéides. Além de gerar

padroes espaciais, o0 movimento migratério pode exercer um papel essencial na coe-
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xisténcia de espécies que competem entre si em um sistema (ver Hassell et al. [15]),
como também permitir a persisténcia da espécie ver Hanski e Zhang [12], tanto para
modelos acoplados em sistemas hospedeiro-parasitéide [4], como para modelos de
uma tnica espécie (ver Allen et al. [1]). Comins e Hassell [3] apresentaram um
modelo de trés espécies interagindo num sistema hospedeiro-parasitéide nos casos:
(i) duas espécies de parasitéides atacada por uma espécie comum de hospedeiros;
(ii) duas espécies de hospedeiros atacando uma espécie simples de parasitéide; e (iii)
interacao hospedeiro-parasitoide-hiperparasitéide; e observaram que a coexisténcia
da multiespécie da populacao total pode ocorrer quando a dinamica populacional

local esta instavel.

Johst et al. [20] mostraram que a persisténcia na dinamica da metapo-
pulacao é mais provavel para espécies com dispersao de curto alcance. No entanto,
a dispersao de longo alcance perde sua vantagem para persisténcia a longo prazo.
Pascual [33] investigou o comportamento de um modelo presa-predador, continuo no
tempo e no espaco, em um ambiente heterogéneo e encontrou padroes caos temporal

e quase-periodicidade para ambas as espécies dispersando.

Os estudos dos efeitos da migragao (dispersao) em ecologia derivaram-
se dos trabalhos de Turing (ver Turing [46] e Okubo [32]). Em 1952, Turing propos
a teoria reacao-difusao da morfogénese com base em leis bem conhecidas de fisico-
quimica. Ele demonstrou teoricamente que, em um tecido embrionario com dis-
tribuicao homogénea inicial de substancias reagindo de forma difusiva, uma dis-
tribuicao padrao, regular estavel de substancias nao pode ocorrer. Isto ficou conhe-

cido como Instabilidade de Turing 2.

Neste trabalho abordamos a influéncia da migracao dependente da den-
sidade em modelos de metapopulacgoes espacialmente explicitos, que, por sua vez, é

uma extensao dos estudos desenvolvidos por Silva et al. [43]. Cabe salientar aqui

2Um sistema reacéo difusio exibe instabilidade causada pela difusdo (instabilidade de Turing)
se o estado estacionario homogéneo é estavel para pequenas perturbacoes na auséncia de difusio,
mas instavel para perturbagoes espaciais pequenas quando a difuséo estd presente (ver [31]).
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que, na literatura pesquisada, encontramos estudos que utilizam migracao depen-
dente da densidade somente em [37], [43] e [19]. Nos demais casos a migragao é

considerada constante.

Consideramos o caso onde o processo de dinamica local precede o pro-
cesso de migracao, com a dinamica local descrita pelo mapa exponencial logistico
e pelo mapa de Beverton-Holt. No capitulo 2 apresentamos algumas condicoes es-
tabelecidas em [43] para que a migracao dependente da densidade desestabilize o
sistema. Através de inimeras simulagoes numéricas observamos alguns padroes es-
paciais causados pela migracao dependente da densidade. Para o caso com dinamica
local dada pelo mapa exponencial logistico e configuracao da rede dada por redes
unidimensionais em forma de anel ciclico, observamos padroes espaciais periddicos
(com simetria) e padroes espaciais mais complexos. Alguns destes padroes também
foram observados em [21], [43] e [37]. No entanto, [21] utilizou migracao constante
e o parametro que descreve a taxa de crescimento intrinseca do modelo isolado na
regiao de caoticidade. Em [43] e [37] pode-se ver que os parametros utilizados estao

na regiao onde o modelo isolado é estavel.

Para o mesmo caso de configuracao da rede, mas com dinamica local
dada pelo mapa de Beverton-Holt observamos apenas padroes periddicos. Ou seja,
padroes mais complexos nao foram encontrados em todas as simulagoes que reali-

Zamos.

Quando a configuracao da rede é da forma bidimensional com vizi-
nhanca de Moore, também observamos padroes espaciais. Para o mapa exponencial
logistico obtemos padroes da forma “crystal lattice” (padrao cristalino). Na litera-
tura estes padroes também aparecem para um sistema com duas espécies interagindo
e taxa de migracao entre as espécies extremamente diferentes (ver [4] e [14]). Ou-
tros padroes encontrados apresentam periodicidade, e outros nao possuem nenhuma

forma de regularidade, apresentando fortes evidéncias de serem caoticos.
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Para o caso da funcao de Beverton-Holt encontramos basicamente dois
tipos de padroes espaciais, e os demais todos similares a estes. Alguns padroes
parecidos com estes também foram observados por [4], [14], [21] e [23]. Entretanto,
[21] e [23] utilizaram a funcdo que descreve o comportamento do sistema como a
fun¢ao logistica dada por f(x) = 1 — ax?, e o valor do parametro a na regiao onde

o modelo isolado apresenta comportamentos irregulares.

No capitulo 3 apresentamos os nimeros de Lyapunov e seus corres-
pondentes expoentes de Lyapunov como quantificadores da dependéncia sensitiva
as condicoes iniciais ? do sistema. Mostramos, através de simulacoes numéricas,
padroes espaciais cadticos produzidos pela migracao dependente da densidade para
o mapa exponencial logistico em redes unidimensionais em forma de anel. Estes
padroes foram obtidos na regiao onde a taxa de crescimento intrinseca r da popula-

cao corresponde a um comportamento estavel do sistema no modelo isolado.

No caso de configuragoes da rede bidimensional na forma vizinhanca
de Moore, mostramos, através do cdlculo do nimero de Lyapunov, que alguns dos
padroes apresentados no capitulo 2 realmente sao caoticos, isto é, apresentam sen-

sibilidade as condicoes iniciais.

Neste mesmo capitulo, observamos, para redes unidimensionais em anel
e dinamica local dada pela fungao exponencial logistica, apds intimeras simulacoes
numéricas, que padroes cadticos acontecem de forma mais significativa a partir de
um determinado valor da fungao migratéria méxima (dada por & que serd apre-
sentada no capitulo 2 deste trabalho). Para dar sustentagdo as nossas observagoes
fizemos o cédlculo numérico dos niimeros de Lyapunov e obtemos resultados, isto é,
dependéncia sensitiva as condicoes iniciais do sistema para determinados valores da

fungao migratéria maxima, que confirmam os padroes espaciais cadticos observados.

3Seja f : R* — R™. Um ponto zo possui dependéncia sensitiva ds condicdes iniciais se existe
d > 0 tal que qualquer vizinhanga de zo contém um ponto z tal que d(f*(z), f¥(zo)) > 6 para
algum k£ € N, onde d é a métrica usual em R”.



2 O EFEITO CAUSADO PELA MIGRACAO
EM METAPOPULACOES

O estudo sobre os efeitos da migracao em modelos de dinamica de
metapopulacoes, como vimos no capitulo anterior, tem apresentado nos tultimos
anos um crescimento consideravel. Isto pode ser visto, por exemplo, em [35], [37],
[36], [34], [13], [12] e [43]. Neste capitulo analisaremos os efeitos da migragao depen-
dente da densidade na estabilidade do sistema, que por sua vez, é uma continuacao
dos estudos desenvolvidos por Silva et al. [43]. Na se¢ao 2.1 apresentamos o modelo
que descreve a dinamica da metapopulacao e como ocorre este processo. Em 2.2
mostramos as condicoes que devem ser satisfeitas para que a migracao dependente
da densidade de fato cause instabilidade no sistema. Nas secoes 2.3 e 2.4 apre-
sentamos alguns resultados numéricos, mostrando a instabilidade que a migragao

dependente da densidade causa no sistema.

2.1 O Modelo

Consideramos uma colecao de n sitios numerados por 1,2,...,n. Em
cada um destes sitios existe uma populacao de uma tunica espécie que chamamos de
populacao local ou subpopulacoes. Os sitios sao fragmentos de habitat onde estao

4

distribuidas as populacoes locais, freqiientemente denominados de “patches”. Estes
sitios ou “patches” estao cercados por um ambiente hostil e inadequado para a sobre-
vivéncia e persisténcia da espécie e possuem recursos necessarios para a reproducao

e sobrevivéncia da populacao.

notam r ulacao no sitio ¢ no tempo ¢. useénci
Denotamos por x; a populagao no sitio 7 no tempo t. Na auséncia de

migracao entre os sitios assumimos que a dinamica local é descrita por
v =fla)), t>0, i=1,2,.n, (2.1)

onde f é uma fun¢ao suave definida em [0, 00).
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A funcao f incorpora os processos de reproducao e sobrevivéncia. Varios
exemplos para f foram apresentados em [13], [16] e [28]. Fendémenos como cascata

de bifurcagoes e caos ja foram estudados para escolhas de f (ver [26], [27], [28]).

Todos os sitios possuem recursos necessarios idénticos para a sobre-
vivéncia e persisténcia da espécie, com a dinamica descrita pela mesma f. Esta-
belecemos ligacoes entre as subpopulagoes, ou seja, a possibilidade dos individuos
migrarem de um sitio para o outro. O conjunto dos possiveis sitios para onde os
individuos de um certo sitio k irao migrar sera denominado vizinhanga do sitio k£ a

qual definiremos ainda nessa secao.

A cada geracao os individuos passam por dois processos: processo de
reproducao e sobrevivencia, o qual denominamos de dinamica local e é descrito pela
equagao (2.1) e o processo de dispersao (migragao). A separacao entre estes dois
processos é de fato importante, pois a falha na separacao dos mesmos pode acarretar
em resultados que sao considerados improvaveis do ponto de vista biolégico, de

acordo com [17].

Assumimos que o processo de migracao é de curta duracao e, portanto, é
razoavel supor que o processo é 100% bem sucedido. Definiremos agora a vizinhanca
do sitio k, isto é, para onde emigram os individuos deste sitio e qual a procedéncia

destes individuos.

Neste trabalho, para evitar efeitos de fronteira consideraremos condicoes
de contorno periédicas, ou seja, redes unidimensionais em forma de anéis ciclicos e
redes bidimensionais em forma de superficie toroidal. Varios trabalhos utilizam
condigoes de contorno periddicas (ver [37], [43], [41], [38], [39]). Para as redes uni-

dimensionais a vizinhanga é definida por [41] e [43] como
Viz(k) ={1+[(k+i—1)modn]:i=—N,...,N;i # 0} (2.2)

Ou seja, é permitida a migracao somente entre os 2N sitios mais proximos, como
) )
podemos observar na figura 2.1. O nimero de vizinhos de um sitio £ é dado por

#Viz(k) = 2N onde N é o raio da vizinhanga e #Viz(k) denota a cardinalidade do
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conjunto. O sitio 1 esta ligado ao sitio n formando um anel. Assim, dado o n-ésimo

sitio, seus vizinhos mais préximos serao o (n-1)-ésimo e o 1 sitios.

Para redes bidimensionais, as vizinhancas mais utilizadas sao as de
Moore e de Von Neumann. A vizinhanca de Moore é dada por

Viz(k,l) ={(k+i,0+j): =N < i,j < N;(i,5) # (0,0)}, (2.3)

que pode ser vista na figura 2.1. Neste caso, o niumero de vizinhos de um dado sitio
(k,1) fixo é dado por #Viz(k,l) = 4AN(N + 1). E a do tipo Von Neumann é dada

pelo conjunto
Viz(k,0) = {(k +i,01+) - 0 <[ i |+ |< Ni(i,5) # (0,0}, (2.4)

observe esta vizinhanca na figura 2.1, onde o niimero de vizinhos de um dado sitio

(k,1) é dado por #Viz(k,l) = 2N(N +1).

Redes 1D

{a)
k-N K k+ N

Redes 2D

Moore Waon Meumann

{b) N=1 () N=2 (d) N=1 e) N=2

Figura 2.1: Vizinhancas: (a)Vizinhanca de um sitio £ em uma rede unidimensional;
(b) e (¢)Vizinhangas de Moore em rede bidimensional para N=1 e N=2;

(d) e (e)Vizinhangas de Von Neumann em rede bidimensional para N=1
e N=2.

Em cada geracao, apds o processo de dinamica local, uma fragao u de
individuos deixa um dado sitio e migra para os sitios mais préximos. Esta fracao
migratéria g pode depender da densidade local (sitio em questao) ou da densidade
dos sitios vizinhos (possiveis receptores dos emigrantes). Consideramos, neste tra-
balho, i1 dependente apenas da densidade local dada por uma funcao crescente e de

classe C'!' definida em [0, 00) tal que 0 < pu(z) < 1,Vz >0 e u(0) = 0.
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Definiremos agora os operadores de dispersao e dinamica local.

Dinamica Local

F:R"— R,
(2.5)
(', 2%, .. 2") = (f(zh), f(z?), ..., f(z")).
Dispersao
M :R*" —» R,
(2.6)
(l.l,xZ, 7:Cn) — (Ml(xla ,xn), 7Mn(x17 7:Cn))7
onde
My(zh, ..., 2") = (1 — p(z®))aF + chku(xj)xj, k=1,2,..,n. (2.7)
j=1

Na equagao acima y é a fungao de migracio definida anteriormente, u(z") é a fracio
de individuos que deixou o sitio %, isto é, que migrou para sitios vizinhos, c;i é,
daqueles individuos que saem do sitio j, a propor¢ao que migra para o sitio k.
Segue que 0 < ¢j, < 1 para todo j, & = 1,2,...,n, e ¢;; = 0. Claramente,
ao considerarmos todos os individuos que migram a partir do sitio j, teremos que

> hi ¢k = 1 para todo j = 1,2, ...,n.

Portanto, o operador de migragao é composto de duas partes: a densi-
dade de individuos que permanece no sitio k, e a soma das densidades das diversas

vizinhancas do sitio k.

Consideramos neste trabalho o modelo onde a dinamica local precede
a migragao. Seja G : R* — R* dada por G = Mo F e X; = (z},....,2%)" o vetor

populacional. Entao, a dinamica da metapopulacao é

X1 = G(X,) = (2.8)
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Assim a dinamica da metapopulacao é dada pela composicao de dois processos

distintos: dindmica local (reproducao e sobrevivéncia) e migragao.

Vamos supor que f possua um unico ponto de equilibrio positivo dado
por z* = f(z*) > 0. O equilibrio homogéneo positivo do sistema é dado por
X* = (z%, 2%, ...,2%)T, 2* > 0. Em Silva et al. [43] encontramos condigoes para
que o sistema (2.8) possua um unico equilibrio homogéneo nao trivial, dado por

X* = (2%, 2%, ...,z")", que veremos a seguir.

Teorema 2.1. O sistema (2.8) possui um unico equilibrio homogéneo ndo trivial,

dado por X* = (x*, 2%, ...,x")T, onde * = f(x*) > 0 se, e somente se,

n

 ow=1i=12.n (2.9)

k=1

Demonstragao. Considere o sistema (2.8).

(i) Ezisténcia de X*. Suponha que X* = (z*,2*,...,2*)T é equilibrio ho-

mogeéneo de (2.8). Entao

z* = f(z") + ¢(z¥) <Z Cri — 1) yi=1,2,..,n, (2.10)

k=1
onde ¢(z*) = p(f(z*))f(x*) e ¢(x) = xu(x) representa a quantidade

de individuos que deixam o sitio quando a populacao é .

Como z* > 0 e f(z*) = z*, entdo a equacao (2.10) equivale a

o(z*) (ick - 1) =0,i=1,2,...,n. (2.11)

k=1
Mas, por hipétese u(z*) > 0 = ¢(z*) > 0. Portanto,

n

o=1i=12..n

k=1
é condigao necesséria para que para que X* = (2*, 2%, ..,2%)T seja
equilibrio homogéneo do sistema (2.8). Da equacao (2.10) segue que
(2.9) é suficiente, e portanto temos que X* = (2*, z*, ..., 2*)T é equilibrio

homogéneo do sistema (2.8) se, e somente se a condigao (2.9) é satisfeita.
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(ii) Unicidade. Seja P = (p,p,...,p)", p > 0 um possivel ponto de equilibrio
homogéneo positivo do sistema (2.8). Suponhamos que a condigao (2.9)
é satisfeita. Para que P seja ponto de equilibrio do sistema (2.8) é

necessario que

p=f(p)+ op) (Z Chi — 1) i=1,2,...n. (2.12)

k=1
Como > ¢ = 1,Vi = 1,2,...,n, por hipétese, entdo é necessirio
que f(p) = p. Mas x* é o unico ponto de equilibrio de f, entao segue
que p = z*, e portanto P = X* = (2*,2*,...,2*)T. Por outro lado,
T

se assumimos que X* = (z*,z*, ...,2*)" é o tnico ponto de equilibrio

homogéneo positivo do sistema (2.8), segue por (i) que (2.9) é satisfeita,
T

caso contrario X* = (z*,z*, ..., 2*)" nao seria ponto de equilibrio.

O

Biologicamente, dado um sitio ¢ fixo e considerando todos os individuos
que chegam a ele, a partir dos seus diversos k sitios vizinhos, um tunico equilibrio
homogéneo nao trivial do sistema existe, se e somente se, a soma sobre todos os
sitios de partida dos coeficientes c; (dos que saem de k a fracao que chega em i) é

igual a um.

2.2 A Instabilidade Causada Pela Migracao

Estamos investigando os efeitos que a migracao dependente da densi-

dade causa num sistema de uma tinica espécie discreto no tempo.

Nesta se¢ao mostraremos as condicoes estabelecidas por Silva et al. [43]
para que a migracao dependente da densidade cause instabilidades no sistema. Con-
siderando o caso onde o modelo isolado é estavel, ou seja, | f (z*) |< 1, uma condicio
necessaria para que isso ocorra é ¢ (x*) > 1. Nesse mesmo trabalho pode-se observar

.~ . . ’ . !
que esta condicao foi melhorada, ou seja, provou-se que é necessario que ¢ (z*) (taxa
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de aumento do nimero de emigrantes de cada sitio no equilibrio local) seja suficien-

~ ! . ~ ~ . ~ .
temente grande em comparacao a f (z*) (taxa de variagdo da fungao de dindmica

w1, . . ! * ’ * 1 1
local no equilibrio local) e satisfaga | f (z*) |< 1 e ¢ (z*) > ST (1 + ‘f,(x*)|>
para que instabilidades causadas pela migracao dependente da densidade possam
ocorrer. A constante (N, n) pode ser determinada explicitamente. De fato, pode-
se mostrar que v(N,n) = max a;(N,n), onde I é uma colecao de indices finita e os

1E

! 7’ 7z . . .
o;s podem ser encontrados através do cdlculo dos autovalores da matriz jacobiana

(ver apéndice A) associada ao sistema (2.8) para os casos (2.2), (2.3) e (2.4).

(i) Para o caso unidimensional, isto é, quando os sitios estdo numerados
de 1 an com a vizinhanca de um dado sitio definida por (2.2).
Os autovalores da matriz jacobiana associada ao sistema (2.8) calcula-

dos, em [43], sdo da forma

.
A :a+b<DN [ﬂ] —1) =01, n—1, (2.13)
n

onde

’ !

a=f(z")(1-¢ ("),

f(a*)¢ (z%)

b= IN

e Dy é o nicleo de Dirichlet usual, definido por

2N + 1, x=0
Dylz] = sin(x(N + %))
i Sl L TZA A}
sin(g) 7

Se considerarmos os parametros f (z*) e ¢ (x*), os autovalores sao da-

dos por

A= f (@)1 - ¢ (%) + f;(]f;) (DN [2%] — 1) NVj=0,1,..,n—1.

Portanto,

Aj=f(2")[1 —oj(N,n)¢p ()],Vj=0,1,...,n—1, (2.14)
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onde

1 2
o;(Nyn) = 1— o <DN [%‘7] - 1) j=01,..,n—1. (2.15)

(ii) Para o caso bidimensional, consideramos uma rede quadrada enumerando
os n? sitios por (k,l) para k,l = 1,2,...,n. Os autovalores, dados em

[43], sdo

(a) Para o caso da vizinhanca de Von Neumann

!

Nij = f (&)1 = ¢ (29)],4,§ = 0,1,...,n — 1 (2.16)
onde
1 omi, 2N
(N, = 1——— (Dy[~—
a;;(N,n) N(N+1)( O[n]cos - +
2mi,  2mj  Dn[Z] -1
+ Dy cos 24 iy )i j=0,1,.,n— 1.
n n 2
(b) Para o caso da vizinhanga de Moore
Os \;; sao da forma (2.16) dados por
Nj=f (@)1 —ayd (z%)], 4,5=01,..,n—1 (2.17)

Dy [224] Dy [27] ~ 1

n n

i’Na = )
(N, ) AN(N + 1)

Como | Dy(x) |< 2N + 1, segue que os coeficientes «; estao limitados
por 0 < «;(N,n) < 2,Vj = 0,1,...,n — 1. Pelo mesmo argumento segue que

0 S aij(N,n) S Q,VZ,] :O,l,...,n— 1.

Representaremos «;, © € I, tanto para o caso unidimensional como para
os casos bidimensionais, onde I é uma cole¢ao de indices finita. Para o caso (2.14)

I={0,1,...,n— 1} e para os casos (2.16) e (2.17) I = {(k,j);k,j =0,1,....,n —1}.

Portanto,

v(N,n) = max a; (N, n).

el
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Facilmente vemos que 0 < v(N,n) < 2.

Podemos observar na figura 2.2 a regiao de estabilidade e de instabili-

dade do sistema em funcao dos parametros f (z*) e ¢ (z*) .

.—_=—’I:
|
-1

Figura 2.2: Regiao de estabilidade e de instabilidade para os modelos (2.2),(2.3)
e (2.4). A parte sombreada ¢ a regido de instabilidade causada pela
migracao e a outra parte é onde a populacao permanece estavel.

A regiao de estabilidade é determinada por

I "/ 1 1
| f @) [<Ted (") < sy U+ i)

E a regiao de instabilidade causada pela migracao é dada por

et g 1 1 :
| f@) [<Teg(a) > smmm (T4 —\f’(x*)|)’ como pode ser visto no

teorema a seguir.

Teorema 2.2. Sey(N,n) = max a;(N,n) entio | f(z*) |<1e ¢(z*) < m(le
S ’

Wlw)l) € a regido de estabilidade do sistema (2.8) em funcio dos parametros f (z*)

e ¢ (z%).

Demonstragao. Note que 0 < y(N,n) < 2. Como y(N,n) = max a;(N,n) =
1€

v > «; para algum i € I.
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Entao podemos escrever

max |1 —o;(N,n)p (z*) |={ se ¢I($*) <2/y
16 @) —1, se  ¢) > 2/

Portanto, o autovalor dominante A em (2.14), (2.16) e (2.17) satisfaz

| A |< 1 se, e somente se

[f'(a")] <1, e ¢'(a")
[F1(@) (v (e") = DI <1, se @(a7)

IN

\%
20 2w

E portanto, o critério de estabilidade pode ser reescrito na forma

!/ * e /1,* 1 1_
7N <1066 < s (14 )

O
A regiao de instabilidade causada pela migracao dada por
Pl < e o) > o (14 )
v(N,n) [f'(@) /)
é consequeéncia imediata do teorema 2.2.
Podemos verificar facilmente que a condicao ¢ (z*) > 7(]3 ) deve ser

satisfeita para que o estado homogéneo perca sua estabilidade. Esta condicao na
maioria das vezes é maior que 1 pela limitagao de v (0 < (N, n) < 2), como pode

ser visto na figura 2.2.

Consideraremos neste trabalho uma fracao migratéria . dependente da
densidade dada pela funcao de Hill

i 2°
p(z) = A2 (2.18)

onde 7z é a fragdo migratéria méxima, ¢ é o parametro que regula a forma de p (¢
é qualquer valor inteiro maior que 1), A é um valor positivo que serd definido na

(. ~ 1 . . .. L.
proxima secao e Ac é a densidade populacional que forca a fungao migratéria a ser
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metade do seu valor maximo. O valor de A é escolhido de tal forma que o ponto de

inflexdo de p(x) correspondente a

. (M)i (2.10)

c+1

coincida com o ponto de equilibrio do modelo desacoplado.

2.3 Analise do Caso Unidimensional-RedelD

De acordo com a secao anterior, o conjunto dos vizinhos de um sitio k

¢ dado por
Viz(k) ={1+[(k+i—1)modn]:i=—N,..,N;i#0}, k=1,2..n.
Este tipo de vizinhanca é chamado de vizinhanca de ordem N do sitio k.

Supomos agora que os emigrantes deixam um dado sitio com a mesma,
proporgao para todos os vizinhos, garantindo assim a igualdade dos sitios. Isto é,
1

c;j € constante, ¢;; = 55, Vi,j =1,2,...,n, e N é o raio da vizinhanca.

O sistema (2.8) toma a forma

wie = [ = n(f(@))]f (2F) + % Yo ulfED) ()Y k=12, 0. (2.20)

jEViz(k)

Realizamos simulagoes respeitando as condi¢oes determinadas por Silva
et al. [43] apresentadas anteriormente, usando a fracao migratéria p como a funcao
de Hill que acabamos de definir e f em dois casos: (i) fungao exponencial logistica

e (ii) funcdo Beverton-Holt.

As simulagoes foram realizadas para o sistema unidimensional acoplado

com 50 sitios e a vizinhanga em forma de anel ciclico definida por (2.2).

A condigao inicial (populacao inicial) é escolhida aleatoriamente préxima

ao ponto de equilibrio, isto é, dado o ponto de equilibrio do sistema desacoplado x*
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=célul =
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Xy s ele!

Figura 2.3: Exemplo da configuragdo dos graficos espago-tempo. A célula (¢,k) é
pintada de preto se zF > z* e é pintada de branco se z¥ < z*.

a populacao inicial é dada por
zi=12"4+0.0le onde 0<e<l1 (2.21)
e 7! é a populacio inicial.

Apresentamos os graficos espago-tempo, amplitude-espaco e sitio-tempo.
Nos graficos espago-tempo os sitios numerados de 1 a 50 estao ao longo do eixo ver-
tical e no eixo horizontal temos os passos de tempo plotados apos o descarte dos
transientes. O reticulado é organizado da seguinte forma: a célula (¢, k) é pintada
de preto se a densidade no sitio £ no instante ¢ for maior que o ponto de equilibrio,
isto é, x¥ > x*; e a célula é pintada de branco se z¥ < z* (densidade no sitio k no

tempo ¢ menor que o ponto de equilibrio) como podemos observar na figura 2.3.

Nos graficos amplitude-espaco temos ao longo do eixo horizontal os
sitios ordenados de 1 a 50, enquanto que no eixo vertical temos os valores de z¥ (a
densidade populacional em cada sitio k) apds o descarte de alguns transientes. Nos
graficos sitio-tempo temos ao longo do eixo horizontal o tempo e no eixo vertical
a configuracao de um dado sitio k£ que representa o padrao de comportamento da
populacao em todos os sitios considerados. Estes graficos representam a série tem-
poral de um dado sitio do sistema. Em todas as simulacoes os graficos sao plotados
apos o descarte dos transientes. Neste caso, plotamos 100 passos de tempo apds o

descarte de 50000 transientes.
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As simulagoes foram feitas em um computador AMD Athlon(tm) Pro-

cessor, 256,0MB RAM, na linguagem FORTRAN 90.

2.3.1 Funcao Exponencial Logistica

Nesta se¢ao analisaremos o sistema (2.8) utilizando f, a fun¢ao respon-
savel pela dinamica local do sistema, como a funcao exponencial logistica. A funcao

exponencial logistica é dada por

f(z) =xexp (r(l — x)), (2.22)

onde r representa a taxa de crescimento da populacao. Calculos simples fornecem

¥

151 =
17

0.57 y=fx)
0 05 1 15

Figura 2.4: Grafico de (2.22) para 0 < r < 2.

que o unico ponto de equilibrio positivo é x* = 1, isto também pode ser observado

na figura 2.4. Aplicamos o critério de estabilidade dado por (ver [8],[2])
| f(z*) |< 1 = 2% é estavel

| fl(ﬁ*) |> 1= z* é instavel.

Segue que: | Lyexp (r(l —2)) [pmpoi|<1e[l-r|<l&0<r <2
Portanto, z* é estdvel < 0 < r < 2. Logo o sistema local (desacoplado) é estavel

para 0 < r < 2.

Analisamos o sistema de um tnico sitio (desacoplado), ou seja, na

auséncia da migracao dependente da densidade o modelo local é dado pelo mapa
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logistico exponencial
Trp1 = 1 exp(r(l — zy)),

cuja solucao, apdés o processo de linearizacao na vizinhanca de um equilibrio z*,
pode ser expressa na forma,

Sei1 = f (2)0,

onde f'(z*) = 1 —r e é = x, — 2* é uma pequena perturbacao. Considerando
A = f'(x¥), segue-se que

o VL

Quando 0 < A < 1 a perturbacao 0; decai de forma exponencial. E, portanto, o
sistema se aproxima do ponto de equilibrio estavel monotonicamente se 0 < r < 1.
Se 1 < r < 2 o sistema se aproxima do equilibrio de forma oscilatéria, pois a per-
turbacao d; decai de forma exponencial oscilando quando —1 < A < 0. Crescimentos
no parametro r, isto é, quando r > 2 fazem com que o ponto de equilibrio z* =1

deixe de ser estavel. Este ponto deixa de ser atrator e passa a ser repulsor.

Observe na figura 2.5 (a) que, conforme a taxa de crescimento intrinseca
r da populacao cresce, comecamos a obter oscilagoes estaveis de periodo-2. O ponto
x* deixa de ser estdvel e passamos a ter oscilacoes de periodo-2 estdveis, com o0s
valores alternando entre zj e x3. O parametro r continua crescendo e entao as os-
cilacoes de periodo-2 tornam-se instaveis e obtemos oscilacoes de periodo-4 estaveis,
e este processo repete-se novamente. Observe que este processo de bifurcacao gera

uma seqiiencia de ciclos com periodo 2", Vn € N.

Este processo ocorre até que o parametro r assume um valor cujas
bifurcacoes de periodo 2" nao ocorrem mais. Este estdgio é entao denominado de
cadtico, pois nao apresenta regularidade, como podemos observar na figura 2.5 (a),
e apresenta dependéncia sensitiva as condigoes iniciais (ver figura 2.5 (b)). Esta
andlise em relacao ao crescimento do parametro r para o mapa exponencial logistico

também pode ser vista em [5], [27], [28] e [29].
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Figura 2.5: Gréfico do diagrama de bifurcacao da fungao exponencial logistica (a) e
grafico do nimero de Lyapunov da fungao exponencial logistica (b).

Compare a figura 2.5 (a) e (b), e observe que obtemos nimeros de
Lyapunov (detalhes no capitulo 3) maiores que 1 nas regides onde o modelo apresenta

Ccaos.

Foram realizadas simulagoes com o sistema unidimensional em forma
de anel em busca de padroes espaciais produzidos pela migracao dependente da
densidade considerando apenas os valores do parametro r onde o comportamento
do mapa exponencial logistico é estavel, ou seja, 0 < r < 2. As condigoes iniciais
para o sistema sao dadas por (2.21), como pode ser visto na se¢ao 2.3, e o parametro
A da funcao de migracao dependente da densidade, neste caso é A = %}, c> 1.

E facil verificar que o ponto de inflexao de p(z) (ver equacio 2.19) coincide com o

ponto de equilibrio do modelo desacoplado z* = 1.
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Figura 2.6: Gréfico da fungao de migracao dependente da densidade (fungao de Hill)
para diferentes valores de ¢: (a) ¢ =5, (b) ¢ =10 e (c) ¢ = 50.

Assim, a funcdo de migracao dependente da densidade para este valor

de A é dada por

_ e
HO) = e

Observe na figura 2.6 que aumentos no valor de ¢ fazem com que o
ponto de equilibrio z* = 1 se aproxime do ponto de inflexao de . Aumentos em ¢
também fazem com que a quantidade de individuos que migra de um sitio para outro

se aproxime de 7, a fracao migratoria maxima, de forma mais abrupta. Calculos

simples fornecem que

& (2%) = %(c+ 3)(c— 1), (2.23)

onde ¢(x) = x p(r). Tomando ¢ suficientemente grande, segue-se que,

¢ (z*) = % + g (2.24)

~ ! . 7 .
e, entdo, ¢ (z*) torna-se suficientemente grande também e o sistema pode ser deses-

tabilizado (ver figura 2.2). No limite, quando ¢ — oo

0, z<zx*
Iz x

xr) = — =
p() y T
h, x>z

Portanto, para uma densidade populacional abaixo do ponto de equilibrio z* = 1,

nao ocorre movimento migratorio. Neste caso, a densidade populacional na geracao
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seguinte é descrita apenas pelo processo de dinamica local. Se a densidade popula-
cional estiver acima do ponto de equilibrio, ocorre migracao dos individuos com taxa
7i. Se a densidade populacional estiver exatamente no ponto de equilibrio x* = 1,

ocorre uma migragao que corresponde a metade da fracao migratoria maxima.

(a)
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1.01

1
0.99
0.9
0.97
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10 15 20 25 30 35 40 45 A0
L)
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0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50

Figura 2.7: Graficos espaco-tempo e amplitude-espaco para o mapa exponencial
logistico: (a) Populacao com 50 sitios, N = 1,r = 0.1 e fungdo mi-
gratéria dependente da densidade com ¢ = 20 e @ = 0.2; (b) Popu-
lagao com 50 sitios, N = 1,r = 1.9 e funcao migratéria dependente
da densidade com ¢ = 20 e 7 = 0.2. Nos graficos espago-tempo 100
passos de tempo sao plotados apds o descarte de 50000 transientes, nos
amplitude-espaco os resultados foram plotados apds o descarte de 50000
transientes.

A figura 2.7 mostra graficos amplitude-espaco e espaco-tempo de um

sistema unidimensional acoplado com 50 sitios para o mapa exponencial logistico.

Podemos observar na figura 2.7 (a) que a densidade populacional em
cada passo de tempo esta alternadamente acima ou abaixo do ponto de equilibrio.
Ou seja, temos um padrao xadrez com a densidade populacional variando em cada
passo de tempo. Num passo de tempo %, a densidade populacional esta acima do
ponto de equilibrio, e no passo seguinte (¢4 1) a densidade populacional estd abaixo
do ponto de equilibrio para todo t e para todo sitio © = 1,2, ...,n. Este padrao foi

encontrado para 0 < r < 1, que corresponde ao lado direito da figura 2.2, e onde,
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para o modelo de um tunico sitio, a densidade populacional se aproxima do ponto
de equilibrio monotonicamente. Observamos que, em todos os sitios, a populagao, a
partir de um certo tempo, oscila de forma periédica entre dois valores, apresentando
um padrao “zig-zag” (ver gréafico amplitude-espago figura 2.7(a)). Estes mesmos re-
sultados foram encontrados em [43] para o mesmo sistema, porém com os parametros

da funcao de migracao dependente da densidade 7 = 0.4 e ¢ = 10.

Na figura 2.7 (b) obtemos um padrao totalmente listrado. Neste caso
a densidade populacional num dado sitio estd acima do ponto de equilibrio para
todo passo de tempo, e no sitio adjacente a populacao estd abaixo do ponto de
equilibrio para todo t. Nos graficos amplitude-espaco obtemos um padrao “zig-zag”
com a densidade populacional oscilando entre dois valores. Este padrao também foi
encontrado por [37] que investigou uma populagao de uma tnica espécie distribuida
em n “patches” com o processo de migracao precedendo o processo de reproducao,

e fracao migratéria diferente da que estamos usando neste trabalho.

sifier sifio

fempo fempao

Figura 2.8: Gréfico sitio-tempo para o mapa exponencial logistico com 50 sitios,
N = 1 e funcao migratéria dependente da densidade com ¢ = 20 e
n=02eem (a) r =0.1, (b) r = 1.9. Plotamos 100 passos de tempo
apos o descarte de 50000 transientes.

No gréfico sitio-tempo 2.8 (a), observamos que a densidade populacional
oscila acima e abaixo do ponto de equilibrio em cada passo de tempo, e em todos
os sitios. Isso resulta no padrao espacial xadrez (ver gréafico espago-tempo 2.7 (a)).
Para o grafico sitio-tempo 2.8 (b) representamos um sitio onde a populacdo oscila
toda abaixo do ponto de equilibrio para todo passo de tempo. Em outros sitios

obtemos a populagao ora oscilando toda abaixo do ponto de equilibrio (caso figura
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2.8 (b)), ora oscilando toda acima do ponto de equilibrio. Este comportamento gera

o padrao espacial listrado, conforme j& visto na figura espaco-tempo 2.7 (b).

R

ooog =
[ e e Y ey

Figura 2.9: Graficos espaco-tempo e sitio-tempo para o mapa exponencial logistico
com 50 sitios, N =1, r = 0.1 e funcao migratéria dependente da densi-
dade com c=45eu=1.

Na figura 2.9 obtemos um padrao periédico. A densidade populacional
em cada sitio k oscila acima e abaixo do ponto de equilibrio durante um certo tempo
com a amplitude das oscilagoes decrescendo de forma sutil. Em seguida, permanece
abaixo do ponto de equilibrio crescendo de forma quase linear, voltando a oscilar
novamente (ver figura 2.9 sitio-tempo). Note que este padrao foi encontrado para
um valor de fronteira 7 = 1. O comportamento espacial de todos os sitios é idéntico,
apenas diferem pelo deslocamento no tempo. Este comportamento é caracteristico

de ondas viajantes!.

A configuragao espago-tempo (ver figura espaco-tempo 2.9, 2.10 (a), (b)
e (c)) é tipica de uma espiral cilindrica plana. Se tomarmos o grafico espago-tempo
e, fizermos dele um cilindro tomando como altura do cilindro os passos de tempo
e como base os sitios envolvidos no sistema, percebemos que isso resulta em uma
espiral cilindrica. Durante a propagacao da espiral cilindrica, é facil observar o seu
comportamento repetitivo. Os padroes variam desde densidades populacionais que
oscilam acima e abaixo do ponto de equilibrio, por um certo periodo de tempo, a

densidades populacionais permanecendo abaixo do ponto de equilibrio.

Padroes parecidos com os de 2.9 também foram encontrados para um

valor de 7 diferente do valor de fronteira. Observe a figura 2.10 (a), (b) e (c).

1Ondas (solugoes da equagao) que se movem no tempo sem apresentar mudanga na sua forma.
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Figura 2.10: Graficos espago-tempo e sitio-tempo para o mapa exponencial logistico
para uma populacao de 50 sitios e N = 1 e funcao migratéria depen-
dente da densidade com ¢ = 25 e i = 0.9 nos casos (a) r = 0.05, (b)
r = 0.1 e (c) r =0.2. Plotamos 100 passos de tempo, apds o descarte
de 50000 transientes.

Conforme a taxa de crescimento r cresce, o padrao espacial torna-se
mais denso (veja grafico espago-tempo e sitio-tempo), ou seja, aumenta a freqiiéncia
das oscilagoes. Os graficos sitio-tempo, apos o descarte de 50000 transientes, mostram
para r suficientemente préximo de zero, isto é, quando a taxa de crescimento popula-
cional estd muito baixa, a populacao oscilando acima e abaixo do ponto de equilibrio
com freqiiencia menor do que os casos onde tomamos uma taxa de crescimento maior.
Observamos o comportamento, para esses mesmos parametros da figura 2.10, porém
com o valor de r tendendo a um (ponto de equilibrio da funcao que descreve a
dindmica local) e percebemos que o padrao espacial (grafico espaco-tempo) torna-

se todo xadrez (regular), passando por um periodo quase cadtico, como também
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podemos observar no diagrama de bifurcagao (ver figura 2.11 e 2.12). A figura 2.11
representa o diagrama de bifurcacao de um dado sitio do sistema, e a figura 2.12
representa o diagrama de bifurcacao do sitio consecutivo ao caso anterior. Observe
a figura 2.11 para os valores de r maiores do que um. Conforme r tende a dois,
passamos por uma regiao cadtica tipicamente conhecida por cascata de bifurcacgao.
Note que esta cascata de bifurcacao, encontrada para os valores de r compreen-
dido entre 1 e 1.5, é bem similar a cascata de bifurcagao encontrada para a funcao

exponencial logistica (ver figura 2.5).

Figura 2.11: Diagrama de bifurcacao para um determinado sitio do sistema acoplado
de 50 sitios com N = 1 e funcao migratéria dependente da densidade
com ¢ = 25 e ;= 0.9. Foram plotados 100 passos de tempo apds o
descarte de 5000 transientes.

Analisando as figuras 2.7 (a), 2.9 e 2.10 (a), (b) e (c¢) observamos um
comportamento de certa forma surpreendente, pois em todos estes casos temos um
padrao com periodicidade no tempo e no espaco. Note que, para os valores de r
compreendidos no mesmo intervalo (0, 1), o modelo isolado (de um tnico sitio) apre-
senta um comportamento bem estavel com aproximacao monotonica. Observe que,
para este caso, os padroes espaciais (espago-tempo) apresentam-se mais complexos.
Padrdes espaciais (ver grafico espago-tempo 2.7 (b)) mais simples apareceram na

regiao onde o modelo de um tnico sitio apresenta oscilagoes.
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Figura 2.12: Diagrama de bifurcacao para um determinado sitio do sistema acoplado
de 50 sitios com N = 1 e funcao migratéria dependente da densidade
com ¢ = 25 e u = 0.9. Este sitio é consecutivo ao sitio da figura
2.11. Foram plotados 100 passos de tempo apds o descarte de 5000
transientes.

A figura 2.13 (a), (b), (¢) e (d) apresenta padroes mais complexos. Na
figura espago-tempo 2.13 (a) e (b) observamos padroes que nao apresentam regu-
laridade. O comportamento em cada sitio também apresenta-se de forma bastante
irregular. A figura 2.13 (c) e (d) apresentam simetria. Analisamos o comportamento
de cada um dos 50 sitios de ambos os casos (figura 2.13 caso (c) e (d)) e obtivemos

os sitios oscilando de forma periddica.

Os gréficos amplitude-espago referentes a figura 2.14 (a), (b), (c) e (d)
mostram a configuracao da quantidade de individuos em cada sitio, apos o descarte
de 50000 transientes. E possivel perceber que a densidade populacional apresenta-se
totalmente irregular para os casos da figura 2.14 (a) e (b). Nos casos da figura 2.14
(c) e (d) é possivel perceber alguma regularidade na densidade populacional dos
sitios. O comportamento dos 50 sitios nos casos da figura 2.13 (c¢) e (d) apresenta-
se sempre de forma periddica, ja nos casos da figura 2.13 (a) e (b) os sitios nao
apresentaram comportamento regular. Investigaremos o que estd acontecendo com
estes dois padroes (2.13 (a) e (b)) no préximo capitulo, realizando o calculo do

ntimero de Lyapunov.
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Figura 2.13: Gréficos espaco-tempo para o mapa exponencial logistico para uma
populagao de 50 sitios e N = 1 nos casos: (a) r = 1.05 e fungao
migratéria dependente da densidade com ¢ =55e = 1; (b) r = 0.95
e funcao migratoria dependente da densidade com ¢ = 500 e 7 = 1;
(c) r = 1.95 e fun¢ao migratéria dependente da densidade com ¢ = 50
enn=09ce (d) r=0.8 e funcio migratéria dependente da densidade
com ¢ = 500 e g = 0.8. Em todas as simulacoes 100 passos de tempo
sao plotados apos o descarte de 50000 transientes.
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Figura 2.14: Graficos amplitude-espaco para o mapa exponencial logistico para uma
populagao de 50 sitios. Os valores dos parametros nos casos (a), (b),
(c) e (d) sao os valores dados na figura 2.13 (a), (b), (c) e (d), respec-
tivamente. Os gréficos foram plotados apds 50000 iteracoes.

Observamos que estes padroes, mais complexos, foram encontrados para
valores proximos a fronteira da fracao migratéria 1z e em alguns casos para valores

suficientemente grandes de ¢ (caso figura 2.13 (b), (c) e (d)) .

Em todas as simulagoes da forma espaco-tempo, para o caso da dinamica
local descrita pela funcao exponencial logistica, percebemos que o comportamento
dos padrées espaciais apresentou-se, para o caso —1 < f (z*) < 0 (correspondente a
1 < r < 2 - regiao representada pelo lado esquerdo da figura 2.2) bem diferente do
que quando 0 < f'(z*) < 1 (corresponde a 0 < r < 1, regido dada pelo lado direito
da figura 2.2). A instabilidade causada pela migracao dependente da densidade gera
padroes espaciais bem diferentes em cada regiao. Os padroes encontrados quando
1< f (x*) < 0, que correspondem a taxa de crescimento variando no intervalo
[1,2), envolvem padrdes espaciais listrados ou que contém listras. Ja os padroes

encontrados quando 0 < f (x*) <1, ou seja, a taxa de crescimento da populagao é
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pequena ((0,1]), sdo da forma xadrez ou quase xadrez. Isto é facilmente verificado

nos padroes que apresentamos ao longo deste trabalho.

2.3.2 Funcao de Beverton-Holt

Analisaremos, nesta se¢ao, o sistema (2.8) utilizando f, a fun¢ao que
descreve o comportamento da dinamica local do sistema, como sendo a funcao de

Beverton-Holt dada por

A
1+ 82’

f(x) A>1, >0, (2.25)

onde ) é a taxa de crescimento intrinseca e 5 é qualquer constante positiva. Observe
o grafico da funcao de Beverton-Holt na figura 2.15. O comportamento da solucao
da equacao zyy1 = f(x;) com f definida por (2.25) para A > 1 é sempre estdvel para

VzeR.

B 1.4 y==z
1.21

0.8 ¥ = fiz)
0.6
0.4
0.2

0" o2 04 0B 08 1 12 1.4
r=Aa-1 z

Figura 2.15: Gréfico da fungao de Beverton-Holt dado pela equacao (2.25).

E facil ver que o unico ponto de equilibrio da equagdo xiy1 = f(z¢)
com f dada por (2.25) é z* = % Por simplicidade tomaremos S = 1, portanto,
r* = A — 1. Isto nao afeta o desenvolvimento dos cédlculos e simulacoes, pois (3

somente controla o tamanho do ponto de equilibrio z*.

Analisando o sistema sem a presenca de migragao, isto é, com um unico

sitio, temos que a dinamica temporal da populagao é dada pela equacao a diferencas
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nao linear

. )\l't
N 1+ 51’,5,

conhecida como mapa de Beverton-Holt e xy é um valor dado inicialmente. Fazendo

Tir1 = f(fL't) 5 > 0, A > ]_, (226)

uma mudanca de variavel da forma y; = :1:%’ obtemos, através de calculos simples, a

equacao a diferencas linear nao homogénea

11
Yt+1 )\?Jt D%
cuja solucao é da forma
B, 1
_)\ ~ ~ . 7
onde B = % Portanto, a solu¢ao da equagao a diferengas (2.26) é
xg)\t()\ — 1)

z, = (2.27)

A—1+zN—1)

Figura 2.16: Gréafico da solugao (2.27).

Observando a figura 2.16 pode-se ver que, dado qualquer x, abaixo
do ponto de equilibrio, geramos uma sequéncia mondétona crescente de pontos que
converge para o ponto z* = A — 1. O mesmo ocorre se tomarmos um z, inicial acima
do ponto de equilibrio. Para este caso temos uma sequéncia monotona decrescente
de pontos convergindo para o ponto z* = A\ — 1. Isto significa que dada qualquer
quantidade inicial de individuos acima ou abaixo do ponto de equilibrio, a dinamica
temporal do sistema leva a densidade populacional sempre a se estabilizar no ponto

de equilibrio.
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Realizamos simula¢oes para o sistema (2.8) acoplado com 50 sitios uti-
lizando a populacao inicial como (2.21) citada no inicio da secao 2.3 e a funcao

migratéria dependente da densidade p dada pela fungao de Hill (2.18). Para este

c+1

caso tomamos A como, A = (A — 1)¢ (c,l

) , ¢ > 1, e entao, a funcao de migragao

dependente da densidade fica na forma

c

nx
A — 1)0(%}) + x¢

p(z) = (

E facil verificar que isto implica que o ponto fixo do sistema de um sitio z* = A — 1

coincide com o ponto de inflexdo de u(x).

Observe na figura 2.17 que aumentos no valor do parametro ¢ fazem
com que o ponto de equilibrio x* = A — 1 se aproxime do ponto de inflexao de
p. Conforme aumentamos ¢, a quantidade de individuos que migra no sistema se

aproxima de 7z, a fracao migratéria maxima, de forma mais abrupta.

No limite, quando ¢ — oo

)

)

D" 02040608 1 12141618 2 22242528 3
T

Figura 2.17: Grafico da fungdo de migracdo dependente da densidade (fungao de
Hill) para diferentes valores de ¢: (a) ¢ =5, (b) ¢ =10 e (c) ¢ = 50,
com A = 2.5, ou seja, z* = A —1=1.5.
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De fato, para z < 2%, dadoy>03d [ >0 tal queV ¢ > [

(5 (55) - (5) =aaes

Portanto, para todo ¢ > [

p(x) = fr” = K <P
A=De(gh) +ac (5 +1 v+

1

como consequéncia, escolhendo 7 suficientemente grande p(z) — 0 quando ¢ — co.

Para x > x*, é facil ver que

() () - () () ()

Mas (%) < 1. Logo, (ﬁ)c (@) — 0 quando ¢ — oo. E, portanto, u(x) —

x c—1

7t quando ¢ — oo. Assim, para uma densidade populacional acima do ponto de
equilibrio ocorre uma migracao com taxa constante dada por 7z, e se estiver abaixo
do ponto de equilibrio nao ocorre migracao. Quando estivermos exatamente no
ponto de equilibrio, ocorre uma migragao com taxa constante que ¢ equivalente a
metade da fracao migratéria maxima zz. A migracao para este caso, quando k — oo,
ocorre da mesma forma que para o caso da funcao exponencial logistica, vista no

caso anterior.

Célculos simples fornecem que ¢ (x*), neste caso, é dada exatamente
pela expressao (2.23) encontrada para o caso da fungao exponencial logistica. E

portanto, vale a mesma anadlise feita na secao anterior.

Observe na figura 2.18 (a), (b) e (c) que a migracao dependente da den-
sidade causou instabilidade no sistema acoplado com 50 sitios. Os gréaficos espaco-
tempo apresentam padroes espaciais peridédicos com a densidade populacional ora
oscilando acima e abaixo do ponto de equilibrio z* = A — 1 e ora permanecendo
somente abaixo do ponto de equilibrio. Podemos observar melhor este comporta-
mento analisando os graficos sitio-tempo que mostram um dado sitio que representa
o padrao de comportamento dos demais sitios. Neste, observa-se a populacao os-

cilando por um certo periodo de tempo, e em seguida, permanecendo abaixo do
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Figura 2.18: Gréficos espaco-tempo e sitio-tempo para uma populacao de 50 sitios e
N =1 com: (a) A = 1.03 e funcao migratéria dependente da densidade
com ¢ =10 ez = 1; (b) A = 1.09 e funcao migratéria dependente
da densidade com ¢ = 10 e 7 = 1; (¢) A = 20 e fungao migratéria
dependente da densidade com ¢ = 60 e 7 = 0.75. O ponto de equilibrio
em (a) z* = 0.03, (b) z* =0.09 e (c) 2* = 19. Em todas as simulagoes
100 passos de tempo sao plotados apos o descarte de 50000 transientes.
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ponto de equilibrio. Padrées parecidos com a figura 2.18 (a) também foram encon-
trados para a fungao exponencial logistica. A figura 2.18 (c) apresenta um padrao
espacial totalmente xadrez. A série temporal (ver sitio-tempo) para este caso mostra
o comportamento dos sitios alternando-se entre dois valores acima e abaixo do ponto
de equilibrio, o que caracteriza o padrao xadrez. Este padrao espacial também foi

encontrado para o caso da funcao exponencial logistica.

Quando aumentamos a taxa de crescimento intrinseca da populacao,
obtemos um padrao espacial de periodo 2, nos outros casos quando a taxa de cresci-
mento da populacao é baixa obtemos padroes periddicos, porém com periodos bem

maiores que no caso anterior.

Padroes mais complexos, como os apresentados para a funcao exponen-
cial logistica na secao anterior, nao foram encontrados para a funcao de Beverton-

Holt em todas as simulacoes que realizamos.

Comparando os resultados obtidos para a funcao de Beverton-Holt com
os obtidos para a funcao exponencial logistica para 0 < r < 1, foi possivel perceber
que o padrao de comportamento é bastante similar. Note que, em ambos os casos,
a aproximacao para o ponto de equilibrio no modelo isolado acontece de forma

monotonica.

2.4 Analise do Caso Bidimensional-Redes2D

Nesta secao analisaremos a dinamica da metapopulacao para o caso

bidimensional.

Vérios trabalhos apresentam estudos para o caso onde a vizinhanca é
dada por um dominio bidimensional. Entre eles, Hassell et al. [4], onde pode-se
ver que a densidade populacional de hospedeiro-parasitéides pode exibir padroes
complexos como ondas espirais, caos espacial e “crystal lattice” (padrao cristalino),

dependendo dos parametros de migracao dos hospedeiros e parasitéides. Ruxton [38]
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observou que crescimentos na migracao causam uma série de bifurcacoes podendo
levar ao caos. Kaneko [22] encontrou alguns padrdes espaciais como caos espaco

temporal.

Enumeramos os n? sitios por um par de indices (4,j),i,j = 1,2, ...,n,
formando uma rede quadrada. Utilizamos a vizinhanga de um dado sitio (k, 1) como

a vizinhanca de Moore dada pelo conjunto (2.3) por
Viz(k,0) = {(k+i,0+j): =N < i,j < N; (i, §) # (0,0)}

definida no inicio deste capitulo. O nimero de vizinhos de um certo sitio (k,1) é
dado por #Viz(k,l) = AN(N + 1), onde N é o raio da vizinhanca. Assim, quando
N =1, os vizinhos do sitio (k,[) serao os oito sitios mais préximos como podemos

observar na figura 2.1.

Supomos que os individuos (emigrantes) deixam um dado sitio com a

mesma, propor¢ao para todos os vizinhos, ou seja, ¢;; = m.
Assim, o sistema (2.8) toma a forma
v = U= pf @O E) + oo OL #FE)) ('), Vij = 1,2,..m, (228)

4N(N + 1) (k,1)eViz(i,j)

onde p é a funcao de migracao dependente da densidade dada pela funcao de Hill
(ver equacao (2.18)), f é a fungao que incorpora os processos de reprodugao e sobre-
vivéncia (dindmica local) que consideraremos em dois casos: (i) fun¢ao exponencial

logistica (2.22) e (ii) fungao de Beverton-Holt (2.25).

Utilizando as condigbes estabelecidas (ver se¢ao 2.1 e [43]) para que a
migragao dependente da densidade desestabilize o sistema (2.8), realizamos vérias

simulagoes numéricas em busca de padroes causados pela migracao dependente da

densidade.

A condigao inicial do sistema é escolhida aleatoriamente préxima ao
ponto de equilibrio do sistema, como para o caso das redes unidimensionais em

forma de anéis ciclicos.



2 O Efeito Causado pela Migracdo em Metapopulagoes 38

Os graficos mapa instantaneo sao organizados da seguinte forma: ao
longo do eixo = temos ¢ sitios com i = 1,2, ...,n, e ao longo do eixo y temos j sitios
j=1,2,...,n, formando dessa forma uma rede quadrada. Para cada passo de tempo
t fixo, a célula (4, ) serd pintada de branco se 2/ < z* (densidade populacional no
sitio (i, j) estiver abaixo do valor de equilibrio) e sera pintada de preto se /7 > z*
(densidade populacional acima do valor de equilibrio). Isto é, em cada instante de

tempo temos uma “fotografia” mostrando a configuragao espacial da populacao.

2.4.1 Funcao Exponencial Logistica

Para os resultados que seguem estamos utilizando a funcao exponen-
cial logistica dada pela equagao (2.22) para descrever a dinamica local do sistema.
Observe a evolucao dos sistema na figura 2.19 até obtermos o padrao estrutura
cristalina (ver figura 2.19 (¢)) para uma populacao de uma tinica espécie discreta no
tempo. Apresentamos o mapa instantaneo em 10, 20 e 10100 iteracoes. Através de
varias simulacoes numéricas realizadas, foi possivel perceber que a partir de 50 ite-
ragoes o sistema permanece sempre na forma “crystal lattice” (estrutura cristalina)
ver figura 2.19 (c). Este mesmo padrao de estruturas cristalinas foi encontrado por
[4] e [14] para uma populagao de duas espécies interagindo (hospedeiro-parasitéide),
com taxa de migracao dos parasitéides totalmente diferente da taxa de migracao

dos hospedeiros.

Na figura 2.20 podemos observar a evolucao do sistema em 3 passos de
tempo distintos. O sistema evolui e, a partir de 200 iteracoes, permanece sempre na
forma da figura 2.20 (¢), que é uma estrutura quase cristalina. Este padrao espacial

mantém-se nessa forma apds a realizacao de 50000 iteracoes.

A figura 2.21 apresenta um padrao regular tanto para o mapa instan-
taneo (2.21 (a)) como para o espago-tempo (2.21 (b)). Para o mapa instantaneo
estamos realizando as simulagoes com 2500 sitios dispostos numa rede quadrada
50 x 50. Para o caso espaco-tempo temos ao longo do eixo horizontal 100 passos

de tempo plotados apos o descarte de 10000 transientes, e ao longo do eixo ver-
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Figura 2.19: Evolucao do mapa instantaneo para uma populacao disposta numa
rede quadrada bidimensional 50 x 50 com N = 1, r = 1.055 e funcao
migratéria dependente da densidade com ¢ =100 e 7 = 0.6. Em (a) o
mapa instantaneo corresponde ao passo de tempo 10, em (b) ao passo
de tempo 20 e em (c) para o passo de tempo 10100.
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Figura 2.20: Evolucao do mapa instantaneo para uma populacao disposta numa
rede quadrada bidimensional 50 x 50 com N = 1, r = 0.5, e funcao
migratéria dependente da densidade com ¢ =75 e = 0.1. Em (a) o
mapa instantaneo corresponde ao passo de tempo 100, em (b) ao passo
de tempo 125 e em (c) para o passo de tempo 10100.
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tical temos os sitios envolvidos no sistema. Os 2500 sitios estao representados no
eixo vertical na seguinte disposicao: (1,1),(1,2),...,(1,n), (2,1),(2,2),...,(2,n),...,
(n,1),(n,2),...,(n,n). Analisamos o comportamento de cada um dos sitios que
compoem a rede bidimensional, e percebemos que todos eles apresentam um com-
portamento periédico com a densidade populacional oscilando acima e abaixo do
ponto de equilibrio, gerando assim um padrao espacial xadrez (ver figura 2.21 (b)).
Observe que a taxa de crescimento da populacao é baixa, e conforme o caso de redes
unidimensionais em forma de anel, obtemos padroes espaciais da forma espaco-tempo

com “xadrez”.

Na figura 2.22 (a) temos o mapa instantaneo disposto numa rede qua-
drada bidimensional 50 x 50 nao apresentando regularidade. O caso espaco-tempo
(ver figura 2.22 (b)) também nao apresenta regularidade, entretanto apresenta um
comportamento com listras, de acordo com o que encontramos para o caso de redes
unidimensionais. Realizamos a andalise de cada um dos sitios e percebemos que o
comportamento para alguns sitios apresenta-se oscilando entre dois valores sempre
acima ou sempre abaixo do equilibrio para todo passo de tempo. E para outros
sitios de acordo a evolucao do tempo a densidade populacional tende a um valor

constante que estd acima ou abaixo do equilibrio.

Note que para um valor de 7i maior (ver figura 2.22) obtemos um mapa
instantaneo mais complexo que para o caso de um 7 menor (ver figura 2.21). Este
mesmo fato ocorreu para o caso em que utilizamos redes unidimensionais em forma

de anel.

Padrdes espaciais (mapa instantaneo) mais complexos surgiram uti-
lizando valores de 1z tendendo a fronteira # = 1 como podemos observar nas figuras
2.23 ¢ 2.24 (b). Estes padrdes nao apresentam regularidade como facilmente pode-se
observar. Na figura 2.23 apresentamos o mapa instantaneo em dois passos de tempo
distintos, apds o descarte dos respectivos transientes. Comparando a figura 2.23
(a) com (b) é facil ver que predomina a densidade populacional abaixo do ponto de

equilibrio para o caso 2.23 (b). No caso da figura 2.24 (b) observe que a configuracao
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(a) (]

Figura 2.21: Grafico mapa instantaneo e espaco-tempo para uma populacao disposta
numa rede quadrada bidimensional 50x50 com N = 1, r = 0.1 e funcao
migratéria dependente da densidade com ¢ =60 e @ = 0.1. Em (a) o
mapa instantaneo na iteracao 10000, e em (b) 100 passos de tempo sao
plotados apos o descarte de 10000 transientes.

(@) &

Figura 2.22: Grafico mapa instantaneo e espaco-tempo para uma populacao disposta
numa rede quadrada bidimensional 50 x 50 com N =1, r = 1.95 e
funcao migratéria dependente da densidade com ¢ = 15 e w = 0.6.
Em (a) o mapa instantaneo na iteracao 10000, e em (b) 100 passos de
tempo sao plotados apds o descarte de 10000 transientes.
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Figura 2.23: Gréafico mapa instantaneo para uma populacao disposta numa rede
quadrada bidimensional 50 x 50 com N = 1, r = 1.05 e fun¢ao mi-
gratoria dependente da densidade com ¢ = 2000 e 7 = 0.95 para dois
passos de tempo distintos apds descarte de transientes, em (a) passo
de tempo 1100 e em (b) passo de tempo 10100.
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Figura 2.24: Grafico mapa instantaneo para uma populagao disposta numa rede
quadrada bidimensional 50 x 50 em (a) com N = 1, r = 1.055 e fungao
migratéria dependente da densidade com ¢ = 100 e @ = 0.5; (b) com
N =1, r = 1.4 e funcao migratoria dependente da densidade com
c=250ep=0.8.
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da populagao é bastante irregular. Ao contririo do caso da figura 2.24 (a) que ap-
resenta certa regularidade. Os padroes mais complexos foram obtidos quando uma
quantidade maior de individuos estava interagindo no sistema (fragdo migratéria

maxima tendendo ao valor limite).

2.4.2 Funcao de Beverton-Holt

Para os resultados que apresentaremos nesta secao usamos a funcao que
descreve comportamento de dinamica local do sistema como a fun¢ao de Berverton-

Holt dada pela expressao (2.25).

Observe os mapas instantaneos dados pela figura 2.25 (a) e (b) apés o
descarte de 10000 transientes. O mapa instantaneo (a) apresenta padrao espacial
totalmente regular enquanto o mapa instantaneo (b) apresenta-se totalmente irre-
gular. Através de inimeras simulagoes numéricas, observamos que todos os padroes

da forma mapa instantédneo que encontramos sao similares aos da figura 2.25 (a) ou

(b).

(@ &)

Figura 2.25: Grafico mapa instantaneo para uma populagao disposta numa rede
quadrada bidimensional 50 x 50 em (a) com N = 1, A = 1.95 e fungao
migratéria dependente da densidade com ¢ = 15 e 7 = 0.6; (b) com
N =1, A = 1.09 e funcao migratéria dependente da densidade com
c=300en=0.7.
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Comparando os resultados obtidos para a funcao de Beverton-Holt com
os obtidos pela funcao exponencial logistica para vizinhanca de Moore é facil perce-
ber que a fungao exponencial logistica apresenta uma quantidade maior de padroes
espaciais do que a de Beverton-Holt. Isso é razoavel, pois o comportamento do mo-
delo isolado de Beverton-Holt é bem mais estavel que o comportamento do modelo

isolado da funcao exponencial logistica.

2.5 Conclusoes

Neste capitulo, analisamos a influéncia da migracao dependente da den-
sidade em uma metapopulacao de uma tinica espécie, modelada como um sistema
discreto no tempo e no espaco. Esta andlise foi feita para um sistema de n sitios
considerando possiveis configuracoes para a rede, como o caso dos anéis ciclicos para

redes unidimensionais e o caso da vizinhanca de Moore para redes bidimensionais.

Mostramos numericamente que sob certas condigoes estabelecidas em
[43] o mecanismo de migracao dependente da densidade gera instabilidade no sis-

tema.

Nas simulacoes realizadas para as redes unidimensionais em forma de
anel e para redes bidimensionais em forma de superficie toroidal encontramos padroes
espaciais causados pela migracao dependente da densidade. Para o caso unidimen-
sional, com a dinamica descrita pelo mapa exponencial logistico os padroes espaciais
encontrados variam desde padroes periddicos a padroes totalmente irregulares. Al-
guns dos padroes que apresentamos aqui também foram encontrados por [21], [43].
Para o caso onde descrevemos a dinamica local pelo mapa de Beverton-Holt, obser-
vamos, nas inimeras simulacoes realizadas, somente padroes espaciais com regular-

idade.

Para o caso das redes bidimensionais em forma de superficie toroidal,

utilizamos apenas a vizinhanca de Moore com N = 1. Alguns padroes espaci-
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ais para o caso onde a dinamica local é descrita pelo mapa exponencial logistico
sao padroes da forma “crystal lattice” (padrao cristalino). Estes padroes também
foram observados em [4] e [14] para uma populagdo de duas espécies interagindo
(hospedeiro-parasitdide), com taxa de migracao dos parasitéides totalmente difer-
ente da taxa de migracao dos hospedeiros. Mostramos outros padroes para este caso
que apresentam regularidade e sem a presenca de regularidade. Quando a dinamica
local é descrita pela funcao de Beverton-Holt apresentamos alguns padroes parecidos

com 0s ja encontrados no caso exponencial logistico.
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3 PADR()ES~ CAOTICOS INDUZIDOS PELA
MIGRAGCAO DEPENDENTE DA
DENSIDADE

Comportamentos complexos podem ser encontrados em modelos popu-
lacionais simples discretos no tempo nao lineares (ver May ([27], [26]) e May e Oster
[28]). Nas ultimas décadas, muitos pesquisadores tém apresentado estudos sobre
dinamicas complexas. Podemos, por exemplo, ver em dinamica de metapopulacoes

com migracao entre as subpopulacoes, Ruxton [38], Hassell et al. ([14], [4]).

No capitulo 2, seguindo as condigoes estabelecidas em Silva et al. [43],
mostramos padroes espaciais causados pela migracao dependente da densidade em
um sistema para a configuracao dos vizinhos na forma rede unidimensional em anel,
e redes bidimensionais em forma de superficie toroidal. Neste capitulo, continuando
a analisar o efeito da migracao dependente da densidade, na regiao de instabilidade
determinada em [43] e mostrada no capitulo anterior, mostraremos padroes cadticos
induzidos pela migracao dependente da densidade no sistema de n populagoes dis-
cretas de uma tinica espécie. Na secao 3.1 apresentamos a definicao dos niimeros de
Lyapunov que determinam se o sistema apresenta padroes caoticos. Na secao 3.2
apresentamos padroes cadticos induzidos pela migracao dependente da densidade
para o mapa exponencial logistico com a vizinhang¢a dada por redes unidimensionais
em forma de anel. Mostramos numericamente que, a partir de um certo valor de
7t, padroes espaciais cadticos aparecem com mais freqiiéncia. Calculamos numeri-
camente o numero de Lyapunov e obtemos resultados que confirmam os padroes

espaciais caoticos obtidos.

3.1 Caos e Nuimeros de Lyapunov

Um padrao cadtico é um padrao que continuamente apresenta com-

portamentos instaveis, nao existindo possibilidade de ser caracterizado como um



3 Padroes Cadticos Induzidos pela Migracao Dependente da Densidade 47

comportamento fixo ou periddico. De acordo com [2], para dar sustentacao a isto
que acabamos de mencionar, utilizamos os nimeros de Lyapunov ou os seus corres-

pondentes expoentes de Lyapunov.

Define-se por nimero de Lyapunov a taxa média de divergéncia ou
convergéncia por passo de tempo de pontos proximos ao longo da evolucao de suas

orbitas. O expoente de Lyapunov é o logaritmo natural do nimero de Lyapunov.

Os numeros de Lyapunov ou os expoentes de Lyapunov fornecem uma
medida da dependeéncia sensitiva as condicoes inicias. Exemplos para sistemas
dinamicos que apresentam dependéncia sensitiva as condicoes iniciais podem ser

encontrados em [2], [7], [24] e [30].

Segundo [2], [24] e [47], define-se como cadtico o sistema que possuir um
ntimero de Lyapunov maior que um, ou o seu correspondente expoente de Lyapunov

maior que zero.

Para um mapa em R, o nimero de Lyapunov L(z;) de uma 6rbita

{1, %9, ...} é definido por

’

L(w)) = lim (| f'(21) | o | f' (@) D (3.1)

se este limite existe, e f uma funcao suave definida em R. O expoente de Lyapunov
h(z1) é definido por

1
n

(I | f (1) | eI | f (a) |) (3.2)

h(z1) = lim
n— o0
se este limite existe. Observe que h existe < L existe e In L = h.

Para um mapa em R” (caso abordado neste trabalho) o k-ésimo nimero

de Lyapunov L é dado por (ver apéndice B)

_ nyL
Ly = lim (rg)~,

se este limite existe. Aqui r} é o comprimento do k-ésimo eixo ortogonal do elipsdide

J,U para uma 6rbita de ponto inicial vy, para todo k = 1,2,....n, J, = D f"(vg)
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matriz jacobiana e U esfera unitaria com centro em vy. Observamos que ;! mede a
contracao ou expansao de érbitas proximas de vy durante as primeiras n iteragoes

do sistema. O expoente de Lyapunov de vy é hy = In L.

Um estudo mais completo sobre nimeros de Lyapunov e expoentes de
Lyapunov para os mapas unidimensionais e multidimensionais podem ser encontra-
dos em [2] e [9]. Aqui nos preocupamos apenas em apresentar as defini¢oes dos
mesmos, e mostrar que quando obtivermos um numero de Lyapunov maior que um
ou um expoente de Lyapunov maior que zero o sistema apresenta padroes cadticos,

dando maior sustentacao aos nossos resultados.

3.2 Resultados Numéricos

Os resultados apresentados nesta secao foram realizados para o sistema
(2.8) para os casos onde consideramos vizinhanga unidimensional e vizinhanca bidi-

mensional de Moore.

Para o caso definido no capitulo 2 onde a vizinhanca é da forma rede
unidimensional dada por (2.2), o sistema (2.8) apresenta-se da forma (2.20). A

fungao f usada nestes resultados é a fungao exponencial logistica (2.22).

Através de simulagoes numéricas para os graficos espaco-tempo e sitio-
tempo mostramos numericamente que o sistema (2.8) apresenta uma incidéncia
maior de caos para determinados valores de i (fragdo migratéria méxima). Em
todas as simulacoes realizadas observamos que o sistema comeca a apresentar uma,
incidéncia maior de caos para valores de @ > 0.3, isto significa que o sistema (2.8)
com redes-1D e f como sendo a funcao exponencial logistica apresenta uma quanti-
dade maior de padroes cadticos quando o parametro i esta no intervalo 0.3 < 1z < 1.

E razoavel que isto aconteca, pois temos uma quantidade crescente de individuos

interagindo.



3 Padroes Cadticos Induzidos pela Migracao Dependente da Densidade 49

o —— = S ]
e hteieewomn
Eai=—T —_—r———u ?- R
= —— [= ._L:_ll_-l o

R iy
- --—_\.-- = — = :E!- .:-=__-l—l-.-

Figura 3.1: Grafico espago-tempo para o mapa exponencial logistico com uma po-
pulacao de 50 sitios, N =1, r = 1.2 e funcao migratéria dependente da
densidade com = 0.9 e em (a) ¢ = 65, (b)c = 110. Em ambos os casos
100 passos de tempo sao plotados apos o descarte de 50000 transientes.

No graficos espago-tempo na figura 3.1 (a) podemos observar que o
padrao espacial comeca a apresentar caos. Analisando os 50 sitios que compoem o
sistema percebemos que alguns sitios apresentam oscilacoes sempre acima ou sempre
abaixo do ponto de equilibrio, e outros apresentam um comportamento totalmente
irregular. Aumentamos o valor do parametro ¢ (observe figura 3.1 (b)), ou seja,
fazendo os calculos para ¢ (z*) nos dois valores de ¢ vemos que ¢ (z*) para ¢ = 65
é menor que ¢ (z*) quando ¢ = 110. Isso é facilmente observado na figura 2.2.
Podemos perceber que o padrao espacial gerado por estes valores é mais irregular

que o apresentado pelo parametro ¢ = 65. Isso também foi observado para outros

(4

Figura 3.2: Gréfico espago-tempo para o mapa exponencial logistico com uma po-
pulacao de 50 sitios, N =1, r = 0.95 e fun¢ao migratoria dependente da
densidade com 7 =1 e em (a) ¢ = 80, (b) ¢ = 150. Em ambos os casos
100 passos de tempo sao plotados apds o descarte de 50000 transientes.

locais da regido de instabilidade causada pela migragao. Observe figura 3.2 (a) e

(b).
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Padroes espaciais similares a estes apresentados aqui foram encontrados
por [21] para um sistema discreto no tempo de i sitios com i = 1,2,...,n, e f
a funcao que descreve o comportamento do sistema como sendo a funcao logistica
f(x) = 1—ax?. O valor do parametro a (taxa de crescimento intrinseca da populagio)

usado por ele, pertence a regiao onde o modelo isolado apresenta caoticidade.

De fato, isto também pode ser observado através do calculo dos numeros
de Lyapunov ou do seus correspondentes expoentes de Lyapunov. Como vimos na
secao 3.1 se tivermos um nuimero de Lyapunov maior que um, ou um expoente de

Lyapunov maior que zero, o sistema é considerado cadtico.

Existem varias maneiras de se fazer o cdlculo numérico dos numeros
de Lyapunov e expoentes de Lyapunov. Algumas destas maneiras podem ser en-
contradas em [2], [7], [9] e [47]. Para os resultados que apresentaremos a seguir

utilizamos a forma apresentada em [2] (ver apéndice C).

0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 a0

Figura 3.3: Espectro de Lyapunov para o mapa exponencial logistico com uma po-
pulacao de 50 sitios, N = 1, diferentes valores para o parametro r e
funcao migratéria dependente da densidade com 7w = 0.9 e ¢ = 65. Os
dados foram plotados apds 5100 iteracoes.

A figura 3.3 refere-se aos numeros de Lyapunov do sistema para di-

ferentes valores da taxa de crescimento da populacao r. Ao longo do eixo vertical
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temos os nimeros de Lyapunov, ordenados do maior para o menor e ao longo do
eixo horizontal temos os 50 sitios que compoem o sistema. Gréficos desta natureza
sao conhecidos por espectro de Lyapunov. Os nimeros de Lyapunov nao estao
associados a um sitio especifico, eles estao relacionados com o sistema determinando
a presenca ou nao da dependéncia sensitiva as condigoes iniciais. Portanto, dado

um sistema de n sitios teremos n nimeros de Lyapunov associados a ele.

O calculo do nimero de Lyapunov foi feito para diferentes valores de r.
Um dos valores da taxa de crescimento r escolhido é aquele cujos padroes espaciais
obtidos apresentaram-se irregulares. Os outros valores sao escolhidos proximos a
este, inferior e superiormente a ele. Observe que obtemos numeros de Lyapunov
maiores que 1 para os trés valores do parametro r escolhido, que confirma o padrao
cadtico obtido na figura 3.1 (a). Isso também se verifica para o caso da figura 3.1

(b) (ver figura 3.4).

25

0s

1] 5 10 15 20 25 30 35 40 45 a0

Figura 3.4: Espectro de Lyapunov para o mapa exponencial logistico com uma po-
pulacao de 50 sitios, N = 1, diferentes valores para o parametro r e
fungao migratoria dependente da densidade com 77 = 0.9 e ¢ = 110. Os
dados foram plotados apds 5100 iteracoes.

Analisando as figuras 3.3 e 3.4 podemos perceber que o espectro apre-

senta-se de forma suave. Isso, segundo [23], é caracteristico do caos espago temporal



3 Padroes Cadticos Induzidos pela Migracao Dependente da Densidade 52

completamente desenvolvido (FDSTC-fully developed spatiotemporal chaos). Este
mesmo comportamento, FDSTC, foi observado por Kaneko [23] para um sistema
onde utilizou f, a funcao que descreve o comportamento local, dada pelo mapa

logistico na regiao onde o mesmo é cadtico.

Através do calculo do nimero de Lyapunov foi possivel constatar que,
os padroes espaciais apresentados no capitulo anterior pela figura 2.13 (a) e (b),

realmente possuem dependéncia sensitiva as condicoes iniciais.

Observamos também que aumentos na fragao migratéria maxima i, isto
é, uma quantidade crescente de individuos migrando no sistema, determinam uma

regiao cadtica mais significativa, como podemos observar nas figuras 3.5 e 3.6.

Estes graficos foram gerados apds intimeras e exaustivas simulacoes
numéricas para diferentes valores da taxa de crescimento r da populacao e do
parametro ¢, responsdvel por regular a forma da fungao de migracao p(z). As si-
mulacoes foram realizadas para valores de r entre 0 e 2 com passo 0.1, e valores
do parametro ¢ no intervalo (1,2000] com varia¢oes de 10 em 10 dependendo da
situagao. Este processo foi realizado para cada @ compreendido no intervalo (0,1)

com passo 0.1. A andlise foi feita observando-se o padrao espacial (gréfico espaco-

# () @ ¢ (z*) ®)

|
. . 1
1 1 /) 1 7@
Figura 3.5: Grafico da regiao de instabilidade causada pela migracao dependente da
densidade. A parte cinza escuro é a regiao onde encontramos padroes
cadticos induzidos pela migragao dependente da densidade, para o caso
(a) 7 = 0.3 e para o caso (b) © = 0.4.
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tempo), a série temporal (gréfico sitio-tempo) e principalmente, o valor do niimero

de Lyapunov ou do seu correspondente expoente de Lyapunov em cada regiao.

As regioes apresentadas aqui, para os diferentes valores da fracao mi-
gratoria maxima, foram determinadas na regiao de instabilidade causada pela mi-
gracao dependente da densidade, determinada em [43] e mostrada no capitulo 2
deste trabalho. As regioes cinza escuro que observamos nos graficos 3.5 e 3.6, corres-
pondem aos parametros para os quais a migracao dependente da densidade induz

padroes espaciais com dependéncia sensitiva as condigoes iniciais.

& (z*) @ & (z*) ®

| | | |
| | | |
3 1 Fle) -l !

Figura 3.6: Grafico da regiao de instabilidade causada pela migracao dependente da
densidade. A parte cinza escuro é a regiao onde encontramos padroes
cadticos induzidos pela migragao dependente da densidade, para o caso
(a) # = 0.7 e para o caso (b) @ =0.9.

Quando 7 = 0.3 observamos uma pequena regiao aperiédica (cadtica).
Aumentos no parametro i, fazem com que a regiao cadtica aumente de forma grada-
tiva. Observe a evolucao da regiao onde obtemos padrdes cadticos nas figuras 3.5 e
3.6 e, note que, para 7 = 0.9 obtemos uma regiao cadtica bem mais relevante que
para o caso 1 = 0.3 como facilmente observamos nas figuras 3.5 e 3.6. Observe a
figura 3.5 (a) e (b) e 3.6 (a) e (b) e note que a regiao cadtica apresenta-se de forma
crescente conforme ocorrem crescimentos no parametro . Para i = 0.1 nao foram
encontrados padroes cadticos em todas as simulagoes realizadas. Para 1z = 0.2 ob-
servamos que ha ocorréncia de padroes cadticos para uma regiao muito menor do

que para o caso de g = 0.3.
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A figura 3.7 apresenta o maior numero de Lyapunov para uma dada
regiao de instabilidade da figura 2.2. Ao longo do eixo vertical temos o maior niimero
de Lyapunov do sistema em relagao a variacao do parametro r que esta ao longo
do eixo horizontal. No eixo horizontal, a taxa de crescimento r, varia no intervalo
[0, 2], onde o mapa exponencial logistico tem um comportamento estavel. Pode-se
observar que para alguns valores de r, o maior nimero de Lyapunov apresenta um
comportamento maior que 1, isto é, o sistema apresenta dependéncia sensitiva as

condicoes iniciais para estes valores de ¢ e 7.
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Figura 3.7: Grafico do maior nimero de Lyapunov em funcao do parametro r para
uma populacao com 50 sitios, N = 1, e fun¢ao migratéria dependente
da densidade com ¢ = 100 e z = 0.9.

Para a figura 3.8 e 3.9 temos ao longo do eixo vertical os nimeros
de Lyapunov e ao longo do eixo horizontal os 50 sitios. Utilizamos para a figura
3.8 1 = 0.95e ¢ = 80 e pode-se observar que para valores de 1z > 0.7 obtemos
nimeros de Lyapunov maiores que um, para determinados sitios. O que estd em
perfeito acordo com os graficos espago-tempo e amplitude-espaco apresentados no
inicio desta secao. Por motivo de visualizacao, os nimeros de Lyapunov foram
plotados em ordem decrescente, e conforme mencionamos anteriormente eles nao
estao relacionados a um sitio especifico. Na figura 3.9 utilizamos os mesmos valores

usados na figura 3.8, com o parametro ¢ = 150 e observamos que padroes cadticos
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aparecem nos sistema acoplado de 50 sitios para valores de 1z > 0.5. Isso confirma as
observacoes anteriores de que padroes cadticos aparecem com mais frequéncia para

valores de 71 crescendo para o limite da fragao migratéria maxima 7 = 1.

16

Figura 3.8: Gréafico dos nimeros de Lyapunov para uma populacao de 50 sitios,
N = 1, e funcao migratéria dependente da densidade com ¢ = 80 e
diferentes valores do parametro 7i.
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Figura 3.9: Grafico dos nimeros de Lyapunov para uma populacao de 50 sitios,
N =1, e funcao migratéria dependente da densidade com ¢ = 150 e
diferentes valores do parametro .
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Para o caso bidimensional onde utilizamos vizinhanca de Moore dada
por (2.3), realizamos simulagoes em busca de padroes caéticos induzidos pela mi-
gragao dependente da densidade (note que alguns dos padroes apresentados aqui
foram vistos no capitulo 2, entretanto os resultados apresentados aqui foram obti-

dos em uma rede de tamanho menor).

Observe a figura 3.10 onde temos o mapa instantaneo apresentando
um comportamento totalmente irregular. Em ambos os casos, mapa instantaneo
no inicio do processo iterativo e mapa instantaneo num instante de tempo bem
posterior, temos padroes espaciais bem irregulares. A partir de um certo tempo
obtemos sempre padroes da forma 3.10 (b) independentemente da quantidade de
iteragoes que for atribuida ao sistema. De fato, observe o espectro de Lyapunov (ver
figura 3.11) referente a este caso, para r = 1.05 obtemos mais de 33% dos nimeros

de Lyapunov do sistema maiores que 1.

Analisando o comportamento do espectro de Lyapunov é possivel ver
que as fungoes que representam os numeros de Lyapunov possuem um comporta-
mento totalmente suave que corresponde, segundo [23], ao FDSTC, isto é, o sistema
para este caso apresenta caos espaco temporal completamente desenvolvido. Por
motivos de tempo computacional os espectros de Lyapunov sao apresentados para
uma rede bidimensional 20 x 20 que equivale a 400 sitios. Este cédlculo levou aproxi-
madamente 150 minutos. O caso com a rede bidimensional 50 x 50 necessitaria um
tempo computacional de 72 horas dificultando o calculo do espectro de Lyapunov, e
portanto nao foi realizado. Tomamos o cuidado de analisar o mapa instantaneo em
uma rede quadrada de 20 x 20 sitios, e vimos que o seu comportamento é da forma

da figura 2.23 porém em escala menor.

A figura 3.12 apresenta um comportamento bastante irregular. Nas i-
teracoes 1100 e 50100 o comportamento da populacao, apresentado espacialmente
na forma mapa instantaneo, é completamente idéntico, isto significa que a popu-

lacdo permanece na forma da figura 3.12 (a) ou (b), ao longo de todo o processo
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Figura 3.10: Mapa instantaneo para uma populacao disposta numa rede bidimen-
sional 30 x 30, N = 1, r = 1.05 e funcao migratéria dependente da
densidade com 1t = 0.95 e ¢ = 2000. Em (a) na iteragao 1100 e em (b)
na iteracao 50100.
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Figura 3.11: Espectro de Lyapunov para uma populacao disposta numa rede bidi-
mensional 20 x 20, N = 1, trés valores distintos de r e funcao migratoria
dependente da densidade com ¢ = 2000 ap6s 1100 iteracoes.
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iterativo calculado a partir da iteracao 1100. O mapa instantaneo apresenta um

comportamento diferente destes apresentados bem no inicio da evolugao do sistema.

Uma andlise mais rigorosa para este caso pode ser vista no espectro de
Lyapunov (ver figura 3.13). Observe que para r = 1.4 (o valor da taxa de crescimento
r da populagao utilizado para a figura 2.24 (b) no capitulo anterior e para a figura
3.12) temos a presenca de nimeros de Lyapunov maiores que 1, e portanto o padrao
dado pela figura 3.12 é cadtico. Aumentos no tamanho da rede quadrada levam a
figura 3.12 para a configuragdo obtida na figura 2.24 (b). Note que o comporta-
mento de ambas as figuras é idéntico, e portanto podemos afirmar que a figura 2.24
(b) também tem comportamento caético. As fungdes que representam os nimeros
de Lyapunov dos referidos sitios nao apresentam comportamento suave. Algumas
das funcoes que representam os numeros de Lyapunov do espectro apresentam um
decréscimo extremamente rapido de niimeros maiores que 1 para valores do niimero
de Lyapunov menores que 1. Menos de 10% dos nimeros de Lyapunov do sistema
apresentam valores maiores que 1, fenomeno descrito por [23] como supressdao do

caos. Maiores detalhes sobre supressao do caos pode ser encontrado em [23].

A figura 3.14 (a) e (b) apresenta um comportamento bem regular com-
parando com ambas as figuras anteriores. O mapa instantaneo inicialmente na forma

3.14 (a), e a partir de um dado tempo permanece na forma 3.14 (b).

Analisando o espectro de Lyapunov (figura 3.15) é possivel ver que,
para este caso, nao ocorre caos. Quando r = 1.055 os numeros de Lyapunov estao
suficientemente préximos do valor 1 caracterizando o sistema, para este caso, como
nao cadtico. O mapa instantaneo da figura 3.14 tem comportamento similar ao
comportamento da figura 2.24 dada no capitulo anterior. Em ambas as figuras
os valores dos parametros utilizados sao os mesmos, porém a quantidade de sitios
envolvida aumenta, isto é, o tamanho da rede quadrada fica maior. Isso nos da fortes
evidéncias de que a figura 2.24 nao possui comportamento cadtico. O espectro de
Lyapunov (ver figura 3.15) nao apresenta comportamento suave, entretanto nao se

enquadra nos casos descritos em [23].
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Figura 3.12: Mapa instantaneo para uma populacao disposta numa rede bidimen-
sional 20 x 20, N = 1, r = 1.4 e funcao migratoria dependente da
densidade com 7z = 0.8 e ¢ = 2000 em (a) na iteracao 1100 e em (b) na
iteracao 50100.
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Figura 3.13: Espectro de Lyapunov para uma populacao disposta numa rede bidi-
mensional 20 x20, N = 1, tres valores distintos de r e fungao migratoria
dependente da densidade com 7z = 0.8 e ¢ = 2000, apds 1100 iteragoes.
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Figura 3.14: Mapa instantaneo para uma populacao disposta numa rede bidimen-
sional 30 x 30, N = 1, r = 1.055 e funcao migratoria dependente da
densidade com = 0.5 e ¢ = 100. Em (a) na iteragao 100 e em (b) na
iteracao 50100.
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Figura 3.15: Espectro de Lyapunov para uma populacao disposta numa rede bidi-
mensional 20 x 20, N = 1, trés valores distintos de r e funcao migratoria
dependente da densidade com 1z = 0.5 e ¢ = 100, apds 1100 iteracoes.
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A figura 3.16 (a) e (b) apresenta um comportamento bastante irre-
gular, visualmente cadtico. Apresentamos os mapas instantaneos em uma iteracao
bem inicial da evolugdo do sistema (ver 3.16 (a)) e em uma iteracdo final, apos
ter percorrido um longo periodo de 50100 iteracoes. O comportamento do mapa

instantaneo a partir de determinada iteragao é sempre como o da figura 3.16 (b).

Analisamos o espectro de Lyapunov (figura 3.17). Quando a taxa de
crescimento intrinseca r da populacao é igual ao valor utilizado para o mapa ins-
tantaneo 3.16 (r = 1.2) percebemos que alguns nimeros de Lyapunov apresentam-se
maiores que um, isto é, o padrao espacial, dado pela figura 3.16 tem comportamento
cadtico. Aproximadamente 37,5% dos nimeros de Lyapunov do sistema apresentam
valores maiores que um. O espectro de Lyapunov apresenta-se totalmente suave.
As funcgoes que representam os nimeros de Lyapunov nos diferentes valores de r
dados na legenda da figura apresentam varios nimeros de Lyapunov maiores que
um. Esse comportamento é caracteristico de caos espaco temporal completamente

desenvolvido (FDSTC), segundo as observagcoes feitas por Kaneko [23].

A figura 3.18 (a) tem um comportamento bem regular conhecido na
literatura como estrutura cristalina. Apresentamos a figura 3.18 (a) e (b) em dife-
rentes valores da taxa de crescimento intrinseca r da populacao. O comportamento
do mapa instantaneo quando r = 1.1 (caso da figura 3.18 (b)), possue mais irregu-
laridades que no caso do mapa instantaneo na forma estrutura cristalina (ver figura

3.18 (a)).

Analisando o espectro de Lyapunov referente a este caso dado pela
figura 3.19 pode-se perceber que a figura 3.18 (a) ndo possui comportamento caético,
pois nao apresentou nimeros de Lyapunov maiores que um quando a taxa de cresci-
mento r da populagao é igual a 1.055, valor que gerou padrdes da forma estru-
tura cristalina. Conforme aumentamos o valor do parametro r comecamos a obter
nimeros de Lyapunov maiores que 1. E portanto, o comportamento do mapa ins-

tantaneo 3.18 (b) apresenta-se cadtico.
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Figura 3.16: Mapa instantaneo para uma populacao disposta numa rede bidimen-
sional 30 x 30, N = 1, r = 1.2 e funcao migratoria dependente da
densidade com 7 = 0.6 e ¢ = 150. Em (a) na iteragao 100 e em (b) na
iteracao 50100.
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Figura 3.17: Espectro de Lyapunov para uma populacao disposta numa rede bidi-
mensional 20 x 20, N = 1, trés valores distintos de r e funcao migratoria
dependente da densidade com 1z = 0.6 e ¢ = 150, apds 1100 iteracoes.
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Figura 3.18: Mapa instantaneo para uma populacao disposta numa rede bidimen-
sional 30 x 30, N = 1 e funcao migratéria dependente da densidade
com 7z = 0.6 e c =100. Em (a) r = 1.055 e em (b) r = 1.1. Em ambos
0s casos 0 mapa instantaneo foi plotado na iteracao 50100.
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Figura 3.19: Espectro de Lyapunov para uma populacao disposta numa rede bidi-
mensional 20 x 20, N = 1, trés valores distintos de r e funcao migratoria
dependente da densidade com 1z = 0.6 e ¢ = 100, apds 1100 iteragoes.
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3.3 Conclusoes

Neste capitulo investigamos os padroes caoticos induzidos pela migracao
dependente da densidade em uma metapopulagao de uma tnica espécie, modelada
como um sistema discreto no tempo e no espaco. Esta investigacao foi feita uti-
lizando um sistema de n sitios considerando redes unidimensionais em forma de

anel ciclicos e redes bidimensionais na forma de vizinhanca de Moore.

Mostramos, para redes unidimensionais em forma de anéis ciclicos, uti-
lizando a funcao que descreve a dinamica local com sendo a funcao exponencial
logistica, que para valores da fracao migratéoria maxima crescendo para o valor
maximo um, obtemos regides cadticas mais significativas. Estas regioes foram de-
terminadas numericamente através da andlise dos nimeros de Lyapunov do sistema,

e dos graficos espago-tempo (padrao espacial) e sitio-tempo (série temporal).

Para o caso bidimensional onde utilizamos vizinhanca de Moore, obte-
mos padroes cadticos induzidos pela migracao dependente da densidade. Neste caso,
utilizamos a funcao que descreve a dinamica local do sistema como a funcao expo-
nencial logistica e obtemos alguns padroes cadticos da forma caos espago temporal
completamente desenvolvido (FDSTC-fully developed spatiotemporal chaos) e su-

pressao de caos. Estes padroes foram observados também por [23].

Nao foram realizadas simulacoes utilizando a funcao de Beverton-Holt

como a func¢ao responsavel pelo processo de reproducao e sobrevivéncia do sistema.
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4 CONCLUSOES E SUGESTOES PARA
TRABALHOS FUTUROS

Na literatura, a dispersao (migragao) sempre teve papel importante,

desde Turing [46] em 1952.

No contexto de metapopulacoes, varios pesquisadores ja abordaram
estudos sobre a migragao em metapopulagoes, como por exemplo Rohani et al. [35],
Ruxton [37], Rohani e Ruxton [36], Reeve [34], Hassell et al. ([13], [4], [14]), Hanski
e Zhang [12], Jang e Mitra [19] e Silva et al. ([43], [42]), Doebeli [6], Hastings [18],
Lloyd [25], Ruxton e Doebeli [40], Kaneko ([21], [22]) e Solé et al. [44]. Entretanto,
na literatura pesquisada encontramos trabalhos envolvendo migragao dependente da

densidade somente em Ruxton [37], Jang e Mitra [19] e Silva et al. [43].

Conforme ja mencionamos estamos dando continuidade aos estudos de
[43]. No capitulo 2, mostramos sob certas condigoes estabelecidas em [43], que
a migracao dependente da densidade gera instabilidades no sistema. Através de
evidéncias numéricas percebemos, para a funcao responsavel pela dinamica local do
sistema com comportamento no modelo isolado periédico ou cadtico, a existéncia
de padroes espaciais mais diferenciados que para o caso da funcao que descreve a
dinamica local com comportamento bem regular. Estes padroes diferenciados variam
desde padroes espaciais periddicos até padroes cadticos, enquanto que, no outro caso,

obtemos somente padroes regulares da forma periddica.

No capitulo 3 mostramos, numericamente, através do calculo do niimero
de Lyapunov, da andlise dos padroes espaciais (espago-tempo) e da série temporal
(sitio-tempo) que, conforme aumentamos o valor da fragdo migratéria maxima, obte-
mos uma regiao cadtica mais significativa. Esta regiao foi determinada para a funcao
que descreve o processo de reproducao e sobrevivéncia dada pela funcao exponen-
cial logistica, para o caso onde utilizamos redes unidimensionais em forma de anéis

ciclicos. Também mostramos, a existéncia para redes bidimensionais em forma de
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superficie toroidal, de alguns padroes cadticos. Estes foram confirmados através do
calculo do nimero de Lyapunov. Realizamos o calculo do espectro de Lyapunov e

encontramos alguns padroes citados por Kaneko [23].

O modelo que utilizamos é relativamente simples, pois combina um
mecanismo de reproducao e sobrevivéncia (dinamica local) dado pela fungao f como
sendo a fungao exponencial logistica ou a funcao de Beverton-Holt, que sao fungoes
simples, com um mecanismo de migracao dependente da densidade. A dinamica da
metapopulacao é a composicao destes dois processos distintos. Com isso obtemos

padroes espaciais relativamente complexos.

Fatores como morte durante o processo migratério, estrutura etaria,
distancia entre um sitio e outro, vizinhancas assimétricas nao foram considerados
e certamente devem ser incluidas em trabalhos futuros. Outro fator interessante
para ser investigado seria qual a influéncia da ordem dos eventos no sistema. Aqui
trabalhamos com a dinamica local precedendo a migracao, mas seria interessante
também trabalharmos com o mecanismo de migracao precedendo o processo de
dinamica local. Através do calculo do nimero de Lyapunov, investigar se existe e
qual é a regiao cadtica gerada pela migracao dependente da densidade determinada
pela funcao de Beverton-Holt para o caso de redes unidimensionais em forma de
anel ciclico. Uma andlise similar a esta pode ser realizada para o caso de redes

bidimensionais em forma de superficie toroidal.
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APENDICE A MATRIZ JACOBIANA DO
SISTEMA

Considere o sistema (2.8) dado por G(X;) = M o F(X}), onde X; =

(z},x2,...,x}) é o vetor populacional.

A matriz Jacobiana associada a este sistema, para o caso onde uti-
lizamos redes unidimensionais em forma de anéis ciclicos, no vetor populacional X/,

é uma matriz n X n circulante da forma

[0 b b b b |

b «a b
b

b

pa(x)=| - o, (A1)

b

b
b

b b b b oa

onde

a = f@)1-¢' @), ¥i=12..n

A T

Vi=1,2,...,n.
2N ) J » <y y I

Note que, em cada linha, temos 2N elementos iguais a b. Os espacos

em branco devem ser interpretados como zeros.

A matriz jacobiana associada ao sistema (2.8), para o caso de redes-2D,
com a vizinhanca dada pela vizinhanca de Moore, no vetor populacional X; possui

estrutura de uma matriz circulante por blocos n? x n? da forma



A Matriz Jacobiana do Sistema

A By

DG (x;) =

By

By

By

By

By
By

By By

By
By

By
By

By

By

By
By

A By

By

A

onde A é uma matriz n X n circulante da forma de (A.1) com

a = f(@)1—¢' @), Vi,j=1,2,.,n
f'@h)d' (=)
b m, VZ,] == ]_,2,...,TL.

Os blocos By sao matrizes n x n circulantes da forma

b b b b b
b b b

b
b

By =

b
b

b
b oo b b oo b b
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(A.3)

onde b's sdo da forma citada anteriormente. Em cada linha ha 2k —1 entradas iguais

a b. Os espagos em branco sao considerados zero.
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APENDICE B NUMEROS DE LYAPUNOV
EM RY

Considere o mapa continuo dado por

Tni1 = [(zn), (B.1)
onde f: R* — R” de classe C*.

A orbita de um ponto inicial x5 é dada por {zg,x1,Zs,...} onde z,, =

f™(@0).

Similarmente tomemos uma érbita préxima de zy, com o ponto inicial

dado por xg + 4. Seja y, o mapa que descreve esta érbita com ponto inicial g + 4.

Seja d, a distancia entre as orbitas de g e x¢ + § na n-ésima etapa.
LOgO, Yn — Tp = 5n = Ynt1 = 5n+1 + Tpyl = Ynt1 = f(xn) + 5n+1-
Por outro lado y,11 = f(yn) = f(zn + n).

Portanto, aplicando o processo de linearizacao em torno de x,, segue
que 6,41 ~ Df(x,)d,. Logo
(51 ~ Df(l'())é()
52 =~ Df(xl)(Sl :Df(.’Iil)Df(l‘o)(SO

5n ~ Df(l'n,1)5n71 = Df(xnfl)Df(xTLfZ)Df(xU)&U
Usando a regra da cadeia 6, = D f™(z()dy. Apds n iteragoes % é igual
ao fator de expansao ou contracao da perturbacao na direcao %. Seja uy = |g—g| e

defina L(zg,uq) = lim <| On |> "

Portanto, em média, a distancia entre as dérbitas de xy e y,y cresce (ou

decresce) em progressao geométrica de razao L(xzo, up).
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Quando n é grande, | §, |= L"(xq,up) | do | . Note que

L(zo,u0) = lim ('5”)”

— lim (| D f™(20)do |>E

S|=

Portanto, L(zo,up) = lim (] Df"(zo)uo |)

n—o0

Assim, quando n é grande
L(zg,up) & Ly(xg,ug) =| Df"(x0)ug | .

Como
| Df™(wo)uo |= [ug (Df"(x0))" Df" (w0)uo] >

Seja J, = Df"(xy), logo
L (o, up) = [ugJZJnuo]ﬁ.

1 7’ . . 7 .
Dessa forma, L, (zo,u) = [ug Hyuo)?w, onde H, = J''J, é uma matriz simétrica e
real e possui base ortonormal de autovetores. Suponha que uy é autovetor de H,,

isto é, H,up = \ug e | up |= 1 entdo segue-se que

Mas H,, tem k autovalores(reais e positivos). Portanto, podemos definir

os numeros de Lyapunov como

Li(zo) = lim (A, (i), i = 1,2, ..., k,

n—oo

se estes limites existirem. O Teorema Ergético Multiplicativo (ver [7]) garante a

existéncia de quase todos estes limites.

Os expoentes de Lyapunov sao o logaritmo natural dos nimeros de

Lyapunov.
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APENDICE C CALCULO NUMERICO DOS
EXPOENTES DE LYAPUNOV

Considere uma esfera U de raio pequeno centrada em vy (primeiro con-
junto de pontos da érbita), f uma funcao suave em R" associada ao sistema e D f(vg)

a matriz jacobiano em vy.
Seja J, = Df"(vy) a matriz jacobiana da n-ésima iterada da f.

Portanto, J,U é um elipséide com m eixos ortogonais. Quando os
eixos possuem comprimento maior que um ha uma expansao na diregao de f"(vg),
e quando o comprimento é menor do que um ocorre uma contracao. A taxa de

expansao média multiplicativa dos m eixos ortogonais sao os nimeros de Lyapunov.

O célculo de J,U usualmente é evitado, pois obtemos niimeros muito
grandes e muito pequenos que geram problemas no calculo computacional e também
pela dificuldade de encontrarmos D f"(v) exatamente por n ser um nimero grande.
Assim aproximamos J,U = Df(v,_1)...Df(vo)U por algoritmos computacionais,

utilizando o processo de ortogonalizacao de Gram-Schmidt.

Iniciamos com uma base ortonormal de R", {w?,...,w2} € R". A base
que estamos utilizando aqui é a base canonica para simplificar calculos iniciais.

Calculamos os vetores 2y, 2o, ..., 2, da seguinte maneira:
1 = Df(U())UJ(l), Ry = Df(UO)UJg, ey Bmo = Df(UO)wEn

Observe que os vetores da nova elipse D f(vg)U nao sao necessariamente ortogonais,
entao usando o processo de ortogonalizacao de Gram-Schmidt contornamos este

problema.
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Seja
Yy = A
v = 2 22-Y1 Y
2 = Z2— Tl
|y [
?3-Y1 ?3-Y2
Y3 = B 7 W T 5292
[yl 2 ||
Ym = 2 Zm-Y1 y Zm-Ym-1 y
= — Y1 — .. —1,
" Tl | Y 277
onde . denota produto escalar e || . || norma euclidiana usual.
Assim: wi = y;, wi = yo, ... , wl = y,,. Para eliminar problemas

de niimeros extremamente grandes ou extremamente pequenos nés normalizamos os

w?. Logo:

1 Y1 Y2 1 Ym
=, Wy = 7, ..., W, = ——

ol Iy | In7l

1 _
2 m
formam a nova base ortonormal (w},wi,...,wl). Aplicamos a matriz jacobiana

w

D f(v1) no préximo ponto da érbita (vy) e apés o processo de ortogonalizagao temos
21 = Df(v)wy, 22 = Df(0)wy, .., 2 = Df(v1)wy,,
e normalizando obtemos a nova base : {w},wy,...,w™}. Este conjunto de vetores é

uma aproximacao para o semi-eixo maior do elipséide J,U.

-

Logo, r? = y@ ||| v || ¥} || denota a expansio total na i-ésima

direcao apds n iteracaoes.

Portanto, o i-ésimo nimero de Lyapunov é dado por:

S|=

L; = lim (r])

n—o0

se este limite existe. E
In ||y || +... +1In |y |
n

é a estimativa conveniente para o i-ésimo expoente de Lyapunov depois de n passos

de tempo.



