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Resumo

Recentemente, tem sido questionada a validade do teorema de Migdal nos fuleretos
dopados supercondutores. Motivados por esse problema, realizamos nesta dissertacao uma
revisao das propriedades fisicas destes novos e notaveis materiais: os fulerenos e outros repre-
sentantes desta familia de compostos organicos que possuem estrutura geométrica de gaiola
fechada. Em primeiro lugar abordamos, ainda que de maneira sucinta, alguns fundamentos
da teoria microscopica BCS (Bardeen, Cooper e Schrieffer, 1961) da supercondutividade,
tais como o problema da instabilidade do liquido de Fermi, a formacao de pares de Cooper,
o método da transformacao canonica para demonstrar o aparecimento da interacao efetiva
atrativa entre os elétrons do par, as equagoes de Gor’kov demonstrando o surgimento do gap
supercondutor, e a expressao BCS da temperatura critica no limite de acoplamento fraco.
Apés, revisamos o trabalho realizado por Grimaldi, Cappelluti e Pietronero (1995), sobre
a supercondutividade nao adiabatica nos fuleretos dopados, no qual sao feitas correcoes de
vértice para a interacao elétron-fonon, usando o método perturbativo. Naquele trabalho
eles utilizam um modelo de fonons de Einstein com uma unica freqiiéncia para caracterizar
a funcao espectral de Eliashberg, necessaria para obter tais correcoes de vértice. Nossa pro-
posta neste trabalho é generalizar este modelo por um constituido de varias Lorentzianas
truncadas, centradas nas freqiiéncias dos principais modos de vibracao da rede cristalina:
os intermoleculares, os épticos e os intramoleculares. Encontramos como resultado deste es-
tudo que as correcoes de vértice, com contribuicao multifononica, introduzem modificacoes
substanciais como um aumento da temperatura critica e variacao no coeficiente isotdpico,
dando resultados mais proximos dos obtidos experimentalmente, em constraste daqueles

obtidos na teoria de Migdal-Eliashberg, sem correcoes de vértice.
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Abstract

Recently, the validity of Migdal theorem has been questioned in superconducting doped
fullerides. Motivated by this problem we have done in this work a review of the physical
properties of these new and noticeable materials: the fullerenes and other representatives
of this family of organic compounds which have a closed cage geometric structure. First of
all, we undertake, even though in a succinct form, some fundamentals of the BCS (Bardeen,
Cooper and Schrieffer, 1961) microscopic theory of superconductivity, such as the Fermi
liquid instability problem, the Cooper pair formation, the canonical transformation method
to demonstrate the appearance of an attractive effective interaction between the electrons
of the pair, the Gor’kov equations demonstrating the emerging of the superconducting gap,
and the BCS expression of the critical temperature in the weak coupling limit. Thereafter,
we review the work done by Grimaldi, Cappelluti and Pietronero (1995), about the nonadia-
batic superconductivity in doped fullerides, where vertex corrections for the electron-phonon
interaction are calculated using the perturbative method. In that work a model of Einstein
phonons is used with a unique frequency to characterize the Eliashberg spectral function
needed to obtain such vertex corrections. Our proposal in this work is to generalize such a
model by one constituted of various truncated Lorentzians, centered at the frequencies of
the principal vibration modes of the crystalline lattice: the intermolecular, the optic and
the intramolecular ones. We found as a result of this study that the vertex corrections,
with multiphononic contributions, introduce substantial modifications like the increase of
the critical temperature and a variation of the isotope coefficient, giving results closer to
the ones obtained experimentally, in contrast to those obtained in the Migdal-Eliashberg

theory, without vertex corrections.
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1. Introducao aos fulerenos

Nos tltimos anos tem havido um crescente interesse nesses novos materiais: os fulerenos.
Sao moléculas de incomparavel beleza, dada a sua geometria extremamente simétrica e
grande estabilidade. Em particular, os fulerenos dopados com dtomos de metais alcalinos
(conhecidos por fuleretos) vém sendo alvo de intensa pesquisa, o que pode ser atribuido

basicamente a dois fatores:

e Eles constituem uma classe inteiramente nova de materiais organicos que apresentam
fase supercondutora com elevada temperatura critica T, ( 19 K e 33 K para o Rb3Cg
e 0 RbCsyCgp respectivamente). Sao considerados, cronologicamente, como a segunda

familia de high-T. materials;

e A questao de que se estes valores elevados de T, podem ser causados somente por

fonons ou se os fuleretos constituem sistemas eletronicos fortemente correlacionados.

Além disso, seu espectro de vibragoes da rede cristalina apresenta uma dispersao (Gun-
narsson et al., 1996) que nao é usual em outros supercondutores high-T, e um alargamento
(Liechtenstein et al., 1996) que faz com que alguns modos vibracionais (modos tangenciais
de alta freqiiéncia) cheguem muito préximo do nivel de Fermi. Adicione-se a isto o fato de
os fulerenos dopados constituirem, até o final do ano 2000, os supercondutores organicos
de mais alta T, conhecidos (antes dos fulerenos dopados, o grafite intercalado com atomos
de metais alcalinos era o supercondutor organico de mais alta T, conhecido: da ordem de
milikelvins ). No entanto, em novembro de 2000, descobriu-se (Schén et al., 2000) que po-
demos dopar o fulereno sélido (fulerito) com vacancias eletronicas, chegando a T, ~ 52K |

enquanto que os fuleretos alcalinos de mais alta 7. nao atingem mais do que 40 K.
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1.1 Breve historico

Em 1985, no Departamento de Quimica da Universidade de Rice (na cidade de Houston,
Texas, EUA), Robert F. Curl, Harold W. Kroto e Richard E. Smalley descobriram uma
familia inteira de novos materiais (Kroto et al., 1985). Antes da descoberta dos fulerenos,
em 1985, havia pelo menos cinco formas cristalinas para o carbono: dois tipos de grafite,
dois de diamante e o carbonoVI. Trabalhando em uma méquina projetada e construida por
Smalley, um aparato de feixe de clusters supersonicos a laser, capaz de vaporizar prati-
camente qualquer material conhecido em um plasma de dtomos (permitindo assim estudar
a formagao de clusters ) e um espectrometro de massa eles produziram um espectro se-

melhante ao da Figura 1.1. onde se vé claramente a ocorréncia de clusters com 60 e 70

100
| 11 60

x10
80 [—

19 70

50

lon Signal

0 20 40 60 B0 100 120
Ciuster Size (Atoms)

Fig. 1.1: Espectroscopia de massa dos clusters de carbono produzidos pelo evaporador a laser
semelhante ao de Smalley, mostrando dois picos pronunciados em 60 e 70 atomos (Cg
e Crg, respectivamente), indicando a alta estabilidade destes clusters em relacdo aos

demais. Por Rohlfing et al., 1984.

atomos (entre outros) de carbono. Eles propuseram que a estrutura do Cgo seria a de um
icosaedro truncado (Kroto et al., 1985; Heath ,et al. 1987; O’brien et al., 1988; Curl et al.,

1988) (ver Figura 1.2), o que foi confirmado, em 1990, gragas ao experimento de Krétsch-
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mer e colaboradores (Kratschmer et al., 1990). Neste experimento, foi desenvolvida uma
técnica ' para producdo de Cgy em pé em escala macroscépica, o que permitiu a realizacio
de experimentos de espectroscopia no infra-vermelho, nos quais apareceram quatro linhas
correspondentes as transicoes preditas na teoria para uma molécula com aquela estrutura.

Assim, conhecendo a estrutura desta nova molécula, resolveram apelida-la de buckminster

Fig. 1.2: Representacao esquematica da molécula Cgy com sua estrutura de icosaedro truncado.
Sua estrutura geométrica esferoidal lembra uma bola de futebol e pertence ao grupo de

simetria Ij, o de maior niimero de operacoes de simetria (120), na teoria de grupos.

fullerene , ou simplesmente fullerene (fulereno, em portugués) em homenagem ao arquiteto e
inventor Richard Buckminster Fuller, que foi quem primeiro utilizou estruturas semelhantes
(constituidas por associages de hexdgonos e pentdgonos) em suas obras, como por exemplo
cupula geodésica da Montreal World Ezhibition, em 1967, no Canada. Fuller foi quem, no-
tadamente reconheceu a grande estabilidade destas estruturas. Gracas a descoberta destes

materiais Curl, Smalley e Kroto receberam o Premio Nobel de Quimica de 1996.

Intimeras foram as descobertas no ramo dos fulerenos. Por exemplo, hoje, sabemos que

além de ser materiais supercondutores high-T,, eles podem servir, no futuro, como eficien-

! Esta consiste na vaporizacio de grafite em uma atmosfera de hélio utilizando altas voltagens.
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Fig. 1.3: Representacao esquematica de um endo-fulereno, contendo um atomo em seu interior.

Adaptado de <http://cnst.rice.edu/pics.html>, 2001.

Fig. 1.4: Representagoes esquemdticas de algumas formas alotrépicas do carbono. As mais co-
nhecidas (grafite e diamante) e as novidades (buckyminsterfullerene Cgy e nanotubos

de carbono). Adaptado de <http://cnst.rice.edu/pics.html>, 2001.

tes transportadores de substancias. Os assim chamados endo-fulerenos, na Figura 1.3, sao
moléculas Cgy que guardam atomos em seu interior. Além dos endo-fulerenos, foram desco-
bertos os nanotubos de carbono (Ijima, 1991). Estes sdo diminutos tibulos constituidos por

planos de grafite encurvados em forma cilindrica (ver Figura 1.4), com as duas extremidades
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fechadas por metades de um fulereno (Figura 1.5). Os nanotubos podem ser produzidos com
paredes simples (SWNT, ou Single-Wall Nano Tubes) ou multiplas (MWNT, ou Multi- Wall
NanoTubes). Estes tubos moleculares logo revelaram-se como a mais uma novissima familia
do carbono, com propriedades tao espetaculares quanto os seus antecessores. Por exemplo,
assim como suas moléculas “primas” (os fulerenos) os nanotubos podem conter clusters e
alguns dtomos (prata, por exemplo) em seu interior. Podem também formar estruturas

toroidais, ou “toros” de carbono conforme mostram as Figuras 1.6 e 1.7.

(n,m) = (3,5)

cs0 a (mm) = (10,5) d

Fig. 1.5: Nesta figura temos, esquematicamente, trés tipos de nanotubos de carbono. Podemos
ver que a quiralidade varia com o didmetro do tubo. Na parte de baixo, & direita, esta
um carbono em uma hibridizaciao sp? (nos fulerenos e nanotubos ha uma “mistura” das
hibridiza¢oes sp? e a sp® do carbono). Adaptado de <http://cnst.rice.edu/pics.html>,
2001.
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Fig. 1.6: Fotomicrografia de um nanotubo de carbono em formato toroidal (um “toro”). Adap-

tado de <http://cnst.rice.edu/pics.html>, 2001.

Fig. 1.7: Nesta fotomicrografia, fica evidente que os toros também podem ser multi-wall. Adap-

tado de <http://cnst.rice.edu/pics.html>, 2001.
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Dentre as possiveis aplicacoes destes tubos, estd naturalmente a microeletronica. Isso se
deve a uma das propriedades mais espetaculares dos nanotubos: é a condutividade elétrica,
relacionada a quiralidade. Tipicamente, os hexagonos do plano de grafite que forma um
nanotubo se ordenam em formato helicoidal ao redor do seu eixo. O grau de torcao dessa
hélice é chamado de quiralidade (ver Figura 1.5). Conforme o grau de quiralidade, o tu-
bo pode ser isolante ou semi-condutor. Recentemente foi descoberto (Kociak et al., 2001)
que nanotubos de carbono de parede simples, quando intercalados com atomos de metais
alcalinos, apresentam supercondutividade a temperaturas de cerca de 0.55K. Outra apli-
cacao possivel estd na microscopia de forca atomica. Uma ponta de prova feita a partir
de um tubo destes (Figura 1.8), possibilitaria alcangar resolu¢oes mais altas, e além disso,
possibilitaria obter medidas qualitativas a respeito da constituicao de superficies utilizando
radicais quimicos apropriados adicionados & sua ponta, conforme a Figura 1.9. Em 1991,
descobriu-se (Haddon et al., 1991) que ao intercalarmos dtomos de metais alcalinos entre as

mo-léculas do fulereno na sua fase sélida fcc (denominada de fulerito), ocorre uma dopagem

Fig. 1.8: Fotomicrografia de uma ponta de prova atual, utilizada em um microscépio de forga
atomica, com um nanotubo de carbono em sua ponta para efeito de comparacao. Adap-

tado de <http://cnst.rice.edu/pics.html>, 2001.



1. Introducgao aos fulerenos 8

Fig. 1.9: Representacao esquematica de um nanotubo de carbono. Note-se que em suas ex-
tremidades ha pequenos radicais ligados, que servirao no futuro de pontas de pro-
va para microscopia de forca atémica. Os nanotubos serdo as pontas de pro-
va ideais, se comparadas as existentes atualmente (ver Figura 1.8). Adaptado de

<http://cnst.rice.edu/pics.html>, 2001.

eletronica. Nesta dopagem, os atomos de metais alcalinos doam um elétron cada para o
orbital molecular ¢y, da buckyball (Erwin et al., 1991; Saito et al., 1991; Martins et al., 1992;
Satpathy et al., 1992) que recebe até seis elétrons (ver Figura 1.10) podendo transforma-lo
em um metal. Para o Cg puro, o dltimo orbital molecular ocupado (HOMO - Highest
Occupied Molecular Orbital) é o h, e o primeiro orbital molecular desocupado (LUMO -
Lowest Unoccupied Molecular Orbital) é o t1, (ver Figura 1.10). Como a energia do nivel
de Fermi fica a cerca de 1.5eV abaixo da banda tq,, concluimos que o sélido fulereno é um
isolante. Ao intercalarmos nos intersticios do fulerito dtomos de metais alcalinos (que sao
elétron-doadores) seus elétrons desemparelhados sao adquiridos pelas buckyballs elevando o
nivel de Fermi do material até a faixa de energia do orbital ¢, passando de isolante (no caso
do Cgp puro) a condutor quando sdo intrecalados 3 dtomos por molécula Cgg (ver Figuras
1.10, 1.11, 1.12 e 1.13). Estes materiais sao denominados fuleretos alcalinos A, Cg, onde

n=1,3,4,6 (A =K, Rb, Cs).
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Fig. 1.10: Orbitais moleculares do Cgy e as bandas eletronicas dos orbitais LUMO e HOMO.
Por Hebard, 1992.
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Fig. 1.11: Nesta figura estd esquematizada a estrutura de bandas do Cgg puro. Note o gap entre

o nivel de Fermi e a banda de valéncia (¢1,). Por Erwin, 1993.
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Fig. 1.12: Aqui temos a estrutura de bandas do K3Cgy. Comparando com a do Cgg puro (ver
Figura 1.11) vemos que a estrutura de bandas, perto do nivel de Fermi, praticamente
nao se altera: ocorre apenas um deslocamento rigido da escala de energia. Por Erwin,

1993.

Para o n = 3 a banda t, fica semi-cheia e 0 material é metalico (Haddon et al., 1991) para
on = 4, a banda também fica semi-cheia, mas este material é um isolante (Kiefl et al., 1992;
Murphy et al., 1992; Benning et al., 1993) embora de acordo com a teoria de bandas, devesse
ser um condutor (Erwin, 1993. Ver Figura 1.13); e para n = 6 é um isolante (Gunnarsson
et al., 1997). Ainda em 1991, Hebard e colaboradores (Hebard et al., 1991) descobriu (com
surpresa) que estes metais apresentavam uma fase supercondutora tendo a T, do RbCsyCgy
ultrapassado a marca dos 30K. Portanto, na época eram os materiais moleculares de mais
alta T, conhecidos e, no geral, perdiam apenas para os cupratos (com T.s acima de 100 K).
Recentemente descobriu-se que a dopagem com vacancias eletronicas (Schon et al., 2000) ou
buracos (hole-doped-fullerenes) produz temperaturas criticas ainda mais altas do que com
atomos de metais alcalinos podendo atingir 7, maiores que 50K. Além disso, a segunda
colocagao em T, mais alta foi perdida para os novos diboratos de magnésio (Nagamatsu et

al., 2001).
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Fig. 1.13: Densidades de estados eletronicos (DOS) dos orbitais moleculares dos diversos com-
postos fuleretos. Note-se que para o K4Cgg, apesar de a energia associada ao nivel de

Fermi cruzar uma banda, este nao é condutor elétrico. Por Erwin, 1993.

1.2 Caracterizacao do Cg

O fulereno é uma molécula altamente simétrica. Pertence ao grupo de simetria puntual [,
o de mais alta simetria puntual, possuindo 120 operacoes de simetria. E constituida, basica-
mente, por 60 dtomos de carbono (ver Figura 1.2) numa hibridizagao orbital intermediaria
entre a sp? e a sp® (ver figura 1.5), sendo que o cardter p das ligagoes quimicas intramole-
culares sp? se estende predominantemente na direcao radial da molécula. Cada dtomo da
molécula faz ligagdo com outros trés vizinhos. Assim, existem 3 vezes 60 ligacoes divididas
por 2 atomos cada, ou seja, 90 ligacoes ao todo, sendo que um terco sao ligas duplas. Sua
estrutura geométrica é composta por 12 pentdgonos isolados (isto é, nenhum pentigono é
adjacente a outro) e 20 hexdgonos. Todas as ligagoes duplas ligam dois pentdgonos pri-
meiros vizinhos (Gunnarsson, 1997). A temperatura ambiente, as moléculas de fulere-
no ordenam-se na estrutura cristalina fec (ver Figura 1.14) com a organizacao sustentada

por forcas fracas de Van der Waals. Nesse material denominado fulerito (ou fulerita), as
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Fig. 1.14: Esquema do arranjo fec da célula unitdria do sélido Cgp fulerito, mostrando que
cada molécula neste material assume a posicao que seria destinada a atomos em
um material ordindrio. Adaptado de <http://sbchem.sunysb.edu/msl/fullerene.html>,

2001.

Fig. 1.15: Nesta figura estao representados os polimeros no composto ACgy. Os circulos cla-
ros representam os atomos alcalinos, que estao entre as buckyballs. Adaptado de

<http://sbchem.sunysb.edu/msl/fullerene.html>, 2001.
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Fig. 1.16: Modos de vibragao das moléculas Cgg e dos d&tomos alcalinos no sélido A3Cgo. Os mais
importantes sdo, em ordem crescente de energia: libracionais (a), intermoleculares
(b), 6pticos (c) e intramoleculares (d) e (e). Nesta figura estdo representados de
maneira esquematica estes modos principais. A intensidade estd em escala arbitraria
de energia. Note que o eixo das freqiiéncias estd em escala logaritmica, o que mostra

como os modos intramoleculares (d) e (e) sao alargados. Por Hebard et al., 1992.

moléculas apresentam basicamente trés movimentos: além de girar no mesmo lugar (modos
libracionais), chocam-se umas contra as outras (modos intermoleculares) e se contorcem e
expandem/contraem (modos intramoleculares tangenciais e radiais, respectivamente). Com
a dopagem, surgem novos modos vibracionais: os modos épticos (ver Figura 1.16¢). Sao
modos de vibracao nos quais os atomos alcalinos chocam-se contra as moléculas de Cg
(Gunnarsson, 1997). Tem sido reportado (Winter et al., 1992; Poirier et al., 1993) que o
composto ACgq apresenta caracteristicas metdalicas. Além disso, foi proposta por Pekker
(Pekker et al., 1994), a ocorréncia de polimerizagao por ciclo-adigao nestes materiais (ver

Figura 1.15). No entanto, pouco se sabe a respeito da sua eletrodinamica (Degiorgi, 1998).
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Fig. 1.17: Caracterizacao da susceptibilidade ac do A, Cg versus n, com n =1 a 6. Por Holczer

et al., 1993.

Em suma, ha apenas dois compostos fuleretos que sao particularmente interessantes para
n6s: 0os AgCgo € A3Cgo. No entanto, foi demonstrado (Holczer et al., 1991) que a fracao da
amostra, testada por susceptibilidade ac, é maximizada para uma concentracao de valéncia
préoxima de 3 (ver Figura 1.17). Além disso, a T, é maximizada (Yildirim et al., 1996) para

concentracao de portadores préxima de 3 (ver Figura 1.18). Portanto, nos deteremos no

TTT ] T T I TT1T I T 17 I L I LI

1.0 Pa3 Cas Fm3m ]
:T:;u=1.61( T;“=19K :
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Fig. 1.18: T, como fun¢ao da concentragao de valéncia por Cgo. Note que para n = 3, T, é
méxima (aqui, a linha sélida serve apenas para guiar o olho). Paran =4 e n = 5,

nao ha fase supercondutora observada acima de T' = 0.5K. Por Yildirim et al., 1996.
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estudo dos fuleretos A3Cgo, sobretudo para A=K, Rb devido a maior disponibilidade de

dados experimentais.

Neste capitulo, alguns trabalhos de revisao nao figuram ao longo do texto, pois sao
citados os textos originais. No entanto, entendemos que sao trabalhos importantes e devem

ser citados. Sao eles: Lieber e Zhang, 1994; Pickett, 1994; Weaver e Poirier, 1994.



2. Fenomenologia BCS da

supercondutividade

A supercondutividade, fenomeno observado pela primeira vez em Leiden, em 1911, por
Kamerlingh Onnes, (ONNES, H. K. Leiden Comm., Cambridge, v. 34, 1206 (1911); Suppl.,
quoted in D. Schoenberg, 1952.) enquanto media a resistividade de diversos materiais (entre
eles, o Hg) submetidos a temperaturas do hélio liquido (obtido por ele préprio, também, pela
primeira vez), é, ainda, um quebra-cabecas ndo completamente resolvido. Este fenomeno é

caracterizado basicamente por vérios efeitos (Pureur, 1999):

e Resistividade nula (ou condutividade infinita). Se um anel de material supercondutor
for submetido a uma corrente elétrica induzida, esta pode manter sua intensidade

praticamente inalterada por um tempo equivalente & idade do universo (~ 10° anos);

e Diamagnetismo perfeito (ou efeito Meissner). Nao hé fluxo total de campo magnético

no interior de uma amostra em estado supercondutor’;

e Temperatura critica (7). E a temperatura na qual a resistividade cai abruptamente

a zero. Em alguns materiais esta temperatura chega a até cerca de 160K;

e Abertura do gap de energia (A). Abaixo de T, os estados eletronicos se rearranjam
para formar o estado supercondutor abrindo um gap no nivel de Fermi, observado com

medidas de tunelamento;

! Na verdade a variacio da intensidade do campo magnético na superficie da amostra nio é discontinua:

0 campo externo penetra uma pequena distdncia (chamada comprimento de penetragdo de London Ar,).
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e Campo magnético externo critico (H.). E o valor méximo da intensidade do campo

magnético externo acima do qual o estado supercondutor ¢ destruido;

’

e Corrente elétrica critica (I.). E a maxima corrente elétrica acima da qual o estado

supercondutor é desfeito;

e Efeito isotépico. A temperatura critica de cada material varia com a massa isotopica
M dos fons que constituem a estrutura cristalina do material (a menos de uma cons-

tante multiplicativa) na forma T, ~ M™3.

Com base nessas caracteristicas podemos propor os seguintes “experimentos mentais”
(experimentos Gedanken), para demonstrar que o efeito Meissner nao pode ser explicado
pela lei de Faraday-Lenz levando-se em conta a condutividade infinita do supercondutor

(Pureur, 1999):

1. Material ordinario que simplesmente apresenta resistividade nula quando 7" < Tj:

(a) Inicialmente T > Ty e H = 0. Diminuindo a temperatura até T < Tj e de-
pois aplicando H # 0, surgirao supercorrentes no interior da amostra (pela lei
acima citada) que anulardao H no seu interior. Essas supercorrentes persistirao

indefinidamente pois a resistividade é nula.

(b) Inicialmente " > Ty e H = 0. Aplicando H # 0 e, esperando um tempo
suficientemente longo para que as correntes induzidas por H se dissipem, ou
seja, H # 0 dentro da amostra, e depois diminuindo a temperatura até T' < T
teremos no final um campo de indugao magnético nao nulo dentro da amostra,

diferentemente do caso anterior.

2. Em um material verdadeiramente supercondutor nao importa o caminho: o estado
final serd sempre o mesmo. Nao importa se primeiro diminuimos 71" e depois aplicamos
H ou se vice-versa. No final além da resistividade nula, o campo de indugao magnético

no interior da amostra também sera nulo. Isto caracteriza um estado supercondutor.
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Isso indica que o estado supercondutor é de fato um estado termodinamico estavel (inde-
pendente da histéria). Foi sugerido por Cooper, em 1957 que o surgimento deste estado po-
deria ser compreendido se considerdssemos os elétrons formando pares ligados de particulas
fermionicas dentro do material que interagem entre si, mas nao com os outros elétrons do

material (Crisan, 1989, p. 46).

2.1 O problema de Cooper: instabilidade do liquido

de Fermi

Este problema foi primeiramente abordado considerando-se um par de elétrons imersos em
um liquido de Fermi. Estes elétrons interagiriam um com o outro, mas nao com os outros
elétrons que constituem o mar de Fermi. A interacao entre os elétrons seria, portanto, atra-
tiva por algum mecanismo até entao desconhecido. Podemos demonstrar que pode, sim,
haver uma interagao atrativa entre dois férmions da mesma carga, em condicoes especiais.
Conforme o desenvolvimento encontrado na literatura (Crisan, 1989, cap. II), suponha um
par de elétrons descritos por uma fun¢ao de onda no espago de momentum (k). Supo-
nha que o momentum total do par seja nulo, e portanto, podemos estudar a interagao no
referencial centro-de-massa. Assim, a equacao de Schrodinger independente do tempo no

espaco de momentum fica

p2

(k) + [ V(K= K) oK) dK = B(k) (21)

onde o primeiro termo do lado esquerdo da equacao corresponde a energia cinética do par
e o segundo ao potencial de interagao efetivo elétron-elétron (V); o lado direito do sinal de

igualdade corresponde ao autovalor de energia do par. Agora, definindo (A = 1):

e=¢ek)=—— (2.2)
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tem-se,

Oe
dE = a—kjdk] = VG . d3k

onde indices repetidos indicam soma. Entao, considerando apenas os elétrons em estados
muito préximos da superficie de Fermi e considerando V' (k — k') = V' = constante, a Eq.
(2.1) pode ser reescrita como
co+D ! '
k) + VNO) [ p(k)de = Bu(k)
€0

eo+D

(k) — E]e:(k) + VN() / D(K)de' =0 (2.3)

€0

onde N(0) é a densidade de estados no nivel de Fermi, ¢y é uma energia muito préxima da
energia de Fermi (Er) e D é a energia de Debye. Vemos que na Eq. (2.3) podemos isolar

1 (k), obtendo

_ _VN(O) co+D ! !
k) = )= F Joo W(k')de
A
— _VN(O)ﬁ(k)i—E (2.4)
onde
A= /€:O+D1/)(k’)de’ (2.5)

Integrando ambos os lados da Eq. (2.4) em relagdo a € ao redor do nivel de Fermi e, de

acordo com a Eq. (2.5), obtém-se:

«0+D e
A = —VN(O)A/GO —
c©+D (e
1 = —VN(O)/eo —
cuja solucao é
(o — E)+ D _ 1

In

«—FE T VN(0)
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que pode ser reescrita na forma

In [1+%] :—VNI(O) (2.6)

onde W = ¢y — E é a energia do estado ligado (Crisan, 1989, p. 47). Como o lado esquerdo
da Eq. (2.6) é sempre positivo (W e D sao sempre > 0), ela somente tem solugao se V' < 0.
Este resultado (Crisan, 1989, p. 47) indica que, para este modelo de pareamento, uma
interacao efetiva negativa (atrativa) pode dar origem ao par eletronico (o que era de se

esperar visto que partimos de uma hipétese de par ligado).

Outra maneira (mais formal) de ver o mesmo problema, é considerando um sistema
isotrépico, no qual o momentum total dos estados dos pares seja 0 mesmo antes e depois do
processo de scattering, conforme a literatura (Rickayzen, 1969, se¢. III). Nessas condigoes
este momentum coletivo, no estado fundamental é zero. Portanto, o estado fundamental

(com spin nulo) é dado por:

|0) = Z akCiTCik¢|F> (2.7)

kk>kp

onde |F) é o mar de Fermi e ay é uma constante a ser determinada. Se nao houvesse
interacao entre as particulas, os ay seriam todos nulos, exceto para um par de estados nao
excitados (um par de estados na superficie de Fermi). Portanto, a tinica parte da interagao
que pode mudar este resultado é aquela que trata do espalhamento de particulas de um par
de estados (k 1, —k |) para o par de estados (k' 1, —k’ |). Um Hamiltoniano que contenha

somente esta parte pode ser escrito (Rickayzen, 1969, p. 62) como

H — Z GkCI*CO'CkO' + Z Vk’kl CI{TCEk\LC—k’J,Ck’T (28)
k,o kk'

O valor esperado da energia no estado |0) é dado por:

E =2 Z 6k|Oék|2 + Z Vk,k’ CkltOék/ (29)
kk>kp k,k/
k! >k p
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Se o estado |0) é normalizado a um, entao

ool =1 (2.10)

K,k>kp

Assim, multiplicando F na Eq. (2.9) pela identidade da Eq. (2.10), obtém-se

E Z |ak|2:2 Z ek|ak|2+ Z Vk’kqu*(Oék/

k,k>kp kk>kp . ]ic/,k’k
kO >kp

que pode ser reescrita como

Z [(E — Qek)|ak|2 — Z Vk,k’ Oéik{Oék/] =0

k,k>krp k' \k'>kp

Se o argumento da soma em k se anular para qualquer valor de k, a igualdade acima é

verdadeira. Assim, como |ax|* = aj.ay, obtém-se

(E — 26k)041*<0ék - Z Vk,k’ O‘l*cak’ =0
K k'>kp
(B —2ea)ogay, — ap > Viwae =0
K k' >kp
(E—2adax — Y. Viwoaw =0 (2.11)
K k'>kp

Se a Eq. (2.11) tiver uma solu¢do com E < ¢ entdo, o par de particulas preferird um
estado coerente a ficar ambas em estados independentes na superficie de Fermi (Rickayzen,
1969 p. 59). Portanto, os elétrons na superficie de Fermi estariam em um estado instével,
e a formacao dos pares seria energeticamente favorecida em rela cao aos estados no liquido
de Fermi (préximos a superficie). Teriamos entao que descobrir onde estao tais solugoes.

Medindo €, a partir da superficie de Fermi a solucao teria E < 0.

Como veremos na préxima secao (pode ser visto também em Crisan, 1989, cap. II,

Appendix (b)), a interacao efetiva elétron-elétron pode ser dada por

o = el

’ (ex — €x)? — (hwk—i)? (2.12)
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Para elétrons muito préximos do nivel de Fermi podemos considerar (e, — €p) < hwk k-
Assim, a Eq. (2.12) pode ser reescrita, como
E

|gk7k’
Viw ~ — Tl 2.13
kK P (2.13)

que é aproximadamente independente de k-k’ se ela possuir simetria esférica. Portanto,

tomando a intera¢ao como sendo uma constante V, a Eq. (2.11) fica

(E - 2€k)ak -V Z Qyxr — 0 (214)

K k' >kp

que, isolando «y, pode ser reescrita da seguinte forma

ay = (2.15)

(F — 26) 2 T E24)

onde

a = Z (657 (216)

K k'>kp

sendo que a nao depende de k. Assim, somando sobre todos k, k& > kr a Eq. (2.15),

obtém-se

1
a=—aV —_ (2.17)
k,k2>kp (26k — E)
Como sao considerados, na Eq. (2.17), somente estados muito préximos do nivel de Fermi,

entao pode-se escrever

eo+D

Y / N(0)de

kk>kp
onde D é a energia de Debye () < Er < ¢y + D). Entdo, a Eq. (2.17) pode ser reescrita

na forma

1= —v/:w N(O)deﬁ — _VN(0) /:w deﬁ (2.18)
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ou seja

2 /€0+D 1
- = de (2.19)
o (€= %)

A integral no lado direito da Eq. (2.19) tem como solugao

LS

1+ 2]
60-E/2

W

onde W (ver definicdo na p. 20) é a energia do estado ligado do par de elétrons (Crisan,

1989, p. 47). Portanto, obtém-se o resultado

—In [1 4 2} (2.20)

VN(0) W

que somente tem solucao se V' < 0. Ou seja, uma instabilidade no liquido de Fermi é
compativel com uma interacao atrativa entre um par de elétrons. O problema é que a
interagao conhecida (coulombiana) entre os elétrons (isolados) é repulsiva. No entanto, uma

pista muito importante na solucao deste quebra-cabecas foi a descoberta do efeito isotépico:
T, oc M3 (2.21)

Este fenomeno diz que as vibragoes dos fons da rede cristalina desempenham um papel fun-
damental na construcao do estado supercondutor. Portanto, Cooper propos que a interagao
efetiva atrativa entre o par de elétrons seja mediada pela troca de fonons através da rede

cristalina.

2.2 Transformacao canénica da interacao

elétron-fonon

Nesta se¢ao apresentaremos uma demonstracao encontrada na literatura (Crisan, 1989, cap.

I1, Appendix (b)) de que a proposta de Cooper é perfeitamente plausivel. Utilizando o
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método da transformacao candnica no formalismo de segunda quantizacao, pode-se de-
monstrar que um Hamiltoniano que descreve a interacao elétron-fonon pode ser reduzido a
um que descreva a interacao efetiva elétron-elétron. O tratamento para este modelo comeca

com o Hamiltoniano abaixo (Crisan, 1989, p. 109).
H = Hy+ Hiy (2.22)

Nesta expressao Hj representa a parte de elétrons e fonons livres e H;,,; a parte de interacao

elétron-fonon, na forma

Hiw = 9% [ d'r v ()0, (x) 6(x) (2.23)
onde

> wq [bqew"1r + bLe_iq'r (2.24)
q

N | —

1 ik-r
ha(r) = ﬁzk:ckae , (2.25)

¢(r) é o operador de campo fononico (bdson), enquanto que 1(r) é o operador de campo
fermidnico (elétron). Assim, pode-se realizar uma transformacao canénica na Eq. (2.22)

para obter um Hamiltoniano contendo somente a interacao efetiva elétron-elétron
H' = e He™ (2.26)

onde o operador unitario S pode ser expandido em série de poténcias do parametro de

acoplamento g:
S=5+S5+:--

onde S,, x ¢". Entao, tem-se
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= J[e*" (2.27)

Expandindo a Eq. (2.27) em série obtém-se

TR W (1) K ORI DU pp
e —mzz:o p— —1+25’n—55n+625n—--- (2.28)

Substituindo a Eq. (2.28) na Eq. (2.27) obtém-se

. oo 1 1
S . 2 -3
e = n||0[1+25n—55n+625n— ]
: I 1.3 : o 1.3
= <1+251—§Sl+6251—---><1+z52—552+6z52—--->--- (2.29)

Entao, considerando apenas os termos até segunda ordem em g, resulta

. 1 1
e = (1 +iS; — 555) (1 + iS5 — 553)

: . 1 1 1. 1. 1
= 1+ ZSl + ZSQ — 5152 — 55% — 5522 — 5251522 — 5251252 + 1512522
1
~ 1+iS; +iSy — 55% +O(3) (2.30)

Assim, substituindo na Eq. (2.26) o resultado obtido na Eq. (2.30), obtém-se
! . - ]- 2 . . ]- 2
H' =[1-iS —iS — 551} H[1+i8) +iS, — 551]
que pode ter seus termos reagrupados na forma

Hl >~ H—Z[Sl,H]—Z[SQ,H]+

Entao, considerando que as contribuigoes dos termos nao-diagonais do Hamiltoniano trans-

formado tém de ser evitadas, é imposta a condigao (Crisan, 1989, p. 110)
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Resolvendo a Eq. (2.32), na representacao do espago de autoestados (|n)) ortonormais de

H():

(n|Hine|m) —i(n|[Sy, Hol|m

(n|Hjpsm) — i{n|Sy Ho|m) + i{n|HySi|m

) =
)=0
)=

(n|Hipg|m) + iEg(n|Sl|m> — iEE,L(n|Sl|m 0

(n|Silm)i(Ey — Ep,) = —(n|Hinelm)

Entao,
(1| Hing|m)
(n|Sifm) = 1=~ (2.33)
Mas, utilizando a propriedade do valor principal de z=! (Crisan, 1989, p. 110),
1 1 1
P(-):-( , > [/ dt '@t +/ dte“"’}
T 2 \z+ m T —1in
obtém-se, para a Eq. (2.33),
1
(n|Sifm) = 5 (n|Hin|m)
x{/ dt expli(E, — B, + in)t / dt expli(E. — EY — in)t]}
0
1 00 . .
- 5{/ dt =™ {n|e" ! H;p, o™ 0t m)
0
0 _ :
—/ dt e"t(n|e’H°thte’H°t|m>} (2.34)

Na segunda integral na Eq. (2.34), ao realizar-se a substitui¢ao t' = —t, tem-se

/ dt ent<n|ezHoth 6—1H0t|m / dtl —nt’ <n|e—iH0t/ HmteiHOt/ |m>
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Portanto, voltando a chamar a varidvel muda ¢ de ¢, pode-se reescrever a Eq. (2.34) na

forma

1 o0 . . o0 . .
(n|Silm) = 5{/ dt e~ {n et Hyp e ™ot m) — / dt e_”t<n|e_ZH°thteZH°t|m)}
0 0
1 o0 . . . .
— 5 /0 dt 6_nt<n|[6ZH0thte_ZH0t - e—zHotHimezHot] |m>

_ % /0 % dt e (0| [Hyng (1) — Hing(—1)]jm) (2.35)
Como, esta expressao deve valer para qualquer par de (|n), |m)) entao pode-se dizer que
S, = % [ e Hit) — Hio( ) (2.36)
Assim, sabendo que (Crisan, 1989, p. 111)

Ck(t) — 6iH0tCke—iH0t — 6—i6ktck
bq(t) — 6iHotbqe—iH0t — e—iwqtbk
pode-se resolver a Eq. (2.35), o que produz

9(a)
€k — €kiq T Wq

[cLackJrq’abq + h.c.] (2.37)

Sl - Z
k.q,@

[S1E

onde ¢g(q) = g[w(q)]z. Agora, considerando termos de segunda ordem na Eq. (2.31) e com

a condicao dada na Eq. (2.32), pode-se obter (Crisan, 1989, p. 111)
. 1 1
Z[SI: H’Lnt] + 5[517 [Sla HU]] — 5[51: HO] (238)

Portanto, considerando somente os termos diagonais dos operadores fononicos com os re-

sultados das Eqs. (2.37) e (2.38) o Hamiltoniano? efetivo fica (Crisan, 1989, p. 111)

2 w2

r_ 9 q i i
k'q a B

2 J4 utilizando a informacio que os elétrons do par de Cooper tém spins opostos.
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onde fica clara a separagao entre a parte de particulas livres (Hp) e a de interagao efetiva
elétron-elétron (k,k’) mediada por um fonon (q) (o segundo termo do lado direito da ex-
pressao). Portanto, fica evidente que quando a expressao |ex — ex_o| < wq ¢ satisfeita, a

interacao efetiva elétron-elétron, definida aqui por

2, ,2
g Wy

Vk’kl = — 2

w? — (€ — €x—q)?’

¢ atrativa. Desta maneira estd provado pelo método da transformacao canonica que a

proposta de Cooper é vélida.

2.3 Equacoes de Gor’kov: método do campo

auto-consistente

Nesta parte, apresentaremos o método de Gor’kov segundo a literatura (Crisan, 1989, cap.
I1, se¢. 9) para demonstrar o aparecimento do gap supercondutor quando os elétrons formam
pares. Além disso, mostraremos como se obtém algumas propriedades como a temperatura

critica e a dependéncia do gap com a temperatura.

No método do campo auto-consistente, parte-se do Hamiltoniano dado na Eq. (2.22),
na pagina 24, e define-se (Crisan, 1989, p. 48)

Hy = 3 [ drol) ev,(r) (2.40)

Huw = V [ drol@)e] ) (e, (x) (2.41)

7’ . . O 7 . p2 Ve .
onde Hy é o termo de energia cinética de particula livre, € = 2— — 11 é 0 operador energia
cinética e H;,; é o termo de interacao efetiva elétron-elétron. Entao, reescreve-se a parte do

Hamiltoniano correspondente a interacao elétron-elétron na forma

i = [ drA @l )](r) + hel
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onde A(r) = V(z/;I(r)z/#(r)) é o campo auto-consistente a ser determinado. Para este H;,,

teremos um H.g dado por
H =3 [ drol() ev,(r) + [ @rlAmel@)o]r) + hel (2.42)

Desenvolveremos, aqui, o método de Gor’kov da funcao de Green anomala, conforme a lite-
ratura (Crisan, 1989, cap. II, se¢. 9), para entender o comportamento dos supercondutores
em T # 0. Para isso, coloca-se a mao a dependéncia temporal nos campos eletronicos
Y, (r) — 1, (r,7) e Pl (r) — ¥i(r,7), onde 7 = it. Introduz-se o propagador normal de

Green (Crisan, 1989, p. 48)
G(r1, 197, 7o) = —(Totby vy, 7)Yl (va, 7)) (2.43)

que descreve o deslocamento do elétron da posi¢cao r; no instante 7; para a posi¢ao ro no
instante 75, onde 77 < 7. Na Eq. (2.43), T, é o operador de ordenamento temporal. Através
das relacoes de anticomutacao dos operadores de criacao e aniquilacao de elétrons, pode-se

demonstrar que (Crisan, 1989, p. 49)
[1/)¢(1'1, 1), Her] = 61/)T(1'1, 1) + A(rl)d)l(rla 1) (2.44)

Com isso, pode-se escrever a equagao de movimento para G(ry,rs; 71, 7o) na forma

[a% — €| Gr1, 1271, 7) — A (L] (00, 7)Yl (x2, 7)) = 0(x1 = 12)0(m1 — 72)  (2.45)

Por outro lado, define-se o propagador anomalo de Green como
Fi(ry,ro; 71, 7) =t (To] (x1, 71) 00l (r2, 7)) (2.46)

0 que nos permite reescrever a Eq. (2.45) como

0
[87 - G]G(rl,rg;Tl,Tz) - A(rl)FT(rl,rQ;ﬁ,Tg) == (S(I‘l - 1'2)5(7'1 - 7'2) (247)
1

Analogamente, também pode-se escrever a equagao do movimento para FT(ry,ro;7,7)
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como (Crisan, 1989, p. 49)

0

[— — G:IFT(I'l,I'Q;Tl,TQ) — A(I‘l)G(rl,rQ;Tl,Tg) =0 (248)
87'1

onde A(ry) = |V|F(ry,r1,7,7). No estado supercondutor em equilibrio, estas fun¢oes de
Green dependem somente da diferenca 7 — 7. Assim, pode-se escrever as transformadas

de Fourier destas funcoes

G(r,r';7) = T G(r,riw)e ™"

F(r,r';7) = TY F(r,r;w)e ™"

e as equacoes de movimento de GG e F' sao reduzidas a equacoes algébricas, agrupadas numa

unica equacao maricial, na forma
1 e
{m — fye = SIAM)7 + AT(rl)%_]} Gy, 12; ) = 3(r1 — 1) (2.49)

onde 73, T4 = 71 £ i7 sdo as matrizes de Pauli no espaco de pseudo-spin, e G(ry,ro;w) é

dada por

o~

Glri,ryw) = [ GForaw) —Fir,raw) 1 (2.50)

(1'171'2;W) G(r17r2;w)

Considerando-se o caso particular de um supercondutor homogéneo no espago, 1, (r) e
conseqiientemente 1! (r'), sdo escritas conforme a Eq. (2.25) na pdgina 24. Assim, reescre-

vendo a Eq. (2.42) no espago de Fourier obtém-se (Crisan, 1989, p. 50)
Hpos = Y €a(k) o Cn + D [AK)chycl ) + Rc] (2.51)
k,a k
e as Eqgs. (2.49) ficam

liw — e(k)]G(k;w) + AK) Fl(kw) = 1 (2.52)
[iw + (k)] Fl(k;w) + AT(k)G(k;w) = 0 (2.53)
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O sistema de Eqs. (2.52) e (2.53) tem como solugao (Crisan, 1989, p. 50)

Gk w) (iw)j‘i;a(:)‘)_ = (2.54)
Filkiw) = — L _A;((kk)) 3 (2.55)
que podem ser reescritas como
i) = . jwe(_kgi()k) 1 z_we(—kiz/(igk) (2.56)
Fik,w) = 21?(1{) b +1E(k) T iw —lE(k)] (2:57)

onde E(k) = +4/€2(k) + A2 Assim, pelas Egs. (2.56) e (2.57) podemos ver que os polos

das funcoes de Green G e FT estdo em

wk) = +FE(k) = £1/€2(k) + A2 (2.58)

Mas, de acordo com a Eq. (2.2) na pagina 18, temos que

lim w(k) = A

k—0

o que mostra claramente a existéncia de um gap de energia (A) quando os elétrons formam

pares.

A relacao de dispersao (2.58) pode ser visualizada na Figura 2.1. De fato, A é o
parametro de ordem supercondutor e depende da temperatura. Para o caso de super-

condutor homogéneo, Af(r) = Al. Entdo, tem-se de (2.55)

&k At
Al=VTr Xwﬁ/ (27)3 (iw)? — €2(k) — A2

que pode ser reescrita na forma

Fk 1 1 -
V/ Ok mtanh ﬁ\/e (k) +A2=1 (2.59)
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Fig. 2.1: Relagio de dispersao (Eq. (2.58)) obtida com o método do campo auto-consistente.

Note que, perto de € = 0, a relagao de dispersao para A # 0 (estado supercondutor) se

desvia daquela com A = 0 (estado normal) dada por E(k) = te(k).

que, quando T — 0, resulta em (Crisan, 1989, p. 50)

A(0) = 2wp exp l_vzv;(o)] (2.60)

Agora considerando o caso de A — 0, que é o caso da transicao de fase supercondutora

T — T,, a Eq. (2.59) fica (Crisan, 1989, p. 51)

wp/2Te  tanh x 1
/ dx =
0 x VN(0)
ou seja,
wp wp WD Inz 1
In 22 tanh 22 _ / d -
t 27T, an 2T, 0 mcosh2 x  VN(0)
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Mas, das tabelas de integrais (Crisan, 1989, p. 51)

/ood:v Inz :ln4—7
0

cosh? z T

onde v =exp C' e C' = 0.057. Portanto, obtém-se uma expressao para 7T, na forma

T, = 2“;” exp l— wé(o)] . (2.61)

Esta expressao para T, bastante conhecida da teoria BCS, estabelece uma relacao en-
tre a temperatura critica supercondutora e os parametros fisicos do sistema, tais como a
freqiiéncia de Debye wp, a densidade de estados no nivel de Fermi N(0) e a intensidade da

interacao efetiva elétron-elétron mediada por fonon V.

2.4 Teorema de Migdal

Tendo desenvolvido a expressao BCS para T, queremos comentar sobre a necessidade de
fazer correcoes a esta expressao, visto que ela nao se aplica aos sistemas que possuem
temperaturas criticas acima de ~ 15 K (Scalapino, 1969). Esta situagao aplica-se aos

fulerenos deste trabalho, pois para K3Cgo temos T, = 19 K e para Rb3Cgy temos 7T, = 30 K.

De um ponto de vista perturbativo em termos da amplitude da interacao elétron-fonon
(9), deverfamos incluir todos os termos da série perturbativa infinita. Como este procedi-
mento é impossivel de realizar em geral, devemos fazer apenas calculos perturbativos de
mais baixa ordem em ¢g. Para o caso que estamos discutindo nesta dissertacao existe um
teorema que nos garante que podemos ficar com os termos de mais baixa ordem. FEle é

denominado o teorema de Migdal. Seu enunciado segue abaixo:

Na expansao perturbativa, a dinamica dos propagadores é descrita pelas equacoes de
Dyson (Fetter e Walecka, 1971) que contém partes de autoenergia e partes de vértices.

Estas partes tém sua descrigao grafica na forma de diagramas de Feynman (Fetter e Walecka,
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Fig. 2.2: Representacao diagramdtica do processo de espalhamento de um elétron p por um fénon
q. Antes da colisdo, 0 momentum total do sistema é p, visto que o fénon ¢ sé surge no
momento da colisdo. Apds a excitacao do fénon ¢, 0 momentum total é (p —q) + ¢ = p.
Portanto é um processo de colisao e, como tal, conserva o momentum total do sistema.

Adaptado de Fetter e Walecka, 1971.

1971). As partes de autoenergia renormalizam o propagador eletrénico (que descreveremos
por linhas sélidas), sendo que o propagador fonénico (descrito por linhas onduladas) nao tem
renormalizacao, por considerarmos fonons “reais”. Por outro lado, as partes de vértice nos
diagramas de Feynman sao os pontos de encontro dos propagadores eletronicos e fononico
(que representam os processos de espalhamento elétron-fonon, onde deve ser satisfeito o
principio de conservagao de energia-momentum, conforme pode ser visto na Figura 2.2). O
teorema de Migdal em questao diz que, as partes de vértices exatas no sistema elétron-fénon

satisfazem

=g {1 +O l(%)m] } (2.62)

para toda ordem da série perturbativa, onde m/M é a razao entre as massas eletronica e
ionica do material. A demonstracao deste teorema pode ser vista em qualquer livro texto

de Teoria Quantica de Muitos Corpos. E facil ver da Eq. (2.62) que quando m/M — 0
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a parte de vértice total I' pode ser substituida pelo vértice simples g. Para grande parte
dos materiais supercondutores, esta condi¢do do teorema é satisfeita (em geral a massa
ionica é muito maior que a massa eletronica), de maneira que podem ser desprezados os
termos de ordem (m/M)? e superior. No entanto, pode-se demonstrar que esta razio m/M
é proporcional ao quociente entre as energias caracteristicas fononica e eletronica wp/Ep.
Isso porque a freqiiéncia de Debye é proporcional a M~!, enquanto que a energia de Fermi

é proporcional a m™".

Neste caso, como veremos na préxima secao com mais detalhe, os
fuleretos alcalinos tém freqiiéncias fononicas comparaveis a energia de Fermi. Portanto, a
razao (m/M)l/2 nao pode mais ser desprezada, e correcoes de vértices tem que ser levadas em
consideracao na descricao destes materiais, o que serd feito no proximo capitulo. Detalhes
mais elaborados desta andlise sobre o teorema de Migdal podem ser vistos no livro de

Schrieffer (SCHRIEFFER, J. R. The Theory of Superconductivity, New York: Benjamin,
1964).



3. Correcoes de vértices para os fuleridos

alcalinos supercondutores

Sabemos que, dentro da familia dos fuleridos supercondutores, as energias das vibracoes da
rede cristalina fec se estendem até valores proximos da energia de Fermi. Como pode ser
visto na Figura 1.16 os modos de vibracao intramoleculares tém energias wg ~ 50—200 meV.
Estas elevadas energias ocorrem pois estes sao os modos de vibragao dos atomos de carbono
nas moléculas de Cgo, e dada a intensidade das ligacoes quimicas, de cardter orbital sp? e
sp®. Por outro lado, na Figura 1.10 vemos que a largura da banda relativa ao orbital #;,
é cerca de 500 meV. Assim, para a banda semi-cheia (que é o caso dos fuleretos A3Cgp)
Er ~ 250 meV. Portanto, wy/Er ~ 0.2 — 0.8, 0 que nao pode ser considerado como muito
proximo de zero. Portanto, o teorema de Migdal é fortemente violado para estes materiais.
Logo, o desacoplo da dinamica entre elétrons e fonons deve ser levado em conta. Sendo
assim, neste capitulo e no proximo, apresentaremos os calculos envolvendo as correcoes de
vértices realizados por Pietronero e colaboradores (Pietronero et al., 1995) a fim de obter
uma expressao para a 1, que leve em conta os efeitos nao-adiabaticos. A partir de uma
expressao para a auto-energia que acrescente os termos de interacao retardada entre um
elétron do par, num dado instante, e ele mesmo um tempo depois via um fonon, deve-se

reobter uma expressao para a 7.
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3.1 Temperatura critica e autoenergia

Primeiramente, veremos como a temperatura critica 7, da teoria BCS se comporta com a in-
clusao das auto-energias (Pietronero et al., 1995). Parte-se da expressao para a temperatura

critica BCS que sai do diagrama BCS padrao (Figura 3.1.a)

(a)

/ (b)

(<)

i

Fig. 3.1: (a) Diagrama BCS padrao; (b) O efeito da auto-energia eletrénica na funcio de Green
vestida (linhas duplas) é absorvido, definindo um vértice efetivo; (c) O vértice efetivo
equivale ao nao-corrigido dividido pela funcdo renormalizacdo Z do propagador de

elétron incidente Gy. Adaptado de Pietronero et al., 1995.

T, ~ (w)e /O=1) (3.1)

onde (w) é uma freqiiéncia fonoénica caracteristica do sistema, A = VN(0) é a constante
de acoplamento elétron-elétron e p* é o pseudopotencial de Coulomb (ver Gunnarsson,

1997). Esta expressao para a T, é equivalente aquela da Eq. (2.61), considerando a repulsao
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coulombiana p* # 0, que tem o efeito de diminuir 7,. O propagador eletronico de Green

para a parte real da auto-energia é dado pela expressao (Pietronero et al., 1995, sec. II)

1
Gk,w)= 3.2
Expandindo 3(k,w) em torno de w=0, tem-se
0
Yk w)~X(k,0)+w- —X(k,w) (3.3)
aw w=0
onde define-se
0
A= —3X(k
aw ( ,C())
0
7 = 1-——3(k =14+ A 3.4
Sk w) =1+ (3.4)

onde Z é o fator de renormalizagao da funcao de onda (Pietronero et al., 1995, sec. II).

Assim, o propagador da Eq. (3.2) pode ser reescrito na forma

Gk, w) = % (@) (3.5)

Portanto um dos efeitos da auto-energia é o de renormalizar a dispersao de banda, préximo
ao nivel de Fermi, aumentando a densidade de estados eletronicos devido a uma reducao na

velocidade de Fermi, ou seja (Pietronero et al., 1995, sec. II)

N(0) = N(0)(1+ A

m* = m(l1+\)

Por outro lado, a o efeito de auto-energia também reduz o espectro na propor¢ao de 1/7,
ficando um vértice efetivo (Pietronero et al., 1995, sec. II) que absorve este efeito (ver

Figura 3.1.c)

gk,k:G(k,w) = <gk,k’%) Gg(k,w) = gGo(k,w) (36)
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onde g = g/Z. Portanto, considerando-se que A = VN(0), e que V = ¢* (ver Eq. (2.39)),
temos A = g>N(0). Assim substituindo o vértice efetivo g e a densidade de elétrons no nivel
de Fermi efetiva N (0) na expressao para A, obtém-se uma expressao para uma constante de

acoplamento eletronico efetiva A na forma

g*N(0)
912

- 2] woyz)
1 A

- ) =" 3.7
Z 14+ A (37)

Substituindo 3.7 na Eq. (3.1), obtém-se (Pietronero et al., 1995, sec. II)
T, ~ <w>e—(1+k)/[k—u*(1+k)] (3.8)

ou seja, os efeitos da inclusao de auto-energias reduzem 7, em relacao a temperatura critica

BCS padrao.

3.2 Temperatura critica e correcoes de vértice

A segunda questao que queremos abordar é como as corregoes de vértice afetam a T, BCS.
Como visto na Secao 2.4, a primeira correcao para a interacao elétron-fonon despida g
é da ordem de g [A(wp/Er)], onde wp e Ep sao freqiiéncias caracteristicas de féonons e de
elétrons do sistema, respectivamente. Assim, desenvolveremos aqui o tratamento do teorema
de Migdal visto em um esquema perturbativo para A conforme procedimento realizado por
Pietronero e colaboradores (Pietronero et al., 1995, sec. II). Neste esquema, escreve-se a
amplitude da interagio elétron-fonon', ou seja, o vértice despido na forma (ver Figura 3.2)

Wp
/ pr— ]_ A— ...
q gll+ B, +

' Aqui ¢’ equivale ao T’ da Eq. (2.62).
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g -+ g(XwD/EF)

Fig. 3.2: Vértice simples e corre¢ao de primeira ordem para o espalhamento elétron-fonon. No
primeiro caso a interagdo elétron-fonon é instantanea. No segundo, hd uma interacao
retardada por um fonon emitido e reabsorvido pelo mesmo elétron, processo que ocorre

durante um intervalo de tempo. Adaptado de Pietronero et al., 1995

Que, mais rigorosamente, pode ser reescrito na forma (Pietronero et al., 1995, sec. 1I)

dzgl+A%%@M%%~ (3.9)
F

Utilizando uma funcao p que contém toda a dependéncia do momentum tranferido ¢ e da
frequéncia do fonon excitado w. E interessante aqui conhecer a dependéncia explicita da
funcao correcao de vértice p(q,w) em termos da transferéncia de momentum e energia do
fonon. Supondo-se que esta contribuicao seja, em média irrelevante ((wp/Fr) < 1), faz-se
(p(q,w)) =~ 1 (Pietronero et al., 1995, sec. II), o que nos mantém dentro do esquema per-
turbativo. Assim, considerando as contribuicoes de auto-energias (descritas anteriormente)

aliadas as correcoes de vértices, tem-se que

< AL+ Mwp/Er)(p(g,w))]”
- ool ~ A1+ ) (3.10)
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Substituindo este A na expressio 3.1, obtém-se
T, ~ (w)e V/RO+N =] (3.11)

Portanto, as corregoes de vértice, em conjunto com as correcoes de auto-energia fazem com
que a temperatura critica aumente em relacao a T, BCS padrao (Pietronero et al., 1995,

sec. II).

Para exemplificar, considere que para os supercondutores baseados nos 6xidos de cobre,
através das equagoes usuais de Eliashberg pode-se aferir um A\ ~3 (Pietronero et al., 1995,

sec. II), ou seja, um valor nao fisico. Substituindo este valor de A na Eq. (3.7), obtém-se

~ A
A= ——=>~0.75
1+ A

Por outro lado, considerando-se correcoes de vértices, e A~ 0.75 na Eq. (3.10), entao

A=AM1+A)~0.75 = A=~0.5

que leva a um valor mais realista para A ~ 0.5 (Pietronero et al., 1995, sec. 1I).

3.3 Expansao diagramatica a temperatura finita

Um tratamento mais rigoroso sera para os efeitos de correcoes de vértices sera apresentado a
seguir, utilizando o formalismo de teoria de muitos corpos. O Hamiltoniano modelo utilizado

para estudar estes efeitos (Pietronero et al., 1995, sec. I1I)
g
H=> ¢ che + > wg b};bq + N > cL+qck [bq + biq} (3.12)
k q k,q

com um termo de energia cinética (banda €) de elétrons livres, um termo de energia cinética
(fonon de Einstein wyg) de fonons livres e um termo de interagao elétron-fonon. Nos célculos

que seguem, assume-se uma densidade de estados eletronicos Ny constante entre —FE/2 e
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E/2, com a energia de Fermi em zero. Portanto, a banda semi-cheia corresponde a uma
energia de Fermi correspondente a Er = E/2. Assim, para as integracoes sobre a zona de

Brillouin é utilizada a seguinte simplificacao:

T =€ — [ (3.13)
onde —% <z < % Neste esquema,
E/2
Z — Ng/ dx
- —E/2
Considerando uma dispersao parabdlica (Pietronero et al., 1995, sec. III)
[k[”
= — — 3.14
& 2m ( )
K2 2 k.
oy = K[ la” _ a,_ (3.15)

2m 2m m

onde n = cos f, e 0 é o angulo de espalhamento entre o elétron e o fonon. Aqui, é desprezado
o termo ¢%/2m. Portanto, estes resultados serao validos somente para pequenos valores de
q. Isso é consistente com tomar-se uma dispersao de banda localmente linear na vizinhanca

de kr, na forma

exk =5 lk| —p—qcosf=ux (3.16)

ek—q=Vr|lk—q|—p=2—gcosd (3.17)
onde ¢ = vr |q|. A largura de banda F e o potencial quimico p sdo agora dados por

E
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Utilizando as funcoes de Green na representacao discreta de Matsubara a temperatura finita

com a notagao usual tem-se, para elétrons (Pietronero et al., 1995, sec. III)

1

iwy, — €x — Y (iwn, k)

Goliwn, €x) = (3.20)

onde w, = 27T [n+ %] (n = 0,1,2,...), sao as freqiiéncias de Matsubara para férmions
(elétrons), e y = 0. Para os fonons, assumindo um modelo de Einstein, tem-se

2
Wo

Dy (iwp,, wy) = — (3.21)

w2, + wi
onde wy, =27Tm (m = 0,1,2,...) sao as freqiiéncias de Matsubara para bdsons.

A auto-energia padrao em primeira ordem é dada por (Pietronero et al., 1995, sec. III)
Y(iw,) = —g2TZ Z Goiws, kg) Do (iw, — iws, wp)
k. §

_ —gZTNOZl( — ]/E/Q dxl, ! ] (3.22)

| (wn —ws)2+wE| J-Er  |iws —x

Mas, como

E/2 1 E/2 W, E
/ dx | - = —/ dx Wt T — —27arctan
B2 |iws — T B2 |w?+a? 2w,

entdo, a auto-energia a temperatura finita fica (Pietronero et al., 1995, seg. III)

E Swiw
S (iwy,) = —iwp \T tan | — 0 3.23
(twn) w S;)arc an[Qws] (@ = @) + 2] (wn + 02)” + 2] ( )

e a renormalizacao da fun¢ao de onda a temperatura finita ¢ dada por ? (Pietronero et al.,

1995, sec. III)

Zliwy) = 1 — —— (i) (3.24)

Wy,

2 A dissemelhanca desta expressdo com a defini¢io de Z dada na Eq. (3.4) é devido ao uso de freqiiéncias

discretas. Neste caso, a derivada em relacdo a freqiiéncia é substituida por uma diferenca finita.



3. Corregoes de vértices para os fuleridos alcalinos supercondutores 44

Desprezando a dependéncia com a temperatura (' — 0) e considerando o caso w, = 0,

obtém-se
1 [t
T — — / d
XS: 21 J - v
Assim, substituindo a Eq. (3.23) na Eq. (3.24), e utilizando a relagao acima, Z fica na
forma
A [ E Swiw
Zzl-—/ dw arct e L 3.25
e o A anl?ws] (w? + w§)? (3:25)
Considere agora, as seguintes definicoes:
w Wwo Wy
= — m=—— = —
Y= ’ E/2  Ep

Com estas defini¢oes, integra-se por partes a Eq. (3.25), e obtém-se como resultado (Pie-

tronero et al., 1995, sec. III)

2 = 1+ 3 Moo |5 5 (7))

Zmn::1+A(J;j (3.26)

1+m

Note que esta nova fungao renormalizagdo Z tende a ser menor do que a definida (Eq. (3.4))
na medida que m (o fator de Migdal) assume valores > 0, ainda que pequenos (limite nao-

adiabdtico). No caso limite em que m = 0 (limite adiabdtico), recupera-se a forma original

Z(0) =1+ .

Agora, nas equagoes a seguir sao utilizadas as defini¢ées Q = ¢/E, onde Qe = 1. A
correcao de vértice que a Figura 3.3 representa diagramaticamente, é equacionada de acordo

com o foralismo de Matsubara na forma (Pietronero et al., 1995, sec. IV)

A(“maQ;wm E) =1 + )\P'u(wm:q;w(]: E)
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n-m

Fig. 3.3: Representagio diagramdtica da primeira corregiao de vértice da interagio elétron-fonon.

Adaptado de Pietronero et al., 1995.

=:PJTZZI JL%—gﬂthwﬂJFﬁﬂ

ws kg

onde P, é uma funcao de w,, e ¢, e depende parametricamente de wy e £ = 2Er. Despre-
zando a dependéncia com a temperatura associada com w, e considerando o limite 7' — 0,

P, pode ser reescrita na forma (Pietronero et al., 1995, sec. IV)

1 (B2 too 1 1 1 2
P giwn B) = 5[ do [ “dws [ an|- -
2w J-E)2 —o0 2/ w—z||w?+uwj

% L’(w —om) i

(x—qwﬂ (3:27)

onde 7 ja foi definido na pagina 42. Na Eq. (3.27), a dependéncia angular é introduzida

como um fator de corre¢ao para o caso independente do angulo. A média angular é

Jo© f(0)2m sin 0do
/ dn f(n) = Jo 27 sin 6d6 (3.28)
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Portanto, definindo y = ¢ - 1, obtém-se

1 1 (E? +o0 1 rEQ 1
P, = ———/ dx/ dw—/ dy . ;
EQ2m J-p;2  J-oo 2J)-pQ 7 (w+ir)[w —wp +i(z —y)]
2

" @+ o) (@ — iwo)

- sar Lo Lot [P aats)
EQ2r J-r;2 2 J-8qQ 7 2(wm + 1Y) J-co W — Wy w + 1T
W+ lwo w + 1T W — iwg [w — iwy, +i(x —y)]

A 1 1 )] (3.29)

W+ iwg [w — twy, +i(z — y)]

Considerando o primeiro termo na func¢ao integranda em w acima, ve-se que se x < 0 ambas
singularidades ficam na metade superior (Im(w)> 0) do plano complexo w. Assim, pode-se
fechar o contorno da integral no plano inferior e a integral dard zero (teorema de Cauchy).
Com isso, os primeiros dois termos da integral da Eq. (3.29) ficam (Pietronero et al., 1995,

sec. IV):

1 0 0
L= Ltom W) _ @) (3.30)
2m wo+1x  wy+x

1 _ _
P W ) B ) (3.31)
2m —Wo + 1T Wo— <

ambos os termos dados pelas Egs. (3.30) e (3.31), quando integrados em x se anulam. Entao

estes serao desprezados. Os outros termos da Eq. (3.29) sao

I = o Y@=y ) (3-32)
21wy — Wi + (T — ) Wo + twm, + (2 —y)
I = — o oly = ) - oly =) (3.33)
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Juntando tudo, obtém-se (Pietronero et al., 1995, sec. IV)

B /E/2 / wo 0(z —y)
b= EQ J-r) QZwm—Hy wo + w4 (2 — y)

oly = ] (3.34)

wo—zwm—(fv—y)

Mas, considerando a propriedade da funcao salto unitario

/mo dr [ dyb(y —x)f(z,y) = /mo dr [ dy0(x —y)f(—z, —y) (3.35)

—Zo —Yo —Zo —Yo

A Eq. (3.34) pode ser reescrita, considerando valores pequenos de y (isto é, y < E/2), na

forma

_wo 1 rE@ /E/2 w2 + ylwo + (z — y)]
"= B02 Y0 T e oo+ @ — )2+ o2}

Fazendo a mudanca de varidveis z = wg + (z — y), entao (Pietronero et al., 1995, sec. IV)

po= LRy [ ety
EQ?2 wo (W2, 4+ y?) (22 + w?)
wy 1 rEQ E/2—y+wo w?
= —= dy dz o
EQ2J) Eq wo (W2, + 9y?)(2%2 + w2,)
wy 1 [ECQ E/2=y+wo Y-z
o 1t d / d 3.36
TEQ w T rAEE) (3:36)

Ao integrar inicialmente em z a expressao acima, o primeiro termo da soma fica (Pietronero

et al., 1995, sec. IV)

E/[2—y+wo 1 1 W, W,
/ dz ——— = — |arctan — — arctan —————
wo (22 4+ w?)  wn Wo E/24+wy—y

e o segundo termo (Pietronero et al., 1995, sec. 1V)

/E/2y+w0 2 1 1 [wfn +(E/2—y+ wO)Q]
=—1In
2

d - -
wo . (22 4+ w?) Wi + w2,
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Assim, obtém-se (Pietronero et al., 1995, sec. IV):

P wp 1 EQd 1 [ ) Wi ) Wi ]
Yy = == ———— Wy, |arctan — — arctan ——
EQ2 - yw2+y2 o E/2+wo—y
E/2 —
w0+w

Considerando pequenos valores de y (e portanto, de ), pode-se expandir o termo entre

chaves {} na expressao acima até segunda ordem em y (Pietronero et al., 1995, sec. IV).

I (E/2 4wy —y)? + w2, ~1n (B/2+w)* +wm]  2(E/2+w)
el R R (B/2+ )7+,

Além disso, observe que

d 1
Sarctan () = 15
d? 1 ] 2f : f’2
d2arctanf() = 1+f2[ B
onde f' = df /dy. Portanto, neste caso
Wm
W) = Barw—y
/ Wm
(y)|y:0 (E/2+w0)2
" 20,
" (W)y=o (E/2 + wy)?
e7
d? 1 (E/2 4 wp)? 2w
t -0 = =
sag W= = S\ ooz || ER + w0
2Wpm w? 1

CE/2+wy (E/2 1%)2 (E/2 + wo)? + w2,
wm(E /2 + wo)
[(E/2+ wy)? + w?,]?
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O resultado dessa expansao portanto, é dado por (Pietronero et al., 1995, sec. IV)

W EQ A EQ By?
i e R A= 339
onde
Wi W
A = wy [arctan(w—o) - arctan(m)] (3.39)
B (E/2+wo)[(E/2 + wp)? + 2w?] (3.40)

[(E/2+ wp)? + w2 )?

Resolvendo as integrais em y, obtém-se o resultado final da expressao para a correcao de

vértice (Pietronero et al., 1995, sec. IV)

m m E
Py(Wm, Q;wo, E) = ;—22{ larctan <C:)—0> — arctan (ﬁ)] arctan <W—S>

— [EQ — Wy, arctan <%>

(E/2+wo)[(E/2 + wSQ + 2w2 ] }
[(E/2+ wp)? + w2 )?

(3.41)

Que é puramente real, enquanto poderiamos esperar em geral uma funcao correcao de vértice
complexa, devido a sua dependéncia em variaveis complexas. No entanto, isto é resultado
do esquema de bandas semi-preenchidas (Er = E/2) em conjunto com uma expansao para

q pequeno.

Para analisar a dependéncia em () e w,,, Pietronero e colaboradores (Pietronero et al.,
1995, sec. IV) estudaram os dois limites da funcao P,: estdtico e dindmico. O primeiro

deles (estatico), consiste em assumir a seguinte ordem de limites:

—— 3.42
Q—0 wm—0 E/2 + wo ( )

Portanto é estatico no sentido de obter a dependéncia de P, com E' e wg na regiao () pequeno,

considerando primeiro os fonons com energia w,,, — 0.
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Ja o limite dinamico, é obtido com os limites na ordem inversa:

E/2
lim lim P,(wy,, Q;wo, F) /

S 3.43
wm—0 Q—0 E/2 + wy ( )

que consiste em analizar o comportamento de P, em funcao dos parametros E e wg, quando
Q — 0 primeiro para w,, muito pequeno. Estes resultados mostram que para () pequeno as

correcoes de vértices sao predominantemente positivas.

Aqui é importante ressaltar a importancia do sinal da funcao correcao de vértice: um
A maior implica a T, do quadro BCS aumentada quando incluida a correcao. Portanto, se
P, for positivo ou negativo, A serd maior ou menor respectivamente, via relacao (3.9) e a

expressao A = ¢g>N(0). Por sua vez T, BCS sera maior para P, > 0 e menor para P, < 0.



4. Equacoes generalizadas de Eliashberg:

além do teorema de Migdal

No capitulo anterior apresentamos um tratamento (Pietronero et al., 1995) que mostra como
as correcoes de auto-energia e de vértices influenciam na temperatura critica BCS padrao.
Também abordamos como se obtém a dependéncia da fungao correcao de vértice P, (que
¢ incluida no primeiro termo de correcao do vértice da interacao elétron-fonon, conforme
pode ser visto na Eq. (3.9)) com o momentum adimensional @) e a freqiiéncia w,,, tendo

como parametros a largura de banda E e a freqiiéncia de fonons wy.

Neste capitulo, apresentaremos (conforme desenvolvimento de Grimaldi et al., 1995)
a obten¢ao das equacoes de Eliashberg na sua forma convencional (obtidas a partir do
diagrama BCS padrao, visto na Figura 3.1) de uma maneira que permitird, na préxima
secao, sua generalizacao quase direta incluindo o primeiro termo de correcao de vértice.
A partir das equacoes generalizadas de Eliashberg, pode-se obter uma expressao para 7T,

incluindo estes efeitos de nao adiabaticidade.

4.1 Equacoes de Eliashberg

Para obter as equacoes de Eliashberg utiliza-se propagadores de Green eletronicos normal
(Eq. (4.1)) e anémalo (Egs. (4.2) e (4.3)), e fononico (Eq. (4.4)) para caracterizar o
estado do sistema para T' < T,.. A partir deste estado, utiliza-se as equacoes de Dyson

(Egs. (4.5) e (4.6)) no formalismo de Matsubara para construir, num processo iterativo,
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estes propagadores em termos de uma fungao de Green de particula livre (Gg) associada a

um termo de auto-energias normal (X ) e anomala (Xg) acopladas (Grimaldi et al., 1995).

Gk, 7) = —(Treyy(T)ck, (0)), elétron (4.1)
Flk,7) = +(Trcl(r)cly,0)), par de Cooper (4.2)
Fk,7) = +(Trc_y (1) (0)) par de Cooper (4.3)
D(q,7) = —(Tr¢q(7)0q(0)), fonon (4.4)

Para T' < T, as médias sao com relacao ao estado supercondutor. Definindo a notacao

compacta na forma

k= (k,iwn)

£ kL [ G

No formalismo de Matsubara, as equagoes de Dyson podem ser escritas na forma (ver

Fig. 4.1)

G(p) = Golp) + Go(p)Zn(p)G(p) — Go(p)Zs(p)F'(p) (4.5)

F(p) = Go(p)Es(p)G(—p) + Go(p)Xn(p)F(p) (4.6)

Yn(p) = Y. V(p—k)G(k), normal (4.7)

Ss(p) = Y _V(p—k)F(k), anomala (4.8)

onde V(p—k) = |gpk|* D(p — k; iw, — itw,), € a interacio coulombiana nio estd sendo levada

em conta (Grimaldi et al., 1995).
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— 7 b T ~ ~
{: i? (b)
v > S e

Fig. 4.1: Representagio diagramética das equagoes de Dyson com fungoes de Green normal
(a) representando um elétron “vestido” (linha dupla) por efeitos de muitos corpos,
e andomala (b) representando um par de elétrons (par de Cooper), dentro do quadro
padrao BCS (ver Egs. (4.5) e (4.6)). Ainda nesta figura, os termos das somas represen-
tados por linhas simples sao elétrons livres e as linhas onduladas sao fénons. Adaptado

de Grimaldi et al., 1995.

Isolando G(p) e F(p) nas Egs. (4.5) e (4.6), podem ser reescritas de modo a isolar G e
F.
Gy (=p) — S (=p)

G0 = T SN G (=p) = Sn (D] + BT (49)

- Ys(p)
o= [Got(p) — Sn()][Go ' (—p) — En(=p)] + [Zs(p)|? (4.10)

As Eqs. (4.9) e (4.10) contém toda a informagio necessiria. Como Xy estd associada a
renormalizacao da funcao de onda e Xg contém informacao sobre o parametro de ordem

supercondutor (ou seja, o gap A — 0 ao T' — T.), as Eqgs. (4.9) e (4.10) podem ser
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Y Y
>
Es = Xs
N | SN
# P (SR ¢

Fig. 4.2: Representacao diagramdtica (e analitica) da equacao auto-consistente da parte anomala

da auto-energia com T = T,. Adaptado de Grimaldi et al., 1995.

linearizadas (considerando T' =~ T,) com rela¢ao a Xg:

1
Go'(p) — Zn(p)

(4.11)

Q
S
R

~
S
I

G(—p)Xs(p)G(p) (4.12)

Na Eq. (4.11) temos a equagao de Dyson convencional para o estado normal, enquanto que

a Eq. (4.12) tem a forma da expansao em matriz-T (ver esquema na Figura (4.2)).

Ss(p) =Y _Vp— k)G(=k)Z, (k)G (k) = >_V(p — k)F (k) (4.13)

k k

que ¢ exatamente igual & Eq. (4.8). Com as Eqs. (4.13), (4.11) e (4.7), pode-se obter

(Grimaldi et al., 1995) as equagoes de Eliashberg na sua forma original.

A(iwy,

Z(iw)Aiw,) = —ArT, Y D(iw, — iwpy; wo)% (4.14)
m wm

TC 3 3 m
Z(iw,) = 1-— Al > D(iwy — iwp; wg)w— (4.15)

Wn “m ||

onde o gap e a renormalizacao de auto-energia sao:
)y

A(p) = s(p) (4.16)
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Im[Ey(p)] = wall = Z(p)] (4.17)

Nestes calculos foi utilizado um modelo de Einstein para os propagadores fononicos, na

forma

2
Wo

D (iwpm,wo) = (4.18)

T2 2
Wy, + Wp

onde w,, = 2mzxT, (m = 0,1,2,3,...). No entanto, de uma maneira geral na teoria de
Eliashberg o propagador fononico escrito em termos de sua representacao espectral é dado

por (Marsiglio e Carbotte, 2001)

2v

(ivp)? — V2

D(q, ivy) = /0  dv B(a,v)

onde q ¢ o momentum transferido entre os elétrons do par, v, é uma frequéncia de Matsubara
bosobnica para fonons, dada pela diferenga de freqiiéncias entre os elétrons do par e B(q, v)

¢é funcao espectral fononica, dada por
1 .
B(q,v) = —;Im [D(q,v +1i0)]

A partir desta funcao, é definida a funcao espectral elétron-fonon, também chamada funcao

espectral de Eliashberg
’F(k, kK, v) = N(0)|gew|* Bk — X, v) (4.19)

onde o? estd relacionada, portanto, & intensidade da interagao elétron-fonon gy x5 € F(k, k', v)
com a distribuicao de fonons na frequiéncia. Em geral, por simplicidade estas quantidades

sao consideradas independentes do momentum (caso homogéneo).

A partir desta funcao espectral de Eliashberg, pode-se obter a definicao mais comum do

parametro de aumento de massa elétron-fonon

A= 2 /000 aw E W) (4.20)

v
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4.2 Equacoes generalizadas de Eliashberg

Para a generalizacéo das equagoes de Eliashberg, para incluir efeitos de nao adiabaticidade,
serao incluidos os termos diagraméticos de ordem superior que dao contribuicoes nao nulas
para a auto-energia, quando T' = T, (ou seja, na transicao de fase) ao reescrever as equagoes

de Dyson para G e F

G(p) = Golp)+ Go(p)En(p)G(p) (4.21)

F(p) = Go(p)Ss(p)G(—p) + Fo(p)En(p)F(p) (4.22)

onde

() = > Valp, k)G(k)
= D> Vip—kG(k)

+3 Vi -k Y. V- q)Glg—p+k)G(@)G(k) (4.23)

q

é a auto-energia normal com as primeiras correcoes de vértice. A auto-energia anomala é

escrita na forma

Ssp) = S Vp—kFE) +Y. Vip—k)F(k)Y. Vip— q)G(—q+p—k)G(—q)

q

+3 S V(p—q)V(g— k) F(k)G(q)Gp —q— k)

+Y V(i —k)F(k) Y V-G —q+k)G(q) (4.24)

Estas expressoes podem ser vistas na sua forma diagramaética na Figura 4.3. Observe que
na Eq. (4.21) nao temos o termo Yg como na Eq. (4.5), pois isso incluiria & Bq. (4.21)
um termo de segunda ordem em Y5, via Eq. (4.22). Como aqui é considerado que T ~ T,
entao g — 0. Portanto, sao desprezados os termos de ordem maior que 2. Em analogia

com as solucoes das Egs. (4.5) e (4.6) podemos escrever a solugao formal de (4.21) e (4.22)
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Tapr] =

Zso)| "

Fig. 4.3: Defini¢oes das auto-energias normal e anémala incluindo a contribuigdo de primeira

ordem além do teorema de Migdal em T = T,. Adaptado de Grimaldi et al., 1995.

na forma

Gy) = _ (4.25)

F(p) = G(-p)Xs(p)G(p) (4.26)

Neste ponto é 1itil mencionar que a Eq. (4.26) prové uma relacao imediata entre o método de
propagadores anomalos (este trabalho) e o formalismo da matriz-T (Ryckaizen, 1980). Este
ultimo consiste na expansao em ladders (ou seja, escadas) do propagador de dois elétrons
(Grimaldi et al., 1995, sec IIT). Como analogia a este tratamento, reescreve-se a Eq. (4.24)

na forma

Ss(p) = - Vi(p, k)G ()G (k) s (k) (4.27)
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.
M
M
bR

Fig. 4.4: Representacao diagramatica da auto-energia andémala no quadro auto-consistente. Esta
se refere & equacao do gap auto-consistente com a primeira correcdo de vértice além do

teorema de Migdal. Adaptado de Grimaldi et al., 1995.

onde

Vslp, k) =V —k)[1 + YV —a)G@)Gla—p+k)
+Y V(g —p)G(—q)G(—q+p—F)]
+> Vp—g)V(g—kG(@)Glg—p—k)  (4.28)

Na Eq. (4.28) acima, o tltimo termo da corresponde ao termo de cross scattering, visto no

ultimo termo da Figura 4.4.

4.3 Solucao para a equacao generalizada de gap

Inicialmente, é feita uma simplificacao nos calculos, tomando médias sobre os momenta na

superficie 2wp ao redor da superficie de Fermi (Grimaldi et al., 1995), da seguinte forma

el e GO LD
[ R A 5 )3 )

< |gpk|2 >ps= (4.29)
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Desta maneira, sao eliminadas as dependéncias em p e k. Assim,
Vip—k) ><V(p—k) >ps=V(wy — wm) (4.30)

e as Eqgs. (4.23) e (4.27) ficam

A’k Vv (1w, iwnm )

En(iwn) = -T. wzm:/ (27)% iwp — € — S (iwp) .
N B d3k ‘N/S (iwn: Zwm)
ES('M«Un) - . wzm:/ (27‘(‘)3 Wy — €k — iN('iwm)

—iwm — €k — ZN(—iwm)
onde €_j = €, (banda simétrica). Efetua-se entao, a seguinte tranformacao de varidveis:

/(3371; —>/d6N(6)

onde

N ={ 0 CEEs Y

Em geral, a auto-energia normal pode ser escrita em termos de suas partes real e imaginaria
Yy (twn) = x(twn) + twp[1 — Z(iwy)]

No entanto, para o caso nao adiabdtico a parte real x(iw,) pode ser desprezada (Grimaldi

et al., 1995). Assim, integrando em energia, obtém-se

Z(iwy) =1 — %]:(0) % Vi (iwn, iwm);—g% arctan [m] (4.33)
Z(iwn) A(iwy,) = —7T.N(0) Y Vi (i, iwy,) A|Ez:7|”) % lQ ~ (Mi) |wm|] (4.34)
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onde a funcao gap é definida como

(4.35)

Agora resta avaliar as médias Vi (iwy,, iwy,) € Vs(iw,, iw, ). Efetuando-as sobre a superficie

de Fermi, depois de definir um cutoff g. no momentum @ = ¢/(2kr), tem-se

2kp

c

2
ol = | 2] 00 1o - ) (436
A média de Vy(p, k) na Eq. (4.23) fica

< V(p — k) >Srg = <K |gpk|2 >rs D(iwn — ’iwm;wg)

= ¢*D(iw, — iwm; wo) (4.37)
e o segundo termo na Eq. (4.24) é

<V(p—k)Y Vp—q)Glg—p+k)G(q) >ps=

q

2kp

2
Ag*D(iw, — iwm; w) l ] < (e — |p — k|) Py (p, k; iwy, — iwn,) >rs (4.38)

4c

Desprezando as correcoes de auto-energia nos propagadores eletronicos fica-se com o resul-

tado

T [2kp1?

% %:/ ((217:;3

X D(iwy, — iwy,; wo)

0(¢. — lp — k|)

1 1

iw; — €qi(w) — Wy + W) — €q—pik

(4.39)

onde os detalhes das contas na obtencao de P, foram deixados para a Secao 4.4.

Com relagio ao problema da média de Vy(p, k) (ver Eq. (4.37)), esta é efetuada sobre
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() e obtém-se (analiticamente) o seguinte (Grimaldi et al., 1995)

2k
l F] < 0(qe — |p — k|) Py(p, ks iwy, i) >ps =
W (IpF — k| iwn, iwn,)

|

2k dQ
[ F] [ 5 [ Cota ~ pe — el P
= 2 [T 000PQ Qi) (4.40)
Portanto,
2%r
qF] < 9( - |p k|) (pak anazwm) >rs=
= woB(wn,wm) + [A(wn,wm) — (Wn — W) B(mem)]
wo 4E‘2Q4
- c _ 1
* B N T o =)
(4.41)

In [1 + 1+ 4E52Q (wn — wm)z} —In 2]

Que resulta na seguinte expressao
(4.42)

VN(iwn, iWm) = §2D(iwy, — iwm; wo) [1 + APy (iwn, iwm; Q)]

O termo de cross scattering nao adiabético corresponde em Vg(p, k) ao ultimo termo da Eq

(4.28) &
Clp.k) = Xq:V(p—q)V(q—k)G(q)G(q—p—k) (4.43)
Ao fazermos a média sobre os momenta
Vs(iwn,iwm) =< Vs(p, k) >ps (4.44)

vemos que devem ser efetuadas duas integrais: uma nos momenta e outra nas freqiiéncias

(Wn — wm)? + wd

Isto leva ao produto de propagadores fononicos do tipo
(W — wm)? + wd

|

wh wh B Wi Wi
(wWn — w)? +w (W — wm)?2+ Wi (Wn— wm)? + Wi (Wn — wp)? + Wi

|
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Note que os dois primeiros fatores sao idénticos aos que foram obtidos nas correcoes de
vértice. A fungdo em brackets [| pode ser substituida pela unidade, por ser uma funcao
suave sem cutoff para w,, grande (seu valor limite quando w,, — oo é 1). Para a média

sobre os momenta pode ser feita a seguinte aproximacao para o produto

|9pq|2|qu|2 ~ |gpk|2|gpq|2 (4.45)

porque a principal dependéncia do momentum é devido ao cutoff em |p—k|. Tal aproximacao

é vélida portanto para pequenos valores de ¢.. Logo,

Clp,k) = Y Vip—qV(g—k)G(q)G(qg—p—F)

Vip—k)Y V(p—q)G(q)G(qg—p— k) (4.46)

12

E a média sobre os momenta vale

U]
] < 0(ge — [p — K] Pu(, K icoms iim) o1

<L C(p, k) >ps= )\g2D(iwn — Wy, Wo) [

qc

onde

P= m [Q’f] > [ mitla.~lp=al

X (w —I—wlo)2 — W iw, — € i(w W — W ) e (4.47)
n 0 l q 1 n m g-p—k

O célculo explicito de P,, assim como o de P, foi deixado para a Secao 4.4.

A partir dai, utiliza-se este resultado nas expressoes (4.33) e (4.34) para escrever final-

mente, as equagoes generalizadas de Eliashberg (Grimaldi et al., 1995)

A(iw,)

| Wi

2
Z(iwn)Aiw,) = 7T,Y %o .

A1+ 2P, (iwn, iwm; Qe
@ = om) T o [+ (1Wn, 1wm; Q)

2 E
+)\Pc(2wn, Z(A)m, Qc):‘ ; arctan lm] (448)
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) T, wg ) .
Zio) = 1+ Y o +W§A[1+APv(mn,zwm;Qc)
2 E
m 2 oretan | — 2| 4.49
w7 a“l%(wmnw] (4:49)

4.4 Calculo das correcoes de vértice P, e P.

O célculo de P, (Eq. (4.39)) ¢é feito considerando-se o cutoff da Eq. (4.36) e um modelo

linear para a dispersao eletronica (Grimaldi et al., 1995):

ep = vrlp| — 1

no limite 7'/wy — 0. Assim, obtém-se

2
) ) wo 2k g d*k’ 0(q. — |p —K'|)
Pv 7k; ny "m - / ’
(p TWp, TW ) 2N(0) l e ] (277-)3 €k’ — €k'—p+k — ’L(wn - wm)

% [_ Olae)  O(—a)

€ + wWo — W, € — Wy — Wy,

0(ex—ptx) 4 O0(—€x—pix)

: (4.50)
€k’ —p+k + wo — Wy, €k'—p+k — Wo — Wy

Nesta expressao, o termo complicado é 0 éx_pyk, dado por

€K —pik = vp\/k’2 + p? + k2 — 2pk! cos ae + 2kk’ cos B — 2pk cos ¥ — pu (4.51)

onde

p-K
cosa =

p||K'|

k-K
cosff =

IS[1
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p-k

costd = ——
pllk|

No limite ¢. pequeno, os termos 0(q. — |p — k|) e 6(¢. — |p — q|) nas integrais levam p — k

e p — k'. Portanto, a Eq. (4.51) fica

K pik = UF\/k’2 + 2pk'(1 — cosa+ cos f — cos V) —

12

vpk'+va\/1 —cosa+cos B —cost — p

12

€x +kaF\/1 — cosa + cos f — cos )

12

€ + vpkp\/(l —cos¥)(1 — cos @) + sin asin ¥ cos ¢ (4.52)

onde cosf = cosacos? + sinasindcosd e q. < 2kp. Agora, se Q) = ¢/(2kp), onde
q = |p — k|, entdo cos = 1 — 2Q? e sin’ = 2Q+/1 — Q2. A partir desses resultados, a Eq.

(4.52) pode ser reescrita na forma
x_pik =~ € + EQ*(1 — cosa) + EQy/1 — Q?sinacos ¢
expandindo-se para a e () pequenos (Grimaldi et al, 1995), tem-se que
€x'—pik ~ € + EQacos ¢ (4.53)

A integral na Eq. (4.50) efetuada na primeira zona de Brillouin pode ser substituida por
integrais em energia e nos angulos de espalhamento « e ¢ (isso é vélido considerando uma

densidade de estados eletronicos N(0) constante na faixa —E/2 < ¢ < E/2):
A’k 7™ d¢ (7 sinada [E/2
SN0 [ ] J
/ (2m)3 = N(0) —x 21 Jo 2 —E/2 ‘

Para ¢. pequeno, tem-se ainda

0(ge — [P —K|) ~ 0(¢c — [pr —kp|)
= fO(cosa+2Q* —1)

~ 0(2Q, — )
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Portanto, a Eq. (4.50) fica (Grimaldi et al., 1995):

P,(p, k; iwy,, iwy,)

2Qc a
2Q2 / /0 da EQacos ¢ + iw, — iwpy,
y /E/2 dﬁl 6(e) N 0(—e)

—E/2 €+ wy— 1w, €—wy— Wy

B 0(—e— EQacos¢) 0(e + EQa cos ¢) (4.54)
e+ EQacosp —wy —iw, €+ EQacoso+ wy— iw, ’

Agora, a integracao em ¢ é feita, como na Secao 3.3, expandindo € em poténcias de () e de

« (Pietronero et al., 1995; Grimladi et al., 1995), o que produz

Pv(pa k; iw,, Z'Wm) =

/ /QQC aA wn,wm) + B(mem) (EQO( oS ¢)2

202 (EQarcos ¢)* + (wy — wp)”

onde
— arctan <C:)0 > + arctan loiimE/?H (4.55)
- _ _E (wo + E/2)? + 2w2, — wpnm,

Realizando a integragao em « obtém-se:
P,(p, k; iwy, iwy) = woB(wn,wn) + ﬁ(}@% [A(wn,wm) — (wy — wm)QB(wnawm)]
I dé In[1 +4E°Q*Q? cos” ¢/ (wn — wm)’)

—r/2 2T cos ¢

E, finalmente, realizando a integracao em ¢ considerando o limite em que (). é pequeno,

obtém-se (Grimaldi et al., 1995):

Pv(pa k; iwp, Z.Wm) =~ Pv(Qa Qc; 1wy, iwm)

= wOB(wn’ wm) + [A(wn, wm) — (wn — wm)QB(wn, wm)]

Wo
2E20%()?
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Enquanto que para P. (Eq. (4.47)), utilizando novamente uma dispersao eletronica

linear, e no limite T'/wy — 0, obtém-se

Pe(p, k; iwn, iwp) = (4.58)
wo |2kp d*k 0(q. — |p — k)
2N(0) l qe ] / (27)3 e — €x—px — i(wn + W)
" l_ Olew)  0ad)  Olawps)  Olawpi)
€ +Wo — W, € — Wy — Wy  €_p_k — Wo T iWy  €_p_k + Wy + Wy

Observe que esta expressao é equivalente a Eq. (4.39) para P, ao substituirmos w,, — —wp,
€ €x_p_k — €k _pyik. Utilizando o mesmo procedimento anterior, pode-se escrever ey _p_k

para q. < 2kp da seguinte forma

€k—p-k = UF\/k’2 + p? + k2 — 2pk' cos o + 2kk’ cos 8 + 2pk cos v — p
~ € +vpkp(l — cosa — cos 5 + cosv)

~ e+ E(1—Q%)(1—cosa)— EQy/1— @Q?sinacos ¢
A diferenca com a Eq. (4.53) aparece aqui, para « pequeno.
1
€ —pk ~ € + 5E(1 + Q%o — EQy/1 — Q%acos ¢ (4.59)

Substituindo (4.59) em (4.58) obtém-se, apds integrar sobre a energia e desprezando a parte

imaginaria de P., a seguinte expressao

Pc(pa k; iwp, iwm) =
“ dp 2a

— [ — d
2Q?% J= 27 Jo o

A(wna _wm) + B(wna _wm)[E(l — Qg)a2/2 — EQWQ COS d)]
[E(1 — Q%)a?/2 — EQv1 — Q%*acos ) + (wn — wi)?

(4.60)

onde A(wy, —wp,) € B(wy, —wy,) ja foram definidos nas Eqs. (4.55) e (4.56), respectivamente,

com w,, — w_,,. Considere agora a seguinte definicao:

(e, ¢) = %E(l —Q%a? — EQ\/1 — Q% acos ¢ (4.61)
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entao, a expressao (4.60) pode ser reescrita na forma:

Pc(ka p7 ’iwna Z('U’m) =
wWo /7T dqﬁ 1(2Qc,9) d A(wn, _wm) + B(wna —wm)772
2BQ2(1 = Q%) J=x 27 Jo ! 0+ (wn +wm)?

™ d 2Qe A ny —Wm B ny —Wm 2 )
+ @ do oS / da (n, ~tom) & B, —m)177(2, ¢) (4.62)
2Q7 J-r 2m 0 n*(a; @) + (wn — w)?
Assim, obtém-se finalmente a contribuicao do termo de cross scattering
Pc(pa k; iwn; Zwm) - Pc(Q: Qc; iwm Zwm)
como sendo (Grimaldi et al., 1995)
PC(Q7 Q¢; 1w, iwm) =
wo A(wn, W)
B ny“%Ym - n m B n;%m
woB(wp,w )+2EQ%(1—Q2)l|wn+wm| |wn + Wi | B(wn, win)
2EQ?(1 — Q?
X arctan Q1= (4.63)
|wn + whn|

O problema com esta expressao é que a média sobre os momenta nao pode ser feita anali-
ticamente como em (4.41). Para obter a fungao andloga P.(iwy,, iwny,; Q.) deve ser realizado

um célculo numérico.

4.5 Propriedades supercondutoras nao adiabaticas

Agora, vamos analisar as equagoes de Eliashberg apresentadas nas Eqs. (4.48) e (4.49), para
obter uma expressao para 7, isotropica que inclua correcoes de vértice. Para A\ pequenos

( < 1) as corregoes de auto-energia nos argumentos das arctan podem ser desprezadas

(Grimaldi et al., 1995), ou seja,

arctan [ ] — arctan l

27 (iwm ) |wn| 2|Wm|]
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Para reduzir ainda mais a dlgebra, simplifica-se os kernels de P, e P,, introduzindo as funcoes

P,(m,Q.) e P.(m,Q.), via as expressoes

Aa = Aa(Am, Q)

= AL +2XP(m, Qc) + APe(m, Q)] (4.64)
Ar = A(Am Q)

= AL+ AP,(m, Q)] (4.65)

onde m = wy e Q. é 0 momentum adimensional de corte definido na Eq. (4.36). Para isso,
a maneira mais apropriada para descrever a dependéncia das funcoes correcao de vértice e

correcao do termo de cross scattering (Eqs. (4.57) e (4.63), respectivamente) é:

e Para P,(Q, Q.;iwy, iw,) realiza-se uma média sobre os momenta () e impoe-se w, = 0

e Wy = wp. Assim, tem-se que (P(Q, Qc;wn = 0,wy = wo))g = Py(m, Q).
e Para P.(Q, Q. iwy, iw,,) impoe-se w, = 0 e w,, = wy. Além disso, simula-se a média

sobre momentum @ fazendo @ = Q./2.

Portanto, calculando A e B, dadas pelas Eqs. (4.55) e (4.56), obtém-se (Grimaldi et al.,
1995)

— arctan

P,(m,Q.) = —m(l+m)

[(1+m)2+m2? " |4 1+ m}

(1+m)? +2m? ]
[(1+m)2 + m?]2

m? 4Q2\* 1 4Q.\*
10 ”(W) —1—lnl§<1+ 1+(m) ] (4.66)

Para P.(Q, Q.; iwy, iwy,), simula-se a média sobre @) fazendo @ = Q./2. Assim,

(1+m)? +2m? [71’

+m(1 +m)
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(]- + m)2 + 2m2 e m
Pc(m, Qc) - —m(l + m) [(1 + m)g + mz]g [Z — arctan [1 n m}
(1+m)* +2m?
+m(1 + m) [(1 n m)2 + mQ]Q]
X = arctan 4Q2[1 — (Qc/2)?]
Q2 — (@2 { m } (4.67)

Agora, tendo em vista estas simplificagoes, fica ficil determinar Ax e A\, (Eqs. (4.64) e

(4.65), respectivamente), bem como T, via Eq. (4.73).

Assim, as equagoes de Eliashberg (4.48) e (4.49) ficam

w? A(iwn,) 2

tan | = (4.68)
Zarctan | ——— )
n— Wm): Wi Jwn| T 2|w|

Z (iwn)Aiwy,) = )\MTTCZ(w

1. 2 m 2 E
Z(iw,) = 1+ A0 > 0 “m_Z arctan lm] (4.69)

Wn Gl (Wi — Win)? + WG [win|

As tnicas diferencas destas equagoes com aquelas do caso adiabético (Eqgs. (4.14) e (4.15)),

sao as constantes Ap e A, e as funcoes arctan.

Uma expressao para a 1., pode ser obtida fazendo-se a seguinte substituicao na Eq.

(4.68):

wy wy wy
(Wn — wm)? + w8 w2+ wd w2 + w?
que leva a
. wy
onde

2 A( 2
A=7T, Z 5 “0 3 (itom) — arctan l ]
wom Wi T Wo |wm| 2|wm|

(4.71)
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Substituindo a Eq. (4.70) na (4.71), obtém-se (Grimaldi et al., 1995)

; 1 2
1 :)\ATI’TCZ %o

o (Wh + wp)? |wm|z(mm)7rarctan [L] (4.72)

2|wm|

Fazendo o limite T'/wy — 0, a fun¢ao Z(iw,,) na Eq. (4.72) pode ser aproximada por

1
Z(0) = hm Z(mT) =14+, —

1+m
Portanto, a Eq. (4.72) pode ser reescrita como
1+ A(1 -t
(1 +m) = 7l Z arctan | ——
N w2 +w 2)2 || 2|wm|

w? 1 2 2w
— m 1 — —arct =
L. Z 2+w0[ w;+wg] |wm|l warcan< E

= 7T, Zaﬂ _'_w0|wl—m| WTCZ Mwi_fwoﬁgarctan <2|2m|>
—T, Z C:;ij) %arctanl |fm|]
= ln<1'1?:w0> —ln(1+m)—% [1_14—%}
Entao,
exp [1 + )‘2(;: m)ll = exp [ln <1'1T?lw0>] exp [—In (1 4+ m)] exp [—% (1 — H—Lmﬂ

113wy 1 H m
= ex — | ex —
7. 1+m P20+ m)

ou seja, a temperatura critica supercondutora nao-adiabatica fica conforme a seguinte ex-

pressao (Grimaldi et al., 1995)

1.13wq 1 m T+ A (1+m)!
T,= =20 |2 . . 4,
e e e 47)
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Rb3Cq

Até aqui temos apresentado o quadro geral da teoria de supercondutividade atual como

uma moeda com duas faces:

e De um lado temos a teoria BCS convencional, que é, de certa maneira, uma teoria
simples (do ponto de vista que é formulada para tratar de um fendémeno extrema-
mente complexo, como a supercondutividade) mas de sucesso por explicar de maneira
satisfatoria alguns processos envolvidos neste tipo de fenomeno, como por exemplo, o

pareamento eletronico;

e Por outro lado, para alguns novos materiais com elevadas temperaturas criticas (como
é o caso dos fuleretos dopados com metais alcalinos) acabam por exigir a inclusao de
algum outro mecanismo que nao foi levado em conta na formulacao original da teoria
BCS, mas que neste caso joga um papel fundamental, como por exemplo o efeito de

retardacao da interacao elétron-fonon.

Portanto, a partir dos resultados obtidos por Grimaldi et al. (1995) e Pietronero et al.
(1995), buscamos uma aplicabilidade destes resultados para estes materiais, isto é, para os
fuleretos alcalinos. Analizando a expressao para a temperatura critica nao-adiabatica dada
pela Eq. (4.73), vemos que hé basicamente dois parametros importantes nao determinados:
A e wy (m = wy/Ep é o parametro de Migdal, introduzido nas Eqs. (4.64) e (4.65)). Para A,
utilizaremos a definicao dada na Eq. (4.20), pois este \, que aparece nas defini¢oes de \x e

Az, é o parametro de acoplamento elétron-elétron mediado por fonon da teoria convencional
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de Eliashberg. Portanto, o que precisamos é de um modelo que simule a funcao espectral de
Eliashberg o®F(w). Esta fungao é a que descreve o espectro de fonons do sistema (no nosso
caso os fuleretos dopados) apresentado de maneira simplificada na Figura 1.16. A funcao que
escolhemos para esta simulacao é a lorentziana truncada. Estas funcoes ja foram utilizadas
com este propdsito (Scalapino, 1969). No nosso caso, a func¢ao espectral de Eliashberg pode

serd escrita de uma forma geral como:
o@’F(w) = piLi(w) (5.1)
i=1

onde n é o nimero de modos simulados (faremos n = 3, para limitar o nimero de graus
de liberdade do problema), p; é o peso espectral associado a L; (a i-ésima lorentziana
truncada, definida logo a seguir). Os pesos espectrais p; sao introduzidos pois nos interessa
conhecer qual destes fonons, simulados pelo modelo, se acopla com maior intensidade com
aos elétrons para formar os pares eletronicos. Estes fonons serao aqueles que resultarem na

maior temperatura critica. As funcoes lorentzianas truncadas sao definidas na forma

T 1 _ 1 —wal <.

L= { Nzrﬂz[w—wci)urgi T s = wei| < T (5.2)
0 W — wei| > T

onde I'y; é a largura, w,; é a freqiiéncia central, ['.; é a largura de corte e NV; a constante de

normalizacao da i-ésima lorentziana truncada.

Uma condigao importante que devemos impor sobre as lorentzianas (e que serd ttil mais
adiante) é a de normalizagao, pois elas representam as intensidades dos modos de vibragao
em funcao da freqiiéncia (o que no fundo vem a ser uma distribui¢do probabilistica da
ocorréncia de cada modo). Assim sendo, cada lorentziana deve ser normalizada, de acordo
com

weit+Tei
/ Li(w)dw =1 (5.3)

wei—Dei
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Substituindo a Eq. (5.2) na (5.3) acima, teremos uma equagao integral que pode ser resol-

vida analiticamente para N;. Assim,

1 Fcz F(]irci -
Ni = 5 [arctan <F01> — m] (54)

De agora em diante, por simplicidade nos calculos, assumimos que a largura de corte é o
dobro da largura da lorentziana, ou seja, substituimos I',; = 2I'g; na expressao dada na Eq.

(5.4), obtendo

5

N, = 9.5
2[5 arctan 2 — 2] (5:5)
= N (5.6)
~ 0.70706484707 (5.7)

ou seja, para este modelo, a constante de normalizacao é a mesma para todas as lorentzianas.

Agora, para determinar a constante de acoplamento elétron-elétron mediada por fonon

A definida na Secao 4.1 (Eq. (4.20)), avaliamos a integral

o) 2F
Az?/ v
0

Substituindo a?F (w) pelo modelo proposto (Eq. (5.1)), temos como resultado

Wei +Fcz

A= S L

wei—les i=1

wci+rci LZ w
= 222%‘/ ( )
i=1

Wei 7Fci w

dw

que, resolvendo a integral do lado direito da equagao acima, temos

2N

_22p15FOZ( cz+r ) (58)

ci + 200
llOwciFOiarctan(Q) + (4T3, — Cz)ln<w+70>]

wei — 2L

onde p; é o peso relativo de cada modo espectral simulado.
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No entanto, devido & condigao (5.3), os valores de p; devem ser tais que

3 wWeitles
Z/ piLi(w)dw =1 (5.9)

i=1 Y Wei =T

ou seja,
Zpi/ Li(w)dw =1 (5.10)

Portanto, utilizando a condicao (5.3) temos que

3
Y pi=1 (5.11)
i=1

a qual é a importante condicao de normalizacao para o caso especifico de um modelo de
tres modos espectrais, e servira mais adiante para que possamos determinar a dependéncia

de T, com dois destes trés pesos espectrais.

Agora que conhecemos A, precisamos determinar a freqiiéncia caracteristica do sistema
para uma dada combinacao de pesos espectrais, a qual chamaremos aqui de wp, em alusao
a freqliencia de Debye que é propriamente uma, freqiiéncia caracteristica do sistema. Basi-
camente, assumiremos que esta freqiiéncia pode ser obtida com uma média logaritmica da
funcao espectral de Eliashberg, na forma

2 [ o?F
wp = W €Xp [X/o QT(M)lnwdw (5.12)

onde wy é cerca de 200 meV (é aproximadamente a méxima freqiiéncia do espectro de fonons
do A3Cgp, conforme pode ser visto na Figura 1.16) e A ja foi determinado para este modelo
via Eq. (5.8). Assim, podemos determinar wp apds A. Sabendo que Ep ~ 250 meV,

obtemos m = wp/EF, o fator nao adiabatico de Migdal, com base no modelo proposto.
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5.1 Calculo das propriedades 7T, e a,

Agora resta-nos obter os valores de T, para o caso nao-adiabatico Eq. (4.73) para diversas

combinacgoes possiveis de Dinter, Popt € Dintra- Para tal, seguimos os seguintes passos:

e Assumimos que Er ~ 250 meV e calculamos wp com base no modelo (Segao anterior).

Portanto podemos determinar m = wp/Er (fator de Migdal);
e Assumimos (). = 0.1, o que é consistente com a andlise feita supondo () pequeno;
e Com m e Q., determinamos numericamente P,(m, Q.) e P.(m,Q.);

e Determinamos A com base no modelo e aplicamos, juntamente com P,(m,Q.) e

P.(m, Q.) calculados no item anterior, nas expressoes para Az e Aa;

e De posse de todos os ingredientes (m, Az e Aa), determinamos 7, da Eq. (4.73).

Os parametros das lorentzianas utilizadas nas simulacoes que se seguem sao apresentados

na Tabela (5.1) abaixo.

Modo 7 Wei | P Lo
Libracional 1 — — —
Intermolecular || 2 4.96 1.39 2.78
Optico 31 11.20 | 3.10 6.20
Intramolecular || 4 || 136.00 | 55.80 | 111.60

Tab. 5.1: Valores das freqiiéncias das quatro lorentzianas utilizadas nos nossos cdlculos. Estes
valores correspondem aproximadamente aqueles visualizados na Figura 1.16, e estao
todos em unidades de meV. Aqui o modo libracional nao foi levado em conta, pois em

andlises iniciais verificamos que a sua presenca pode ser desprezada.

Na Figura 5.1 temos um gréfico para exemplificar o modelo de lorentzianas truncadas, no
qual os pesos relativos pinter, Popt € Pintra 520, respectivamente 0.04, 0.08 e 0.88. Apds definir

todos os parametros do modelo (Tabela 5.1), escrevemos T, = T¢.(Pinter; Popts Pintra)- Como ha
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Fig. 5.1: Grafico de um exemplo de lorentzianas truncadas utilizadas neste trabalho para mo-
delar a funcio espectral de Eliashberg a®F(w) (compare com o espectro experimental
na Figura 1.16). Neste grafico os modos estao distribuidos com pesos espectrais ade-
quados de maneira que seja possivel a sua visualizacdo: pinger = 0.04 (pico de baixa

freqiiéncia), popr = 0.08 (freqiiéncia intermediaria) e pinirq = 0.88 (alta freqiiéncia).

uma condicao de normalizacao (Eq. (5.11)) que cria um vinculo entre piner, Popt € Pintra, 1St0
é, Dintra = 1= (Dinter +Popt), podemos escrever T, = T..(Dinter, Dopt)- Através de rotinas escritas
de maneira apropriada em Maple V e FORTRAN77 produzimos os graficos das Figuras 5.2,
5.3 e 5.4. No gréfico da Figura 5.2 vemos que hd uma mudanca no comportamento de 7, em
funcao do peso do modo 6ptico: a medida que aumentamos o peso do modo intermolecular,
T, passa de funcao decrescente para crescente. Além disso, ha aparentemente um valor de
Pinter = 0.135 que torna a Te(peyt) = 55 K = cte. Podemos comparar estes resultados com
aqueles obtidos com a bem conhecida expressao para T, de McMillan (MCMILLAN, W. L.
Phys. Rewv., v. 167, p. 133, 1968.)

g S T 1040+ N
1.2 A — (14 0.62))

(5.13)
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Fig. 5.2: Variacao da temperatura critica T, nao-adiabdtica como funcao do peso relativo do
modo 6ptico (pept), com Q. = 0.1 e o peso do modo intermolecular sendo mantido
fixo nos valores: 0.100, 0.130, 0.143 e 0.250. Um detalhe interessante visto neste
grafico é que T,(popr) = 55 K = cte para algum valor de pj,e, dentro do intervalo

0.130 < pinter < 0.143.

onde \ é a constante de acoplamento elétron-elétron e assumimos que {(wy,) equivale ao wp
(o mesmo calculado para o caso nao-adiabético, pois este parametro é intrinseco ao sistema)
sao calculados em termos de (Pinter, Popt) €nquanto que p* = 0.21 é o valor estimado deste
parametro para estes materiais. Podemos ver claramente que as curvas para 7, tém a mesma
forma em ambos os casos (ver Figuras 5.2 e 5.3). No entanto, uma diferenga fundamental
que pode ser notada ao compararmos estes dois graficos é que o caso nao-adiabatico produz
temperaturas criticas mais elevadas para uma mesma combinacao de pesos espectrais (veja

discussao na Secao 3.2).

Para a., temos a expressao

dIn(T,
O{C:—in( ) =

dIn(M)

N | —

ll 4 ntTe/uw) lclill(lir/n“))“)] (5.14)
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Fig. 5.3: Variacao da temperatura critica T, de McMillan como funcao do peso relativo do modo
éptico (popt), com Q. = 0.1 e o peso do modo intermolecular sendo mantido fixo nos
valores: 0.100, 0.130, 0.140 e 0.250. Também aqui T,(pep:) = cte = 24 K para algum

valor de 0.13 < pinter < 0.14.

Em vista dos resultados obtidos até aqui (i.e., a semelhan¢a no comportamento de 7, em
fungao dos pesos relativos dos modos simulados), utilizaremos para a, a expressao derivada

a partir da formula de McMillan

040:%{1— [u*ln (%)r l%” (5.15)

onde T, = 19K no caso do K3Cgy e T, = 30K no caso do Rb3Cgy. Além disso, A e wy sao
funcoes de (pinter,popt) dentro deste modelo. Com isso obtivemos os graficos da Figura 5.4,
onde podemos ver que, para ambos os casos, ha um desvio muito pequeno do valor teérico

a. = 1/2 (para o fulerido de potédssio o, = 0.465 enquanto que para o fulerido de rubidio

a, 2 0.485).

O tratamento do coeficiente isotépico nao-adiabatico devera ser feito numericamente,
visto que a expressao (5.14) nao é possivel de resolver analiticamente. Deixaremos esta

tarefa para trabalho a posteriori da conclusao do mestrado.
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Fig. 5.4: Comportamento do coeficiente isotopico . em fungao do peso relativo do modo éptico

(para varios valores de piper), para o potassio (esquerda) com T, = 19 K, e para o

rubidio (direita) com T, = 30 K. Vemos que o comportamento é muito parecido com

aquele apresentado por Ti.(pinter, Popt) (ver Figuras 5.2 e 5.3).



6. Conclusoes.

Apoés estudar na literatura varias caracteristicas experimentais dos fulerenos chegamos a
conclusao que estes constituem uma familia de materiais realmente notaveis. Com diversas
possiveis aplicagoes tecnolégicas que vao desde a biotecnologia, com os endo-fulerenos e
os nanotubos de carbono transportando substancias encapsuladas em seu interior, até a
nanoeletronica, com transistores construidos a partir de nanotubos de carbono. Ainda
com relacao aos nanotubos, cré-se na possibilidade de se produzir objetos fabricados com
fibras de carbono feitas a partir de nanotubos. Estas fibras poderiam, em principio, ter
comprimentos comparaveis com o tamanho do objeto que seria fabricado, o que levaria a um
imenso avanco na area de ciéncia dos materiais. No entanto, o fato mais marcante sobre estes
materiais é, sem duvida alguma, que os fulerenos dopados com atomos de metais alcalinos, os
fuleretos alcalinos, mostram-se condutores a temperatura ambiente e supercondutores high-
T. a baixas temperaturas. Isso é notavel, pois eles sao materiais constituidos basicamente

por carbono.

Realizamos também uma revisao critica da teoria BCS da supercondutividade, nos seus
aspectos teoricos, incluindo uma discussao sobre a hipétese de emparelhamento obtida ori-
ginalmente por Cooper, e formulada explicitamente por Bardeen, Cooper e Schrieffer. Neste
contexto, a énfase foi colocada nas possiveis implicacoes experimentais dos desenvolvimentos
da teoria BCS, na sua formulacao de acoplamento fraco, para o caso homogéneo e isotropico.
Aspectos estes da teoria BCS que atualmente estao em questao, pelo aparecimento de tem-
peraturas criticas elevadas, principalmente nos cupratos, nos fuleretos, e agora por ultimo

nos diboratos.

Mostramos, nesta revisao como surge o gap de energia e a temperatura critica nas

equacoes de Gor’kov, que governam o estado supercondutor. Nosso objetivo nesta for-
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mulacao foi mostrar os pressupostos assumidos na derivacao destas expressoes bastante
conhecidas da teoria BCS, para posteriormente questiona-las na formulacao nao adiabatica
da supercondutividade, de Grimaldi e colaboradores. Esta formulacao baseia-se na incor-
poracao de correcoes de vértices além da teoria BCS convencional, utilizando o método
perturbativo. Embora o método perturbativo nao tenha sido exposto nesta dissertacao, o
que teria nos demandado um tempo e espaco do qual nao dispunhamos para desenvolver
este trabalho, consideramos que a revisao da teoria nao adiabatica de Grimaldi et al. foi
muito proveitosa para aprender como se realizam os calculos teéricos de correcao de vértices,

tarefa que, como se mostrou, nao é simples ou trivial.

Desta revisao, obtivemos os elementos necessarios para propor uma generalizacao das
técnicas diagramaticas de Grimaldi et al., implementando a partir de seus resultados, um
modelo multifononico utilizando lorentzianas truncadas. Vemos, a partir de nosso resultados
que os efeitos nao-adiabaticos introduzidos pelas correcoes de vértices modificam considera-
velmente o valor da temperatura critica, aumentando significativamente o seu valor absoluto
se comparado com a expressao de McMillan (ver graficos nas Figuras 5.2 e 5.3). O nosso
tratamento permite considerar esta tendéncia a maiores valores absolutos de 7, para varios

modos fononicos do sistema. Sendo assim, observamos diversos aspectos.

Em primeiro lugar, para entender melhor o comportamento da 7, em fun¢ao dos pesos
dos modos vibracionais, primeiro relembraremos alguns pontos. Vimos que m = wp/Ep, e
que definimos wp como uma média logaritmica sobre as freqiiéncias para este modelo de trés
lorentzianas truncadas, com posicoes e larguras fixas. Portanto, determinada configuracao
de pesos espectrais p; se reflete no valor de wp. Por exemplo, se fizermos pj,er = 1, entao
a condicao de normalizagao obriga que pop; = Pintre = 0. Neste caso wp terd algum valor
proximo da freqiiéncia central da lorentziana que representa o modo intermolecular. Se,
a partir deste momento, aumentarmos gradativamente o valor de pgp, reduzindo pipte, €
mantendo fixo p;niq = 0, ocorrera um incremento no valor de wp até préximo a freqiiéncia

central do modo dptico (quando pinter = Pintra = 0 € Popr = 1).

Portanto, tendo em vista esta iltima analise, quando fixamos p;n.r = 0.250 e obte-
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mos que T, é maximizada com o aumento do modo éptico (ver Figura 5.2), vemos que
wp = 5 —11 meV (algum valor entre as freqiiéncias centrais dos modos intermolecular
e Optico, conforme a Tabela 5.1). Portanto, m = 0.02 — 0.04, o que é bem préximo do
limite adiabatico. Por outro lado, se pjuier = 0.100, entao 7T, é maximizada com o aumento
do peso do modo intramolecular (que corresponde a p,,; — 0 no gréifico da Figura 5.2),
resultado oposto ao anterior. Neste ultimo caso no entanto, wp é muito mais proximo de
130 meV (devido ao grande peso do modo intramolecular), o que produz um fator de Migdal
m ~ 0.5, que mostra portanto um resultado fortemente nao-adiabatico. O problema com
este resultado, é que a expressao para 7T, nao-adiabatica foi obtida a partir de um trata-
mento perturbativo que considera m algum valor finito maior que zero, mas ainda assim
pequeno. Portanto, qualquer resultado obtido com base em m grande (ou seja, m ~ 1)
nao ¢ confiavel. Sendo assim, selecionamos parte do resultado apresentado na Figura 5.2
como sendo a informacao fisica que procuravamos: a temperatura critica é maximizada pri-
vilegiando o acoplamento elétron-féonon com os modos de vibracao da rede com freqiiéncias
intermediarias. A outra parte do resultado, que mostra uma maximizacao da T, para o

aumento do modo intramolecular, serda considerada como uma solucao nao fisica.

Em segundo lugar, um aspecto que deve ser notado (que ja foi mencionado no capitulo
anterior) é que, fazendo essa mesma anélise de variacao dos pesos espectrais de trés lorent-
zianas truncadas para uma 7, dada pela férmula de McMillan (Eq. (5.13)), a dependéncia
funcional de T, com os pesos espectrais pinter € Popt € aproximadamente a mesma, a menos
de uma constante aditiva. Ou seja, esta tendéncia de favorecer os modos de freqiiéncias in-
termedidrias, que aparece para T, nao-adiabdtica, também ocorre para T, adiabatica (aqui
dada pela férmula de McMillan). Esta semelhanca entre resultados, partindo de dois en-
foques distintos, ainda nao é completamente compreendido, mas pode ser que seja algum
efeito de p* (o pseudo potencial de Coulomb), que estd presente na férmula de McMillan,
enquanto que na expressao para 7, nao-adiabatica os efeitos de interagao coulombiana nao
sao levados em cosideracao. Portanto, talvez devessemos estudar uma maneira de obter
uma expressao para T, nao-adiabatica que leve em conta esta interacao, para entao voltar

a comparar com a féormula de McMillan. Mas este seria um trabalho para o futuro. Um
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outro efeito que devera ser levado em consideracao na obtencao da 7. nao-adiabatica é o de
auto-energia: no inicio da Se¢ao 4.5, estes efeitos sao desprezados ao se supor que A << 1.

No entanto, foi estimado A ~ 0.5, o que nao pode ser considerado muito pequeno.

Em terceiro lugar, o resultado obtido para «, nao coincide com o resultado para 7T,
(veja os graficos na Figura 5.4). Tanto para Rb3Cg quanto para K3Cgg, considerando pj,er
grande (o que tem significado fisico e favorece o modo éptico para T, conforme discutido
antes), minimiza a, quando o p,,; cresce. Neste sentido, o resultado nao estd de acordo com
a teoria, pois a medida que aumentamos o peso do modo éptico (mantendo pi,e, = 0.250
fixo), seu valor se afasta do previsto teoricamente (a, = 1/2). No entanto, em média, os
valores de o, mais préximos de 1/2 (tanto para Rb3Cgy quanto para K3Cgy) ocorrem para
Pinter = 0.250. Além disso, entre os valores maximo e minimo hd uma variacao em a, de
apenas 0.004 para o K3Cgg e de 0.002 para o Rb3Cgq. Cabe lembrar que nos resultados
obtidos para a., vistos nos graficos da Figura 5.4, foi utilizada uma expressao' derivada a
partir da féormula de McMillan. Este procedimento leva em conta a semelhanca entre os
resultados apresentados nas Figuras 5.2 e 5.3, no que diz respeito a variacao da 7, em funcao
dos pesos espectrais popt € Pinter, POis na definicao do a, ¢é feita a derivada de 7T, em relacao a
m (que ¢é funcao de pinser € Popt), € nNestes graficos a variagdo de T, é semelhante, a menos de
uma constante aditiva. Portanto é razoavel supor que «, possa ser aferido dessa forma. No
entanto, um tratamento mais rigoroso pode ser implementado ao calcular-se numericamente
a dita derivada, obtendo assim um «, nao-adiabatico mais consistente com este trabalho.

Portanto, este resultado nao é conclusivo.

Por ultimo, apenas a titulo de curiosidade, temos um resultado “anedético” que nao
entendemos muito bem, e nem sabemos se tem algum significado fisico. Como ha uma mu-
danca de regime decrescente para crescente a medida que aumentamos o valor de p; e, deve
haver alguma regiao de vinculo entre pjpte, € pope na qual 7, é aproximadamente constante.
Procuramos este vinculo para T, ~ 55 K. O resultado deste procedimento pode ser visto no

grafico da Figura 6.1, na qual vemos duas das possiveis configuracoes de pesos: p,,; = 0.020

! Isso por que a derivagao de uma expressio para «. a partir da Eq. (5.14) utilizando a Eq. (4.73), dada

a complexidade foi deixada para trabalho posterior.
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Fig. 6.1: Funcao espectral de Eliashberg para pier = 0.135 fixo e T, = 55 K cte, no caso nao-
adiabdtico. Encontramos para estes valores um continuo de configuragoes para p,,; e
Pintra NS quais estas condigbes sdo satisfeitas. Aqui, estao graficadas duas solugoes (a
linha tracejada e a linha sélida indicam pop; = 0.020 e pop; = 0.500, respectivamente)

apenas para exemplificar.

(linha tracejada) e pop = 0.500 (linha sélida), mantendo piper = 0.135 fixo. Note que nao
estamos falando de somente dois resultados possiveis com a mesma T,.. H4 um continuo de

resultados com pjpier = 0.135 fixo, e 0 < p,pt < 1 nos quais 1T, ~ 55 K.
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Abstract

We discuss the validity of Migdal-Eliashberg theory applied to the superconductor ful-
lerides K3Cgg and Rb3Cgy. Recently, the relevant superconductor properties have been
measured, like the isotope coefficient, the energy gap and critical temperatures for these
compounds and compared with their optical properties. They all present a very disperse
band of phonon frequencies, running from very small to very large energies, the latter being
close to the Fermi edge. Therefore, these materials exceed the limit of validity of the adia-
batic Migdal theorem, measured with a nonadiabatic parameter m = wy/EFr, where wy is a
characteristic phonon frequency and Er = 250 meV, the Fermi level. We examine previous
theories incorporating vertex corrections into the Eliashberg equations to deal with such a
situation. We compare these approaches by calculating the critical temperatures using a
multimodal Eliashberg spectral function o?F(w) to study the contribution of the various
phononic modes. We arrive at the conclusion that the optical modes, not the intramolecu-
lar ones, are among those which maximize 7, independently of including vertex corrections
or not. This result goes in the direction to understand why doped fullerides A3Cg, are

superconductors. Keywords: doped fullerides, superconductivity, vertex corrections
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The alkali-doped fullerides A3Cgy (A=K, Rb, Cs), with T, about 30 K, are among the
highest-T, organic superconductors. It has been commonly advocated that they are perfect
candidates for normal BCS superconductors, in the sense that Migdal-Eliashberg (ME)
theory should describe their superconducting properties. This is not true, however. The
principal argument for that are the phonon frequencies which run up to values very close
to the Fermi level. This invalidates the Migdal theorem, which states that the adiabatic
approximation is valid as long as the phonons are slower than the electrons. In other words,
it requires that wy < Fr, where wy is some characteristic average phonon frequency and Er
is the Fermi level. Phononic modes, on one side, are very much spread in frequency because:
(i) the slow intermolecular modes require to displace the large masses of the buckyballs, (ii)
the optical modes are intermediate in frequency since alkali atoms are light, and (iii) the very
fast intramolecular modes reflect the tightly bound carbon atoms in the stable geometry of
the buckyballs. On the other side, the Fermi energy is very small on account of the low
number of charge carriers involved in these materials. To put in numbers, the eight H,
intramolecular modes range from 30 to 200 meV; they couple to the conduction ¢4, electron
band which has a width of about 0.4 - 0.6 eV, so that Er = W/2 ~ 0.25 eV. Therefore, the

electrons and the phonons can have comparable energies.

The invalidation of Migdal’s theorem for these compounds has been investigated by
a number of authors [1,2].Such incompatibility was clearly presented by Grimaldi [3] and
Cappelluti [4] They stated that the basic set of equations for ME theory is incompatible with
the available experimental data. They calculated the essential parameters of ME theory,
namely, the electron-phonon coupling A, the Coulomb repulsive pseudopotential p*, and
the relevant phonon energy wq, from the values of the superconducting temperature 7, the
energy gap A, and the isotope coefficient a.. For the case of Rb3Cgg, these are T, = 30 K,
2A = 10.4 meV, and o, = 0.21 [5]. By inserting these values into the left-hand side of the

well-known ME equations

Tc =58P |~ ’
1.2 A — (14 0.62))
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Qe =

[1 CLo4(1+ M)A+ 0.62A)u*2]
A —p(1+0.620)]> |’

!
2
where A = 2 [ o?F(w)dw/w is the e-ph coupling, wy = exp {(2/)) [logw o*F(w)dw /w} is
the relevant phonon frequency and o F'(w) is the Eliashberg spectral function, they obtained
(and we have confirmed) a unique solution given by wy = 313 K, p* = 0.43 and A = 3.6. The
problem with this result is the value for A, which is too large. This is unrealistic, implying
that such strong electron-phonon interaction would be a source for lattice instabilities thus
preventing the formation of a superconductor state. Another point of view to deal with
such situation is to look at the origin of ME theory, which was constructed by neglecting
completely the vertex corrections. Such corrections, of the order of Awyn/Er = 0.39 if we
consider wpp ~ wy = 313 K above, cannot be neglected. Exactly the same analysis can be
done for K3Cgq once the value for a,. would be available experimentally. Nonetheless, within
this simple approach, with 7, = 19 K, wy = 318 K and 2A = 6.3 meV, our best estimates
for K3Cgg are a, = 0.14, p* = 0.38 and A\ = 2.1. Again, a value for A > 1 is obtained.

The inclusion of vertex corrections into the Eliashberg equations within a perturbative
scheme has been developed by Grimaldi and coauthors [1,6,7]. By considering the lowest
nonadiabatic contribution of vertices into the self-energy, they have proposed an equation

for the critical temperature 7, which is given by

Tc (m7 Qc) =

1.13w, l m/2 ] exo l_l +z/(1+m) (A.4)

Ve(l+m) PITm AA

In this expression, m = wqy/Er is the nonadiabatic Migdal parameter, (). is an upper phonon
momentum transfer cutoff, A (m, Q.) and Aa(m, Q) are effective coupling constants related
to the Eliashberg equations. Both constants are written [7] in terms of the vertex correction
contributions and project into A when the latter become equal to zero in the adiabatic limit

m — 0. Therefore, the exact result obtained by Combescot [8] for the weak coupling limit
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is recovered in this approach.

The calculations mentioned above, however, were done assuming a single-mode Einstein
model for the phonons. Therefore, we have taken the results given by eq. (1) (McMillan
limit) and by eq. (4) (nonadiabatic limit) and have further investigated the dependence
of T, on the different phononic modes, by introducing a model for the Eliashberg spectral
function o F(w) entering in the definition of A and wy (after eq. (3)). We considered three
truncated Lorentzians centered at the frequencies of the intermolecular, the optic and the

intramolecular modes:
3
o’ F(w) = Zpi Li(w—w;, Ty), (A.5)
i=1

where p; are partial weights, with ), p; = 1, and w; and T'; are the central frequencies and
their widths, respectively. See Fig. 1 for an illustration of this model. By taking appropriate
parameters, namely, w; = 4.96, 11.20, 136.00 meV and I'; = 1.39, 3.10, 55.80 meV, to mimic
the above mentioned modes (see refs. [9, 10]), we have numerically integrated all equations to
find the dependence of T, on the partial weights entering in the electron-phonon coupling.
A typical result of this procedure is given in Fig. 2, where T,/wyq is plotted against the
optical modes for various intermolecular weights, in both limits. The dependence on the
third phonon modes can be read from this picture, since pinyra = 1 — Dinter — Doptic- We used

a small cutoff (). = 0.1 in our calculations.

The first point to notice with these results is that the nonadiabatic limit and the McMil-
lan limit give a very similar functional shape for 7. (pinter Poptic), although the nonadiabatic
case provides higher absolute values. We also see that the optical modes, with intermediate
frequencies, optimize T, in both limits irrespective of having included vertex corrections or
not, because of the mentioned functional similarity which is monotonously increasing with
Doptic- That means that doped fullerides, where the optical modes are turned on, are those
with better chances to be high-T, superconductors as it is indeed observed. The relevan-
ce of this result could be adscribed perhaps to the form of the electron-phonon coupling

A = 2 [a?F(w)dw/w in a multiphononic model, which tends to maximize T, for modes
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with intermediate frequencies as our numerical experience has demonstrated. Physically,
we envisage an scenario where in such a hollow material like solid Cgy the vibrating alkali
atoms located in the interstitial voids in A3Cgy provide the required electronic overlap to
enhance T.. We feel though that more quantitative arguments are needed to this respect
since strong correlation effects may do play a role [10]. On the other hand, for values of p;
corresponding to intramolecular modes only (pintra & 1) T, is @ minimum in both limits. We
do not understand quite well this latter result, but it may be a consequence of the intramo-
lecular vibrations being shallow modes extending very much in frequency, thus providing a

small number of states per energy interval to form Cooper pairs.

In conclusion, we have extended previous calculations to deal with nonadiabatic super-
conductivity in doped fullerides K3Cgy and Rb3Cgg by considering multiphononic contributi-
ons and have found that nonadiabatic vertex corrections do not change the general trend of
favoring optical modes, as it was in the adiabatic Migdal limit. Yet most important is that
nonadiabaticity provides higher values for T, and appropriate values for A < 1. The latter
result is no longer supporting the idea that high values of T, and the strong-coupling limit
must be a condition for having high-T, superconductivity, at least in the doped fullerides.
Further details concerning, for example, the nonadiabatic effects into the isotope coefficient
and other parameters would enlight even more this situation of high-7, superconductivity

in electron-doped fullerides.

Work partially supported by CAPES and CNPq, Brazil.
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