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RESUMO

Este é um trabalho que tem o objetivo de analisar a geracaandeos magnéticos
gerados a partir de uma bobina. Uma modelagem matematiediZada e ensaios sao
realizados para verificar os campos obtidos. Ao final, é tdza possibilidade de uma
implementacéo de um sistema de posicionamento basead@eonme&nto. Pelos resul-
tados obtidos através da medicdo do campo magnético gerpddilade uma bobina
construida sobre uma plataforma de ensaios constituidegmstadadores e um braco de
madeira, pode-se verificar que a construcdo de um sistemasaegmamento é possivel
com algumas melhorias a partir dos ensaios realizados.

Palavras-chave: Bobina, sensor Hall, campo magnético, sisha de posicionamento.



RESUMO

This is a work whose objective is to analyse the generationagfnetic field produced
by coils. A mathematical modelling is prepared and expents@re done in order to
verify the fields obtained. In the end, a discussion is madeitathe construction of a
positioning system. Accordingly to the results obtainamhfrthe measumerement of the
magnetic field generated by the coil constructed over afplata the construction of a
positiong system is possible if some improvements are dasedon the tests performed.

Palavras-chave: coil, Hall sensor, magnetic field, posititg system.
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1 INTRODUCAO

Em 1865, J. C. Maxwell [1] reuniu os resultados obtidos por G, Ampere e
Faraday em um conjunto compacto de equagdes diferenciadegaeeviam 0S campos
elétrico e magnético em qualquer ponto do espaco, desdentegefassem definidas as
condi¢des de contorno, distribuicdo de cargas e/ou dommagnéticos na regido de in-
teresse. Esse conjunto é apresentado pelas Equacdes delMaxigsde entéo, inimeros
campos de pesquisa surgiram e muitos fenémenos foram aapsicHoje, disciplinas de
introducéo a Teoria Eletromagnética constituem uma dasslfasdamentais em muitos
cursos de Ciéncias Exatas e muitos cursos tem suas basesewessgue continua em
desenvolvimento, como a Teoria de Antenas, Teoria de Trias&o) Teoria Eletromag-
nética Quantica, Mecanica Quantica Relativistica e muitass.

Em especial, o estudo de antenas foi um dos sub-produtosda Eetromagnética.
E errado se dizer que atualmente existe um grande interessa érea, 0 mais correto €
se afirmar que esta ocorrendo uma demanda cujo crescimexgoreacial ao longo dos
anos. Desde o inicio da comprovacéao de que era possivehsaita dados na forma de
telégrafo, houve essa necessidade de se conhecer e ap@sgaarea.

Em uma definicdo classica [2], uma antena € estautura intermediaria entre o es-
paco livre e o dispositivo de guiamentdada mais séo do que estruturas cuja finalidade
€ o de transportar e/ou receber informacdo. A maneira cose ieformacédo é cap-
tada é um dos objetivos deste trabalho, mais especificadenp@emodelagem do campo
proveniente de uma determinada estrutura com o intuito i alna resposta da posicéo
onde o sensor se encontra, dado que se conhece a expresadneampo em qualquer
posicao do espaco.

Por suavez, o estudo e analise de tratamentos médicos tdoatada vez mais inter-
esse das areas de pesquisa relacionadas a engenhariales giogsibilidade de obter-se
um sistema de visualizacao através do escaneamento deesededal maneira que seja
possivel obter-se um diagndstico de modo menos intrusissipel tem justificado a con-
strucéo de sistemas com sensores acoplados a modelosdmslégm o objetivo de se
mapear 0 movimento e a deteccéo de possiveis doencas [3].

Nesse trabalho, tem-se o objetivo de medir a densidade cdxarﬂagnéticﬁ geradaa
partir de um conjunto de bobinas cujo campo magnético é raddeltravés das equacgdes
de Maxwell. A caracterizacdo dos campos e verificacdo dasesmedidos, de acordo
com a teoria, podem possibilitar muitos outros trabalhtsés. Por exemplo, Sensores
Hall, posicionados entdo em uma mao, indicardo a posicaadee garte dessa méao de
acordo com a variacao de tensao.

Sistemas de posicionamento usando campos magnéticoand isados com relativo
sucesso em trabalhos anteriores para sistemas médicds {3,cbnceito de se usar tal
metodologia tem como vantagem uma relativa portabilidadgielo diagndstico clinico,
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uma vez que os sensores fornecem de maneira rapida a \eg@alidos tremores e limi-
tacdes de movimento.

O primeiro objetivo entdo desse trabalho é o de caractesizampo magnético para
uma bobina formada para um nudcleo de ferrite, enrolada casrdfocategoria AWG.
Pretende-se realizar estimativas numéricas para tahsstnalisando-se a melhor con-
figuracdo possivel dentro dos limites de tempo, dispod#ulé de materiais e custo. Em
seguida, a meta a ser alcancada € a construcéo de um sistenegligéo para a bobina
montada de maneira a verificar como se comporta o sistematiegprPor final, deseja-
se analisar a possibilidade de construcdo de um sistemastegnamento baseado no
sistema construido, analisando-se possibilidades deongelh



2 REVISAO BIBLIOGRAFICA

2.1 Conceitos sobre modelagem do campo magnético para bobinas

Nesse capitulo, tratar-se-4 da modelagem do campo magpétia um conjunto de
espiras que possuem uma corrente circulando por elas. ddoa dpresenta-se inicial-
mente as equacdes de Maxwell, analisando a construcéo tleciads para facilitar o
célculo. Parte-se entdo de modelos simples de espiras Ipt@rauona estimativa da den-
sidade de fluxo magnético.

2.1.1 Equacdes de Maxwell

Em 1865, J. C. Maxwell [1] reuniu os resultados obtidos por Qmoll, Ampere e
Faraday em um conjunto compacto de equagdes diferenciagegaeeviam 0S campos
elétrico e magnético em qualquer ponto do espaco, desdentegefassem definidas as
condi¢cbes de contorno, distribuicdo de cargas e/ou dommiagnéticos na regido de
interesse. Esse conjunto é apresentado pelas equac@@sa(R211d):

V.G (T = p(T,0); (2.1a)
V. % (7 1) = (2.1b)
YV ox & (70 = " 0% (7.1): (2.1¢)
?x?ﬁ(?,t)zj(?,tw%@(?,t); (2.1d)
onde§ € aDensidade de Fluxo Eletrlc(ﬁ (7,t) € aDensidade de Fluxo Mag-

néticq ? t) & 0Campo Elétrico 7 (7, t) € oCampo Magnéticgy (7, ¢) é aDen-

sidade de Carga Elétrica _¢# (77,t) é aDensidade de Corrente Elétrica

Uma vez combinadas com a equacéo da forca de Lorentz e a selgudd Newton
do movimento, essas equacdes fornecem uma descricao taniplinamica classica de
particulas carregadas eletricamente e dos campos elgneéitizos [5].

Pretende-se, nesse trabalho, trabalhar com a propagag@eiesilineares, |sotrop|-
cos e homogéneos, por hipétese [6], podendo-se relacioBanmpo Magnetlcc% ea
Densidade de Fluxo magnético co

B (T ) = A (T ,1) (2.2)

ondey € apermeabilidade magnética
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Similarmente, pode-se relacionar o campo elétgcoom o vetor densidade de fluxo

elétrico§ como:
G (T t) =€ & (7,0) (2.3)

ondee € a constante dielétrica do meio.
Aplicando-se entéo as relacdes (2.2) e (2.3) as Equacdesixedi (2.1), obtém-se
um conjunto de equagcdes mensuraveis:

VB (T ) == p(T1): (2.4a)
V. % (7 t) = (2.4b)
Vx &7 t)=-2 %(?,t); (2.4c)
?x@(?,t u}?tﬂw—?(? t); (2.4d)

Esse conjunto de equacgdes serd usado daqui por diante pararca campo mag-
nético para o sistema de posicionamento previsto nestai@ab

2.1.2 Potencial vetorial para uma fonte de corrente elétria

Funcdes potenciais sdo Uteis para célculos analiticos emgue as integrais resul-
tantes sdo mais faceis de se trabalhar. Admite-se iniciémpie deseja-se obter o campo
elétrico e magnetlco em uma certa regiao do espaco onda apishas uma densidade de

corrente eletrlca/ ( 7 ,t). Das equagOes de Maxwell, é possivel analisar a equagéo da
inexisténcia dos monopolos magnéticos (2.1b):

V. BT, =0. (2.5)

Do célculo avancado [7], sabe-se que quando o divergentendefuncéo vetorial €
nulo, essa funcdo pode ser expressa na forma de um rotacmnal

BT )= xd(T,1) . (2.6)

Substituindo-se esse resultado na equacdo de Maxwell pata@onal do campo
elétrico (2.1c), obtém-se:

Y x & (7,1) = o Wxg?(?,t)] | 2.7)
ou seja:

v x [2(7,t)+%£_}(7,t)] —0. 2.8)

Lembrando agora que todo rotacional, quando aplicado solgmadiente de uma
funcdo escalar, tem como resultado zero, conforme a férawlapéndice [apendice],
pode-se escrever a funcao vetorial na qual € aplicado deatma Equacao (2.8) como:

& (7, t)+§@% — Vo (7.1 (2.9)

onded (?, t) pode ser uma fungéo potencial escalar qualquer, ou sejesdem

E(Pt)= -V (T,1) — % 9 (7,1) . (2.10)
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Agora, aplicando-se o rotacional nos dois lados da Equatén (

Vx B (7,1 =V x sz(?,t)} : (2.11)
e usando-se identidades vetoriais , obtém-se:
VxB(7.0) =V [T (7.0) VRS (7 (2.12)

Substituindo-se o resultado da aplicacdo desse rotacmanaluacdo de Maxwell
(2.1d):

V[V (7.0 -V (7.0 zuj(?,t)—ue%?(?,m (@13

Usando a relagéo da Equacéo (2.10), obtém-se apds algumgmitagdes algébricas
a seguinte relagéo:

Vid (7o) - 12 88;5% ?W (7
%%@( )} - _uj(7,t) . (2.14)
onde )
V= (2.15)

Nesse ponto, pode-se notar que néo foi realizada nenhumﬁnaesacrespelto da at-

uacdo do operador gradiente no operador do potencial vetgneﬂco;z% ( 7, t). Uma
vez analisada a Equacéao (2.14), pode-se fazer a escolha:

V.5 (71) = —igcp( . (2.16)

conhecida com&ondi¢cédo de LorentzAplicando-se entéo a condicéo (2.16) na relacdo
(2.14), obtém-se finalmente a equacao da onda para o pdtegtciamagnético:

1 2
?9(?,t>—3%2(?,@:—“?(?,75). (2.17)
v
A solucao dessa equacao pode ser obtida por varios métodosielgs envolve o
uso da func¢do de Green e e 0 uso da transformada de Fouriesredragespacial [7]. A
solucéo obtida, assumindo-se que a funcdo de onda (nesseogastencial vetor) seja
nulo no limite em qué™ | — oo

o (P,1) = ﬁ /ﬁ){E &7 /é)% a7 (7 [7 -7 (t’ - (t I il - 7,(228.)

Aqui, vale lembrar a notagéo estabelecida no inicio do ihabaD ponto no espaco
indicado por7’ localiza a distribuicéo de cargas. A integral €né tomada de maneira
a levar em conta o tempo de propagacao da radiacdo da fomstaaotet’ de maneira a
obter o valor no instante A diferenca temporal

1
t—t'==1|7-7". (2.19)
v

leva o potencial a ter o conceito &etencial RetardadoFica estabelecido também que
sempre deve-se ter
t—t'>0. (2.20)
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2.2 Equacéao do potencial de uma espira

Considerando-se a Equacao (2.18) para uma espira que posswaioarente elétrica
I constante no espaco e raice admitir que o raio do fio seja muito pequeno, quando
comparado com o raio da espira. Tal topologia pode ser maiega como umantena de
guadro[2], que podem assumir diferentes formas, como, por exemgiingulos, elipses,
circulos entre outras outros, conforme pode-se observiigmas 2.1 [8] . O quadro
circular é o mais simples de se analisar, servindo bem a@gitopde posicionamento
magnético e; portanto, ao objetivo deste trabalho.

A corrente elétrica, apesar da suposicao de que seu valolep@ndera da posi¢cao ao
longo da espira, tera uma dependéncia temporal com o temfmoma de uma sendide.
A fim de facilitar a notacéo para os calculos, sera utilizadatacao exponecial:

Z (T8 = Ty (T) & ; (2.21)

e basta separar a parte real da imaginaria com relacéo atgaperal, quando tornar-
se necessario. Substituindo-se essa expressao da caltnta na integral, obtém-se
entdo como resultado para a integral (2.18) (usando a pagate da Delta de Dirac):

o (7.1 = L / EF T () [T -7 e T 222)
T Jg3

onde foi definido cmimero de onda
= — (2.23)

e sendo\ [m] o comprimento de onda.
Escrevendo-se o potencial magnético como uma parte ebpaxitra temporal a fim
de facilitar os célculos futuros, pode ser estabelecido que

9 (Ft)= A (T) edet. (2.24)
Aplicando-se esse resultado na Equagéo (2.22):
A=L / EF T (T [T = e M (2.25)
7 R3

A densidade de corrente elétrica, sendo limitada a cirqudaespira cujo raio foi
— , o _
desprezado,# (7’,t) podera ser indicado como:

To(P) =T (7) sind 6(cos§) 8(+' — a). (2.26)

Obtém-se entéo, para a integral da Equacéo (2.25):

2m
A=t [k perr T e
T Jo

Pela definicdo do médulo de um vetor:

7 =7 = P2 27T
r? +a? — 2rasin® cos (¢ — ¢) ; (2.28)



Figura 2.1: Exemplos de antenas de quadro.
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e pela simetria do problema, pode-se alinhar o eixacom o ponto a ser calculado,
resultando-se na escolhade- 0. Entdo, obtém-se finalmente:

7 — 7' =%+ a® — 2rasinf cos ¢’ . (2.29)

Para a corrente, sabe-se que existe somente a componeimtecaad, obtendo-se:

L(7) = LM &+1L,(7) g +L(7) e
= —I,(7)singe; +1,(7)sing e,
= —1I, (?)smqb[sm&cosgber—I—COSHCOS(be_g—sinqﬁe_(;]
+1,(7)sin ¢ (sinfsin ¢ e, + cosfsin¢ e — sin¢ e;))
— —I,(7)sind sin (¢ — ¢') &
+1,(7) cosf sin (¢ — ¢') &
+1,(7)cos (¢ — ¢) e . (2.30)

Novamente, usando a simetria do problema, onde o ponto cdd@@lermanece sobre
0 eixox, tem-se:

?0 (7) =1, (7) [~sinf sin¢’ & — cosf sing’ & +cos¢’ &) . (2.31)

Assim, aplicando na integral (2.25) os resultados apradestpelos resultados (2.29)
e (2.31), resta apenas a componentepahavido a paridade do integrando. Ao final:

A(7) = “al¢/0 g/ sm¢'[€

4m r?2 4+ a? — 2rasinf cos ¢’

7jk[r2+a272ra sin 6 cos gi)’] 1/2

i e (2.32)

Nas proximas trés secdes, serdo apresentados métodosqadcalo dessa integral,
conforme pode-se observar na literatura [2, 9] . Vale najar gue considera-se a cor-
rente como que tendo o mesmo valor em amplitude ao longo @eesira, num dado
instante fixo de tempo. Isso é valido para comprimentos da omaito maiores que
o0 comprimento do aro. Usando-se uma forma de onda senoatid;ge controlar a sua
frequéncia de tal maneira que obtenha-se essa aproxintagdorme serd visto nos capi-
tulos a seguir.

Caso o comprimento de onda nao seja grande o suficiente, tsrigue admitir que
a forma de onda da corrente elétrica sobre o aro teria um forsemoidal, podendo ser
escrita como

M
I(¢))=1y+2 Z cos (ng") (2.33)

Tal tratamento do campo elétrico pode ser encontrado matlitea correspondente
[10].

2.3 Calculo do campo magnético por expansdo em seérie de Maclau-
rn
Uma maneira simples de se obter o campo magnético produardanpa espira é se

admitir que a dimenséo da espira [2] € muito pequena comae kg dimensdes de onde
se deseja calcular o campo. Inicialmente, sera analisattegrando da equacao (2.32)

efjk[r2+a272ra sin@ cos (j)/] 1/2

%
N 2.34
F(r) [r2 + a2 — 2rasinf cos @]/ e
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Pode-se expandir essa fun¢do numa série de Maclaurin

7)=1(0 O r7 P 2.35
f(r)=f(0)+a %f(r) T @f(r) + - (2.35)
a=0 a=0
e tem-se entdo para os termos da série, conforme é mostrathexo A
f0) = rltedt (2.36)
@[ = e ) g cose (237)
a
a=0
82 ? _ —jkr -3 ik —2
92 (7) . = € —(r P 4k rT?)

+(3r° +3jkr™t =k r®) (rsind cos¢)’|  (2.38)

= —e ik [(9 rt 4+ 95k r® — k*r7?) sinf cos ¢’

+ (=157 =155k r? + 6k* r 2 + K )

(sin @ cos gzﬁ')g] (2.39)
Pode-se substituir entdo os resultados no integrando 3 (dbtendo-se

X(?) = MT]‘bejk’"{cﬂ (r+ jkr™") sin6

3 3 1
+a' Kgr“* + Ejkr‘?’ — §k2r‘2> sin ¢

15 15 3 1
L (_§T_4 + §jm_3 + Z14;270_2 + gjk;?’r_l) sin® 0] } 6—¢>5(2.40)

O campo magnético pode entéo ser calculado pela expressaiadional da Equacéo
(2.6). Ao final, obtém-se:

2[ )
Bmel) (7,1) = /W4 ¢ p—i(kr—wt) {2 (r=® + jkr=?) cos e
+ (=173 4 k2 — k") sind e_g] . (2.41)

sendo que tal aproximacao é valida para antenas de quadesodepequeno, quando
comparado com o comprimento de ondadNote-se aqui que foi designado o tery, .,
para indicar a expressao para a série de McLaurin até o pairteemo.

Uma outra aproximagao importante € a de campo distante,comdedera-se apenas
termos de ordem~!, desprezando-se termos de ordem maior. Assim, pode-seaubte
final

2k2T ,
B (7 1) = = Hm et 1 g (2.42)
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2.4 Calculo do Campo para corrente constante

Quando a corrente elétrica circulando no aro € constantesgvel realizar uma sim-
ples aproximagéo para a antena de quadro [2], ou seja, lmast@leran > a e escrever
0 médulo (2.29) na forma

7 -7

~
~

(r* +a® — 2rasiné cos gb')l/Q
(r* — 2rasin® cos ¢') 12

=r (1 - 2% sin 6 cos¢’)1/2

~ 1 —asinf cosp

Para os termos que determinam a amplitude da expressacpssiderado apenas o
termor, e para termos de fase (da exponencial), serdo consideapdnas termos com
sin §. Entdo, pode-se escrever a integral (2.32) na forma

1. e—Jkr 2m o ,
Z (7)) ~ Mjﬁd) & - /O d¢/ sin¢’ e]kasme cos ¢ €_¢> (244)

Separando em duas integrais:

I —jkr ™ ) ) ,
X (?) _ pnaly € [/ d¢/ sinqb' e]kasme cos ¢
0

4 r
2
+/ d¢/ sin ¢l ejkasin@ cos ¢’ a;
s
Trocando a variavel na segunda integral cathe- ¢’ + 7, tem-se como

I, e—Jkr ™ I /
Z (7)) _ paly € [/ d¢/ singb' e]kasm€ cos ¢
0

47 T
_ \/ﬂ— d¢// singb" 6—jkasin9 COS¢N] a;
0
Sabendo-se que a funcéo de Bessel de primeira espécie éaleftadntegral
mjJi(z) = / dx cosx e’* 57 (2.47)
0

obtém-se entdo a seguinte expresséao para o potencial ncagnét

A(7) = “ZIO e;kr [Jy (kasin®) — J, (—kasin6)] & . (2.48)

Agora, usando-se uma das propriedades da funcdo de Bessstghelece que

obtém-se, pela substituicdo de (2.49) em (2.48)

T —jkr
A7) — R i (kasing) 7 (2.50)
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Aqui, a funcdo de Bessel é definida como

+oo n
(—1) N\ 2n+1
()= ——L _ (—) . 251
1 () ; nl (n+ 1)1 \2 (2:51)
e obtém-se seguinte funcdo para o potencial magnético
Iy e7ibr IX (=1)" kasin 0\ >
A7) = L e . 2.52
(") = 2 r Zn! (n+1)! 2 c (2:52)
Resta entdo calcular o campo densidade de fluxo magnétiemdabse, ao final
ap I e—j(kr—wt) ] .
B (7,t) = . ) & —ke}) Ji(kasing) (2.53)

2.5 Calculo do campo magnético pelo método exato

E possivel obter uma expresséo exata na forma de uma séoedeips para a antena
de quadro circular, conforme foi demonstrado no artigo Mjvamente, para a equacgao
(2.29):

= = a’ a . / 2
7 =7 =7 {1+ —2=-sin6 cos¢ ; (2.54)
r r

e pode-se estabelecer que:

CL2

oc=1+— (2.55a)
r
T=2 g sin 6 (2.55b)
Obtém-se entdo uma notacdo mais simplificada, tal que
’_ 1 Lo e
cos¢' =~ lo—— |7 =7 . (2.56)
T T

A fim de facilitar os célculos, foi estabelecido uma nova &l de integracae,
definida por:

1
7 -7 =z (2.57)
,
e entdo pode-se definir a nova variavel de integracédo
1
cos¢/ == [0 —2°] . (2.58)
T
Aplicando esse resultado a integral do potencial Magnéf@?), obtém-se:
I 22 : o— 22
Z 7) = ,u‘ 0 / dz e 9= el . (2.59)
e (2= (B -2

onde
|7 -7 ; (2.60a)

1
r
= (c+71)%= % 7+ 7 (2.60b)
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Pode-se expandir a exponencial complexa em termos ream@ems, obtendo-se a
seguinte expressao

(2.61)

ik o= A Rr)?™ (kr2)?
=2, (1) [((Zn))! TJ <(2n—>|—1)!

n=0

Substituindo-se esse resultado na integral (2.59), pedsaever

I +o00 ) a2 .
A =L —1)" (kr)" | (1+ =) Lon—J 75— Lons1| € -
( ) a sind o ( ) ( r) (277/)' + 7,,2 2 J (2”"‘ 1)‘ 2n+1 €¢)
(2.62)
onde é possivel definir as integrais
z2 zn
e, (22 = ) (3 — 22 (2:63)

Integrais elipticas que podem ser encontradas em tabealaederis [11, 12], podendo-
se obter uma expressao em série exata para a solucdo donmeatdeantena de quadro.
E apresentada no apéndice C uma metodologia para o célcakposssio da densidade
de fluxo de campo que servira para verificar os resultado®ensastidos.



3 SISTEMA DE POSICIONAMENTO ESPACIAL

3.1 Resultados das Equacdes de campo

Apresenta-se nessa se¢cao um resumo dos dos méetodos discutidapitulo 2 e sua
aplicacao para um conjunto de bobinas.

3.1.1 Equacdes de campo para uma espira simples

Pretende-se, nesse momento, reunir todas as equagdes adaobter estimativas
numeéricas para o campo gerado por uma bobina. Tem-se liméige, a expressao do
campo pelo método da expansdo em série de Maclaurin parappatistante fornecida
pela Equacao (2.42) e que € apresentada aqui novamente:

ﬁ(mcl) <7>’ ) = Ceyp e—ikr—uwt) |9 (7«—3 + jkr_Q) cosf e,
3 7 =2 2..—1\ o s d i
+(—7~ + jkr—" — k°r )sm@ e | : (3.1)
onde definiu-se a constante da espira

Cesp = 1 /La2[¢; (3.2)

tal quey € a permeabilidade magnéticeo raio da espira €, o valor eficaz da corrente
circulando na espira.

Pode-se entdo dividir a Equacéo (3.1) nas suas componelliaisﬁmd) (7,16) e
angular%’émd) (7, t), de tal maneira que se possa escrever

B(mel) (7, 1) = B (P 1) e + BV (T 1) e ; (3.3)
onde tem-se para a parte radial
B (T ) =2 Clep €I kT=1) (r= + jkr=?) cosf; (3.4)
e, para a parte angular
A () = Co 0 (7= K 4 s (35)

A fim de se analisar os valores de cada componente, podeesdacas modulos de cada
componente, tal que

] =2y (7457 " cost; @)
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D] = Coy (70 = B 4 ) sing 3.7)

Uma outra maneira de se verificar essa aproximacéo € caloalaralguns termos
da série, obtendo-se uma expressao mais exata, conformeo@steado no Apéndice B,
obtendo-se ao final:

4
+a* (37’_5 + 3jkr—* — k2r_3) cos

I )
ﬁ(mﬁ) (?7 t) — M e—J(kr—wt) { [aQ (27‘_3 + ijT_Q) cos

15 15 g 1
+at (_ET—B + ?j/{r—‘l + 4k 3 §jk3r‘2) sin? § cos 9] e

+|a? (7"_3 + jhr—? — kzzr_l) sin 0

9 9 . 1
a’ (—r5 + §jk7“’4 — 2k — §jk37°2> sin 0

2
45 15 3
4 -5 . —4 2 -3
+a < 5 r 3 71k 4k r
3.3 2 Lia a) .3, =
—|—ij ro— §k r sin® 0| eg (3.8)

Repetindo-se a separacdo entre componentes, ter-se-a:

}@ﬁch) (?7 t)} = Cesp { 27‘73 cos§ + a2 (37475 o kQT?S) cos ¢

2
1
12 (—757“_5 + 4k2r_3> sin? 6 cos (9]

+ [2kr=2cos O + 3a’kr* cos 6

2y 1/2
1 1
+a2 (_5]§,»4 + —]{;37’2> sin? 6 cos 9] } : (3.9)

2 2
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2
4
a’ ——57’ 5 §/’{;2 -3 E'r~1) sin® 6 (3.10)
8 4 8
—92 . 2 9 —4 1 3,.—2 :
+kr °sinf + a 5/{:7‘ - 51{: r sin 6
5 ; 2y 1/2
+a2(—§%w4—%zﬁr2)sm34 } . (31

Por fim, foi encontrada a expressao exata, deduzida no Ag&dital que uma res-
olugdo numérica requer uma maior analise.

3.2 Expressao numeérica para um conjunto de espiras

Uma maneira de se aumentar 0 campo magnético gerado é o deuparagarias
espiras em um nucleo de ferrite, tendo-se entdo um conjunty dspiras enroladas.
A fim de facilitar a modelagem do campo, considerar-se-a guelmero seja impar.
Note-se que ndo é perdida nenhuma generalidade nessaaesowhvez que pode-se
simplesmente sempre deixar uma espira a menos no ato dareerab. Para se ter uma
idéia, a bobina obtida para o experimento se encontra nasFagll (b).

Tendo-se entdo um namero impar de espiras sobre um nucla®spina serd a espira
central, e nela sera tomado a origem do sistema cartesianfgrme pode-se observar
na Figura 3.1. Restardo entd — 1) /2 espiras acima da central(& — 1) /2 espiras
abaixo da central. Admite-se que cada espira tenha um didmetendo entdo que uma
espira qualquem estara situada a uma distaneid acima (ou abaixo) da espira central.

Usando a Equacao (3.1) e analisando-se a distandtaponto de medida, com um
angulod, conforme estabelecido pelas se¢des anteriores, temxpees®io para a densi-
dade de fluxo magnético da espira central:

By (T, t) = B (T 4) (3.12)

Para cada espira, um novo sistema de coordenadas tera de ser levado em @nta, t
gue, para a espira de ordem o campo sera

B (7, 1) = B (77 1) (3.13)

onde o vetofr’,, pode ser observada na Figura 3.2 no plano

Torna-se necessario também dividir os calculos para a meigoerior e a metade
inferior do sistema uma vez que a contrugdo dos angllasera ligeiramente diferente,
dada a escolha do sistema de coordenadas. Daqui por diatéie, asar-se-a o sobre-
scrito *) para variaveis correspondentes & metade superior (acirespita central) e o
sobescritd? para indicar variaveis da metade inferior (abaixo da esirdral).



Figura 3.1: Sistema de coordenadas para a bobina utilizada.

Fm

Bg

o

Figura 3.2: Sistema de coordenadas para uma espira de etdem
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Tem-se entdo como a densidade de fluxo magnéticoedlr . t)

— — N2 r_,
Br (T t) = B (7, t) + Z {%m(m01) (@,t) cosal¥ +

m=1

%(md) (TTT,’?J) cos Oég,?:| . (3.14)

O objetivo torna-se entdo o célculo das fun¢des do novassstartesiana;,, € 6,,,
em funcédo das variaveis conhecidas usadas na espira cerdral Usando-se relacdes
trigonométricas de seno e cosseno para um triangulo, ed@epara as variavets, e
0,, de cada espira podem ser deduzidas na forma

rl) = [r? + (md)® — 2rmd cos 0] 12 ; (3.15)
e
0%) = sin™! ( : 75 sin 9) : (3.16)
[r2 + (md)® — 2rmd cos 6]
para as espiras superiores; e, para as espiras inferiores
r) = [r* + (md)* 4 2rmd cos 0] 2 ; (3.17)
e
0% = sin~! ( T 5 sin 9) . (3.18)
(72 + (md)® + 2rmd cos 0]

Analisando-se a geometria do problema, para a componetitd, reada espira tera
uma contribuicdo para a resultante, formando um angpleom a componente central.
A componente perpendicular a componente radial da esgratat ficara anulada com
a contribuicdo da espira na extremidade oposta. Novamasdedo-se as leis de seno e
€0Sseno, 0 cosseno dg, sera

r — (md) cos 0

(72 + (md)® — 2rmd cos 0] V2

COS vy, =

(3.19)

Torna-se possivel entdo o célculo do valor do campo para umjurtto de espiras.
Note-se aqui que foram usadas as expressoes para a apréxiooag 1 termo da série de
Maclaurin, mas que as mesmas podem ser substituidas poxpnes&io mais exata.

3.3 Caracteristicas de sistemas de posicionamento magnético

Um sistema de posicionamento magnético necessita de trgsooentes basicos: um
sistema de geracdo de campos magnéticos, um método de getamsedampos e um
algoritmo que use o valor do campo para a conversdo num sisterposicionamento.

A geracdo de campos foi discutida no capitulo 2 e as equagiepocresumidas
na se¢do 3.2 anterior. Nessa secao, discutir-se-4 a medeldg campo aplicada num
sistema real. Parte-se do principio que um sistema de neetdigium sensor que daré a
resposta do campo na forma de tensdo, como sera visto a seguir

Um ponto inicial a ser considerado é o fato de que a tensaaismo sensor de-
pendera das trés coordenadas cartesiang< z, e, levando-se em conta o fato de que o



Y Mormal do sensor

L J

Figura 3.3: Sistema de coordenadas para sensor.
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sensor terd apenas uma area Gtil onde o campo atravessaira, tamnbém uma dependén-

cia dos angulogs e s em que ocorre a medida do campo pelo sensor. Essa relagéao de

dependéncia das variaveis pode ser melhor compreendilisaawi®-se a Figura 3.3.
Matematicamente, pode-se expressar a tenséo delsadiiasensor na forma:

VS = f<x7y7 27057¢S) .

(3.20)

Sabe-se que a tenséo induzida no sensor, pelo campo mag®égimporcional ao

modulo do campo. Da secéo 3.2, pode-se escrever:
Br(Tt) = B, (1) & + B (1) &

onde deixa-se independente, por enquanto, a escolha damapcdo usada.
A direcdo na qual o sensor € influenciado pelo fluxo seré es@mEs

et = sin fg cos ¢g e + sin fg sin ¢ e_y> + cosfys er .
Uma vez que

— sinfcos¢ e, +sinfsing e, + cosf e .
= cos@cosqzﬁe_x>+cosé’sin¢e_y>—sin86_2>.

sl ol

pode-se realizar a multiplicagéo escalar:

eet = sin @ cos ¢ sin g cos ¢g + sin @ sin ¢ sin g sin ¢ + cos @ cos by .

(3.21)

(3.22)

(3.23)
(3.24)

(3.25)
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e, similarmente
== : 1 R : ‘
eg.es = cosbcos@sinbgcosps + cosfsinpsinbgsingpg — sinfcosfs. (3.26)

Nesse ponto, pode-se expressar entdo os ang@aesnas coordenadas cartesianas,
tal que

[r2 1 2
sinfl = Tty ; (3.27)

2 4 y? + 22
cosf) = : ; (3.28)
2 4 y? + 22
para o anguld e
sing = ——o . (3.29)
V2 +y?
COSp = —mo - (3.30)

N
para o angule.
Pode-se entdo juntar os resultados das multiplicacOelsestdos vetores das Equacdes

(3.25) e (3.26) de maneira a se obter as componentes caaesla densidade de fluxo
magnético.

3.4 Montagem do sistema de medic&o

Com o objetivo de se verificar o campo gerado por uma bobinagtese necessario
a implementacdo de um sistema no qual fosse possivel medimpacmagnético ger-
ado por uma bobina de tal maneira que o sensor pudesse tem gminieiro momento,
seus trés eixos alternados de maneira conhecida. A solacaateada foi 0 uso de dois
transladadores e uma mesa elevadora adquiridos da empptea (13].

Inicialmente, a base da estrutura seria uma grande tabu®&elbmpensado, ficando
de um lado os transladadores. Com os dois transladoresaiei@ mesa elevador, foi
possivel construir um transladador de trés eixos, confgroue-se observar na Figura
3.4. Sobre a mesa elevadora, foi montada uma barra de mader® intuito de se
colocar o sensor em uma ponta. Essa distancia foi necepséaigsolar a area do sensor
e da bobina para que a quantidade de metais ferromagnétamasps a area de medicao
fosse a menor possivel.

O sensor Hall usado foi 0 do modelo SS94A2, da empresa Hotliggwg Ele foi
escolhido devido a trabalhar em uma grande faixa de val@régdsidade de fluxo mag-
nético () a400Gauss) e a sua facil disponibilidade no mercado brasil&t@m sensibil-
dade é démV/Gauss e sua resposta, para um fluxo magnético, € da forma

Vs = ks @ (7,6)| + Vet (3.31)

ondexg é a sensibilidade do sensoiVg: € a tensao deffsetdo sensor, de valotV e
inerente ao dispositivo. Note-se entdo que, na construgd@iondestagio de amplificacao,
surge a necessidade de se adicionar uma compensacéo aséeardplificar o sinal de
resposta do sensor.

A montagem do sensor sobre o braco de madeira se encontrgura Bi5 (a). A
montagem final da estrutura, com o sensor, se encontra nardu(b).
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Transladador z [——.

Transladador y

Transladador x [~ .

Figura 3.4: Posicionador tridimensional utilizado.

3.5 Estagio de tratamento do sinal

Nessa secao, demonstra-se 0s circuitos utilizados Com haspiacao 3.31, pode-se
estabelecer trés estagios para 0s circuitos:

(a) compensacéao do ajuste da tensaoffieef Vo,
(b) estagio de amplificacao;
(c) filtragem do sinal.

Esquematicamente, um diagrama em blocos para esse sisaé@mgséntado na Figura
3.6. A seguir, serédo detalhados os blocos em separado.

O estagio de tratamento de sinal € baseado na cadeia de médidxperimento
completo, tratando desde a resposta do sensor Hall até gicedt&filtragem. Esque-
maticamente, pode-se representar a cadeia de medidas eomoostrado na Figura 3.7.

O objetivo do circuito de compensacédo é o de eliminar a tede&@dfsetdo sensor,
mais especificadamente, a idéia seria obter uma tensau dstavel que serviria para
a subtracdo da tenséo do sensor. Foi utilizado entdo umackyuREFO1 conectado a
um conjunto de resistores em série com um potencidmetro i drananeira a obter-
se um melhor ajuste do ponto d&. O regulador REFO1 foi escolhido devido a sua
alta estabilidade de tenséo de saidd/() e forte imunidade a alteragbes de temperatura.
Nesse circuito};,, € a tenséo de saida do sensor Hall.

Adicionalmente, foram utilizaddsufferspara o isolamento da tensado de compensacao
e do proprio sinal de saida do sensor Hall. Os modelos de@perahusados em todos 0s
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Sensor
Hall

Transladadores

Plataforma

(b)

Figura 3.5: Foto do posicionamento do sensor (a) e foto daagem da estrutura de
medi¢do com a bobina (b).
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Sinaldo 5 e . Sinalde
Compensagdo Amplificacdo Filtragem

sensor E de offset > saida

A 4

A 4

Figura 3.6: Diagramas em blocos do circuito de recebimentsirthl do sensor.

10V
10V YL A
6V /A A
400 Gauss Condicionador Sensor
Resposta de sinal Hall
1 Campo I do sensor (Filtro PB de na
magnético
Hall Banda de m3o
15kHz)
0 Gauss \v \ 4
4V NV v
ov
ov

Figura 3.7: Diagrama da cadeia de medidas do experimento.
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Figura 3.8: Diagrama do circuito de compensacao.
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circuitos foram 0 OPA2227 devido ao seu badffsetde saida e boa estabilidade térmica.
Um diagrama do circuito de compensacao é apresentado na Bigu

Em seguida, os sinais de saida do circuito de compensacéaalsfia@idos um do outro
através de um amplificador de instrumentacao INA101. Esgmositivo € um subtrator
de boa preciséo cujas principais caracteristicas sdo o baia de operacao, baixidfset
de saida, alta estabilidade térmica e a opcao de ajuste tie gan meio de resistores
acoplados aos seus terminais. A expressao para o sinaldéedasubtrator pode ser
expressa entdo como

Veubt = —Gsubt (Iis ‘% (7%)‘ + Vosr — Vadj> ; (3.32)

onde o sinal negativo vem da montagem do circuito onde fdiopmsinal de tensdo do
sensor Hall na entrada negativa e a tensdo de compengagam entrada positiva. O
ganhoGgy, € controlado por um resistdi; externo para ajuste de ganho na forma:

40kS2

Gount= 1+
subt RG

(3.33)

A saida desse subtrator, foi entdo acoplado um sistema e gamposto por dois
bufferse dois amplificadores com ganho maior do queonforme pode-se observar na
Figura 3.9, cuja entradd,, é a tens&o de saida do subtrator INA101.

A resposta de saida pode ser escrita na forma final como:

R R
Vsubt: Gsubt_g1 (1 + _gB) (RS ‘2 (?7 t)‘ + %ﬁ - Vadj) : (334)
Rgo Ry

Pode-se, nesse instante, escrever a Equacao (3.34) dedgafttma
Vsubt: Gamp (FGS ‘é (?; t)‘ + %ﬁ - Vadj) ; (3-35)
onde foi estabelecido que

R R
Gamp = GSUbtR_z; <1 + R_Zj) . (3.36)

Finalmente, chega-se no estagio de filtragem. O procedinmpara a contrugéo de
um filtro foi obtido no livro de Sérgio Franco [15]. Basicamenbusca-se construir um
filtro KRC (também conhecido como Sallen-Key) a partir de l@b¢ estabelecidas e
conhecidas para tipos de filtros padrdo. Deseja-se apenfisrarmo tipo passa-baixa de
Butterworth. Num procedimento inicial, a ordehdo filtro pode ser um bom comeco.
Sabendo-se que o circuito do filtro passa-baixa KRC é da fopresantada na Figura
3.10. Pode-se entdo cascatear dois desses filtros ou maisda 8mobter ao final um
filtro de ordem maior.

3.6 Parametros construtivos

Nessa secéo apresenta-se 0s detalhes construtivosdadipara a realizacéo do ex-
perimento.
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3.6.1 Parametros construtivos das bobinas

Com o objetivo de se analisar o campo magnético produzidorpaomjunto de espi-
ras para a constru¢do de um sistema de posicionamentociss#io estabelecer alguns
parametros iniciais de constru¢do das bobinas com o indeitee obter uma estimativa
numérica dos campos gerados. Inicialmente, estabelecgues

(a) corrente de cada espira igual ao valor maximo suportaddipeltilizado, de acordo
com a Tabela 3.6.1;

(b) didametro dos nucleos de ferrite disponiv@iscm, 1em e 1, 5em;
(c) permeabilidade magnética do material ferromagnétieo2000 1;
(d) frequéncia da onda do geradfr= 10kHz.

Para a utilizacdo dos nucleos de ferrite, adquiriu-se osnmogsla empresa Thorn-
ton Eletronica [16] alguns modelos para analise de difeeenbmprimentos e didme-
tros. Dessa maneira, uma analise numérica prévia podenieder estimativas do campo
gerado antes da montagem final, sendo o valor da permealgilildagnética obtido do
catadlogo da mesma empresa. Pode-se observar alguns destdifemodelos de ferrite
na Figura 3.11.

Em seguida, torna-se necessario a definicdo de que fio de utlizar. Nesse tra-
balho, foi dada prioridade a bobinas com fios de cobre esdusliala série AWG pelo
fato de este ser o padrdo mais comum de se usar. Apreserdgaisbela 3.6.1 (obtida
em [17]) uma parte parcial de tais fios, com seus parametrimsedesse. E importante se
levar em conta o diametro de tais fios uma vez que eles podeanmsdados em diferentes
nacleos de ferrite, obtendo-se diferentes numeros desveftacada configuracao.

Tabela 3.1: Tabelas de fios AWG analisados

Fios AWG
Bitola | Diametro (nm) | Corrente Maximag)
31 0.2298 0.110
32 0.2019 0.090
33 0.1798 0.072
35 0.1426 0.045
37 0.1131 0.028
39 0.0897 0.017
41 0.0711 0.011
43 0.0564 0.009
45 0.0445 0.007

Essa variedade de fios serviu também para a analise numegeargho gerados pelas
bobinas, sempre com o objetivo de se obter o maior campovebsgintro de limites de
corrente disponivel pelos componentes e custo de produgdiantando-se um pouco,
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pela analise tedrica do capitulo 4, quanto maior a correméor o campo gerado. De
acordo com a disponibilidade de componentes, optou-sdipeVG 32, adquirindo-se
um carretel de tal bitola conforme pode-se observar na &igur2

Inicialmente, foi analisado o campo produzido por uma asgimples, a fim de se
obter um comportamento inicial do campo. Logo em seguidaxapacdes para conjun-
tos de espiras foram realizadas, conforme demonstrada@;éa 8€2. O resultado final do
enrolamento do nucleo de ferrite tlehem de didmetro &cm de raio pode ser observado
na Figura 3.13.

Por fim, a bobina montada foi aplicado um verniz de fios partepéla e assegurar
gue as espiras de suas extremidades ndo escapassem daasstjuando manipulados
(como na soldagem dos fios ou mesmo na colocacéo sobre apizdf

3.6.2 Consideracdes de construcéo dos circuitos

Nessa secao, sao estabelecidos os parametros de condivagacuitos. Apresenta-
se inicialmente na Tabela 3.6.2 os valores dos resistossfoagara o estagio de trata-
mento de sinais e outros dados pertinentes.

Tabela 3.2: Parametros de construcdo do estagio de angdifica

Parametrg Valor
Ry 10kQ2
Rgo 100£€2
Rys 10£92
R4 10£$2
Rg 10£$2
Vot 4V
Vadj 4V
Ks 5mV/Gauss

Com tais valores, o ganho do subtrator, baseado na equaday (8i determinado

40kS2 40kS2

G — 1 g R
subt = 1 10602

5, (3.37)

onde foi estabelecido um ganho pequeno devido a pequendwdemo sinal trabalhado,
deixando-se um ganho maior para o estagio de amplificacain&pcom os valores de
resistores utilizados, obtém-se

Ry Rys3
=52 (1+=2) = 100. 3.38
Gamp=5 R < + Rg4) 00 (3.38)

Para o estagio de filtragem, nenhum ganho é estabelecido a ffacilitar a mon-
tagem. Estabelece-se apenas que o filtro passa-baixa tenfraquéncia de corte em
15k H z. Usando-se valores padréo de capacitores e resistoiés, dei desenvolvido um
filtro que atenda relativamente as necessidades impostas.

3.6.3 Consideracdes de construgdo do sistema de ensaio

Por fim, lista-se alguns detalhes técnicos na construcaisigos de ensaio:
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(a) paraafixagao dos transladadores, foram usados parafusaxg®r esse se tratar de
um material ndo ferromagnético, diminuindo assim a infliggnos campo gerados
pela bobina, conforme pode-se observar na Figura 3.14;

(b) os transladadores séo feitos de aluminio, um material tam& ferromagnético,
pouco influenciando na geragdo dos campos;

(c) os fios do sensor Hall s&o todos blindados a fim de evitar irdlaérentre eles bem
como seu grande comprimento poderia levar a captar ruidizsséjaveis, como
pode ser observado na Figura 3.15. Outras partes do citaunitoém utilizaram os
mesmos fios, como na energizacdo da bobina;

(d) em todos os circuitos, utiliza-se uma malha de terra em dattbda a placa a fim
de proteger os sinais, inclusive na pequena placa do seafipcéhforme pode-se
observar na Figura 3.17;

(e) todos integrados de amplificadores operacionais tem pusxans seus pinos de al-
imentagcao capacitores dé0nF’ para desacoplamento da fonte. Integrados com
dois ou mais AOPs possuem um capacitot @feF' acoplado também aos pinos de
alimentacgéo, conforme pode-se observar na Figura 3.16;

(f) ndcleos de ferrite foram utilizados na alimentacédo dasfde tenséo dos circuitos a
fim de evitar a influéncia de picos de energia da rede elétrica.

Para a vericacdo dos valores de tenséo e do ajuste doWaloa saida do subtrator
INA101, foi utilizado um multimetro digital da Minipa, moldeET-2930 [18]. Trata-se de
um multimetro categoria IV 600V de seguranca, precisdacaak), 02% de seguranca,
display deb 4/5 digitos e interface com o PC. Para as medidas, utilizou-sargora
interface com o PC que permitia a gravacao da série tempagalrada. Na Figura 3.18
pode-se observar a interface com o PC na qual foram adgsivgldados experimentais.



vin

Yneg

;;————————//TE;;S

opad227_1

opad227_3

opad227_4

Rao4 %

Figura 3.9: Diagrama do circuito de amplificacao.
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Figura 3.11:

Nucleos de ferrite disponiveis.
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Figura 3.12: Carretel adquirido.
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Figura 3.13: Nucleo de ferrite com fio enrolado, formando lairte
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(b)

Figura 3.14: Parafusos de latédo (a) e inox (b) utilizadosxzgdio do experimento.
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(b)

Figura 3.15: Fios blindados utlizados nos circuitos.

Figura 3.16: Capacitores de aterramento no circuito de cosggéo e amplificacéo.
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(@)

(b)

(©)

Figura 3.17: Layout das placas com malha de terra em tornaclgto. placa do sensor
Hall (a), placa da fonte de alimentacao (b) e placa do comclor (c).
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4 RESULTADOS TEORICOS E EXPERIMENTAIS

Apresenta-se nesse capitulo os resultados das simulagbésicas das densidade de
fluxo magnético apresentadas pelas equacfes de campo Hinsosagnteriores. Logo
apos, os resultados dos experimentos envolvendo a coistdag bobinas sdo apresen-
tados e do sistema de posicionamento baseado no sensor Hall,

A simulacdo numérica teve o objetivo de validar as aproxéaagealizadas com as
equacdes do potencial vetorial magnético e também de efeeeordem de grandeza
do campo a ser medido, possibilitando a escolha do sensdas®s simulacfes foram
realizadas em Linguagem C.

4.1 Simulacéo de densidade de fluxo magnético para uma espira com
corrente senoidal

Esse capitulo apresenta os resultados e a analise do canaglo ger uma simples
bobina a partir dos resultados para a densidade de campcéticagnUtilizando-se, da
Tabela 3.6.1, of fios AWG de numeracao impar, etire 31, pode-se obter uma estima-
tiva das componentes radial e angular do campo magnéticoesDkados para nucleos
de ferrite de didmetro dk 5¢m, 1em €0, 5em encontram-se nos graficos das Figuras 4.1,
4.2 e 4.3, respectivamente.

Todos os campos gerados por uma Unica espira nos graficog dee4.3 tiveram
seus valores de corrente tomados a partir da Tabela 3.6skj@uconsiderando-se uma
situacdo ideal onde a corrente maxima nominal é aplicadasi@&nou-se que essa € uma
aproximacao razoavel num primeiro momento dado que o quesejadapenas € uma
estimativa do campo gerado para verificar-se a possibdidadse medir o campo com os
recursos disponiveis.

Pode-se, entdo, se construir uma tabela onde apresergarge®s maximos de den-
sidade de fluxo para cada um dos casos, conforme é demons&rdadbela 4.1. Como é
de se esperar, quanto maior a corrente circulante na esmia; o médulo da densidade
de fluxo magnético. Comparando-se também os resultados {farentes valores de
diametros de nucleo de ferrite, 0 maior diametro corresp@nahaior densidade de fluxo
magnético. Esse é um resultado esperado uma vez que, cerdsrrasultado tedrico da
Equacéo (3.1), a densidade de fluxo magnético é diretamesperpional a estas duas
gquantidades.
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Figura 4.1: Médulos das componentes radial e angular dad#elesde fluxo magnético
(unidades Gaussianas). Calculos para uma espira de di&eétrocm.
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Figura 4.2: Médulos das componentes radial e angular dad#elesde fluxo magnético
(unidades Gaussianas). Calculos para uma espira de didsediro.
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Figura 4.3: Mdédulos das componentes radial e angular dad#elesde fluxo magnético
(unidades Gaussianas). Calculos para uma espira de diase@trocm.
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Tabela 4.1: Valores maximos de densidade de fluxo magnéi@oyma espira com cor-
rente senoidal.

Fio 0,5cm lem 1,5cm
awG | |2 (7.0 | |2 (70| | |2 (70| | |27 0| | |2 70| | |27 1)
(mGauss) | (mGauss) | (mGauss) | (mGauss) | (mGauss) | (mGauss)
45 4.91E-3 2.45E-3 0.19 9.82E-2 0.44 0.22
43 6.87E-2 3.44E-2 0.27 0.14 0.62 0.31
41 0.108 5.39E-2 0.43 0.22 0.97 0.48
39 0.169 8.34E-2 0.67 0.33 1.50 0.75
37 0.27 0.14 1.10 0.50 2.47 1.24
35 0.44 0.22 1.77 0.88 3.98 1.99
33 0.71 3.53 2.83 1.41 6.36 3.18
31 1.08 0.54 4.31 2.16 9.72 4.86

Uma maneira de se verificar se a aproximagao com expansaodauvia, conside-
rando-se apenalstermo (@WU (7,t)), é calcular o erro a partir das expressdes com o

célculo de um termo a maisZ("™<? (7. t)), conforme descrito no capitulo anterior. O
erro percentual sera entdo definido como

ﬁ(mcl) _ @(ch)
@(ch)

Pode-se entdo realizar simulagdes numéricas para obteese percentual, sendo
este resultado apresentado no grafico da Figura 4.4 parasjpina @e diametro dg 5c¢m
com fio AWG 35. Para outros fios, os resultados do erro perdesituam-se na mesma
ordem de grandeza. Portanto, pode-se observar entdo quexaraé;;do do campo com
a expansao de Maclaurin até o primeiro termo € uma boa apag&io) nesse primeiro
momento. Usar-se-a, portanto, tal aproximac¢ao no célaulcathpo para um conjunto
de espiras, conforme podera ser observado na préxima secéo.

Erro= x 100% . (4.1)

4.2 Simulacéo de densidade de fluxo magnético para o agrupamento
de espiras

Tendo-se nucleos de ferrite de comprimentdde, 3cm, 2cm e 1em, pode-se ana-
lisar, juntamente com a tabela de fios AWG analisados 4.2, o®rus de voltas para
cada comprimento de nucleo. Considera-se, a partir de agga diametro dos nucleos
sera sempre de 5¢m por obter-se sempre um campo maior. E possivel observar enta
gue o numero de voltas se alterara bastante conforme o coemio escolhido.

Dado que o objetivo € sempre obter-se 0 maior campo posssgellhe-se os nucleos
de ferrite debem de comprimento uma vez que obter-se-4 a maior densidadexde flu
disponivel, conforme a Equacéo (3.14) da secéo 3.2 prediz.



51

o

Componente Radial 30

0.6 Componente Angular
§ 0.4 60
-
™
(39 0.2
<
g
o 0.0 90
T
=)
c
8 0.2
o
o
o
= . 120
i 0.4

0.6

150

180

Figura 4.4: Erro percentual das componentes radial e angelacordo com a Equacao
(4.1) para uma espira simples de fio AWG 31.

Nesse ponto, escolhe-se os nucleos toroidaiScde de comprimento e realiza-se
simulacdes numéricas para as componentes radial e anguiéorme foi feito na secao
anterior. Os resultados sdo apresentados nos graficosglaa Bi5
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Figura 4.5: Moédulos das componentes radial e angular daddelesde fluxo magnético
(unidades Gaussianas). Célculos para um conjunto de espi@adas hum nucleo de
ferrite debem de comprimento.
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Tabela 4.2: Namero de voltas para os diferentes comprirma@micleos.

Fios Numero de voltas
Bitola | Diametro do fio {nm) | 5mm | 3mm | 2mm | Imm
31 0.22680 219 | 131 | 87 43
32 0.20190 247 | 149 | 99 49
33 0.17980 277 | 167 | 111 | 55
34 0.16010 311 | 187 | 125 | 61
35 0.14260 351 | 209 | 139 | 69
36 0.12700 393 | 235 | 157 | 79
37 0.11310 441 | 265 | 177 87
38 0.10070 497 | 297 | 199 | 99
39 0.08970 557 | 333 | 223 | 111
40 0.07990 625 | 375 | 249 | 125
41 0.07110 703 | 421 | 281 | 141
42 0.06330 789 | 473 | 315 | 157
43 0.05640 887 | 531 | 355 | 177
44 0.05030 993 | 595 | 397 | 199
45 0.04450 1123 | 673 | 449 | 225

Conforme pode-se observar nos gréaficos da Figura 4.5, a tastdensidade fluxo
magnético é tanto maior quanto maior a bitola do fio AWG. Meso®sg use um fio de
didametro menor, o nimero de voltas ndo consegue compensatade corrente uma vez
gue a capacidade de corrente aumenta numa taxa maior do gueeota do diametro.
Portanto, nos ensaios, pretende-se usar um fio AWG que sapoder corrente possivel
de se fornecer, sempre considerando-se 0os materiais disppor a seguranca pessoal
uma vez que os valores nominais de corrente sdo dificilmeimigi\zeis por problemas
como aquecimento no fio.

4.3 Resultados experimentais e comparacédo com valores tedricos

Apresenta-se nessa secao uma discussao sobre os resakpddmentais obtidos
a partir dos ensaios realizados, conforme foi descrito pacs8.6. Ao realizar-se tais
ensaios, aplicou-se na bobina tanto uma corrente sengefalda a partir de um gerador
de sinais, quanto uma corrente constante, gerada a pauin degulador de tens&®05
com um resistor de poténcia.

Dado que se dispunha de um conjunto de transladadores guntt@scrito na secao
3.3, 0s ensaios ocorerram mudando-se apenas uma diregéar,gsndo uma direcédo de
coordenada esférica como apresentado nas simulacfesédads2go que de nenhuma
forma implica em perda de generalidade, apenas leva a siG@daonde uma variavel
escalar € variada, e ndo o angulo conforme foi analisaddariRor apresentar-se-a resul-
tados tedricos correspondentes as medidas experimeagsdximas sec¢des. Os resul-
tados tedricos obtidos nas sec¢des 4.1 e 4.2 cumpriram otopi@ fornecer uma idéia
da magnitude da densidade de fluxo magnético gerada pelembottado o material que
se dispunha para realizar os ensaios.

Para um melhor ensaio, os valores de tensao obtido foramredps diretamente da
saida do subtrator INA101 (cujo ganho seria de 5, conforrabekecido na secao 3.5).
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Apos a filtragem do sinal, os valores eram obtidos pela exterfjrafica do multimetro e
salvos em arquivos para posterior analise. Antes de cad#éepsa verificado o valor de
saida do subtrator INA101, ajustando-se para 0 mais prodend’.

4.3.1 Resultados experimentais com corrente AC

Para o procedimento de medicdes, inicialmente, posiciseaibobina sobre a plata-
forma e posicionou-se o sensor Hall de maneira a estar diint@m o eixa: da bobinas,
obtendo-se assim o maior campo mensuravel sobre a diratiab Rortanto, ndo ocorre-
ria nenhuma infuéncia do angulg da direcéo do sensor. Esse fato foi escolhido para se
obter o maior campo mensuravel e para facilitar as simutagméricas, sem se perder
a generalidade do ensaio.

Estabeleceu-se que a altura para 0s ensaios, a partir do genimétrico da bobina,
comoz = 3,8cm. Alterou-se entdo a distancia da bobina ao longo do ej¥mortanto,
afastando-se da bobina, e observando-se a estabilidadaldoss ao longo do tempo.
Essa analise é importante devido ao fato da necessidadeedéutpacdes no sistema
nao acarretem mudancas quando se usar como um sistemaalen@osento real pois a
posi¢cdo do objeto a ser medido poderia ser informada de raagrednea. No grafico da
Figura 4.6 apresenta-se o0s resultados da medi¢ao ao loragyaemadament200s.

—&— 3.0cm
—&— 3.5cm
12 —®— 4.0cm
—=®— 4.0cm
< 5.0cm
S 107 r————————— Y —————t
> 8 -
-~ - "~ ]
6 -
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44
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0 50 100 150 200
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Figura 4.6: Série temporal obtida da varicdo do eixapm corrente alternada.

Pode-se observar entdo que os valores permanecem dentrasdespectivas faixas,
permanecendo estaveis a ponto de garantir sua confialelglechdo usados num sistema
de posicionamento.

O proximo passo € entdo obter-se uma estimativa numériesapdensidade de fluxo
magnético. O valor eficaz da corrente da bobina foi obtidointkedse diretamente sobre
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o gerador de sinais, obtendo-¥e 2mA. Com base nesse resultado, simulou-se a densi-

dade de campo magnético para a variacao da distaneidendo-se o gréafico apresentado
na Figura 4.10.
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Q
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© 0.4 -
>
0.2

T T T T T T T T T
0.025 0.030 0.035 0.040 0.045
x (m)
Figura 4.7: Saida tedrica de tenséo da vari¢cdo dozeb@m corrente alternada.

Realizando-se o0s ensaios, uma média de cada uma sériesaldidigura 4.6 foi
calculada e o resultado, com a variacédo da distanateapresentado na Figura 4.8.
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Figura 4.8: Série temporal obtida da varicdo do ebamm corrente alternada.

Comparando-se o resuoltado experimental com os valoresdspobserva-se uma
grande atenuacao da densidade de fluxo magnético peraraaexperimental tedrico.
Apo6s uma extensa revisdo do programa que calcula a denslddtlxo magnético, nao
foi encontrado nenhum erro no que se refere a metodolodjieadt. Partiu-se entao para
uma analise do experimento e das possiveis causas da perdaditude.

Um ponto a se considerar € o efeito de borda das espiras qoeadizdm nas ex-
tremidades do nucleos da bobina. A interacdo do campo ge@delas com o ndcleo
de ferrite ndo € a mesma que o de uma espira localizada pr@adnsentro do nucleos
de ferrite, o que leva a um enfraguecimento do campo. Outogpindente € a prépria
influéncia de campos externos dado que nenhuma blindagemgd@mentada para pro-
teger a regido de ensaio. Uma parede de material ndo-fegr@tieo poderia ajudar na
auséncia de influéncias externas ao experimento.

Adicionalmente, a corrente elétrica aplicada sobre a laofinmenor do que se es-
perava uma vez que o fio AWG de numero 32 utilizado suportavaraiar corrente;
entretanto, a corrente foi limitada para proteger o gerddainais utilizado. Uma den-
sidade de fluxo maior ofereceria uma seguranca maior naslasgedma vez que campos
externos teriam seu peso diminuido na soma total dos canipasobjeto de davida é
0 proprio verniz utilizado para proteger as bobinas, dadotrpta-se de um liquido uti-
lizado em transformadores para proteger os fios, apesar diisso fator provavelmente
pouco influenciar. Um ponto final a se considerar é a propdpggacao da onda uma vez
gue a permeabilidade magnética do ar € muito menor do qudeoe ferrite. Portanto,
uma modelagem maior nese sentido torna-se necessariaxpéicaea grande perda da
intensidade do sinal, considerando-se entao a transpaficameios.

Apesar da grande perda de densidade de fluxo, pode-se tanisénvar pelas Fig-
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uras 4.7 e 4.8 que o comportamento assintético de ambas éhsaiee 0 que se leva
a crer que decaimento do campo com a distancia pode seadtlizara um sistema de
posicionamento cuja resposta fique em funcéo da densidamerge medido, desde que
bem analisada a resposta do campo perante a varia¢des aleadsshto.

Uma andlise mais profunda do comportamento assintétice eetdo ser realizada,
analisando-se a possibilidade de se levar em conta umailaigio mais simples para o
campo magnético, levando-se em conta aproximacgdes commusstele apenas 3. Tal
aproximacao podera se alcancada com 0 aumento da corrdmbina e/ou variacao da
frequéncia da onda senoidal aplicada na bobina.

4.3.2 Resultados experimentais com corrente DC

Numa tentativa de se verificar uma outra maneira de analigansidade de fluxo
magnético, aplicou-se uma corrente constante sobre a@debiepetiu-se o ensaio da
secao 4.3.1. Obteve-se uma corrente constantd d@m A aplicada sobre a bobina, e
todos os demais parametros permaneceram 0s mesmos, careachfde que o nimero
de ondak seria nulo dado que a corrente nao varia mais no tempo. Pagdia temporal

dos valores obtidos, tem-se o grafico da Figura 4.9. Ja aadsuledrico é apresentado
na Figura 4.10.
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Figura 4.9: Série temporal obtida da varicdo do eixamm corrente constante.



58

254

~~~
S 204
5
S i
>
L s
o
O i
|
?
- 1.0
—_
o
(U <
>
05
T T T T T T T T T T
0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07

X (m)

Figura 4.10: Saida térica obtida da varicdo do ei>apm corrente constante.

Novamente, as observacdes apontadas para a grande perelasiiade fluxo mag-
nético apresentadas na secao 4.3.1 continuam validass EEssdtados levam uma vez
mais a crer que uma andlise tedrica mais profunda tornaessséria. Contudo, o com-
portamento assintético também é observadoo que se levaguer® modelo, ao menos
no que se refere ao decaimento do campo com a distanciasponee as expectativas no
gue se refere a utilizacdo como um sistema de posicionamento

4.4 Teste do sensor em uma mao

Por fim, posicionou-se o sensor Hall em um dedo de uma méo parardicar a
possibilidade de medicdo de campos, levando a um sistemasii@gnamento com 0s
recursos que se dispunha ao longo do trabalho. O resultadgptimentacdo do sensor
€ apresentado na Figura 4.11.

Aplicando-se uma corrente senoidal na bobina conformeritesta secéo 4.3.2,
observou-se uma pequena variacdo de tensdo como respastasto Hall, dentro do
intervalo de tens@es da Figura 4.9, conforme era de se esPemsultado é apresentado
na Figura 4.12 onde a tensé&o foi amplificada com o uso dosfesafbres operacionais.

Esse foi o resultado de uma aproximacéo e posterior afastarde sensor imple-
mentado na mao. Apesar da resposta lenta do sistema de&ap@&ginais (cerca de
1s, aproximadamente), foi possivel observar uma variagdemsao, conforme era de
se esperar, mas que muitos fatores externos poderiamlarapgpesar do baixo campo
obtido, alteracdes podem ser realizadas para se aumeataagao do sistema, levando-
se a respostar mais precisas. Uma discussao a respeito Itlasian@ feita no capitulo de
conclusao do trabalho.

Pode-se entdo extender esse conceito apresentado paratemasde triangulacéo
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Figura 4.11: Implementacao do sensor Hall em uma mao.

onde a posicao exata de um sensor podera ser determinadeébobi@as entdo deverdo
ser utilizadas para a captacao dos sinais e algoritmos dézlagdo poderdo ser imple-
mentados para a localizacao.
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Figura 4.12: Resposta para a aproximagao do sensor impladoema mao.
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5 CONCLUSOES E PERSPECTIVAS

Esse foi um trabalho que comecou na disciplina de Instrusgéntdo Curso de En-
genharia Elétrica onde se procurava medir a densidade derflagnético de um grande
solendide (cerca d&8cm), caracterizando-se a densidade de fluxo magnético com base
em equacdes previamente conhecidas. A idéia de se corestraiacterizar um sistema
de posicionamento com bobinas pequenas foi uma propostabalfio de Concluséo de
Curso baseada em trabalhos ja realizados [3] com o objetige dbter uma caracteriza-
¢ao do campo e a verificacdo da possibilidade de extendeliseatid campo.

Iniciando-se os estudos com o inicio da cadeira de TCC, praesgl@ um grande
estudo sobre a modelagem de campo magnéticos e a pesqu@aaseescolher fios e
nacleos de ferrite para a montagem do sistema de ensaiosar@tatladores foram em-
prestados pelo laboratério de Laser e Optica do Institutéisiea da UFRGS e todos os
outros componentes foram adquiridos ou emprestados pEldN& decorrer do presente
semestre, todas as simulacdes e montagens foram entaadeal

Os resultados tedricos mostraram que a densidade de fluxoétiag obtida com
0s nucloes de ferrite disponiveis ndo seria muito grandeatte fmas que permitiria a
medi¢ao do campo de maneira razoavel para um estudo inigaifieacdo do comporta-
mento do sistema. Montou-se entéo o sistema completo els®teansaios, obtendo-se
os dados conforme demonstrado na secao 4.3, analisanalods& teoricamento o valor
do campo obtido.

Houve uma certa divergéncia entre os valores medidos e oesatsperados, o que
pode indicar uma necessidade de se analisar os efeitos diz das bobinas e do efeito
de influéncias externas como campos de outras fontes. Notentacomportamento
assintético parece corresponder as expectativas, e urtiseamais profunda indica que,
na comparacao entre os valores tedricos e as medidas egp&imexiste um fator de
proporcionalidade de 50 vezes (isto €, o campo teéricoOd@a @ 50 vezes maior em
mddulo que o campo experimental obtido). Um estudo maidtaeta sobre os efeitos de
borda provavelmente possa explicar os efeitos bem comdamsato do sistema possa
diminuir consideravelmente os efeitos de outras fontesa ldamsideracdo maior sobre
a propagacédo do campo sobre os arredores do ensaio, comaimeetn da intensidade
do campo, pode trazer melhores resultados tedéricos. Paracterizacdo de um sistema
de posicionamento sobre uma mao, foi possivel obter-se espmsta razodvel quando
posicionou-se 0 sensor sobre a mao, nos arredores proxartmsbéha, o que torna pos-
sivel, com algumas melhorias, um sistema de posicionameagnético.

Como sugestdes de melhoria, a utilizacaddierspara o aumento da corrente apli-
cada sobre a bobina acarretara em um significativo aumentardpo, possibilitando
uma resolucdo maior para a captacdo de imagens. A utilizigcamplificadores do tipo
push-pull foi considerada, mas sua ndo-linearidade naoelf cruzamento por zero acar-
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retaria em geracdo de frequéncias além da utilizada, podssmplicar mais a anélise
tedrica. Uma solucado poderia ser a utilizacaddterscomo o LT1010 que possuem a
capacidade de fornecer uma grande corrente de saida [li8jelExXambém familias de
amplificadores operacionais que podem ser pesquisadasbeicafde de componentes
conhecidos, como a National, Texas e LT (Linear Technof)gie

Outra sugestao fica a cargo da calibragdo do campo magn&tidovés de se obter
uma resposta exatamente igual ao valor tedrico, pode-gaesmente obter a funcao
de transferéncia da bobina, medindo-se o campo magnétiaagdaobina em diferentes
pontos do sistema cartesiano. Nessa andlise, uma altelaf@guéncia da onda senoidal
aplicada devera ser realizada, permitindo uma aproximagi® simples da equacéo do
campo magnético, com termos apenas da distancia de ma&nord

O préximo passo para a continuacao desse trabalho, apodtaxiasediscutidas no
paragrafo anterior serem realizadas, é a implementacaastema de captacéo digital
gue transforme os dados obtidos do sensor Hall em informaigégossa ser mapeada
e traduzida com o objetivo de se poder identificar movimed#osorpos. Essa evolucao
sera possivel com alguns refinamento da técnica usada mabatho. Concomitante-
mente a esse trabalho, um sistema de triangulacédo deveméoséado e algoritmos de
localizagé@o deveréo ser analisados.
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ANEXO A Expansao em série do integrando da funcéo

potencial de uma espira

Nesse anexo, apresentaremos 0s calculos dos termos daedviaclaurin para o

integrando da equacéao (2.32)

6—jk[7’2+a2—27‘a sin 0 cos ¢’] 1/2

f(7) =

[r2 + a2 — 2rasinf cos @]/

Podemos expandir essa funcdo numa série de Maclaurin

+a_2 {8_2 (7)}

FP) =10+ a |5 1) -

Oa

a=0 a=0

Vamos entao definir a variavél
R= (r*+d® —2rasinf cosgb’)l/2

e a variavelA
A=a—rsinfcosq

Poderemos escrever entdo a funcao (A.1) na forma
f(7) =R e R

Notemos aqui que quando= 0, obteremos

= —rsinf cos ¢’

(A.1)

(A.2)

(A.3)

(A.4)

(A.5)

(A.6a)

(A.6b)

Obteremos para as derivadas dos termos em relacao a vari@@metro da espira)

%R: (a —rsinfcos¢’) R = AR

%) 0 :

Z R'—_R?2(ZR|)=—-AR

da (8@ )

9 ir _ —jk (aﬁ R) e = —jk AR e7IM
a

(A.7a)

(A.7b)

(A.7c)
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Entdo, para a primeira derivada da série de Maclaurin, eiies

. ( 0 R1> e+ R (3 ej’“R)

da da Oda
= —AR 3 eI _ jp AR2 IR
= —AR?e (R + jk) (A.8)
Paraa = 0, obteremos entdo
—jkr 1
9 (R) = € <— —|—j/<:> sin @ cos ¢’ (A.9)
Oda r r

Para a derivada segunda, teremos entao

82 9 —jkr -3 . —2
53 (R) = 5 [—Ae " (R + jk R™?)]
- - [% A} e M (R + jk R™?)
—A {% eij] (R4 jk R™?)

_j O (s | o
A [% (R + jk R 2)]

= —e¢ "M (R +jkR?)
—A [—jk AR e ] (R + jk R™?)

. ] B 0
—Ae* (=3 R — 2jk R™?) [% R}
= —e M (R?+ jkR™)
+jk A? e *R (R + jk R™?)
+A? e *R (B3RP +2jk R™Y) (A.10)

Ou seja, teremos entdo a seguinte derivada
82
da?

Paraa = 0, obteremos finalmente o termo para a segunda derivada

f(R)=e " [ (R34 jkR™?) + A* BR +3jk R — K R™%)] (A.11)

82
o 1 B

= eIk {— (7“_3 +jk 7"_2)

r=a

+(3r 0+ 3k — k27 (rsing cos ¢’)2} (A12)

Podemos agora calcular a derivada terceira

83

50 [ (B) = e Ik [A (9R>+8jk R* — k> R™%)

+A4° (—15 R" — 155k R° + 12k> R™° + jk° R4)} (A.13)
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Para a quarta derivada

ot ) _
5o/ (B) = %{e_]kﬁ [A (9R>+8jk R* — k> R™%)

+A4° (=15 R — 155k R° + 12k> R™° + jk° R‘4)} }
= { (% e—ij) {A (9R°+8jkR*— k> R7®)

+A* (15 R°T — 155k R™° + 12k* R + jk* R4)1

e I aﬁ {A (R +8jk R —k* R
a

+A4° (=15 R7" — 155k R™% + 12k> R7° + jk° R4)] }
= {(— jkAR™ e I*F) [A (9R°+8jk R* — k> R™?)
+A4° (—15 R7" — 155k R™% + 12k* R™° + jk° R—‘*)}

e IRR [(9 R +8jk R —k* R

+e IRR {A (—40 R% —32jk R™° 4+ 3k* R™*) g—R
a

+3A% (=15 R — 15jk R™% + 12k* R™° + jk* R‘4)} }

+A4° (105 R™® + 90jk R™" — 60k* R° — 4jk* R™°) ?} }
a

Fazendo-se = 0, obteremos ao final

83

a3 (R) = —e " |sinf cos¢’ (9r~*+ 95k r® —k*r7?)

a=0
(sinf cos ')’ .

+ (=157 =155k r + 6k° r 2 + jKP r ") (A.14)
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ANEXO B Calculo da expresséo da densidade de fluxo
magnético pelo método da expanséao

Nesse anexo apresentaremos o0s céalculos para a expressdéiasittade de fluxo de
uma espira pelo método da expansao em série. Vamos escrespressao (2.40) na
forma

I
7 (7) = N4¢ e ¥ [a*Ry (r)sin€ + a" Ry (r) sin 6 + a* R; (r) sin® 6] e (B.1)

onde
Ri(r) = 72+ jkr! (B.2)
Ry(r) = gr—‘* + §jlm~—3 — lkzﬂ (B.3)
Ry(r) = 185 4+% kr = + 3k2 4 8j]€3 - (B.4)

As componentes de campo poderao entdo ser calculadas pelgeasedo rotacional
do potencial (2.6). Uma vez que temos somente a componentealculo da expressao
do campo fica simplificado de tal maneira que obtem-se sonasnt®mponentes nas
direcdes ed, sendo

B, (7) = 11 9% (sinfA,) (B.5a)
By (7) = —%83 (rAs) (B.5)

A derivada ent segue naturalmente, obtendo-se

— . lu“[¢6 gk 6 2 4 .92
B (7) = Bt S { [ (1) + a' Ry ()] sin®

+a*R3 (1) sin 6}

M]¢> e—jkr .
= S oend {2 [ale (r) 4+ a*Ry (r)} sin # cos 6

+4a*R3 (1) sin® 0 cos 9}

1 ,
— %e_]"” {2 [a*>r 'Ry (r) + a*r™" Ry (r)] cos 6

+4a*r~' Ry (r) sin? 6 cos 9} (B.6)
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Substituindo-se as expressdes payéar), obtem-se

I.
B, (7)) — %e‘jkr [2@27“_1 (7“_2 - jk:r_l)

3 3 1
+2a47"_1 (57‘_4 + §jkr_3 — 51’6’27’_2) COSQ

15 15 3
gt (_§T_4 I gjk:r_g I ZkQT_Q
Log 1\ o2
—|—§jk r~ " | sin”6fcosf
I .
= %e’ﬂ” a’ (27"*3 + 2jkr’2) cos 6
+a' (3r™° 4+ 3jkr™" — k*r™?) cos §
1 1 1
Tt (—;r_5 + ;jkr_4 + 4k r3 4 5]’]@37“_2) sin” 6 cos «9] (B.7)

Para a derivada em seja inicialmente realizada a multiplicacéo

rRy(r) = r '+ jk (B.8)
3 S T
T’RQ (’f’) = 57"_3 + 5]]{37' 2 _ 5]’{327’ ! (Bg)
1 1 1
PRy(r) = —r b ke b SR e (B.10)

e entdo realiza-se a deriva¢éo p&yar)

B . 0 N ke
—r = [rRy (1) e ] = —rig [ k) e 7]
= 7 [ 2 (07 4 k) (k) e ]

= =[P (ke R e
— (= gk — R e (81D

Ja paraR; (1)



E, por fim, paraR; (r)
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3.

9 1
(57“_5 + 3jkr—* — 5/627“_3)
3. 4 B9 g 1.3 —jkr
+ (2]kr 2k r 2jk: r e

9 9 1 ;
= (57"_5 + ijkrr_‘l — 2k — Ejk?’r_2> e 7' (B.12)

0 15 15 3 1 ,
—rl {(——r_?’ + —jkr T+ kA 4 —jk3) e_]kr}

or 8 8 4 8
1 [(%r 4_ %jk -3 zk2r_2> ik
i (—§7‘_3+ 85]k _2+Zk2r—1+8jk3)( jk) e ]kr]
+ (—%]kr‘l %kQ 34 %jk?’rQ 8k4r1>] e~ Jkr

1 )
+— kP2 — §k4r1> e Ik (B.13)
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Juntando todos os termos, obtem-se a expressadpéra)

I )
By (7) = % e Ik {a2 (—7“_3 + jkr % — k27‘_1) sin 6

9 9 1
+a* (—7“_5 + Ejk;r_‘l — 2k 3 — 5]’/{:37"_2) sin ¢

2
45 15 3
+CL4 <—§T_5 _ g]k’ —4 ]{327‘_3
3.3 o Loy 4\ . 3
+Z]k re — gk‘ r sin” 6 (B.14)

Por fim, juntando-se os dois resultados para a parte radid) @Bangular (B.14),
obtém-se a expressao para a densidade de fluxo magnético

4
+a? (37‘75 + 35kr* — k27"’3) cos

I )
B (7) = Kl —jkr { [gﬂ (2r7% +2jkr=?) cos 6
15 1 1
Lt <—?7’5 + ;jkr4 + Ak2r3 4 5jk?’rQ) sin? @ cos 9] e

+la® (—r_3 + jkr—% — k2r_1) sin 6

9 9 1
at <§7’_5 + éjkr_4 — 2k%rT3 — 5]’]{:37’_2) sin

1
+Z k32 — §k4r_1> sin® 9] ?g} (B.15)
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ANEXO C Calculo da expresséao da densidade de fluxo
mageético pelo método exato

Nesse anexo apresenta-se os calculos para a expressasidadeide fluxo de uma
espira pelo método da exato em série. Sabe-se que a expansiie da integral do
potencial apresentada pela Equacéo (2.62):

A7 ply N [(=gkr)" a? —
(7)) = —— —_— 1+ﬁ L, — Lol €. (C.1)

n!

Pode-se escrever numa forma compacta de somatorio:
+oo
AW = A (P) G+ AV () e+ =Y AV e (C2)
n=0
restando analisar-se os termos do somatorio.

C.1 Calculo da primeira componente

Paran = 0, tem-se

A0 () = _Po ((1 + j—z) Lo — L2> . (C.3)

27 sind
Aqui, definiu-se a integral, como

29 1
A e e o

gue é uma integral eliptica completa de primeira ordem [2]L, 1

v 1 1
/bdxka?_x%)(xg—w)]”?:a”“’q)’a2“>b>0' (C5)
onde
2 _ K2
Kk = arcsin (% ZQ——;> (C.6)

(12 _ bQ
g = YL 7 (C.7)

a
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Notando quer = u = z, €b = z;, obtém-se

(e

- = C.8
ko= g (C8)
4ar sin 6
= ) C.9
1 \/r2+a2+2arsin6 (C.9)
A solucao da integral eliptica € da forma
1
LO - _F("iaq)
)
T 1\? 1.3\° 1.3.5)°
= =— |1 Z 2 - 4 e 6 ...
S (2) ¢ (2.4) T (2.4.6) ¢+ ]
m &= m
222 0 22’2

Usando as variaveise ¢, obteremos
1\2 1.3\ 2
1 Z 2 = 44 ...
“(z) e (57) o

22

S A e e .

gue € uma integral eliptica completa de primeira ordem [2]L, 1

r

[12 4+ a? + 2rasin 0]

Lo = g (C.11)

1/2

Ja paral,, tem-se

| omemam = 250 /@A)
a>u>b>0. (C.13)

ondex e ¢q foram fornecidos pelas equacgdes (C.8) e (C.9).
A solucéo da integral eliptica é da forma

™ 1, 123 , 1235 |
L2 :ZQE<K’7q) = 522 |:1_§q - 22.42 q - 22.42.62 q - (C14)
Novamente, usando-se as variavee, obtém-se
7 [r? + a® + 2rasin 6]’ 1, 123 ,
L, = — 1——¢*— —--|. (cas
2 2 r 20 o pd (C.15)

Usando-se novamente a férmula do rotacional em coorderesfi@scas, a compo-
nente radial da densidade de fluxo magnético sera
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1 0
(0) - -
B (7) 050 [smHA 7)
_ a?
" 2mrsing 99 {( * 72 LO+L2}
ILLI¢ CL2 0
" 27rsinf [( _2) 06 0+%L2 ' (C.16)
Uma vez que
0 7T ar? cos
— Ly = — |— S
6 " 2 { (r2 + a2 + 2ar sin )% fo

+

r o s }
(r2 4+ a® 4 2ar sin 0)1/2 0 "~
1 ar? cos 0
(r2 + a2 + 2ar sin )"/ [_ (r2 + a2 + 2ar sin )"/

™
2 o

0
+r SLO} . (C.17)

pode-se calcular a derivada do somatorio tal que

0 0

%SLO = 5 (1+a1g® + aog* + azg® + )
dq
= (2a1q+4a2q + 603¢° + - )
a0
1
— (2 4 )
(201 + 4aaq® + 6asg® + - [%ane (q 261)}
- q_1q3 (a1 + 202¢° + 3asg’ + - -)
tan @ 2

1 1,
= ( 54 ) Z non g (C.18)

onde foi usado o fato de que

dqg 1 1,
90~ 2tand (q §q) ' (C.19)

Substituindo-se o resultado expresso pela Equacédo (C. Bjuacao (C.17):

LA ! {
0 " 2 (r2 4 a2 + 2arsin)"/?

ar® cos 0 on
r2 + a® + 2arsin f Z 1

g ( _‘q) Z nong’ 1 (C.20)
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Para a derivada dg,, tem-se

0 T acos 6
gl = 5|~ 1/2 SLy
00 21 (r?+a?+2arsinf)
(r* + a® + 2ar sin 9)1 0
S
* r 00 "
T 1
= — —ar S,
2 (r2 + a2 + 2arsin §)'/? [ -

2 2 .
+r +a +2a7“81n928L2 ' (C.21)
r 00

pode-se calcular a derivada do somatdiie como

0 0

55 = 3 (1= 51" = Bog* — B3¢° + )
dq

= (—2516] — 4B2q” — 683¢° + - - ) 2

1 A N S S
= (1 Qq)(ﬁlq 202q* — 30B5¢° + - +)

- g ( __q) Znﬁ”q €22

Substituindo-se o resultado expresso pela Equacéo (C.Zjuecao (C.21):

) T 1 .
I —_ = —ar 1-— ﬁnqzn
09 * 2 (r2 4+ a? 4 2ar sin «9)1/2 [ ( ; )

1 1 5\ [r?+a®+ 2arsing < o
~tond <1 — 54 ) ( . ) Z nB,q~"| . (C.23)

n=1

J& para a componente angular, pode-se escrever o poteagaétito na forma:

0 (4O

o (747

0 wly a?

3 {zmas |(7+5) o)}

_ M @ @) o
~ 27rsind {(1 7“2) LO+T<1+T2 87"L0
0

L+l M] . (C.24)
or

BY(T) = -

S|l 3=

Para a derivada de, com relacao &, tem-se:

0 m q 1 ; 9
g, T ¢ |1 9 | |
or bo 2 (4ar sin 9)1/2 [4 ( * 7 sin 0) Sre +7 or SLO] (C.25)
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Para a derivada d&;, com relagdo &, tem-se:

d 1 1
or Sto = r {1 2 (1 a sin 9) ] Z nang™" (C.26)

Substituindo-se o resultado da derivada da Equacéo (C.Z)uecdo (C.25), obtém-
se

0 T q 1 a o3
LIPS SR Y S
or " 2 (4arsin9)1/2 {4 * rsiné Z and

+[1_% (1 asm@) } Z”O‘nq } (C.27)

De maneira semelhante, pode-se calcular a derivada demo:

0 o (4ar sin 6)"/* 1 r 9 <= on
EIQ T2 q B 1_1 (1+asin8)q 1—;@#]

+oo
ied ()] e

C.2 Calculo da segunda componente

Tem-se para = 1

AW (7) = _#ly {—jkr <1+7‘f—z) Ll—Lgl . (C.29)

27 sin 6

Tem-se, aqui, a integrdl; como

L= a - — (C.30)
/ZI (2 = 21) (3 — 22))"

E possivel resolver essa integral facilmente com a sulggtdu = y?, obtendo-se
uma integral algébrica facilmente encontrada em tabelastegrais. O resultado sera:

2

5 T

le/ dz =5 (C.31)

i [7’ — (0 —v) }

Aintegral L; guiré um procedimento semelhante, dahdomo resultado. Ao final,
a espressao pard!) sera
2

A0 (Py= Lok (@ C.32
(7) 4sin9<+7‘2 ' (C.32)

Usando-se novamente a formula do rotacional para o potemta, tem-se:

1 0 r.
rsin 6 00 [SmO A‘(ﬁl) (?)]

1 0] plyk a?
"~ rsind 060 [_ 4 (1+ﬁ>]

= 0. (C.33)

B (7)
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Para a componente angular

10
1

. LLE (1 = §> . (C.34)



