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Resumo

Abordamos o problema do transporte 6timo de Monge-Kantorovich no caso em que
o custo é dado pelo quadrado da distancia. Tal custo tem uma estrutura que permite a
obtengao de resultados mais ricos do que o caso geral. Nosso objetivo é determinar se ha
solugoes para tal problema e caracteriza-las.

Além disso, tratamos informalmente do problema de transporte 6timo para um custo
geral.

Palavras-chave: Monge-Kantorovich. Planos de Transporte. A Dualidade de Kan-

torovich. Subdiferencial.
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Abstract

We analyze the Monge-Kantorovich optimal transportation problem in the case where
the cost function is given by the square of the Euclidean norm. Such cost has a structure
which allow us to get more interesting results than the general case. Our main purpose
is to determine if there are solutions to such problem and characterize them.

We also give an informal treatment to the optimal transportation problem in the
general case.

Keywords: Monge-Kantorovich. Transference plans. The Kantorovich duality. Sub-

differential.
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Capitulo 1

Introducao

O problema de transporte de massa 6timo foi introduzido em 1781, em um famoso
paper publicado por Gaspard Monge: Mémoire sur la théorie déblais et des remblais.
Desde entao, tal problema tornou-se um tema cléssico na teoria das probabilidades, na
economia e na otimizagao.

Informalmente, este problema consiste em transportar um volume de areia fixado para
uma determinada regiao de mesmo volume, considerando-se que ha um custo atribuido a
cada unidade de areia transportada, levando-se em conta a sua localizacao atual x e sua
nova localizacao y. Assim, a questao central é determinar uma maneira de se realizar o
transporte de forma que o custo total seja minimo.

Embora Monge tenha sido o precursor deste tema, vamos definir o problema de trans-
porte 6timo segundo a abordagem de Leonid V. Kantorovich, e a partir dai obter o
problema de minimizacao de Monge. Kantorovich propos o problema de transporte 6timo
como segue. Inicialmente, consideram-se dois espacos de probabilidade (X, A%, u) e
(Y, AY V), que modelam, respectivamente, a quantidade de areia envolvida e a regidao
de destino, e uma fungao custo ¢ : X x Y — R* U {+00} mensurdvel em relagao a
o-algebra produto AX x AY que nos fornece o custo do transporte de uma unidade de
massa de uma localizacao x para uma localizacao y. Aqui nao nos preocupamos em dizer
quem sao os espacos X e Y. A fim de situar o leitor, adiantamos que vamos considerar
o caso em que X e Y sdo espagos poloneses. Em seguida, define-se o conjunto II(u,v)
de todas as medidas de probabilidade admissiveis em AX x AY, cujo papel é modelar os

possiveis planos de transporte. Diz-se que uma medida de probabilidade 7 em A% x AY



¢ admissivel se

Tf[Ax Y] =puld],  7[X x B] = v[B], (1.1)

para todos os conjuntos A € AX e B € AY. Desta forma, o problema de transporte 6timo

de Kantorovich consiste em minimizar a funcao custo total de transporte

M= [ cayintzy) (12)
XXY
definido em TI(p, ). Qualquer probabilidade em I1(u, ) que satisfaga

I|lw| = inf [I|m|,
[] ot [

sera chamada de plano de transporte étimo.

No problema de minimizacao proposto por Kantorovich, a priori, nao se excluia a
possibilidade de que a massa localizada em uma determinada posicao pudesse ser repartida
em algumas porgoes e que estas pudessem ser enviadas para diferentes destinos. Monge,
por outro lado, sob as mesmas condi¢oes de Kantorovich, exigia adicionalmente que para
cada localizacao x estivesse associado um unico destino y. Em termos de planos de

transporte, isto significa que 7 em (1.2) seja da forma

dr(z,y) = drr(z,y) = du(@)dy=r@) (1.3)

onde T é uma funcao mensuravel de X em Y.
Consequentemente, obtém-se associado ao problema de Monge a seguinte fungao custo

total de transporte
1) = [ clo T(a)dnto) (14)

definida no conjunto das func¢oes mensuraveis T de X em Y tais que mp pertenca ao
conjunto IT(u, ). Neste caso , equivalentemente a (1.1), II(x, v) passa a ser caracterizada
pela condicao

VB e A u[B] = uT"Y(B)] (1.5)

Quando uma funcao mensurdvel 7' de X em Y satisfizer (1.5), diremos que v é a medida
imagem de p por T e escreveremos v = T'#pu. Assim o problema de Monge consiste em
minimizar a fun¢ao custo em (1.4) sobre o conjunto das fungdes mensurdveis 7' tais que

v = T#u. Qualquer fungao mensuravel 7' de X em Y que satisfaga

v=THu

7] = inf /X (2, T(@))du(z),

sera chamado de transporte étimo.



1.1 Objetivos

Diante destas consideracgoes preliminares, surgem naturalmente duas questoes:

e Existem planos de transporte minimizantes para o problema de Monge-Kantorovich?

e Se tais existirem (e de fato existem), podemos caracteriza-los?

O objetivo desta dissertacao é estudar o problema de Monge-Kantorovich, buscando

responder a estas duas questoes quando o custo é dado pelo quadrado da distancia.

1.2 Estrutura

Esta dissertacao de mestrado é baseada na obra Topics in Optimal Transportation
cuja autoria é de Cédric Villani. Iremos estrutura-la da seguinte forma: no capitulo
2, introduziremos os conceitos basicos, certos exemplos, caraterizaremos o conjunto dos
planos de transportes admissiveis e apresentaremos o teorema de dualidade para um
custo geral. O estudo feito neste capitulo é superficial. Em vista de um estudo detalhado
indicamos a dissertagdo de mestrado de Aline, [9].

O capitulo 3 ¢é dedicado ao estudo minucioso do problema de Monge-Kantorovich no

caso especifico que o custo é dado pelo quadrado da distancia.



Capitulo 2

A Dualidade de Kantorovich

Neste capitulo, o principal objeto é o teorema de Dualidade de Kantorovich. A
sua demonstracao rigorosa é delicada, extensa e requer algumas ferramentas de analise
convexa cuja utilidade para o restante da dissertacao é infima. Sendo assim, preferimos
omitir a demonstragao rigorosa e apresentar uma versao informal.

Inicialmente, fixamos a notacao utilizada durante a dissertacao. Em seguida, definimos
os conceitos basicos e enunciamos duas importantes caracterizacoes para o conjunto dos
planos de transporte admissiveis II(u, ). A parte final deste capitulo é reservado ao

teorema da dualidade.

2.1 Notacao

Em toda a dissertagao, qualquer que seja o espago métrico (X,d), que denotare-
mos por simplicidade por X, vamos equipa-lo com a topologia induzida pela distancia,
e denotaremos por B(z,r) a bola de centro x e raio r. Além disso, dados dois espagos
métricos (X,d) e (Y,d), consideraremos o espaco métrico produto (X x Y, [d 4 d]) onde
[d+ d)((x1,11), (22,9)) = d(21, 22) + d(y1, y2), V1,22 € X e Vyp, 42 € Y.

Dado A C X, diremos que z € A é um ponto interior se existe r > 0 tal que a bola
aberta B(x,r) C A. Denotaremos por A o complementar do conjunto A, por Int(A) o
conjunto dos pontos interiores de A e escreveremos A para significar o fecho de A.

Considere o espa¢o métrico mensuravel (X, B(X)), onde B(X) corresponde a o-algebra

de Borel de X, isto é, a o-algebra gerada pelo abertos de X. Denotaremos por M (X) o

conjunto das medidas ndo-negativas o-finitas em B(X) e por P(X) o conjunto de todas



as probabilidades definidas em B(X).
Dada uma medida p em (X, B(X)), para p € [1,400) o conjunto

CP(dp) = {f : X = RU {+oo}: / |FPdp < 00}

representara o espago de Lebesgue de ordem p em relagao a i, com a usual identificagao das
fungoes que coincidem em quase toda parte. O espaco das fungoes continuas e limitadas

definidas em X serd denotado por Cy(X).

2.2 Definicoes e resultados basicos

Esta secao é o nosso ponto de partida.
Definicao 2.2.1. Um espacgo métrico X completo e separavel é dito um espaco polonés.
Daremos a seguir dois exemplos de espacos poloneses.

Exemplo 2.2.2. Um exemplo trivial de espago polonés é o conjunto dos ntimeros reais
R. Sabemos que R é completo e que o conjunto dos nimeros racionais Q é um conjunto

enumeravel denso em R. Isto mostra que R é de fato um espaco polones.

Exemplo 2.2.3. O espago polonés de maior interesse nesta dissertacao ocorre quando
X = R". Argumentando de maneira similar ao do exemplo anterior, mostra-se que R" é

um espago poloneés.

Antes de enunciarmos as duas caracterizagoes para o conjunto dos planos de transporte
admissiveis I1(u, v), cujas demonstragoes encontram-se em Villani,[11], vamos relembrar

sua defini¢ao.

Definigao 2.2.4. Sejam (X, AX 1) e (Y, AY, v) dois espagos de probabilidade quaisquer.
Definimos II(y, v) como o conjunto de todas as medidas nao-negativas 7 em AX x AY

que satisfazem VA € AX, B € AY
m[AxY]=pulA] e w[X x B]=v[B]. (2.1)

Observe que imediatamente de (2.1), 7[X x Y] = p[X] = 1 e, portanto, 7 é uma
probabilidade em A% x AY.
Ambas caracterizagoes se farao presentes durante a dissertagao, sendo a segunda mais

frequente.



Lema 2.2.5. Sejam (X, A% ) e (Y, AY,v) dois espagos de probabilidade. 7 € T(p,v)
se, e somente se, € uma medida de probabilidade em AX x AY tal que V(p, ) € LY (du) x
LY (dv), 7 satisfaz

[ le@+var = [ edu+ [ v

XxY X

Lema 2.2.6. Sejam (X,d) e (Y,d) espacos métricos, p € P(X) ev € P(Y). Entao
7 € Il(p, v) se, e somente se, 1 € P(X xY) tal que V(p, ) € Cp(X) x Cp(Y), 7 satisfaz

[ leta)+ viar = [ e+ [ va 2.2)

2.3 Teorema da Dualidade

A seguir enunciamos a poderosa ferramenta de dualidade devida a Kantorovich cujo

papel é fundamental na teoria do transporte.

Teorema 2.3.1. (Dualidade de Kantorovich) Sejam X e Y espacos poloneses, j €
P(X)eve PY)esejac: X xY — RtU{+oo} uma fun¢io custo semicontinua
inferiormente.

Sempre que m € P(X X Y) e (p,v) € LY(du) x LY (dv), defina

M= [ ceppirten) e T = [ paut [ v

Defina I1(p, v) como o conjunto de todas as probabilidades de Borel m em X XY que

satisfazem YA C X, B C Y mensurdveis
w[AXx Y] =puld] e =w[X x B]=v[B]

e defina ®, como o conjunto de todas as fun¢oes mensurdveis (p,v) € LY(du) x LY(dv)

satisfazendo
o(x) +¢(y) < clz,y), (2.3)

para du-quase todo ponto em X e dv-quase todo ponto em Y.
Entao,

inf I = sup J(p,¥). (2.4)
€ (1) (p)ede

Ainda, o infimo do lado esquerdo de (2.4) € atingido, e o valor do supremo ndao muda ao

restringir a definicao de ®. as funcoes continuas e limitadas.
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Uma prova rigorosa para esta importante ferramenta pode ser encontrada em Villani,
[11]. Faremos uma prova informal. A ideia da prova é transformar nosso problema em
outro do tipo inf sup, e trocar as operacoes ao aplicar o principio do minimax, isto ¢,

substituir “inf sup” por “sup inf”.
Demonstracao. Note que

0, se m € Il(pu,v)

inf I[r]=  inf I7] + . (2.5)
mell(p,v) TEM4(XXY) +00, caso contrério
Afirmacao 1.

up [/ it [ = [lote) + vt =1 e e iy

() 400, caso contrario,

onde o supremo percorre todos os pares (p,v) € LY(du) x L(dv).
Prova da afirmagdo 1. Se m € II(p, v), entao pelo lema 2.2.5

/ oy + / G — / (@) + b)dn(z.y) =0, Y (p.) € L} (dp) x L} (dv),

de forma que o supremo é zero.

Caso contrdrio, existiria um par (pg, 1) € LY(dp) x L*(dv) tal que, sem perda de
generalidade, [[po(x) + Yo(y)]dn(z,y) > [ podp + [ thodv. Fazendo a escolha (p,v) =
(Apo, AMg) com A — +00, vemos que o supremo é 400, o que prova a afirmagcao.

Logo, o lado direito de (2.5) é dado por

o sup {/cdﬂ—i—/ godu+/z/1dv—/ z) +U(y )]dW(x,y)}-

Assumindo que podemos invocar o principio do minimax (é neste ponto que a nossa prova

deixa de ser rigorosa), podemos reescrever esta expressao como

(i“WeMinixy {/cdﬂ—l—/ god/mL/z/JdV—/ ) +1(y )]dﬂ'(x,y)}

—sup{ / oyt / $dv—  sup /[¢<x>+w<y>—c<x,y>1dw<x,y>}. (2.6)

(%) TEM4 (X XY)
Afirmacao 2.

07 se <<)07w) 6 ®C

400, caso contrario.

sup / lo(z) + (y) — el y)ldn(z, ) = (2.7)

TEMy (X XY)



Prova da afirmagdo 2. Neste momento, vamos assumir que os pares (p, 1) € @, satisfazem
a desigualdade (2.3) para todos os pontos. O importante aqui é que tal restri¢ao nao afeta
o valor do supremo em (2.4)! (A prova deste fato é feita na secdo 3.3 para uma outra
classe de fungoes, porém a demonstracao é analoga.)

Definamos &(x,y) = ¢(z) + ¥(y) — c(z,y). Se existe algum ponto (z,yo) tal que
£(x0,y0) > 0, entdo ao escolhermos m = Az y,) COM A — 400, vemos que o supremo ¢é
infinito. Por outro lado, se £ < 0, entao é imediato que o supremo é obtido para m = 0.
Assim, usando nossa observacao inicial, terminamos a prova da afirmacao.

Substituindo a igualdade de (2.7) em (2.6), obtemos

0, se (p,v) € P,
inf I[m] = sup /@du—k/z/zdv— (7,9)
mell(p,v) (o) X Y 400, caso contrario
= sup J(p,¢).
(¢7¢)6¢C

]

Salientamos que a semicontinuidade da fungao custo nao foi utilizada durante a nossa
prova informal. Contudo, esta hipdtese é indispensavel para a prova rigorosa. Além disso,
note que nao mostramos que o infimo em (2.4) é atingido. Isto serd o conteido da segao
3.2. Além disso, perceba que a dualidade de Kantorovich nao se preocupa em dizer se o
supremo € ou nao atingido. Esta questao sera esclarecida, no préximo capitulo, secao 3.5,

no caso em que custo é o quadrado da distancia.



Capitulo 3

Geometria do Transporte Otimo

Daqui em diante, vamos nos concentrar em analisar o problema de transporte quando o
custo é o quadrado da distancia em R". Embora estejamos diminuindo consideravelmente
o grau de generalidade da funcao custo e dos espagos envolvidos, é sob estas condigoes
que ocorrem a maioria dos casos importantes para aplicagao da teoria de transporte.

O objetivo principal desta dissertacao encontra-se neste capitulo e consiste em demons-
trar a caracterizagao de otimalidade (teorema 3.6.3): quando medidas de probabilidade p
e v possuem momentos de segunda ordem finitos, um plano de transferéncia é étimo se,
e somente se, estd concentrado em um subdiferencial de uma funcao convexa.

A fim de alcangar nosso objetivo, precisamos de uma série de resultados. Comegamos
na secao 3.1, onde algumas consideragoes sao feitas sobre o novo custo ¢ e as medidas de
probabilidade i e v. Na secao 3.2, mostramos a existéncia de uma plano de transporte
minimizante e, em seguida, na se¢ao 3.3, reescrevemos o problema dual aproveitando-se da
particular forma do custo. A partir dai, na secao 3.4, fazemos uma breve exposicao sobre
algumas ferramentas de andlise convexa que se fazem presentes nos capitulos seguintes, e,
na secao 3.5, obtemos alguns resultados importantes como, por exemplo, o teorema 3.5.7.
Na secao 3.6, terminamos esta dissertagao ao demonstrarmos o teorema 3.6.3 e exibirmos

dois exemplos importantes.

3.1 Dualidade para o custo quadratico

Nosso objetivo final é demonstrar o teorema 3.6.3. Antes de chegarmos 14, passaremos

por uma série de resultados preliminares. Denotaremos por X = Y = R" e a fungao



custo serd c(x,y) = ||z — y||% onde ||z| = (z,2)"* e (x,y) é um produto interno em R™.
Para elegancia das provas definiremos c(z,y) = ||z — y|*/2, levando-se em conta que o

fator 1/2 nao tem influéncia no problema de Kantorovich. Assim,

I[n] = /Rann @dﬁ(x,y). (3.1)

Sejam p, v duas medidas de probabilidade de Borel em R™ com momentos de seqgunda

ordem finitos, isto é,

_ [ l=lP ly1I*
M = 5 du(z) + 5 dv(y) < +o0. (3.2)
R n

Esta condicao assegura que o funcional I é sempre finito em II(u, ). De fato,

lz=yll* _ llz—yl* + = + ]
2 - 2

= |z + lylI*, V(z,y) € R* x R™.
Logo, para qualquer m € TI(u,v)

2
x—y
I = / = .
R xR™

< [ (el ) detay)
R™ xR™

= [ elraute)+ [ olravty
= 2M,

onde usamos o lema 2.2.6 para garantir a segunda igualdade.

Relembramos que o teorema da Dualidade de Kantorovich afirma que

inf I[n]= sup J(p, ). (3.3)

m€ll(p,v) (PP,

Isto sera o ponto inicial da nossa investigacao.

3.2 O problema primal

Como primeiro passo, mostramos a existéncia de um plano minimizante para problema

de minimizagao de Kantorovich. Mais precisamente,

Proposicao 3.2.1. (Existéncia de uma medida de probabilidade otima) O pro-

blema de minimizagdo inf{I[r];m € Il(p,v)} admite um minimizante.

10



Antes de provarmos esta proposicao precisaremos de algumas definicoes, e de um

teorema cuja prova sera omitida. Comegamos com a

Definicao 3.2.2. Seja X um espaco métrico e ;1 uma medida de probabilidade definida

em B(X).
(1) p é tight se para qualquer € > 0 existe um compacto K. tal que u[K?¢] < e.

(ii) Uma familia P de medidas de probabilidades definidas em B(X) ¢é tight se para
qualquer € > 0 existe um compacto K. tal que

sup u[K¢] < e.
neP

Lema 3.2.3. Qualquer medida de probabilidade definida na o-dlgebra de Borel de um
espaco polonés € tight.

Faremos a prova para o caso particular em que X = R”, levando-se em conta que este

¢ o caso que utilizamos nesta dissertacgao.

Demonstragao. Com efeito, X = |J, -, Bn, onde B, = B[0,n| é compacto para todo n

n>1
natural. Logo, B, T X,e, portanto, u[B,] T 1. Assim, para qualquer ¢ > 0, existe um

K. = By tal que p[K¢) =1 — pu[K.] <e. O

Defini¢ao 3.2.4. Seja X um espago métrico e um subconjunto P C P(X). Dizemos que
P é sequencialmente relativamente compacto se para qualquer sequéncia (fi)geny em P
pode-se extrair uma subsequéncia, denotada por (i, )ren, € uma medida de probabilidade

s definida em B(X), tal que para qualquer ¢ € Cy(X),

lim odpy, = / odis.
k—o0 X X
A prova do teorema a abaixo, devida a Prokhorov, é omitida. Para detalhes consultar

Billingsley, [4].

Teorema 3.2.5. Sejam X um espaco polonés e P uma familia tight de medidas de pro-
babilidade em P(X). Entdo P € sequencialmente relativamente compacto em rela¢ao a

topologia fraca.

Demonstracao da proposicao 3.2.1. Vamos dividi-la em 5 etapas.

Afirmagao 1. II(u,v) é nao vazio.

11



Prova da afirmacgao 1. De fato, pela teoria da medida existe uma medida 7 definida
em B(R") x B(R") = B(R" x R") tal que m(A x B) = u(A)v(B) para todo A, B € B(R").
Escolhendo A = B = R"”, segue que 7 é uma medida de probabilidade.

Além disso, como v é uma medida de probabilidade

TAXRY) = p(ArRY
— u(A), VA € B(R").

Analogamente, obtemos que m(R" x B) = v(B), VB € B(R"). Portanto, = € II(u,v), o
que completa a afirmacao.

Afirmagao 2. II(u, v) é sequencialmente relativamente compacto em relagao a topo-
logia fraca.

Prova da afirmagao 2. Do lema 3.2.3, temos que p e v sao medidas de probabilidade

tights. Logo, dado € > 0 existem conjuntos compactos K, L C R" tais que
uR"\ K] <e/2 e v[R"\ L] <¢e/2.
Assim qualquer que seja m € II(u, v),
m[(R" x R")\ (K x L)] <7[R" x (R"\ L)] + 7[(R"\ K) x R"] < e.
A desigualdade acima implica que
sup 7[(R" x R™)\ (K x L)] <e.
mell(p,v)
Portanto, o conjunto II(u,r) é tight e pelo teorema 3.2.5 é também sequencialmente
relativamente compacto em relagao a topologia fraca. Isto completa a afirmacao feita.
Afirmacgao 3. II(u,v) é fechado em relacao a topologia fraca.
Prova da afirmagao 3. Com efeito, seja (7 )reny uma sequéncia em I1(p, ) que converge
fracamente para medida .. Assim, pela definicao de convergéncia fraca
Vf e G xR, tm [ fadneg) = [ fepin),
k=00 JrnxRn R™ XR™

Tomando f = 1, temos imediatamente que 7, é uma probabilidade. Além disso, para

qualquer par de fungoes (¢, 1) € Co(R™) x Cy(R™),

[ le@ vy = Jin [ fola) + vldn(a)

_ / e@)dn@)+ | p)ivly)
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onde na primeira igualdade usamos a definicao de convergéncia fraca e na segunda o fato
de que 7 € II(u, v). Pelo lema 2.2.6, segue que 7, € II(p,v), concluindo a afirmacao.

Afirmacgao 4. II(u,v) é sequencialmente compacto em relacao a topologia fraca.

Prova da afirmagao 4. Seja () ren uma sequéncia em I1(u, ). Pelo passo 2, existe uma
subsequéncia (7, Jmen que converge fracamente para alguma medida de probabilidade ..
Mas pelo passo 3, m, € II(u, v). Portanto, II(u, v) é sequencialmente compacto em relagao
a topologia fraca. Assim, provamos a afirmacao.

Agora concluiremos o resultado. Pelo passo 1, II(i, ) é nao vazio. Agora como o
custo é continuo, deduzimos que I é continuo (em relagao a topologia fraca) e, portanto,
do passo 4 e do fato que o funcional I em II(u, ) é finito (ver se¢ao 3.1), concluimos a

existéncia de um plano de transporte m, € II(u,v) tal que

inf I|x] = I|m.].
ot (] = I[m.]

Portanto, a medida de probabilidade 7, ¢ um minimizante de I, isto é, m, é um plano

de transporte 6timo para o problema de Kantorovich. O

Desta forma, respondemos a primeira das nossas questoes. Uma importante con-
sequéncia da proposi¢ao acima é o fato de que o espago P»(R™) das medidas de probabili-
dade de Borel com segundo momento finito é metrizavel. A métrica que definimos é dada

por

1/2
Wolu,v) = | inf / le — ylPdn(z,p) b| .
weIl(p,v) R7 xR™

Esta métrica é chamada de métrica quadrdtica de Wasserstein.

Provar que tal métrica é de fato uma métrica nos desviaria dos propdsitos iniciais
desta dissertacao. Sendo assim, optamos por omiti-la. Como referéncia para este assunto
indicamos o capitulo 7 de Villani, [11]. Salientamos, ainda, que nao utilizaremos este

resultado no restante da dissertacao.

3.3 O problema Dual

Como segundo passo, estudaremos o problema dual, cuja estrutura particular do custo

nos conduzird a um resultado muito mais preciso.
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A condigao para (p,1)) pertencer a @ é

lz — ylI?

pl2) +9(y) < —5— (3.4)

para du—quase todo x e dv—quase todo y em R"™. Fazendo uso da forma particular do custo
quadrético, podemos expandir o lado direito de (3.4) e rearranjar os termos envolvidos

para mostrar que (3.4) equivale a

o < | 1L o] + 1 ] (35)

Definindo

B o). o =14

plx) = —¥(y),

temos que (3.5) equivale a

(w,y) < ¢(x) + (). (3.6)

Seja entdo @, o conjunto de todos os pares (@, 1)) € L (du) x £'(dv) (tomando valores

em R U {400}) tal que para quase todo z,y em R",

(z,y) < @(z) +P(y).

A partir de (3.4) e (3.6), vemos que existe uma bijecao entre os conjuntos ®, e ®,. Este

fato sera relevante para provarmos a proposicao abaixo.

Proposicao 3.3.1. Sob as mesmas condigoes do teorema 2.53.1, temos que

inf {J(3. )b = d . 3.7
(@g;eéc{ (90,1/))} ﬂ:ﬂlﬁy){/ﬂkwn (z,y) 7T(ﬂﬁ,y)} (3.7)

Demonstrag¢ao. Usando (3.2) e a bijecao entre @, e d., vemos que

e, o) = @2“5%{/ ol + /MW}

_ M+(;;I€>éc{— / @duto) - [ i}

= M—(%giéc{ Rngb(x)du(l“)Jr Rnzz?(y)olV(y)}

= v il {J@E0)} (3.8)
(@h)ede
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Agora, usando (3.2) e a defini¢ao de II(u, ), temos que

2
inf I[x] = inf / Mdﬂ(m,y)
mell(p,v) meIl(p,v) R7 xR™ 2
- =, [yl
— f _
WG}_II%,U,,V) {\/R"XR”|: 2 + 2 <x’y> dﬁ(x’y)
- { / 217 4 ) + / 11 1 ) / ($,y>d7r(x,y)}
mell(p,v) n 2 Rn 2 R™ xR

— M- swp ){/Rnxw <a:,y>d7r(:c,y)}. (3.9)

mell(p,v

Assim, ao aplicar o teorema 2.3.1, obtemos (3.7), a partir das identidades (3.8) e (3.9). [

No que segue, por simplicidade de notacao, omitiremos o simbolo ~ dos pares de
funcoes pertencentes a @..

Nosso préximo passo ¢ mostrar que o problema dual, nesta nova formulagao, possui
um minimizante. Para tanto, precisaremos trabalhar com func¢oes convexas. Assim, neste

momento, fazemos uma breve digressao para revisar alguns fatos de andlise convexa.

3.4 Toépicos de analise convexa

Nesta secao, damos algumas defini¢oes e relembramos alguns fatos sobre anélise convexa
que sao utilizados nas segoes seguintes. Enunciar precisamente cada um destes fatos nos
exigiria bastante cuidado e esfor¢co que nao proporcionaria uma melhor compreensao do
que eles significam. Portanto, preferimos apresenta-los de forma simplificada. Alguns dos
resultados aqui enunciados sao demonstrados no Apéndice. Indicamos como referéncia o
livro de anédlise convexa do Rockafellar, [10].

O principal resultado desta secao é a caracterizacao fundamental do subdiferencial de

uma fun¢ao convexa semicontinua inferiormente.
Definicao 3.4.1. Seja ¢ uma funcao definida em R” tomando valores em R U {+o0} :
(i) @ é propria se nao é identicamente +o00;
(ii) O dominio de ¢, Dom(y), é dado por
Dom(p) = {z € R"; ¢(x) < +oo};
(ili) ¢ é conveza se Vx,y € R™ vVt € [0,1]
etz + (1= t)y) < tp(z) + (1 = e(y); (3.10)
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(iv) ¢ é semicontinua inferiormente se para cada A € R o conjunto
[p <A ={z e R";p(z) <A}
é fechado, ou equivalentemente, se para qualquer sequéncia (x,),en que converge
para um certo ponto x € R", tem-se liminf,, ., ¢(z,) > ¢(x).

Na teoria de regularidade de funcoes convexas definidas em R”, surge naturalmente
a nocao de conjunto com dimensao de Hausdorff no maximo n — 1. Chamamos, nesta
dissertacao, estes conjuntos de Small Sets. Segundo Villani, [11], podemos pensar que o0s
small sets sao subconjuntos de R™ com medida nula em relacao a Lebesgue, sem prejudicar

o entendimento.

Exemplo 3.4.2. A fronteira de um conjunto convexo é um small set. Em particular,

J(Dom(yp)) é um small set, se ¢ for uma fungao convexa.

1) Diferenciabilidade. Durante a demonstragao do teorema 3.6.3, precisaremos de

alguns resultados classicos de diferenciabilidade. Sao os seguintes:

e Uma funcao convexa propria é automaticamente continua e localmente Lipschitz no

Int(Dom(i));

e Teorema de Rademacher: o gradiente 7, de uma fungao convexa ¢, é localmente
limitado e esta definido em quase todo ponto. Além disso, o conjunto dos pontos

onde /¢ nao existe é um small set.

Definicao 3.4.3. Seja ¢ : R” — R" uma fungao. Diremos que ¢ é mondtona se

Vz,y e R",  (p(x) —¢(y),z —y) > 0.

2) O gréfico de uma fungao convexa permanece acima de sua tangente. Para

todos os pontos x onde ¢ ¢ diferenciavel, temos a relagao crucial

VZeR",  p(z) 2 p(z) +(Ve(e),z — ), (3.11)

a qual expressa o fato geométrico de que o grafico de ¢ se encontra acima de seu hiperplano
tangente em um ponto z. Em particular, /¢ é mondtono: dados quaisquer pontos de

diferenciabilidade para ¢, digamos x, y, temos
<V90(95)7$ - y> = - <V90(x)7 Yy — ZL’)
> o(@) —p(y) > (Ve(y),z —y),
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onde na primeira desigualdade fizemos a escolha z = y em (3.11), e na segunda z = x.
Além disso, temos a “continuidade do gradiente”. Sejam ¢ uma funcao convexa
prépria, © um ponto de diferenciabilidade de ¢, e y = 7p(z). Entdao dado € > 0, existe
0 > 0 tal que
Ve (Bs(x)) C Be(y). (3.12)
3) Subdiferenciabilidade. O subdiferencial dp de uma fun¢ao convexa ¢ é uma

aplicagao definida por
Op(x) ={y e R":Vz e R", ¢(z) > ¢(z)+ (y,z —z)}, VreR" (3.13)

Nesta dissertacao, vamos identificar a aplicagao subdiferencial dp com o seu grafico, de-
notado por Graph(dy), isto é, consideraremos o subdiferencial como um subconjunto de

R™ x R™. Os resultados que utilizaremos sobre o subdiferencial sao:

e Para todo z € Int(Dom(yp)), o subdiferencial de uma fungao convexa dp(z) é nao

vazio;

e Uma funcao convexa ¢ é diferencidvel em um ponto x se, e somente se, dp () contém

um dnico ponto, o qual é entao \yp(z);

e Se ¢ é uma funcdo semicontinua inferiormente, entdo Graph(dy) é um conjunto

fechado.

As demonstragoes destes fatos se encontram no apéndice.
4) Fungoes conjugadas. Seja ¢ : R" — R U {+00} uma fungao prépria qualquer.

Entao definimos a sua funcao convera conjugada ou transformada de Legende, por

©*(y) = sup [(z,y) — p()]. (3.14)

reR”™

Note que ¢* é uma funcao definida em R” tomando valores em R U {+o0}.

Afirmamos que ¢* é uma fungao convexa propria semicontinua inferiormente. Para
vermos isso, procederemos da seguinte forma. Podemos estender a nocao de transformada
de Legende para fungoes impréprias (isto é, ¢ = +00). Nestes casos, ¢ = 400 < ¢* =
—oo. Portanto, se ¢ é propria, obrigatoriamente ¢* é uma fungao prépria.

Note que para quaisquer (y,7,t) € R™ x R™ x [0, 1],

) + (L =0¢’(@) 2 s (e ty) = tp(z) + (2, (1= )g) = (1 = ()]

= 5;@[(95,1&@3/ + (1 =)y) — o(z)]

= ¢ (tay + (1 - 1)7).
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Assim, vemos que ¢* é convexa.
Dado A € R, considere uma sequéncia (y,)nen em [p* < A, convergindo para y. Por

definicao, temos que
(X, yn) —p(x) <X Ve eR" VneN.
Como y, — y, deduzimos que
(z,y) —p(z) <A Vo eR",

ou seja, y € [p* < A]. Portanto, ¢* é semicontinua inferiormente. Isto completa nossa
afirmacgao.
Imediatamente desta afirmacao concluimos que se ¢ é uma fungao propria definida em

R™ tomando valores em R U {400}, entao a fungao

™ (z) = sup [(y,7) — 9" (y)], (3.15)

yeER™
é convexa prépria e semicontinua inferiormente.

A partir da definicao,
Yo,y €R", (z,y) < ¢(x) + " (y). (3.16)
A caracterizagao dos casos de igualdade em (3.16) serd crucial para nos.

Proposicao 3.4.4. (Caracterizacao do subdiferencial) Seja ¢ uma fungao convexa

propria definida em R™. Entdo, para todo x,y € R",

(z,y) = ¢(x) + ¢"(y) ==y € p(x).

Demonstracao. Dados x,y € R™ quaisquer,

(,y) =p(x) +9*(y) = V2zeR", (2,y) > p(x)+(y,2) — »(2)
= VzeR", ¢(2)>p()+(y,2—1)

— y € 0p(x),
onde na primeira equivaléncia usamos (3.14) e na terceira (3.13). O
Terminamos esta se¢ao com uma lema que serd usado no final do teorema 3.5.7.
Lema 3.4.5. Seja ¢ : R" — R U {+00} uma funcao propria. Entio ¢* = o**™*.
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Demonstracao. Por definicao, para todo =,y € R"
o(x) > (z,y) — ¢ (y) = ¢(x) > ;513 {z,y) — " (y)] = ¢ (x), Vo € R™
Portanto, ¢ > ¢**. Em particular, ¢* > ¢***.
Por outro lado, usando que ¢ > ¢**,
¢ () = sup [{y,2) — " (@) 2 sup [y, ) —p(@)] = ¢ (y), Yy €R".

O

Definigao 3.4.6. Seja (¢,1) um par de fungoes préprias. Diremos que o par (p, 1)) é
conjugado se ©* = 1) e P* = ¢. Em particular ¢** = ¢ e ambas sao funcoes convexas

proprias semicontinuas inferiormente.

3.5 De volta ao problema Dual

Nosso principal objetivo nesta segao é provar o teorema 3.5.7. Para isso introduziremos
uma importante ferramenta, o método da convexificagao dupla, contido no item (i7)

do lema abaixo.

Lema 3.5.1. (i) O infimo em (3.7) nao se altera quando restrito aos pares de fungoes

(o, ) € LYdu) x LY(dv) que satisfazem a desigualdade (5.6) para todo x,y em R™.

(ii) Se o par (¢,1)) € ®., onde ®, é dado em (3.6), entio as fungies p*™* e @* sio
mensurdveis, (p**, ¢*) € ®, e J(¢**, p*) < J(p,1h) < 400.

Demonstracio. (i) Seja (¢, 1)) € ®.. Pela definicao de ®,, existem conjuntos mensuréveis
Nx, Ny, com u[Nx] = v[Ny| = 0 tal que a desigualdade (3.6) se verifica para todo

(xz,y) € N§ x N{. Definamos

o) = o(x), sex € N§ e B(y) = ¥(y), sey € N

400, sex € Nx 400, sey € Ny

Como ¢ = px[ng] + 0OX[Ny], VEIOS que @ se escreve como uma soma de fungoes men-
suraveis e, portanto, ¢ mensuravel. Analogamente, ¥ é mensuravel. Ainda, por cons-

trucao, o par (,1)) satisfaz (3.6) para todo x,y em R™ e J(p, 1) = J(p, ).
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(ii) Seja (¢,v) € ®.. A partir do item (i), podemos supor que a desigualdade (3.6) é
satisfeita para todo par =,y € R™. Logo, temos que
#"(y) = sup[(z,y) = @(2)] <P(y), VyeR" (3.17)
z€R™
Como o supremo de fung¢oes mensurdveis é mensuravel (ver Bartle, [2]), temos que ¢* é

uma fungdo mensuravel. Ainda, a desigualdade (3.17) implica que

o(@)du(z) + / & (W)dv(y) = J(o, ).

Hew) = [ elalduta) + [ wtavn) > n
(3.18)

n

Também da desigualdade (3.17), temos que para todo ponto x € R™, vale que
o™ () = sup [(z,y) — " (y)] < p(x)
yeRn
¢ uma func¢ao mensuravel tal que J (¢, p*) > J(¢**, ¢*). A tltima desigualdade combinada
a (3.18) implica em J(p, 1) > J(p**, ©*).
Além disso, pela definicao de ¢**,

(z,9) < 9™ () + " (v). (3.19)
O

Chamamos de método da convezificacao dupla a construcao do par (™, ¢*) a partir
de um par (p,9) € ®,.

O proéximo resultado é um corolario do lema anterior e nos mostra que o infimo de J
em @, é inalterado se restringirmos JJ a um subconjunto de Q:DC, o qual é feito dos pares

de fungoes convexas conjugadas semicontinuas inferiormente (¢**, ¢*), onde ¢ € L' (du).

Proposicao 3.5.2.

inf  J(p, )= inf J(e™,¢"). (3.20)
(o) ED, peLl(dp)

Demonstracao. Note que

. f J **’ *
ot (™, ")

IN

inf{J(¢™, ") : (¢, ¥) € B}

< inf  J(p, ). (3.21)
(pp)ede

onde a segunda desigualdade é consequéncia do item (éi) do lema 3.5.1.

Agora, note que

Lt Tl ) <if{I(e™,¢7) (67, ¢7) € b, p € L1(dp)}. (3.22)
P, c
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Por outro lado,

inf  J(p™, ") = inf {J(go**, ©*) /go**du < +oo,/<p*dl/ < 400,p € El(d,u)} .
pEL(dp)

(3.23)
Afirmagao. Para toda funcao ¢ € L£'(dp), tem-se [ *dv > —oo. Da mesma forma,
para toda ¢ € L'(dv), tem-se [¢*dy > —oo. Em particular, se p* € L!(dv), entdo
[ du > —oc.

Prova da afirmagao. Pela definicao de ¢*, Vz,y € R", temos que

o) +¢"(y) > (z,y) > — {@ + @} ,

Seja m € II(p, v) qualquer. A dltima desigualdade nos permite deduzir que
[ewat) = [owiney

- [ R E re - [ otoranten)
= (B - [ ) - [etwintn) > o,

onde na primeira igualdade usamos o lema 2.2.6, e a desigualdade estrita é justificada

v

pelo fato de que ¢ é integravel e u, v possuirem momentos de segunda ordem finitos.
Raciocinando de forma anéloga no outro caso concluimos a prova da afirmacao.

A partir da nossa afirmacao, concluimos de (3.23) que inf e (4 J(9*, ¢*) € igual a

inf {J(p™, ") : (9™, 9") € L1(dp) x LY(dv), o € L1(dpn)},

que por sua vez ¢ igual a
inf {J(gp**, ©*) 1 (™, ¢%) € B, p € L’l(du)} :

pois (¢**, p*) satisfaz (3.19). Assim, de (3.21), obtemos que

inf  J(p,v) < inf  J(™,¢"). (3.24)
(p ) ede peL! (dp)
que juntamente com (3.21) termina a prova desta proposigao. O

Lema 3.5.3. (Lema da converificacao dupla) Sejam i, v medidas de probabilidade

em R™ com suportes em subconjuntos X eY de R", satisfazendo

_ 2
o [ el
x 2

2
d,u(x)—i—/ Ll dv(y) < +oo.
y 2
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Quando ¢, sao fungdes mensurdveis com valores em RU {400}, introduzimos

©*(y) = ig)g[(x, y) — ()], (3.25)
Y (z) = jlengx, y) — ¥(y)]. (3.26)

Seja ®, definido por (3.6), e seja (@r, Vr)ren wma sequéncia minimizante para J em @,

isto €, J(pg, Vr) — inf, s, J(p, ). Entao,

(i) Pode-se modificar (¢x, V) em conjuntos de medida zero (em relagao a u,v) de tal
forma que a desigualdade (5.6) valha para todo (z,y) € R™ x R", sem alterar os
valores de J(pk, V).

(ii) Existe uma sequéncia de nimeros reais (ag)ren tal que

(@r, Vr) = (0" — an, Ok + ax) (3.27)

ainda é uma sequéncia minimizante para J em ®., satisfazendo as limitagoes infe-

TI0TES
. el - P
e as limitacoes superiores
timinf inf (5(2) + 20 < inf g + a7 (3.29)
k—oo zeX 2 T8 ’
oo Iyl _ . y
liminf inf ( ¢ (y) + <infJ+ M. (3.30)
k—oo yeY 2 d

Demonstragao. (i). Decorre do primeiro item do lema 3.5.1.

(ii). Afirmacgao 1. Mostraremos a existéncia da sequéncia de ntiimeros reais (ax)ren
de forma que a sequéncia de pares em (3.27) cumpra (3.28).

Prova da afirmagao 1. Seja (g, ¥k )ren qualquer sequéncia minimizante para J em P..
Ao invocar a parte (¢) acima, podemos assumir que para todo x e y, pr(x) > (z,y) — Vi (y).
Como 9, nao é identicamente +o0o, entao existe yo € Y tal que ¢y (yo) = —by < +oc.
Sendo assim, deduzimos que ¢, ¢ limitada inferiormente pela fungao afim (z,yy) + bo.
Além disso, segue que

©r(Yo) = §3§[<x’y0> — pr(z)] < —bo. (3.31)
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Usando a definicao de ¢}, temos que para todo z € X, y € Y,

or(T) + @r(y) > (z,y) .

Como ¢, nao é identicamente 400, entao existe ro € X tal que pp(xrg) = —cy < +00.

Logo, da desigualdade acima, concluimos que para todo y € Y

©i(y) = (20,y) + co. (3.32)

Portanto, de (3.31) e (3.32) obtemos

e I

||?JH2 , ] lylI” 190
+eo =i +{wo,y) +co| < mf Hpp(y) + | < o+ T (3:33)
Yy

yEY 2 2
onde a primeira desigualdade é vélida, pois Vy € Y, ”yHOH > 0.

A primeira e ultima desigualdades em (3.33) implicam que

2
a = inf [%:(y) + lv] }

yey 2

é finito. Definamos
(@r, Vk) = (o3 — an, o + ag,).

Note que @y = (¢,)*. Com efeito, para todo z € X

(V)" (@) = (P —ax)™(2)

= 225[(1:,@ — (pp(x) — ar)]

= 21615[@, y) — p(@)] + ay

= ¢y (2) + ar, = @i(),
onde na segunda e na quarta igualdades usamos a defini¢ao da transformada de Legendre.

Além disso, pela definicdo de 1y, e ay,

2 2 2
inf {zﬁk(y) + @} = inf {s@?é( ) — ay + ||y2|| ] = inf {wk(y) + @] —ay = 0. (3.34)

llll
5

2

Em particular, para todo y € Y, ¥(y) > —

Agora, provemos que para todo x € X, pp(z) > — |302”2. De fato,

ou)+ D = gy + L
= sup [<r,y> — i(y) + ”:;H }
> sup {—HyZHQ—@k(y)l
=~ [ ] =0



onde na primeira igualdade usamos que @, = (1;)*, na segunda a definicio da transfor-
mada de Legendre e na ultima a identidade (3.34), e na desigualdade usamos novamente
M > 0. Com isso, provamos a afirmacao 1.

Afirmacao 2. Provaremos que para todo k € N o par (@, 1) € P, e que a sequéncia
formada por estes pares constitui uma sequéncia minimizante para J em ..

Prova da afirmagdo 2. Observando que para todo k € N, (¢, ¢y,) € . temos que as

fungoes @y, 1 sao mensuraveis tais que

J(@rhw) = J(@i", k) < J(ns thi) < 400, (3.35)

onde na primeira igualdade usamos o fato de que Va € R, J(p,9) = J(p+a,1) —a), e na

primeira desigualdade o lema 3.5.1, item (i7). Em particular, para qualquer k € N,

/X (@ + @Mx)) dp(z) +/Y <@ + zﬁk(x)) dv(z) = M + J(@p, i) < +00.

De (3.28) vemos que ambos os integrandos sdo nao-negativos e, portanto, deduzimos que
eles sdo integraveis. Logo Vk € N, ¢, € L(du) e ¥y, € L*(dv). Também do lema 3.5.1
item (ii) segue que Yk € N (@, ¥y) € ®.. Fazendo k tender para o infinito em (3.35), e
levando-se em conta que (@, %) é uma sequéncia minimizante para J em ®.., concluimos
que (@x, ¥y) constitui uma sequéncia minimizante, o que prova a afirmacdo.

Afirmacao 3. As desigualdades (3.29) e (3.30) se verificam.

Prova da afirmacdo 3. Note que para qualquer k € N,

ey = [ (v o) auo+ [ (15 aw) aw
> o (1E 4 o)) oo + g (1 + o)) o)

zeX

2 2
- ()« pr (1 i)

Como ambas expressoes dentro dos parénteses sao nao-negativas, segue, por exemplo que

2
lim inf 1nf( k() + ] ) <11H11nf<](§0k;¢k) = inf J(p, )+ M

k—oo zeX (p,)ed,

onde na tltima igualdade usamos que (@, %) constitui uma sequéncia minimizante para
J em .. Isto mostra que (3.29) se verifica. De maneira andloga, mostramos que a

desigualdade (3.30) é valida. Isto conclui a afirmacéo 3 e a prova do item (ii).
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Durante a demonstracao do teorema 3.5.7 necessitaremos da nogao de conjunto uni-
formemente integravel e de alguma caracterizagao para estes conjuntos. Comegamos com

a

Definigao 3.5.4. Seja y uma medida finita. Um subconjunto K C L(du) é uniforme-

mente integravel se

lim Sup/ | fldp = 0.
|f|=e

CcC— 00 fEK
Defini¢ao 3.5.5. Sejam p uma medida de probabilidade e (¢;),eny uma sequéncia de
fungoes em L(du). Dizemos que (¢, )nen converge fracamente para ¢ se para qualquer v

continua,

lim [ p,Ydp = / .

n—oo
A caracterizagao que utilizaremos é devida a Dunford-Pettis e sua demonstragao

serd omitida, podendo ser encontrada em Balder, [1].

Proposicao 3.5.6. (Dunford-Pettis) Um subconjunto K C L'(du) é uniformemente

integravel se, e somente se, € relativamente compacto em relagdo a topologia fraca.
Finalmente estamos em condigoes de provar o

Teorema 3.5.7. (Existéncia de um par 6timo de funcbes convexas conjuga-
das) Sejam p e v duas medidas de probabilidade em R™, com momentos de sequnda ordem
finitos. Seja ®. definido por (3.6). Entdo, existe um par (¢, ¢*) de funcées convezas con-
Jjugadas proprias semicontinuas inferiormente definidas em R™, tal que
<¢1§>1£q> J(p, ) = J(p, ).

Demonstracao. Vamos dividir a demonstracao em 6 passos.

Passo 1. Vamos substituir a fun¢ao (z,y) por uma funcao nao-negativa; para tal
adicionaremos uma adequada funcao integravel em ambos os lados da desigualdade que

define ®,. Por exemplo,

[l

2

=ty
s

5|2 5 T + (z,y)

} + [w@) +

- lylI?] < ll=lI* | llyll?
(0. 9) € O, = {90(90) + } > 5+

Seja (@r, Uk )keny uma sequéncia minimizante para J em ®,. Pelo item (17) do lema

3.5.3, podemos assumir que

Iy 11*
2

ngk<y)+ ) vmayERna



de forma que

x||? 2 T+ 2
{@k(x) + @1 + {wk(y) + ||?/2|| ] > | 23/“ >0, Vz,y € R™.

O ponto importante aqui é que tudo é nao-negativo!
Passo 2. Vamos obter algumas estimativas que nos garantirao integrabilidade uni-

forme. Para cada [ € N, definamos go ¢ por truncamento:

&S

@él)(x)ﬂL 5 :miﬂ(wk@)—i— 352 ,l),‘v’zeR"

0 [ — lyll® n
U (y) + =5 = min (u(y) + 51 ), Yy € R

A fim de simplificar a escrita, vamos definir

0" (z) = min (m )+ = ”2 ) Vo € R"

~ 2
0 w) = min (wn() + 1) vy e v

A partir de suas defini¢oes e do passo 1, obtemos

0< O,gl)(x) <lI, Vx € R",

(3.36)
0<0V(y) <1, vy eR",
oV (@) < pi(x), Vo € R,

(3.37)

(@) < w(y), Yy € R™,

iy 0 - lleyl? o
e usando, adicionalmente, que O’ (z) + O ( ) > min (="-,1) (ver apéndice, lema

3.6.10), também deduzimos que
‘ Tyl 2 2
Ol > mn [0 (LY

De (3.37) concluimos que

(Sok ,wk ) < J (o, Yr)- (3.39)
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Agora, note que

O,(f) (x) < O,(glﬂ)(x), Vr e R"

(3.40)
O (v) < O (y), vy € R™,
As duas desigualdades de (3.40) nos permitem concluir
pV<e@ <<l
(3.41)
o<l <<l <

Salientamos que as relagbes importantes sao: (3.36), (3.38), (3.39) e (3.41).
Passo 3. Provemos que a sequéncia (gog)) ren+ € fracamente relativamente compacta.

Sabemos, de (3.36), que para cada [ € N e para todo x € R",

lf*

o () = =5 + 0P (@)

e [0 ()] < 1.
Seja K; = {O,(f), k € N}. Observe que para todo k, |O,(€l)| < 1, de forma que K; C L' (du)

i / 0 |Ol(gl)|d,u <!l sup p(zeR"™: |O,(j)(x)| >¢)=0, Ve>1+1.
O}(Cl)eKl |07 (z)|>c O,EZ)EKZ

Logo, K; é um conjunto uniformemente integravel e, por Dunford-Pettis, é relativamente

compacto em relacao a topologia fraca. Como M

é uma funcao fixada em L£'(du),
deduzimos que o conjunto K; = {gpk ,k € N} é relativamente compacto em relagao a
topologia fraca.

Passo 4. Vamos obter algumas estimativas para o limite fraco de alguma sub-
sequencia de ((p,(j))keN. Pelo passo 3, para [ = 1, existe um subconjunto infinito N; C N

D e £Y(dp) tal que cp,gl) — oM fracamente, quando k — co com k € N;. E claro
que qualquer subconjunto de um conjunto relativamente compacto em relagao a topologia
fraca é relativamente compacto em relacao a topologia fraca. Portanto, existe um subcon-
junto infinito Ny C Nj e o € L1 (du) tal que gp,(C) — @ fracamente, quando k — 0o
com k € Ny. Prosseguindo desta maneira, obtemos uma sequéncia de conjuntos infinitos
NON; D---DN; D --- tal que gpg) — o € £Y(dp) fracamente ,quando k& — oo com
k € N,. Definamos o conjunto N* C N estipulando que seu [-ésimo elemento (na ordem

crescente dos nuimeros naturais) seja o [-ésimo elemento de N;. Logo, para cada [ € N a
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sequéncia (gp,(fl))keN* é, a partir do seu [-ésimo elemento, uma subsequéncia de (go,(f))keNl 0
que implica que @,(f) — ¥ quando k — oo com k € N*. Entdo, como a convergéncia

fraca preserva desigualdades, deduzimos, respectivamente, de (3.38), (3.39) ,(3.41) que

2 2 2
(@) +¢"(y) > min [M l} - (M + M) Vr,y € R",  (3.42)

2 2 2
Je® D)y = Tim  JP D) < lim J(gp, ) = inf J (3.43)
’ k—00,kEN* R T ’ b

90(1)§<p(2)§---<<p(l)§---,
(3.44)
P <@ <o <y <l

Passo 5. Vamos mostrar que existe um par (p,1) étimo para o problema dual.

Argumentando de modo similar a do passo 4, de (3.36), concluimos que para cada | € N

0 < O (z) + @, Vr € R”,

|2

0 < yO(y) + M vy e R,

de forma que

[

WO@lduta) = [ |+ 15~ 1 duta)

/n (so(”(l‘) + @) dp(x) + / @du(ﬂf),

/Rn [ (y)ldv(y) < /n (W”(y) + Hy2||2> dv(y) + /n ||y2H2dy(y).

Somando as desigualdades acima, vemos que

Rn

IN

oD (@)|du(x) + [ [0D(y)dv(y) < J(e®, ") + 2M < infJ +2M < +00. (3.45)
R Rn Pe

Além disso, temos que ambas sao limitadas inferiormente por uma funcao em £! fixada:

_Ila:2H2 < S0(1) (z), Yz € R,

2
—lg= <uly), vy e R

De (3.44), vemos que estas sequéncias sao crescentes. Um dos fatos importantes aqui é

que sob estas hipoteses o teorema da convergéncia monoétona ainda é valido!
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Definamos

p(x) = lim o(z),  ¥(y) = lim O (y),

I—00 I—00
quando os limites existirem. Vamos mostrar que estas fungoes estao bem definidas para
quase todos os pontos e que o par (¢,) é 6timo.

Note ¢ e 1 sao mensuraveis, ja que o limite de fungoes mensuraveis é mensuravel.
Pelo teorema da convergencia mondtona,
/n odp = zlgilo . oWdy, /n Ydy = lli}m ©Wdy, (3.46)

0 Jrn

o que implica,

l—00 R™

/ edp < llim / lo®|dp < +o0, / Ydp < lim [ D]dy < 400
Rn —0 JRrn n

onde usamos (3.45) para garantir que os limites sdo finitos. Assim, temos que o par
(p,1) € LY(du) x LY(dv), o que implica ¢ finito para du-quase todo ponto e 1 finito para
dv-quase todo ponto. A partir disso, j& que (¢V);en e (¥)en sdo sequéncias crescentes,
deduzimos que as funcgoes estao , 1 estao bem definidas para quase todos os pontos. Nos
pontos em estas fungoes nao estao definidas, podemos defini-las como +oo.

Ao passar o limite em (3.42), vemos que ¢(z) + ¥ (y) > (x,y), Vz,y € R", de forma
que o par (p,v) € ®.. Por (3.43) e (3.46), concluimos que

inf J < J(p, ) = lim J(¢", V) < infJ.
&, l—00 o

Portanto, deduzimos que (p,1) é um par étimo.

Passo 6. Finalizaremos a prova. Ao aplicar o item (ii) do lema 3.5.1 no par 6timo
(p, 1), ou seja, o método da convexificacdo dupla, obtemos um par de fungoes préprias
convexas conjugadas semicontinuas inferiormente (¢**, p*) € ®, tal que

inf J < J(¢™, ¢") < J(p, ) = inf J.
D, b,
Agora, seja & = ™. Pelo lema 3.4.5, temos £* = ¢* de forma que (£, £*) é o par de fungoes

convexas proprias conjugadas semicontinuas inferiormente tal que

inf J(p, ) = J(£,€7).
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3.6 Demonstracao do critério de otimalidade
Lembramos que escrevemos v = T#u quando
v[B] = p[T™'(B)], VBe€BR"),

onde T : R" — R” uma funcio mensurével. E facil provar (ver Fernandez, [6]) que

v = T#u se, e somente se,

| woT@)dute) = [ vavty) (3.47)
para toda ¢ € L(dv).

Definigao 3.6.1. Seja T' : R" — R"™ uma fungdo mensuravel. Definimos a aplicagao

(Id xT):R" — R" x R™, por
(Id x T)(x) = (z,T(z)).
Durante a demonstracao do critério de otimalidade precisaremos também da

Definicao 3.6.2. Seja X um espac¢o métrico e p uma medida de probabilidade definida
em B(X). O suporte de u, Supp(p), é o menor subconjunto fechado de X para o qual

cada vizinhanca aberta de um ponto z € X tem medida estritamente positiva.

Agora estamos prontos para provar o resultado mais relevante desta dissertacao. Aqui

usaremos diversas vezes os resultados da secao 3.4.

Teorema 3.6.3 (Teorema do Transporte Otimo para Custo Quadratico). Sejam
i, v medidas de probabilidade em R™, com momentos de sequnda ordem finitos no sentido
de (3.2). Consideramos o problema de transporte de Monge-Kantorovich associado a

fungdo custo quadrdtica c(x,y) = ||z — yl|.

(i) (Critério de otimizacao de Knott-Smith) m € Il(u,v) € dtimo se, e somente

se, existe uma fungao convexa @ tal que
Supp(m) C Graph(0yp), (3.48)
ou equivalentemente,

y € dp(x) para dr-quase todo ponto (z,y) € R" x R™, (3.49)
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onde Oy € o subdiferencial de ¢ (ver a defini¢io de subdiferencial na equagio 3.13).

Além disso, neste caso, o par (p,¢*) é um minimizante para o problema dual
inf {/ pdp+ | dv; V(z,y), (z,y) < () +¢(y)}-
n R’ﬂ

(ii) (Teorema de Brenier) Se p ndo atribui massa para small sets, entdo existe um

unico ™ otimo, dado por

dr(z,y) = du(z)dly = V()] (3.50)
ou equivalentemente,
m = (Id x Vp)#u, (3.51)

onde Vi € o unico (isto €, unicidade determinada em du-quase toda parte) gradiente

de uma funcdo convexa tal que Vo#u = v. Além disso,
Supp(v) = Ve (Supp(p)).

(111) Como um coroldrio, sob as mesmas hipdteses de (ii), Vo € a tinica solug¢ao para o

problema do transporte de Monge:

lz = V(o) |*dp(z) = _inf / lv = T () |*dpu(),
R #N*V R

ou equivalentemente,

[ Vet due) = s [ 1@ duto)

TH#p=v

Demonstra¢ao. Vamos primeiro mostrar a equivaléncia entre (3.50) e (3.51).
Afirmagao. Seja T': R" — R” uma fun¢ao mensuravel.
a) se v = TH#pu, entao (Id x T)#p € (u,v). Além disso, [d(Id x T)#u-quase
toda parte y = T'(x)].
b) se m € II(p,v) é tal que [dr — quase toda parte y = T'(z)], entdo m = (Id X
T)#p.
Prova da afirmagao. (a) De fato, para todos A, B € B(R"),

(Id x T)#ulA x RY] = p[(Id x T)™ (A x R™)] = (A},
onde usamos na primeira igualdade a defini¢ao de (Id x T')#pu.
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Como v = T#pu, obtemos que
(Id % T)#u[R" x B] = ul(Id x T)~'(R" x B)] = u[T(B)] = v[B].
Para segunda parte, defina D = Graph(7’) e note que
(Id x T)#p[D] = p(R") = 1.

Isto prova o item (a) da afirmagao.

(b) Suponha que [dr — quase toda parte y = T'(x)]. Entdo para qualquer C' € B(R*"),
7[C] = 7[C N Graph(T)].

Por outro lado, defina A = {z € R" : (z,T(x)) € C} = (Id x T)~*(C). Logo, como
m € (p,v),

pl(Id x T)H(C)] = plA] = n[A x R"] = 7[C N Graph(T)] = =[C].

Isto prova o item (b) da nossa afirmacao.

Imediatamente da afirmagao acima segue que se m € II(u,v) e v = T#u, entdo
[dm — quase toda parte y = T'(z)] & 7 = (Id x T)#u.

Em outras palavras, acabamos de provar a equivaléncia entre (3.50) e (3.51).
Procedendo como na secao 3.3, reduzimos o problema de minimizagao de Monge-
Kantorovich e sua formulag¢ao dual para o problema em (3.7).
(i) (=) Seja m € II(y,v) uma plano de transferéncia étimo. A existéncia de tal
plano segue da proposigao 3.2.1. Pelo teorema 3.5.7, existe uma par de fungoes convexas

(p, ¢*), 6timo para o problema dual. Entao pela identidade (3.7),

/Rn . (z,y)dr(z,y) = /nso(x)du(l‘)Jr/n ¢ (y)dv(y)
= [ @+ W),

onde na segunda igualdade usamos o lema 2.2.5. Equivalentemente,

/Rn Re [o(x) +¢"(y) = (z,y)] dn(z,y) = 0.

Pela desigualdade (3.16), vemos que a fungao dentro do colchete é nado-negativa, de forma

que ela deve se anular para dr quase todo (x,y). Pela proposigao 3.4.4, obtemos (3.49).
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(«<=) Suponha que exista uma fungao convexa ¢ tal que 7 € II(u,v) satisfaz (3.49).

Entao pelos mesmos argumentos,

2 U G000} 2 [ teoyirte
= [ @ wldney

> il {J@ )}

(@h)ede
A partir da identidade (3.7), deduzimos que o plano de transferéncia 7 e o par (¢, ¢*) sdo
6timos. Isto conclui a prova de (i).
(ii) A prova serd dividida em 3 passos.
Passo 1. Assuma que p atribua medida nula aos small sets. Seja m € II(y, ) um
plano 6timo e seja ¢ a fungao convexa dada pelo item (i). Como ¢ € L(p), ela é du-quase
toda parte finita: p[Dom(p)] = 1. Por outro lado, pelo exemplo 3.4.2, 9Dom(y) é um

small set, de forma que

1 = p[Domg] < p[Int(Dom(p))] + uldDom()] = u[Int(Dom(p))].

Agora, no Int(Dom(y)), o conjunto de nao diferenciabilidade de ¢ é um small set. Logo,
p[{z € Int(Dom(p)) :  é um ponto de diferenciabilidade de ¢}] = 1. Assim, para du-
quase todo ponto x, o subdiferencial de ¢ em um ponto = é {yp(r)} (aqui usamos
fortemente a condicao de que no Int(Dom(y)) o subdiferencial é ndo vazio). Observando
que uma afirmacgao vélida du-quase todo x é também verdadeira para dm-quase todo par
(x,y), obtemos, pelo item (i), que y = V() para dr- quase todo par (z,y).

Passo 2. Até aqui provamos que qualquer plano de transferéncia é da forma (Id x
V)#u para alguma funcdo convexa ¢ tal que Jp#u = v, e que existe pelo menos um
tal plano de transferéncia. Agora mostraremos a unicidade do plano étimo 7 e também a
unicidade do gradiente \/¢ de uma funcao convexa tal que 7p#u = v.

Sejam 7 outro plano de transferéncia 6timo e ¢ a sua fungao convexa associada tal

que V@#u = v. Considere o par étimo (@, @*) para o problema dual, assim como (¢, ¢*).

/ gpd;Hr/ go*dz/:ipr:/ godu+/ © dv. (3.52)
n n (o8 n n

Pelo lema 2.2.6, o lado esquerdo de (3.52) é igual a

Logo,

[ leta)+ o) dntoy),
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enquanto o lado direito de (3.52), do fato de 7 ser um plano étimo associado a ¢ e de

(3.7), é igual a
[ wadntey)
R xR"”

Portanto

[ po+eulden = [ (o).

Como 7 = (Id X 7¢)#u, a equacdo acima pode ser reescrita como

[ @)+ (e duta) = [ (o, 90(@) duta).

Assim,
| @)+ (7)) - (o vola))] dua) =0,

Como a defini¢ao de transformada de Legendre nos diz que o integrando é nao-negativo,
vemos que ele deve se anular du-quase toda parte. Usando a proposicao 3.4.4, concluimos
que

ve(r) € 0p, para du — quase todo z.

Como ¢ é diferencidvel du-quase toda parte, concluimos que

ve(r) =ve(x), para du — quase todo z.

Isto prova tanto a unicidade do gradiente de uma fungao convexa 7 tal que \yp#u = v,
como a unicidade do plano de transferéncia 6timo 7.

Passo 3. Agora vamos provar que Supp(v) = v¢(Supp(p)). Seja = € Supp(u) um
ponto de diferenciabilidade para ¢, e y = 7¢(x). Pela continuidade do gradiente (ver
(3.12)), nés sabemos que para qualquer € > 0 existe um § > 0 com V¢(Bs(z)) C B.(y).

Em particular,

v[B:(y)] = v[ve(Bs(@))] = ulve™ (ve(Bs(x)))] = ul(Bs(x)],

onde na igualdade usamos que v = \7p#u. Como x pertence ao suporte de p, p[(Bs(x)] >
0 e, portanto, a partir da desigualdade acima, concluimos que v[B.(y)] > 0. Como ¢ foi

arbitrario, deduzimos que y € Supp(v). Isto mostra que

V(Supp(p)) C Supp(v). (3.53)

34



Por outro lado,

v[ve(Supp(p))] = p[ve ™ (Ve (Supp(u)))] > plSupp(p)] = 1.

Logo, temos que v estd concentrado em 7¢(Supp(p)), e portanto (pela definicdo de

suporte de uma medida)
Supp(v) C Ve (Supp(p).- (3.54)

Combinando (3.53) e (3.54), deduzimos que Supp(v) = v (Supp(u)).
(iii) Relembremos que o problema de transporte de Monge é o problema de transporte

de Kantorovich quando os planos de transporte tem a formal especial

dﬂ-T<x7 y) = d:u(x)(s[y:T(z)]y (355)

onde T": R" — R™ é uma aplicacao mensuravel.
Assim, para qualquer medida de probabilidade 77, temos
[ ttwinte) = [ 6 T)duta), (356)
R7 xR™ R”
para qualquer funcao mensuravel definida em R™ x R™. Em particular, o custo associado

a estes planos é

11T = Ire] = / (2, T(@))du(z).

n

Afirmamos que se mp pertence a II(u,v), entdo T em (3.55) é tal que v = T#pu. De
fato, por (3.56) e pelo lema 2.2.6,

[ e@ +voT@ldue) = [ fo@) +v)ldnroy)
= [ e@in@) + [ vty

para todo par (p,v) € Cy(R™) x Cy(R™). Cancelando [, ¢(z)dp(x) em ambos os lados,

obtemos a condigao
| woT@ndute) = [ vty (357)

que, conforme lembrado no inicio desta secao, é equivalente a v = T'# .

Assim, aplicando o item (ii) a este caso particular, vemos que existe tnico 7 tal que

/ @ V) du() = sup / T dpfa) = sup / L T(@)) di).

mr€ll(p,v) T#p=v
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Como aplicacao direta do teorema de Brenier, obtemos o

Exemplo 3.6.4. Sejam p e v duas medidas de probabilidade, em P(R), quaisquer. Se
(4 nao atribui massa a conjuntos de dimensao de Hausdorff zero, entao existe um tnico
V¢ (unicidade determinada em quase todos os pontos) de uma funcao convexa ¢, tal que

v = Vp#u. Além disso, o par (p, p*) satisfaz

J(p, ") = nf{J(p, ) : V(2,y), (z,y) < p(z) +¥(y)}
Agora vamos analisar um exemplo interessante de transporte entre duas medidas.

Exemplo 3.6.5. Consideremos o problema de transportar duas medidas sem atomos
definidas em R mas com suportes compactos. Para simplificar pensemos que ambas sao
suportadas no intervalo [0,1] (a generalizacao a intervalos fechados quaisquer é muito
simples). E facil ver que se u é a medida de Lebesgue em [0,1] e v é dada por uma
densidade f entdao uma funcao 6 : [0,1] — [0, 1] que transporta p em v (i.e. v = 0#pu) é

a funcado que satisfaz, para « € [0, 1],

0(x)
/ f(z)dz =x.
0

No caso mais geral em que p e v sdo apenas equivalentes a Lebesgue (i.e. tem densidades

estritamente positivas em [0, 1]), entao 0 deve satisfazer a equacao

v([0,0(2)]) = ([0, 2])

0 assim definida serd um homeomorfismo de [0, 1] em [0, 1] (de fato pode-se mostrar que 0 e
sua inversa sao Holder continuas). Ainda, e mais importante, tal transporte é a solugao de
Monge para o problema de transporte entre y e v, minimizando o custo médio quadratico.
Uma demonstracao este fato, em um contexto mais geral, pode ser encontrada no teorema

2.18 de Villani, [11].
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Apeéendice - Algumas Demonstracoes

Lema 3.6.6. Seja ¢ : R" — R U {+00} uma func¢ao convexa. Entao para todo x €

Int(Dom(p)), o subdiferencial Op(x) € nao-vazio.
Durante a demonstracao deste lema faremos uso dos seguintes resultados:

e Uma fungao convexa propria é automaticamente continua no interior do seu dominio;

e A primeira forma geométrica de Hahn-Banach: Sejam dois conjuntos conve-
x0s e nao vazios A e B contidos em um espaco vetorial E, tal que AN B =0. Se A

é aberto, entao existe um hiperplano fechado que separa A e B;

e Se C' C E é um conjunto convexo, entao Int(C') é convexo. Se além disso Int(C') # 0,

entdo C = Int(C).

Demonstra¢ao do Lema 3.6.6. Seja xo € Int(Dom(y)). Sendo ¢ continua em z, existe
0 > 0 tal que
z € B(xg,0) = |p(x) — p(z0)| < 1. (3.58)

Assim, o conjunto D = B(xg,d) X (¢(zg) + 1, 4+00) é um aberto contido no epigrafico de
@. Isto mostra que A = Int(epi(y)) é nao vazio. Como ¢ é convexa, entdo A também é
convexo (aqui usamos o terceiro resultado acima citado).

Por definigao de epigrafico, temos que o ponto (xg, ¢(x)) € depi(yp), de forma que o
conjunto convexo B = {(xq, p(xo))} é disjunto de A. Pela primeira forma geométrica de
Hahn-Banach, existe um funcional linear ndo-nulo ¥ € (R"™1)" e um escalar o € R tais
que

Uz, \) > a>V(xg,p(x)), V(z,\) €A, (3.59)

Por continuidade, podemos substituir em (3.59), A por A = epi() (novamente fizemos

uso do terceiro resultado acima citado). Em particular, temos
V(x,A) > a > V(xg,0(x0)), VY(x,A) € epi(p). (3.60)
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Pelo teorema de Reisz, existe um vetor v em R™ e k € R tais que U(z, \) = (v, z) + kA

para todo (z,\) € R™™!. Logo, (3.60) pode ser reescrita como
(v,x) + kA > o > (v,x0) + kp(z0), V(z,\) € epi(p). (3.61)

Escolhendo = = zy em (3.61) e fazendo A — +o00, deduzimos que k > 0.

Afirmacgao. k£ > 0.

Prova da afirmagao. Suponhamos, por absurdo, que k& = 0. Imediatamente de (3.61),
vemos que

(v,2) > a > (v,x9), Va € Dom(p). (3.62)

Como ¥ # 0, temos que v é nao nulo. A partir de (3.58), temos que B(zg,0) C
Dom(yp). Logo, de (3.62), obtemos que

(v,2g +02) > a > (v,x9), Vze B(0,1).
Estas desigualdades sao equivalentes a
a>(v,xg) >a—0{v,zy, Vze B(0,1).
Portanto, subtraindo «, trocando o sinal e usando o fato de que 6 > 0, deduzimos que
(v,2z) > 0,Vz € B(0,1).

Trocando z por —z, concluimos que (v,z) = 0,Vz € B(0,1), e consequentemente que
(v,2) =0, Vz € R", 0 que forca v = 0, uma contradigao. Isto completa nossa afirmacao.

Fazendo A = ¢(z) em (3.61) obtemos,

o(x) > p(xo) + <—%, T — a:0> , Yz € Dom(yp). (3.63)

Como para = € (Dom(p))¢, ¢(z) = 400, temos que desigualdade vale trivialmente, e

portanto vemos que o vetor —¢ € dp(xo). O

Lema 3.6.7. Seja ¢ : R* — R U {400} uma func¢ao convexa. Se x é um ponto de
diferenciabilidade, entao vale (3.11). Além disso, Op(x) = {vp(x)}.

Demonstragao. Para quaisquer z € R" e A € (0, 1), a convexidade de ¢ implica
olx+Az—2) = pAz+ (1 —Nx)
< Ap(2) + (1= Np(z) = () + Me(z) — @), (3.64)
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Por definicao de diferenciabilidade, existe uma vizinhanca U, de x que para todo h tal
que x + h € Uy,
p(z+h) —o(z) = (Ve(z), h) +r(h),
onde limy,_, % =0.
Fazendo na rela¢do acima h = A(z — z), para A suficientemente pequeno e positivo,

obtemos de (3.64) que

o+ Mz —x)) — p(z)
A
= (ve(x),z—z)+r(AMz—12))/\, VzeR™ (3.65)

v

p(2) — p()

Afirmacao 1. Para qualquer z € R", limy,or(A(z — x))/\ = 0.

Prova da afirmagdao 1. De fato, limy_,or(A(z — x))/A = limj_y %Hh“ = 0, onde na
primeira igualdade fizemos a mudanga h = A(z — z) e na segunda usamos a defini¢ao de
r(h).

Como consequéncia da afirmacao 1 e de (3.65), temos que Vz € R™,

p(2) = o) + (Ve(r), 2z — x),

o que nos mostra a validade de (3.11) que, por sua vez, implica em 7p(x) € 0p(x).
Afirmagao 2. 0p(z) contém apenas um ponto.

Prova da afirmagao 2. Seja y € dp(x). Entdo por definicao de subdiferencial,
ol +Az) —px) > (y,x+ Az —x) = A(y,2), VzeR" Vie(0,1). (3.66)
Dividindo por A a desigualdade acima e fazendo A\ — 0 vemos que
(Vo) 2) 2 (y,2), VzeR",
uma vez que x é um ponto de diferenciabilidade. Equivalentemente,
(Ve(r) —y,2) >0, VzeR"™ (3.67)

Trocando z por —z na relagao acima, deduzimos que (V¢(x) — y,z) =0, Vz € R™, o que

forga y = yp(z). Isto completa afirmacao 2 e o lema. ]

Lema 3.6.8. Seja ¢ : R" — RU{+00} uma fungdo convexa semicontinua inferiormente.

Entao para cada sequéncia (xy)ker com xp — x, tem-se

liminf p(z;) > ().

k—o0
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Demonstracao. Como ¢ é uma funcao semicontinua inferiormente, entao para todo A € R,
[¢ < A] é um conjunto fechado.

Afirmagao. Para todo x e para todo € > 0, existe uma vizinhanga U, (¢) de x tal que

oY) = () —e, Vye Usle).

Prova da afirmagao. Vamos separar a prova em 2 casos.

Caso 1: Se x € Dom(yp), entao defina A = p(z) — €. Logo, © € [p > A aberto, de
forma que existe vizinhanga U,(¢) de x contida em [p > A]. Assim, para todo y € U,(¢),
e(y) > p(z) —e.

Caso 2: Se z € (Dom(yp))°, entdo para todo A € R, x ¢ [p < A]. Logo, temos que
r € F = )[p <A fechado. Assim, x € F° aberto, de forma que existe vizinhanga U, (¢)
de z tal CTIGIS ¢(y) = +o0, para todo y € U,(e). Isto conclue a afirmagao.

Considere x;, — x. Entao pela afirmacao, para todo k£ natural existe uma vizinhanca

U,(k) de z tal que ¢(y) > ¢(x) — 1/k, para todo y € U, (k). Sem perda de generalidade,

suponhamos que zy € U, (k). Assim, para todo k,

plzr) 2 ¢(x) = 1/k = liminf p(zx) > p(2).
0

Lema 3.6.9. Seja ¢ : R" — RU{+o00} uma fungdo convexa semicontinua inferiormente.

Entao G(0p) é um conjunto fechado no seguinte sentido:

T — X
=y € 0p(x). (3.68)
Op() > yp —> y

Demonstra¢ao. Suponha que z, — x e dp(zx) O yr — y. Pela defini¢ao de subdiferencial,
o(2) = () + Yk, 2z — 1), Vz€R" VhkeN
Pelo lema 3.6.8, temos que Vz € R",

p(2) > liminfp(zx) + (Y, 2 — 21)] > @() + (Y, 2 — ),

k—o0

onde usamos que Ty — T € Yp —> Y. O

Lema 3.6.10. Suponha que para todo (x,y,k) € R" x R™ x N as sequintes relagoes se

verificam:



2 2
Iyl } Szl S

antor+ B+ Lo+ 1E] B2t

Entao todo (x,y,k) € R* x R" x N,

R 2 2 2
0 )+ 00t 2 min (n(o) + 155 4 )+ 5,1} 2 min (50 1) 0

Demonstragao. A segunda desigualdade em (3.69) é imediata a partir da terceira relacao.
A prova da primeira desigualdade sera divida em 2 casos:
Caso 1: suponhamos que

2 2 2 2
min (gpk(x) + @ + Y (y) + @, l) = pp() + @ +Ui(y) + @

Entao segue, por exemplo, que

]
2

Iy 1I*
2

ElS
2 Y

I > pi(x) + +U(y) + > op(x) +

onda na segunda desigualdade usamos a primeira relagao.
Desta forma, temos que O,(cl) (x) = or(z) + @ Analogamente, deduzimos que, neste
caso, O,gl) (y) = ¥i(y) + w Isto mostra que o lema é valido para o caso 1.

Caso 2: suponhamos que min (gok(x) + @ + i(y) + @, l) = [. Isto significa que

’ I

2

]

| < op(x) + 5

+ Ui(y) +
Imediatamente das suas defini¢oes, segue que [ < O,(Cl) (x) + O,(Cl) (y), o que completa a

demonstracao do segundo caso e do lema. O]
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